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Elementy logiki

Zdaniem w logice nazywamy kazde zdanie oznajmujace (orzekajace), o ktérym mo-
zemy jednoznacznie powiedzied, ze jest prawdziwe albo falszywe. Zdanie prawdzi-
we ma wartos¢ logiczng 1, a zdanie falszywe warto$¢ logiczng 0. Zdania na ogéh

oznaczamy literami: p, g4, 7, ...

Zaprzeczenie (negacja) zdania p —zda-
nie ,nieprawda, ze p”, symbolicznie ~p
(czasem —p).

Koniunkcja zdan p i g-zdanie,p i 47,
symbolicznie p A g.

Alternatywa zdan p i g - zdanie
»p lub q”, symbolicznie p v 4.

Implikacja (wynikanie) zdan p i g-zda-
nie ,jezeli p,to ¢”, symboliczniep = 4.

Réwnowaznos¢ zdari p i g - zdanie
»p wtedy i tylko wtedy, gdy 4", symbo-
licznie p < 4.

Prawem logiki nazywamy zdanie, ktére
jest prawdziwe dla kazdej wartosci logicz-
nej zdari skdadowych.

Wartosci logiczne zdan

zlozonych
p i ~pr
1 0
0 1

P 94FPr9]1PVve
1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 0 0
P g)lP=eq91 pr=19
1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1

Niektdre prawa rachunku zdari:

pAgeqAap
pvgeqvp
pArgparrepalgar)
pvopvrepvigvr)
pa@@vnepagyvpan

prawo przemiennosci koniunkgji
prawo przemiennosci alternatywy
prawo lacznosci koniunkdji
prawo lacznodci alternatywy

prawo rozdzielnosci koniunkgji
wzgledem alternatywy
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pvigan vy alpvr) prawo rozdzielnosci alternatywy
wzgledem koniunkcji
(r=29r@g=2n=@p=7) prawo przechodnosci implikadji
~~pep prawo podwdjnego przeczenia
pAalp=9l=9¢ prawo odrywania
~p=>3q9@pa~q prawo zaprzeczenia implikacji
p=2g9(~q=2~p prawo kontrapozycji

~(PA‘1)©(~P)V(~@)}

~(pv g e (~p) A~ ) prawa De Morgana

Funkcja zdaniowgq (forma zdaniowa) zmiennej x okreslong na zbiorze M, nazywa- -
my wyrazenie zawierajace zmienna , ktdre staje sig zdaniem, gdy w miejsce tej zmien-
nej wstawimy dowolny element ze zbio-

ru M. Méwimy, Ze element spetnia funk-

:x jest li Iny . . A .o
9(x) x jest liczbg naturaing cje zdaniowgy, jeZeli po podstawieniu tego

@(2):2 jest liczba naturalng elementu w miejsce zmiennej otrzymuje-
— zdanie prawdziwe my zdanie prawdziwe.

¢ G‘)% jest liczba naturalng Zwrot ,dla kazdego x nalezgcego do X" nazy-

— zdanie falszywe wamy kwantyfikatorem ogélnym i zapisu-

jemy /\X - Zwrot istnieje takie x nalezgce

Az +2>0 — zdanie prawdziwe do X" nazywamy kwantyfikatorem szcze-
V x*+2<0 — zdanie falszywe dlowym i zapisuiem V .
v golowy pisujemy Vo

Prawa De Morgana dla zdari z kwantyfikatorami:

(A= V -p,
(Vaw)o A-a.
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Algebra zbiorow

L e I I e T T T I . I T I T T I S S T R S R S N T T T R

W matematyce zbioru nie definiuje sig. Jest to tzw. pojecie pierwotne. Zbiory na ogoét
oznaczamy literami wielkimi: A, B, C..., a elementy zbioréw literami malymi:a, b, ¢, ...

Zdanie ,a jest elementem zbioru A” zapisujemy a € A, natomiast zdanie ,a nie jest

elementem zbioru A” zapisujemy a € A. Zbidr, ktéry nie zawiera zadnego elementu,
nazywamy zbiorem pustym i oznaczamy symbolem .

Zbiér mozemy okresli¢ dwoma sposobami:

1. wymieniajac wszystkie jego elementy, A={o,B,y)

2. podajac wlasnoé¢, jaka majq spelniaé B={xcRr>2ax"~4=0}
wszystkie elementy tego zbioru i tylko one.

Mdwimy, ze zbiér B jest podzbiorem zbio-
ru A (B zawiera sie w A), jezeli kazdy ele-
ment zbioru B jest elementem zbioru A.
Piszemy wtedy B = A.Oczywiscied < A
i A c A dladowolnego zbioru A.

Jezeli zbiory A i B maja te same elementy,
to méwimy, ze saréwne i piszemy A = B.

Prawdziwe s3 zalezno$ci:

A=Bs[AcBABc A]
[AcBABcC(C]l= AcC

Suma (zlaczeniem) zbioréw Ai B (A UB)

nazywamy zbidr tych wszystkich elemen-
téw, ktére naleza do zbioru A lub do zbio- .
ruB. .

AuB={x:xeAvxeB} AUB

Hoczynem (czescia wspdlna) zbioréw A i B

(A N B) nazywamy zbidr tych wszystkich
element6w, ktdre naleza do zbioru Aido .
zbioruB.

AmB={x:xeA/\xeB} ANnB
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Réznica zbioréw AiB{(A\ BlubA -B)

téw, ktére nalezg do zbioru A inie nale-

nazywamy zbiér tych wszystkich elemen- .

za do zbioru B.

A\Bz{x:xeA/\xeB} A\B

Dopelnieniem zbioru A do zbioruX(A’)
nazywamy zbidr tych wszystkich elemen-
t6éw, ktére nalezg do zbioru X i nie nalezg
do zbioru A.

A’:{x:xeX/\xeA}

A={1,3,4,58},
B={2,4,6,8},
AUB=11,2,3,4,5,6,8},
AnB={4,8},
A\B={1,3,5},

B\ A={2,6}.

{1,3,5,7,9}{2,4,6,8} =@

{1,2,3}x{a,b} =
={(1,),(1,b),(2,8),(2,b), (3,8),(3,b)}

Prawa dziatan na zbiorach
AUB=BUA, AUA-A,  AUD=4,
ANB-BrA, AnA-A  AnD-0, \
(AUB)UC=AU(BUC), (AUB)NC=(ANO)U(BNO),
B e e Ao
Prawa De Morgana

(AUB)= A B, (AnB/=AUB.

Jezeli An B =, tozbiory A i B nazywamy rozlacznymi.

HNoczynem kartezjafiskim zbioréw A i B (A X B) nazywa-
my zbi6r wszystkich par uporzadkowanych (x, ), gdzie x jest
elementem zbioru A i y jest elementem zbioru B.

A><B={(x,y):xeA/\yeB}
Przez 2 oznacza sie zbiér wszystkich podzbioréw (w tym
A i @) zbioru A:
2" ={B:Bc A}.
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Niektére prawa rachunku zbioréw i prawa rachunku zdast

Zbiory Zdania
AuB=BUA pvgeqvy
ANB=BNA PAGESGAp
ANBNC)=(ANB)NC prlgar) & (pag) ar
Au(BuQ)=(AuByuC pvigvriepmvgvr
ANnBuCy=(AnByU(AnC() pa{gvriepag vpar
AUBNCO)=(AuBN(AUL(O) pviganepvalpvr)
(AN By= A"UB ~pAg) & (~p) v (~9)
(AUBY=A'NB ~pvg) e (p)A(~g)

Funkcje zdaniowe i zbiory

Zdanie ,A jest zbiorem wszystkich elementow x, kidre spetniajg funkcje zdaniowg ©(x)”
zapisujemy

A={xp(x)}.

Jezeli funkcje zdaniowe @(x) i yw(x) okreSlone sa na tym samym zbiorze X, to praw-
dziwe sg zaleznodci:

{xeX:p(x) vy} ={reX:px)}u{xre X:w(x)},
{reX:p) Ay} ={reX: )} n{reX:y(x)}

[xeX:iox)}=M={xeX:~o(x)}=M
{x eX: (p(x)} = {x eX: \p(x)} & Q{((p(x) < y(x))

[xeX: o0} c{reX:y(x)} & Q{((p(x) = y(x))
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Zbiory liczbowe

@ 5 & & o © o o 8 & 5 s 6 6 2 B s & 6 & & 0 ¢ S a B e & 2 & 8 P P s e e " o s e s s e e s o

|
Liczby 0, 1, 2, 3, ... nazywamy liczbami naturalnymi (czasem do liczb naturalnych |
nie zalicza sie liczby 0). Zbiér liczb naturalnych oznaczamy symbolem N.

Liczbami calkowitymi nazywamy liczby: 0, 1,-1,2,-2, ... Zbidr liczb catkowitych
oznaczamy symbolem C (czasem Z). Mozemy napisa¢ C = {x: xeNv-xeN }

R Liczby, ktére mozemy przedstawic w po-

staci —, gdzie m, n sa liczbami calko-
n

witymi 1 n#0, nazywamy liczbami
wymiernymi. Zbiér liczb wymiernych
oznaczamy symbolem W (czasem Q).
Mozemy napisa¢

W={x:x=E/\m,neC/\n¢O}.
n

Istniejq liczby, ktdrych nie da si¢ przed-|

NcCcWcR stawié w postaci iy gdzie m,neC.
R\WcR n
(R\W)UW =R Liczby takie nazywamy niewymiernymi.
(R\W)NW =@ Przykladowe liczby niewymierne: =, .
V2,45,1+4/3, itp. Sume zbioru liczb
wymiernych i niewymiernych nazywamy
; zbiorem liczb rzeczywistych i oznaczamy |
702 symbolem R. Zbir liczb niewymiernych
11 oznaczamy R\ W. :

—=1,375,
Kazda liczbe wymierna mozna przedsta-
=0,8333...=0,8(3), wiéw postaci utamka dziesietnego skon-

czonego lub nieskoriczonego okresowego.
=0,(285714).

NI G oy

Mozna réwniez okresli¢ zbiory:
R, = {x eR x> O} —zbidr liczb rzeczywistych dodatnich,
R = {x eR:x< 0} - zbidr liczb rzeczywistych ujemnych.
Podobnie okresla sie zbiory: W,, W_,C,, C_.



Zbiory liczbowe m

SzczegSlnymi podzbiorami zbioru R s przedzialy liczbowe. Jezeli a < b, to zbiory
te okreslamy:

> (a4;b)= {x eRa<x< b} - przedzial otwarty

4

> <a; b> = {x eRia<x< b} - przedzial domkniety

oF )

. > (a;b)={x € R:a < x < b} - przedziat prawostronnie domkniety
a b
- > (a; b)={x eR a< x < b} - przedziat lewostronnie domkniety
a b
> (g+<)={xeRx>a}

®

>  (g+w)={reRx>a}

> (-;a)={xeRx<a}

v

(—w;a)z{xeR:xsa}

Dziatania arytmetyczne w zbiorze liczb rzeczywistych
Méwimy, ze w zbiorze A wykonalne jest dzialanie ®, jezeli dla dowolnych elemen-

tow a,b € A wynik a® b tego dzialania réwniez nalezy do zbioruA.

W zbiorze liczb naturalnych wykonalne jest dodawanie i mnozenie.

W zbiorze liczb catkowitych wykonalne sa: dodawanie, mnozenie, odejmowane.

W zbiorze liczb wymiernych (rzeczywistych) wykonalne sg dziatania: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenia (z wyjatkiem dzielenia przez 0).

Wiasnosci dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych

a+b=b+a . przemiennosc dodawania
Land . przemiennos¢ mnozenia

{(ath)te= i (b+c)  lacznoscdodawania
(b= 0 e ichnoéé mnozenia

a(b+d)=ab+ac  roxdzielnosc mnozenia wzgledem dodawania



MATEMATYKA

Ponadto dla dowolnych liczb rzeczywistych prawda jest:

a+0=a
a-l=aqa
a-b=0&@=0vb=0)

a=b<:>/\a+c=b+c

ceR
(ac=b-cncz0)=a=b
{(a=barc=d)y=a+c=b+d

a<b¢:>/\a+c<b+c
ceR

(a<bac>0)=a-c<b-c
(a<bac<Q)=a-c>b-c
(a<brc<dy=a+c<b+d

a-b>0&»[(a>0/\b>0)v(a<0/\b<0)]
a-b<0e[(a>0Ab<0)v(a<0rb>0)]

Niech liczby m, n bedg liczbami catkowitymi. Méwimy, ze liczba mt jest podzielna
przez n# 0, cozapisujemy n| m, jezeliistnieje liczba calkowita k taka, zem =k n

n|m<:>Vm=k-n.

keC

Dlaa, b, ¢, d € C prawdziwe sa zaleznosci:

1|a

alb=>alb-c
albralc=al(b+c)
alb=>a-c|b-c
albacld=a-clb-d

Jezeli liczba naturalna n > 1 jest podzielna tylko przez 1i n, to nazywamy ja liczba
pierwsza.



Zbiory liczbowe m

Potegowanie i pierwiastkowanie

Niechae Ri neN,.

3'=3.3-3-3=81 n-ta potega liczby a (zapisujemy 4") nazywamy iloczyn
2 =(-2)- (- (D=8 PO
‘ (_1_)4—-_1_‘1_1_1.—i n czynnikow
2222 16

2 Liczba a nazywa si¢ podstawa potegi, a liczba n — wykladni-

kiem potegi.

Wlasnosci poteg o wykladnikach naturalnych

Pierwiastek rn-tego stopnia z liczby nieujemnej a jest to taka
liczba nieujemnab, ze b" = a.
Dlaa>0ib>0ineNin>2

Ya=beo b =a

h&")\
=1~
SINE-
Lanl A I i1
N
<o

—

Pierwiastek stopnia 2 oznaczamy Jai nazywamy rowniez pier-
wiastkiem kwadratowym.

Wlasnosci dzialan na pierwiastkach

! (dlabiﬂ) .
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I3+22\/§+ 3_22J§  fiTien

Pojecie potegi mozna rozszerzy¢

a20imneN in>2

Jezelia#b, to

| Ji\B

\/E+\/5‘ a-b

Jezeli ¢ =a®-b, to

Jezelia>b>0, to

1 ‘/E+\/E'

JE—JE: a-b

Ja? ~ B> a2 2
\/”+ ¢ b ‘/ Vﬂz b JaTh,

2

‘/a+\/u;_b2 _‘/a— [ _ b2 o

2



Zbiory liczbowe

Wzory przyblizone

Jezeli a* >[p>0, to

m:10+—2%:10,15 Jai+b ~ ||+ H

Tezeli 151]3 >h>0, to

) b
3128 ~ 5+ —-=5,04 Y +b=a+—.
75 34°

Jezelia>b>0, to

\@i?:%m%-s:g,s Ja? ~*a+ b

Wartosci srednie

Jezeli a,, a,,...,a, saliczbamirzeczywistymi, to liczbe

H

a +a, +...+a

A, = . nazywamy $rednia arytmetyczna tych
n
liczb.
.. 1 L, . . 1 1 1
Jezeli —— —jest $rednia arytmetyczna liczb —, —, ..., ——,
i 611 112 ﬂ”

to H, nazywamy $rednia harmoniczna liczb a,,4,,..., 4

n
He=qg— 71
St —

a'l aZ au

Jezeli a,, a,, ..., a, saliczbami nieujemnymi, to liczbe

G, = \/Zzl a, -...-a, nazywamy $rednia geometryczna tych
liczb.

Srednia kwadratowa liczb 4,,4,,..., 4, nazywamy liczbe

K = la; +ay +. +a)
w :
n
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Jezeli a,,a, sa dodatnie, to Wazne nier6wnosci
2 2
A TS sﬁl—;ﬂg/”l—;“z— Jezelia, , a,, ..., a, s3liczbami dodatnimi,
a, +4a . 2 2.0
L to zachodza nieréwnosci

| 2ab
a+b %

H,<G,<A, <K,
przy czym réwnos¢ zachodzi tytko wte-
dy, gdy wszystkie liczby a,, a,, ..., a, sa
réwne.
ath * Nier6wnos¢ G, < A, nosi nazwe nieréw-

nosci Cauchy’ego.

Nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,, a,, ..., a

ib,b,,..., b, zachodzi

n

2
(b +ab, +...+ab,) <(al+a +..+a))- (b + b} +...+ b))

Zbiory ograniczone. Kresy zbioréw

sup {1,—;—,%,1,..}=1

4
sup {1,2,3,..}
- nie istnieje

Zbiér Z ¢ R nazywamy ograniczonyimn z géry, jezeli istnieje
liczba M taka, Ze dla kazdego x € Z spelniona jest nier6wnogé
x < M. Méwimy wtedy, Ze liczba M ogranicza zbidr Z z géry.
Najmniejsza liczbe ograniczajaca zbiér Z z géry nazywamy kre-i
sem gérnym zbioru Z i oznaczamy sup Z. |
Zbiér Z R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli istnieje
liczba m taka, ze dla kazdego x € Z spelniona jest m'eréwnoéc'g
m < x. Méwimy wtedy, Ze liczba m ogranicza zbiér Z z dotu.
Najwieksza liczbe ograniczajaca zbiér Z z dolu nazywamy kre-
sem dolnym zbioru Z i oznaczamy inf Z.




Zbiory liczbowe m

Wartosé bezwzgledna liczby

|n] ==
Wartoscia bezwzgledna (modutem) liczby nieujemnej jest ta sama
2| 2 liczba, wartoscig bezwzgledna liczby ujemnej jest liczba do niej
202 przeciwna.
Joj=o0. ’
. @ 0o
. e nan
Wihasnosci wartosci bezwzglednej liczby
Dladowolnychliczb rzeczywwtych X

1.{=0 o

2fd=ph]

3l yl=M ot

4 H=H—, dlay=0

e
5 M=plex=yva=—y
7 ' ,
7. lx +y <|xl +|y] (tzw. nierownosc trojkata)
Jezeli a > 0, to prawdziwe sq zwigzki:
[x]<a
~ ) . -> /< a e xe(-a;a)
|x]<a
4(-) —> |x|<a@xe(—a;a)
> a x> a
- (’J > > |¥>aexe (—oo; —a)y U (; +oo)
[ >a y [d>a
) > |x] > a < x € (—o0; —a) U (a; + o)
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X - dziedzina funkgji (zbi6r argumentéw) f
Y - przeciwdziedzina funkdji f

Y~ zbiér wartosci funkdji f

X1, Xy, X, X, — argumenty funkcjif

Y1, Y2, Y5 — wartos¢ funkgji f

>
— |-
><

Funkcja réznowartosciowa.

<
— |~
-

Funkcja wzajemnie jednoznaczna.

Ogélne wiasnosci funkcji

Funkcja (odwzorowaniem) f odwzorowujaca zbiér X w zbi6r Y
nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi x
ze zbioru X dokladnie jednego elementu i ze zbioru Y. |

Méwimy, ze funkcja f jest okreslona na zbiorze X (dziedzi-i
na funkeji) i przyjmuje wartosci w zbiorze Y (przeciwdziedzina

funkcji) i zapisujemy f: X = Y.

Zbiér Y, = {y eY: \/ y=f (x)} cY nazywamy zbiorem
xeX

wartosc funkgji f.
Jezeli Y; =Y, tofunkcja f odwzorowuje zbiér X na zbiér Y.

Jezeli Y, ={c}, to funkcjefnazywamy funkcja stata.

Jezeli /\ (x; = x, = f(x,) # f(x,)), tofunkde f nazywa-

x1,x€X

myréznowartosciowa.

Jezeli f jest funkcja réZnowartosciowa i odwzorowuje zbiér X
na zbidr Y, toméwimy, ze f jestwzajemnie jednoznaczna.

Funkde f: R — R nazywamy funkcja rzeczywista zmiennej rze-
czywistej.

Jezeli danajest funkcja f: X — R, gdzie X < R, to zbidr

W, = {(x,y): xeXay= f(x)} nazywamy wykresem funkdji f.

Miejscem zerowym funkdji f: X — R nazywamy te wartos¢ ar-
gumentu, dla ktdrej wartosé funkgji jest réwna zero. x, —miejsce
zerowe funkdji f, jezeli f(x,)=0.



Funkcje BN

y=f(x)

i
!
1
I
1
1
1
1
1
1
3
!
1
b
1
Y

R - - -~

~
- d

X

2

Funkcja rosnaca w zbiorze A. Funkcja malejaca w zbiorze A.

Funkcje monotoniczne

Funkcja f: X — R jestrosnacaw zbiorze A c X, jezeli
A (1 <02 f(x) < flx)

X1, %€

Funkdja f: X — R jestmalejaca w zbiorze A c X, jezeli
A (5 <z = f(x0)> f(x,)

X1, Xp€E,

Funkcja f: X — R jestnierosnaca w zbiorze A < X, jezeli
/\A(x1 <x, = f(x,)> f(x,)).

X1, %€

Funkgja f: X — R jestniemalejaca w zbiorze A c X, jezeli
A (x <x, = f(x) < f(x,)).

X1,%Xp€A
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Funkcje parzyste i nieparzyste

y=f)
A
y yl\
y=fx) o "
0 X
Wykres funkgji parzystej. Wykres funkdji nieparzystej.

Funkce f: X — R nazywamy parzysta, jezeli /\X(—x e X A f(-x) = f(x)).
Wykres funkdji parzystej jest symetryczny wzgledem osi y.

Funkge f: X — R nazywamy nieparzysta, jezeli /\(—x e X A f(—x)=—f(x)).
xeX
Wykres funkdjinieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu (0,0).

Funkcje okresowe

Funkgje f: X — R nazywamy okresowa, jezeli istnieje liczba t # 0 taka, ze dla dowol-|
nego xe€ X réwniez x+teX i x—te X oraz f(x+t)= f(x).

Liczbe t nazywamy okresem funkeji f.

Jezeli istnieje najmniejsza dodatnia liczba ¢, spelniajaca ten warunek, to nazywamy ja]
okresem zasadniczym (podstawowym) funkji.

Xo +t X, +2t

Wvkres funkcii okresowe;.



Wykres funkji ograniczonej.

Przeksztalcenia wykreséw funkcji

Funkcje m

Funkcje ograniczone

Funkgje f: X — R nazywamy ograniczo-
na z gory, jezeli \/ /\ fl)<M.

MeR xeX

Funkgje f: X — R nazywamy ograniczo-
na z dotu, jezeli V /\ m< f(x).

meR xeX

Funkcje f: X — R nazywamy ograniczo-
na, jezeli V /\m < f(x)s M.

m,MeR xeX
m<M

Przesuwajac wykres funkdji y = f(x) o wektor @ = [p, 4] otrzymujemy wykres funkdji

y=f(x-p)+q.

Krzywa symetryczna do wykresu funkji y = f(x) wzgledem osi x jest wykresem

funki y = ()

Krzywa symetryczna do wykresu funkcji y = f(x) wzgledem osi y jest wykresem

funkgi y = f(~x).

/< B __77f_=_[_Prq]

\
=
—
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s vt

/\/—yzz-f(x) y=f(2-x) y=f(x)
/\J—_J/=f(x) ! !
V 0

pa

Przeksztalcajac wykres funkcjiy = f(x) przez powinowactwo prostokatne o osi x i skali
k # 0, otrzymujemy wykres funkcji y = k - f(x).

Przeksztalcajac wykres funkgji y = f(x) przez powinowactwo prostokatne o osi i i skall

s #0, otrzymujemy wykres funkdi v = f; (E)
s

Funkcje ztozone i odwrotne

Jezeli dane s dwie funkgje f: X - Y i ¢: Y — Z, tomozemy okregli¢ trzecia funkcje

h: X — Z taka, ze /\X h(x) = g(f(x)).

Funkcje i nazywamy zlozeniem funkcji fig ioznaczamy h=go f, czyli

h(x) = (g o f)(x) = g(f(%))-

Jezeli f(x)=3x+2 i gx)=x*-2, Funkde f nazywasie funquwewngtrznq,
to (go ) =g(f(x)=g(Bx+2) = a funkdje ¢ funkcjazewnetrzna.

=(Bx+2)? -2=9x2 +12x+2 Ztozenia fog i go f,oileobasa okre—!
(Fog)) = f(g(x)=f(x*-2)= slone, sa na g6t réznymi funkcjami.

=3(x* -2)+2=3x" -4



Funkcje E

N Jy=F(x)=3x+3

-x—1

Jezeli f(x)=3x+3, to f'(x)=

W=

Jezelifunkcja f: X — Y jest funkcja wzajemnie jednoznaczna, to mozemy okregli¢
nowa funkdje " (wzajemnie jednoznaczna), ktéra odwzorowuje zbidr Y na zbiér X i dla
kazdego x € X spelniony jest warunek y = f(x) < x = £ (y). Funkde £ nazywa-
my funkcja odwrotna do funkgji f. Jezeli f : Y — X jest funkcjg odwrotna do funkcji

f: XY, to Q(f’lof)(x):x i y/e\y(fof‘l)(y)zy.

Wykresy funkeji y = f(x) i y= f7'(x) s3symetryczne do siebie wzgledem prostej
y=x.

Funkcja liniowa

Eunkchlinibwq nazywémy funkde f: R — R okreslong wzorem fx)=ax+b

yh Y
y=ax+b
M=(0,b)

P X
(04 ¢
/ 0 x 7 \ 3

y=ax+b

o

Liczbe 4 nazywamy wspétczynnikiem kierunkowym, aliczbe b —wyrazem statym.
Wykresem funkgji y = ax + b, gdzie x € R, jest linia prosta nachylona do osix pod
takim katem o, ze a = tgo: i przecinajaca 0§ y w punkcie, ktrego rzedna jest réwna b.
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- 0 / = Funkde liniowe, kt6rych wykresy sq prosty-
-2 mi réwnoleglymi, maja taki sam wsplczyn-

/ nik kierunkowy a.

y=ax+b
I S i A

Jezeli a> 0, tofunkdja liniowa jest rosnaca.
Jezeli a <0, to funkcja liniowa jest malejaca.
Jezeli a =0, to funkcja liniowa jest stata.

Jezeli a # 0, to funkda liniowa ma tylkojedno miejsce zerowe x,, = — b
a



Funkcje
Réwnania i nieréwnosci liniowe
Réwnaniem liniowym z jedna niewiadoma x nazywamy réwnanie postaci ax +b=0,
gdzie 4 i b saliczbami danymi.
Jezeli a # 0, toréwnaniejest oznaczone i posiada dokladnie jedno rozwiazanie x = ——

Jezeli a =0 A b # 0, toréwnaniejestsprzeczne.
Jezeli a =0 A b=0, toréwnaniejest tozsamosciowe i spelnia je kazda liczba rzeczywista.
Nieréwnosc postaci ax +b>0 albo ax+b<0, albo ax+b>0, albo ax+b<0
nazywamy nieréwnoscia liniowa z jedna niewiadoma x.

Jezelia >0, o

ax+b>0@xe(——é,+o¢)
a

ax+ﬁ<0@xe( g—) ,

ax+b>0¢:>xe<-%,+oo)
b

ax+b<0@xe ~oo, g

Jeielia<0, to
ux+b>0®xe(—oo i)
b

ax+b<0¢:>xe ;,+oo ,
b

ax+b,>0¢>xe(—oo a>

ax+b< 0 XE<«~Z~,+¢>¢)
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Rownania i nieréwnosci liniowe z dwiema niewiadomymi

Réwnanie postaci ax + by + ¢ = 0, gdzi

\

y—-5=0

[$1 8N

a, b, ¢ sadanymi liczbami rzeczywistymi
nazywamy réwnaniem liniowym z dwie
ma niewiadomymi x i y.

5 Kazda pare liczb (v, y) spelniajaca to réwna
: \ nie nazywamy rozwigzaniem tego réwnania
= 5 1\ > Jezeli co najmniejjedna z liczb 4, b jestréz

na od zera (az +b* > O), to réwnanie tc

x+a=0 24y —2=0 na plaszczyZnie przedstawia linie prosta.

Jezeli a=b=c =0, toréwnaniejest tozsamosciowe — spelnione przez kazda pare liczt
rzeczywistych.

Jezelia=b=0c#0, toréwnanie jest sprzeczne — nie ma pary liczb rzeczywistych
spelniajacej to réwnanie.

Nieréwno$¢ postaci ax+by+c>0 albo ax+b+c<0, albo ax+b+c>0, albo
ax+b+c<0, gdzie a, b, ¢ sadanymiliczbami rzeczywistymi, nazywamy nieréwno-
$cig liniowa z dwiema niewiadomymi x i y. Rozwiazaniem takiej nieréwnosci jest
kazda para (x, ) spelniajaca te nieréwnosc.

A \
Y y
x=2y-4<0 \3
- - 1
0 '~ 4 k32 0 - X
P Iy
. ~|—2 \
2
PR g
N o]

Y 3x+y-3<0



Uktady réwnai liniowych o dwdch niewiadomych

Ax+By=C

(a,D)

N
yd
S0 \ X

Ax+By=C

Uldad oznaczony.
Jedynym rozwigzaniem jest para (4, b).

} Ax+By=C
Ax+By=C

N/
i

Uklad sprzeczny. Brak rozwiazan.

=

v}

\ Ax+By=C

Ax+By=C

Uklad nieoznaczony.
Nieskoriczenie wiele rozwiazan.

Rozwigzaniem ukladu réwnan
Ax+By=C
Ax+By=C

spelniajaca jednoczesnie oba réwnania tego
ukladu. Zakladamy dalej, ze

A*+B*>0A A2 +B2>0.

jest kazda para (x, y)

Ukdad réwnan nazywamy ukladem ozna-
czonym (réwnar niezaleznych), jezeli ma
dokladniejedno rozwiazanie.

Uldad réwnari nazywamy ukdadem sprzecz-
nym, jesli nie posiada rozwiazar.

Ukdad réwnan nazywamy ukladem nie-
oznaczonym (réwnan zaleznych), jezeli po-
siada nieskoriczenie wiele rozwigzan.

Jezeli dane sg liczby a, b, ¢, d, to wyrazenie
ad — bc nazywamy wyznacznikiem stop-

a b
nia drugiegoi oznaczamy . d"
Dla danego ukladu réwnan
Ax+By=C o
tworz znaczniki:
{A]erBlyzCl Yy wy
We A B € B
- Al B 1 ’ o Cl Bl ’
W - A C
e
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Niech conajmniejjedna zliczb A, B, A,, B, jest rézna od zera. Wtedy

,,,,, o e
W # 0 = ukiad jest oznaczony oraz x - %’i . 3,«':: —v-é-
W=0na(W,=0AW, = O),::)’ uldad nieoznaczony

' W:QA(% ¢vayiﬂ)m uklad sprzecény

Wyznacznik stopnia trzeciego
ab c
d e f|moznaobliczy¢ wedtug schematu Sarrusa:
g h i
\ ©
2% L d b
d xfxd/e = aei + bfg + cdh — gec — hfa — i

AxI WA g + cdh — gec — hfa — idb.
8, h/z 8, h\

®

Ax+By+Ciz=D,
Jezelidany jest uklad réwnan { A,x + B,y +C,z=D,
Azx+Byy+Cyz=D,

to mozemy okresli¢ wyznaczniki
A B C D, B, C A D C A, B, D
W=lA, B, G, W,=ID, B, G|, W,=|4, D, G|, W,=|4, B, D,|
A3 B3 CS D3 BS C3 A3 D3 C3 A3 B3 D3

. .

x_:»,.;._i‘.’ y-;_-.—...._’ = A

w W W



Funkcja kwadratowa

=2
y L

i

a=-1

Wykresy funkgji y = ax’.

y=ax’,a<0

Funkcje

Funkde f(x)=ax’, gdziexe Ria#0,
nazywamy jednomianem stopnia drugiego.
Wykresem jednomianu stopnia drugiegojest
krzywa zwana parabola.

Jezeli a > 0, to parabola zwrdcona jest ra-
mionami do géry, jezelia < 0, to zwrdcona
jest ramionami w dét.

Funkde f: R - R ékreélonawzorem o
 f=adtbrte, az0

nazywameunkch kwadratows (ﬁﬁjmia— !
nem kwadratowym) w postaci ogélnej.

Liczbe A =b" —4ac (delta) nazywamy
wyréznikiem funkgji kwadratowej.

Funkde £(x) =a(x v —1’—]2 ~ 2 nazy-
o o 20 4

wamy funkcja kwadratowa (tréjmianem
kwadratowym) w postaci kanonicznej.

Wykresem funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej jest parabola, ktéra powstaje
zprzesunigcia wykresu jednomianu y = ax”

o wektor w = [— ﬁ ,~ A} Wierzcholek
20 4a

tej paraboli ma wspéirzedne x, = — Eb_ ,
a

A b
= unkci =—— -
Yo o W punkcie x, > funk

cja kwadratowa osiaga ekstremum réwne

A
Yo = o Jezeli a > 0, jest tonajmniejsza

wartos¢ funkgji (minimum), jezeli 2 < 0, jest
tonajwieksza wartoé¢ funkcji (maksimum).



A maremaryka

y=xl+6x+7=(x+3)" -2 Poniewaz
/ bY A
¥ ax’+bx+c=d x+—| -— wiec
2q 4q
y=x'+6x+7 y=x wykresem funkcji kwadratowej w postac
ogolnejjest parabola.

PFunkdje postaci f(x) = x> + px + 4 nazy-
3 wamy funkcja kwadratowa w postaci unor-
VO * mowane;j.
i -2 Istnienie miejsc zerowych (pierwiastkéw)
funkdji kwadratowej zalezy od znaku wy-
roznika.

Jezeli A>0, to funkga kwadratowa ma dwa rézne plerwiastki
b A bt A

.
Lo 20

4 2

Jezeli A =0, tofunkga kwadratowa ma jeden (dwukrotny) pierMastek '

e

Jezeli A< 0 , to ﬁmkcjakwadrafowa hiémé piérwiastkéw’rzeczywistych‘

4
Y yl
a>0
A<0 250
A=0 a>0
A>0 % |0 AN\
X
0 X
X x X
’ \]2 a<0 a<0
a<0 A=0 A>0
A <0



C 27 ~5x=0
x(2x-5)=0

%, =0, x,=

N

Funkcje

W przypadku gdy funkcja kwadratowa ma pierwiastki, to mozna ja zapisa¢ w postaci
iloczynowej:
A>0=ax” +bx+c=a(x—x ) x-x,),

A=0=ax’ +bx+c=a(x—x,)".

Jezeli funkgja kwadratowa ma pierwiastki, to zachodza nastepujace wzory Viete'a:

Réwnania i nievéwnosci kwadratowe

Réwnanie postaci ax” +bx+c=0, a# 0, nazywamy réwnaniem kwadratowym.
Istnienie i liczba rozwiazari tego réwnania zalezy od znaku wyréinika A = b* — 4ac.
Jezeli A > 0, toréwnanie kwadratowe ma dwa rozwiazania:
~b-/A —b+~A
Xy =———, Xy =—————.
2a 2a

b
Jezeli A =0, toréwnanie kwadratowe majedno rozwiazanie (podwdine) x, = — 5
a

Jezeli A <0, toréwnanie kwadratowe nie ma rozwigzar.

Jezeli b=0 v ¢ =0, toréwnanie nazywamy réwnaniem kwadratowym niezupelnym.
1.b=0nrc=0.

ax’+c=0

L. C P . . .
Jezeli ~— < 0, toréwnanie nie ma rozwigzan.
a

. e c . . . . c c
Jezeli —= >0, toréwanie ma dwa rozwiazania: X, = ,[——, X, =~ [——.
a a a
2. ¢c=0Ab=0.
ax> +bx=0

Réwnanie ma dwa rozwigzania: x, =0, x, =——



MATEMATYKA

Nier6wnoscia kwadratowa nazywamy kazda z nieréwnosci: ax* +bx+c>0,

ax> +bx+c<0, ax>+bx+c>0, ax*+bx+c<0. |
Rozwiazanie nieréwnosci kwadratowej sprowadza sie do badania znaku tréjmianu kwa-
dratowego wystepujacego w lewej stronie nieréwnosci. |

A<0 |
yl y/\
a>0
o 0 o @?
@
@ >
0 x @/ a<0
ax*+bx+c>0=xeR ax’+bx+c>0xed
ax’+bx+c<0 e xed ax’+bx+c<0e xeR
A=0
yl y/\
b
a>0 (U 22
o o *
> a<0
0 7
0 2a
2
ux2+bx+c>0@xeR\{—2£} e +bx+c>0exed
a b
2
+bx+ RN\{~—
ax* +bx+c<0exed wthre<Oexe \{ Za}
ax*+bx+c>0=xeR ax* +bx+c<0=xeR




A>0
y\
a>0
® ® _
xl—@/xz 0 ¥

ax’+bhx+c>0e
& x € (=05 %)) U (%, + o)

ax’ +bx+c<0 e xe(x; x,)

x* 52" +6=0

t=x%, t20
2 -5t+6=0
£=2, t,=3

xlzﬁ, X, =~ 2,x3=\/§, x4=—\/_?;

Wielomiany jednej zmiennej

F(x)=3-2x+x%

wielomian stopnia 2. st. F(x) =2.
G(x)=3x+1

wielomian stopnia 1. st. G(x)=1.
H(x)=5

wielomian stopnia 0. st. H(x) =0.

Funkcje m

/@ \.
e/ 0 \e T
a<0

ax’> +bx+c>0 e xe(x;x,)
ax’ +bx+c<0e

& x e (=00 x,) U (X, + o)

Réwnania dwukwadratowe to réwnania

postaci ax* +bx* +c=0. Réwnania
dwukwadratowe rozwigzujemy wprowa-

dzajac pomocnicza niewiadomg ¢ = x?,
t>0.

Wielomianem stopnia n jednej zmiennej
rzeczywistej x nazywamy funkcje
W(x)=a, +a,x+a,x* +...+a,x",
gdzie
neN,xeR,a5,a,,...,a,€R,a,#0.
Liczby ay, a, ..., a, nazywamy wspét-
czynnikami wielomianu, ponadto 4, na-
zywamy wyrazem wolnym. Funkgja stala

W(x) =c, gdzie ¢ =0, jest wielomianem
stopnia zerowego.



B raremarvka

Wielomianem zerowym nazywamy funkgje stale réwna zero, tzn. /\ W(x)=0.

xeR
Wielomian zerowy nie ma okreslonego stopnia.

Wielomiany W(x) i P(x) sq r6wne, jezeli /\ P(a) = W(a).

aeR 1
Dwa wielomiany sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i majg réwne
wsp6kczynniki przy jednakowych potegach zmiennej. ’
Funkdje J(x) = a,x", gdziex € R, a, € R, n e N, nazywamyjednomianem stopniaz.
Jednomiany tego samego stopnia nazywamy podobnymi. Wielomian jest suma jedno- |
mianéw, ktdre nazywamy wyrazami wielomianu. .
Jezeli wielomiany W(x) i P(x) sa niezerowe i st. W(x) < st. P(x), to:

st. (W(x)- P(x)) = st. W(x) + st. P(x)
st. (W(x) + P(x)) < st. P(x) Tub W(x)+P(x)=0
Dla dowolnych wielomianéw W(x) i P(x), gdzie P(x) nie jest wielomianem zerowym

i st. W(x) > st. P(x), istniejg wielomiany Q(x) i R(x) takie, Ze
W(x) = P(x)-Q(x) + R(x) i st. R(x) <st. P(x) lub R(x) jest wielomianem zerowym.

20t =% +3x7 +2x = Jezeli R(x) jest wielomianem zerowym, tzn.
=(x? +1)- (27 ~x+1)+ (3x-1) W(x) = P(x)- Q(x), to méwimy, Ze W(x)
RS TR jest podzielny przez P(x). Wielomian P(x)
X -Bxt v xt v dx—4d= nazywamy wtedy dzielnikiem wielomianu
=(x2 —4)-(3(3 -x+1) W(x).
R R Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielo-

mianu W(x),jezeli W(a)=0.

Twwierdzenie Bezout
W(x) =x* —3x2 +x-2 Liczba t jest pierwiastkiem wielomianu
W(-2)=0 W(x) wiedy i tylko wtedy, gdy wielomian
Wi(x) = (x+2)-Q(x) W(x) jest podzielny przez dwumian x — 7.
W(Jr):(x+2)<(x3 -2x* +x~l) ’ Wir) =0 & Wixn) =(x__r) Ox),

gdzie O(x) jest wielomianem.

Wielomian jednej zmiennej stopnia 7 ma co najwyzej n pierwiastkéw.

Liczber nazywamy k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian W(x) jest podzielny przez (x — r)", a niejest podzielny przez (x — r)**".
Liczbe k nazywamy krotnoscia pierwiastka r.



Funkcje

Jezeli wielomian W(x) = a, + a,x +a,x* +... + a,x" 0 wspétezynnikach catkowitych
ma pierwiastek wymierny w postaci ulamka nieskracalnego P , to pjest dzielnikiem
wyrazu wolnego a,, a g jest dzielnikiem wspélczynnika a, przy najwyzszej potedze
zmienngj.

Jezeli wielomian W(x) o wspétczynnikach catkowitych ma pierwiastek catkowity, tojest
on dzielnikiem wyrazu wolnego 4.

Kazdy wielomian W(x) mozna przedstawicjako iloczyn czynnikéw, kicre s wielomiana-
mi stopnia co najwyzej drugiego.

Wzory Viete’a dla wielomianu stopnia trzeciego
 Jezeli x,, x,, x; sapierwiastkami wielomianu W(x) = ax’ +bx’ +cx +d, to
Xp+x, by, = :
1 2 3 a

c
XXy +x2Ax3+xl-x3 =—(,;

d

Xy Xy Xy =

Réwnania i nieréwnosci algebraiczne n-tego stopnia

Jezeli W(x) jest wielomianem stopniar (1 > 1), to réwnanie W(x) = 0 nazywamyréwna-
niem algebraicznym n-tego stopnia.

X 420~ 7% —8x+12=0 JezeliW(x) = Q,(x)- Q,(x)-...-Q,, (%), to
(x* - 4)(x+3)(x-1)=0 Wx)=0=

>_4=0vx+3=0vx-1=0

;=2, x2=x—2, xgz’j& o1 &Q(X)=0vQ,(x)=0v..vQ,(x)=0.

Jezeli W(x) jest wielomianem stopnia 71 (1> 1),
to nieréwnosé W(x) > 0 albo W(x) < 0, albo

W(x)>0, albo W(x)<0 nazywamy nie-
réwnoscia algebraiczna n-tego stopnia.



MATEMATYKA

2% +xt - 116% + 752 - 132 + 6> 0 Aby rozwigzac nieréwnosc algebraicz
(x* +1)(2x~1) (x+3) (x-2) >0 n-tego stopria, rozkladamy wielomian W(x)
na czynniki. Pierwiastki wielomianu dzielg
0§ liczbowa na przedzialy. Ustalamy znak
1 poszczegblnych czyninikéw w tych przedzia-,
2 lach, a nastepnie znak catego wielomianu.
Najlepiej to wykonac w tabelce zwanejsiat-
ka znakéw. ' ‘

1 1 1
x (=-3) | 3 (—3;5) 5 (E ;2) 2| (24e0)
22 +1 + + + + + + +
2x-1 - - - 0 + + +
x+3 - 0 + + + + +
x-2 - - - - - 0 +
W(x) - 0 + 0 - 0 +

xe [—3; %) VU (2 + )

2x¢* —9x® +19x~12<0 Mozna tez rozwigza¢ nieréwnos¢ postugu-
(x=1)*(2x +3)(x—4) <0 jac sie inng metoda. Nalezy pamietac, Ze:

* wartosc wielomianu W(x) dlax wiekszydx
od najwiekszego pierwiastka tego wielo-
mianu sq tego samego znaku, co wspdk
czynnik przy niewiadomej w najwyzszej
potedze;

* w otoczeniu pierwiastka, ktdrego krotno&
jest nieparzysta, wielomian W(x) zmienia
znak;

* w otoczeniu pierwiastka, ktérego krotnos¢
jest parzysta, wielomian W(x) nie zmienia
znaku.




Funkcje

Funkcje i wielomiany dwdch zmiennych rzeczywistych

fx,y)=x"-y - funkcja dwéch zmiennych

Stopniem jednomianu ax"y” nazywamy
liczbe n+p.

st.3x°y=4

st.(-2x’y*)=5

W(x,y)=x"+y* —4x+6y+10
- wielomian dwdéch zmiennych

W(x,y)=2"+y> ~5xy -6
Wy, x)=y" +x> +5yx~6=W(x,y)

Funkcje wymierne

Fr)=—rt2
) X2 -5x+6

Niéch A c R x R. Funkcja dwéch zmien-
nych okreslong na zbiorze A nazywamy przy-
porzadkowanie f, ktére kazdej parze

(x,y) € A przyporzadkowuje dokladnie je-

denelementz = f(x,y).

Zbiér A nazywamy dziedzing funkdji f,
a zbidr tych wszystkich elementéw z, ktdre
zostaly przyporzadkowane elementom zbio-
ruA, nazywamy zbiorem wartosci funkdji f.
Funkde postaci J(x,y) =ax"y’, gdzie
ae R, n,pe N, nazywamy jednomia-
nem dwdch zmiennych x i y. Liczbaa
nazywa si¢ wspélczynnikiem tego jedno-
mianu. Jednomiany réznigce sie tylko wspél-
czynnikiem nazywamy podobnymi.
Wielomianem dwéch zmiennych rzeczywi-
stych x i y nazywamy jednomian lub sume
jednomianéw dwdch zmiennych rzeczywi-
stych x i y. Stopniem wielomianu dwéch
zmiennych nazywamy najwiekszy ze stop-
nijego wyrazéw.

Jezeli dla dowolnych x i y zachodzi réw-
no$¢W(x,y) = W(y, x), to wielomian na-

zywamy symetrycznym.

x2+3 Jezeli W(x) i G(x) s3 wielomianami i G(x) jest wielomianem niezero-

D=R\{2,3} wym, to funkeje F (x) = W) nazywamy funkcja wymierna.

G(x)

Dziedzina tej funkgji jest zbiér D = {x e R:G(x)# O}. W zbio-
rze funkgji wymiernych wykonalne sa dziatania: dodawanie, odej-
mowanie, mnozenie i dzielenie (z wyjatkiem dzielenia przez funk-

Cje zerowa).



ER varemarka

f(x)=2:j4

- funkcja
homograficzna

D=R\{-2}

ax+b
cx+d’
ad — bc #0 A ¢ #0, nazywamy funkcja homograficzna.

Funkgje wymierna okreslong wzorem f (x) = gdzie

Dziedzing funkcji homograficznejjest zbiér D = R \ {- E}
c

i

Szczegdlnym przypadkiem funkcji homograficznejjest funkda postadi f (x) = L3 , k=0
x

Wykres tej funkdji nazywa si¢hiperbola.
Prosta y =0 jestasymptota poziomawykresu tej funkdji, a prosta x = 0 jestasymptol
pionowa.

wy

Wykres kaZdej funkcji homograficznej otrzy-
mujemy przesuwajac wykres funkgji y = L
x

0 pewien wektor.




Funkcje m

Réwnania i nieréwnosci wymierne

W _o, gdzie W)
x)

Réwnanie postaci

i P(x) sa wielomianami, nazywamy réwna-

niem wymiernym.
X420 -x-2 o Aby rozwigzaé rtéwnanie wymierne, korzysta-
x+2 my z réwnowaznosci:
42 —x~2=0 A x+220 W()
(x+2)(x*-1)=0 A x==2 ——==0W(x)=0 A P(x)=0.
=1, x,=-1 P(x)
Nieréwnos¢ postaci M >0 albo
P(x)
W o, abo ) 5 0, abo M) <
P(x) P(x) P(x)
nazywamy nieréwnoscia wymierna.
-4, Przy rozwigzywaniu nieréwnosci wymiernych
x-1 korzystamy z réwnowaznosci:
(x ~4)(x-1)<0 A x-120
(-2 (x+2)(x-1)<0 A x#1 W(x)

P) >0 W(x)-P(x)>0

W(x)

//m\/a, 70
o7 e W(x)

>0 W(x)-P(x)20AP(x)#0

Plx <0 W(x)-P(x)<0

xe (- -2y U(1; 2)

(x)
% <0 W(x) -P(x)<0AP(x)#0
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Funkcje potegowe, wykladnicze i logarytmiczne

Jezeli a>1 i xe R oraz lim x, = x, gdzie x, e W, to a* = lima™.

n— oo n—> oo

Dla a,be R, i x,y € R prawdziwe sq zaleznosci:

acal=a"

X
0 - : :
=g ;
a’ ,
el e

(a-b) =a" b
G %
b b

Prawdziwe s réwniez implikacje:

y=x
(a>1 A x<y)=a" <a’

(0<a<1l A x<y)=a*>a".

Funkdje okreslong wzorem f(x) = x” na-

,l/:x—z
I —
——-/ - -
E)l\%y:

1

zywamy funkcja potegowa o wykladni-
ku p. Dziedzina D i zbidr wartosdci Z,
takiej funkdji zaleza od wykladnika p.

(peN, Ap-parzysta), toD=R,Z, =R, U{0};

(pe N, Ap-nieparzysta),toD=R, Z, = R;
p=0,toD=R\{0},Z, ={1}

(peC_Ap-parzysta), toD=R\{0},Z, =R,

(p e C. Ap-nieparzysta), to D= R\ {0}, Z, = R\ {0}
(peR\C),toD=R,,Z, =R,



g3 o Lgan2
24;+6 =2x—3
$x+6=x-3

X =

r+1
(1) <27.9%*2
3

—-x-1 3+2x+4
3 <3

~x—-1<2x+7

8
X>——
3

Funkcje m

Jezelip e C i p—parzysta, to funkdja jest
parzysta,
jezelip e C i p-nieparzysta, to funkcja
- jest nieparzysta.
- y=x? !

‘. Funkgey=x" i y=x"

-0 X sqw zbiorze R, W {0} funkcjami wzajem-
nie odwrotnymi.

y:(l)x e Jezelia>0 i a#1, tofunkdge f(x)=a",
! :( ) ‘ gdzie x € R, nazywamy funkcja wyklad-
y nicza. Wykres funkcji wykladniczej nazywa
sigkrzywa wykladnicza.

Jezelia > 1, to funkcja wykladnicza jest ro-

snaca, jezeli @ < 1, to funkcja wykladnicza
jest malejaca.

Wykresy funkqi y=4" i y= (—1—) 54
a

symetryczne do siebie wzgledem osi y.

Réwnaniem wykladniczym (nieréwnoscia wykladnicza) nazywamy takie réwnanie
(nier6wno$c), w ktérym niewiadoma wystepuje w wykladniku potegi.

Przy rozwigzywaniu réwnari i nieréwnosci wykladniczych korzystamy z nastepujacych
twierdzeri:

/\(a"::ay c:»x=y)

=0
a£l

/\(a"<ay @x<y)

>l

/\(a"<gzy¢=>x>y)

Deacl

Uwaga. Czasem zamiast zapisu @ mozna spotkac zapis exp, (x).



ER varevanxa

log, 16 = 4,bo 2" =16 Jezelia>0 i a#1 1 b>0, torozwigzanie réwnaniaa” = b
1 s . . .
log, 2= % b0325 =2 nazywamy logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie 4.

1 1 x
log, = =-3, bo 4 = — log,b=x=a"=b
0Bi gy =3 bodT =y Ba

Wlasnosci logarytméw

We wszystkich wzorach zaktadamy, ze podstawy logarytméw sg dodatnieirézneod 1,
aliczby logarytmowane sq dodatnie.

Funkcje okreslona wzorem f(x) = log, x,
gdzie >0 ig#1 ix>0, nazywamy
funkcja logarytmiczna o podstawie 4.
Jezelia>1, to funkcja logarytmiczna jest -
rosnaca, jezeli 0 < a < 1, to funkcja loga-
rytmiczna jest malejaca. Wykres funkjilo-

garytmicznej nazywa sie krzywa logaryt-
miczng.

y=log,x, a>1

Uwaga. Przyjeto zapisy: log,, x =logx; log, x =1n x, gdzie
e=lim (1 + l) =2,7182.
n—eo n

log x — logéryhn dziesietny,
In x - logarytmnaturalny.



Funkcje m

Funkcje y=a" i y=1log,x safunkcjami wzajemnie odwrotnymi, ich wykresy sa
symetryczne do siebie wzgledem prostej y = x.

a>1 O<axl

Réwnaniem logarytmicznym (nierdwnoscia logarytmiczna) nazywamy takie rtéwnanie
(nieréwnosd), w kidrym niewiadoma wystepuje w wyrazeniu logarytmowanym lub w pod-
stawie logarytmu.

log(x—1)+log(2x +8)=2

Zal: x~1>0 A 2x+8>0; x>1 A x>—4
stad x>1.

log(x —1)+log(2x+8)=2
Jlog(x—1)-(2x + 8) =1log100
(x—1)-(2x+8)=100

x*+3x-54=0
¥y =-9, x,=6
Tylko x, spelnia warunek zadania, wigc x =6

Przy rozwiazywaniu réwnan i nieréwnosci
logarytmicznych korzysta si¢ z nastepuja-
cych twierdzeni:

log, (x+1)>log,(3-x)
2 z
Zal: x+1>0 A 3—-x>0; x>-1 A x<3
stad xe(-1;3)
log, (x+1)>log, (3~ %)
z 2

x+1<3-x
x<2

v
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Funkcje irygonometryczne

Funkcje trygonometryczne w trdjkgcie prostokgtnym

Niech a:bedzie katem ostrym w tréjkacie prostokatnym ABC.

Sinusem kata o:nazywamy stosunek dlugosd przyprostokainejtréi-
kata lezacej naprzeciw kata o do dtugosci przeciwprostokatne;.

Ad b Cosinusem kata 0. nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej
¢ tréjkata lezacej przy kacie o do diugosci przeciwprostokainej.

a oo 1B _a Tangensem kata o:nazywamy stosunek diugosci przyprostokaine
A C P VT tréjkata lezacej naprzeciw kata o do dtugosci przyprostokatnej
b leZacej przy tym kacie.
lAg b Cotangensem kata 0. nazywamy stosunek dtugosc przyprosto-
BG a katnej tréjkata lezacej przy kacie o do dtugosci przyprostokatnej
lezacej naprzeciw tego kata.

pmyprostokqma przeczwlegia IBCt

przeawpmstﬁkama m

7 «,,‘COSWW e
przectwprostokqm IAB{
|BC

lBo|

1g45 = 1= - przyprostokqma przemwleg}a
1 e PR T S :

: przyprostokqma przyleg}a LA
.

BC

‘ tgoc~

cigds =31 cm okt pish __l 0o
- ”WWW "



Kaqt skierowany i jego miara

ramie poczatkowe kata skierowanego

kat dodatni

kka‘tu)emny

Funkcje trygonometryczne

Katem skierowanym na plaszczyZnie nazy-
wamy uporzadkowang pare pétprostych
0 wspdlnym poczatku —wierzchotku kata.
Pierwsza z tych pdlprostych nazywamyra-
mieniem poczatkowym, a druga —ramie-
niem koricowym kata.

Miara kata skierowanego to miara kata
obrotu ruchomego ramienia dokota wierz-
cholka kata od polozenia ramienia poczat-
kowego do polozenia ramienia koricowego.
Jezeli kierunek obrotu jest przeciwny do ru-
chu wskazéwek zegara, to miara kata jest
dodatnia, jezeli kierunek obrotu jest zgodny
z ruchem wskazdwek zegara, to miara kata
jestujemna.

Jednostka miary stopniowej kata skierowa-

negojeststopier (1° = ;16 D, D-katpro-
sty). Miare dowolnego kata mozna przed-
stawié w postacio. = o, + k- 360", ke C

i 0° <oy <360°. Liczbg o) nazywamy
miara gléwna kata skierowanego.

Miara tukowa kata srodkowego w okregu nazywamy stosunek diugosci tuku, na ktérym
ten kat jest oparty, do dlugosci promienia tego okregu. Jednostka miary tukowej jest

radian,

!
r o=
r

~ |-




EB rarevarvka

180° = wrad.
90° = r rad.
2

30" = X rad.
6

én rad = 270°
2

z rad = 60°
3

'\ Jezeli mamy dany kat skierowany ¢, to moz
ol

Zamiana miary stopniowej (¢¢*) na miare tukowa (1) :
o

T .
o= —radiana

Zamiana miary fukowej (aj na miare stopniowa (o ):
_-180°
i

lradian = 180° =57°17" 44"
s

W niektérych krajach, obok stopni i radianéw, stosowan
jednostkami miary kata sa tzw. gradusy. Gradus jest to je
setna czes¢ kata prostego.

Funkcje trygonometryczne kgta dowolnegol

wybra¢ uklad wspétrzednych tak, aby wier

oM]=r

sina =

~ =

X
CcosQL =—
r

’cgoc:z

ctgo = i
y

X lek kata byl poczatkiem ukladu, dodatnia pék
Oxbyla ramieniem poczatkowym kata, a punkt
M # 0 lezal na ramieniu koricowym kata.

Sinusem dowolnego kata ol nazywamy stosunek rzednej dow
nego punktu lezacego na koricowym ramieniu tego kata do dugy
$ci promienia wodzacego tego punktu.

Cosinusem dowolnego kata o nazywamy stosunek odcietej d

wolnego punktu lezacego na koricowym ramieniu tego kata
diugosci promienia wodzacego tego punktu.

ensem dowolne okqtaa¢£+kn, keC, amy sto-
g 5 nhazywamy

sunek rzednej dowolnego punktu lezacego na koricowym ramiens
tego kata do odcietej tego punktu.

Cotangensem dowolnego kata o # kr, k € C, nazywamy sto-
sunek odcietej dowolnego punktu lezacego na koricowym rami
tego kata do rzednej tego punktu.




Funkcje trygonometryczne m

Wartodci funkeji trygonometrycznych dla niektérych katow

Miara kata o
stopniowa] tukowa sino oSO tgo ctgo
0 0 0 1 0 nie istnieje
15° LA R R P P 2-43 2443
12 4 4
230 | I 2-42 | 42442 V2-1 V2+1
8 2 2 .
n 1 \3 3
30° - - —_ — 3
6 2 2 3 V3
s | 5] 32 V2 . )
‘ 4 2 2
T 3 1 3
60° — — - 3 —
3 2 2 3 3
e7a0 | %[22 4242 V241 V2-1
8 2 2
A N Bl R R Tt P 2+43 2-43
12 4 4
. n e
90 3 1 0 nie istnieje 0
180° R 0 -1 0 nie istnieje
270° -7 -1 0 nie istnieje 0
360° 2r 0 1 0 nie istnieje




W varemanka

Znaki poszczegdlnych funkdji trygonometrycznych zalezg od ¢wiartki, w ktorej zawiera
sie koricowe ramie kata.

Znaki funkgji trygonometrycznych w poszczeg6lnych éwiartkach

Cwiartka

Funkcja

sino + + - -
cosa + - - +
tgo + - + -
ctga + - + -

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samegb kata

sina+cos’o=1, dlakazdego a,
sing
too = J dy cosa 20,
8 oS -
cos 0. .
ctgo = dysino# 0,
& sing 8y
tgo ctga =1, gdysino#0 acose 20,
~lgsinag!1, dlakazdego o,

~lccosaxl, dla kazdego .



| Funkcje trygonometryczne m

Wzory redukcyjne
—o 90" -0 | 90"+ [180° —o | 180" + o0 | 270° — a0 [ 270° + o | 360° — o | 360" + o
(p =
i T 3n 3n
—o ——o | —+0 | t—o T+ —_—- —+a | 2n—-o | 2n+o
2 2 2
1sing |—-sino | coso coso, | sino | —sin® | —cosa | —coso. | —sino sino
cosP | cosa | sino | —sind | —cosa | —coso | —sina | sina cos ol cos o
tgo | —tgo ctga —ctga | —tga tgo ctgou —ctgo —tgo tgo
ctgo |—ctgo tga —tgo | —ctga ctga tga —tga —ctga ctgo
 sin150° =sin(180° - 30°) = sin30° = %

| (7n) ( TC) T2
- @0s| — |=cos| 2~ — |=cos—=——
4 4 4 2

tg105° = tg(60° +45°) =
_ tgb0" +tg45’  +/3+1
T1-tgb0 -tgd5 1-+3

R
sin—=sinf —~— [=
12 (3 4)

. T T L
sin—cos— —cos—sin— =
3 4 3 4

2 2 22 4

Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow

sin(c + B) = sinocosP + cosasin B

cos{eu+B) = cosacosP — sinosin B
tgo + tef

t Bl

gla +B) e

_ ctgoctgB -1
delo ) ~ ctgou+ctgp

sin(ot— B) = sino.cosB — cosasin

cos(o.—B) = coscicosP + sinosin B
.

e b 1+tgo tgf

_ ctgoctgB+1

cele b ctgP - ctgo



Funkgje trygonometryczne kata podwojonego

Funkcje trygonometryczne wielokrotnosci kata

sin3o=3sino - 4dsin®e
_ sindo = 4sinacosa ~ 8sin® acosoz
_ sin50=5sine - 20sin® o+ 16sin’ o
' cos30 = 4cos’ o~ 3coso 4
cosdo=8cos'a—B8coso 4l
 cos5a =16cos’ o —20co0s’ oc+5cosa
. .
s tpo-tg'a
1-3tg’a
Atgor- 4tg’a

tgdo=~——02 O
e ~6tgo+tgo

ctglo— Sctga

tgl0 =
sl Betg’o -1

ctglo— 6ctg o+1

ctgdo =
o 4ctg o 4ctg(x



. +'§:oszog . . .
ctoa=(H) | =
. g ()\[1_(;—:2;: 2

Funkcje trygonometryczne m

Funkcje trygonometryczne potowy kata

. e

L s
1-cos2o
_ 1+cos2o

. sin2a

Funkcje trygonometryczne katao wyrazone przez tg %

Jezeh tg—c-xz— =110

; ot 1
sinol=——->, oS0 = 3
1+t A+t

td;-~——2t ' ctoc—l*_t2
-




MATEMATYKA

"1,'~,‘;'»:'sma+sm{3 2sm 2

. i cosot 251112 2: ~

IL%1+sma'=‘zccs?(5+93);zsixiz‘(i’-‘!;ﬁ)?'; .

. itga+tgﬁ _
. kk ctgoH— cth =

. ftga—!—ctgoc»-

'sma smB 2sm

- ,CDSQ*COSﬁ?Z‘éiﬂTSm,

| . itga th—

ctga ctgﬁ~'

Suma funkeji trygonometrycznych
RO ii ﬁ

sm(oc + ﬁ)
cosacosﬁ
m(oc + ﬁ)

smossm[i

sin Za

Rozmca funkql trygonometrycznych
6B uip
2

COS

-

o

 sinfo— 8
casoccos(i """"

sin(B-a)

smasmﬁ

'ctga tgot 2ctg2a

. Cosdéf‘sim": ':2‘:05(4 N) “/—2.5*'{%‘“) .



Tloczyn funkcji trygonometrycznych

——

sino-sin = —|cos(o - B) ~ cos(a + )]

i

I
ro | mh—\ R = NIH

sino - cosp sm(oc B) + sin(or + ﬁ)]

[sin(a+B) - -B)]

cosal - sinf} =

cos 0L cosp = [cos

~B) + cos(o +B)]
tgo,. - tgB

ctga —ctgp

tgo —ctgf

ctga — tgh

_ ctga —cigP
 tga—tef

ctgo. +ctgf

ctgo - ctgB = e

Funkcje trygonometryczne m

sinosinBsiny = i—[sin(oc-rﬁ— y)+sin(a =B+ y) + sin(~a +B + y) - sin(o + B +~/)]

cosa.cosPeosy = i—t[cos(oc +B )+ cos(o

B+ ¥)+ cos(~a+B +7) +cos(oi+B +7)]

smocsmﬁcosy—-—l—-[ ~cos{o+B~7) +cos(e—B +v) +cos(~a+B+7)- cos({x+B+y)]

sinacosﬁcosy = %[sin(a—l— B—y)+sin(a

Wzory przyblizone
sinx'«x-—fc—a- t x~x+ﬁ
6 & 3
¥ 1 =
cosx =1 ctox~ o
2 £

~B+y)-sin(-0+B+y)+sin(o +P+7v)]



Potegi funkcji trygonometrycznych

= l(c054<1+4cos2a+3} .

Wzory nézne

 : sin® a - sin® B sm(oc+B) sm(a ﬁ)‘:‘

‘ - cos? - sin’ B~ cos(oc+[3) cos(cx B) f  L
‘;   ;{:05 a coszﬁ sm(a-i—B) sm( (x)
. smoc+sm(3 t oc+{3
o :"cosoc+cosﬁ . "‘2

_ sina-sinp ct oc+ﬁ

o ’::cosa cosﬁ 2

. sino- _sinf ix ‘B"‘

o c0s0c+cosB

smoc+smﬁ ﬁ~oc
- cosa cosB

‘~ . tga i tgh sm(oc + B)
g sn@h)

L ctga+ctgﬁ sm((x+ﬁ)' .
 cgo-ctgf sinfB-a)

f’,’kasmx—i-bcosx-‘wja +b2 sm(x+ot) gdzxe,k’k,‘: .

ot .




Funkcje trygonometryczne

Ze wzoréw redukcyjnych wynika okresowosé funkdji trygonometrycznych.
sin(2r+ o) = sinal

okresem zasadniczym jest f = 27
cos(2m + o) = cos o

tg(n+a)=tga . ,
okresem zasadniczymjestt =
ctg(n + o) = ctg o

1 Y=COo8X

2R 3 ] a 0 =z T /E o X
2 2 la 2 2

y=sinx

wykres funkdji y = cosx wykres funkdi y = sinx

i J

-1

y=ctgx y:=tgx

wykres funkdi y = tg x wykres funkcji y =ctg x



Ly =sinx

n
2

Dla x e (O ; g) zachodza nieréwnosci:

sinx<x<tgx

Réwnaniem trygonometrycznym nazywamy réwnanie, w ktérym niewiadoma wystepu-
je wylacznie pod znakiem funkdji trygonometrycznej.

Szczegélne przypadki réwnan trygonometrycznych

Réwnanie Rozwiazanie
sinx=0 x=kn, keC
i
sinx=1 x-——E+2kn, keC
i
sinx=—1 x=—E+2kn, keC
T
cosx =0 X=E+kn' keC
cosx=1 x=2kn, keC
cosx=-1 x=n+2krn, keC




2sin’ x+3sinx—2=0
sinx=a, o<1

24 +3a-2=0
A=25
2, =~2  nie spetnia warunkéw zadania

Funkcje trygonometryczne m

Ogolne rozwiazania réwnan trygonometrycznych

Roéwnanie

Rozwiazanie

sinx = sin x,

x=x,+2kn v x=m—-x,+2kn, keC

2 =1 COSX=COSX, | x=x,+2kn v x=—x,+2kn, keC
T2

sinx— L tgx = tgx, x=x,+kn, keC

. . ctgx=ctgx, | x=x,+kn, keC

smx:sm—é—

o oy r 2 T ok keC Réwnania sinx =a i cosx =a majg rozwigzania tylko wtedy,
6 6 gdy|a|<1.

Funkcje cyklometryczne (odwrotne do funkcji trygonometrycznych)

Funkcje cyklometrycznemozna okresli¢jednoznacznie tylko w tych przedzialach, w kté-

rych funkgje trygonometryczne sa wzajemnie jednoznaczne.

Zgodnie z ogdlng umowa przyjmujemy:

[y =arcsinxy e = siny]

<0 o

:’ ArcCosy ¢» X = COs
eleay veloin [y y]

/\ [y sarctgresx= tgy]

XTER x
E( .

-
/\n/\ [y’= atcctex € x = Ctgy]

XeR yelOn)

y ] y=arccosx YA
Tl y=arcsinx 3im
E /y:x y=x
17 .
y=sinx

—— 0 L T

I n¥

2 2




70

Podstawowe zwiazki miedzy funkcjami cyklometrycznymi
arcsinx +arccosx = —g—, dlaxe <-1; 13

| arctgx +arcctgx = g—, dlaxeR,

arcsinx = arccosvl-x?,

arccosx = arcsiny1 - x?%,

1
arctgx = arcctg;,

1
‘arcctgx = arctg—.
x

Wzory przyblizone

3 3
. x x
arcsmxzx+-—§—; arctgxzx——-é—-



Ciagi liczbowe

Ciggi liczbowe

Zasada indukcji matematycznej (zupetnej)
Niech T(n), gdzie ne N, oznacza twierdzenie o liczbach naturalnych. Jezeli:
1" T(n,) jest prawdziwe,

2" dlakazdej liczby naturalnej k>, z prawdziwosci twierdzenia T(k) wynika praw-
dziwosé twierdzenia T(k+1),
to twierdzenie T(n) jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnejn> n, .

Ciqggi liczbowe
Ciagiem liczbowym (nieskoriczonym) nazywamy funkce a: N, — R.
Przyjeto zapisy: a(1)=a,, a(2)=4a,, ..., a(n) =a,.

Ciagiem skoriczonym k-wyrazowym nazywamy funkcje a:{l, 2,..., k} —R

Ciag (a,) nazywamy rosnacym, jezeli /\ A, >4,

neN,

ciag (a, ) nazywamy malejacym, jezeli A a,,<a,,

neN,

ciag (a, )nazywamymeroancym jezeli /\ 4., <4

neN,

ciag (a,) nazywamy niemalejacym, jezeli /\ a,.,=a

neN,

/
ciag (a,) nazywamy statym, jezeli A Ay, =4,

neN,

Ciag (a,) nazywamy ograniczonym z gory, jezeli V /\ a,<M,

MeR neN,

ciag (a, ) nazywamy ogfaniczonym z doly, jezeli \/ /\ a,>m,

meR neN,

ciag (a, ) nazywamy ograniczonym, jezeli \M/R /\ m<a, <M.
m,MeR neN,
m<M



El arevanvia

Cigg arytmetyczny
Ciag (a,) nazywamy arytmetycznym, jezeli istnieje taka liczba 7, ze dla kazdegon
(gdy ciag jest nieskoriczony), za$ dla kazdego n<k -1 (gdy ciag jest skoriczony,
k-wyrazowy) spelniony jest warunek a,.,, = a, + . Liczbe r nazywamy réznica ciagu
arytmetycznego. Ciqg arytmetyczny ma co najmniej 3 wyrazy.
Jezeli r > 0, to cigg arytmetyczny jest rosnacy,
jezeli » < 0, tociag arytmetyczny jest malejacy,
jezeli » =0, tociagarytmetyczny jest staly.
n-ty wyraz ciagu arytmetycznego wyraza si¢ wzorem

: a,=a,+n-1)-r
Kazdy wyraz a, ciggu arytmetycznego, oprécz pierwszego (i ostatniego, jezeli ciag
jest skoriczony), jest Srednig arytmetyczng wyrazéw sasiednich.

o an*l + an-l—l
2

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego wyraza sie wzorem

a,

. ns . L
2 2
Cigg geometryczny
Ciag (a,) nazywamy geometrycznym, jezeli istnieje taka liczba g, ze dla kazdego n
(gdy ciag jest nieskoriczony), za$ dla kazdego n<k -1 (gdy ciag jest skoriczony,
k-wyrazowy) spelniony jest warunek a4,.,; =a, -g. Liczbe g4 nazywamy ilorazem ciagu
geometrycznego. Ciag geometryczny ma co najmniej 3 wyrazy.
Jezeli <0, tociag geometryczny jest naprzemienny,
jezeli g=1, to ciag geometryczny jest staty,
jezeli 0 <g<1Aa, >0, tociaggeometryczny jest malejacy,
jezeli 0 <g<1aa, <0, tociag geometryczny jest rosnacy,
jezeli g>1nAa; >0, tocigggeometryczny jest rosnacy,
jezeli g>1Aa, <0, tociag geometryczny jest malejacy.

n-ty wyraz ciggu geometrycznego wyraza si¢ wzorem

n-1
an :al q 1



Ciggi liczbowe

Kazdy wyraz a, ciqgﬁ geometrycznego, oprocz pierwszego (i ostatniego, gdy ciag jest
skoriczony), spelnia warunek

By =0,y
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego wyraza sie wzorem

1-q"
ey dlag#1
Sn" ! l—q

n-a, dlag=1.

Jezeli(a, ) jestnieskoriczonym ciagiem geometrycznym, w ktérym ] q | <1, toistnieje
sumaS$ =g, +a, + a, +..., Zwanasuma szeregu geometrycznego lub suma nieskos-
€zonego ciagu geometrycznego, oraz

4

S=g da, ta Fo=r
14
Niektére sumy skoriczone
ne(n+1)

1+2+3+ . 4+n=
2

k,+(k+1)+(k+z)+.‘.+n=(_nj_’§)£%;’§j;1)
e
2+4+6+..+2n=n-(n+1)

Py MDD

6 -
: n{dn® =1
1243 4574+ (2n-1) =-—(—5-~)
2 2
e e =ﬁ——(—7;—9-—=(1 +2+3+,..+n)2

P48 +5 4. +(n-1) =n’ (20 - 1)

30

L e
15+25+35+...+n5=———-————-————-—»————-( ) 1(2 ) ?



BB rurevanka

Elementy kombinatoryki
Niechn € N. Symbol n! (1 silnia) okreslamy nastepujaco

0!=
{n!=1-2~3~...-n dla n>1
Symbol 1! spelnia wzér rekurencyjny

0!'=
{(n-f-l)!zn!-(n+1)

Dla duzych 7 silnie mozemy oblicza¢ w przyblizeniu za pomocg wzoru Stirlinga

nl= (E) -+ 27n.
e

Niechn, ke N i n> k. Symbolem Newtona nazywamy wyrazenie

w

Wlasnosci symbolu Newtona
n'_lr fa (W - . n;l :*1_~ ;»n ‘
b e e
n noy ntl) n+l (n
el k+1 k+1) k+t \Kkf

Permutacja zbiorun-elementowego nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag utworzonvE
ze wszystkich elementéw danego zbioru. Liczbe permutacji zbioru n-elementowego obl}'

czamy ze wzoru P, = n!.

Kombinacja k-elementowa ze zbioru n-elementowego nazywamy dowolny podzblor
k-elementowy danego zbiorun-elementowego. Liczbe takich kombinacji obliczamy ze wzoru,

Ch= (Z}

k-wyrazowa wariacja bez powtdrzeri ze zbioru n-elementowego nazywamy kazdy!
k-wyrazowy ciag o wyrazach réznych nalezacych do danego zbioru n-elementowego.
Liczbe takich wariacji obliczamy ze wzoru

3
|
3
3
|
3
§
g

Vis——c=n-(n-1)...(n-k+1).



{a+b) =a* +2ab+ 1P

Ciqgi liczbowe

Prawdziwe sa zaleznosck: Vi =C*-P,, V"' =P,.

k-wyrazowa wariacja z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego nazywamy kaz-
dy k-wyrazowy ciag o wyrazach nalezacych do danego zbioru n-elementowego. Liczbe
takich wariacji obliczamy ze wzoru

WE =n*.

n

Wzér dwumianowy Newtona

lub

(a+b)”=2(2)-a”‘k'bk, jezeli a-b#0 i a+b=0.

k=0

Przyjmujac w tym wzorze szczegdine wartosci 1, otrzymujemy wzory skréconego
mnozenia

k "‘k(a+b) - +24:zb+b2

“(a+b) =a +:’mzb+3ab2+b3

e b) = 2ab+172
(o b)'~a ~3a2b+3ab2 bf“ '

Inne wzory skréconego mnoZenia

| (a+b+c) =a +b2+c +2ab+2bc+2ac, , ;
(a+b+c) = +b3+c +3ab(a+b)+3bc(b+c)+3ac(a+c)+6abc, "
bz-(a b)(a+b) :
ﬁ g, +b3;=(q+b)(a —kab+‘b2),
B = (a-b s ab 1)



MATEMATYKA

at-bt=

=(a+b)(a’ - a’b+ab® -b*)

at-b' =

={a— b)(u3 +a%b+ab® + b3)

a®+b° =
=(a+b)a* - a’b+ab? —ab’ +b*)

uS_hSZ

=(a-b)a* +a’b+a’b? +ab’ + b*)

(3-2x)*=
=1-3*+4-3% . (-2x)+
+6-3%(—22)" +
+4-3'-(2x)° +
+1.(<2x)" =
=81-216x +216x> -
-96x° +16x*

Jezeli n jestliczbg naturalna parzysta, to
b= (@+bfa ' 0"t bsa’ B —a P4 ta b -0

PP e b B g

Jezeli n jest liczba naturalng nieparzysta, to
a b =(atb)a —a b d B P 4 g Db
A =B =(a-b)a" +a" 2 b4a PP r ra b 40

Wiasnosci wspétezynnikéw rozwiniecia dwumianu Newtona.
Jezeli n jest liczba naturalng parzysta, to

o} e (G E))

Jezeli n jestliczbg naturalng nieparzysta, to

o GG Lo

" Dla dowolnego naturalnego 7 jest

ny (n) (n ) _ o

ol Fla ), 72"
Wspdtezynniki w rozwinieciach dwumianu Newtona réznych poteg mozemy
zapisa¢ w tablicy zwanej tr6jkatem Pascala.




Ciggi liczbowe

Ciggi zbiezne

%i_l:gla,{:g@/\\//\lan—gke

>0 M M

Liczbe ¢ nazywamy granica ciagu (a,),

--------------------------- aciag (a,) nazywamy zbieznym do licz-

. o
gl . by ¢. Zamiast lima, = g piszemy réw-
g—g foeRCHRLII fi—yo0
niez a, — g.
W szczegdlnym przypadku (g = 0) mamy
5 > tima, =0 AV Ala,|<e
n =0 e>0 M n>M
Twierdzenia o granicach ciag6éw zbieznych
A0 A0 lim(a, +b,)=lima, +limb,
, 1 +1+i Hi3oo H-Foa o0
: n"+n+l n n_ . ; 5T
=2 =3n 42 ey 32 },1-13(7” m) L 3,1_131“"
: n n2 . 23 -
Vo Yo lim(a, - b,) = lima, - limb,
H=yeo Hdoo

5960

lim(a, -b,) =lima, limb,
=300 H=yoo H=hea

5 lima,
im-t=22=_ b £0Alimb, 20
e lmb, e [
Hoyon

a4,20=lima, >0

Hidyeo

a,<b,<c, Alimg, =lime, =g=limb, =¢

T=s0 H—seo e

Zakladamy, ze wszystkie granice w tych twierdzeniach istnieja.
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4"<2"+3"+4" <3-4"

o ¥ i3 e <Af3 g

4<¥2" +3" +4" <4-</§

lim¥%2"+3"+4" =4

1

Granice niekt6rych ciagow:

lim(l + 1) =e, (e~2,718281828)

n—soo n

lim(l - l) = 1 ,
ni—>o0 n e

lim%a=1, dla a>0,

n-yo0

lima" =0, jezeli lal <1,

-0
lim%n=1,
n—po0

n

lima— =0,

e 171

lim 27 _ o,

[ 7]

Ciggi rozbiezne do nieskoriczonosci

Iiman:+oo<:>/\\//\an>A

Kanded AeR M n>M
lima, :—oo(:}/\\//\un <A
n—e0 AeR M n>M

s .1
Jezeli hm] a, ’ =+eo, to lim — =0,
n—oo noe g

jezeli lima, =0Aa, >0, to lim 1. +oo,

H—>oo n—oo (1
n

o .1
jezeli lima, =0Aa, <0, to lim — = oo,

oo n—yeo g1
n



Ciggi liczbowe
Twierdzenia o ciggach rozbieznych do nieskoriczonosci mozemy zapisa¢ symbolicznie:

(#00) () = o0
. (Fe0) - (Ho0) = oo
() + (om) = o

T N

() (o) = oo

- (49): () = o

(20N e; ]

. (+o0) + = +oo

~

. (o) +a=—c

too, gdy a>0

8. a~(+oo)={_°°, gdy 2<0

Nel

_|=ee, gdy a>0
s (=)= 4e0, gdy a<0

Twierdzenia te nalezy rozumie¢ nastepujaco:

np. 1.
Jezeli lima, =+eo Alimb, =+o0, to lim(a, +b,) = +oo
np.8.

Jezeli im a, =a>0Alim b, =+, to lim(a, -b,) = +oo

oo oo



B raremarvka

Granicai clqgiosc funkcjl

Niech bedzie dana funkga f: X — R, gdzie X = (x, — €;x,) U(x,;x, + &) oraze >0
{funkcja f moze by¢ réwniez okreslona w punkcie x,, ).

Definicja I (Heinego) granicy funkcji

Jezeli dla kazdego ciagu (x,, ) argumentéw funkji f, o wyrazachréznychod x,, zbiez-
negodo x,, ciag ( f(x, )) wartosci funkcji jest zbiezny do g, toliczbe ¢ nazywamy
granica funkcji f w punkcie x,,.

X—Xp

im f(x)=g & /\g{ hmf( W)=

xﬂ
Xp—Xg

Definicja 1I (Cauchy’ego) granicy funkcji
Funkcja f ma w punkcie x , granice ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego e >0

istnieje takie 8 > 0, zejezelix € X i|x—x,|<8, to | f(x)-g|<e.

hmf(x) g@/\\//\lx X, |<8=]|f(x)-g|<e

>0 >0 xeX

Uwaga. Obie definicje s3 réwnowazne.

* _ N )

X, -0 X, X, +98 g-¢ g g+e

/xo—'S Xy x0'+5 x



Granica i ciggtos¢ funkcji R
Twierdzenia o granicach funkdji
B b i f0) s T i)
lim(e-fl)=c lm ()
li,m(f(x) 8(9) = lim /() ~lim g()
lim(f(2): g(x)) lim n f(x): hmg(x)

Lo o

jezeli lim 120
) gl o Bmste

Zakladamy, ze wszystkie granice wystepujace w tych tw1erdzen1ach istnieja.

Wazne granice
UmW(x)=W(a), jezeli W(x)jest wielomianem

lim%/x =%/a, jezeli a>0

. sinx . sinmx m
lim =1, lim =—

-0 x -0 nx n

a -1

lim =Ina, lima" =1, jezeli a>0
x—0 X x>

. log (x+1 1 e .
hm————g”( ) =log,e=—, jezeli a>1
x—0 X Ina

1
lin(}(l +x)x =e

" =) Jezeli f(x)< g(x)<h(x)
dla xe(x, —€& x,)U(xy; x, +€)

i im f(x)= lim h(x) =

y=g()

y=f(x) to lim ¢{x) =G.

X=X

(twierdzenie o trzech funkcjach)

=
=y

X
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Granice jednostronne

Granica prawostronna funkdji f w punkcie x,,

lim f(x)= g & /\) lim f(x,) =g
xxF (%) "
xpeDg

X, >Xg
X, X

lim+f(x):g =3

=y

o =« i @/\V/\x0<x<xo+8=>‘f(x)—g|<£

e>0 8>0 xeDy

y Granica lewostronna funkji f w punkcie x,,
lim f(x)=g & /\ limf(x,)=g

X—>Xxq (xn)
x, €Dy
X <Xp
X, X

lim f(x)=¢ &

x—xy

@/\V/\xo—6<x<x0:>\f(x)—g‘<e

>0 3>0 xeDf

=Y

Granice niewltasciwe

/
Y lim f(x) = 4o & /\ lim f(x,) = +oo
XX (xa) %

x €D
Xp—Xo
X, %X

Y=10) Jim f(x) = 4ee

/ é}ijg})f(X):Jr"" (:)/\\//\[x—x0|<8:>f(x)>E

= E >0 xeDy
0 ' x x#£xg




Granica i cigglosé funkcji m

4
y lim f(x) =~ /\ lim f(x,)= o
0 ’ b,
X, Xy
~ Xn#XQ
hrn flx)=—e0
(:»/\\/ /\'x X, |<8:>f(x)<E
E. 80 xeDf
Granica funkcji w nieskoticzonosci
A lim f(x)=g /\ lim f(x,) =
b,
lim f(x) =g
@/\Ov /I} x>8=|f(x)-g|<e
£> X€E. i

lim f(x)=g & A lim f(x
X—»—o0 (x,) "o
xeDy

lim 1 fl)=g e

<=>/\V/\x<8:>’f (x)-g|<e

£>0 xeD,c

lim f(x)=¢



BB raremarka

Funkcje ciggle

Niech f bedzie funkcjg okreslong w zbiorze Ac R i x, € A.

Funkcje f nazywamy ciaglaw x,, jezeli posiada ona granice w punkcie x, réwna swej
warto$ci w tym punkdie, tzn.

lim £(x)= f(x,).

X—xg

Jezeli funkcja jest ciggta w kazdym punkcie zbioru A, to nazywamy ja funkcja ciagla
w zbiorze A.

Wiasnosci funkcji cigghych

Suma, réznica i iloczyn funkdji ciaglych w punkcie x, (zbiorze A)jest funkcja ciagla
w tym punkcie (zbiorze A). Iloraz funkcji ciagtych jest funkcja ciggla w kazdym |
punkcie, w ktérym dzielnik jest funkcja rézng od zera. Zlozenie funkdji ciagtych jest
funkcja ciagla. :

Twierdzenie Weierstrassa

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale
<a : b>, to istnieja takie punkty

Xy, X%, €(a;b), ze f(x;)< f(x)< f(x,)
dlakazdego x € <a; b).

Wilasnosé Darboux ,
Funkcja ciagla w przedziale domknigtym.
(a; b) przyjmuje wszystkie wartosci po-
srednie miedzy f(a) i f(b).

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale
(a;b) i f(a)- f(b) <0, to istnieje takie
ce(ab), ze f(c)=0.




Granica i cigglosé funkcji m

y Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale
AT otwartym (; b) i w punkcie x, € (g; b)
0 ff/ N obooX przyjmuje wartoé¢ dodatnia (ujemna), to

istnieje otoczenie punktu x,, w ktérym
funkcja f jestdodatnia (ujemna).

Jezeli istnieje skoriczona granica

lim f(x) =y, i funkca g(y) jestciaglta w punkcie y,, to

x—=xg

lim g(f(x)) = g(}ig}) f (x)) = 8(vo)

x=>xp

Jezeli funkcja f w przedziale <a; b> jest ciagta i réznowartosciowa, to jest w tym
przedziale $cisle monotoniczna.



EN rvaremarvka

Pochodna funkcji

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Niech f bedzie funkcjg okreslong na prze-
dziale (a; b) i niech x,, € (a; b). WeZmy
taka liczbe h 0, ze x, + h e (a; b).

Tlorazem réznicowym funkdji f w punkcie
x, dla przyrostu i nazywamy wyrazenie

f(x0+h)—f(x0)'

X, x, 1% L

Jezeli istnieje skoriczona granica ilorazu
réznicowegodla i — 0, to granice te nazy-
wamy pochodna funkeji f w punkcie x;.

Jezeli istnieje f*(x, ), to méwimy, ze funk- 3

\ cja f jestrézniczkowalna w punkcie x;,.

Pochodna f'(x, ) jest réwna tangensowi
kata o, jaki tworzy z dodatnim kierunkiem
osi Ox styczna do krzywej y= f(x) }
w punkcie o odcietej x;. j
Styczna do wykresu funkcji y = f(x) ;

w punkcie P = (x,, f(x,)) ma réwnanie

o f(xo) f(xo) = x;)




Pochodna funkcji

Jezeli funkgja jest rézniczkowalna w x,, to jest w tym punkcie ciagta. Jezeli funkcja jest
ciagla w x,, to nie musi byé w tym punkcie rézniczkowalna. Np. funkda f(x) = ] X } jest

ciagla w x, = 0, ale nie jest w tym punkcie rézniczkowalna.
d
Zamiast f* mozemy pisaé: y’, di , D.f.
X

Podstawowe twierdzenia rachunku ré6zniczkowego

Jezeli funkcje f i g sarézniczkowalne w pewnym zbiorze D, to dla x € D

o [f(x)+g(x)] '(x)+g(x)
0] me p@

’, Lf(x) g(xn g g (x)
| ‘ff(x) s{x)] S g(x}+f(x) 2 (x)

}{ﬂx)] ; P s(5) ) 2 g( 9,

. o o [g(x)] e e ]ezek g(x);tﬁ 4

Jezeli y = g(f(x)) i funkge u= f(x) i y = g(u) sq rézniczkowalne odpowiednio
w zbiorachD i f(D), to dla xeD

( {x}) f(x) I b

Jezeli funkcja iy = g(xx) jest silnie monotoniczna i rézniczkowalna w pewnym zbiorze X

oraz ¢’(x)# 0 dla xe X, tofunkgadoniejodwrotna x = g () jestrézniczkowal-
nana zbiorze Y wartosci funkdji g, przy czym




MATEMATYKA

Pochodne funkcji elementarnych
f(x) f(x) Uwagi
c 0
x 1 xeR
x" next! neN_,nz2,xeR
x° o-x* aeR,xeR,
1
Jx 2 xeR,
a a
" 2 x e R\ {0}
a* a*-Ina aeR, \{1},xeR
e* e* xeR
1 |
log, || ZIna ae R \ {1}, xe R\ {0}
In x| > xe R\ {0}
sinx cosx xeR
' B
cosx —sinx X€eR |
—
1 2 T |
tgx s—=1+tg"x x#z—+kn, keC |
Cos” x 2 3
1 |
ctgx - Gin’ % = —(1 + ctgzx) x#kn, keC l
1
arc sinx 1— 22 xe(-1;1)
1
arc cosx 1_ xe(-1;1)
t ! R
arctgx i xe
1
arcctgx 1 xeR




Pochodna funkcji m

Jezeli funkgja f jest rézniczkowalna w zbiorze D i f (x)#0 dla xeD, to

(il o)) =1 (()’ 1bf(x) f<x>( o

Pochodne wyzszych rzedéw

Jezeli funkcja y = f’(x) jest rézniczkowalna, to jej pochodna oznaczamy f”(x) lub

£ (x) inazywamy pochodna rzedu drugiego funkgji f lub druga pochodna funkdji f.
Podobnie okreslamy pochodne wyzszych rzedéw:

£@=(F )
£ = (F7(x))
FO) = (F(0)

£ = (7).

Pochodne rzedu n niektérych funkeji

fx) FO(x)
sinx s'm(x +n- %)
COS X cos(x+n-g)
e e*
a* -(Ina)
x (_1)n ' Tnl+'1
X
n+1 . (1’1— 1)
In(1+ x) ( (14%)




y=f(x)

f©)=0

Kat przeciecia krzywych

Dane sa dwie funkcje f i g rézniczkowal-
ne, ktorych wykresy przecinaja sie w punk-
cie P=(x,,Y,)-

Katem przeciecia sie krzywych nazywamy
kat wypukly miedzy stycznymi do tych
krzywych w punkcieich przeciecia.

Jezeli @ jest katem ostrym, to

]
:g : 1+f(%)‘8‘(%)3 .
Twierdzenie Rolle’a

Jezeli funkcja f jest ciaglta w przedziale
< a; b), rézniczkowalna w przedziale (a; b) |
i f(a)= f(b), to istnieje w przedziale
(a; b) takipunkt ¢, ze f’(c)=0.

Twierdzenie Lagrange’a

(o wartosci Sredniej)

Jezeli funkcja f jest ciaglta w przedziale
<a . b), réiniczkowalna w przedziale (a; b), |
toistnieje w przedziale (4; b) taki punktc,

£(6)- f0)

e fo) =10~




Pochodna funkcji m
Zwiazek migdzy monotonicznoscia funkeji i znakiem pochodnej
Zaldadamy, ze funkdja f jest rézniczkowalna w przedziale (a; b)
Jezeli y = f(x) jestrosnaca w (4 b), to A f(x)>0,

xe(a;b)

jezeli y= f(x) jestmalejaca w (4 b), to A\ f'(x)<0,

x e(a; b)

jezeli N\ f(x)>0, toy= f(x) jestrosnaca w (s; b),

xeab

jezeli /\ f (x)<0, to y= f(x) jestmalejaca w (a; b),

XEﬂ

jezeli /\ f (x)=0, to y= f(x) jeststata w (a; b).

XE!I

WzérTaylorai Maclaurina
Jezeli funkdja f jest n-krotnie rézniczkowalna w przedziale (a ; b>, to istnieje taki punkt

c €(a; b), ze prawdziwajest téwnoé¢ zwana wzorem Taylora:

(a “(a 2 " (a -
0= s+ L0 o LD +...+](C7_-I()—!)-(b—a) R

¢ (b-a)".

~

=
2
—~
S

Przyjmujac b= x, a=0, otrzymujemy réwnosé zwana wzorem Maclaurina:

f(x):f(O)JfI;L!Oz'x'Fig)—wz+...+i(:—j)T(;)!l-x"’l+-—~——f(:!(c).x"

gdzie c lezy miedzy 0 i x.

s
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Ekstrema funkcji

A

y y= (%) Funkgja fokreslona w otoczeniu punktu x,,

ma w punkcie x, maksimum lokalne, je-
~max zeli istnieje taki przedziat (x, - 8; x, +8),
| ze f(x) < f(x,y), dlax e (x, — 8; x4 +8).
Funkgja fokreslona w otoczeniu punkiu x,

ma w punkcie x, minimum lokalne, jezeli

istnieje taki przedziat (x, — 8; x, +8), ze
f(x)> f(x,), dla xe(x, ~8; x, +9).

Jezeli funkgja f osiaga w punkcie x,, ekstremum lokalne (maksimum lub minimumy) i jest
w tym punkcie rézniczkowalna, to f(x,) = 0.

Pierwszy warunek wystarczajacy ekstremum
Jezeli funkgja f jest rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x,, przy czym:

x < X, X, x> x, I >0 dla x<x,
IR #(x)=0
fix)<0 dla x>»x,
S 4 f) N to funkgja f osiaga w purkcie x,
max maksimum lokalne,
x < x, X, x> x, 2 fx)<0 dla r<x
() - 0 + fx)=0

x>0 dla x>x,
f(x) N flx) 7 to funkdja f osiaga w punkcie x,
min. minimum lokalne.




]iml— _l )M:e
Ax  sinx

Il o1

=0 SiNX + X COS X

—sinx

:-0 2008 X —Xsinx

Pochodna funkcji m
Drugi warunek wystarczajacy ekstremum
Jezeli funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu x, pochodng f' i druga pochod-
ng " claglaw punkcie x;, a ponadto f'(x,)=0 A f%(x,)#0, tofunkda f ma
wpunkcie ¥,
maksimum, gdy f(x,) <0,

minimum, gdy f"(x,) > 0.

Reguta de I'Hospitala. Wyrazenia nieoznaczone
Jezeli funkdje f i g s rézniczkowalne w sasiedztwie punktu x, i sg spelnione warunki

1" lim f(x)=1lim g(x)=0 lub lim f(x)=tec i lim g(x)=zeo
x—=xg x—-xq XX =X

2" istnieje granica lim f ’(x) =k,

= g'(x)
toistnieje réwniez granica lim M =k

X—=Xq g( x)

Reguta de 'Hospitala pozostaje prawdziwa w przypadku:
- granic w nieskoriczonosci,
~ granic niewlasciwych,
- granic jednostronnych.

Stosuje sie te regute do wyznaczania nieoznaczonosci typow: % s
o0
0

Nieoznaczonosci typéw: 0-co, oo —oo, 0°, o’ 1° przeksztalca sie tak, aby otrzy-
yp p yolrzy

o0

‘o ” 0 oo
mac¢ nieoznaczonos¢ typu 0 lub —.

. Asymptoty
é Prosta oréwnaniu x =4 nazywamy
z asymptota pionowa prawostronna krzywej
g y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy funk-
£ cja f jestokreslona w pewnym przedziale
H Y= (a;2+8)

R = i lim f(x) =+ lub lim f(x)=—on
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asymptota pionowa lewostronna

jom]
2
=

y=f(x)

asymptota
/ pozioma prawostronna

>

e "

Prosta o réwnaniu x = 2 nazywamyasymp-
tota pionowa lewostronng krzywej

y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy funk-
cja f jest okreslona w pewnym przedziale
(a-8;a)

i lim f(x) =+ lub lim f(x) =~

Jezeli prosta x = a jestjednoczesnie asymp-
tota pionowa prawostronng i lewostronng -

krzywejy = f(x), tonazywamyjaasymp-
totg pionowa obustronna tej krzywej. '

Prosta o réwnaniu y = mx + k nazywamy |
asymptota ukosna (gdy m=0) albo
asymptota pozioma (gdy m = 0) prawo-
stronna krzywej y = f(x) wtedy i tylko
wtedy, gdy funkgja f okreslonajestw pew-
nym przedziale (a; + o)

i lim[f(x)—(mx+k)]=

X—>+oo

Prostg o réwnaniu y = mx + k nazywamy asymptota ukosna (gdy 1 = 0) alboasymp-

tota pozioma (gdy m = 0) lewostronnakrzywej y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdv

funkdja f okreslona jest w pewnym przedziale (~eo; a) i lim [ f(x)~ (mx + k)| =

X—>—eo

Jezeli prosta y = mx + k jestjednocze$nie asymptota ukosna (pozioma, gdy m = 0)

prawostronng i lewostronng krzywej i = f(x), to nazywamy jaasymptota ukosna

obustronna tej krzywej.

Jezeh 1stme;qgramce wlasciwe hm . ( . - m i hm ( f(x) mx) =k

[l e

ukosng prawﬁétrannq (lewostronna) krizywe y = f(x).

) to, prosta y - mx+k ]est asympmtq

e ST e AN

é



Pochodna funkcji m
Wklestosé i wypuklosé krzywej. Punkt przegiecia
Zalézmy, 7e funkdja y = f(x) jest rézniczkowalna w przedziale (a; b).
Krzywa y = f(x) jestwklesta (wypukla) na przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest potozona pod (nad) styczna do niej w punkcie P = (x0 iEN )) dla kazdego
x, €(a; b).

y=f(x)

krzywa
wypukla
o) >
krzywa :' y= f(x) \
/ wklesta :‘ f(xo) B
5 ; 5 A : ;
O a Xy b % ~ 0Oa %, b X

Zal6zmy, ze funkdja y = f (x) }est dwukrotnie rézniczkowalna w przedziale (a; b).

}ezeh /\ I ”(x) >O, »tﬂ krz,ywa y f (x) ]estwypukla na przedzlale (a, ) -

;_xeub

]ezeh /\ 7 "(x) < {1 to krzywa y f (x) ]est wklgsia na przedzw}e (% b)

'xe(cz

A Punkt P =(x,, f(x,)) nazywamy punk-

tem przegiecia krzywej y = f(x) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje takie 6 >0, ze
krzywa jest wklesta na przedziale

(x,=8;x;) 1 wypukla na przedziale

(xy; x, + &) lub odwrotnie.

Jezeli punkt P=(x,, f(x,)) jest punk-

tem przegiecia krzywej y = f(x), 1 istnieje
F(xy), to f”(x,)=0.
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Warunek wystarczajacy punktu przegiecia.
Jezeli istnieje taka liczba 8>0, ze funkca f ma druga pochodng w przedziale

(xo —8; x, +8) oraz

' f"(x)<0 dla xe(x,-8;x,)

f(x)=0
f7(x)>0 dla xe(x,;x,+9)
albo

2 f(x)>0 dla xe(x, -5 x,)

f(x)=0
f(x)<0 dla xe(x,;x,+9)
to punkt P = (x,, f(x,)) jest punktem przegiecia krzywej y = f(x).

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji
Badanie przebiegu funkcji obejmuje:

L. Analize ogélnych wiasnosci funkgji.

1. Wyznaczenie dziedziny funkgji.

2. Wyznaczenie granic funkcji na koricach przedziatéw okreslonosci.

3. Wyznaczenie (o ile istniejg) asymptot wykresu funkgji.

4. Wyznaczenie punktéw przeciecia wykresu funkgji z osiami ukladu wspél
rzednych.

5. Okreslenie szczegdlnych wlasnosci funkcji (parzystosé, nieparzystosé, okre
sowosc).

M. Analizg pierwszej pochodnej funkgji.
6. Obliczenie pierwszej pochodnej funkdji.
7. Wyznaczenie miejsc zerowych pierwszej pochodnej i przedzialéw, gdzie pochod:
najest dodatnia i ujemna (przedzialéw monotonicznosci funkdjt).
8. Wyznaczenie ekstreméw funkji.

III. Analize drugiej pochodnej funkdji.
9. Obliczenie drugiej pochodnej funkgji.

10. Wyznaczenie miejsc zerowych drugiej pochodnej i przedzialéw, gdzie druga
pochodna jest dodatnia i ujemna (przedzialéw wypuklosci i wklestosci wykresu
funkji).

11. Wyznaczenie punktéw przegiecia.

12. Sporzadzenie wykresu funkdji.



Catki nieoznaczone i catki oznaczone

Catki nieoznaczone i calki oznaczone

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

rGzniczkowanie Funkcja pierwotna funkgji f, okreslonej
£ +C/‘“F\"— na pewnym przedziale X, nazywamy kaz-
v\\___})“ @ da funkcje F okreslong na tym przedziale

catkowanie ispelniajaca warunek

NF@= e,

Jezeli funkcja F jest funkcja pierwotng funkcji f na przedziale X, to kazda funkcja
G(x) = F(x) +c, gdzie ¢ jestdowolna liczba rzeczywista, jest tez funkcjg pierwotna
funkdiji f.

Kazda funkdja ciagla w przedziale X ma w tym przedziale funkgje pierwotna.

Caika nieoznaczong funkgji f na przedziale X nazywamy zbidr wszystkich funkcji
pierwotnych funkcji f na tym przedziale i oznaczamy

[ fxyax.
Jezeli F jest funkcjg pierwotna funkdji £, to
Jf(x)dx =F(x)+C.

Jezeli funkeje f i g sq funkcjami catkowalnymina przedziale X, a k jest liczba rzeczywi-
sta, to

f (f(x)+g(x) f f(x)dx+fg(x}dx '
[k feoa=k [ra

Podstawowe wzory na calki nieoznaczone
Ponizsze wzory sa prawdziwe w kazdym przedziale cigglosci odpowiedniej funkgji pod-
catkowej.
Funkdje potegowe

o+l

+C, a1
L

Iﬁc“dx%x

o+l

e
X :



ax+b

Funkcje trygonometryczne

Jsmxdx=¥—cqsx+c

rjcosxdx smx+C .
Vrrjtgxdx-»inlcesx} C'

77”’7_(ctgxdx In[smxl c

' ‘fcos ' gx+C

'dx»

SlI'l x

Funkqe wymleme
dx

: V’dx 1

11+x
1x2

1

;z'

—_——

i S

i '

o Linfarii)s .

Funkcje wykladnicze

'j——-*ctgxﬂi L

Wéfarctg +C a:&O',V""""
i .




Calki nieoznaczone i catki oznaczone m

Calkowanie przez czesci
Jezeli f i g maja ciagle pierwsze pochodne, to
fog f g f g R
[i-cona = s - [1-sim s - ) g

=x-sinx+cosx+C

A 8- £ sl

Calkowanie przez podstawienie (zamiang zmiennych)
Jezeli f(x)=g(h(x))-H'(x), gdzie t = h(x) jestfunkga, kidra
ma ciggla pochodna, to

f=2x-3

j!2x—3)5dx: dx=%dt =

-] %ﬁdt - % C= w szczegOlnosci

- ﬁ%§”=mmd+a
[ £2)- F(x)ax = % T +C

Wzory rekurencyjne na catki niektérych funkji
fsm xdx = - —cosxsin® .x#————-}smr Cxdx, n>2

L Lo .
f cos” xdx = —sinxcos"" x + —-—f cos' P xdy, nx2
jx” sinxdy = -x" cosx +n- I:@”’Iytp's Bk

jx” cosxidx = x"sinx—n- ,J‘x’*fi sin xdx.

Jn oy =x-(nx)’ <n [y lar



B maremanxa

Calka oznaczona funkgji f na przedziale (a; b> nazywamy roznice F(b) — F(a), gdzie
F jest funkcja pierwotna funkgji f.

b
| Fxydx = F(b) - F(a)
b b b b
Wygodnie jest pisac J. f(x)dx = [P (x)]u lub J f(x)dx = F(x) ‘a .
" Jezeli fjest funkcja ciagla i nieujemna na prze-
dziale <a ; b>, to pole figury ograniczonej osiq

0x, wykresem funkcji y = f(x) i prostymi

X =a, x=>b wyrazasie wzorem

b
/ s ; $= [ f(x)ax

y

Podstawowe wlasnosci catki oznaczonej

y ,[ [f(x)+g(x)]dx=Jf(x)dx+jg(x)dx

jk~f(x)dx = k-}f(x)dx
y=f(x) a a

7 jf(x)dx jf(x)dx = jf(X)dx-i- jf(x)dx,

a c b % gdzie a<c<b

Ol

[ gy =

=[f(x)- )] - f f(x)- g(x)dx
y=f(x) )

1 b
a c b x Jf(x)dX=(b—”)'f(C)-

Jezeli f jestfunkcja ciagla w przedziale <a ; b),
to istnieje taki punkt c e (4; b), ze

@

|\




Geometryczne zastosowanie catki oznaczonej m

Geometryczne zastosowanie catki oznaczonej

ooooooooooooooooooooooooooooo

y4
y=f(x)
P
0, b
y=2g(x)
yA
B
4 y=fx)
U
0 « b ?

4
Y
A= (x(tl ), y(tl ))
B= (X(tz)/ y(tz))
0 z

oooooooooooooooooooooo

Pole figury plaskiej

Jezeli funkcje f i g sa ciagle w przedziale
<a,' b) i f(x)>g(x) dla xe(a; b), to

P=[[f(x) - g(x)]dx

Dlugos¢ tuku krzywej

Jezeli funkcja f ma ciagly pochodna
w przedziale (a; b), to

Lug =J.

1+[f()] dx

Jezeli krzywa okreSlona jest réwnaniami
parametrycznymi: x =x(f), y=y(t),
te <t1 ; t2>, to jej dtugos¢ wyraza sie
wzorem



A Objetosé bryly obrotowej

Jezeli dana jest krzywa y= f(x), gdzie
xe <a ; b), to obszar ograniczony ta krzy-
wa, osig Ox i prostymi x=ai x=b po
obrocie dokola osi 0x wyznacza bryle obro-

towa.
Jej objetosc wyraza sie wzorem

‘ s -
L Sy
- Vesflf@lax
Pole powierzchni bryly obrotowej

Jezelikrzywa y = f(x), gdzie x e <a; b> i f(x)>0, obracasiedokotaosi Ox, i f ma
ciagla pochodna w przedziale ( a b> , to pole powstatej powierzchni obrotowej wyraza sie

wzorem

P=ox F) AL+ [ dx



Liczby zespolone m

" y zespolone

m e o s 0 4 s s s s e e e s o o 4 o s o ¢ s 0 e o s e o ¢ ¢ o o & o s o o e ® o o s o o o e e s o 0

Jednostka urojona nazywamy taka liczbe i, ze i* = 1.

Liczby postaci z =a+bi, gdzie a,b € R, nazywamy liczbami zespolonymi.

Zbiér liczb zespolonych oznaczamy przez Z (czasem C). W zbiorze liczb zespolonych
wykonalne s cztery podstawowe dziatania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dziele-
nie (z wyjatkiem dzielenia przez zero).

Jezeli z=a+bi, to a nazywamy czescia rzeczywista,a b—czeécia urojona liczby
zespolonej z i oznaczamy: a4 =rez, b=imz.
Dwie liczby zespolone sa réwne, jezeli maja takie same czesci rzeczywiste i urojone

at+bi=c+disa=cab=d

im Liczby zespolone mozemy interpretowac

jako punkty plaszczyzny.

Liczbie z = a + bi odpowiada wzajemnie
; jednoznacznie punkt (a,b).

i Plaszczyzne taka nazywamy plaszczyzna
! Gaussa.

i Modulem liczby zespolonej z = a + bi
\ v nazywamy h'czbe;| z I =2’ +b°.

; Wlasnosci modutu liczby zespolonej:

; |22 | =2 || 22|

A

-
,jezeliz, #0
2y

Zy

=y
o
[

re |Zl+22|<|zl{+|22’



il Argumentem liczby zespolonej
H z=a+bi #0 nazywamy takikat ¢, ze
M\ ' ; ?e cos<p:—a—/\sin(p=i.
S 2]
1 zf =242
Piszemy wtedy ¢ = arg z.
i . Jezeli0 < @ < 2m, to ¢ nazywamy argu-
z2=2-2i

mentem gléwnym liczby z i piszemy

©=Argz.
2—2i=2«/§<(c05%+i~5in%)

Liczbe z = a + bi mozemy przedstawié¢ w postaci z = ! z | -{cos@+1i-sin o), ktérana-
zywamy postacig trygonometryczna liczby zespolonej z.

Jezeli

z, =]z, |-(cos@+i-sing)

z, =|z, |- (cosy +i-siny),

to

2,2, =| 7, || 2, |- (cos(@ + y) + i -sin(o + y))

! |Z1| cos - i

—= . ¢ —y)+i-sin{Q—w))
e 2 leosloy) i sinfo—v)
Wzér Moivre’a

Jezeli z=|z| (cos@+i-sing), to 2" =|z|" - (cosng+i-sinng).

Pierwiastkiem n-tego stopnia (ne N, ) z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe
zespolona w, ze w" =z.
Jezeliz = ‘ z] (cos@ +i-sing)#0ineN_, toistnieje dokladnie # réznych pier-
wiastkéw n-tego stopnia z liczby z: |

z, = n\/m.(cosﬁzzk_n+i.sin(p+n2kn), gdzie ke{O,l,Z,...,n—l}.




Liczby zespolone

Liczba sprzezona z liczbg z = a+ bi na-

im
zywamy liczbe z = a — bi.
bi z=a+bi
l'.
ol ~ . Te
bi e _
z=a-bi

Wlasnosci sprzezenia:

Zy+2z, =2, +2,

2172y =272

2172y, =212,

A&
Zy 2
)=z
2 z=|2ff



KA maremanka
Planimetria (geometria ptaszczyzny)

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Punkt, prosta, plaszczyzna sq pojeciami pierwotnymi.

Figuranazywamy dowolny podzbiér plaszczyzny.

Prostajest figura, do ktcrej nalezy nieskoriczenie wiele punktéw. Kazdy punkt plaszczy-
zny nalezy do nieskoriczenie wielu prostych. Przez dwa rézne punkty przechodzi zawsze
tylkojedna prosta.

Prosta a przecinaprosta b (a Jf b), jezeli zbir a " b jest zbiorem jednoelementowym.
a}/{bc:\P/ anb={P}.
Prosta a jestréwnolegtado prostej b (a “ b), jezeli prosta a nie przecina prostej b.
a”bc:amb:@ v a=bh.

Wiasnosci relacji réwnolegtosci prostych:
al|a
al|lb = b|a

a”b A b“c = a”c

Aksjomat Euklidesa. Przez kazdy punkt plaszczyzny przechodzi dokladnie jedna prosta
réwnolegta do danej prostej. '
Jezeli proste sa rownolegle, to mowimy, Ze majg ten samkierunek.

Moéwimy, Ze na plaszczyZnie zostala okreslona odleglos¢, jezeli kazdej parze (A, B)
punktéw plaszczyzny zostata przyporzadkowana liczba

AB ] —zwana odlegloscia
punktéw A, B - tak, ze spelnione s3 warunki: |

'\ |4B|=0 A=B
A,B

2 N\ |AB|=|BA]
A,B

3 A\ |AC| < |aB|+|pc]|
A,B,C

Oczywiscie spelniony jest warunek /\ ’AB' = 0.
A,B




Planimetria (geometria plaszczyzny)

Na plaszczyznie mozemy okreglic taka odleglosé, Ze spelnione s warunki:

a) Punkty A, B, C sa wspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
|AC|=|AB|+[BC| v |AC|=|AB|-|BC].

b) Punkty A, B, C sqniewspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

|AB|-[BC| < |AC| < |AB|+[BC|.

Pélprosta, odcinek, tlamana

Pélprosta AB~ nazywamy zbidr zlozony

5 B zpunktu A oraz tych punktéw prostej AB,
A ktore nastepuja po A w zwrocie od A
do B. Punkt A nazywamy poczatkiem

polproste;.
Odcinkiem AB nazywamy zbi6r zloZony
\;}»\ z punktéw A i B oraz wszystkich punk-
B tow prostej AB lezacych miedzy punktami
A1iB.

Odlegtos¢ |AB| koficéw A, B odcinka
nazywamy dlugoscia odcinka.

Jezeli korice odcinka pokrywaja sie, to odci-
nek nazywamy odcinkiem zerowym.

Jezeli dany jest ciag punktéw

AL Ay, ..., A,, tociag odcinkéw
AA,, A, .. A, LA,
nazywamy laricuchem odcinkéw.

Jezeli dwa dowolne odcinki taricucha odcin-
kéw maja co najwyzej jeden punkt wspdl-
ny, to sume odcinkdw tego faricucha nazy-

lamana A, A, 4, A, A; A 4, wamylamang A A, ... A,.



K maremarka

Famang nazywamy zwyczajna, jezeli:

1" dwa odcinki majace wspdlny koniec nie zawieraja si¢ w jednej prostej,
2" dwa odcinki nie majace wspdlnego korica sa rozlaczne,
3" koniec dowolnego odcinka moze by¢ koricem tylko jeszcze jednego odcinka.

B A
A
E E
C D

lamana tamana

D zZwyczajna B Zwyczajna

F otwarta zamknieta

C

Figure f nazywamy wypukla, jezeli dowolny odcinek, ktdrego korice naleza do tej figury,
zawiera sie w tej figurze.

f-wypukla = /\ ABc f.
A, Bef

Czes¢ wspdlna figur wypuklych jest figura wypukla.

figura

niewypukia

figura

wypukla




Planimetria (geometria plaszczyzny) m

Okrqgg i koto. Figury ograniczone, nieograniczone, otwarte, domknigte

L Okregiem o srodku O i promieniu * > 0
nazywamy zbiér wszystkich punktéw plasz-
D czyzny, ktérych odleglosé od punktu O
c jestréwna 7.
B 0(O,r)={X:|OX|=r}
okrag
OA — promient A
BC - $rednica
DE - cieciwa

Kotem o §rodkuO i promieniu r >0 na-

D
zywamy zbior wszystkich punktéw plasz-
. czyzny, ktérych odlegltoéé od punktu O

nie jest wicksza od 7.

B
c k(O,r)={x:|0x|<r}
Figure nazywamy ograniczong, jezeli zawie-
ol rasie w pewnym kole.
(o)

Jezeli figura nie zawiera si¢ w zadnym kole,
to nazywamy ja nieograniczona.

Punkt P nazywamy brzegowymfigury f,
jezeli w kazdym kole o $rodku P znajduja
si¢ punkty nalezace do figury f i punkty
do tej figury nie nalezace.

Punkt Q nazywamywewnetrznym figu-
1y f, jezeliistnieje kolo osrodku QQ zawie-
rajace sie w figurze f.

Punkt R nazywamy zewnetrznym figu-
1y f, jezeliistnieje koto o $rodku R roz-
laczne z figura f.

Figure nazywamy domknieta, jezeli zawie-
ra wszystkie swoje punkty brzegowe.
Figure nazywamy otwarta, jezeli nie zawie-
ra zadnego swojego punktu brzegowego.




B raremanxa

Wielokgty i kgty

Obszaremnazywamy figure otwarta, kt6rej dwa dowolne punkty mozna polaczyé lama-
na zawartg w tej figurze.

Moéwimy, ze figura f rozcina plaszczyzne, jezeli jest wspSinym brzegiem dwdéch obszaréw
rozigcznych, ktére wraz z f daja w sumie calg plaszczyzne.

a Prosta rozcina plaszczyzne na dwa obszary

, wypukle i nieograniczone (zwane stronami

. 7 tej prostej). Sume prostej 4 i jednej ze stron

e tej prostej nazywamy p6tplaszczyzna o kra-
L wedzi 4.

Lamana zwyczajna zamknieta rozcina
plaszczyzne na dwa obszary, z ktérych je-
denjest ograniczony. Sume lamanej zwy-

Pelplaszczyzna o krawedzi 4. czajnej zamknigtej i obszaru ograniczonego
wycietego z plaszczyzny przez te lamana
nazywamy wielokatem.

Wielokat wypukly. Wielokat niewypukly.

Suma dwoéch réznych pétprostych o wspdlnym poczatku rozcina plaszczyzne na dwa
obszary nieograniczone. |
Katem nazywamy sume dwdch pélprostych o wspdlnym poczatku 1 jednego z obszaréw
wycietych z plaszczyzny przez te dwie pétproste. Pélproste te nazywamy ramionami -
Kkata, a ichwspdlny poczatek —wierzcholkiem kata. |

B

Kat wypukly. Kat wklesty.



Planimetria (geometria plaszczyzny) m

Katy wierzchotkowe.

Katy przylegle.

Katem wierzchotkowym do danego kata wypuklego nazywamy taki kat wypukly, ktGre-
go ramiona sa pétprostymi uzupelniajacymi ramiona danego kata.

Katy wypukle nazywamy przyleglymi, jezeli maj jedno ramie wspélne, a drugie ich
ramiona sg pétprostymi uzupeiajacymi sie.

Jezeli dwie rézne proste a i b przetniemy trzecia prosta ¢, to
powstaja pary katéw wypuklych:

(<o, <Cy,), (<P, <8,)— katy naprzemianlegle zewnetrzne,
(<8,<B,), (<7, <a,
(<o, <18y), (B, <y,
(
(
(

) — Katy naprzemianlegte wewnetrzne,
1) )—

<8, <oy )r (<, < B, ) — katy jednostronne wewnetrzne,
)
)

katy jednostronne zewnetrzne,

<o, <a,), (4B, 1B,

— katy odpowiadajace.
<Ly, 4yy), (48,48, } yocp ]

]ezehaub taprawdzzwesqzaieznosa

'a='n if—ﬁ ‘0
;,'ﬁ=51 ' ”f ,,Yiz_
a =“1 0+d =By, =180

. '5;3::5+ac1 -



B2 varemarka

Wektory

N
1*
B

- o
AB=CD
.
AB
A\\\\\\\\\\\$
cb
b B
c
- -
CD=- AB

Wektorem AB nazywamy uporzadkowana parg
punktéw (A, B). Punkt A nazywamy poczat-
kiem wektora, a punkt B — koricem wektora.

Jezeli A = B, wekor nazywamy wektorem ze

N
wym i oznaczamy 0.

- -
Dlugoscia wektora AB (ozn.IAB I ) naz

my odleglos¢ punktéw A i B.

—>
Kierunkiem wektora AB nazywamy kierun
prostej AB.

- /
Zwrotem wektora AB nazywamy zwrot pros:
tej AB, w ktérym punkt A poprzedza punkt

Dwa niezerowe wektory sa réwne, jezeli maja
sam kierunek, ten sam zwrot i t¢ sama dlugosé.

N
Wektorem przeciwnym do wektora AB

(ozn. - A_lé) nazywamy kazdy wektor réwrmg

e
wektorowi BA.

Wrlasnosci relacji réwnosci wektoréw

d=a

a=b=
i=b A
Lyl
AB=CD
ey

Sy
= ag=c

srodek BC = srodek AD
.—.}

Sy

AC=BD



S

S
=l
o - [wo]
o)
S

<

=

|
<

S
BN

Zwroty wektoréw zgodne.

/
b G
/ﬁﬂb

Zwroty wektoréw przeciwne.

v

Planimetria (geometria plaszczyzny) m

— -
Sumga wektoréw AB i BC nazywamy wek-

__)
tor AC.
- —
Suma wektoréw AB i CD zaczepiona w punk-
— -
cie O nazywamy sume wektoréw OO, i 0,0,
— — - -
takich, ze OO, = AB i 0,0, =CD.

Podobnie okresla sie sume wiekszej liczby
wektoréw.

>
Réiznica wektoréw 4 i b nazywamy sume

z+(_z)

Wilasno$ci sumy wektoréw

+6= , E+(“Z)=6
Gtb=bia (3%?)4-?:3—;—(3—&2)

allb =e>lf { ]bﬂ [a+b[<§a[+]b]
atth :—i»{?zf-x»?{‘:]»}la-{-l;{

athb=lasb|=|a|-|5]



B varemarvka

S
nazywamy taki wektor b, ze

— v [l-lalil,
2 b Ma jezeli 320 A A>0,
3 b N7 jezeli a#0 A A<O.

Jezeli A=0 v 21):(—5, to Z:B

Wiasnosci iloczynu wektora przez liczbe

Gtr)Be ien s m(hd)e(h)

ot

Jezelib 20, to allb & Va=nb

AeR

Itoczynem wektora a przez liczberzeczywista A

. . - = - - z . . s . [} -
Jezeli a =0, -a,+ 0, ay+ ... + 0, -a,, toméwimy, Ze wektor a jest kombinacjy

. . . - Ed —
liniowa wektoréw 45, a,, ..., a,.

n

Katem skierowanym nazywamy uporzadkowang pare pétprostych o wspdlinym poadj
ku. Poczatek tych pSiprostych nazywamy wierzchotkiem, pierwsza z tych pélprostych

ramieniem poczatkowym, drugg —ramieniem korficowym.

OB~
B
B _ OB~
- O
© <AOB N
< AOB
A N
A 0OA~ OA

Kat skierowany dodatni. Kat skierowany ujemny.



Planimetria (geometria plaszczyzny) m

Niech @ i 3 beda wektorami niezerowymi.

Katem pary wektoréw aib,

(ozn. <(z,i§j)

nazywamy kat skierowany, ktérego wierzchotkiem

jest poczatek wektora a, ramie poczatkowe ma
kierunek i zwrot wektora 4, a ramie koricowe ~

kierunek i zwrot wektora b.

Iloczynem skalarnym 700D wektoréw 2 i b nazywamy:

-

1° liczbe 0, gdy 326 v b :6,

2’ liczbe |Z|'|Z|-COS<(Z, 3), gdy 2#0 A b=0.

Wlasnosci iloczynu skalarnego wektoréw
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Przeksztalcenia geometryczne na plaszczyZnie |

Jezeli kazdemu punktowi figury f zostal przyporzadkowany dokladnie jeden punkt |
figury f,, to méwimy, ze zostalo okreslone przeksztalcenie figury f wfigure f1
(zobacz okreslenie funkdji). *

Jezeli P(f) = f,, toméwimy, ze figura £, jest obrazem figury f w przeksztalceniu P |
Punkt A nazywamy punktem statym przeksztalcenia P figury f w figure fir ]ezeh
P(A)=A. |
Skladanie przeksztalcen (tak jak funkji) jest faczne i na ogét nie jest przemienne. @

Przeksztalcenie P figury f na figure fnazywamy tozsamoséciowym, jezeli P(A) = A
dla kazdego punktu A. (

Przeksztalcenia izometryczne §

Przeksztalcenie P plaszczyzny na plaszczyzne nazywamyizometria, jezeli dla dowol-
nych punktéw odlegloscich obrazéw jest réwna odleglosci tych punktéw. %

P-izometria < /\ P(A)= A" A P(B)=B = |AB| = |A’B
A,B

Wihasnosd izometrii:

* izometria jest przeksztalceniem réznowartosciowym,

¢ dokazdejizometrii istnieje przeksztalcenie odwrotne, ktore jest izometria,

* zozenie izometrii jestizometria,

* izometria zachowuje wspolhmowosc punktéw, ich uporzadkowanie na prostej oraz
wypuklosé figury; zachowuje réwniez réwnoleglod¢ i prostopadiodé prostych, |

* jezeli izometria ma dwa rézne punkty stale, to kazdy punkt prostej wyznaczonej przez
te punkty jest punktem statym tej izometrii, :

¢ jezeli izometria ma trzy niewspdHiniowe punkty stale, to jest przeksztaiceniem tozsa-
moSciowym.

Jezeli istnieje izometria przeksztalcajaca figure f na figure g, toméwimy, ze figury fig
sa przystajaceipiszemy f = g.

Wlasnoéci relacji przystawania figur:

v f=f

2 f=g=g=f

3 f=g Ag=h= f=h



Planimetria (geometria plaszczyzny)

Symetriag osiowa wzgledem prostej a
(0zn. S,) nazywamy przeksztalcenie plasz-
czyzny na plaszczyzne, izometryczne, nie-
tozsamosciowe, w ktdrym wszystkie punk-
ty prostej a sa punktami statymi.

Symetria osiowa jestinwolucja, tzn. takim

przeksztatceniem, ze S;' = S,.
Jezeli istnieje taka prosta a, ze S,(f) = f,
tofigure f nazywamy osiowosymetrycz-
na, aprosta 4 —osia symetrii figury f. O§
sym.AB symettii odcinka, do niego prostopadia na-
zywa si¢ symetralng odcinka. Symetralna
odcinka jest zbiorem wszystkich punktéw
o plaszczyzny jednakowo oddalonych od kon-
cow tego odcinka.

Jezeliproste a i b sarézneikazda znichjest osia symetrii drugiej, to méwimy, Ze proste
a i b saprostopadie.

alb < (azb A S, (b)=0b)

. (a_l_b A b”c) = alc
e (alb A blc)= ac

Katy wypukle utworzone przez proste prostopadte nazywamy katami prostymi.

Cze$¢ wspdlna kata i jego osi symetrii na-
zywamy dwusieczna kata. Dwusieczna kata
dzieli ten kat na dwa katy przystajace. Dwu-
sieczna kata wypuklego (r6znego od pél-
pelnego) jest zbiorem wszystkich punktéw
tego kata jednakowo oddalonych od jego
ramion.

P = PR|



Niech O bedzie ustalonym punktem plaszczyzny.
Przeksztalcenie ptaszczyzny na plaszczyzne, ktd-
re punktowi A przyporzadkowuje taki punkt A’,
ze O jestSrodkiem odcinka AA’ nazywamy syme-
tria srodkowa o §rodku O.

So(A)=A" & O = ér. AA’
Symetria srodkowa jest izometrig i inwolucja.

Jezeliistnieje taki punkt O, ze Sy(f) = f, tofigure f nazywamy §rodkowosymetrycz-
na, a punkt O —$rodkiem symetrii figury f.

. Translacja o wektor w jest to przeksztatcenie
/', ot (A) plaszczyzny na plaszczyzne, w ktérym obrazem
@ -
punktu A jesttaki punkt A’, Ze AA"=w.
— —
T (A=A & AA=w

Translacja jest przeksztalceniem izometrycznym.
Przeksztalceniem odwrotnym do translacji o wek- -

- -
tor w jest translacja o wektor —w. ZloZeniem

translacji o wektor w. 1 ztranslacjg o wektor ?;2

jest translacja o wektor 15)1 + d?z.

Obrét dokola punktu O o katskierowany o jest
to przeksztalcenie plaszezyzny, w ktérym punktO
(§rodek obrotu)jest punktem statym, a obrazem

punktu A= O jest taki punktA’, ze
|OA’|=|OA| A <ADA’ =0

Obr6tjestizometria. Przeksztalceniem odwrotnym

do obrotu o srodku O ikacie ol jest obrot o $rod-

ku O i kacie —a. Ziozeniem dwéch obrotéw

o érodkuOikatach o i B jest obrét o srodku O

. - - =
i kacie o + B.



m

[ X7 a

/ A'=]5(A)

A

0}

1
AATB'CY = o (AABC)
AN

Planimetrin (geometria plaszczyzny) m

Przeksztalcenia nieizometryczne

Rzutem réwnolegltym na prostq a w kie-
runku prostej m Jf @ nazywamy przeksztat-
cenie plaszczyzny na prosta a okreslone
nastepujaco:

jezeli X jest dowolnym punktem plaszczy-
zny, to przez punkt X prowadzimy pro-

stg m’

m i punktowi X przyporzadko-
wujemy punkt X’ przeciecia prostej m’
z prostg 4.

Rzut réwnolegly w kierunku prostopadtym
nazywamy rzutem prostokatnym.

Jednokladnosciao srodkuOiskali s # 0
nazywamy przeksztalcenie plaszczyzny na
plaszczyzng, ktdre punktowi A przyporzad-

- —
kowuje taki punkt A’, ze OA” =s-OA.

— —
Jo(A)=A" & OA’=s-0A

AA'B'C’ = JA(AABC)
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Wiasnosci jednoktadnosci:
J (1) =id Jo =5o

1
s . sy1 3
JooJ =75%  (J3) =13

* jednokladno$cé zachowuje wspéHiniowosé punktéw,
* wjednokladnosci obrazem prostejjest prosta do niej réwnolegta,

s"r),

* wjednokladnosci obrazem okregu o (A, r) jest okrag o (A’,

* jednokladnosé zachowuje stosunek dtugosci odcinkéw,

I4

* jednokladno$é zmienia odleglos¢ punktéw w skali 1 s
* wjednoktadnosci obrazemkata jest kat do niego przystajacy.

Dwie figury nazywamy jednokladnymi, jezeli istieje jednokladnos¢, ktéra przeksztalca
jedna figure na druga.

Twierdzenie Talesa. Jezeli ramiona kata prze-
tniemy dwiema prostymi réwnolegtymi
a i b, to odcinki wyznaczone na ramio-
nach kata przez te proste sq proporcjonalne.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Ta-
lesa. Jezeli ramiona kata przetniemy dwie-
ma prostymi a i b oraz odcinki wyzna-

loa| |ac| czone na ramionach kata przez te proste
allb= [08] = [5D] ai /b sa proporcjonalne, to proste a i b
o4l ac| sq réwnolegle.

[oB] ~ [BD| ~ ale _

Powinowactwo prostokatne oosi p i skali

s#0 jesttoprzeksztatcenie P, plaszczy-
zny na plaszczyzne, w ktérym obrazem

< ‘ punktu X jest taki punkt X", ze
- —
% XX =5XX,

gdzie X jest rzutem prostokatnym punk-

% tu X na oS p.

S 7 %I =,
P(X)=X & XX =s5XX



Planimetria (geometria plaszczyzny)

Podobienstwemoskali s > 0 nazywamy przeksztalcenie P plaszczyzny na plaszczy-
zne o takiej wlasnosci, zejesli X’ = P(X) i Y’ =P(Y), to IX’Y’|= s~lXY |
Podobieristwo zachowuje stosunek dhugosci odcinkéw. Kazde podobieristwo jest ztoze-
niem pewnej jednokladnosci 1 pewnej izometrii.

Méwimy, ze figura f jestpodobnado figury ¢ (ozn. f ~ ¢), jezeliistnieje podobieri-
stwo, ktore przeksztalca figure f na figure g.

Wiasnosci relacji podobieristwa figur:

f~f

f~g=8~f

f~gng~h= f~h

Wzajemne potozenie prostej i okregu oraz dwdch okregdw
Odlegtoécia punktu P od figury niepustej f (ozn. d(P, f )) jest kres dolny zbioru
odleglosci punktu P od punktéw figury f.

(P, f)=inf {|PX|: Xe f}

AP, m) =| PP’ ; Odleglos’c’ punktu od prostej jest rowna odleglosci tego punktu od
jego rzutu prostokatnego na t¢ prosta.

\l\

- prosta m est stycznq dookregu (A, r) & d(A m) =
prosta m Jest mecznq okregu o(A r) & d(A m) < r

prosta m }est zewnetrznq okre;gu o(A r) & d(a,m) > r

Styczna do okregu jest prostopadia do promienia okregu poprowadzonego do punktu stycznodci.



Niech P bedzie punktem zewnetrznym
kola, ktéregobrzegiem jest okrag o (A, ).
Jezeli przez punkt P poprowadzimy stycz-
ne do tego okregu, to odcinki taczace ten
punkt z punktami stycznosci sa réwne.

Jezeli przez punkt P poprowadzimy stycz-
na do tego okregu w punkcie M i sieczna
przecinajaca ten okrag w punktach P, i P,
to

|PP, |-| PP, |=|PM[ =| AP[* -1,

Liczbe ]AP]2 —7* nazywamy potega
punktu P wzgledem okregu 0 (A, 7).

Jezeli przez punkt P nie nalezacy do okregu o (A,r) poprowadzimy dwie siec
przecinajace ten okrag odpowiednio w punktach M, M, i N, N,, to

| PM,|-| PM,| =| PN,|-| PN,|




Planimetria (geometria plaszczyzny) m

Niech beda dane dwa rézne okregi 0 (4, 1) i 0 (B, 1,).

o(An)io(Br) sqwzéjemnieze#vngt;zne‘@}ABP Kt
o(An) 1 o(B,r;) sqstycznezewnetrznié & ABl=p 1 A
0(A,n) i0(B,n,) saprzecinajacesie < |r —1,|<|AB| <7 +7,
0(A,1,) i0(B,1,) sastyczne wewnetrznie < | AB|=|r, —7, |
0(Br)ck(Ann)e|ABl<n -1, .

() 6 (-0

Kagty w kole

Katem srodkowym nazywamy kat, ktérego
wierzcholek jest srodkiem danego kola.

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat
wypukly, kidrego wierzcholkiem jest punkt
P okregu, aramionami pétproste zawiera-
jace cieciwy przecinajace sie w punkcie P.

kat wpisany

kat srodkowy



N

W okregu réwnym katom srodkowym od
powiadaja réwne cieciwy.

Katy wpisane w okrag i oparte na tym sa{
mym luku sa réwne i kazdy z nich jest réw-
ny potowie kata srodkowego opartego na
tym samym tuku co katy wpisane.

Kat ostry miedzy cieciwa i styczna przecho-
dzaca przez koniec tej cieciwy jest réwny
potowie kata srodkowego odpowiadajace-
go tej cieciwie.



Planimetria (geometria plaszczyzny) m
Koto i jego czgsci
Pole P kotaidlugos¢ L okregu o promieniu r obliczamy wedtug wzoréw:

P=nr? L=2nr

T

Odcinek kota o kacie srodkowym .

A

Wrycinek kola o kacie srodkowym o.

Pole czesci kota
Miara kata $rodkowego
Czesc¢ kota
o’ ¢ rad
o r’
inek nrl . — r.
wyan 360 2 ®
2 2 2
odcinek a2 2 T sino, r—-(p—r—-sin(p
360 2 2 2

Dlugosé tuku AB, na ktérym oparty jest kat srodkowy o°, obliczamy wedtug wzoru

o
L,=nr ——
AP 180

Jezeli kat srodkowy ma ¢ radianéw, to

Li=r9
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Wielokaty

@ ® o 8 85 & % ¢ 0 8 6 2 8 o s e o s O & B e S e 6 ° G B S C 0 S B G 8B B G G G s e B s e s e s e s "

Tr6jkatem nazywamy wielokat o trzech bo-
kach.
Jeden z tych bokéw — wybrany dowolnie -
nazywamy podstawa tréjkata, a dwa pozo-
stale — ramionami fréjkata.

Jezeli tréjkat ma dwa boki réwne, nazywa-
my goréwnoramiennym, jezeli wszystka
boki tréjkata sa réwne, to tréjkat nazywa
my téwnobocznym.

Podstawowe zwiazkiw dowolnym tréjkacie:
o, B, v —katy wewnetrzne tréjkata
B’ - kat zewnetrzny tréjkata przylegly do kata 8
o+p+y=180°
B+p =180", p'=0a+y
a=be o=
a>be o>

la-bl<c<a+b A |b—c|<a<b+c A lc—a]<b<c+a

C

Symetralne bokéw tréjkata przecinajg sig w jednys
punkcie, ktéry jestérodkiem okregu opisanego na tvé
trojkacie.

Dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry jest
$rodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat.




Wielokgty

Srodkowaw trdjkacie nazywamy odcinek
laczacy wierzcholek tréjkata ze Srodkiem
przeciwleglego boku.

W kazdym tréjkacie $rodkowe przecinaja
sie w jednym punkcie, ktdry jestSrodkiem
ciezkosci tréjkata.

Srodek ciezkosci trojkata dzieli kazda ze Srodkowych w stosunku 2:1, liczac od wierz-
cholka tréjkata.

|AG|:|GA’ = 2:1

= |BG|:|GB’| = |CG|:|GC”

-

Odcinek Iaczacy wierzcholek trdjkata zjego
rzutem prostokatnym na prosta zawieraja-
ca przeciwlegly bok nazywamy wysokoscia
tréjkata.

Proste, w ktdrych zawieraja si¢ wysokosci tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie,
kiéry nazywamy ortocentrum tréjkata.
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Odcinek aczacy $rodki dwéch bokéw
tréjkata jest rownolegly do trzeciego boku
ijego dhugosdjest polowq dlugosci trzecie-
goboku trdjkata.

MN||AB A |MN| = %IAB|

D Twierdzenie o dwusiecznej. Jezeli CC’
c zawiera si¢ w dwusiecznej kata ACB,%
a CC” w dwusiecznej kata zewnetrznego ;
BCD, to
A c’ B c”

|AC’| |BC’| . |AC”| |BC”
[ac| ~[BC] ' [ac] ~ [BC]

Cechy przystawania tréjkatéw

C
A B A’

1. |AB| = |A’B’| A |BC|=|B'C’| A |AC|=|A’C’| = AABC=AA'B'C’
2. |AB| = |A’B’| A |AC| = |A'C’| A oo = o/ = AABC=AA'B'C’
3. |AB| = |A'B’| A =o' A B =P = AABC=AA'B'C’




Wielokgty m

Cechy podobieristwa tréjkatow

C
A B
48] _[BC| _JACl |\ ape~ anme
A B AT
'AB ’BC I4 rp’ ’
Taw " [Ee] B=B’= AABC~AA'B'C

3. a=a’ A B=p’ = AABC~ AA'B'C’

W trdjkatach podobnych odpowiednie katy s3 przystajace, a odpowiednie boki sa propor-
cjonalne.

Zwiqgzki w tréjkgcie dowolnym

Twierdzenie sinuséw. W dowolnym tréj-
kacie stosunek diugosci boku do sinusa kata
przeciwleglego temu bokowi jest wielkoscig
stata, réwng dhugosci srednicy okregu opi-
sanegona tym tréjkacie.

4 b, ¢ — dlugosci bokéw

< &,,h,,h — dlugosci wysokosci
. R - promier okregu opisanego
e

Twierdzenie cosinuséw. W dowolnym tréjkacie kwadrat dugosci boku jest réwny sumie
kwadratéw dhugosci bok6w pozostatych zmniejszonej o podwojony iloczyn dhugosci tych
bokéw przez cosinus kata miedzy tymi bokami.

@’ =b +c —2becosa

b =a +c" - 2accosP

3=f+?—m%my,



m,, m,, m, — Srodkowe trdjkata
r - promien okregu wpisanego
w tréjkat

p= %(u+b+c)

h, =bsiny =csinp
P-poletrdikata |

.

P=plp - a)(p~b)(p—c) (watr Herona)
P %absﬁw = éb@{’sinyoc :%iz’c{sir;ﬁ -
: »P=2stiriocsin[39in'y .

P P%zgg%




Wielokgty m

Twierdzenie Cevy. Jezeli punkt P lezy na prostej AB, punkt Q - na prostej BC,
a punkt R -na prostej AC, to proste AQ, BR, CP przecinaja si¢ w jednym punk-

ciewtedy itylkowtedy, gdy —-— — =1

%
Uwaga. g = A, jezeli AP = \-PB.
PB

Twierdzenie Menelaosa. Jezeli punkt P lezy na prostej AB, punkt Q - na prostej BC,
a punkt R -na prostej AC, to punkty B Q, R s3 wspdlliniowe wtedy i tylko wtedy,
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Zwigzki w tréjkqgcie prostokgtnym

C

VRN

Twierdzenie Pitagorasa. Jezeli tréjkat jest
prostokatny, to suma kwadratéw diugosci
przyprostokatnych jest réwna kwadratowi
diugosci przeciwprostokatnej.

a*+b* =c?

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa. Jezeli w tréjkacie kwadrat dtugosci
jednego boku réwna sig sumie kwadratéw dtugosci bokéw pozostatych, to tréjkatjest

prostokatny.
c2R C=a bl 7
2 \ ,

|BD|= ['AD'[=%—, K’ =| AD|:|BD|
r=%(u+bfc)
fok b

e

i

- c




Wielokgty m

Czworokgty

Czworokatem (czworobokiem) nazywamy
wielokat o czterech bokach.

Czworokat, ktéry ma przynajmniej jedna
pare bokéw réwnolegtych, nazywamy tra-
pezem. Boki réwnolegle w trapezie nazywa-
my podstawami trapezu.

o+6=p+7=180" o
MN - odcinek lezacy srodki nieréwnoleglych bokow trapezu (linia srodkowa trapezu)
| MN | = %ﬁ MN|AB

RO 4§rodki przekatnych trapezu
L ah
e
|Acl’ +|BD| =|BC| +|AD| +2-|AB|.|cD|
P = pole trapezu = E-‘;é .
Czworokat, w ktérym kazde dwa przeciw-

legte boki sa réwnolegle, nazywamy réw-
noleglobokiem.

a=yaB=0 ,

oa+B=a+0=180

| 4B|=|CD] x| 5c|=| 4D]
|A0|=|0C|A|BO|=|OD]

P = pole réwnolegloboku = a- h = a- b sin

|ac| +|BD[" =2i(1ABlz'+|AD}2)



Réwnoleglobok, ktérego wszystkie boki sg
réwne nazywamyrombem.

ACLBD ’
proste AC i BD s osiami symetrii rombu
ABCD

P4

P = polerombu = TS

Réwnolegtobok, ktdry ma wszystkie katy proste, nazywamy prostokatem.
Romb, ktéry ma wszystkie katy proste, nazywamy kwadratem.

Czworokat wpisany w okrag

Czworokat wypuldy mozna wpisa¢ w okrag
wiedy i tylko wtedy, gdy sumy miar katéw
przeciwleglych sa réwne i wynosza 180°.

o+y=Bf+6=180"

P = pole czworokata wpisanego = ,/(p — a)(p— b) (p— ¢)(p — d),
gdzie p= %(a+b+c+d)

| AC||BD|=| AB|:|CD|+|BC|:| AD| - twierdzenie Ptolemeusza

Czworokat opisany na okregu ,
Czworokat wypukly mozna opisacna okre- |
guwtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosc
przeciwleglych bokéw sa réwne.

|AB| + |cD| = BC| + |AD|

P = pole czworokata opisanego na okregu ;

1
o promieniu 7 = Er-(a+b+c+d)




Wiclokgty

Wielokqty foremne

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat, ktérego kazde dwa boki sa réwne i kazde
dwa katy sa réwne. Na kazdym wielokacie foremnym mozemy opisac okrag i w kazdy
wielokat foremny mozemy wpisac okrag. Okregi te sa wspétsrodkowe.

Zaleznosci w nieki6rych wielokatach foremnych

a — diugosé boku wielokata

R - dlugo$¢ promienia okregu opisanego
r — dlugo$¢ promienia okregu wpisanego
P - pole wielokata

Wielokat foremny R 7 p
2
tréjkat (réwnoboczny) dg— ﬂ a3
3 6 4
czworokat (kwadrat) # % a*

2a a 2
pieciokat 2(5 ~ \/g) 25— 245 24—4 5(5 + 2\/§)

3
szesciokat a a_@ 2243
2 2
o$miokat 2 4+ 242 E(1 + \/E) 2a2(1 + ﬁ)
2 2
5
dziesieciokat %(1 ++5) %«/5 +245 o 5+ 245

dwunastokat %\/E(Pr\/g) §(2+«/§) 3a2(2+\/§)
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Stereometria

* o o & ¢ s o @

Pojeciami pierwotnymi sa: punkt, prosta, plaszczyzna i przestrzen.

ko

I e

Mowimy, ze dwie plaszezyzny ovi Bsa

réwnolegle, jezeli nie majg punktéw wspdl-

nych lub sie pokrywaja.
a|peeanp=Bva=p

Plaszczyzny, ktdre nie sa réwnolegle, nazy-
wamy przecinajacymi sie. Jezeli plaszczy-
ny o 1 B przecinajq sie, to ich czescia
wspdlnagjest prosta zwana krawedzia prze-
cigcia plaszczyzn.

o) & v anP=k

prosta k

Prosta [ jestréwnolegla do plaszczyzny o,
jezeli nie ma z nig punktéw wspélnych lub
si¢ w niej zawiera.

oo lna=0@vica

Jezeli prosta | madwa rézne punkty wspél-
ne z plaszczyzna o, to I < o

Jezeli prosta nie jest réwnolegta do plasz-
czyzny, toma z tq plaszczyzng dokladnie
jeden punkt wspélny. Méwimy wtedy,
Zeprosta przebija plaszczyzne.
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proste skosne

Stereometria RE

Dwie proste, ktére nie sa zawarte w jednej
plaszczyZnie, nazywamy skosnymi.

Dwie proste s3 réwnolegle, jezeli zawarte
sa w jednej plaszczyZnie i w tej plaszczyi-
nie sa réwnolegle.

Kazde dwie proste przecinajace si¢ wyzna-
czajq plaszczyzne.

Suma plaszczyzny i jednejjej strony nazy-
wamy pélprzestrzenia.

Proste | i k sa prostopadte, jezeli:

* s zawarte w jednej plaszczyZniei w tej
plaszczyZnie sa prostopadte;

* sg skoéne i istniejq prosta m i plaszczy-
zna o. takie, Ze prosta m lezy w ptasz-
czyznie o i jest rtéwnolegla do prostej [
oraz prosta k lezy w plaszczyZnie o
i jest prostopadta do prostej m.

Prosta jest prostopadla do plaszczyzny, je-
zelijest prostopadta do kazdej prostej za-
wartej w tej plaszczyZnie.

Plaszczyzny o i nazywamy prostopa-
dlymi, jezeli istnieje prosta zawarta w plasz-
czyZnie o i prostopadla do plaszczyz-
nyp.



Bryta nazywamy figure ograniczong, domknieta, majaca co najmniej jeden punkt we-

wnetrzny.

Wielosciany

Niech prosta I przebija plaszczyzne a
i niejest do tej ptaszczyzny prostopadia.

Katem nachylenia prostej / do plasz
zny o, nazywamy kat ostry miedzy ta pro-
sta a jej rzutem prostokatnym na plaszczy-
ne (L.

Katem dwusciennym nazywamy su
dwéch péiplaszczyzn o wspdlnej krawedu
i jednegoz obszaréw wycietych z przes
przez te potplaszczyzny. Kat plaski otrzy-
many przez przeciecie kata dwuscienne
plaszczyzna prostopadla do jego krawedz
nazywamy katem liniowym kata dwu-
$ciennego. ‘
Miara kata dwusciennego jest miara jego
kata liniowego.

Jezeli wieloscian jest figura wypuk}q, to nazywamy gowypuklym. Wielokaty tworzace

%
%
Wieloscianem nazywamy bryle, ktcrej brzeg jest suma skoriczonej liczby wielokatow.

brzeg wieloscianu nazywamy $cianami wieloscianu. Krawedzia wieloscianu nazywamy
bok jego $ciany. Wierzchotkiem wielo$cianu nazywamy wierzcholek jego Sciany.

]

Twierdzenie Eulera. JeZeli wieloscian wypukly ma w wierzchotkéw, k krawedzi i s saan,

to w—k+s=2

graniastostup

Graniastostup jest to wielodcian, ktérego
dwie §ciany, zwane podstawami, zawarte
sa w plaszczyznach réwnoleglych, a pozo-
stale §ciany, zwane §cianami bocznymi,
sg réwnolegtobokami. Podstawy grania-
stostupa sa wielokatami przystajacymi.
Krawedzie graniastostupa, ktdre nie sa bo-
kami podstaw, nazywamy krawedziami
bocznymi. Jezeli krawedzie boczne sa pro-
stopadte do podstaw, to graniastostup na-



Stereometria m

zywamy prostym, w przeciwnym przypadku —pochylym. Graniastostup prosty, ktérego
podstawy sg wielokatami foremnymi, nazywamy prawidlowym.

Graniastostup, kt6rego podstawy sa réwnolegtobokami nazywamy réwnoleglo$cianem.
Graniastostup prosty, ktérego podstawy sq

prostokatami nazywamy
prostopadloscianem.

Prostopadtoscian, ktorego wszystkie krawe-
dzie maja te samg dhugosc nazywamy
szescianem.

....................

b

prostopadioscian

Ostrostupem nazywamy wieloscian, ktére-
gojedna Sciana, zwana podstawa ostrostu-
pa, jest wielokatem, a pozostale sciany,
zwane §cianami bocznymi, s tréjkatami
o wspdlnym wierzchotku, zwanym wierz-
chotkiem ostrostupa. Odcinek Iaczacy
wierzcholek ostrostupa z jego rzutem pro-
stokatnym na plaszczyzne podstawy
(spodkiem wysoko$ci) nazywamywyso-
koscia ostrostupa.

Ostrostup nazywamy prawidlowym, jezeli
jego podstawa jest wielokatem foremnym,
ajego spodek wysokosci jest Srodkiem tego
wielokata. Ostroshup tréjkatny nazywamy
czworoscianem.

ostrostup

Ostrostup $ciety jest to czes¢ ostrostupa
zawarta miedzy jego podstawa i przekro-
jem poprzecznym réwnolegtym do plasz-
czyzny podstawy. Podstawy ostrostupa
Scietego s wielokatami jednokfadnymi
wzgledem wierzchotka ostrostupa. Sciany
boczne s3 trapezami.

ostroshup Sciety
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Objetosci i pola powierzchni niektérych wieloscianéw

Wieloscian Objetosc Pole powierzchni
Ganiastostup B,-H 20, + P,
Prostopadioscian a-b-H 2ab+ 2bH + 2aH
Szescian a’ 6a’
Ostrostup % -P,-H P +P,

Wielosciany foremne

Wielo$cianem foremnym nazywamy wieloscian wypukly, kt6rego wszystkie sciany sz
przystajacymi wielokatami foremnymi i wszystkie katy dwuscienne wyznaczone przez
sasiednie Sciany sg réwne.

Istnieje tylko pie¢ wieloscianéw foremnych: czworoscian, szescian, o§mioscian, dwunz-
stoscian, dwudziestoscian.

czworoscian szescian o$mioscian

dwunastoscian dwudziestoscian




Niektére dane o wielocianach foremnych

Wielo$cian R v I.’ole . Objetosé w| k| s Rodza]
powierzchni $ciany
czworoscian a6 a2 av6 2 /3 a*\2 41 6| 4| trgkat
(tetraedr) 4 4 12 a3 12 A
s(ﬁ:igijcrllr) a3 fl? % 6a* a 8112 | 6 | kwadrat
o$mioscian a2 a a6 a’\2 .
(oktaedr) > > 6 2a%43 3 6112 | 8| trojkat
dwunastoscian | a+/3(1++/5) | a(3++5 a\ﬁo 25+1145) A | a*(15+ 745 o
(dodekaedr) ( ) ( ) ( ) 302\/5(5+2\/5) —(——) 20 130 | 12 | pigciokat
4 4 4 4

dwudziestosci a,2(5++5) | a(1++5 aJ3(3+5 54°(3+ /5 .
(ﬂvgsa?gi)osmn ( 1 ) ( 4N ) ( > ) 543 _.__( > ) 1230 | 20 | trojkat

a — dlugos¢ krawedzi wieloscianu

R - dhugos¢ promienia kuli opisanej na wieloscianie
p — dlugos¢ promienia kuli stycznej do krawedzi wieloscianu
r — dhugos¢ promienia kuli wpisanej w wieloscian

w - liczba wierzcholkéw wieloscianu

k - liczba krawedzi wielo$cianu
s - liczba $cian wieloScianu

m VLIIUI0a12]S
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Bryty obrotowe

Figura obrotowa powstalq przez obroét figury plaskiej f wokél prostej k, zawartej

w plaszczyZnie zawierajacej figure f, nazywamy zbiér wszystkich punktow przestrzeni, |
ktdre sg obrazami punktéw figury f w obrotach wokét prostej k o katy o mierze o,

gdziea e <0; 27c>.

Prosta k nazywa si¢ osia figury obrotowej.

Bryla obrotowa nazywamy bryle, ktéra jest figurg obrotowa,

Walec jest to bryta obrotowa, ktéra powstaje przez
obrét prostokata wokdt prostej zawierajacej jeden z je-
go bokéw. Podstawami walca nazywamy dwa kota -
powstale przez obrét tych bokéw prostokata, ktdre sa
prostopadle do osi obrotu. Promien podstawy walca
nazywamy promieniem walca, za$ odcinek prostopa-
dly do podstaw, ktdrego korice naleza do tych pod-
staw —wysokoscia walca.

Stozek (kolowy prosty) jest to bryla obrotowa, ktéra
powstaje przez obrét tréjkata prostokatnego wokot
prostej zawierajacej jedna z przyprostokatnych. Pod-
stawa stozka jest kolo powstale przez obrét przypro-
stokatnej nie zawartej w osi obrotu. Wierzchotek obra-
canego tréjkata nie nalezacy do podstawy nazywamy
wierzchotkiem stozka. Odcinek faczacy wierzcholek
stozka z jego rzutem prostokatnym na podstawe na-
zywamy wysokoscia stozka. Tworzaca stozka nazy-
wamy kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej
stozka i faczacy wierzcholek z podstawa. Przekréj
osiowy stozka to czes¢ wspdlna stozka i plaszczyzny
zawierajacej o$ stozka. Kat przy wierzcholku przekro-
ju osiowego nazywamy katem rozwarcia stozka.

Stozek Sciety jest to czed¢ stozka zawarta miedzy jego
podstawa i przekrojem plaszczyzna réwnolegla do
podstawy. Wysokoscia stozka scietego nazywamy
odcinek aczacy podstawy i prostopadty do nich.
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Kula jest bryla obrotowa, ktéra powstaje przez obrét
kota wokdét osi zawierajacej Srednice kota. Powierzch-
nie kuli nazywamy sfera. Promiert kuli (sfery) jest réw-
ny promieniowi obracajgcego si¢ kota.

Kolem wielkim kuli nazywamy przekrdj kuli, do kt6-
regonalezy jej Srodek.

Sfera o srodku O i promieniu r > 0 jest zbiorem
wszystkich punktéw przestrzeni, ktérych odleglosé
od punktu O jestréwna .

$(0,r)={x:|ox|=r}

Kula o srodku O ipromieniu 7 > 0 jest zbiorem wszystkich punktéw przestrzeni,
ktérych odlegtosé od punktu O nie jest wieksza od 7.

K(0,r)={x:|0X|<r}.

Odleglosé w przestrzeni okreslamy tak samo jak na plaszczyZnie (patrz str. 106).

Wieloscian jest wpisany w kule, jezeli wszystkie jego wierzchotki nalezg do powierzchni
kuli.

Walec jest wpisany w kule, jezeli okregi jego podstaw sa zawarte w powierzchni tej kuli.
Stozek jest wpisany w kule, jezeli jego wierzchotek nalezy do powierzchni kulii okrag
jego podstawy zawiera sie w powierzchni kuli.

Wieloscian jest opisany nakuli, jezeli wszystkie sciany wieloscianu sg styczne do
powierzchni tej kuli.

Walec jest opisany na kuli, jezeli jégo podstawy i tworzace sa styczne do kuli.

Stozek jest opisany na kuli, jezeli jego podstawa i tworzace s styczne do kuli.

Odcinek kuli jest to czes¢ wspdlna kuli i pétprzestrzeni domknietej wyznaczonej przez
plaszczyzne przecinajaca te kule.

. Czaszakuli jest to czes¢ wspdlnasfery i potprzestrze-
ni domknietej wyznaczonej przez plaszczyzne przeci-
najaca te sfere.




Warstwa kuli jest to zbidr punktéw kuli znajdujacych
si¢ miedzy dwiema réwnoleglymi przecinajacymi kule
plaszczyznami lub na tych plaszczyznach.

Pas kulisty jest to zbi6r punktéw sfery znajdujacych
si¢ migdzy dwiema réwnoleglymi przecinajacymi sfere
plaszczyznami lub na tych plaszczyznach.

Wycinek kuli jest suma odcinka kuli i stozka, ktérego
wierzchotek jest srodkiem kuli, a podstawa stozka jest

podstawa odcinka kuli. =
Objetosci i pola powierzchni niektérych bryt i figur obrotowych
Pole Pole
Figura Objetosé powierzchni powierzchni
bocznej calkowitej

Walec nr’H 2nrH 2nr(r+H)

. 1 _»
Stozek 3™ H nrl nr(r+1)

. P 1 2 2 2 2 I
Stozek Sciety gn(R +Rr+vr )H n(R+7)! n(R +7r +(R+r)l)

4 5
Kula 3™ - 4nR?
. AL ey 1 s 1, !
Odcinekkuli |—mr*h+~mnh® = —nh*(3R - h) - -
2 6 3
Czasza kuli - - 2nrh
. 1 5 1 50 1 4 2, .2 .
Warstwa kuli > h+ 5 h+ < nth 27Rh T (rl +1, + ZRh) Z
Pas kulisty - - 2nRh
. . 2

Wycinek kuli 3 nR*h - TR (r + 2h)
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Geometria analityczna
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Prostokatny uktad wspétrzednych na plaszczyZnie to dwie osie liczbowe przecinajace si¢ pod katem prostym
~w punktach 0.
Punkty i wektory

Y Kazdemu punktowi P na plaszczyZnie od-
g powiada wzajemnie jednoznacznie uporzad-
: kowana para liczb (x,y) zwanawspétrzed-
L S P =(xy) nymi punktu P, co zapisujemy P = (x, y).
Pierwszg z tych wspélrzednych nazywamy
odcieta, a druga —1zedna punktu P.

Jezeli dane sa punkty

A=(x,,1v,), B=(x,,¥,), to odleglosé

=\

tych punktéw obliczamy wedtug wzoru:

y !AB]:v(xz—-xl)z-f-(yZ——yl)z

Wspélrzednymi wektora AB nazywamy
réznice odcietych i réznice rzednych korica B

/‘B = (%2, 12) i poczatku A.

A= (xl'yl) JezeﬁA:(xl’y])I B=(x2,y2), t()

> =
o x AB,=[JC2 X5 “yl}*
AB=[Xz—xl/yz‘1/1]

Wektory AB= [a,,a,] i CD= [b,, b, ] saréwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja odpo-
wiednie wspéirzedne réwne

— -
AB=CD < a, =b ra, =b,.
Dziatania na wektorach w ukladzie wspéhrzednych
Niech a=[a,,,], b=[b,b], keR

-

atb=[a,+b,a,+b,]

Z—gz[u1 ~by,a,-b,]

kea=[ka,ka)



LR MATEMATYKA

Mdéwimy, ze punkt P dzieli odcinek AB w stosunku k, jezeli AP = k- PB. Liczha k
nazywa sie stosunkiem podzialu odcinka AB punktem P.
Jezeli A=(x,,y,), B=(x,,y,) i punkt P =(x,y) dzieli odcinek AB w stosunku!

k#-1, to x:xl+k.x2, y=y1+k'y2.
1+k 1+k
v Jezeli k=1, to punkt P jestsrodkiem odcin-

ka AB. Wspdhrzedne $rodka odcinkasa sred- |
nimi arytmetycznymi odpowiednich wspo}-
rzednych jego koricow.

=

Xy 0 X, +X, Xy

Jezeli A=(x,,y,), B=(x,,¥,), C=(x3,y;) i P=(x,y) jest érodkiem ciezkosci

X +X, + X5 ity ty,
= A A A

tréjkata ABC, to x = =
3 3

Dhugosé wektora:

q= (2, a,] = la| = Ja* +a,°

A=(x1,y) B = (%3, y2) = 4B = J(x.-x.) + (v~

2

Iloczyn skalarny wektorow

__}

Warunek prostopadtoéci dwoéch niezerowych wektoréw

- o - o
albeoacb=0sa4a,-b +a,-b,=0
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4

Dla wektoréw a =[a,,a,], E:[bl,b2] wyrazenie d(Z,Z) b b nazywamy

-

wyznacznikiem pary wektoréw a, b

Warunek réwnoleglosci dwdéch niezerowych wektoréw

ZMB = d(Z,E) =0ea b,—a, b =0

Kat dwéch wektorw. Jezeli a = [a,,a, i b= [b,, b, ] sa niezerowymi wektorami, to

-3 @7
COS{(I_I), bj: , sin<£(a, bj = .

|al-[?] |al-[2]
A
‘X (*2.%2)
\A’E) 5
i
0 X

Az(xlfyl)

]ezehdanesqpurﬂ(tyA ot Bl ) G ) tcpoletrﬁ;kqtaABC
obhczamyzewzorow

2-!(362 )'(3/3"‘3/1)“(3‘53*fxl)’(yZ‘yli)[ 7

1 X
PABC~——~1D[ gdme Delloa v

1 x y

P@c”f—{; {d(AB AC)
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Linia prosta

Katem nachylenia prostej do osi Ox nazywamy ten kat skierowany, dodatni, wypukds.
ktérego ramie poczatkowe, zawarte w osi Ox, ma zwrot dodatni, a ramig koricowe,
zawarte w prostej, lezy nad osig Ox. Jezeli prostajest réwnolegta do osi Ox, to méwimy.,

zetworzy z ta osig kat oo =10".

yl y4

o
N
0/ > C 0 x

/ N

Wspélczynnikiem kierunkowym (katowym) prostej (nieprostopadiej do osi Ox) nazy-
wamy tangens kata nachylenia tej prostej do osi Ox.

=

m = tgo

Prosta prostopadla do osi Ox nie ma wspdiczynnika kierunkowego.
Réwnania prostej

Ax+By+C=0, AA+B >0 - réwnanieogolne.
y=mx+k - réwnanie kierunkowe.

vy =m-(x- )
- réwnanie prostej przechodzace] przez
punkt P=(x,,y,), ktéramawsp6t
czynnik kierunkowy m.




(%, 45)

(©0,)

Geometria analityczna

A (xifyl) B (leyz)

4= =] b0
a b Do

. = rownanie odcinkowe.

X—a

- - townanie prostej prcstopad}e}

do osi Oy

[x= X, ttoa
=yt b
~ uklad rownari parametrycznych

 prostej przechodzace] przez punkt
P =(x,,,) réwnoleglej do wektora .

o

u=[a,b]



I
Z:[xV

~

/ 0 x

Jezeli dana jest prosta [ o réwnaniu

Ax+By+C=0, to wektor 1=[A,B]
jest wektorem prostopadlym do prostej L.

Warunek réwnoleglosci i prostopadlosci prostych

proste L: Ax+By+C, =0 L y=mx+k
L: Axx+B,y+C, =0 L y=myx+k,
L% AB,—A,B, =0 m, =m,
L1l AA,+ BB, =0 my-m, =-1
M Jezelidanajestprostal: Ax+By+C=0

pd
7% >

Jezeliprostel: Ax+By+C; =0

il,: Ax+By+C, =0 sagréwnolegle,
toodlegloéé d (I, I,) miedzy tymi
prostymi obliczamy ze wzoru

d(l, )= € -G

AT+ B

ipunkt P =(x,,¥,), toodleglosé d(P, I)
punktu P od prostej ! obliczamy ze wzoru
B 'Axo + By, +Cl

VA% +R?

(P, 1)

o

(o]
/
®
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Przeksztalcenia plaszczyzny

=1l

P = (xr’ ]/I)

Geometria analityczna m

Jezeli I,: y=mx+k,,

l: y=m,x+k, nie sa prostopadle, to
kat ¢ miedzy prostymi [, i I, wyznacza-
my ze wzoru

m —m,
1+m, -m,

tg@z‘

Jezeli I;: A\ x+By+C, =0,
L: Ayxx+B,y+C, =0, to kat ¢ mie-
dzy prostymi wyznaczamy ze wzoru
| A,A, + BB, |
VAR + B JAZ+BE

cosQ =

Jezeliproste /;: Ajx+B,y+C, =0

il: A,x+B,y+C, =0 niesaréwnole-

gle, todwusieczne d, i d, katéw utwo-

rzonych przez te proste spelniaja réwnanie

|A1x+B]y+C1 l 3 |A2x+B2y+C2 l
Jaz+B (A +B

Translacja o wektor U= [a, b]

X' =x+a L |x=x"-a
T : T

v o |\lY'=y+b 7 |\y=y' b



B2 Maremaryka

y/
P=(xy)
0 ; X
.
P=(x",y")
y A
P=(oy) | . Pr=(x',y)
\__/_/V
0 T
A
P'=(x", o) l y=x
0 X
P=(xy)
¥
P=(x,y)
P=(x
A (x,v)
0 X

Symetria osiowa o osi Ox

x'=x x=x
S { , Sfr{ :
y=-Yy y=-y
Symetria osiowa 0 0si Oy
S {x,:—x St {x=‘x'
Y ly=y Yly=y

Symetria osiowaoosi I ¥ =x

5, {x,iy 5L {x_y,
y'=x y=x

Obrét dokota punktu 0 = (0,0) okat skie-

rowany @

R

0

[x¥'=x-cosp—-y-sing
Ny’ =x-sin@+y-cos

1 {x=x"-cos®+y’ -sing
(RE‘Z) 0)) : , . ,
y=-x"-sinQ+y - cose



P=(x,y)
| =
Y
P:\‘(x,y)
\—V P,z(x,’y')

Y
A=(a,p)
0
sh
0 X

Geometrin analityczna

Symetria srodkowa o §rodku A = (4, b)

X' =-x+2a
S,

Yy =-y+2b
L |x=—x"+2a
Syt
Y ly=-y +2b

Symetria rodkowa o $rodku 0 = (0,0)

S, {x’z_x S, {x:‘x'
0 yl:_y (U :_y/

Jednoktadno$éo srodku A = (a, b) iskali
s#0.

5 x'=s-x+(1-s)-a
A y=sy+(1-s)b

y:

<

x:%~x’+(1—l)‘a
~1 s
(R

-

’+(1—1)~b
S

Jednoktadnosé o srodku 0 = (0,0) i skali
s#0.
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A ,
! =)
$ P=(xy)
0 P ~
y}
T

=\

Zmiana uktadu wspdtrzednych

Powinowactwo prostokatne o osi Ox i skali
s#0.

x'=x
Pj:{,
y =5y

X=X

Powinowactwo prostokatne o osi Oy i skali
s#0.

. {x’zs-x
Y=y
a1 lx = 1-x’
(Py) $
y=y

Przesunigcie ukladu wspétrzednych. Uklad X'O'Y” powstal przez przesuniecie ukladu

5
XOY o wektor 00" = [a, b].

" f

Vi G P=(ny)=(xy)
o s

0 I

Jezeli w ukladzie XOY:
0'=(a,b), P=(xy).
a w ukladzie XO'Y: P=(x",y’), to

{x’zx—a {x=x’+a
\4
y'=y-b y=y'+b
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Obrét ukladu wspétrzednych.
Uklad X'O’Y” powstat przez obrét ukladu

XOY dokota punktu 0 = (0,0) o kat skiero-
wany @.
Jezeliw ukladzie XOY: P = (x, ),

awukladzieXOY: P’ = (x’, '), to

X' =x-cos@+y-sing® x=x"-cos@ -y -sing
v
Yy =—x-sin@+y-cos® y=x"-sin@+y -coso

Krzywe stopnia drugiego (krzywe stozkowe)

Okrag, elipsa, parabola i hiperbola sa krzywymi stozkowymi, tzn. mozemy je otrzyma¢
jako przekrdj powierzchni stozkowej odpowiednio dobrang plaszczyzna,

parabola

hiperbola
(jedna galaz)



A Okrag oérodku S i promienju 7 jestto
zbidrwszystkich punktéw plaszczyzny, kié-
rych odlegloé¢ od punktu S jestréwna 7.

Rownania okregu :

(x—p)zév(ry ——q)2 = mnameokreguosxodkus (p,q} i prenuemu v
e rownanieokreguos’mdkus = (0,0) i promieniu r.
X+ y2 +ax+by+c=0 - rownanie ogolne okregu (réwnanie przedstawm
o . oqug,]ezeha +b2 4C>0)
; o Yo

wspohzedne Stodka okregu b

i
 promieriokregu . r=-—1?: a +b —4c

Jezeli do okregu (x — P)2 +(y - q)z =
poprowadzimy w punkcie (xo s Yo )

nalezacym do tego okregu styczna , toma
ona réwnanie

(xo —p) (x=p)+ (o —9) (y-q)="7




]PE |+]PF2| = 2a = const

2 2
_{_4.3—/_2_-:1

bZ

: = d{ugca ¢ osi wielkiej

i‘AlAzt =

— dlugosc osi malej

|B,B,|=2b

— wspohrzedne ognisk F, , F, elipsy

Lo 0] B =

62 =a2__b2

Geometria analityczna

Elipsa nazywamy zbidér wszystkich punk-
téw plaszczyzny, ktérych suma odlegtosci
od dwéch danych punktéw, zwanych ogni-
skami elipsy, jest ustalong liczba (wieksza
niz odlegtosc ognisk). Odcinek A, A,, kté-
rego koricami sa punkty przeciecia elipsy
z prosta przechodzaca przez jej ogniska,
nazywamy osia wielka elipsy.

Osia mala elipsy nazywamy odcinek B,B,,
ktdrego koricami sq punkty przeciecia elip-
sy z symetralng osi wielkiej.

Odleg}os’c’j EE | ognisk elipsy nazywamy
ogniskowa.

- réwnanie elipsy, kt6rej srodkiem jest jest punkt (0,0), a osiami symetru 54 051e
ukladu wspohrzednych i a > b -

5o

%;+—Z-2-=1
|A A, =24
|B,B,| = 2b

FE=(0,) E=(0.-¢

= b

Liczbe € = < nazywamy mimosrodem elipsy.
a

b B
_ﬁ/‘-\ﬂ>
—b |B,
2 2

L
a b

<

=1

~a

alA,
Bl b
b x
2 2
X
A b—2+;2-:1



P
(%0, ¥o) ~

=\

2 2

Elipsa x_z + ‘Z—Z =1 jest obrazem okregu
a

x* +y* = a” w powinowactwie prostokat-

nymoosi Ox i skali s = E
a
2 2
o . Xy
Jezeli do elipsy —-+ o 1 poprowa-
a
dzimy w punkcie P = (x,,1, ) nalezacym
do tej elipsy styczng /, to ma ona réwnanie

__xoaz-x+_yobz~y =1

Parabola jest zbiorem wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktérych odlegtosc od ustalo-
nego punktu F, zwanegoogniskiem, jest
réwna odleglosci od ustalonej prostej k
(nie przechodzacej przez punkt F), zwanei
kierownica.

Parabola

oo0si Ox
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Liczbe p = d(F, k) nazywamy parametrem
paraboli.

Jezeli do paraboli y* = 2px poprowadzi-
my w punkcie P =(x,,y,), nalezacym
do tej paraboli, styczng , to ma ona réw-

nanie vy, -y =p-(x+x,).

Hiperbolajest zbiorem wszystkich punktéw plaszczyzny, dla ktérych wartosé bezwzgledna
z r6znicy odleglosci od dwdch réznych, ustalonych punktdw, zwanych ogniskami, jest
wielkoscia stala.
Hiperbola sklada sie z dwaéch krzywych zwanych gateziami hiperboli.
Punkty przeciecia hiperboli z prostg przechodzaca przez ogniska nazywamy wierzchol-
kami hiperboli, a odcinek faczacy wierzchotki-osia rzeczywista hiperboli.

7

s
o

g—i— - %2— =1 ~ réwnanie hiperboli, ktorej os rzeczywista zawiera sie
wosiOx

. ~ dlugosc osi rzeczywistej

2b ~ dlugosc osi urojone

A, =(a,0), A, =(-1,0) - wierzcholkihiperboli
F =(c,0), £ =(-¢,0) - ogniskahiperboli
c=a+l?

b
= -a—x, y= vﬁx ~ asymptoty hiperboli
a



BBl raremarvka

yA vy
\/x)// 8
_ P )

—;{; - —;—{; =1 ~ rownanie hiperboli, kt6rej os rzeczywista zawiera sie
wosiOy

24 = dlugpsc osi urojone

2b ~ dhugosd osi rzeczywistej

A, =(0,b), A, =(0,~b) - wierzcholki hiperboli
F =(0,c), F,=(0,—c) - ogniskahiperboli
ci=n+b

y= éx, Y= —gx — asymptoty hiperboli
a a

Odleglos¢ I EF, { = 2¢ nazywamy ogniskowa hiperboli.

Jezeli a = b, to hiperbole nazywamy réwnoosiowa.

2 2
Obracajac hiperbole x—z - y—Z =1 dokola
a a
punktu (0,0) okat ¢ =45", otrzymuje-
2
my hiperbole o réwnaniu x - y = gz—- =k?,

ktorej osiami symetrii sa proste y = x,
Yy =-x, a asymptotami sg osie ukfadu
wspohzednych.
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Rachunek prawdopodobieristwa
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Pojeciem pierwotnym rachunku prawdopodobieristwa jest zdarzenie elementarne.

Zbidr wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych dla danego doswiadczenia nazywa-
my przestrzenia zdarzeri elementarnych i oznaczamy symbolem €.

Zdarzeniem losowymnazywamy dowolny podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych.

Oznaczeniai terminologia rachunku prawdopodobieristwa

Oznaczenie Terminologia
weA zdarzenie elementarne  sprzyja zdarzeniu losowemu A
Q zdarzenie pewne
) zdarzenie niemozliwe
A=B zdarzenie identyczne
AcB zdarzenie A pociaga za sobg zdarzenie B
AUB suma zdarzen
ANB iloczyn zdarzeri
AXB réznica zdarzeri
A'=Q\A zdarzenia przeciwne do A
AnB=J zdarzenia wykluczajace sie




B raremanka

Aksjomatyczna definicja prawdopodobieristwa
Niech Q bedzie skoriczonym zbiorem zdarzeri elementarnych. Jezeli istnieje funkciz
P: 2% — R spehiajaca warunki:

1 A Pa)s0

AcQ

> AN\ AnB=0=P(AUB)=P(A)+DP(B)

A,BcQ
3 PQ) =1

to méwimy, ze w zbiorze Q zostato okreslone prawdopodobieristwo, a liczbe P (A

nazywamy prawdopodobieristwem zdarzenia A.
Jezeli P jest prawdopodobieristwem okreslonym na zdarzeniach w zbiorze (2, to pars

(Q, P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna.

Wiasnosci prawdopodobieristwa

G .
. Ac:B:s»P(A)<P(B)

LAEE R

i
:
]
E
:
4
]
1
]
3
ﬁ
]
E
]
f%
;

3 /\P(A)<1

Ao Q

i /\ P(A)+P(A’) 1

5. /\ P(AuB) P(A)+P(B) P(Ams) - -
'ABCQ o |

. 6 jezeh AI,AE, A CQ wyklucza;q sug pararm (A r’\A @ dla z¢])

" (A uA U uA) P(A )+P(A2)+P(A)

Klasyczna definicja prawdopodobienistwa
Niech Q={w,, ®,, ..., o }. |
Jezeli P({w,}) = P({®,}) = ... = P({w}) = const, toprzestrzert (Q, P) nazy-

wamy przestrzenia klasyczna.
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Twierdzenie Laplace’a. W przestrzeni klasycznej prawdopodobieristwo zdarzenia A jest
réwne ilorazowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu losowemu A
przez liczbe zdarzer elementarnych przestrzeni Q.

P(A) =

o)

Tres¢ twierdzenia Laplace’a przyjmuije si¢ jako tzw. klasyczna definicje prawdopodo-
bieristwa.

Prawdopodobieristwo warunkowe
Niech A, B < Q. Prawdopodobiefistwem zajécia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszio
zdarzenie B, nazywamy liczbe

P(ANB)

P(A|B)= B

, gdzie P(B)>0.
Z definicji tej otrzymujemy wzér na prawdopodobieristwo iloczynu zdarzert
P(AnB)=P(A|B)-P(B).

Méwimy, ze zdarzenia B, , B,, ..., B, tworzy zupelny ukiad zdarzeri w przestrzeni Q,
jezeli:

1 BimBj =@ dla i#j

2 P(B)>0 dla ie{l,2,..,n}

3B UB,U...UB, =Q

Twierdzenie o prawdopdobienstwie catkowitym. Jezeli B,, B,, ..., B, tworza zupelny
uklad zdarzeri w przestrzeni €2, to dla dowolnego zdarzenia A < Q zachodzi wzdr
P(A) = P(A}Bl) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + ... + P(AJB,) - P(B,)

Jestto tzw. wzér na prawdopodobienstwo catkowite.

Twierdzenie Bayesa. Jezeli B, , B,, ..., B, tworza zupeiny uldad zdarzeii w przestrzeni
QiAcQiPA)>0, to
P(A|B;)-P(B,)

P(B,|A) = B



MATEMATYKA

Zdarzenia niezaleine

Zdarzenia A, B Q nazywamy niezaleznymi, jezeli P(A n B) = P(A)- P(B).
Zdarzenia, ktdre nie sa niezalezne, nazywamy zaleznymi.

Jezeli zdarzenia A i B sg niezalezne, to pary zdarzen: AiB’, A"iB, A"iB’ teisa
niezalezne.

Zdarzenia A,, A,, ..., A, € Q saniezaleine, jezeli prawdopodobieristwo iloczynu
dowolnych k (k < 1) zdarzeri sposrod nich jest réwne iloczynowi prawdopodobieristy
tych zdarzer.

Schemat Bernoulliego
Préba Bernoulliego nazywamy doswiadczenie, w ktérym otrzymujemy jeden z dwéch

mozliwych wynikéw. Jeden z tych wynikéw, o prawdopodobieristwie p € (0; 1), nazy-
wamy sukcesem, a drugi, o prawdopodobieristwie g =1 — p —porazka.

Schematem Bernoulliego nazywamy ciag niezaleznych powtérzen préb Bernoulliego.

Jereline N, ike{0,1,..., n}, toprawdopodobieristwo P, (k) uzyskania doklad-
nie k sukceséw w schemacie n préb Bernoulliego wyraza sie wzorem

n
P k = Lpk L gtk ,
(k) ( kj P
gdzie p jest prawdopodobieristwem sukcesu w jednej prébie Bernoulliego, a g =1—-p
jest prawdopodobiefistwem porazki.
Liczbe k, dlaktorej prawdopodobieristwo P, (k) jest najwicksze, nazywamy najbar-
dziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie n préb Bernoulliego.

Jezeli (n+1)-peC, to najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw jest liczba
ky = { (n+1)-p ], gdzie [x] oznacza cze$c calkowita liczby x.

Jezeli (n+1)-peC, to najbardziej prawdopodobne sa wartosci: {(n+1)-p -1,
(n+1)-p.

Zmienna losowa

Niech Q oznacza skoficzony zbiér zdarzent elementarmnych pewnego do$wiadczenia.
Kazda funkcja X: € — R nazywamy zmiennalosowa,

Niech P(X = x,) = P({w e & X(0) = x;}}
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Rozktadem zmiennejlosowej X nazywamy zbior wszystkich par (x,, p, ), gdzie x, jest

warto$cig zmiennej losowej X, a p; = P(X = x;).
RX = {(xi,pi): p; = P(X = x,)}

Zmiennalosowa X marozklad jednostajny, jezeli przyjmuje wszystkie swoje wartosci
z tym samym prawdopodobieristwem.

Zmienna losowa X ma rozklad dwupunktowy, jezeli przyjmuje tylko dwie wartosci.
Zmienna losowa X ma rozldad Bernoulliego (dwumianowy), jezeli przyjmuje wartosci:
0,1,2, .., n oraz

P(X:k):(Z)pkq”k, gdzie pe(0,1) i g=1-p.

Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej

Wartoscia oczekiwana (wartoscia Srednia, nadzieja matematyczna) zmiennej losowej X

o rozkladzie RX = {(xl., pi): i=1,2,.., n} nazywamy liczbe
EX=xpy+x, py+...+x,p,.

Wilasnosci wartosci oczekiwanej

E(cX)=cEX, gdziece R

E(I)=1, gdzie I jest funkcja tozsamosciowo réwng 1,

E(X+Y)=EX+EY, gdzie X 1Y sazmiennymi losowymi okreslonymi na tym

samym zbiorze €2.

Jezeli X jest zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym

RX:{(xl,l),(xz,lj,...,[x”,l)}, to EX=1~(x1+x2+...+xn).
n n n n

Jezeli X jest zmienna losowa o rozkladzie Bernoulliego, to EX = n-p.
Wariancja (dyspersjg) zmiennej losowej X
o rozkladzie RX = { x;, pZ :1=0,1,2,..., n} nazywamy liczbe
D*X = E(X - EX)?, czyli
D*X =(x, —m)" - py +(xy —m)* - p, +... +(x, —m)" -p,, gdzie m=EX.



Wlasnosci wariandji

‘VDZX:E(XQ)—(EX)Z, gdzie E(X*)=x] -p + 3 - p, + ...+ x - p,

D*(cX)=c*-D?X, gdzie ceR
D’X =0 e X jest funkgja stala.

Jezeli X jest zmienna losowg o rozkladzie Bernoulliego, to DX = n-p - g.

Liczbe DX = vD?X nazywamy odchyleniem standardowym zmiennej losowej X.
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Podstawowe stale fizyczne

Nazwa Oznaczenie Warto$¢ Jednostka
1. Stala Boltzmana k 1,380622 - 102 J/K
2. Stala grawitacji G 6,67259 - 10 m’/(kg - s?)
3. Stala Faradaya F 9,648530 - 10* C/mol
4. Stata Plancka h 6,626169 - 10* J-s
5. Stata Rydberga R 1,0973731 - 107 m*
6. Stala Stefana-Boltzmana o 5,669 - 10°® W/m?
7. Stafa struktury subtelnej o 1/137,04
8. Liczba Avogadro N, 6,022169 - 10 mol?
9. Liczba Loschmidta L 2,687789 - 20% m?
10. Masa elektronu m, 9,109558 - 101 kg
5485930 - 10 u
11. Masa protonu m, 1,672614 - 107 kg
1,007276 u
12. Masa neufronu m, 1,674920 - 10% ke
1,008665 u
13. Energia spoczynkowa elektronu ‘ m, - ¢ 0,511 MeV
14. Energia spoczynkowa protonut m - ¢t 938,256 MeV
15. Energia spoczynkowa neutronu m_- c? 939,550 MeV




EA m2xa

Nazwa Oznaczenie Wartosé Jednostka
16. Ladunekelementarny e 1,602191 - 10" C
e
17. Ladunek wiasciwy eletronu P 1,758802 - 10" C/kg
18. Komptonowska dhugosé falielektronu A, 24263096 - 1072 m
19. Jednostka momentu peduw mechanice
kwantowej n 1,0545919 - 10* J-s
20. Magneton Bohra Ly 9,274096 - 10 /T
21. Magnetonjadrowy My 5,050951 - 107 J/T
22. Promieri Bohra r 0,52917 - 10 m
23. Atomowa jednostka masy u 1,660531 - 107 ke
24. Przenikalno$¢ elektryczna prézni €, 8,854187 - 10" F/m
25. Przenikalnos¢ magnetyczna prézni i, 4n-107 H/m
1,256637 - 10° V-s/(A-m)
26. Predkosc swiatla w prézni c 2,997925 - 108 m/s
27. Objetos¢ mola gazu doskonalego
w warunkach normalnych V, 22,4136 - 107 m?/mol
T=27315K, p=101325Pa
28. Standardowe przyspieszenie ziemskie g 9,80665 m/s?
29. Uniwersalna stala gazowa R 8,31434 J/(K-mol)




Tablice | Podstawowe jednostki uktadu SI

Podstawowe jednostki uktadu Sl

Nazwa Jednostka
wielkosci
fizycznej Nazwa | Oznaczenie Definicja
Dhagosc metr m metrjest to droga, jaka Swiatlo przebywa w prézni w czasie
1/299792458 sekundy

metrto dtugosé réwna 1650763,73 dtugosci fali w prézni pro-
mieniowania odpowiadajacego przejéciu miedzy poziomami

2p,, 1 5d, atomu kryptonu 3 Kr

Masa kilogram kg kilogram jest to masa wzorca kilograma, wykonanego ze stopu
platyny (90%) z irydem (10%) w ksztalcie walca o Srednicy
podstawy réwnej jego wysokosci

Czas sekunda s sekunda jest to czas réwny 9 192 631 770 okreséw promienio-
wania odpowiadajacego przejéciu miedzy dwoma nadsubtel-
nymi poziomami stanu podstawowego atomu cezu '**Cs

Prad amper - A amper to natezenie pradu elekirycznego stalego, ktéry ply-
elektryczny ngcw dwdchréwnoleglych, prostoliniowych, nieskoriczenie
dlugich przewodach o znikomo matym okraglym przekroju,
znajdujacych siew prézniw odleglosci 1 m od siebie; powoduje
powstanie miedzy tymi przewodami sily réwnej 2x 10°N

na kazdy metr diugosci tych przewodéw

Temperatura | kelwin K kelwinjest to 1/273,16 czes¢ temperatury termodynamiczne]
punktu potrdjnego wody

Licznosé mol mol mol jest to licznosc materii wystepujaca wtedy, gdy liczba cza-

materii steczek jest réwna liczbie atoméw zawartych w masie 0,012 kg

izotopu wegla °C, tj. 6,022169 x 107 czasteczek

Swiattogé kandela od kandela to §wiattos¢, jaka ma w okreslonym kierunku Zrédto
emitujace promieniowanie monochromatyczne o czestotliwosci
5,4 x 10" Hz i wydajnosci energetycznej w tym kierunku réwnej
1/683W/sr.

kandela to réwniez $wiatlos¢, jaka ma w kierunku prostopad-
tym powierzchnia 1/600000 m? ciala doskonale czarnego
w temperaturze krzepniecia platyny pod cisnieniem 101325 Pa




A roxa

Uzupeiniajace jednostki ukiadu Sl

Nazwa Jednostka
wielkosci 7
fizycznej Nazwa | Oznaczenie Definicja
Kat plaski radian rad radian to kat plaski zawarty miedzy dwoma promieniami
kota, wycinajacymiz okregu tego kota tuk o diugosci réwnej

jego promieniowi 1rad=180/n~57°17"44,8"

Katbrylowy | steradian St steradian jest to kat brytowy o wierzchotku w srodku kuli,

wycinajacy z jej powierzchni obszar o polu réwnym polukwa-
dratu, ktéregobok jest réwny promieniowi kuli

B 3
Jednostki pochodne wybranych wielkosci ukiadu Sl
Nazwa wielkosci Nazwa . ) Zwiazek . s
) . . . Oznaczenie z jednostkami Zaleznosci
fizycznej jednostki . |
podstawowymi %
1. Wielkosci mechaniczne
-
Predkosé liniowa mefr na sekunde m/s Tlm - s
Predkosé katowa radian na sekunde rad/s 1s™-rad
Przyspieszenie metrna kwadrat m/¢ Im-s?
liniowe sekundy
Przyspieszenie radiannakwadrat|  rad/s? 157 - rad
katowe sekundy
Ped kilogramometr kg -m/s Im-kg-s*
nasekunde
Sifa niuton N Im-kg-s? IN=1kg-m/¢’




Tablice | Jednostki pochodne wybranych wielkosci uktadu SI

: czestotliwosé

Nazwa wielkosci Nazwa . . Zwiazek . S
fizycane] ‘ednostki Omnaczenie zjednostkami Zaleznosci
] ] podstawowymi
- Momentsily niutonometr N-m Im? - kg-s*
' | Moment kilogram razy kg-m? 1kg - m?
bezwladnosci metr kwadratowy
| Poped sity niufonosekunda N-s Im-kg-s?
Cisnienie, paskal Pa Im™* kg s? 1Pa=1N/m?
| naprezenie
Napiecie niuton na N/m lkg s
- powierzchniowe metr :
| Gestosé kilogram na metr kg/m’ Im=-kg
3 szescienny
‘ Objetos¢ metr szedcienny m’/kg Im’ - kg
| whsciwa na kilogram
{ Cigzar niuton na N/m? Im?-kg-s?
- wiasawy metr szescienny
. Lepkos¢ paskalosekunda Pa-s Im™-kg-s™
1 dynamiczna
Lepkosé metr kwadratowy m’/s 1m?-s™
kinematyczna nasekunde
Energia, praca dzul J 1m? - kg - s 1J=IN'm
Moc wat W 1m? kg -s* IW=1]/s
Czestos¢ kotowa, herc Hz 1-s? 1Hz=1/s




FIZYKA

elektryczna

Nazwa wielkoéci Nazwa . . Zwiagek . c
. . . . Oznaczenie zjednostkami Zaleznodci
fizycznej jednostki .
podstawowymi
1I. Wielkosci cieplne
Cieplo, energia dzul ] Im?-kg-s?
wewnetrzna
Pojemnosé dzulna kelwin J/K Im?- kg - 572 K~
cieplna
Cieplo molowe dzulnamol J/(mol-K) | 1m?-kg-s?-K* - mol’
ikelwin
Cieplo dzulnakilogram | J/(kg-K) Im? - g2 K
wiasciwe ikelwin
Przewodnosé watna mefr W/(m-K) Im-kg-s?- K
cieplna ikelwin
III. Wielkosci elektryczne i magnetyczne
Fadunek kulomb C 1s-A 1C=1A"s
elektryczny
Gestosé pradu amper na metr A/m? Im?- A
elektrycznego kwadratowy
Napiecie elektryczne, wolt N Im*-kg-s?®- Al 1v=1}/C
potencjat elektryczny,
sita elektromotoryczna
Natezenie pola woltnametr V/m Im-kg-s?- A 1V/m=1N/C
elekfrycznego
Indukgcja kulomb na metr C/m? im?-s-A
elektryczna kwadratowy
Pojemnosé farad F Im? kgt s'- A? 1F=1C/V




Tablice | Jednostki pochodne wybranych wielkosci uktadu SI

Nazwa wielkosci Nazwa . . Lwigzek . c
. . ednostki Oznaczenie zjednostkami Zaleznosci
fizycznej Je podstawowymi
Opér elektryczny om Q Im*-kg-s9-A? 1Q=1V/A
Opér elektryczny om razy metr Q-m Im? kg -s?®- A7
| wlasciwy
' Przewodnos¢ simens S Im?- kg -s* A 15=1/Q
elektryczna
' Przewodnos simens na metr S/m Im3- kg'-s* A?
elektryczna
wlasciwa
- Indukdja tesla T lkg -2 Al 1T=1N/(A - m)
| magnetyczna
Strumien weber Wb Im?-kg-s?- A IWb=1T -m?
magnetyczny
Natezenie pola amper na metr A/m Im*-A
magnetycznego
Indukcyjnosé henr H Im?-kg-s?-A? IH=1V-s/A
Moc pradu wat W 1m?-kg-s? IW=1A-V
Przenikalnos¢ henr nametr H/m Im-kg-s?- A2
magnetyczna
IV. Wielkosci $wietlne
Natezenie luks Ix Im?-cd - sr 1x =1lm/m?
o$wietlenia
Strumierni $wietlny lumen Im led - sr
Luminancja kandela na metr cd/m? Im?-cd
{blask, jaskrawosd) kwadratowy




FIZYKA

L Zwiazek
N“Z‘”.’a w1e11fosc1 . ljnazw:h Oznaczenie zjednostkami Zaleznosci
fizycznej Jednos podstawowymi
V. Parametry promieniowania jonizujacego
Dawka pochfonigta grej Gy 1m? - s? 1Gy=1J/kg
Natezenie watna metr W/m? 1kg-s?
napromieniowania kwadratowy
Dawka kulombna C/kg Is-kg' A
ekspozycyjna kilogram
Moc dawki grejna sekunde Gy/s 1m? - s 1Gy/s=1W/kg
pochloniete]
Moc dawld amperna A/kg lkg?- A
ekspozycyjnej kilogram
Réwnowaznik siwert Sv 1m? - s 1Sv odpowiada
dawki pochionietej dawce pochlo-
nietej 1 Gy przy
dzialaniu pro-
mieniowania
renfgenowskie-
go lub promie-
niowania Y
Aktywnos¢ jedenna sekunde 1/s st




Tablice | Jednostki pozauktadowe dopuszczone do uzytku w fizyce

Jednostki pozauktadowe dopuszczone do uzytku w fizyce

|
' Nazwa wielkodci fizycznej|  Nazwajednostki Oznaczenie Zwiazek z jednostka SI
, Masa tona t 1t=10kg
' jednostka masy u Tu=1,66054-10%kg
| atomowej
Czas minuta min 1min=60s
godzina h 1h=3600s
doba d . 1d=86400s
- Dhugogc jednostka AU 1AU=14960-10"m
astronomiczna
rok $wietlny r.§W. 1réw.=94605-10" m
parsek ps 1ps=23,084-10"m
angstrem A 1A=10"m
- Katplaski stopiefi ’ 1"=n/180rad = 1,745 - 10?rad
| minuta ’ 1" =7/10800 rad = 2,909 - 10° rad
! sekunda ¢ 1" =n/648000 rad = 4,848 - 10° rad
i Pole powierzchni bam b 1b=10%m?
Objetosé litr 1 11=10%m?
‘Temperatura Celsjusza stopient Celsjusza C temp. Celsjusza t = T-273,15, gdzie
T - temperatura termodynamiczna.
Wielkosé stopnia Celsjuszajest taka
sama jak Kelwina: 1deg=1"C=1K
Energia elektronowolt eV 1eV =1,60217-107]
Zdolnosé skupiajaca dioptria D 1D=1m'
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Wybrane jednostki spoza ukiadu SI

Nazwa wielkosci Nazwa jednostki Oznaczenie Zwiazek z jednostka SI
Wielko$ci geometryczne i czas
Diugos¢ mila morska 1 mila morska = 1852m
kabel 1 kabel = 0,1 mili morskiej = 185,2m
punkt typograficzny 1 punkt typograficzny
= —1—m ~3,76-10"m
2660
cero 1 cycero= 12 m=451-10"m
ki y 2660 ’
48 >
kwadrat lkwadrat= - -m=1,80-10"m
2660
Pole powierzchni ar a 1a=100m?
hektar ha 1 ha =100 a = 10000 m?
. , 2. 3
Kat plaski grad ¢ 18 = —rad =15,7-10"rad
400
2n -
rumb 1rumb = 0 rad = 19,6-10"rad
Wielko$ci mechaniczne
Predkoséliniowa kilometr na godzine km/h 1km/h = glg m/s = 0,28m/s
wezek 1 wezet =1 mila morska/h =
= 1852 m/s=0,514 m/s
3600
Predkos¢ katowa obrétna sekunde obr/s 1 obr/s = 2n rad/s
obrétna mjnuté obr/min 1 obr/min = ég rad/s




Tablice | Wybrane jednostki spoza uktadu SI m

Nazwa wielkosci

Nazwa jednostki Oznaczenie Zwiazek z jednostka SI
. Masa kwintal q 1q=100kg
karat ct 1ct2:10*kg
Gestosé gramna centymetr g/cmy’ 1g/cm’®=1kg/dm?’ = 1000kg/m?
szescienny
gram na mililitr g/ml 1g/ml=1000kg/m*
Sila kilogram-sifa kG 1kG =9,80665 N
- Momentsily kilogram-sita razy metr kG-m 1kG -m=9,80665N - m
. Praca, energia kilogram-sita razy metr kG- m 1kG-m=9,80665]
+ Cignienie atmosfera techniczna at 1 at = 98066,5 Pa
* bar bar 1bar = 10° Pa
atmosfera fizyczna atm 1 atm = 101325 Pa
tor Tr 1Tr=133322Pa
milimetr shapa rteci mmHg 1mm Hg=133,322Pa
milimetr shupa wody mmH,0 Imm H,O =9,80665 Pa
- Lepkodc stokes St 15t=10"m?*/s
- kinematyczna
 Lepkos¢ puaz P 1P=10"Pas
- dynamiczna
Naprezenie kilogram-sita na kG/ cm? 1kG/cm? =98066,5 Pa
mechaniczne centymetr kwadratowy
kilogram-sifa na kG/mm? 1kG/mm? = 100 kG/cm? = 9806650 Pa
milimetr kwadratowy
Moc kori mechaniczny KM 1KM =73549875 W
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Nazwa wielkosci Nazwa jednostki Oznaczenie Zwiazek z jednostka SI
Wielkosci cieplne

Cieplo kaloria cal 1cal=4,1868]
Cieplo whasciwe kaloria na gram cal/(g-'C) | 1cal/(g-"C)=4186,8]/(kg-"C)

i stopieni Celsjusza

Wielkosci elektryczne i magnetyczne

Energia watosekunda W-s 1W.s=1]

kilowatogodzina kW-h 1kWh=3,6-10°]
Ladunek elektryczny | amperogodzina A-h 1A -h=3600C
Gestosé pradu amper na milimetr A/mm? 1A/ mm?=10°A/m?
elekirycznego kwadratowy

o N mm’ %

Opdr wlasciwy Om razy milimetr Q- p” 107Q-m

kwadratowy na metr
Indukdja gaus Gs 1Gs=10"T
manetyczna

Wielkosci akustyczne
Poziom natezenia decybel dB 1dB odpowiada natezeniu dZwieku I
dzwieku takiemu, ze 101log I,I, =1,
1 =10"W/m?

Poziom glosnosci fon fon 1 fon jest to poziom glosnosci dZwieku

styszanego tak jak dZwigk o czgstotliwo-
$ci 1kHz i poziomie natezenia 1 dB




Tablice | Wybrane jednostki spoza uktadu SI m

Nazwa wielkosci Nazwa jednostki Oznaczenie Zwiazek zjednostka SI
Parametry promieniowania jonizujacego

Dawka pochionieta | rad rad lrad =102Gy
- Dawka ekspozycyjna | rentgen R 1R=258-10*C/kg
Moc dawki rad na sekunde rad/s 1rad/s=10"Gy/s
 pochlonietej rad na minute rad/min | 1rad/min=~1,67-10~ Gy
’ rad na godzine rad/h 1rad/h=2,78-10" Gy
Mocdawki rentgen na sekunde R/s 1R/s=2,58-10"A/kg
ekspozycyjnej rentgen na minute R/min 1R/min=~4,30-10"° A/kg
: rentgen na godzine R/h 1R/h=7,17-10"° A/kg
Réwnowaznik rem rem lrem=10%5v
: dawki pochfonietej




B s

Przedrostki do tworzenia nazw jednostek wtérnych

Nazwaprzedrostka | Skr6t przedrostka Mnoznik Przyldady
eksa E 10 = 1000 000 000 000 000 000 Eg - Eksagram
peta P 10" = 1000 000 000 000 000 Pm - Petametr
tera T 10™ = 1000 000 000 000 Ts - Terasekunda
giga G 10° = 1000000000 GHz - gigaherc
mega M 10° = 1000 000 MW - megawat
kilo k 10° = 1000 kQ - kiloom
hekto h 10?2 =100 W - hektolitr
deka da 100 =10 dag - dekagram
jednostka - 10°=1 -
decy d 107=0,1 dm - decymetr
centy ¢ 102 =0,01 an - centymetr
mili m 10° = 0,001 mg - miligram
mikro u 10 = 0,000 001 uC ~ mikrokolumb
nano n 10 = 0,0000 000 01 nm - nanometr
piko p 102 =: 0,000 000 000 001 pf - pikofarad
femto f 10 = 0,000 000 000 000 001 fs - femtosekunda
atto a 10" = 0,000 000 000 000 000001 | ag - attogram




Tablice |/ Jednostki niemetryczne stosowane w krajach anglosaskich m

Jednostki niemetryczne stosowane w krajach anglosaskich

Nazwa Nazwa jednostki o
wielkosci - Skrét Zaleznosci
t polska angielska
- Dhugos¢
cal inch n 1in=101i=1/36yd =254 cm
1cm=0,3937 in
stopa foot ft 1ft=12in=30,48 cm
1m=3281ft
jard yard yd lyd=3ft=36in=09144m
sazen fathom fm 1fm=2yd=6{t=72in=1_8288 m
staje furlong fur 1 fur =10 chain =40 rod =220 yd =201,168 m
mila statute mile mile 1M =8 fur=1760 yd = 5280 ft = 1609,344 m
ladowa = British mile 1km=0,62139 M
angielska
mila British NM 1 NM =2027 yd = 6080 ft = 1852,184 m
morska nautical 1km=0,53% NM
angielska mile
Powierzchnia
cal squareinch sq in 1sqin=100sqli=6,4516 cm?
kwadratowy 1em?=0,155sqin
stopa square foot sq ft 1sq ft =144 sqin = 0,0929 m?
kwadratowa 1m?=10,763 sq ft
jard square yard sqyd | 1sqyd=9sqft=08361m’
kwadratowy 1m?=1,196sq yd
akr acre ac 1lac=4840sqyd =0,4047 ha
lha=2,471ac
mila mile of land sq M 1sqM =640 ac =2,5899 km?
kwadratowa | =square mile 1km?=0,3861sq M
Objetosc (ciala state)
cal cubicinch cu in 1cuin=1000culi=16,387 cm®
szescienny 1em®=0,061 cuin
stopa cubic foot cu ft Tcuft=1728 cuin=28,317 dm’
szedcienna 1dm?®=0,0353 cu ft
jard cubic yard cuyd | lcuyd=27cuft=07646 m’
szescienny 1m*=1,3079 cu yd




B3 roxa

Nazwa Nazwa jednostki L
wielkosci - Skrét Zaleznosci
polska angielska
sazeh cubic cu fm 1cufm =216 cu ft = 6,116 m?
szedcienny fathom 1m®=0,1635cu fm
tona register ton RT 1RT =100 cu ft =2,8317 m®
rejestrowa 1m?=0,3531 RT
Objetos¢ (cieczy)
pStkwarta liquid pint pt 1pt=4gills=05681
11=1,7606 pt
kwarta liquid quart qt l1qt=2pt=1,1361
11=0,8795 qt
galon liquid imp 1imp gal =2 bottles =4,5459 1
imperial gallon|  gal 11=0,22imp gal
butla bottle - 1bottle=2qt=2,2741
11=0,4398 bottle
beczka barrel bbl 1bbl =36 imp gal = 163,656 1
(barytka) 11=0,00611 bbl
Objetosé (ciala sypkie)
galon dry gallon gal 1gal=05pk=45461
11=0,2201 gal
garniec peck pk 1pk=2gal=0,25bu=9,0921
11=0,11pk
buszel bushel bu 1bu=4pk=_8gla=363681
11=0,0275bu
Masa (jednostki wag stosowane w handlu)
gran grain gr(av) | lgr(av)=1/70001b(av)=0,0648g
1g=15432gr(av)
drachma dram dr (av) | ldr(av)=1/16o0z(av)=1,722¢g
1g=0,5808dr (av)
uncja ounce oz (av) | loz(av)=16dr(av)=28,34%g¢g
1g=0,03527 oz (av)
funt pound b (@v) | 1lb(av)=160z(av)=256dr(av) =
=7000 gr (av) =0,45359 kg
1kg=220461b (av)




Tablice | Jednostki niemetryczne stosowane w krajach anglosaskich

. Nazwa Nazwa jednostki
- wielkodd ) Skrét Zaleinosci

f polska angielska

- stone stn (av) | 1stn(av)=141Ib(av)=6,3503kg

1kg =0,1575stn (av)

| éwiartka quater qr(av) | lqr(av)=28Ib(av)=127kg

5 1kg =0,0787 gr (av)
cetnar hundred cwt 1ewt=4qr=1121b(av)=50,8023 kg

weight 1kg=0,0197 cwt

tona long ton I tn 11tn =20 cwt=80qr=22401b (av) =1,016
angielska 1t=0,98431tn

; ' Masa (jednostki wag stosowane w farmacji i jubilerstwie)

funt troy pound b {tr) | 1lb(tr)=120z(tr)=0,3732kg
jubilerski 1kg=2,67951b (tr)
undja troy ounce oz (tr) loz(tr)=20pwt=1/121b (tr)=31,103 g
jubilerska 1g=0,0322 oz (tr)

- penny pwt lpwt=24gr(av)=1555¢g

weight 1g=0,643 pwt
drachma dram (ap) dr ap ldrap=60gr(av)=1/80z{tr)=3,888 g
apteczna 1g=0,2572drap
ungja ounce (ap) oz ap lozap=480gr (av) =20 pwt=31,103 g
apteczna 1g=0,0322 0z ap
funt pound (ap) Ib ap 11lbap =5760gr (av) =0,3732 kg
apteczny 1kg=2,67951b ap
Temperatura
stopiert
. . 5 5 5

Fahrenheita E degF 1degF=§deg=§K=—K

9
(deg oznacza réznice temperatur lub dziatke skali)
fp = 9(T—255,37)= 91E+32
5 5

(T - temperatura w skali Kelwina,
t — temperatura w skali Celsjusza,
t. — temperatura w skali Fahrenheita)
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Predkosc¢ w przyrodzie
Wilosy na glowie 1 am/miesiac
Lodowiec 25 m/miesige
Slimak 2mm/s
Piechur 15m/s
Mucha 18 km/h
Rekin 30km/h
Stori 40km/h
Zyrafa 50km/h
Wilk 55-60 km/h
Golab pocztowy 60-70 km/h
Delfin 70km/h
Orzel 90km/h
Rybamiecz 95km/h
Gepard 110km/h

Predkosé w astronomii i kosmonautyce

Punkt na réwniku Ziemi w obrocie wokdt osi
Ksiezyc wokét Ziemi

Ziemia wokdt Storica
Storice wokét centrum galaktyki

I predkosc kosmiczna

I predkosé kosmiczna

I predkosc kosmiczna

Swiatto

0464 km/s
1km/s
30km/s
250km/s
791km/s
11,2km/s
16,7 km/s
300000km/s




Tablice | Wlasciwosci mechaniczne substancji m

Przyspieszenie spadku swobodnego {g, m/s?) na réznych wysoko$ciach (h, m/s?)
nad powierzchnia Ziemi

h, km g, m/s% h, km g, m/s?
0 9,8066 20 9,7452
1 9,8036 50 9,6542
2 9,8005 80 9,5644
3 9,7974 100 9,505
4 9,7943 120 9,447
5 9,7912 500 8,45
6 9,7882 1000 7,36
8 9,7820 10 000 1,50

10 9,7759 50 000 0,125
15 9,7605 400 000 0,0025

Przyspieszenie spadku swobodnego (g, m/s?} na roznych szerokosciach geograficznych
na poziomie morza

Szerokosé Przyspieszenie Szerokosé Przyspieszenie
geograficzna ’ g mls? geograficzna ’ g, m/s?
o 9,78049 45’ 9,80616
10 9,78204 60 9,81924
20 9,78652 70 9,82614
30 9,79338 80 9,83065
40 9,80180 90 9,83235

Przyspieszenie spadku swobodnego {g, m/s?) na powierzchni réznych ciat niebieskich

Cialo niebieskie g, m/s? Cialo niebieskie g, m/s?
Ksiezyc 1,62 Saturn 9,74
Merkury 3,68-3,74 Ziemia 9,81
Mars 3,86 Neptun 11,0
Uran 7,51 Jowisz 23,95
Wenus 8,88 Slorice 273,8
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Wiasnos$ci sprezyste i wytrzymalosciowe ciatl stalych

Modutl sprezystosci Modut sprezystosci Wytizymatosé
Materiat podiuznej poprzecznej na rozerwanie
Younga (postaciowej) R, MPa
E, GPa G, GPa
Metale i stopy
Antymon 76 20 100
Bizmut 33 - 5
Braz odlewany 100+110 37 150 +250
Cyna odlewana 42 - 30+ 40
Cynk walcowany 87 32 190+ 250
Glin odlewany 63 27 90+ 120
Glin walcowany 75 27 120+180
Kadm 51 - 60
Mosiadz 90+ 100 32+36 150 + 450
MiedZ walcowana 115 40 210+240
MiedZ przeciagana 130 49 450 + 500
Nikiel walcowany 210 - 800+ 1000
Olow 15+17 7 13
Platyna 160+ 170 62 200
Srebro 80 29 180+220
Stal niskoweglowa 200 81
Stal wysokoweglowa 210 81
Stal niklowo-chromowa 209 81 900 + 1200
Wolfram 410 - 730-1500
Zioto 76 + 81 28 100
Zeliwo 90+ 115 35+45 120+330
Zelazoo. 210 81 350
Materialy niemetaliczne
Bakelit 6 - 50+60
Beton 10+30 - -
Celuloid ok.2 - 60




Tablice | Wiasciwosci mechaniczne substancji m

Modut sprezysto$ci Modut sprezystosci Wytrzymalosé
Materiat podiuznej popizecznej narozerwanie
Younga (postaciowej) R, MPa
E, GPa G, GPa
Dab (wzdluz widkien) 14 - 80
Drewno (wzdluz widkien) 10+18 - 75+ 180
Guma migkka 0,0015+ 0,005 0,0005+0,0015 -
Jedwab naturalny 6,50 1,30 260
Kwarcowa nitka 51,80 30 -
Lod 5+10 2,80+30,00 4
Nylon 2,30+3,80 - 460+ 820
Plexi 2,80+4,20 - 40+ 70
Porcelana 0,80 - ok. 2000
Skéra 0,25+0,35 - -
Sosna (wzdhuz widkien) 12 - 5
Sziklo 47+79 ok.27 28+60

- Whasciwosci wytrzymatosciowe materialéw zaleza w znacznym stopniu od czystosci materiaty, jego struktury
. iuprzedniej obrébki. Liczby podane w tabeli s wigc przyblizone i nalezy traktowad je jako dane orientacyjne.




A soxa

Gestosé ciat stalych {p, 10° kg/m’)

w warunkach normalnych

Substancja p, 10° kg/m’
Pierwiastki w stanie czystym
Antymon 6,618
Bar 3,50
Beryl 1,84
Bizmut 9,747
Cez 1,873
Chrom 7,19
Cyna (szara) 7,29
Cynk 7,13
Fosfor (bialy) 1,83
German 5,32
Glin 2,70
Jod 4,94
Krzem 2,33
Lit 0,534
Magnez 1,741
Mangan 743
MiedZ 8,96
Molibden 10,22
Nikiel 8,91
Olow 11,342
Platyna 21,41
Potas 0,862
Rod 12,44
Siarka 1,96-2,07
Séd 0,9712
Tal 11,86
Tor 11,78
Uran 19,07
Wapn 1,55
Wegiel (diament) 3,52
Wegiel (grafit) 2,10-2,30
Wolfram 19,27
Zoto 19,32
Zelazo 7,87




Tablice | Wiasciwosci mechaniczne substancyi

Substancja p, 10* kg/m?
Stopy metali
Braz (90% Cu, 10% Sn) 8,8-8,9
Konstantan (60% Cu; 40% Ni) 8,88
Manganin (84% Cu; 12% Mn; 4% Ni) 8,5
Nikielina (67% Cu; 30% Ni; 3% Mn) 8,6-8,85
Stal 7,7-7,9
Zeliwo 6,6-7,7
Drewno
Dab 0,60-1,00
Lipa 0,32-0,59
Sosna 0,40-0,70
Jesion 0,65-0,85
Topola 0,30-0,50
Mineraly
Bazalt 2,4-3,1
Gips 2,31-2,33
Granit 2,64-2,76
Wegiel (antracyt) 1,4-1,8
Inne substancje
Beton 18-2,4
Ebonit 1,2
Léd 0,917
Szklo 2,4-2,8
Wosk 0,965
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Gestosé cieczy (p, 10° kg/m?)

. t ’
Clecz C 10° lzg/m?’
-
Aceton 20 0,792
Alkohol etylowy 20 0,7893
Alkohol metylowy 20 0,7928
Benzen 0 0,899
Benzyna 20 0,68-0,72
Bromek etylu 20 1,430
Chlorek etylu 0 0,9214
Chlorobenzen 20 1,066
Chloroform 20 1,489
Czterochlorek wegla 20 1,595
Dwusiarczek wegla 0 1,293
Eter 0 0,736
Cliceryna 20 1,26
Jodek etylu 20 1,933
Kwas azotowy 20 1,502
Kwas mréwkowy 20 1,22
Kwas octowy 20 1,049
Kwas siarkowy 20 1,83
Kwas solny 20 1,19
Mieko 20 1,03
Morska woda 20 1,01-1,05
Nafta 20 0,82
Octan metylu 25 0,9274
Olej maszynowy 20 0,90-0,92
Olej parafinowy 20 0,87-0,88
Terpentyna 20 0,87
Ropa naftowa 20 0,81-0,85
Rte¢ 0 13,596
Toluen 20 0,866
Woda 4 0,99997
Woda (ciezka) 20 1,1086




Tablice | Wlasciwosci mechaniczne substancyi m

Gestosé gazéw i par (p, 10° kg/m?) w warunkach normalnych

Pierwiastek P,

lub zwiazek Wzt kg/m®
Acetylen CH, 1,1709
Amoniak NH, 0,7714
Argon : Ar 1,7839
Azot N, 1,2505
Bromowoddr HBr 3,664
Butan CH, 2,703
Chlor ClL 3,22
Chlorowodér HA 1,6391
Dwautlenek siarki S0, 2,93
Dwutlenek wegla CO, 1,9768
Etan CH, 1,356
Etylen CH, 1,2605
Huor F, 1,695
Hel He 0,1785
Jodowodér Hj 5,789
Krypton Kr 3,745
Ksenon Xe 5,851
Metan CH4 0,7168
Neon Ne 0,8999
Ozon 0, 2,22
Podtlenek azotu N,O 1,978
Powietrze - 1,2928
przy 20°C - 1,206
przy 100°C - 0,945
przy 1000 'C - 0,277
Propan CH, 2,0037
Propylen CH, 1,915
Radon Rn 9,73
Siarkowoddr HS 1,5392
Tlen 0, 1,42904
Tlenek azotu NO 1,3402
Tlenek wegla O 1,2500
Wodér H, 0,08987




195 [zrar e}

Lepkosé cieczy (1, 102 Pa-s)

Przy temperaturzet, "C

Substancja
0 10 20 50 { 100
Alkohol etylowy 1,78 1,41 1,19 0,701 0,326
Alkohol metylowy 0,817 0,68 0,584 0,396 -
Anilina 10,2 6,5 4,40 1,80 0,80
Aceton 0,395 0,356 0,322 0,246 -
Benzen 091 0,76 0,65 0,436 0,261
Brom 1,253 1,107 0,992 0,746 -
Chloroform 0,70 0,63 0,57 0,426 -
Czterochlorek wegla 1,35 1,13 0,97 0,65 0,387
Gliceryna 12100 3950 1499 180 -
Kwas octowy - - 1,22 0,74 0,46
Rteé 1,685 1,615 1,554 1,407 1,240
Lepkos$é wody (1, 10° Pa«s) w roznych temperaturach (i, 'C)
t,"C 1 t,°C mn t,C n t,°C n
0 1797 25 895 70 407 120 232
5 1518 30 803 80 357 130 212
10 1307 40 655 90 317 140 196
15 1140 50 551 100 284 150 184
20 1004 60 470 110 256 160 174




Tablice | Wlasciwosci mechaniczne substancji

Lepkos$é (n, 10° Pa.s) gazéw i par w réznych temperaturach (i, 'C)

t n
Gaz, para C 10° Pa-s

Argon 23 22,1
Azot 0 16,7
15 174

23 17,7

Chlor 20 13,2
Dwutlenek wegla 0 13,7
23 14,7

Hel 0 18,6
23 19,8

Metan 17 10,9
Neon 0 29,7
Para eteru 14,2 72
Para rteci 0 16,2
300 53,2

Para wodna 0 8,7
100 12,3

Powietrze 0 17,2
16 18,1

21,6 18,4

Tlen 0 19,2
14,2 19,7

23,0 204

Tlenek wegla 0 16,6
15 174

Woddr 0 8,4
28,1 8,9




B} moxa

Napiecie powierzchniowe cieczy (o, 10° N/m)

Substancja Wzor t, °C g,10° N/m
Aceton CH,COOH, 16,8 23,35
Alkohol etylowy C,H,OH 20,0 22,03
Alkohol metylowy CHOH 20,0 23,02
Anilina CHNH, 195 40,84
Benzen CH, 17,5 29,16
Chloroform CHCY, 25,0 26,2
Czterochlorek wegla Cd, 20,0 25,68
Eter etylowy (CH),0 253 16,7
Gliceryna C,H.(OH), 18,0 64,7
Heksan CH, 8,2 18,54
Nafta - 0 28,9
Rtec Hg 20,0 4716
Toluen Cl 18 17,5 28,52
Woda HO 20,0 72,58
Skiad chemiczny powietrza
G Udziat objetosciowy | Udzial masowy
az % %

Azot 78,09 75,53

Tlen 20,95 23,14

Argon 0,93 1,28

Dwutlenek wegla 0,03 0,045

Neon 0,0018 0,0012

Hel 0,00053 0,000073

Metan 0,00015 0,000084

Krypton 0,0001 0,003

Podtlenek azotu 0,00005 0,000008

Woddr 0,00005 0,000003

Ozon 0,00004 0,00007

Ksenon 0,000008 0,00004




Tablice | Wlasciwosci mechaniczne substancji

Cisnienie atmosferyczne {p, kPa) na ré62znych wysokosciach {h, km) nad powierzchnia Ziemi

h, km p, kPa h, km p, kPa h, km p, kPa
: 0 101,325 5 54,048 10 26,500
1 89,876 6 47,218 20 5,5
2 79,501 7 41,105 30 12
3 70,120 8 35,652 50 8,0 -10°
4 61,660 9 30,801 100 32 -10°
120 2,6-10°

Gestos¢ atmosfery (p, kg/m®) na r62nych wysokosciach (h, km) nad powierzchnia Ziemi

h, km p, kg/m’ I, km p, kgim® h, km p, kg/m’

0 1,225 10 0414 50 1,027 - 10°
1 1,112 12 0312 60 3,097 - 10*
2 1,007 16 0,166 70 8,285 - 107
4 0,819 20 8,891 - 10? 80 1,846 - 10°
6 0,660 30 1,841 - 102 920 3418 - 10°
8 0,526 40 4,000 - 10° 100 5,550 - 107

120 2440 - 10°%

Gestosé wody (p, kg/m?®) w réznych temperaturach (&, C) {pod ci$nieniem 101 325 Pa)

t, 'C p, kg/m? t,'C p, kg/m?® t,C p, kg/m’®
0 999,84 10 999,70 20 998,20
1 999,90 u 999,60 25 997,04
2 999,94 12 999,49 30 995,64
3 999,96 13 999,37 40 992,21
4 999,97 14 999,24 50 998,04
5 999,96 15 999,10 60 983,21
6 999,94 16 998,94 70 977,78
7 999,90 17 998,77 80 971,80
8 999,85 18 998,59 90 965,31
9 999,78 19 998,40 100 958 74
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Wspdtczynnik tarcia slizgowego

Wspdlczynnik tarcia statycznego Wspélezynnik tarcia kinetycznego
Materiat
na sucho Ze smarem na sucho ze smarem
Drewno po drewnie 04-06 0,1 0,2-0,5 0,07-0,15
Metal po drewnie 05-06 0,1-0,2 0,3-0,6 0,1-0,20
Metal po metalu 0,15-0,30 0,1-0,2 0,15-0,20 0,05-0,20
Skéra po drewnie 04-0,6 - 0,3-0,5 -
Skéra po metalu 0,3-0,5 0,15 0,25 0,12-0,15
Stal po lodzie _ 0,02-0,03 - 0,015 -

Predkosé rozchodzenia sie dZwieku (v, m/s) w ciatach statych w temperaturze 20 °C

gdzie
v~ predkoéérozchodzenia sie drgari podtuznych w cienkich pretach
v, - predkos¢rozchodzenia sie drgan podtuznych w osrodku nieskoriczenie rozciaglym.

\ v, ) v v,
Metale mis mls Inne substancje mls mis
Cyna 2730 3320 Bazalt 5930
Cynk 3810 4170 Léd (-4°C) 3280 3980
Glin 5080 6260 Mamtm 6150
Mied? 3710 4700 Polistyren 2350
Mosiadz 3490 4430 }S’Oﬁdaé? iggg Zg‘ég
Nikiel 4790 5630 ZKio thnt
) Szklo kwarcowe 5370 5570
Oléw 1200 2160 .
Szkto plexi 2670
Platyna 2800 3960
Srebro 2640 3600
Zloto 2030 3240
Zelazo 5170 5850




Tablice | Wlasciwosci mechaniczne substancyi

Predkosé rozchodzenia sie dzwieku (v, m/s} w cieczach

Ciecze Temperatura "C v, m/s
Aceton 20 1190
Alkohol etylowy 20 1180
Azot -200 898
Benzen 20 1330
Oliwa 20 1450
Ried 20 1450
Tlen -200 960
Woda 20 1480

Predkosé rozchodzenia sie dzwicku (v, m/s) w gazach w warunkach normalnych

Gazy v, m/s
Argon 308
Azot 336
Etan 301
Hel 981
Metan 418
Powietrze 331
Tlen 313
Tlenek wegla 254
Wodor 1300




EAd noxa

Liczba czasteczek w 1 cm?® substancji

Gaz przy cisnieniu:

Ciecz
Ciala state

133,3 - 10" Pa (10 mmHg)

133,3 - 10" Pa (10" mmHg)

133,3-10° Pa (10° mmHg) atmosfera na wysokosci 200 km
Gaz w warunkach normalnych

10°
107
10°
10Y
102
10%

Srednia predkosé czasteczek (v, , m/s) gaz6w w warunkach normainych

Gaz lub para v, m/s Gaz v, m/s
Argon 380,8 Neon 535,1
Azot 454,3 Para wodna 566,5
Chlor 285,6 Tlen 425,1
Hel 1204,0 Tlenek wegla 454,5
Ksenon 210,8 Woddr 1692,0

Srednia predkosé (v_, m/s) czasteczek gazéw w réznych temperaturach t,C
(pod cisnieniem 101 325 Pa)

v, mfs
Gaz
0°C 25C 100°C 200°C
Dwutlenek wegla CO, 362 379 422 475
Tlen O, 425 444 496 556
Wodér H, 1692 1770 1980 2232




Tablice | Budowa molekularna i wlasnosci cieplne

Rozkiad predkosci czasteczek tienu w warunkach normalnych

Zakres predkosci Udzial procentowy czasteczek
o predkosciach w wybranym
m/s zakresie

100 14
100-200 81
200-300 16,7
300-400 215
400-500 203
500-600 15,1
600-700 9,2
>700 7.7

Liczba zderzen na sekunde (n, 109/s) i Srednia droga swobodna (I, 10-2 m)

Gaz n,10°/s L10%m
0, 6,7 6,3
CO, 94 39
N, 7.8 59
CO 7.8 59
H, 15,3 11,1
He 69 17,5
CH, | 12,6 48 J




B noxa

Wspétczynnik przewodnictwa cieplnego ciat statych (A, W/(m-K))

Substancja t,C A Substancja t,C A
Pierwiastki w stanie czystym

Antymon 20 19,0 Niob 27 53,0
Arsen 20 36,8 Oléw 20 34,75
Beryl 27 159,0 Osm 20 58,6
Bizmut 20 8,0 Pallad 20 71,0
Bor 27-87 15 Platyna 20 70,0
Cez 20 18,5 Potas 7 100,0
Chrom 27 77,0 Rod 18 88,0
Cyna 20 65,0 Rieé 20° 8,2
Cynk 20 113,0 Selen 25 0,33-2,5
Cyrkon 20 214 Siarka 0 0,17-0,26
Gal 27 33,0 Séd 27 133,0
German 0 60,3 Srebro 27 418,0
Glin 27 218,0 Tal 27 39,0
Ind 20 25,0 Tantal 27 544
Tryd 20 58,6 Tellur 20 59
Jod 244 0419 | Tor 27 35,6
Kadm 20 44,0 Tytan 20 15,5
Kobalt 17 70,9 Uran 27 26,0
Krzem 0 84,0 Wanad 20 35,6
Lit 182 71,0 Wapni 0 125,0
Magnez 0 155,0 Wegiel 20 23,8
MiedZ 20 395,0 Wolfram 27 167,0
Molibden 27 147,0 Zloto 0 310,0
Nikiel 20 88,0 Zelazo 0 75,0
Inne substancje

Azbest 20° 0,16-0,37 Drewno - 0,1-0,17
Lod 0 2,22 Papier - 0,06-0,13
Guma Jedwab 0 0,04-0,05
wultkanizowana 200 0,22-0,29 Marmur - 1,05
Szkto crown 20 1 Beton 20 0,84-1,30
Szklo flint o 0,79 Nichrom - 12,2-17,1




Tablice | Budowa molekularna i whasnosci cieplne m

Wspotczynnik przewodnictwa cieplnego cieczy (A, W/(m.K))

Ciecz t,'C A

Aceton 0 0,177
Alkohol etylowy 15 0,184
Alkohol metylowy 12 0,207
Benzen 12 0,139
Chloroform 12 0,121
Czterochlorek wegla 12 0,106
Dwuchloroetan - 0,147
Gliceryna 12 0,281
Heksan 4 0,152
Kwas siarkowy 90% 32 0,354
Kwas solny 38% 32 0,440
Nafta 13 0,149
Toluen 0 0,0146
Woda 4,1 0,54
Woda ciezka 0 0,559

Wspolczynnik przewodnictwa ciepinego gazéw (L, W/{m-K)) pod ci$nieniem 101 325 Pa

Gaz t, 'C A

Amoniak 0 0,022
Argon 0 0,016
Azot 0 0,024
Chlor 0 0,007
Hel 0 0,143
Krypton 0 0,009
Ksenon 0 0,005
Neon 0 0,046
Powietrze -1911 0,008
0 0,024

200 0,037

Siarkowoddr 0 0,013
Tlen 0 0,024
Woda (para) 100 0,024
300 0,043

500 0,069

700 0,098

Woddr 0 0,168




Ed moxa

Wspéiczynnik rozszerzalnosci liniowej ciat statych (o, 10¢. K)

Substancja t, °C o Substancja t, °C o
Antymon 0 9,2 Lit 20 56,0
Arsen 0 5,0 Lod -10+0 50,7
Bar 0+300 19,45 Magnez 20+100 259
Beryl 20 12,3 Mangan 20+100 18,1
Bizmut 20+ 100 13,45 MiedZ 20 16,61
Bor 20 2,0 Moliben 0+100 5,19
Braz 20 14,9+204 Mosiadz 20 17+22,7
Diament 0+78 1,2 Nichrom 20 13,0
Gadolin 30+950 9,7 Nikiel 0+200 14,0
Gal 20 18,1 Potas 0 84,0
German 27 5,75 Siarka 0 74,0+ 80
Glin 0-+100 23,1 Séd 0+95 72,0
Grafit 0 7,1 Stal 20+ 700 11,1+15,1
Granit 20 83 Stront 0+230 20,6
Ind 20+ 100 30,5 Szklo 0+100 38+9
Iryd 0 6,5 Tal 20 28,0
Jod 0 93,0 Teflon 20 6+220
Kadm 0 29,0 Waprt 30 225
Kauczuk 20 66,0 Wolfram 0+200 43
Kobalt 0 12,0 Wosk 0+100 240,0
Konstantan 20 14,4 Zloto 20 14,0
Krzem 27 2,33 Zelazo 0+100 11,9

Wspdétczynnik rozszerzalnosci objetosciowej cieczy (0, K') w temperaturze 20°C

Substancja o, K*
Aceton 0,00143
Brom 0,00111
Woda 0,000208
Gliceryna 0,000505
Nafta 0,000955
Rigé 0,000181
Alkohol etylowy 0,00110
Alkohol metylowy 0,00126
Olegj transformatowy 0,0006
Eteretylowy 0,00166
Chloroform 0,00127




Tablice | Budowa molekularna i wlasnosci cieplne

Cieplo wiasciwe cial statych (¢, kJ/(kg-K))

Substancja t,C ¢, kJ/kgK)
Beton 20 0,92
Braz 14-98 0,38
Cynk 0 0,38
Drewno 0-100 2,4-27
Glin 16-100 0,88
Krzem 0-100 0,71
Lod ~40-0 2,09
Miedz 18-100 0,38
Nikiel 15-100 046
Oléw 18-100 0,13
Parafina 18 3,20
Platyna 0-100 0,13
Sad 0-20 1,20
Sol kamienna 0-100 0,92
Srebro 15-100 0,23
Stal 0-100 0,46
Szkto 10-50 0,67-0,83
Wegiel (grafit) 0-20 046-0,71
Wolfram 20-100 0,14
Zloto 0-100 0,13
Zelazo 18-100 0,46

Ciepto wiasciwe cieczy (c, kJ/(kg-K))

Substancja t, °C ¢, kj/kg-K)
Alkohol etylowy 15-30 2,38
Benzyna 20 2,09
Chloroform 20 0,98
Eter etylowy 18 2,34
Gliceryna 15-50 2,43
Nafta 20 2,21
Olej transformatorowy 20 2,09
Rted 20 0,14
Woda 20 4,18




(] FiZYKA

Cieplo wiasciwe w stalym cis$nieniu (c,, J/(kg - K)) i w statej objetosci (c,, J/(kg -K))

gazow i par

Substancja c,, Jikg-K) c,, Jlkkg-K) x = CC_p

14
Amoniak (NH,) 2140 1630 1,31
Argon (Ar) 532 320 1,66
Dwutlenek wegla (CO,) 848 654 1,30
Hel (He) 5240 3140 1,66
Metan (CH,) 2373 1854 1,28
Para wodna (H,0) 1820 1380 1,32
Powietrze 1020 729 1,40
Tlen (O,) 913 649 1,40

Temperatura topnienia (t, 'C) i cieplo topnienia (q,, kJ/kg) niektérych substanciji
{pod cisnieniem 101 325 Pa)

Nazwa substancji t,°C g, kJ/kg

Ciala stale

Cynk 419,6 118,0
Glin 6604 400,0
MiedZ 1084,5 213,0
Oléw 3275 25,0
Platyna 1772,0 101,0
Srebro 961,9 105,0
Stal 1300-1500 83,7
Stearyna 72,0 201,0
Wolfram 3387,0 1846
Ciecze

Alkohol etylowy -114,2 108,0
Eter etylowy -116,0 96,5
Cliceryna -17,9 199,0
Rted - 38,86 12,0
Woda 0,00 332,0




Tablice | Budowa molekularna i wiasnosci cieplne

Nazwa substancji t,C g, kJ/kg
Gazy
| Azot ~210,00 25,0
Chlor ~100,98 9,3
Tlen ~21840 140
| Wodsr — 259,14 58,6

Temperatura wrzenia (i, 'C) i cieplo parowania (qp, kJ/kg) niektorych substancji
(pod ci$nieniem 101 325 Pa)

Nazwa substancji t, °C q, kJ/kg
Ciala stale
Cynk 907 1754
Glin 2467 9210
MiedZ 2567 4800
Olsw 1740 860
Platyna 4170 2291
Srebro 2155 2357
Stearyna 370 -
Wolfram 5660 4960
Zelazo 2750 6300
Ciecze
Alkohol etylowy 78,5 963
Eter etylowy 34,6 355
Gliceryna 290,0 -
Rigd 356,7 290
Woda 100,0 2260
Gazy
Azot -195,8 198,2
Chlor -346 288,0
Tlen -162,96 214,0
Woddr -252,87 452,0
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Cisnienie (p, Pa) i gestosé (p, 10~ kg/m®) nasyconej pary wodnej
w réznych temperaturach (t, 'C)

t,°C p, Pa p, 107 kg/m’®
-20 106 09
-10 253 2,1
-5 400 32
-1 560 45
0 613 438
1 653 52
2 707 56
3 760 6,0
4 813 6,4
5 867 6,8
6 933 73
7 1000 78
8 1067 83
9 1147 838
10 1226 94
1 1306 10,0
12 1400 10,7
13 1493 114
14 1600 12,1
15 1707 12,8
16 1813 13,6
17 1933 14,5
18 2066 154
19 2200 16,3
20 2333 17,3
25 3173 23,0
30 4240 30,3
50 12330 83,0
80 47343 293,0
100 101325 598,0




Tablice | Budowa molekularna i wlasnosci cieplne

Niskie temperatury
‘C K
Zamarzanie wody 0 273
Krzepniecie bromu -7 266
Wrzenie amoniaku -33 240
Krzepnigcie rteci -39 234
Wrzenie ksenonu -107 166
Krzepnigcie ksenonu -122 161
Wrzenie kryptonu -152 121
Wrzenie tlenu - 183 90
Wrzenie argonu - 186 87
Wrzenie azotu - 196 77
Krzepnigcie azotu -210 63
Krzepnigcie tlenu -218 55
Punkt krytyczny wodoru - 240 33
Wrzenie neonu - 246 27
Wrzenie wodoru -253 20
Wrzenie helu - 269 4
Krzepnigcie helu pod ci$nieniem -272 1
Zero absolutne -273,15 0

Temperatura krytyczna (£, , ‘C), cisnienie krytyczne (p,,, MPa)
i gestosé (d, kg/m®) wybranych substanciji

Substancja t,C P, MPa d, kg/m®
Argon -1225 4,86 531
Azot -147,1 3,39 311
Chlor 144,0 745 573
Dwutlenek wegla 311 7,38 468
Hel - 2679 0,23 69
Metan -82,1 4,64 162
Powietrze —-140,7 3,75 350
Tlen -118,8 5,04 430
Woda 374,15 22,13 307
Wodér -239,9 1,27 31
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Opor wiasciwy (p, 1 Q - m) przewodnikéw w temperaturze 20°C

Substancja puQ-m Substancja p,uQ-m
Aluminium 0,028 Oléw 0,21
Bizmut 1,06 Platyna 0,105
Cyna 0,12 Rted 0,958
Cynk 0,059 Seéd 0,049
Grafit 8,0-20,0 Srebro 0,016
Magnez 0,047 Stal 0,10-0,14
Miedz 0,017 Wolfram 0,055
Molibden 0,057 Z}oto 0,024
Nikiel 0,073 Zelazo 0,098

Wspdélczynnik temperaturowy oporu (o, 1/K) przewodnikow

Substancja o, VK Substancja o, 1/K
Aluminium 0,0042 Nikiel 0,0068
Cyna 0,0042 Wolfram 0,0046
Mied? 0,0043 Zoto 0,0039
Moliben 0,0046 Zelazo 0,0065

Opor wiasciwy (p, Q - m) niektorych materiatéw izolacyjnych
1

Nazwa ciala p, Q-m Nazwa ciala p, Q- m 2
Bakelit 10%+ 10" Mika 10% + 10™ J
Bitum 10"+ 104 Olej transformatorowy 10"+ 10" |
Bursztyn 5-10™ Parafina 10" '
Celuloid 2-108 Polistyren 108+ 107
Drewno 108+ 10" Polietylen 108+ 10"
Ebonit 101 Porcelana elektrotech. 7108+ 4-10¢
Glina palona 107 Szklo 10°+ 10"
Guma elektroizolacyjna =10" Winidur (1+50)-10"
Kalafonia 5-10% Wosk pszczeli 10"+ 10"




Tablice | Wiasnosci elektryczne i magnetyczne

Rownowazniki elektrochemiczne (k, kg/C)

| Kationy , k, kg/C
L

Bizmut (Bi*7) 0,719-10°*
Chrom (Cr¥) 0,180-10°
Cynk (Zn?) 0,338-10°
Glin (AI) 0,093-10°°
Lit (Li7) 0,072-10*
Magnez Mg*) 0,12610°¢
MiedZ (Cu™ 0,660-10-
Mied? (Cu™) 0,329-10~°
Nikiel (Ni*) 0,304-10°°
Nikiel (Ni*) 0,203-10°¢
Oldw (Pb*) 1,074-10
Potas (K*) 0,405-10
Rte¢ {Hg™) 2,079-10¢
Srebro (Ag"™) 1,118-10°
Srebro (Ag) 1,118:10°*
Séd (Na~) 0,238.10°
Wapni (Ca¥) 0,208-10
Woddr (H7) 0,01045-10-¢
Zioto (Au') 2,043-10°
Zloto (Au*) 0,681-10°
Zelazo (Fe?) 0,289-10°
Zelazo (Fe™) 0,193-10%

Aniony k, kg/C
Bor B- 0,828-10*
Chlor Cr 0,367-10¢
Jod N 1,315-10°
[NO,J 0,643-10°
Tlent o> 0,0829-10°
[OH] 0,177.10*
(SO, 0,499-10¢
[CO- 0,311-10°




B 2k

Temperatura przej$cia metali w stan nadprzewodnictwa (T, K)

Materiat Tempera;l:’re;( przejscia Material Ternpera]’rﬂl:faK przejscia
Cyna 3,72 Oléw 7,19
Cynk 0,86 Osm 0,71
Cyrkon 0,55 Ren 1,70
Gal 1,09 Ruten 0,49
Glin 1,19 Tal 2,38
Hafn 0,35 Tantal 4,46
Ind 3,14 Technet 8,00
Tryd 0,14 Tor 1,37
Kadm 0,56 Tytan 0,40
Nb.Si, 18,00 Uran 0,68
Niob 9,28 Wanad 5,30

Przenikalno$é elektryczna wzgledna (stata dielektryczna)e,

Nazwa ciala €, Nazwa ciata €
Ciala stale
Bakelit 4,8-5,3 Papier kondens. 4-58
Bursztyn 28 Papier suchy 2,0-25
Celuloza 5,9 Papier wosk. 2,7
Drewno 2,2-3,7 Parafina 1,9-2,2
Ebonit 2,5-3,5 Plexi 3,0-3,6
Granit 7-9 Polietylen 2,2-24
Guma 2,6-3,0 Porcelana 6,0-8,0
Igelit 47 Siarka 35
Kauczuk 2,2-3 Sél kamienna 5,6
Kwarc 4,5 Szklo 5,0-10,0
Marmur 83 Tytanian baru 1200
Mika 7,4-7,85 Wosk pszczeli 2,8-29
Ciecze
Alkohol etylowy 243 Chloroform 4.8
Benzen 2,3 Nafta 2,0
Benzyna 1,9-2,0 Nitrobenzen 35,7




Tablice | Wiasnosci elektryczne i magnetyczne

Nazwa ciala €, Nazwaciala g,
Ciecze
Olejrycynowy 4,5-4,8 Woda V 81,0
Olej transformatorowy 2,3-4,5 Woda destylowana 80,4
Terpentyna 23 Zywica epoksydowa 26
Winidur 34 Zywica melaminowa 47
Gazy
Azot 1,00060 Powietrze 1,00059
Dwutlenek wegla 1,00096 Tlen 1,00055
Chlorowoddr 1,003 Woddr 1,00027
Metan 1,00094

Przenikalno$é magnetyczna wzgledna H,

Diamagnetyki u,
Bizmut 0,999824
MiedZz 0,999990
Szklo 0,999987
Woda 0,999991
Woddr ~0,999999937
Paramagnetyki H
Aluminium 1,000023
Powietrze 1,00000038
Tlen 1,0000019
Wolfram 1,000176
Feromagnetyki m
(przenikalnosé¢ maksymalna) ’
Permaloj (78% Ni, 22% Fe) 80000
Zelazo migkkie 8000
Zelazo transformatorowe 15000




il FIZYKA

Temperatura Curie (T, C)

Materiat T., C
Kobalt 1120
Nikiel 358
Permaloj (78% nikiel i 22% zelazo) 550
Zelazo 770

Prad elekiryczny w metalach

Liczba elektronéw swobodnych w 1 em? przecietnego przewodnika metalicznego 10%-10%

Srednia predkos¢ chaotycznego ruchu cieplnego w temperaturze pokojowej =10"m/s

Srednia predkos¢ ruchu uporzadkowanego elektronéw pod wplywem

pola elektrycznego o natezeniu 1 V/m =10°m/s

Liczba elektronéw przeplywajaca w ciagu 1 s przez przekrdj przewodnika,

w ktérym plynie prad o natezeniu 1 A 6,25:10™

Wyladowania atmosferyczne

Maksymalne natezenie pradu wyladowania 2-10%4-10* A

Réznica potencjatéw miedzy chmurg a Ziemia przed wytadowaniem do10’V

Eadunek elektryczny przenoszony w wytadowaniu 10-50C

Dlugosé wyladowania miedzy chmura a Ziemig 3-4km

Czas trwania wyladowania (przecietny) 02s
16cm

Przecigtna érednica kanatu wytadowania




Tablice | Wiasnosci optyczne

Wspélczynnik zatlamania Swiatla p dla cial stalych i cieczy
{dia dlugosci faili L = 589,3 nm}

Substancje n Substancje f
Cialastale
Beryl 1,581 Lad 1,31
Chlorek sodu 1,5443 Sél kamienna 1,544
Cukier 1,56 Szklo flint 1,60-1,80
Diament 2,417 Szklo crown 1,56-1,60
Korund 1,769 Szpat islandski 1,659
(szafir, rubin) 1,31 Topaz 1,63
Kwarc krystaliczny 1,544 Turmalin 1,669
Kwarc topiony 1,458
Ciecze
Aceton 1,36 Kwas siarkowy 1,43
Alkohol metylowy 1,33 Kwas solnvy 1,254
Alkoholetylowy 1,362 Olej rycynowy 1,48
Anilina 1,586 Olejlniany 1,47
Balsam kanadyisk 1,530 Olej parafinowy 1,440
Benzen 1,501 Ole; stonecrnikowy 147
Bursztyn 1,546 Parafina plynna 1,480
Chloroform 1,449 Siarkowoddr 1,885
Caterochlorek wegla 1,460 Terpentyna 1470
Cter etvlowy 1,354 Ioluon 1,497
Cliceryna 1,470 Woda 5
Wspdtczynnik zatamania $wiatla » dla gazéw | pary wodne}
{dia diugodci fali L = 589,3 nmj
Azot 1,000297 Powiettze | |
Hel 1,000035 Tlen \ }
Ksenon 1,000702 Tlenek wegla } 1
Neon 1,000067 Woddr l \
Para wodna 1,000252 ‘




Bl roxa

Predkosé swiatta (v, km/s) w niektdrych osrodkach

Ciala stale v, km/s
Bursztyn 194000
Diament 123600
Kwarc 194000
Lad 229000
Szklo optyczne (flint) 169000
Szkio optyczne {crown) 190000
Préznia 299793
Ciecze v, km/s
—
Benzyna 214000
Gliceryna 203000
Woda 224840
Gazy v, km/s |
e j‘
Azot 299700
Powietrze 299705
Tlen 299710
Woddr 299750

Kat graniczny {0 ;" ) catkowitego odbicia wewnetrznego

Substancja 0," ‘ Substancja
Alkohoi etylowy 47 Gliceryna
Diament 24 | Szklo
Dwusiarczek wegla 38 Woda
Eter etylowy 47

|
|
{

|
|
|
|
!
\

1

9, "

43
40
49

W tabelce przedstawiono kat przy odbiciuna granicy z powietrzem {dla diugosci fali A =589,3 nm).



Tablice | Wiasnosci optyczne

Dlugosé fal swietinych (A, nm) i odpowiadajaca im barwa swiatta

A, nm Barwa $wiatla
760+620 Czerwona
620+590 Pomarariczowa
590560 Zolta
560-500 | Zielona
500+480 Blekitna
480+450 Niebieska
450+-380 Fioletowa

Granica diugofalowa (lg , hm) zjawiska fotoelektrycznego

Metal Xg, nm
Bizmut 287
Cer 480
Cez 662
Chrom 284
German 272
Kadm 292
Magnez 335
Molibden 285
Nikiel 255
Platyna 200
Srebro 261
Tantal 308
Tor 365
Tytan 315
Uran 340
Wapn 385
Wolfram 270
Zelazo 268
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Widmo fal elektromagnetycznych

Czestotliwosé | Diugosé fali . Wystepowanie
¢ 8 Rodzaj fal ) ysiep .
(w Hz) (w m) i zastosowanie

10 —
17 T wytwarzane przez .
102 -] :l techniczny prad zmienny
1o . prad zmienny '
17 — . czestotliwosdé przekazywanie
Y ] akustyczna mowy i muzyki,
10* — . prad zmienny telegrafia
T ; 5 ] fatediug;
0 | &€
hlig — » :j; :I fale érednie radio
= [
10 — 2 ] fale krotkie
10' — |~
10° —
0 — L
10 fale ultrakrotkie telewizja
107 — kosmiczne
10° — fale radiowe radar
10° 14 mikrofale
00—
10° —
TR
104 — 2N podczerwien ciepto
108 — 8
’ 105 = &
o,
¢ - 5
10¢ - 4
105 ] | & ] swiatlo widzialne | naturalneisztuczne
107 — N Zrédia $wiatla
00—
10° T A 1 .
107 _ o ultratiolet ampy kwarcowe
=] =1
10 BEES miekkie promienie
10% =] 160 E Rentgena
10¢ ] .y =
0 — § é lampy rentgenowskie
1 — 2 | &
v o |5 |2
E | w twarde promienie
1 ] ¢ |5 Rentg
10 & |.8 gena
7 g - rozpad
107 — — % promienie gamma s
04 g promieniotwérezy
3 1 g
v 0 — g
10% — ’53 promieniowanie uderzenie materii
10 . é kosmiczne wtérne | kosmicznej
107 — o — g




Tablice | Budowa atomu i jgdra atomowego m

Defekt masy niektérych jader

Sklad jadra Masa Sumamas Defekt
Element (p-protondw, jadra protonéw masy
n-neutronéw) u 1 neutronéw, u u
Deuter lp+1n 2,01355 2,01594 0,00239
Hel 2p+2n 4,00150 4,03188 0,03038
Lit 3p+4n 7, 01584 7,05649 0,04065
Tlen 8p +8n 15,99051 16,12753 0,13702
Uran 92p + 146n 238,002 239,935 1,933
Wegiel 6p +6n 11,09670 12,09565 0,09895

Okres polowicznego rozpadu niektérych izotopow

Symbol Symbol
Element radioaktywnego | Okres rozpadu Element radioaktywnego | Okresrozpadu

izotopu izotopu
Azot N 10,1 minut Ried “"Hg 5,5 minut
Beryl "Be 53 doby S6d Na 15 godzin
Bizmut o Bi 5,02 dni Stront o Sr 27,7 lat
Cez Y Cs 26,6 lat Tor 2 Th 1,39 - 10" lat
Chlor *Cl 3,1-10° lat Uran »u 7,1 -10° lat
Iryd lr 75 dni Uran U 4,5-10° lat
Jod ol 8,08 doby Wapri “Ca 164 doby
Lit L 0,8 sekund Wegiel "C 5600 lat
Polon ‘W Po 138 dni Wodor H 12,3 lat
Potas K 25-10° lat Wolfram W 78,5 doby
Rad *Ra 1600 lat Zloto D8 Au 2,7 doby
Radon 2@% Rn 3,825 dni
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Masa atomowa niektérych izotopow

Symbol Liczba Liczba Liczba Liczba Masa
plerwiastek izotop elektronéw | neutronéw | protonéw masowa u

H 'H 1 - 1 1 1,00782
H ’H (D) 1 1 1 2 2,01410
H H (D) 1 2 1 3 3,01605
He JHe 2 1 2 3 3,01603
He iHe 2 2 2 4 4,00260
Li °Li 3 3 3 6 6,01513
Li TLi 3 4 3 7 7,01600
Be Be 4 5 4 9 9,01219
B B 5 5 5 10 10,01294
B 1B 5 6 5 1t 11,00931
C 2c 6 6 6 12 12,00000
C e 6 7 6 13 13,00335
N UN 7 7 7 14 14,00307
N °N 7 8 7 15 15,00011
0 e 8 8 8 16 15,99491
0 e 8 9 8 17 16,99913
0 0 8 10 8 18 17,99916
U U 92 142 92 234 234,0409

U »uU 92 143 92 235 235,0439

U U 92 146 92 238 238,0508




Tablice | Gudowa siomu i jgdra

Izotopy niektérych pierwiastéw

atomowego

Symbol Porzadkowy Liczba masowa [v{/dzizxrziz:ll::
pierwiastek izotop numer pierwiastka izotopu P o
H 'H 1 1 99,985
D 2 0,015
He ;He 2 3 0,0001
‘He 4 99,9999
Li SLi 3 6 7,42
1 7 92,58
Be 2 Be 4 9 100,00
B “B 5 10 19,60
B 11 80,40
C 2C 6 12 98,89
e 13 1,11
N UN 7 14 99,63
PN 15 0,37
) e, 8 16 99,759
e 1 0,037
"0 18 0,204
F basl 9 19 100,00
Ne 2 Ne 10 20 90,92
I Ne 21 0,26
“Ne 22 8,82
Na P Na il 23 100,00
Mg Mg 12 24 78,70
“Mg 25 10,13
*Mg 26 11,17
Al TAl 13 27 100,00
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Symbol Porzadkowy Liczba masowa lvfldzi:}rvlvzlggt)lg:
pierwiastek izotop numer pierwiastka izotopu P o
Si *Si 14 28 9221,00
29 4,70
1St 30 3,09
P ip 15 31 100,00
S S 16 32 95,00
S 33 0,76
) 34 4,22
¥s 36 0,014
Cl >Cl 17 35 75,53
7l 37 24,47
Ar o Ar 18 36 0,337
o Ar 38 0,063
18 Ar 40 99,60
K WK 19 39 93,10
K 40 0,0118
wK 41 6,88
Ca »Ca 20 40 96,97
2Ca 4 0,64
wCa 43 0,145
¥Ca 44 2,06
*Ca 46 0,0033
wCa 48 0,185




Niektére czastki elementarne

Symbol Masa Spin Sredni czas
Nazwa spoczynkowa| Eadunek | wjednostce ..
czastki | antyczastki| w MeV/¢& h/2n yaaws
Foton Y 0 0 1 -
Neutrino elektronowe v,
Antyneutrino elektronowe v,
. . 0 0 1/2 trwale
o Neutrino mionowe V,
5 Antyneutrino mionowe f)u
o
“ Elektron e 0,5 -e
Pozyton e’ 0,5 +e 172 trwale
Mion W W 105,66 te 1/2 22-10°
Pion T 135,0 0 0,84 - 10"
mo| oW 139,58 te 0 {2610
Mezon 1 n 5488 0 0 24107
= > | Mezon p p° 0 .
o .
=R p* | p- 765 te 10
z| S
T Mezon ® ®’ 783,7 0 1 102
Kaon K° K* I~< 497 8 0 0 rozpad zlozony,
1075 - 10-*
K* K- 493,8 te 1,24-10°¢

@ oSamowoyy vipb{ 1 nuiogy vmopng | YJUL



Symbol Spin Sredni czas
Nazwa spoczynkowa | ltadunek | wjednostce .
czastki | antyczastki| w MeV/c? h/2n yaaws
Foton Y 0 0 1 -
Proton p* +e
B 1/2 trwale
g Antyproton P 938,3 —-e
«F)
~ | Neutron n
i
Z | Antyneutron n 9395 0 1/2 932
Hiperon A AN /N\ 1115,6 0 1/2 251071
L I
2l e -~
ele Hiperon X )N o 1189,4 te 0,810
o | ~ -
P x x 1925 0 1/2 | 10-10%
o ~
z z X 1197,3 Fe 1,49 - 100
A
aw . - —_ — -10
Hiperon E = = 1314,7 0 3,0-10
= = 13213 Te 1/2 | 174-10
Hiperon © Q- Q 1672 Te 12 |13 10%

vz 3



Tablice | Budowa atomu i jgdra atomowego

Typy przemian promieniotworczych

Typ Eadunek jadra Liczba masowa Charakterystyka
przemiany po przemianie | jadra po przemianie procesu

Rozpad o zZ-2 A-4 emisja czastki o, ktéra jest ukladem
dwdch protonéw i dwdch neutro-
néw zwigzanych w jedna catodé

Rozpad B Z+1 A wzajemna przemiana w jadrze
protonu ineutronu

Rozpad B_ Z+1 A nop+E+v,)

Rozpad B, Z -1 A p—n+(e+v)

Wychwyt elektronu Z-1 A p+te —n+v,

Rozszczepienie 1 7 ~ = A podziat jadra, zazwyczajna dwie

samorzutne 2 czedci, w przyblizeniu o jednako-
wych masach i fadunkach

Rozpady z A przejécie jadra ze stanu wzbudzo-

nego do stanu podstawowego
lub jednego z nizszych stanéw
wzbudzonych z emisjg kwantu y




I. Elementy rachunku wektorowego

® & 8 & 4 & 8 8 8 + 6 & s s 2 ° 5 ° B 8 8 o & & 0 6 & 8 .+t 8 S & 4 9 T O 6 % P & 0 s 8 e s 2 0 s e 0

Rozktad wektora na wektory sktadowe w kartezjariskim uktadzie wspdt-

rzednych
: a) na plaszczyznie
v . - - -
A a=ax+ay
: 2 2 ‘2 -
. 2 3 a=.a +a,, a- dlugoséwektoraa
ay 3
a,=a-cost  a,=a-sino
o -
s a,,4, - skladowe wektora a

- -
ax, ay — wektory skladowe

- -

b) w przestrzeni tréjwymiarowej
- =
a=a:+4ay+a-

_ 2 2 2
a=.la;+a; +a;

a.=a-sino-cosf

LS . .
a,=a-sino-sinf
a,=a-coso
EX, 7 v, a: - wektory skladowe
Dodawanie wektoréw
—>+ > = > a) wektory o zeodnych kierunkachi zwrotach
a b —_-— ) Ty 0 zgodny
c=a+b
c=a+b
—_—— b — = ———————P . .
> . b) wektory o zgodnych kierunkach i prze-
C=a+b ciwnych zwrotach
c=a-b
) wektory o réznych kierunkach

* dodawanie przez przesuniecie rtéwnolegle
wektoréw

B
+
(SN
il
=l
‘Q:::lwi
It
=l
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¢ reguta réwnolegloboku

c=+va? +b* + 2abcosal

Odejmowanie wektordw

* odejmowanie przez przesunigcie réwnolegle wektoréw

—b
a -1 L= - 2 C=—b+7
- b v b C=a- a

<l

* reguta réwnolegtoboku

Mnozenie wektordw
Tloczyn skalarny

a d-b=c=a-b-cosa
Wynikiem mnozenia skalarnego jest skalar
o
_l_; »
Tloczyn wektorowy
4 axb=c

Wynikiem mnozenia jest wektor co diugo-
$cic=a-b-sina. Jeston prostopadly do

plaszczyzny, na ktdrej lezq wektory aib,
a jego zwrot wyznacza regula §ruby pra-
woskretnej.

Hoczyn wektorowy jest nieprzemienny

(SN
Q
S

- - =
axb=-bxa.



Il. Mechanika

Kinematyka

II. Mechanika | Kinematyka m

® 5 ¢ o ¢ o e s s e 2 e o o » ¢ s o s o & o o

Przemieszczenie, predkosc srednia, predkosé chwilowa

(0]

Predkosc $rednia

-
v, =

2%

Przyspieszenie

V{t+Ap)
V(t)/,/mm:w
ya:

A
Y

(@] X

Przyspieszenie $rednie

o _ V(E+ AR - V() AV
T At T At

Ruch ciala od punktu A do Bw ukladzie
odniesienia XOY

rj — wektor wodzacy w chwili poczatkowej

7 — wektor wodzacy po czasie At

- -

AY = F—7, — przemieszczenie ciala
s - drogaprzebytaod AdoB

Predkosé chwilowa
S . Ar dr
v=lim——=—

a0 A dt

v(t) ~ predkosc ciata w punkcie A

w chwili ¢

V(t + At) — predkosc ciataw punkcie B
w chwili f + At

Przyspieszenie chwilowe

AV dv  d*F
ll’r’l——:—:—2
a=0 At dt dt

N
a=
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Klasyfikacja ruchéw postepowych

4 Ar w - predkosé punktu P wzgledem ukla-
Y|l vy ;0/1 du odniesienia Y O’ X’
L_u_p U~ predkosé ukladu Y’ O’ X’ wzgledem
ukiadu odniesieniaY O X
X o v - predkosé punktu P wzgledem ukta-
o o > du odniesienia Y O X

S L %vx:ux+wx
V=u+w
Vy—uy+wy

Ruch jednostajny, prostoliniowy; v = const, g =0

4 4

Vv = const
v -

s

=V =const

igo=2=28
LAY

o Dt

At . >
Wartos¢ przemieszczenia jest réwna drodze przebytej przez ciato: Ar = As
Ar  As s
Ve—=—=— s=v-t
At At



II. Mechanika | Kinematyka @
Ruch jednostajnie przyspieszony, prostoliniowy a = const

1) Predkoéé poczatkowa ciala v, =0

. . . . Av v

Droga przebyta przez cialo po czasiet: Przyspieszenie ciala a = ~-7

2

_at Predkos$¢ poczasiet: v=a-t
2

Drogi po kolejnych jednostkach czasu: s, :s, 15, :8,:...=1:4:9:16:...
Drogiw kolejnychjednostkach czasu: As, : As, : As; :As, :...=1:3:5:7:...
Pole pod wykresem predkoéci wzgledem czasu jest réwne drodze przebytej przez ciato

2) Predko$é poczatkowa ciata v, # 0

, at’ t-at at’
Droga po czasiet: s:vot+7 §=——=—, s5,=V, -t

2 2
at?

Predkosé poczasiet: v=v, +at §=5+5, =V, t+ -



EA nzxa

Ruch jednostajnie opdézniony, prostoliniowy
V, -V

OpbGznienie  a= r a = const

Droga przebyta przez cialo po czasie

2
s=V, - ar
2 at’
Predkosé cialapo czasie t: v=v, —at §=6,~5 =V, t— -
Ruch niejednostajnie zmienny, prostoliniowy
A : .
s o — katnachylenia stycznej
/ dowykresu s(t) w chwili czasu ¢
v(t) — predkosé chwilowa
ds
2O YO AU v(t)= a8
T
B ~ katnachylenia stycznej do wykresu v(t)
VT a(t) — przyspieszenie chwilowe
dv
===t
alt)=—-=tgp
pole pod wykresem v(#) w przedziale cza-
su 0 — ¢ jest rtéwne drodze przebytej w tym -
:
przedziale czasu s = jv(t)dt
0




II. Mechanika | Kinematyka

Ruch po okregu
droga przebyta przez cialo wzdtuz okregu s
promieri okregu 7

kat zatoczony przez cialo
(w mierze lukowej) o = E[rad] {\
r
‘ . iy A
$rednia predkosc katowa @, = m
chwilowa predkosé katowa @ = lim Ao _ da.
A—0 Af dt

. . As _ Aa-
érednia predkoséliniowa v, = — = AL o,
At At

ds _da-r) da

chwilowa predkoééliniowa v=—=—~=r—=or
dat dt di
o1 . . Aw
Srednie przyspieszenie katowe €, = "
Ao do
chwilowe przyspieszenie katowe € = lim — = —
przysp 4 A0 Af dt

Ruch jednostajny po okregu v = const, ® = const
T —okres, czas pelnego obiegu ciata po okregu

2n 2mr -
= V=— v(t)

T T .
f —czestotliwosd, ilosé obiegéw ciata po okregu na sekunde ///; ’ S
P ' v

1 /
f== o=2xrf, v=2mf gr
T i
kat zatoczony poczasie f: o=®-t \\ _;(t)’
: ie dosrodkow - li A—\j %%%"”"m /
przyspieszenie dosrodkowe a, = A}E}JE —

a, =—
4Ty
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Ruch zmienny po okregu, jednostajnie przyspieszony € = const

a) Poczatkowa predkosé katowa w, =0
2
Kat zatoczony po czasie t o = -

Predkos¢ katowa poczasie t w = €t

A
a, —przyspieszenie liniowe styczne 4, = A_\t, =g-r
b) Poczatkowa predkosé katowa w, = 0

et?

Ruch zmienny po okregu, jednostajnie opézniony

0 =

s s ]
OpdZnienie katowe € = T € = const

: et?
Kat zatoczony po czasie ¢ o=, f — Y

Predkosc katowa poczasie f © =, — &t

Przyspieszenie catkowite w ruchu po okregu

_ 2 2
a=,la; +a;

a, — przyspieszenie dosrodkowe
a,; =—
4

r

a4, — przyspieszenie liniowe styczne
av

2, =—
dt

Mm”‘\%wm\-\w\”’"w‘s



II. Mechanika | Kinematyka m
Wektor predkosci kqtowej

o - wektor predkosci katowej ciala krazacego
pookregu

- S S
V=@ X7

v - predkoséliniowa ciala
7 - wektor wodzacy ciala

Zwrot wektora © pokrywa sie ze zwrotem ruchu
$ruby prawoskretnej, obracajacej sie wraz z cialem.

5 > do
Wektor przyspieszenia katowego: € € = —ﬁl

Wektor przyspieszenia liniowego stycznego: Zt

- E
a,=€exr

Rzut poziomy

h - wysokos$¢ wyrzutu ciala

v, — predko$é poczatkowa wyrzutu

v, — skladowa pozioma predkosci v, = v,

v, - skladowa pionowa predkosci w chwili ¢

v, =gt
g — przyspieszenie ziemskie
v~ predkosé ciala w chwili ¢

v=Vi+v2 = v+ (gt)’

Wspélrzedne ciata w chwili £; x(t)=v, -¢; y(t)=h- %.
Czas trwaniarzutu ¢, = Z—h
8
2h

Zasiggrzutu z=v, -t =v, |—
g
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Rzut ukosny

o —kat wyrzutu
ciala

v, —predkos¢
poczatkowa

v,, —skladowa
pozioma predkosd
poczatkowej
V=V, Cosa

v,, —skladowa

pionowa predkosd
poczatkowej
Vo =V, -sino

v — predkos¢ ciata w chwili #
v, — skladowa pozioma predkosci w chwili ¢

V, =V, =V, Cosa
v, ~ skladowa pionowa predkosci w chwili ¢

vV, =V, sino— gt

I 2 _ 2 2 : 2
V=gvetv, —\/vo cos oc+(vg smoc~gt)

Wspélrzedne ciata w chwili ¢

2

3
x(t)=v, coso-t y(t)=v,sina- t—g—z—
Réwnanie toru lotu y(x) =x-tgo — —;g—xz——
2-v2.cos’a
Czas trwania lotu ¢, = 2v, sindt
8
vZ .sin 20

Zasieg rzutu ukosnego z =

2 2
Maksymalna wysokos¢ H = V"—;—m—g
8
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Dynamika
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Zasady dynamiki

Pierwsza zasada dynamiki Newtona:

Jezeli na cialo nie dziataja Zadne sily lub dzialajace sity réwnowaza sie, to w inercjalnym
ukladzie odniesienia pozostaje ono w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym
po linii prostej. m

Ped ciala ; =m-v
m — masa ciala

v - jego predkosé
Zwiazek miedzy zmiang pedu ciata i wypadkowa sila dzialajacq na ciato:

Z—’: = 1;; : jestto druga zasada dynamiki Newtona

Szybkos¢ zmiany pedu ciata jest réwna wypadkowej sile dzialajacej na to ciato.
Zmiana pedu ma kierunek i zwrot zgodny z kierunkiem i zwrotem sily wypadkowej.
dla m = const (mechanika klasyczna), przyjmuje postac:

d(mv)_md\_;_ Z__I:. ;{—F_)_w ?
d g TR " m F

Jezeli na cialo dziala niezréwnowazona sita I-?w, |
to w inercjalnym uktadzie odniesienia ciato to,
uzyskuje przyspieszenie 2 o kierunku i zwrocie
zgodnym z kierunkiem i zwrotem sily i o wartosci
wprost proporcjonalnej do wartosci sity. Wspélczyn-
nikiem proporjonalnosci jest odwrotnos¢ masy ciala.

Y

F,=ER+E+FE+... F -silawypadkowa to suma

n

wektorowa sit dzialajacych na ciato

> A
Poped sily statej: F-At, At —czasdzialaniasily r
E,-At=A

-

Ap - zmiana pedu wywolana dzialaniem sity

fw - wypadkowassila

ty ho N
Poped sity zmiennej: JP -dt _[ E, dt=Ap
t

41



Catkowity ped ukladu ciat

; = 2 E, = ;_7)1 + ;;_7)2 + ;5; +.. ;7” - suma wektorowa pedéw ciat tworzacych uklad
i=0
Zasada zachowania pedu:

Gdy I—?w =O$Z;7i = const

i=1
Jezeli w inercjalnym ukladzie odniesienia na uklad cial nie dzialaja zadne sity zewnetrzne
lub dzialajace sity rownowaza sie wzajemnie, to catkowity ped ukladu nie ulega zmianie.

Oddziatywanie wzajemne ciat

F,z =-F;,: trzeciazasada dynamiki Newtona

Jezeli ciato A dziala na cialo B pewna silg F—;B , to cialo B dziala na cialo A silq l-?B 4 0te
samej wartosci i kierunku lecz o przeciwnym zwrocie. ‘

Dynamika ruchu po okregu

Sita dosrodkowa dzialajaca na cialo

F, =m®’r = 4n’mf °r
o - predkosé katowa

v - predkoséliniowa

f - czestotliwosé

r - promiefi okregu

Sity bezwiadnosci w uktadach nieinercjalnych

a) Ruch postepowy ukfadu odniesienia

{

—

=-m-a

u

o

F, - sitabezwladnosci dzialajaca na cialo

m — masa ciala

- . .
a, — przyspieszenie ukladu
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b) Ruch obrotowy ukladu odriesienia
F =g,

f - sita odérodkowa bezwladnosci

[

m — masa ciala
i . . ,
a, — przyspieszeniedosrodkowe

mv?

F = =mw’r
r

o - predkosckatowa
r - promieriokregu

Sita Coriolisa
F- zm(;; xa)

E - sitaCoriolisa

[

m - masaciala
v, - predkoéé ciala poruszajacego sie wzgledem
obracajacego si¢ ukladu odniesienia

el

~ predkosékatowa obrotéw ukdadu

1

i

— przyspieszenie Coriolisa

c

C:—Z(waa))

l

AN



B2l rova

Praca, moc, energia

Praca

Praca sily stalej

Y

W=I_~“)~As:F-As-cosoc

-

F - sifa,

5
As — przemieszczenie ciala

o - kat miedzy wektorami FiAs

Gdy f”A_.;=>W=F-AS

As=3s, -5, F

sy, 8, — wspditrzedne poczatkowe i koricowe ciata

Praca sily zmiennej:

52
W= JP(S)-cosoc ds

S1

Praca sily zmiennej réwnoleglej do przemieszeze-
nia ciata:

W=TF(5)~ds

51
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Moc
Moc srednia
P= w W — praca,
t t — czas wykonania pracy
Mocchwilowa
P= flg W= TP-dt t, —t; = czas wykonania pracy

31

Dla statejmocy P:  W=P-¢

P=F-v F - sila dzialajaca na cialo
v - predkoéé ciala

Energia

a) Energia kinetyczna ciata

_mv? m - masaciala,
E, = i
2 v~ predkos¢

AE =E,_-E =W

W - praca wykonana nad cialem przez sily zewnetrzne
AE, - zmiana energii kinetycznej ciala

b) Energia potencjalna grawitacyjna ciala w jednorodnym polu grawitacyjnym

E,=mgh

A
m - masa ciala, I

g — przyspieszenie grawitacyjne

h — wysokos¢ ciata nad poziomem odniesienia h
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¢) Energia potencjalna sprezystosci

kx®
b
x - odksztalcenie ciala sprezystego
k - wspékezynnik charakteryzujacy

wlasnosci sprezyste ciala

d) Ogdlna definicja energii potencjalnej

E,=E,+W
E, - energia potencjalna ukiadu oddziatujacych cial w danejich konfiguracji (potozeniu

w;ajemnym)

E,, - energia potencjalna tego ukladu ciat w konfiguracji przyjetej umownie jako konfi-
guracja odniesienia. Warto$c¢ E,,, jest rowniez ustalona umownie, zwykle przyjmuje sie
E,=0

W - praca sit zewnetrznych niezbedna do przemieszczania ciat z konfiguracji odniesie-
nia do konfiguracji danej (tej dla kt6rej obliczamy energie potencjalng)

e) Energia mechaniczna ciala lub pkladu ciat

E=E, +E,

E, - energia potenqjalna

E, - energiakinetyczna

Calkowita energia mechaniczna odizolowanego ukladu cial, w ktérym jedynymi dzialaja-
cymi sitami, sg sity zachowawcze jest wielkosci stalg, niezalezna od czasu.

Sily zachowawrcze to sily, ktérych praca nie zalezy od ksztaltu toru ciala, ani od rodzaju

ruchu ciata po tym torze, a jedynie od poczatkowego i koricowego polozenia ciala.
Praca sily zachowawczej wykonana na drodze zamknietej wynosi zero.

Zderzenia cial
a) Zderzenia idealnie niesprezyste
;?1 + ;;; = ;z (zasada zachowania pedu)

Py, P — pedy poszezeglnych ciat przed zderzeniem

53 ~ ped polaczonych ciat po zderzeniu
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m, +m,

- —

- — - - myv,+m,Vv,

My V) + 1, vy = (1 11, )V =V, = —————=
m, +m,

m, , m, — masy ciat
- — YR .
v,, Vv, — predkosci ciat przed zderzeniem

V. , — predkosé polaczonych ciat po zderzeniu

b) Zderzenia idealnie sprezyste

o+ p, = ;;{ + E; (zasada zachowania pedu)
Ty V) TV = 1 1 1 1

rz , ]:72 - pedy cial przed zderzeniem,

v, v, » — predkosci przed zderzeniem

;{ , ;; - pedy cial po zderzeniu

- — . . .
u,, U, — predkodc ciat po zderzeniu

E, +E, =E; +E;, (zasadazachowaniaenergii kinetycznej)

2 2 2 2
AN AT LG L myu,

2 2 2 2
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Maszyny proste

Dzwignia dwustronna

F, - sila oporu (np. ciezar ciata) 1, — ramiesily F|
F, - sita pokonujaca opdr r, — ramiesily F,

P - punktpodparcia dZwigni

£

F s, =F s,

Warunek iéwnowagidzwigni: F, -, = F, -7, s, — droga dzialaniasily F,

s, — droga dzialaniasily F,

Diwignia jednostronna

F s =F-"s,
Warunek iéwnowagidzwigni: F, -1, =F, -7, s, — droga dzialaniasily F,

s, — droga dzialaniasily F,
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Blok nieruchomy

Warunek réwnowagi bloku
E=F FK-s,=F-s,

Blok ruchomy

%77

2s, =5,

Warunek réwnowagi bloku E,

Fl~2R:F2~R=Fl=£22— F .s;,=F s,



Wielokrazek

%

STy

e

Warunek réwnowagi wielokrazka: F, = 5 F-s,=F s,
7

n - liczba krgzkow

Réwnia pochyla

Warunek réwnowagi ciata na rowni:

F=F
E =Fsina
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Prasa hydrauliczna

Warunek réwnowagi dla prasy:
FE /S =F/S, F s, =F, s,

S,, S, —pola powierzchni tokéw $,, 8, —drogi dzialaniasit F,, F,

Dla wszystkich maszyn prostych spelniona jest nastepujaca zasada:

praca wykonana przez sile napedzajaca maszyne (pokonujaca opor) jest Scisle réwna
pracy jaka nalezy wykonad przeprowadzajac dang czynnos¢ bezposrednio, bez uzycia
maszyny prostej.
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Dynamika ruchu obrotowego bryly sztywnej

---------------------------------------------------

Moment bezwladnosci bryly

I — momentbezwladnosci bryty wzgledem osi OO

n
_ 2
I'= E,ml'rz‘
i1

m; — masa i -tego punktu materialnego, na jakie podzielono
bryle

1, — odleglos¢ tego punktu od osi obrotu

n - liczba punktéw

Przy ciaglym rozkladzie masy: I = J. r*-pdV

Vv
V - objetos¢bryly
dV - objetosé nieskoriczenie matego fragmentu bryty
r — odlegloéé fragmentu dV od osibryty
p — gestosé materiatu bryly w danym fragmencie objetosci 4V
Dla bryly jednorodnej p = const

1=p-jr2dv
v

Twierdzenie Steinera 0 o’

OO - osprzechodzaca przez srodek masy bryly
OO’ - dowolna 0§ obrotu réwnolegta do osi OO
I - momentbezwladnosci wzgledem osi 0’0’
I, - momentbezwladnoéci wzgledem osi OO

2]

d - odleglosé miedzy osiami

I=1,+md’
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Momenty bezwiadnosci niektérych bryt
m - masabryly,

r - promieri
QO - o obrotu

cienki
pierscieny, dysk, krazek
obrecz

_ 2.2
I =mr? I—zmr

Tuby pierscien
O gruoy p

I=%m(rf +r22)

cienki pret

o 1=Lmp
cienki pret 3

=L krazek
12
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Moment sity

M
M

I
~ o=

X—)
-F-sinat=d-F

s

M - moment si}y[? wzgledem punktu 5

-

r - promien wodzacy poprowadzony z punktu S
do punktu przylozenia sity P

d - odleglosé punktu S od lini dziatania sity F
czyli ramie sity F wzgledem punktu S

]\;I)Z - wektor skladowy wektora M
w kierunku ustalonej osi obrotu bryly OO

=

M

z

- nazywamy momentem sity F wzgledem 0si OO

Moment pedu

N
I

; ;i

S
I
=l
X
3

L - moment pedu punktu materialnego wzgle-
dem punktu $

p - ped punktu materialnego P

v - promient wodzacy poprowadzony od punk-
tu S do punktu materialnego P

m, v — masai predkos¢ punktu materialnego

Moment pedubryly sztywnej wzgledem punktu S

- " N H
L:Z”ixﬁi =zzxm,-\7f
i=1 i=1
t;, p; — promieri wodzacy oraz ped i-tego punktu materialnego, na jakie podzielono

bryle
1 — liczba punktéw,
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Przy ciaglym rozkladzie masy

L= [(7x¥)p-av
\4
p - gestos¢bryly,
dV - nieskoriczenie maly fragment objetosci bryly

Ijz — wektor sktadowy wektora L wkierunku ustalonej osi obrotu bryly sztywnej nazy-
wamy momentem pedu bryly wzgledem tej osi

s

L =1

2z

I — momentbezwladnosci bryly wzgledem osi obrotu

o - predkosc katowa obrotéw

Podstawowe prawo dynamiki ruchu obrotowego

* obroty wzgledem nieruchomego punktu

il -
M

—

L - moment pedu bryly wzgledem dowolnego punktu 5

M- wypadkowy moment sit zewnetrznych dzialajacych na bryle wzgledem tego same-
gopunktu 5

* obroty wzgledem nieruchomej osi

—

s M
I

- do o

€= [ " Preyspleszenie katowe bryly

-

M, — wypadkowy moment sit zewnetrznych wzgledem osi obrotéw
I - moment bezwladnosci bryly wzgledem tej osi



EA moxa

Energia kinetyczna ruchu obrotowego wokdt osi nieruchomej

1
E,==I1-o
2

Energia kinetyczna bryly toczqcej sig po ptaszczyznie

E = Lot + Lio?
2 2

v - predkosé ruchu postepowego srodka masy bryty
I — momentbezwiadnosci wzgledem osi obrotéw bry-
ly przechodzacej przez jej Srodek masy

o - predkosékatowa obrotéw

Zasada zachowania momentu pedu

L= const, jezeli M=0

Jezeli na ukiad puntkéw materialnych nie dzialaja zadne zewnetrzne momenty sitlub
wypadkowy moment sity jest réwny zero, to catkowity moment pedu ukltadu pozostaje
staty.

=

L - calkowity moment pedu ukladu punktéw materialnych (cial) wzgledem dowolne-
go punktu nieruchomego

Catkowity moment pedu uktadu, to suma wektoréw momentu pedu poszczegdlinych
elementéw ukdadu.

N

M - wypadkowy moment sit zewnetrznych wzgledem tego punktu

Dla obrotéw ukladu wokét nieruchomej osi

L‘;:IwB:c:onst, gdy 1\7IZ=O

I — momentbezwladnosci uktadu wzgledem nieruchome;j osi

M, - wypadkowy moment sit zewnetrznych wzgledem osi obrotéw



Grawitacja
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Prawo powszechnego cigzenia

my - m,

2

Fo =G ;

1:_Fz

F, - sila wzajemnego przyciaganiasi¢ punktow materialnych (sita grawitaji)

m,, m,— masy punktéw materialnych (ciata o rozmiarach pomijalnych w poréwnaniu
z odlegtoscia miedzy nimi)

G - stala grawitacji

r - odlegios¢ miedzy oddziatujacymi punktami

Prawo jest spetnione dla cial o dowolnych rozmiarach pod warunkiem sferyczno-sy-
metrycznegorozkladu masy wewnatrz tych ciat.

Natezenie pola grawitacyjnego

ax i}

8

’\/:

2 |

¥ —natezenie pola grawitacyjnego

—

F, - sila grawitaqji dzialajaca na punktmaterialny umieszczony w polu grawitacyjnym

m - masa tego punktu

Zasada superpozycji pol
? = z Vi
i=1

¥ - wypadkowe natezenie polawytworzonego przez kilka ciat

'Z. - nateZenie pola wytworzonego przez i-te cialo
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Energia potencjalna w centralnym polu grawitacyjnym

my -1,

E,=-G .

E, - energia potencjalna grawitacyjnadwéch punktow materialnych

my, m,— masy tych punktéw
7 - odleglos¢ miedzy punktarri

Praca w centraluym polu grawitacyjnym

1
W, . =Gmym, 1.1
1P o) 7, 7,

(1)~ PrACa wykonana przez sit¢ zew-
=y

netrzng réwnowazaca sife grawitacji przy
przemieszczaniu mas punktowych mz, , 11,

z odleglosci wzajemnej r; na odleglosé 7,
W(rﬁrz‘) =E, (7’2) - El’ (1”1)
E,(r,), E, () - energie potencjalne mas

punktowych przy ich odleglosciach wzajem-
nych r, i

iy

Potencjal pola grawitacyjnego

v=te
m
E, ~ energia potendjalna punktumaterialnego w danym punkcie pola grawitacyjnego

m - masa punktu materialnego w centralnym polu grawitacyjnym
W centralnym polu grawitacyjnym:

V-2
.

M - masa Zrédha pola grawitacyjnego
¥ - odleglos¢ od Zrédia do punktu, w ktérym obliczany jest potencjat

Zwigzek wmigdzy nateieniem 1 potenciatem polu
oLt £

- — aV - 9V - 9V »
v=—gradV=—d — i+—  j+— k
Y gra (ax l+8y ]+ py }
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Pierwsza predkosc kosmiczna

_ G M
Y R

vy

v, — predkos¢satelity Ziemi poruszajacego sie wokét niej po orbicie kotlowej o promieniu
niewiele wigkszym od promienia Ziemi

M - masa Ziemi

R - promiert Ziemi

Druga predkosé kosmiczna

v = 2GM
i \‘J R

v, — predko$¢ jaka nalezy nadad cialuaby mogto ono oddalic sie nanieskoriczenie duzg
odleglosc od Ziemi

Ciezar ciala

l

> g

5
=F +
&

o

é — ciezar ciala
E

. — sifa grawitacyjna dziatajacana ciato

F -~ sita od$rodkowa dzialajaca na ciato
wywolana dobowym obrotem Ziemi

Przyspieszenie ziemskie

m — masa ciala

-

Q - clezarciala
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Szczegdina teoria wzglednosci

e ® & *» o & 8 8 o @ o 2 8 9 © 8 .

Relacje pomiedzy wspélrzednymi prze-
strzennymi i czasowymi ciala P obserwo-
wanego w dwdch inercjalnych ukladach od-
niesienia U i U, gdy uktad U’ porusza sie

z predkoscig @ wzgledem U ( W réwno-
legte do osi OX).

Transformacja Galileusza

X'=x—-w-t x=x"+w-t
Y=y
~t —~
L = 4L
t =t

(x’,y’, 2, 1) - wspllrzedne ciata P w ukladzie LI
(x,y,2,t) - wspéhrzedne ciata P w ukdadzie U

w — predkosé ukladu U’ wzgledem U

<\¢
<l
S

v’ - predkosé clata w ukladzie LI’
v

- predkosé clata w uktadzie U
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Transformacja Loreniza

X =y(x—-w-t) x=y(x +w-t)
’ .
vy =Y ¥y=y
=z z=2'
wex w-x’
t’:y(t— Z) t:y(t’+ 5 J
c \ c
gdzie y = ———n ¢ - predkos¢ swiatta w prézni
| 2
oW
Ve
c
, vV, —w Vi +w
V"IV e VT T
’ ¢ -
1-—5~ 1+—5
c o
7’
’ V}/ - Vy
Vi, = Vy = ’
VW : VoW
v 1= yi1+-5—
/ 2 i 2
c c
V. v’
v = - - v, =

(vj ,v;,,vfz) - skiadowe predkosci V' ciata w ukladzie L’

<vx,V}/,\'z) - sktadowe predkosci v ciataw ukladzie U

Dla w << ¢ transformacja Lorentza przechodzi w transformacje Galileusza.

Interwal przestrzenno-czasowy

5122\3“(1‘2—@)2{ "[(xz"x}}z'*'(}/z'}/])z+(22_Z1)2]

$1» —interwal przestrzenno-czasowy miedzy dwoma zdarzeniami mierzony w inercjal-
nym ukladzie odniesienia L

(x,, y1, 2, t,) — wspGlrzedne zdarzenia 1
(x5, Y5, z,, t,) —wspotrzedne zdarzenia 2
interwat miedzy dwoma zdarzeniami jest niezmienniczy wzgledem ukladu odniesienia



EA roxa

Skrécenie Lorentza

wZ

=] J1-— < b

e e fot
I, — dlugosé preta bedacego w spoczynku )
wzgledem ukdadu U’ poruszajacego sie ]

z predkoscia w wzgledem uktadu U

I - dlugosc tego preta mierzona w ukla- o PR
dziell

Dylatacja czasu

3
At=L— At > At
w?

1=
2

At - odstep czasu migdzy dwoma zdarzeniami zachodzacymi w tymsamym, spoczy-k

wajacym wzgledem ukladu U’ punkcie
At — odstep czasu miedzy tymisamymi zdarzeniami mierzony w ukiadzie ,,ruerucho—
mym” U

Nieréwnoczesnosé zdarzen

AV =t -t = ———=(x,- X,

Xy, X, — wspélrzedne dwéch zdarzeriw ukladzie , nieruchomym” U, kt6re w ukladzie
tym zaszly jednoczesnie (¢, =+, )
At =t; ~t] — odstep czasu miedzy tymi samymi zdarzeniami mierzony w ukladzie

,ruchomym” LI’, poruszajacym sie z predkoscia w wzgledem uktadu U
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Ped ciata
p= my ==m-v: v, i —masa ciala v - predkosé ciata
\4
-
Przyspieszenie
2
\

- - 1-— — R
7= av _ {—ﬁ_ 12 (f; 3):} . ¢ F -sila dzialajgca na cialo

t c m
dr _%
dt

Energia catkowita ciala

2
me
E= z

1-1

2

Dla ciala spoczywajacego w danym ukladzie odniesienia E = E, = mc
E,—energia spoczynkowa

Energia kinetyczna ciala

E,=E-E, =myc’ —mc* =mc®

Zwigzek migdzy pedem i energig

E=Jp* *+m*.c*
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l1l. Termodynamika i fizyka czasteczkowa

Pierwsza zasada termodynamiki
AU=W+Q

AU - przyrost energii wewnetrznej ukladu termodynamicznego

W — praca wykonana nad ukladem przez sity zewnetrzne

Q - dieplo dostarczone do ukladu

W przypadku gdy uktad wykonuje prace lub oddaje ciepto do otoczenia, wielkosci W i Q
sa ujemne.

Przyrost energii wewngtrznej ukladu termodynamicznego w dowolnym procesie jest réw-
ny sumie pracy wykonanej nad ukladem przez sity zewnetrzne i dostarczonego do ukladu
ciepta.

Ciepto
Q=c-m-AT lub Q=C-n-AT

Q - ilog¢ ciepta dostarczonego ciatu powodujaca zmiane jego temperatury o AT
m — masa ciala

¢ - cieplo wlasciwe substancji

C - cieplo molowe substangji

n - ilos¢mok

C=p-c n="1

[

W — masa czasteczkowa (molowa) substancji
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Procesy termodynamiczne w gazie doskonatym

@ ® 5 5 ¢ & 8 ° 8 & 3 e & & 8 4 s & ° 3 s & © 9 6 B S 6 s e 8 s s & " s e L o e s s s s e e s s e

Rownanie stanu gazu doskonatego (réwnanie Clapeyrona)
p-V=n-RT=".RT
0

p — ciSnienie gazu

V - objetosé gazu

T - temperatura w skalibezwzglednej (Kelwina)

R - uniwersalna stala gazowa R = 8,31]/(mol-K)
n — liczbamoli gazu

m — masa gazu

U — masa czasteczkowa gazu

Przemianaizobaryczna
A Dla stalej masy gazu m pod stalym ci$nie-
v niem p
Vy o '
V_
izobara T const
o N
Praca gazu w przemianie izobarycznej
Wg:P'(Vz_Vl):P'AV
Ty
Tl TZ
A Praca sit zewnetrznych w przemianie izo-
P barycznej

W=-W, =—p-AV




I zasada termodynamikiw przemianie izobarycznej
AU=-p-AV+Q=-pAV+C, -n-AT=C, -n-AT

Q - cieplo pobrane przez gaz w przemianie izobarycznej

C,- ciepto molowe gazu przy statym cinieniu

C, - cieplomolowe gazu w stalejobjetosci

AT - przyrost temperatury gazu, AT =T, - T,

n — iloS¢ moli(indeksy , i, oznaczajgodpowiednio stan poczatkowyikoricowy)

Przemiana izochoryczna
A .
p Dla stalej masy gazu m zamknietejw stalej
Pl -/ objetosci V
izochora P const
i T
L '
Praca w przemianie izochorycznej
Ty W=-W,=0
T T,
Cieplo pobrane przez gaz
Q=C, -n-AT

C, — cieplomolowe gazu przy stalej objetosci

I zasada termodynamiki w przemianie izochorycznej

AU=Q=C,-n-AT=C, -n-(T, -T})

|

;

|



Przemiana izotermiczna
Dla stalej masy gazu m w stalej temperaturze T:

p-V =const

Praca rozprezania gazu w przemianie izotermicznej

1

Vi V.
W, = [pdV =nRTn 2
V.
1%}

M. Termodynamika i fizyka czgsteczkowa | Procesy termodynamiczne w gazie doskonatym

v A

nr

izoterma

P>

Praca sit zewnetrznych przy izotermicznym sprezaniu gazu

W= -W, = nRTIn -1
V.

2

(indeksy , i, oznaczajg odpowiednio stan poczatkowy i koricowy gazu)

1zasada termodynamiki w przemianie izotermiczne;
AU=0=W+Q=-W, +Q

W, =Q

Przemiana adiabatyczna

Dla stalej masy gazu m przy brakuwymiany ciepta
z otoczeniem (Q = 0)

p- V"= const
% — wykladnik adiabaty

C, - ciepto molowe gazu w statym cisnieniu
C, - cieplo molowe gazu w stalej objetosci
R - uniwersalna stata gazowa

C,-C, =R

@ adiabata
@izoterma

p1'-__®
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Praca rozprezania gazuw przemianie adiabatyczne
n—1
W = Yy Vi J1- _VL
£ ox-1 V,

Praca sit zewnetrznych przy sprezaniu adiabatycznym

%-1
§ & k=1 V,

(indeksy, i, oznaczajg odpowiednio stan poczatkowy i koricowy gazu)

I zasada termodynamikiw przemianie adiabatyczne;

AU=W=-W,=C, -u(T,~T,)
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ria kinetyczno-molekularna gazéw

® e o 8 & 5 8 & 8 8 6 6 8 8 8 s 0 & S 8 6 B e s ° s s 6 6 8 & s B s s " B s s s e 0 e e s s s s

Podstawowy wzdr teorii kinetyczno-molekularnej
2
p ’ V = EN : Eks

p, V - cisnieniei objetos¢ gazu doskonalego
N - liczba czasteczek gazu
E,, - $rednia energia kinetyczna ruchu postepowego pojedynczej czasteczki

2
omvi 84y
2 2
m — masa czasteczki
v2 - éredni kwadrat predkoéci czasteczki
k - stala Boltzmana, k=R/N,
N , - liczba Avogadro

R~ uniwersalna stata gazowa

Rozktad Maxwella predkosci czqsteczek

2

3
d_N=4n.(_m_)2V2.e %uT . Jy
N 2nkT

dwN - wzgledna liczba czasteczek, ktérych predko-

$ci zawarte sy w przedzialeod v do v+dv

2kT

v, =, ]—
g m

Vv, — predko$¢ najbardziejprawdopodobna czasteczek gazu

T - temperatura gazu
m — masa czasteczki

8kT

v, = p— v,, — predkosé srednia arytmetyczna czasteczek
3kT " .

V, =, — v, - predkosé srednia kwadratowa czasteczek
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Zamiana ciepla na prace

ooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Cykl Carnota

Sprawnos¢ idealnego cykluCarnota A

n,:ﬂzgl_Qz :Tl_TZ
' Ql Ql Tl

W - praca wykonana przez silnik Carnota
wijednym cyklu

Q, - cieplo pobrane przez gaz od grzejnicy
w trakcie izotermicznegorozprezania sie gazu >
v

(proces1 — 2)
Q, - deplo oddane do chlodnicy wtrakcie izotermicznego sprezaniagazu (proces 3 — 4)
T, - temperatura grzejnicy
T, - temperatura chodnicy

Sprawnos¢ rzeczywistego silnika cieplnego

T,, T, - temperatury odpowiedniogrzejnicy i chtodnicy rzeczywistegosilnika cieplnego

Druga zasada termodynamiki

Nie jest mozliwe zbudowanie silnika cieplnego pracujacegocyklicznie, ktdrego jednym
rezultatem dzialania byloby pobieranie ciepla ze Zrédtai wykonywanie réwnowaznej mm
pracy. |



III. Termodynamika i fizyka czgsteczkowa | Zamiana ciepta na prace

Entropia. Zasada wzrostu entropii

15230
T

dS - przyrost entropii ukladu odizolowanego, ktéry w odwracalnym procesienieskon-
czenie malej zmiany stanu pobiera cieplo 6Q w temperaturze T

Dla kazdego odizolowanego ukladu, w ktérym zachodzi dowolny proces termodyna-
miczny, entropia nie maleje.

AS>0

(Dla proceséw odwracalnych wystepuje znak réwnosci.)

Interpretacja statystyczna entropii

S=k-InP

S - entropia ukladu
k — stala Boltzmana

P - prawdopodobieristwo termodynamiczne stanu ukladu — jest to liczba wszystkich
mozliwych polozerii predkosciczasteczek odpowiadajacych danemu stanowi uktadu

opisanemu parametrami makroskopowymi p, V, T, n
P jest liczbg catkowita (P > 1)
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IV. Elekirycznosé i magnetyzm

Elektrostatyka

Prawo Coulomba

sz.%&z/z __1 .‘71’272

r dne, r
F - silawzajemnego oddzialywaniadwdch
fadunkéw punktowychumieszczonych
w prozni dlaladunkéw jednoimiennych jest
tosila odpychania, a dlaréznoimiennych,
sita przyciggania
41,4, — wartoscitadunkéw

r — odleglosci miedzy nimi
2
g, — przenikalno$¢ elektrycznaprézni €, = 8,85- 1072 N_C‘T
-m
51 : . . 9 N- m2
k — wspdlczynnik proporcjonalnosci k =9-10 o

Natezenie pola elektrostatycznego

E-L

q
E- natezenie pola elektrostatycznego
w danym punkcie przestrzeni

F - sila dziatajaca na prébnytadunek
dodatni g umieszczonyw tym punkcie

g - wartos¢ladunku prébnego

|
* wszystkie zaleznosci na str. 274-278 obowiazuja dla ladunkéw elekirycznych umieszczonych w prézni




IV. Elektrycznos¢imagnetyzm | Elektrostatyka

Dla Zrédta pola elektrostatycznegobedacego ladunkiem punktowym

1.9

dme, r?

E =
Q - wartos¢ fadunku wytwarzajacego pole
r — odleglos¢ od tadunku do miejsca, w ktorym obliczamy natezenie

Wz6r obowiazuje réwniez dla ciat makroskopowych o symetrii kulistej.

Dla dodatniego Zrédla wektory E sa we wszystkich punktach przestrzeni zwrécone
od ladunku, natomiast dla ujemnego Zrédla wektory sa zwrécone w jego strone.

Zasada superpozycji pol

=

il
I
il

W
July

s

E; - natezenie pola elektrostatycznego

w danym punkcie przestrzeni wytworzone
przezfadunek nr i

-

E - wypadkowe natgzenie pola
n - liczba fadunkéw




BEA noxa

Dipol elektryczny

negd

*q

m — moment elektryczny dipola

g - wartos¢ pojedynezego fadunku 1

punktowego

T - wektor zwrécony od fadunku ujemnego do dodatniego o dugosci réwnej odleglosc
miedzy fadunkami ,

E=E,+E

+

5
E - natezenie pola elektrostatycznego

dipolaw dowolnym punkcie przestrzeni

—

E.; —i - natezenia pél pochodzacych od
ladunku dodatniego iujemnego

r — odleglosé od srodka dipola dopunktu
P, w ktérym obliczamy natezenie pola
r>>1

E=-L " Beostotl

Ane, v

Strumien natezenia pola elektostatycznego

®=E-§=E-S-cosﬁ

® - strumieri natezenia pola
elektrostatycznego

-

E - natezenie pola elektrostatycznego
w obrebie plaszczyzny o polu powierzchni 5

S~ wektor powierzchni;

jest to wektor prostopadly do plaszczyzny,
ajego dtugoscjest réwna polu powierzchni
tej plaszczyzny




IV, Elektrycznoscimagnetyzm | Elektrostatyka

Strumieni natezenia pola przez powierzch- 5
nie zakrzywiona G

©=[E.ds
S

ds - wektor powierzchni nieskoriczenie ma-
lego fragmentu plaszczyzny o polu dS

E - natezenie pola elektrostatycznego
w obrebie tego fragmentu

Prawo Gaussa
! £, £

® - calkowity strumieri natezenia polaprze-
nikajacy przez powierzchnie zamknieta

Q= Z g, — suma algebraiczna ladunkéw

i=1

zamknietych w tejpowierzchni

Praca w polu elektrostatycznym

W, L (i1
(=) 4me r,

0

W, _,,) — praca wykonana przezsile ze-

wnetrzng réwnowazaca sitepola elektrosta-
tycznego wykonana przy przemieszczeniu

ladunkéw z odlegtosci wzajemnej 7,

na odleglosér,
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Energia potencjalna
E, =W

E, - energia potencjalna fadunku ¢ w danym punkcie polaelektrostatycznego
W

(sosr)
przy przemieszczeniu tadunku g z nieskoriczonosci do danego punktu

- praca sily zewnetrznejréwnowazacej sile polaelektrostatycznego wykonana

Dla ukladu fadunkéw punktowych lub kulisto-symetrycznych

E =19
P odme,-r

g, , 4, — oddziatujace tadunki
r — odieglosé miedzy nimi

Potencjat pola elektrostatycznego

y=-"L 1
9 |

V' - potencjat w danym punkcie pola elektrostatycznego
E, - energia potencjalna prébnego tadunku punktowego umieszczonego w tym punkcie
g - wartos¢ ladunku prébnego

T/v(l—>2) :q[‘/z _‘/1]

W(] _,, ~ praca wykonana przezsile zewnetrzna rownowazaca il pola przy przemiesz- |
czeniu fadunku g zpunktu 1 dopunktu 2 pola elektrostatycznego

V,,V, - potencjaly w punkcie 11 2

Potencjat pola wytworzonego przez tadunek punktowy lubkulisto-symetryczny

__1
4me,r
r — odlegtos¢ od fadunku domiejsca, w kirym obliczamy potencjat




IV, Elektrycznosé i magnetyzm | Elektrostatyka

Pole elektrostatyczne w dielektrykach

E=

mlml

¥

E - nateZenie pola elektrostatycznego w dielektryku

E, - natezenie pola eklektrostatycznego w prézni
- stala dielektyczna osrodka

>

5
=¢,e E

(ol e

- indukdja pola elektrostatycznego

E+P

ol

=€,

gl QL

- polaryzacja dielektryka

- 1 LN
P=—

v P
V - objetos¢ malego fragmentu dielekiryka
FZ - moment dipolowy i-tej czasteczki dielektyka
n - liczba czasteczek w objetosci V

-

x - podatnoséelektryczna dielektryka

e, =1+
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Pojemnosé elektryczna przewodnika

c=4
%4
C - pojemnos¢ przewodnika
Q - ladunek wprowadzony na przewodnik

V' - potencjat przewodnika

Dlakuli C=4ne,, -R
R - promieni kuli
g, - stata dielektyczna osrodka, w ktérym umieszczona jest kula

Pojemnos¢ kondensatora

c-8

u
Q - wartos¢ladunku zgromadzonego
na okladce kondensatora
U - réznica potencjaléw miedzy
okladkami

Dla kondensatora plaskiego: C=¢.¢, - 3
S - pole powierzchni okladkikondensatora

d - odleglos¢ miedzy oktadkami

g, - stala dielektryczna osrodka miedzy okfadkami

Dia kondensatora kulistego
C= 4me g nt,
h—h




IV. Elektrycznos¢ i magnetyzm | Elektrostatyka

C - pojemnoé¢ kondensatora zdielektrykiem
miedzy okladkami

g, — staladielektryczna

C, - pojemnos¢ tego samego kondensatora bez
dielekiryka +Q -Q
g=-4

d

E - natezenie pola w kondensatorze ptaskim
U - réznica potencjatéw miedzy okladkami

d - odlegloé¢ miedzy okladkami

Lgczenie kondensatoréw

+Q -Q +Q -Q +Q Q

a) Polaczenie szeregowe

n

1 1
c g

C - pojemnoéé uktadu kondensatoréw potaczonych szeregowo

C, - pojemnosc¢ i-tego kondensatora w szeregu
n - liczbakondensatoréw

b) Polaczenie réwnolegle | I
C1
C=YC
i=1
Cz
C - pojemnos¢ ukladukondensatoréw I I
polaczonychréwnolegle

|
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Energianaelektryzowanego przewodnika

QZ

1 1 1
2 ¢

W==Q-V==CV?=
29V=3

W — energia przewodnika

Q - ladunek zgromadzony naprzewodniku
V' - potencjat przewodnika

C - jegopojemnosé

Energia natadowanego kondensatora

2
W=1Qu=lcu2 1o
2 2 2C

U - rdznica potencjaléw miedzy okladkami kondensatora
(2 - ladunek na okladce kondensatora

Gestosc energii pola elektrostatycznego

_ g E?
P. >

E - natezenie pola
e, — staladielektryczna osrodka, w ktérym wytworzone jest pole elektrostatyczne
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Staly

IV. Elektrycznos¢ i magnetyzm | Staly prad elektryczny m

prad elektryczny

Natezenie pradu
==
t
I - natezenie pradustalego
Q - ladunek przeplywajacy w czasie t przez przekrdj poprzeczny przewodnika

Gestosc prgdu
. I
=%

j — gestosé pradu
S - pole powierzchni przekroju poprzecznego przewodnika

Opér elektryczny
r=4
I

R - opdr elektryczny odcinkaobwodu elektrycznego
U - napiecie na koricach odcinka
I - natezenie pradu przeplywajacegoprzez ten odcinek

Prawo Ohma dla przewodnikdw A
%I_ =R = const

Opér elekiryczny przewodnika (w stalej temperatu-
rze)jest staly niezaleznie od przylozonegonapiecia

= const

I tgo =
5 o
R~ opdr przewodnika
p - opdrwiasciwy materiatu, z ktérego
wykonano przewodnik
I, S — dlugosci pole przekrojupoprzecznego
przewodnika




A3 o

Przewodnictwo wlasciwe

o==
p
¢ - przewodnictwo wlasciwe materiatu

p - op6rwiasciwy

Prawo Ohma w postaci lokalnej (rézniczkowej)

-

G-E
- gestos¢ pradu w danym punkcie obwodu

j=
]
E- nateZenie pola elektrycznegow tym punkcie
G - przewodnictwo wlasciwe

Zaleznosci oporu przewodnika od temperatury

AR=a-R, -AT

AR - przyrost oporu elektrycznegoprzewodnika
o - wspdlezynnik temperaturowy oporu

R, - poczatkowy opér przewodnika (np. w temperaturze T=273K)

AT - przyrost temperatury

Sita elektromotoryczna Zrddta energii elektrycznej

£=22
q

W - praca wykonana przez Zrédio kosztem innych form energii (w zaleznosci od Zré-
dla jest toenergia chemiczna, mechanicznaitd.) przy przeplywie przez Zrédlo tadunkug

Cgl*+ ,
Prawo Ohma dla obwodu zamknietego ——‘l l—-{____—l—

E=I(R+7)

& - silaelektromotoryczna zrédha energii elektryczne)
r — opor wewnetrzny Zrédla

R - catkowity opér zewnetrzny obwodu

I - natezenie pradu w obwodzie —]
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»

Napigcie uZyteczne Zrédta energii elektrycznej 4
u

U=I-R=C-1I-r

U - napiecie uzyteczne Zrédia (napiecie o
nabiegunach Zrédta)

tga=r

v

Prawa Kirchhoffa !
Pierwsze prawo Kirchhoffa

L+L+L+.=31=0
i=1

I, - natezenie pradu w i-tym przewodniku wezla
sieci
n - liczba przewodnikéw w weZle

Natezenia pradéw wplywajacych do wezla przyjmo-
wane sa jako dodatnie, a wyplywajace z wezla, jako
ujemne.

Drugie prawo Kirchhoffa

ilf ‘R, +ié‘i =0
i=1 i=1

R; — opérelekiryczny i-tego opormnika

I, - natezenie pradu ptynacegoprzez ten opornik
I.-R, = U, - zmiana potencjatu (napigcie) na
opomiku R,

n - liczba opornikéw w oczku sieci

€, - sifaelektromotoryczna i-tego Zrédta energii elektrycznej

k - liczba Zrédet w oczkusieci

Natezenia pradéw plynacychw kierunku zgodnym z wybranym kierunkiem obiegu oczka
sieci przyjmowane sa jako ujemne.

Sity elektromotoryczne Zrédetpowodujacych przeplyw praduw kierunku zgodnym z kie-
runkiem obiegu oczka przyjmowane sa jako dodatnie.
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Lgczenie opornikéw

a) Polaczenie szeregowe
R, R, Rs

R=R,+R,+..= Y R,
i=1

R - opdr zastepczy ukladu opornikéw potaczonych szeregowo

R; — opér i-tego opornikaw szeregu

n - liczba opornikéw

b) Polgczenie réwnolegle

1 1 1 o 1 R,
—E—t—t.= ) — T
R Rl RZ i=1 Rz
R,

R - opbr zastepczy ukladuopornikéw 41
polaczonychréwnolegle
R; ~ op6r i-tego opornika R,

e T

n - liczba opornikéw

Praca prgdu
W=U-1-t

W - praca pradu elektrycznego o natezeniu I plynacego przez czast przez element
obwodu (urzadzenie) na koricach ktérego réznica potencjaléw (napiecie) wynosi U

Moc prgdu

P=¥=u1

P - moc pradu elektrycznego onatezeniu I plynacego przez odbiomik pod napieciem U
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Prawo Joule’a-Lenza

2

Q=12~R-t=%-t

Q - ilogé energii ciepnejwydzielonej w przewodnikuo oporze R
I' - natezenie pradu

U - napiecie wystepujace na przewodniku

t - czas przeptywu pradu

Prawa elektrolizy

Pierwsze prawo Faradaya
m=k-I-t=kQ

m — masa substancji wydzielonejna elektrodzie
I - natezenie pradu plynacegoprzez elekirolit
t - czasprzeplywu pradu

Q - ladunek elektryczny, jaki przeplynat przez

elektrolit

k - réwnowaznik elektrochemiczny substancji

Drugie prawo Faradaya
R_p
k

R - gramoréwnowaznik chemiczny substangji
F - stala Faradaya
rR=L

w
1 — masamolowa substancji

W - wartosciowo§¢
F=N, e=96500C

N, - liczba Avogadro
¢ — ladunek elementarny
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Pole magnetyczne pradéw statych

@ & 8 & 8 e 4 ° P e s e & .+ e ° s 6 B s e s e . s 8 P S 0 S e 4 O 0t s L s T B 0 s e P 8 s e s

Prawo Biota-Savarta

Al ~ diugosé bardzo malego fragmentu
przewodnika, przezktory plynie prad staty

onatezeniu/

Wektor Al ma zwrot zgodny ze zwrotem
pradu.

AB - wektor indukgji polamagnetycznego wytworzonegow prozni przez fragmentprze-
wodnika Al w punkcie P odleglym od tego fragmentuo
Wektor 7 ma zwrot od fragmentu Al do punktu P

o - kat pomiedzy wektorami Alir
- Wb

U, — przenikalnoéé magnetycznaprézni, u, = 4m-10 y
-m

Dla catego przewodnika z pradem o skoriczonej dtugosci /, znajdujacegosie w prézni:

gZJuU-I.EZx?

4w r?
1

B - wypadkowy wektor indukcji pola magnetycznego pochodzacy od calego prze- |
wodnika |

dl - nieskoriczenie maty fragment diugosci przewodnika
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Pole magnetyczne nieskoticzenie dhugiego przewodnika prostoliniowego

goMo!
2mr

B - indukda pola magnetycznegowytwo-
rzonego przez nieskoriczenie dhugi, prosto-
liniowy przewodnik z pradem statym ona-
tezeniu I, w punkcie P odleglymo r od
przewodnika

e Q
tttt
, s
~ .
--------
----------------

Pole magnetyczne kotowego przewodnika z prgdem

p=to ! A
2R

ol

B - indukda pola magnetycznegow $rod-
ku kolowego zwojuo promieniu R, przez
ktéry plynieprad o natezeniu [ R

Pole magnetyczne solenoidu (zwojnicy)

B=u, -nl

B - indukcja pola magnetycznego we-
wnatrz nieskoficzenie dlugiego solenoidu,
przez ktory plynie prad o natezeniu [

n - ilos¢ zwojéw na jednostke dtugosci
solenoidu




B moxa

Prawo Ampere’a

§§’;l:“o ’ili
L

i=1

Tl

-dl - krazenie wektora indukcjimagne-

b~

tycznej wzdtuz krzywejzamknietej L

dl - nieskoriczenie maly fragmentkrzywej
o zwrocie zgodnym z umownie przyjetym
kierunkiem obiegu krzywej

Kierunek
obiegu

|

2 I, - suma algebraicznanatezen pradéw przenikajacych przez powierzchnie roz-

i=1

pieta nakrzywej L

Natezenie pradu przyimujemy za dodatnie, jezeli plynie w testrone, w ktdra przesuwata-
by sie$ruba prawoskretna obracana zgodniez przyjetym kierunkiem obiegu krzywej.

Sita Lorentza

Y

F=g- ;/) x B

F=g-v-B-sina

1? - sila Lorentza dzialajaca na cza,étke
oladunku g poruszajaca sie w poluma-
gnetycznym o indukji B

v - predkosc czasteczki

o - kat miedzy wektorami ViB

Maksymalna wartos¢ sity Lorentza
wystepuje dla V1B (oc = 90")

F,=q-v-B
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Ruch czgstkinatadowanej w polu magnetycznym

q<0

a) Czastka poruszajaca siew jednorodnym
polumagnetycznym z predkoscia v pro-
stopadig do wektora indukdji B

Torem czastki jest okrag o promieniu R

R
qB

X
B
X

m, g — masailadunek czastki

dmm (,x” oznacza lini¢ jednorodnego pola
okres Obiegu okregu T=—- magnetycznego prostopadia do
gB plaszczyzny rysunkui zwrdcong

w strone tej plaszczyzny)

b) Wektor predkosci czastki v tworzy kat o z kierunkiem wektora B jednorodnego pola
magnetycznego

Torem czastki jest linia Srubowa

Promiert linii §rubowej v
RV sino
qB
Skok linii rubowej : ; U
S 2mmv - cos o ’

gB
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Sita elektrodynamiczna |

§F=I~le§
AF=1-Al-B-sino

Al - wektor dlugosci malego fragmentu
przewodnika, w ktérym plynie prad o nate-
zeniu |

Zwrotwektora jest zgodny ze zwrotemna-
tezenia pradu.

B - indukcja pola magnetycznegow miej-

scu fragmentu Al

o - kat miedzy wektorami Kl i B

AF - sita elektrodynamiczna dzialajaca na fragment Al

Sita elektrodynamiczna dzialajaca na przewodnik o skoriczonej dtugoscil, przez ktory
plynie prad o natezeniu 1.

F= Jlr;l x B

I
dl - nieskoriczenie maly fragmentprzewodnika
Dla przewodnika prostoliniowegoo diugosci
F=1.1xB

F=1I.1-B-sina N
o - katmiedzy wektorami / i B
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Oddziakywanie wzajemne przewodnikéw z prgdem

F:Ho'l1'lz I, A Al
2nd
F - sila dziafajaca na jednostke diugosci
(1m) kazdego z dwéchnieskoriczenie diu- B, \ B, 3
gich, prostoliniowych przewodnikéw I | It N
umieszczonych w odlegtosci d Y R

I, I, — natezenie pradéw pt ch T
v;przzewodneikach pradowpymey d
Przewodniki, w ktérych prady pltyna w tych
samych kierunkach, przyciagaja sie, a prze-
wodnikiz pradami o przeciwnych kierun-
kach odpychaja sie. By=F,=F

Moment magnetyczny obwodu z prgdem

m=1-5
m ~ moment magnetyczny obwodu \
A
I - natezenie pradu w obwodzie m
S - pole powierzchni cbwodu
S

Zwrot wektora 7 jest zgodny z kierun-
kiem ruchu $ruby prawoskretnej obracanej
zgodnie z kierunkiem przeplywu pradu.

Dziatanie pola magnetycznego na obwdd z pradem
M=mxB

M=m-B-sina

M- wypadkowy moment sity dziatajacy
na obwéd z pradem o momencie magne-

tycznym i, umieszczony w jednorodnym

polumagnetycznym o indukdji B
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Pole magnetyczne w osrodkach materialnych

{
$

=)
I
+

S

— indukgja pola magnetycznegow osrodku materialnym

oo ol

)

- indukgja pola magnetycznegow prézni (pole zewnetrzne, pierwotne)

{

; — indukcja pola magnetycznegowytworzonego przez osrodek materialty pod wply-

i

wem polapierwotnego E?O

B i = X : B 0

% - podatno$é magnetyczna oérodka
B=(1+)B,

=t

1, — wzgledna przenikalno§¢ magnetyczna osrodka

n,=yx+1
B=p, u,-H
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Strumien wektora indukcji magnetycznej (strumiesi pola magnetycznego)

a) Strumieri wektora indukdji przez plaska powierzchnie w jednorodnym polu magne-
tycznym

¢:§-§=B-S-cosoc

U

> X =

B - indukgja pola magnetycznego o >
S < e

S - wektor powierzchni —wektornormal- N / >
ny do powierzchni, o dhugosci réwnej polu _Av;»
tejpowierzchni S

o - katmiedzy wektorami B i S

b) Strumiert wektora indukgjiprzez dowolng powierzchnie

CI>=J‘§-¢;S=JB»dS-cosoc
S S

dS - nieskoriczenie maly fragment
powierzchni

B - indukgja pola magnetycznego
w obrebie tego fragmentu

Catkowanie odbywa sie po calej
powierzchni S.
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Indukcjaelektromagnetyczna

e o o s s o o o o

Prawo Faradaya
. AD
C=m
At

&; - sila elektromotoryczna indukji powstajaca w obwodzie, przez ktdry przenika

zmienny strimien polamagnetycznego
A¢ ~ zmiana strumienia polamagnetycznego

At - czas, w ktérym nastapila tazmiana

Wz6r obowiazuje, gdy strumierijest liniowa funkcja czasu lub gdy At jestbardzo malel

. do
Sinie: Eo=0l2
Ogglnie: ; 7
Samoindukcja
((J‘si = _Lél—
At

£, - silaelektromotoryczna samoindukgji powstajaca w obwodzie na skutek zmian
natezenia pradu ptynacego przez ten obwéd

Al - zmiana natezenia pradu

At — czas, w ktérym nastapila zmiana

L - wspdlczynnik samoindukcjiobwodu (indukcyjnosd)

Wzér obowigzuje, gdy natezeniejest liniowa funkcja czasulubgdy At jest bardzo male.
dl

Ogdlnie: & =L -—
8 i dt

2 .
Dla bardzo dtugiego solenoidu L= M——E =uu, n-V

u, — wzgledna przenikalnosémagnetyczna osrodka wypehiajacego solenoid
K, — przenikalno$¢ magnetyczna prézni

N — ilosé zwojéw solenoidu

[ - jegodhigos¢
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n - ilo§¢ zwojéw na jednostke diugosci solenoidu
S - pole powierzchnijednego zwoju
V' - objetos¢ solenoidu

Energia pola magnetycznego
w=lr.p
2

W - energia pola magnetycznego
L - indukeyjnosé obwodu
I - natezenie pradu w obwodzie

Indukcja wzajemna

¢ =-m22
At

£, - sila elektromotoryczna powstajaca w jednym obwodzie elektrycznym wskutek

zmian natezenia praduw drugim obwodzie

Al, — zmiana nateZenia praduw obwodzie drugim

At - czas, w ktérym nastapila zmiana

M - wspélezynnik indukcji wzajemnej

Wzér obowiazuje, gdy natezenie pradu w obwodzie drugim jestliniowa funkdja czasu

lub gdy At jestbardzo mate.

. dl
Ogdlnie: £ =-M-—%
8 1 it
Transformator
G_om
&

€, - sitaelektromotoryczna Zrédla

w uzwojeniu pierwotnym I

£, - sitaelektromotoryczna indukowana
w uzwojeniu wtérnym II

n, - liczbazwojéw uzwojenia pierwotnego

n, — liczbazwojéw uzwojenia wtdrnego



Prawa Maxwella
Podano prawa Maxwella dla pdlistniejacych w prézni w obecnoscitadunku elekirycznego

o gestodciobjetosciowej p oraz praduelekirycznego o gestosci 7

I prawo Maxwella
dd,
dt

a) postac catkowa §§ Eﬁ =, T+H, €, -
L

§§ dl - krazenie wektora indukgji pola magnetycznego wzdhuz dowolnej krzywej
L

zamknigtej L
I - calkowite natezenie praduelektrycznego przeplywajacego przez powierzchnie roz-
pieta na tej krzywej — suma algebraiczna natezeri pradéw skladowych

ad
-gf — szybkos¢ zmian strumienia pola elektrycznego przez powierzchnierozpieta
na tej krzywej
dd, L
£, i prad przesuniecia
b) postac rozniczkowa rotB = u, - 7+ W, €

°at
7 - gesto$é pradu elektrycznegow danym punkcie przestrzeni

>

g, [ZE ~ gestosé pradu przesuniecia w tym punkcie

I prawo Maxwella
a) postac catkowa ;E . _} = 4(?3
L

J.}_f dl - kraZenie wektora natezenia pola elektrycznego wzdtuz dowolnej krzywej
L

zamknietej L
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d:ZB - szybko$¢ zmian strumienia pola magnetycznego przez powierzchnie rozpieta
na tejkrzywej

e 5 4B
b) postac rézniczkowa rotE=— E

I prawo Maxwella
a) postac catkowa §E . d—)S = L Q
5 €

fE -dS — strumieri natezenia pola elektrycznego przez dowolng powierzchnie

S
zamknietq S
Q - calkowity ladunek zawarty w tej powierzchni

b) postaé rézniczkowa divE="
€

0

p - gestos¢ objetosciowa tadunkuw danym punkcie przestrzeni

IV prawo Maxwella

—

a) postac catkowa § B-dS=0
S

if_écfS— strumieri indukdji pola magnetycznego przez dowolng powierzchnie
S

zamknietg S

b) postac rézniczkowa divB=0
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Obwody prgdu przemiennego RLC
C=E, -sinwt

€ - sifa elektromotoryczna Zrédla (SEM)
€, - amplituda SEM
o - czestos$c kolowa zmian SEM

t - czas
2n

o=—
T

T - okres zmian sily elekiromotorycznej
R~ op6romowy obwodu (opér czynny)
L - indukcyjnosé

C - pojemnod¢

Natezenie pradu w obwodzie
1=1, - sin(ot — @)
I, - amplituda natezenia pradu

o

R
—
(=,
Q (=, sinet S
(=
(=

ala

¢ - katprzesuniecia fazowegomiedzy sila elektromotoryczna i natezeniem pradu

I = &

ek
R+ oL ——
oC

Zawada obwodu Z = \/I;2 + (O)L -

Op6r pojemnosciowy R- =

Opo6rindukcyjny R, =wL



IV. Elektrycznoséimagnetyzm | Indukcja elektromagnetyczna

4
coL—% L T
tgp = ——2=
&¢ R
) 1
czgstosC rezonansowa M = ﬁ
Dla ® = 0, zachodzi Z=R, ¢ =0, 5 R
¢ o .
I, =—=.
R

Moc w obwodzie pradu przemiennego

Moc srednia w obwodzie pradu przemiennego sinusoidalnego, w ktérym wystepuije tylko
&1,

op6romowy P, = I, -C,

&, - amplituda sily elektromotorycznej Zrodla
I, - amplituda natezenia pradu
I, - natezenie skuteczne pradu przemiennego
€y — skuteczna wartos¢ sity elektromotorycznej
I
I, =-*%
sk \/E
3
((’sk: \/’
2

Zaleznosci powyzsze s stuszne tylko dla pradu przemiennego sinusoidalnego.

€, 1 1, satowartosci sily elektormotorycznej i natezenia takiego pradu statego, kidrego
moc jest réwna Sredniej mocy pradu przemiennego, w ktérym amplitudy sity elektromo-
torycznej i natezenia wynosza odpowiednio £, 1 I,.

W ogélnym przypadku dla obwodéw zawierajacych dowolne rodzaje oporéw
P=C,-1,-coso

¢ - kat przesuniecia fazowego miedzy silg elektromotoryczng i natezeniem pradu
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V. Drgania i fale sprezyste

@ ® 9 & 6 e 4 * e & e e e ° s 4 5 2 8 8 S e & 8 6 & O e s O B S 5 S s T B S e & 8 " P o 2 s s P s 0

Drgania harmoniczne swobodne (niethimione)
Réwnanie drgan

x=A-sin(wt + ¢)

x — wychylenie ciata z polozeniaréwnowagi

w chwili czasu ¢

A - amplituda drgan (maksymalne wychylenie)

(oot + @) —faza drgan

® — czestos¢ kolowa drgart

¢ - fazapoczatkowadlat =0

0 x(t)

1
O=—, f=?/ 0)=2th

T - okresdrgan, czas jednegopelnego drgania
f — czestotliwosd, ilosé drgarina sekunde

*Ta =0
v =A®-cos(ot + o) /\\ LN
v - predkosc drgajacego ciata 4 e

Y SU—

N/
a=-Aw’ sin(of + @) >
a - przyspieszenie drgajacego ciala ~ AM i
J e
[ T,
w LN,

F=ma=-mAw® - sin(of + ¢) \ ¢ v
m - masa ciala | Aw?

F - sitawywolujgca drganiaharmoniczne

F=-k-x, k=mo? w:\ﬁ
m

k — wspdtczynnik proporcjonalnoscimiedzy sila i wychyleniem
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Energia w drganiach swobodnych

mv:  mA’e’

- = . 2
E = 5 5 cos (ot +¢) . e
E, —energia kinetyczna f R

kx> mA’e® 22
E, =—= -sin’*(wt + ¢) E, mA'o
p 2 2
E,-energia potencjalna t
A
mA2m2 E [ e
E=E +E, = 2 R
—

E —energia catkowita

Catkowita energia mechaniczna ciala wykonujacego drgania harmoniczne przy braku sit
thumiacych jest wielkoscia stata, niezalezng od czasu.

Okres drgasi harmonicznych

T=2n\/E
k

m —masa ciala
k —wspdlczynnik proporcjonalnoscimiedzy silq a wychyleniem

Wahadto matematyczne

N Okres drgan wahadlamatematycznego

T=2n\/z
o I 8

I — diugos¢ wahadla
& — przyspieszenie ziemskie

Masa wahadla jest skoncentrowanaw jed-
m nym punkcie.

Wzér obowigzuje dla matych wychyleri z potozenia réwnowagi (sina = o).



Wahadlo fizyczne

Wahadlem fizycznym jest bryla sztywna zawieszona na osi
réwnoleglej do powierzchni ziemi.
Okres drgart wahadla fizycznego

T=2r 1
\ mgd

I~ momentbezwladnosc bryly wzgledem osi wahari O
m — masa wahadla
d - dlugosé od osi wahadta dosrodka cigzkosci wahadta s

Wzér obowiazuje dla malych wychyleri i polozenia réwnowagi: sin o = o.

%
Wahadto sprezynowe (liniowy oscylator harmoniczny)

Okres wahart wahadla sprezynowego

T=2n\/E
c

¢ ~ wspdtczynnik sprezystoscisprezyny
™ — masa ciata

Drgania harmoniczne w elektrycznym obwodzie drgajgcym
(drgania elektromagnetyczne)

Okres drgari

T =2nJLC -L

C ~ pojemnos¢ kondensatora
L -~ indukeyjnosé cewki

0

Q=Q, -sin(wt + ¢)
Q - ladunek na oktadce kondensatora
Q, - amplituda zmian fadunku
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2n
WW=—-=

T
I=1, cos(wt-9)

5-
@

I - nateZenie pradu w obwodzie
I, — amplituda zmian natezenia

U=%=u0-sin(mt+(p)

U - napiecie na okladkach kondensatora
U, - amplituda zmian napiecia

Energia pola elektrycznego kondensatora

1@ Qf

= T a0 -sin’(of + @)

Energia pola magnetycznego w cewceindukcyjnej

W, = %LIZ = —;—Llf -cos’(wt + @)
Energia catkowita
2 2
W=W,+W, = Q _ I,
2 2

Energia calkowita drgari elektromagnetycznych w obwodzie o zerowym oporze elektrycz-
nym jest wielkoscig stalg, niezalezng od czasu.

Drgania tumione

2
Réwnanie rézniczkowe drgari thumionych Loiit + 2[3 + o2 x=0
x — wychylenie z polozenia réwnowagi

B - wspdlczynnik tumienia
o, - czestos¢ kotowa drgari niettumionych, o, = \/E
m

Jezeli sita oporu (tumienia) F=-b-v ,

(gdzie b ~ wspdhczynnik oporu, V- predkosé ciata), to B = _;L (m—masa ciala).
m



Ed roxa

Rozwigzanie réwnania X

1) Stabe ttumienie B < @,

x=A, e sin(ot + @)
- JoT -
® - czestos¢ kotowa drgart tumionych
A, , ¢ —stale zalezne od warunkéw poczatkowych

A=A, -e ™ A(t)-amplituda w chwili ¢
Logarytmiczny dekrement thumienia

Aé (j) 3 =B8-T T - okres drgar thumionych
2) Silne tlumienie - ruch aperiodyczny B > o, x4}

x=c e ¢, et

a1:B+VBZ—moz S

2
(X‘Z:B— Bz—mu

C,, C, — stale zalezne od warunkdw poczatkowych

Drgania wymuszone. Rezonans
2

d2+25 +0) x—l F(¥)

Réwnanie rézniczkowe drgai wymuszonych
F(t) - sita wymuszajaca
Jezeli F(t)=F, -cosQt, gdzie F, - amplituda sity wymuszajacej, a Q - czestos¢
kotowa tej sily, to: x=A-cos(Qt+¢)
F, 2BQ
4 t (02 _ QZ
m \/ ~ @) +4pQ? °
Maksymalna wartos¢ amplitudy drgariwystepuje przy czestosci rezonansowej

E
Q=Jol-2p>, A = -
P e 2mPo

Wzrost amplitudy drgan zachodzacy wtedy, gdy czestos¢ sity wymuszajacej osiaga
warto$¢ Q, nazywamy rezonansem mechanicznym.

Dla stabego ttumienia (B << @, ) rezonans zachodziprzy Q, = ®,.
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Fale sprezyste

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Réwnanie fali harmonicznej (sinusoidalnej)

Réwnanie fali harmonicznej jednowymiarowej v? ; "
=Cons

A x

t x s

= Asin| 2x| — - — : >
Y sm[ n(T 7‘” S \/x

¥ — wychylenie punktu osrodkaz polozenia

réwnowagi w chwili ¢
A — amplituda fali (maksymalne wychylenie)
T - okresdrgari
x — odleglos¢ punktu od Zrédta fali
A - dlugosc fali

Réwnanie powyzsze obowigzuje réwniez dla fal plaskich
A=v.-T; v=2A-v; u:l
T
v - predkosé fali (predkosé fazowa)
v — czestotliwosé fali

Réwnanie fali harmonicznej kulistej

A, . (t r)
w=—>-sin | 2| ———
7 [ T A

w ~ wychylenie punktu osrodkaz polozenia

réwnowagiw chwili £

A, - amplituda fali w odlegloscijednostkowej od Zrédta fali
r — odleglos¢ od Zrodia fali

Réwnanie rézniczkowe fali jednowymiarowej
Py_1 %

ox? v oot
Réwnanie rézniczkowe fali w izotropowej przestrzeni tréjwymiarowej
P w dw w1 dw

o oy e v oF
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Predkosé fazowa
Predkosé fazowa fal sprezystych podiuznych

v= =
Y

Q - modut écigliwosci Srodowiska
p - gestos¢ srodowiska

a) dla gazéw i cieczy

__vdp
Q= dv
V — objetosc,
p — cidnienie

b) dla cial statych (cienki pret)
Q=E,
E - modul Younga

Predkosé fazowa fal poprzecznychw izotropowym osrodku stalym
\F
v= [—
p
G - modul sprezystosei osrodkana Scinanie

Predkosé fazowa fal poprzecznych biegnacych wzdtuz struny

F - sitanaciggu struny
S - poleprzekroju poprzecznegostruny
P — gestod¢ materiatu struny
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Natezenie fali harmonicznej (sinusoidalnej)
Natezenie fali harmonicznej kuliste] i plaskiej

1
I==p-v-0* A*
2p

2n .
®= T czestosc kotowa fali
A - amplituda fali
p — gestoséosrodka
v — predkos¢ transportu energii (dla fal harmonicznych jest réwna predkosc fazowej)

Predkosc grupowa

Predkos¢ transportu energii przez fale niesinusoidalng to predkoéé grupowa.
Ao

U=—-
dk

u — predkosé grupowa fali

o= ZTn - czestosé kotowa

k= —2% — liczba falowa

U=v-hA —
di

v - predkosé fazowa
A — diugosc fali
dv

o wspdtczynnik dyspersji osrodka



Interferencja fal P
Interferencja to zjawisko nakladania sie fal spéjnych

{0 stalej niezaleznej od czasu réznicy faz) prowadza-
ce do powstania w osrodku, trwalego w czasie rozkla-

du obszaréw wzmocnierii wygaszen. n
T

Maksimum interferencyjne

Warunek wzmocnienia sie fal spéjnych (o stalej nieza-
leznej od czasuréznicy faz) nakladajacych sie w da-
nym punkcie P osrodka: z z2

Ar £

Ar=(r,-r)=nk n=0,+1,%£2,+3,+4,...

A - dlugoscfali

Ar — wartoé¢ réznicy drég przebytych przez fale od ich Zrédet (z,, z,) do miejsca
nafozenia

Minimum interferencyjne
Warunek ostabienia sig fal
Ar=(r,—n) =(2n+1)-%
Fale stojgce

Fala stojaca to wynik nalozeniasie dwéch fal sinusoidalnych o jednakowych amplitudach
i czestosciach biegnacychw przeciwnych kierunkach.

Réwnanie fali stojacej jednowymiarowej

y=2A-cos(—2—T£x+gJ-sin(2t—g)
A 2 T 2

A - amplituda pojedynczej fali skladowej

o — przesuniecie fazowe fal skladowychdla x = 0
A — dlugoséfali skladowej 3
Amplituda fali stojacej y

A(t)=2A- Cos(ZE X+ g) "‘-.__ Wi w :_:"
A 2 E A\ s % fox
Dhugoéé fali stojacej / N LT \i
7\, s = l ;\, “"‘~..-": “"«..-":.
2

W - wezel fali stojacej
S - strzalka fali stojacej
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Polozenie strzalek fali stojacej (miejsca o maksymalnejamplitudzie)
2nx o

—+—=n7 n=0,%£1,£2,%3,...
A 2

Polozenie weziéw fali stojacej (miejsca o zerowej amplitudzie)
2nx o

T+E=(Zn+1)§ n=0,+1,+2,+3,...

Odbicie fali na granicy dwdch osrodkow

Kat padania fali o, jest réwny katowi odbicia o,

AB - plaszczyzna odbicia

AC - czolo fali padajacej

BD - czolofali odbitej

N - normalna wystawionaw miejscu padania fali
AA, — promieri fali padajacej

BB, — promier fali odbitej

Zalamanie fali na granicy dwéch osrodkéw

Prawo zalamania fali N N

sinot v
—=—1=mn, 7:1\‘ c
sinf v,

o - katpadania fali

B - katzatamania fali

v, — predkosé fali w osrodku, z ktérego wychodzi
v, — predkos¢ fali w osrodku, doktérego wehodzi
1, — wzgledny wspélczynnik zalamania osrodka drugiego wzgledem pierwszego

AB — granica orodkéw 11 2

AC - czolo fali padajacej

BD - czolo fali zalamanej

B,B — promiefi fali padajacej

AA, - promien fali zalamanej

N - normalna do plaszczyzny granicznej
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Akustyka

Natezenie dZwigku

_AE

AS A
AE - energia przenoszona przez faledZzwiekowe w czasie At przezplaszczyzne o po-
lu powierzchni AS, prostopadia do kierunku rozchodzeniasie fali

Poziom natezenia dZwieku

B =10log IL dB (decybele)

I - natezenie dZwigku
I, - natezenie odniesienia — granica (prog) styszalnosci dZwieku o czestotliwoéci 1000 Hz
I[,=10"" W/m?

Efekt Dopplera

Efekt Dopplera to pozorna zmiana czestotliwosci
dzwieku odbieranego przez obserwatora zachodza-
ca w wyniku wzglednego ruchu obserwatora
iZrédia dzwigku

a) Zrédlo dZzwieku jest nieruchome, obserwator 2
porusza sie z predkoscia v, w strong Zrédla ‘
V+v,

4

v

v’ — czestotliwosé dZwieku rejestrowana przez obserwatora
v - czestotliwodc dZzwigku wysylanego przez Zrédio
v - predkosé dZzwigku

v, - predkos¢ obserwatora, przy oddalaniu sie obserwatora od Zrédla v, <0
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b) Zrédio dzwieku porusza sie w strone obserwatora, kidry jest nieruchomy
7 V
v-v,

V" ~ czestotliwodé dZzwigku rejestrowana przez
obserwatora

v, — predkos¢ Zrédia przy oddalaniusie Zrodia
od obserwatora v, <0

znaczenie pozostalych symboli jest takie jak
powyzej

*0

c) obserwator i Zrédto dZwieku poruszaja sie, zblizajac sie dosiebie, ich predkosci sg
przeciwnie zwrécone

D”’ . V+V0
v-v,

V" - czestotliwosé dZwieku rejestrowana przez obserwatora

Gdy zwrot wektora predkosci obserwatora v, lub Zrédia v, jestprzeciwny do zatozo-
nego wyzej, nalezy znak predkosci zmieni¢ na przeciwny.



EA aoxa

VI. Optyka

---------------------------------------------------

Odbicie $wiatta

Prawo odbicia $wiatta

o=p

o - katpadania

B - katodbicia

n - normalna do plaszczyzny odbicia

Zwierciadlo plaskie

5
Konstrukcja obrazu tworzonego przez
zwierciadlo plaskie |
AB - przedmiot
A’B’ - obraz |
77 - zwierciadlo
x ~ odleglos¢ przedmiotuod zwierciadla -
y - odleglos¢ obrazuod zwierciadla

Zwierciadlo kuliste wklgste (skupiajgce)

&

1
< |
VV%V\?

Konstrukcja obrazu A’B’ przedmiotu AB
tworzonego przez zwierciadlo wklesle

F - ogniskozwierciadla

O - $rodekkrzywizny

R - promieri krzywizny

y — odleglos¢ przedmiotu

x - odleglos¢ obrazu

f - ogniskowa zwierciadla
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Réwnanie zwierciadla 1 + 1 = 1
xy f
. A'B
owiekszenie obrazu =14=
powk P x| AB
Odleglosé ) .
Powigkszenie Rodzaj obrazu
przedmiotu obrazu r
x>2f f<y<2f 0<p<1 |rzeczywisty, zmniejszony, odwrécony
x=2f y=2f p=1 1zeczywisty, réwny, odwrécony
f<x<2f y>2f p>1 rzeczywisty, powigkszony, odwrécony
O<x<f y<0 p>1 pozorny, powiekszony, prosty

Zwierciadlo kuliste wypukte (rozpraszajgce)

Konstrukga obrazu A’B’ przedmiotu AB tworzonego przez zwierciadto wypukle

AB - przedmiot

A’B’ - obraz

F - ogniskopozorne

R - promierikrzywizny

O - $rodekkrzywizny zwierciadla
x - odleglos¢ przedmiotu

y - odleglod¢ obrazu

Ogniskowa zwierciadla f=- %

N
P~ >

~K]=
|
L

A A 4

Y

Obrazy tworzone przezzwierciadio wypukle sa zawsze pomniejszone, pozorne i proste.
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Zalamanie swiatla

Prawo zalamania
sina Vv,
T =T =y
sinf v,

o - katpadania

B - katzalamania

v, — predkos¢ swiatla w osrodku, z ktdre-
go promien wychodzi

v, — predkosc swiatta w osrodku, do kt6-
rego promieri wchodzi

1y ~ wzgledny wspdlczynnik zatamania osrodka drugiego wzgledem pierwszego

Bezwzgledny wspélczynnik zatamania dla osrodka materialnego

n=—
\

¢ - predkoséswiatla w prozni

v~ predkoséswiatta w danym osrodku

n, Vv,
Ny =—=

n Vv, A,
1y, ~ wzgledny wspdtczynnik zatamania osrodka drugiegowzgledem pierwszego
n, - bezwzgledny wspélczynnik zatamania osrodka drugiego
n, - bezwzgledny wspélczynnik zalamania osrodka pierwszego
A, - diugosé fali swietlnejw osrodku pierwszym
A, ~ dhugos¢ fali swietlnejw osrodku drugim
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Catkowite odbicie wewngtrzne
Zjawisko to zachodzi, gdy $wiatlo wychodzace z osrodka optycznie gestszego padana
granice z oSrodkiem rzadszym pod katem wiekszym od kata granicznego.
1 - odrodek optycznie gestszy
2 - ofrodek optycznie rzadszy
o, — katgraniczny

Kat graniczny to taki kat padania przy kté-
rym kat zalamania wynosi 90’

p, — promien podajacy pod katem gra-

nicznym

p, — promieni padajacy pod katem wiek-
szym od kata granicznego ®

) 1
SmOLg =—
My

1, — wzgledny wspélczynnik zalamania o§rodka optycznie gestszego (1) wzgledem
osrodka optycznie rzadszego (2)

Przechodzenie swiatta jednobarwnego przez pryzmat

¢ - katlamiacy pryzmatu
¥ - katodchylenia promienia przez
pryzmat

Dla matych katéw o, 3, ¢:
¥=(n-1)¢

n — wspolczynnik zalamania materiatu
pryzmatu wzgledem otoczenia

sin ﬁmin + (P

O ,.., — kat minimalnego odchyleniabiegu promienia w pryzmacie, jest to kat wystepuja-
cywtedygdy o, =a, i B, =4,
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FIZYKA

Soczewki

1 1

Réwnanie soczewki l+—=—=(n—1)~
x

y

x — odlegloé¢ przedmiotu od soczewki

y - odlegtos¢ obrazu od soczewki

f - ogniskowa soczewki

_+—_
hoh

1 — wspdlezynnik zalamania materiatu soczewki wzgledem otoczenia

f,, ¥, — promienie krzywizny powierzchni soczewki

dla powierzchniwypuklych  »>0
dlapowierzchniwklestych 7 <0
dla powierzchni ptaskich 7 —> o0

Konstrukga obrazu tworzonego przez

soczewke skupiajaca (f > 0)

rps

owiekszenie p = =
powie p 1B

F - ogniskosoczewki

S - soczewka skupiajaca
AB - przedmiot

A’B’ - obraz przedmiotu

Konstrukgja obrazu tworzonego przez

soczewke rozpraszajaca (f <0)

F - ogniskopozorne soczewki
S - soczewka rozpraszajaca

AB - przedmiot
A’B’ - obraz przedmiotu

S
Y
B >
K ’
.~L..’
A Fiia
E‘f >
* A




VI. Optyka
Przyrzqdy optyczne
1) Lupa

powiekszenie lupy

P=1+? A 7N j’>

d - odleglos¢ dobrego widzenia

< A f
Hal y= d
2) Mikroskop
okular
i iemi obiektyw t
powiekszenie mikroskopu % ;
p= I-d B «—> “
ik Eoariox
A F E

d - odleglos¢ dobrego widzenia P
I - odleglos¢ miedzy obiektywem 5
iokularem < ;

f1 — ogniskowa obiektywu

f, — ogniskowa okularu

3) Luneta
obiektyw
powiekszenie lunety 4
okular
p= _fL B A
fa
A” A’

4 — S— St
f, — ogniskowa obiektywu '4—7—> B” \ BN
£, — ogniskowa okularu v



Zdolnos¢ skupiajgca soczewki

1
7=

f

z - zdolnosé skupiajaca

f — ogniskowa soczewki

Dla ukladu cienkich soczewek umieszczonych w niewielkiej odleglodci od siebie
z2=2,+2,+...+2, =~1—+——+... +—=

z — zdolnoé¢ skupiajaca uktadu
f; — ogniskowa pojedynczejsoczewki

Interferencja Swiatla

Metoda Younga

Warunek wzmocnienia fal §wietlnych
wychodzacychze szczelin z, iz, M

lr,—n|l=n-L 0n=0,1,2734,..

Warunek wygaszania z, L L -+

[r,—n|= (2n+1)-—>§

1, 1, — drogiprzebyte przez faledo miejsca natozenia

A — dlugosc fali Swietlnej

Dla d << L polozenie maksiméw interferencyjnych okreslazaleznosé
d-sind=n-A n=0,1,2,3,4,...

¥ - katpomiedzy osia symetrii uktadu a kierunkiem, pod kt6rym wystepuje maksim
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Siatka dyfrakcyjna
Réwnanie siatki dyfrakcyjnej
dsinG=n-h

d - stalasiatki

n - rzad maksimum gléwnego
n=0,1,2,3,4,...

¥ - kat, pod ktérym wystepuje
maksimum danego rzedu

PLELEL

Zdolnos¢ rozdzielcza siatki dyfrakeyjnej

R:L— - N
Al

Ak — minimalna réznica miedzy dtugosciamifal & 1 A + Ak rozdzielonychprzez
siatke
n - rzad widma

N - ilos¢rysw siatce

Polaryzacja Swiatla przez odbicie

tgo, =n e

o, o, i promient
spoiaryzowany
0.; — kat Brewstera; kat padania, przy kté-
rym promiert odbityjest catkowicie spolary- .
zowany liniowo
n - wspdlczynnik zatamaniaosrodka 8

odbijajacego swiatto wzgledem otoczenia




Vii. Fizvka atomowa i jadrowa
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Promieniowanie termiczne
Zidolnosé emisyjna

AP

(’(U,T)~E

e(v,T) - zdolnos¢ emisyjna ciataw temperaturze T dla promienia o czestotliwo-
sci z przedzialuod v do v+dv {(nieskoriczenie waski przedziat)

AP — moc promieniowania o czestotliwosci z tego przedziatu emitowana przez frag-
ment powierzchni ciata
AS - pole powierzchni tego fragmentu

a(v, T) - zdolnosc absorpeyjnaciata w temperaturze T  dla promieniowania o czesto-

tliwodciz przedzialuod v do v+dv (nieskoriczenie waski przedziat)
P, - moc promieniowania pochlonietego przez cialo

a

P - moc promieniowania padajacego na ciato

Prawo Kirchoffa

Niezaleznie od rodzaju ciala stuszny jest zwiazek:

I

(v, T) = zdolnosc emisyjna ciata doskonale czarnego w temperaturze T dla prze-

dziatu czestotliwodciod v do v+dvu
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Promieniowanie ciata doskonale czarnego

Wzér Plancka

: 2nv° hu

é' ¢ (U’ T) = 2 T
e —1

C.(v, T) - zdolnoséemisyjna ciata
doskonale czarnego w temperaturze T
dla przedziatu czestotliwosci od v
do v+dv
¢ - predkosé swiatla
h ~ stata Plancka

k — stala Boltzmana
¢ — podstawa logarytmu naturalnege

Prawo Wiena

KV .
n = t
el (const)

v, — czestotliwosc odpowiadajaca maksymalnej zdolnosci emisyjnej w danej tem-

n

peraturze T

Prawo Stefana-Boltzmana

E,=c-T*

G - wspékezynnik proporcjonalnosci ¢ =5,67-10° W/m* - K*

E; ~ catkowita zdolnos¢ emisyjna ciata doskonale czarnego w danej temperaturze T

Er = J‘é'i_(u, T)dv
0
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Kwantowe wiasnosci promieniowania elekiromagnetycznego

e o © ¢ o » 8 o e ¢ o o

Zjawisko fotoelektryczne zewnetrzne

Réwnanie Einsteina
E =hv-W
mv’
E = — maksymalna energia kinetycz-

na elektronéw emitowanych z fotokatody
v~ czgstotliwos padajacego promienio-
warnia

h - stala Plancka
v - energia fotonu

+ —
i

W - pracawyjécia dla metalufotokatody
W=h-v,

v, - czestotliwosd graniczna dla metalu fotokatody

Zjawisko Comptona

Wzér Comptona

materiat
rozpraszajacy

promieniowanie
pierwotne
A

.

Ah=K-(1-cost)

AA = A — ), - przyrost diugosci fali
promieniowania rentgenowskiego
rozproszonego pod katem 9

¥ - kat rozproszenia

K= L komptonowska dhugos¢ fali elekironu, K=2,43. 107 m
mc

m — masa elektronu
c - predkoséswiatla

promieniowani€
rozproszone
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Interpretacja Comptona:

zderzenie sprezyste fotonu i elektronu

- ; —
py - ped fotonu przed zderzeniem ps= 7»_1 P

0

= l
pr - pedfotonu po zderzeniu p. = XI

]KZ — ped elektronu

Promieniowanie rentgenowskie

elekirony

Energia kwantu promieniowania rentgenowskiego

2 2
mv mv
ho=AE, = ——- promieniowanie
2 A rentgenowskie
AE, - ubytek energii kinetycznejelektronu \_

hamowanegow materiale anody

Granica krétkofalowa widma ciaglego promieniowania rentgenowskiego

.

he U
min = i . (natezenie v
promieniowania)

A, — Najmniejsza dhugosé fali w widmie

ciaglym

h - stalaPlancka

¢ - predkos¢swiatla

¢~ ladunek elementarny

LI - napiecie przyspieszajaceelektrony
miedzy katoda a anoda

v

A A

Wiasnosci fotonu

Energia masa ped

E=h2 m=— p=

v - czestotliwodé promieniowania
A - dhugosd fali promienjowania
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Model Bohra atomu wodoru

Postulaty Bohra

L. Orbity stacjonarne (dozwolone) spetniaja warunek

/
mvr=n~—-l— n=1,2,3,..
2n

mvr - moment pedu elektronu naorbicie
h - stala Plancka

II. Emisja i absorpcja promieniowania przez atom

et

h=|E,~E

v - energia kwantu promieniowania
emitowanego (badZ absorbowanego) przy
przejsciu elektronu z orbity o numerze n
na orbite o numerze m

E
miedzy ktérymi nastepuje przejcie

E, - energia elektronu na orbitach,

mr

Emisja wystepuje, gdy n > m, natomiast
absorpdja, gdy m > n

Promiente orbit stacjonarnych

Promier orbity stacjonamej:

e, h’

r,=—t——sn=n*r, n=1,2,3 ..
T-m-e

g, - przenikalnosc elektryczna prézni

m — masa elektronu

e - ladunek elementarny

h - stala Plancka
7, ~ promieri Bohra, 7, =0,53-107" m
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Energia elektronu

Energia elektronu na n-tej orbicie stacjonarnej

1
E,=-—————=—'FE 1n=1,2,3,..

E, - energia stanu podstawowego E; = -13,6 eV

Energiajonizacji E, = |E,|=13,6 eV

Emisja promieniowania przez atom

1
%:R(%——J, n>m
m- n

L - dhugos¢ fali promieniowania emitowanego przez atom przy przeskoku elektronu
z orbityonumerze n na orbiteo numerze m

R - stalaRydberga, R ~1,097-10"m"™

Seria Lymana

F_ =0
1 1 1 ——
x:R(l—z__zjz n=2,34,.. - {22
n B l seria Paschena
E
Seria Balmera 2 seria
Balmera
1 1 1
X: R[Z_Z_F)’ n=3,4,5,...
Seria Paschena
1 1 1
X:R(?—}?—), 7124,5,6,... o - n=1

seria Lymana

Seria Bracketta

%zR(%—%) n=5,6,7,...
n
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Fale materii

Wzér de Broglie’a

=l
p

A — dlugos¢ fali materii zwiazanej z poruszajaca sie czastka materialng
p - pedczastki

Réwnanie Schridingera

Réwnanie Schrgdingera (postaéstacjonarna —niezalezna od czasu)

o’y dy 'y 2m
+ + . (E-U)-y=0
(83(2 ay’ Yoz T ( )V

v (x,y, z) - funkqa falowa okreslajaca potozenie czastki w przestrzeni
(x,y,z) - wspdlrzedne polozeniaczastki

E - energia catkowita czasteczki

U(x,y,z) - energia potendjalna pola sit, ktrym podlega czastka

h - stala Plancka
[az ?* 9

Fea + 5;2_ + gJ — operator Laplace’a (A)

Prawdopodobieristwo dp znajdowania si¢ czastki w otoczeniu o objetoscidV wokat
punktuo wspéhrzednych (x, y, z) wynosi:

dp=|y| -dv

N A

y* - oznacza funkcje zespolong sprzezona z funkcja Wy
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Zasadanieoznaczonosci
Ax-p,>h Ay-p,>h Az-p,=h

Ax, Ay, Az — przedzialy wspétrzednych w otoczeniu danego punktu przestrzeni
(x,, z), wktérychmoze znajdowac sie czastka

Ap., Ap,, Ap, - przedzialy nieoznaczonosciskladowych wektora pedu czastki

AE-At>h
AE - przedziat nieoznaczonosci energii czastki, ktcrej czas przebywania w danym stanie
energetycznym wynosi At.

Liczby kwantowe

Energia elektronu

1 7% met
"ont 8K ?

o

n — gléwnaliczbakwantowa n=1,2,3, ...

Z - iloé¢ protonéw w jadrze
m — masa elektronu
e~ ladunek elementarny

Orbitalny moment pedu elektronu

L= l(I+1)-n

I - orbitalna liczba kwantowa 1=0,1,2,...,(n-1)

Orbitalny moment magnetyczny elektronu

- e -

Hy =

2m
e h
183 =7n:l—'1 l(l+1)=ugql(l+1)

U, - magneton Bohra M, =9,27-10

-24 l



EZ] 1oxa

Rzut wektora orbitalnego momentu pedu elektronu na kierunek zewnetrznego poli§
magnetycznego 5

L =m-h

m, — magnetyczna liczba kwantowa 1,
przyjmuje wartoscicatkowite z przedziatu:
-1,-(1-1),...-1,0,1,...,(1-1),1

My, = -1 U
i, — rzut wektora orbitalnego momentu
magnetycznegona kierunek polamagne-

tycznego
oSO = —
JI(I+1)

Wiasny moment peduelektronu (spin)

L = \/s(s +1)-n s - spinowaliczba kwantowa, s= %

LB
2

Spinowy moment magnetyczny elektronu

—

s =205 -s(s+1)

e~

Rzut wiasnego momentu pedu (spinu) na kierunek polamagnetycznego

LSZ = mS ’ h
m, - spinowamagnetyczna liczba kwantowa m, przyjmuje dwie wartosci
1 1
m,=—=,+—
202
eh
usz = _7715 T = i“B
m

U, — rzutspinowegomomentu magnetycznegoelektronuna kierunek pola magnetycznego



VIL Fizyka atomowa i jgdrowa | Fizyka jgdrowa m

~ Fizyka jadrowa

Promieti jgdra atomowego
1

R=r, A3

R - promierijadra

r,=1,4-10"m

A - liczba masowa jadra — sumaliczb protonéw i neutronéw w jadrze

Energia wigzania jgdra
E,=AMc’
E, - energiawiazaniajadra

AM - niedobdr masy jadra
AM=Z-m,+(A-Z)-m,-M

Z - liczba protonéw w jadrze (liczba porzadkowa)
m, — masaprotonu

(A-2Z) - liczbaneutronéw wjadrze

i, — masaneutronu

M - masajadra atomowego

Rozpady promieniotwdrcze
Schematy rozpadéw promieniotworczych
1) Rozpad o

AX — 43Y+ 3He

X - symbol chemiczny jadra przed rozpadem
Y - symbol chemiczny jadra po rozpadzie



2) Rozpad 3.
AX — LAY+ Je+v,
%e - elektron (czastkaB_)

V. — antyneutrino elektronowe

e

3) Rozpad B,
2X — AY+ le+v,

e - pozyton
Vv, - neutrino elektronowe

€

Prawo rozpadu promieniotwdrczego

N=N,-e™=N,- 2_(%)

N - liczbajader promieniotwdrczych
poczasie t

N, - poczatkowa liczba jader

A - stalarozpadu

A=1n2
T H
T - okres polowicznego zaniku T >
t
_AN
At

A — aktywnosé Zrédla promieniotwoérezego — ilos¢ rozpadéw na sekunde

A=A-N



"TABLICE

chemiczne



Pierwiastki chemiczne

N Liczba Masa Stopiefi . >
Pierwiastek Symbol Abomawa molowalg] u tler{)ienia Elektroujemnos¢
Aktyn Ac 89 (227) +11I 1,1
Ameryk Am 95 (243) +1II 1,3
Antymon S 51 122 +11,+V 1,9
Argon Ar 18 40 - -
Arsen As 33 75 +1IL+V 2,0
Astat At 85 (210) +VIL+L+V 22
Azot N 7 14 +111, + I 3,04
Bar Ba 56 137 +11 09
Berkel Bk 97 (249) +1II
Beryl Be 4 9 +11 1,5
Bizmut Bi 83 209 +1I1, - 111 1,9
Bor B 5 1 +1HI 2,0
Brom Br 35 80 +1 28
Cer Ce 58 140 +1L+1V 1,1
Cez Cs 55 133 +1 0,7
Chlor a 17 355 +VIL +1 3,0
Chrom Cr 24 52 +1IL, + VI 16
Cyna S 50 119 +1V 18
Cynk n 30 65 +11 1,6
Cyrkon Zr 40 91 +1v 14
Dysproz Dy 66 162,5 +1 1,1
Einstein Es 99 (254) +11 ~12
Erb Er 68 167 +1II 1,2
Europ Eu 63 152 +1L +11 1,0
Ferm Fm 100 (257) +11I ~1,2
Fluor F 9 19 +1 4,0
Fosfor P 15 31 +1II,+V 2,1
Frans B 87 (223) +1 0,7
Gadolin Gd 64 157 +1II 1,1
Gal Ga 31 70 +1I1 1,6
German Ge 32 72,5 +IvV 1,8
Glin Al 13 27 +1II 15
Hafn Ht 72 178,5 +1V 13
Hahn Ha 105 (260) +V
Hel He 2 4 -
Holm Ho 67 165 +1II 1,2
Ind In 49 115 +1I 1,7




CHEMIA

Pierwiastek Symbol at];)l;z(l));a moloMasv;Z lg] ufl?:;lei‘ia Elektroujemnos¢
Iryd Ir 77 192 +10, + IV 22
Tterb Yb 70 173 +11I 1,1
Itr Y 39 89 +111 1,3
Jod J 53 127 +1 2,5
Kadm Cd 48 1125 +1I 1,7
Kaliforn Ct 98 (251) +1I ~1.2
Kiur Cm 96 (247) +10 ~1.2
Kobalt Co 27 59 +1I 1,8
Krypton Kr 36 84 +1 -
Krzem Si 14 28 +1V, -1V 1,8
Ksenon Xe 54 131 +VI -
Kurczatow Ku 104 (257) +1V -
Lantan La 57 139 +11I 1,1
Lorens Lr 103 (251) +1I -
Lit Li 3 7 +1 1,0
Lutet Lu 71 175 +11I 1,2
Magnez Mg 12 24 +1I 12
Mangan Mn 25 55 +11,+ VI 1,5
Mendelejew Md 101 (256) +1I0 ~12
Miedz Cu 29 63,5 +10 19
Motibden Mo 42 96 +VI 18
Neodym Nd 60 144 +1I 12
Neon Ne 10 20 - -
Neptun Np 93 (237) +V 1,3
Nikiel Ni 28 59 +11 1,8
Niob No 41 93 +V 1,6
Nobel No 102 (254) +1I -
Oléw Pb 82 201 +IL+1V 18
Osm Os 76 190 + VI, + VIII 22
Pallad Pd 46 106 +11 22
Platyna Pt 78 195 +IL+1V 22
Pluton Pu 94 (244) +1IV 1,3
Polon Po 84 209 +1V, +11 2,0
Potas K 19 39 +1 08
Prazeodym Pr 59 141 +1I 1,1
Promet Pm 61 (145) +1I 1,1
Protaktyn Pa 91 (231) +V 1,5
Rad Ra 88 (226) +11 09
Radon Rn 86 (222) +1I -




Pierwiastki chemiczne m

o Liczba Masa Stopieri . s

Pierwiastek Symbol atomowa molowa [g] utlenienia Elektroujemnose
Ren Re 75 186 + VI +1V 1,46
Rod Rh 45 103 +11 2,2
Rie¢ Hg 80 200,5 +11 1,9
Rubid Ro 37 85,5 +1 0,8
Ruten Ru 44 101 +1IV 2,2
Samar Sm 62 150 +100, + 11 1,2
Selen Se 34 79 +VI, -1 24
Siarka S 16 - 32 +VI, -11 25
Skand Sc 21 45 + 11T 1,3
Séd Na 11 23 +1 09
Srebro Ag 47 108 +1 1,9
Stront Sr 38 81,5 +11 1,0
Tal Tl 81 204 +1I 18
Tantal Ta 73 181 +V 1,5
Technet Tc 43 99 +IV,+ VI 19
Tellur Te 52 121,5 +VI -1 21
Terb. Tb 65 159 +111 11
Tlen @) 8 16 -1 35
Tor Th 90 232 +1V 1,3
Tul Tm 69 169 +1II 1,1
Tytan T 22 43 +IV 15
Uran U 92 238 +VI 1,7
Wanad \Y 23 51 +V 1,6
Wapni Ca 20 40 +11 1,0
Wegiel C 6 12 +1IV,-1V 2,5
Woddr H 1 1 +1 2,1
Wolfram W 74 184 +VI 11
Zloto Au 79 197 +1II 2,4
Zelazo Fe 26 56 +11,+ 10 1,9

Wartosci w nawiasach dotycza mas molowych najtrwalszych lub najlepiej znanych izotopéw.



B3 cueva

Niektdre pierwiastki i zwigzki nieorganiczne

Nazwa Symbol Gestosé Temperatura Temperatura
Tub wz6r w gfem? topnieniat, w'C wizeniat w'C
Amoniak INH, 0,77 -78 -33
Chlorek amonu NHC 1,54 - sublimuje przy 335
Azotan(V) amonu NH,NO, 1,73 169 rozklad od 200
Siarczan(VI) amonu (NH,),SO, 1,77 513 rozklad
Antymon So 6,69 630 1635
Tlenek arsenu(I) AsO, 3,86 290 457
Azot N, 0,808¢ 210 1958
Tlenek azotu(IV) NO, 1,894 ~11 21
Tlenek azotu(Il) NO 1,208¢ -164 -152
Kwas azotowy(V) HNO, 1,51 -47 rozklad od 86 |
Bar Ba 3,65 710 1690
Chlorek baru BaCl, 3,09 955 1592
Wodorotlenek baru Ba(OH), 449 78 103
Brom Br, 3,14 -7 59 |
Bromowodér HBr 2,169¢ -87 -67
Chlor Cl, 1,65¢ -101 -3
Chlorowodor HA 1,187¢ 112 -85 |
Kwas chlorowy(VII) HCO, 1,76 ~-112 39
Chrom G 7,19 ~1900 ~2300 |
Cyna S 7,28 232 2350
Cynk /n 7,13 419 907
Chlorek cynku(I) ZnCl, 2,91 313 732
Tlenek cynku(Il) 547 1975 | sublimuje przy 1800
Fluor E, 1,51c -220 -188
HFuorowodér HF 0,960c -88 20
Glin / Al 2,70 660 2500
Tlenek glinu(II) ALO, 3,90 2045 ~3000
Siarczan(VI) glinu(III) AL(SO,), 2,71 rozktad od 600 -
Hel He 0,126¢ -272,1 -268,9
Jod I, 4,94 114 185
Jodowodér H 5,79 -51 35
Kadm Cd 8,64 321 767
{_Kobalt Co 8,83 1490 ~3000
Ssem Si 2,33 1413 2630
krzemu (kware) | SiO, 2,6 ~1470 2590
Mg 1,74 650 1120 |
w nezu MgCl 2,32 712 1420




| GRUPY GROWNE GRUPY GEOWNE
o
4
ol 1A 1A (2) A (13) | IVA(14) | VA5 | VIAQ16 | VIIA(17) | VIIA (18)
1 H 2 He
boph 0 Symbol pierwiastk ; :
99,98 0,02 . A — mbol pierwiastka 0
1% - Liczba atomowa —|79 u Y P ‘Il'f,'::m .
208(1-) 1,318 197 Liczba masowa 2,379
1s! 100 Zawarto$¢ w naturalnej 187
Wod6r Promien atomowy w pm —|144 PR mieszaninie izotopéw w % atomowych Hel
Li Be Promieri jonowy w pm —137(1+) 0,896 \< Elektroujemno$é (wg Paulinga) B C N O F Ne
3 4 Eadunekjonu — [ [Xe]6s'4f*5d'_| Energia jonizacji (MJ -mol"') 5 6 7 8 J 10
0 4 a 1 Zoto 1011 12 13 14| 15 6 17 18| 19 0 21 2
74 92,6 100 Nazwa ) ) 19,6 80,4 989 1,1 996 04 wg 004 02100 909 .03 88
2|152 1,0 |12 1,5 Konfiguracja elektronowa 98 2,0 |91 3,0 35 4,0 |160
74(1+) 0,526 | 35(2+) 0,906 23(3+) 0,807 |16(4+) 1,093 [ 16(3+) 1,407 | 140(2-) 1,320 | 131(1-) 1,687 2,087
[Hel2s! [He]2s? [HeJ2s?2p! [Hel2s2p [Hel2si2p! [He]2s?2 [He]2si2pe [Hes22pe
Lit Beryl Bor Wegiel Azot Fluor Neon
Numer grupy 1
a(,M 2 Ol 7 Ar
4 =z g tradycyjny zalecony przez IUPAC (1985) 13 14 15 16 17 18
23 24 25 26 27 28 29 30| 31 32 33 3435 37 36 38 40
100 78,7 10,1 11,2 Z 100 92,2 4,7 3,1[100 950 08 442|755 24,5 03 01 9906
3186 0,9 |[160 12 GRUPY POBOCZNE 143 1,5 132 1,8 128 2,1 127 25 “l= 3,0 190
102(1+) 0,502 | 72(2+) 0,744 0,584 [40(4+) 0,793 |44(3+) 1,018 |184(2-) 1,006 [181(1-) 1,257 1,527
(elae! [Nejs} VB (5 VIB (6 VIIB VIIB(@®) | VIIB(9) | VIIB(10) | IB(1 dpt | INelsapt | [Nespt | INelstpt | INeliwapt | Nepp
S6d Magnez 1B (3) IVB(4) ®) © @ ® Q@ ) (11 1B (12) Krzem Fosfor Siarka Chlor Argon
.
19 K 20 Ca 21 SC 22 Il 23 V 24 Cr 25 Mn 26 Fe 27 CO 28 Nl 29 Cu 30 Zn 31 Ga 32 Ge 33 AS 34 Se 35 BI‘ 36 KI‘
39 40 41 [40 42 44 | 45 46 47 48 [50 51 50 52 53 | 55 54 56 57 | 59 58 60 62 |63 65 64 66 68 |lev 7 0 7 7 | 75 0 82 |7 s T
93,1 001 69(970 06 21100 79 73 740 | 02 998 43 838 95100 58 917 22|100 67,9 262 36691 30,9 48,9 27,8 186|604 39,6 20,5 274 36,5[100 198 921505 495 1,6 569 17,4
4 [pireiconR|remusT s R s e e s s B s e s R S Bl Wl 2o RSB B R a3 | 16 |122 16 |d2daBE [a25 2.0 24 2.8 |00
138(14) 0,425 | 99(2+) 0,596 | 75(3+) 0,637 | 61(4+) 0,664 | 545+ 0,656 | 633+) 0,659 | 83@+) 0,724 | 64(3+) 0,766 | 65(+) 0,764 [ 69(2+) 0,743 | 7224) 0,752 | 7424 0,913 | ©23+) 0,585 [ 53@+) 0,768 | 58(3+) 0,953 [1982) 0947 [195(1) 1, 1,357
[Ar]as! [Arjas? [Ar]ds®3d! [Ar]ds®3d? [Arjasad® [Ar]as'3d® [Ar]4s3d® [Ar]ds'3d® [Ar]4s'3d [Ar]ds3d* [ArJas'3gn [Aras’3d" | [Arjas3dvap! | [Arlasi3d™ap? | [Arls3dap! | [Arlasi3dpt | (Ar]4s3daps | [Aras3dap.
Potas Wapi Skand Tytan Wanad Chrom Mangan Zelazo Kobalt Nikiel Mied z Cynk Gal German Arsen Selen Brom Krypton
37 Rb 38 Sr 39 Y 40 Zx 41 Nb a2 Mo 43 Tc 1 Ru 45 Rh 46 Pd 47 Ag 48 Cd 4 In 50 Sn 51 Sb 5 Te |s I - Xe
85 87 8 87 88 | 8 90 92 9% | 93 92 9% 9% |- 101 102 104 |103 105 106 108|107 109 11 112 114|113 115 16 118 120|121 123 127 128 130 [127 129 131 132
72,2 278 99 7,0 825[100 515 171 17,4 [100 159 165 238 |- 17,1 316 1861100 22 273 267| 514 48,6 |127 241 288 43 957 143 240 328|572 428  [187 318 345(100 264 212 26,9
5 | suseiomaninrE i s T s e R s e e R T e R EE R R R R (140 gpRBlEEEEEA 150 1e |15 19 |14 iR 25 |220
149(14) 0,409 | 112(2+) 0,556 | 92(3+) 0,622 | 72(4+) 0,666 [ 64(5+) 0,670 | 60(6+) 0,691 |~ 0,708 | 62(4+) 0,717 [ 68(3+) 0,726 | 86(2+) 0,811 |115(14) 0,737 | 95@2+) 0,874 | 813+) 0,565 | 71(4+) 0,715 | 76(3+) 0,840 |221(2) 0,876 [21601-) 1,015 1,177
[Kr]5s' [Kr]5st [Kr]5s24d! [Kr]5s2d? [Kr]5s'4d* [Kr]5s'4d® [Kr)5s'4de [Kr]5s'4d’ [Kr]5s'ad® [Kr]dd" [Kr]5s'aqm [Kr)5s4d | (Kelssi4d©sp! | [Kelsstadsp: | (Kelssadnsps | [Krlssiadspt | [Krlssiadvspe | [Krjssadvsp
Rubid Stront Itr Cyrkon Niob Molibden Technet Ruten Rod Pallad Srebro Kadm Ind Cyna Antymon Tellur Jod Ksenon
* . -
55 Cs 56 Ba 57 La 72 Hf 73 Ta 74 A4 75 Re 76 Os 77 Ir 78 Pt 79 All 80 Hg 81 T1 82 Pb 83 Bi 84 Po | At 8 Rn
133 136 137 138 (138 139 177 178 180|180 181 182 184 186|185 187 189 190 192191 193 194 195 196|197 199 200 202]|203 205 206 207 208|209
100 78 11,3 717 01 99,9 [185 271 352| 0,01 99,99 |264 307 284|371 62,9 161 264 410 373 62,7 329 338 253100 168 231 298| 29,5 70,5 236 226 523(100
6 |28 vioelaaze oalasz A dsee da | aa s a7t s 187 e 1sd e e i 2i2 a9 2 i e s agnalas0 e lazo . 1800175 18 ifass 1,9 jie7 20 2%
170(1+) 0,382 | 136(2+) 0,509 [ 114(3+) 0,544 | 71(4+) 0,68 64(5+) 0,767 | 65@4+) 0,776 | 63(4+) 0,766 | 63(4+) 0,85 63(4+) 0,88 80(2+) 0,87 |137(1+) 0,896 [102(2+) 1,013 | 150(1+) 0,596 |118(2+) 0,722 [102(3+) 0,710 | 67(6+) 0,818 1,040
[Xe]6s' [Xe]6s? [Xe]6s?5d’ [Xel6s’4fi5d? | [Xe]6s*f5d® | [XeJos'afSdt [ [Xel6s4f5d® | [Xelos™4f'5d* | [Xel6s*f5d” | [Xel6s'4fSd’ | [Xe]6s'dfusdn | [Xe]6sf5d™ | [Xelos'af*5dl6p' | [Xelasdf'Sdep? | [XelosafSop' | [Xefowdf 5 0p* | [Xelosatisdtop: | [Xefosdt ol oy
Cez Bar Lantan Hafn Tantal Wolfram Ren Osm Iryd Platyna Zioto Rtgé Tal Oléw Bizmut Polon Astat Radon
* % I
o FI | Ra | Ac” | Ku
7= 0,7 |- 09 |188 11 |- i —
180(1+) - 143(2+) 0,516 [ 118(3+) 0,67 |- e 58 Ce 59 Pr 60 Nd 61 PIII 62 SII[ 63 Eu 64 Gd 65 Tb 66 Dy 67 Ho 68 Er 69 Tm 70 Yb 7 Lu
[Rn]7s! [Rn]7s* [Rn]7s%6d" [Rn]7s%6d*  |136 140 142 [~ 142 144 146 |- 147 152 154 {151 153 156 158 160 159 162 163 164 [165 166 167 168|169 172 973 a7 izs 10
Frans Rad Aktyn Kurczatow | 02 885 11,2 |- 271 239 172|- 150 26,7 227 | 478 522 205 249 219100 252 250 28,2100 334 229 271100 218 16,0 319|974 20
188 U 1l R a2 i PR T8 6 R S L BRI O L |G 179 N e ISR IPE I 1,27 || 174 1.2 {173 1,2 |77 1,2 |19a R fE2 l
« [1013+) 0,534 |1003+) 0,529 [ 98(3+) 0,536 | 96(3+) 0,542 | 96(3+) 0,549 |117(2+) 0,553 | 94(3+) 0,598 | 93@+) 0,570 | 923+) 0,587 | 913+) 0,586 | 89G+) 0,595 | 874y 0,601 | S6Ch) 0610 | o1 00
Xe]6sf Xel6si4f [Xe)6st4ft [Xe]6s4f* [Xe]6s4fe [Xe]6siap Xel6s?a g5 1652 16524610 Xel6s4f!! e oNEsH X a8 Sali
Lantanowce [Xe]6s [Xe] et X . [Xel 75d [Xel6si4f® [Xe]6s4f [Xe]6s4f [Xelo [XeJosil IXe ot TN
Cer Prazeodym Neodym rome| amar urop Gadolin Terb Dysproz Holm Erb Tul e Lutet
wTh [Pa |, U |sNp |wPu |;Am |, Cm |,Bk |, Cf |, Es |, Fm |, Md |, No |, Lr
232 - 234 235 238 |- L & py a i
100 - 001 07 9931~ = -, - 2 -
B DA A s e o N s R P TSR B T S e | o ” ) L g ]
w% |100(4+) 0,675 [113(3+) ~ 73(6+) 0,59 | 95(4+) - 80(4+) 0,57 [100(3+) 0,59 | 98(3+) - il ) i .
Aktynowce [Rej7zedt ¥ (ka7 Eed Bl Rnl76BrC A IR zeio b ) A (Rl 7 Y [RnJ7$5f | [Rn)7s5p6dr | [Rl7siSe | [Rnj7ssfe | [Rnj7ssf [RnJ75751 [Rn|75750 eprwses | oo
y Tor Protaktyn Uran Neptun Pluton Ameryk Kiur Berkel Kaliform Einstein Ferm Mendelew Nl )




0 g

g GRUPY GEOWNE A | GRUPY GEOWNE
[S) IA (1) IA (2) IIIA (13) IVA (14) VA (15) VIA (16) | VIIA (17) | VIIA (18
Charakter tlenku przy typowym stopniu utlenienia i
253 0,084 ( ) 269 0,17
259 ! ! 270
1,008 4,003
1 Temperatura wrzenia 2970 19,31 Gestosé w g/cm?® w temperaturze 25'C P‘ A
1 Temperatura topnienia — 1063 (gazy w kg/cm?) €
I, -1
ol Masa atomowa —— 196,97 | Symbol pierwiastka -
ciala stale
1330  0,53|2480 1,85 Liczba atomowa ——— 79 u i 3900 2,34 (4830 2,26 [-196 1,17 |-183 1,33 [-188 1,58 |-246 0,84
180 1280 T 1 (2030) 3730 210 219 220 -249
6,94 - 9,01 Nazwa —+— Zloto 10,81 12,01 14,01 16,00 19,00 20,18
2 Li| Be N O | Ne
3 4 5 6 9 10
1 1 Stopieri utlenienia 11 v v, - -I1, VI -1 -
Lit Beryl Bor Wegiel Azot Tlen Fluor Neon
892 097|1110 1,74 Numer grupy 2450 2702680  2,33| 280 1,82 445 207] 35 295[-186 1,66
98 650 ; ; 660 1410 44 119 -101 -189
tradycyjny zalecony przez IUPAC (1985)
22,99N 24,31 26,98 28,09 30,97 32,06 35,45 39,95
e N
3 a M N [ Si Ar
GRUPY POB -
1 2 VS Hhpehin 13 14 15 16 17 18
' " e IVB (4 VB (5 VIB VIIB (7 VIIB (8) | VIIB(9)| | VIIB (10 IB (11 11B (12, = v i o o a
S6d Magnez ) ) ©) ©) @) ®) ©) (10) (an (12) Glin Krzem Fosfor Siarka Chlor Argon
760 0,86 | 1490 1,55 | 2730 3,0 | 3260 4,5 | 3450 5,8 [ 2642 7,19 12100 7,43 13000 7,86 2900 8,90 2730 8,90 |2600 8,96 | 906 7,14 | 2400 5,91 (2830 5,32 613 572 | 685 4,80 58 3,12 |-152 3,48
64 838 1540 1670 1900 1900 1250 1540 1490 1450 1083 419 30 937 - 217 -7 -157
39,10 40,08C 44,96 S 47,90 % 50,94 52,00 C 54,94 55,85 58,93 58,71 0 63,55 65,37 69,72 72,59 74,92 78,96 79,90 83,80
4 a @ Ti rl Mn| Fe| Ca| Ni| Cu| Zn|_ Ga| Ge| _As|  _Sel _DBr| Kr
19 20 21 22 25 27 29 30 31 33 35 36
1 11 111 v, 11 v, I 111, VI 11, VII 101, 11 11, T 11, 111 I, 1 11 111 v, I I, v -1, IV -1 -
Potas Wapni Skand Tytan Wanad Chrom Mangan Zelazo Kobalt Nikiel MiedZ Cynk Gal German Arsen Selen Brom Krypton
688 1,53 1380 2,6 [ 2930 4,5 | 3580 6,49 4900 8,55 | 5560 10,2 | (4600) 11,5 [ 3900 12,2 (3730 12,4 13125 12,0 {2210 10,5| 765 8,65 | 2000 7,31 12270 7,30 |1 1380 6,68 | 1390 6,24 (183 4,94 [-108 5,49
39 770 1500 1850 2420 2610 2140 2300 1970 1550 961 321 156 232 631 450 114 -112
85,47 87,62 S 88,91 91,22 92,91 95,94 98,91 101,[){{ 102,91 h 106,4 107,87 112,40 114,82 118,69S 121,75 127,60 126,90 131,30
5 r VA Mo u L A In n Te Xe
37 38 39 40 41 46 47 g 48 49 50 51 52 53 54
I 11 111 v v, 11 VI,V VII 1V, III 111, l,L[ 11, IV I 11 111 A1 I, v -1, IV -1 -
Rubid Stront Itr Cyrkon Niob Molibden | Technet Ruten Rod Pallad Srebro Kadm Ind Cyna Antymon Tellur Jod Ksenon
690 1,87 | 1640 3,5 3470 6,17 | 5400 13,1 | 5430 16,6 | 5930 19,3 15630 21,0 | 5500 22,4 14500 22,5 |3825 21,4 12970 19,3| 357 13,63|1460 11,85(1740 11,4 | 1560 9,8 1962 9,4 1335 -|-62 9,23
29 714 920 2000 3000 3410 3180 3000 2450 1770 1063 -39 303 327 271 254 302 -71
132,91C 137,34B 138,‘,i1-, % 178,49 f 180,95T 183,85 186,2 190,20 192,22I 195,09 196,97 200,59 204,37 207,2 208,98 & (209) (210) (222)
6 S a a| H a Re S ) Au| g Bi n
55 56 57 72 73 74 75 6 79 I 81 82 83 84 85 86
It 11 111 v \'% VL,V VIl 1V, vIiL TRk v, I1 1, 1 I, I I, 1T 1, IV 1, v I, IV -1, 10 -
Cez Bar Lantan Hafn Tantal Wolfram Ren Osm Iryd Platyna Zloto Rteé Tal Oléw Bizmut Polon Astat Radon
(680) ~[ 1530 513200 =|- -
(27) 700 1050 -
(223) 226,03 (227) ok (260)
7 ) : u 3470 6,78 | 3130 6,77 | 3030 7,00 | (2730) - (1900 7,54 (1440 5,26 {3000 7,89 12800 8,27 | 2600 8,54 2600 8,80 [ 2900 9,05 | 1730 9,33 1430 6,98 13330 9,84
87 88 89 104 795 935 1020 (1030) 1070 826 1310 1360 1410 1460 1500 1550 824 1650
5 L i i Aktynm Ry 140,12(: 140,91P 144,24 |(145) 150,4S 151,9i3 157,25 |158,93 162,5]0) 164,91111 167,26E 168,93  |173,04 ' [174,97
rans atow
e r m u o r| Tm Lu
" 60 61 62 65 66 y 67 68 69 70 71
Tiatit 111, IV 111, 1V 111 it 100, 01 100, 11 111 11, IV 111 jits 111 111, 11 110, 11 111
antanowce Cer Prazeodym | Neodym Promet Samar Europ Gadolin Terb Dysproz Holm Erb Tul Iterb Lutet
4200 11,7 |- 15,4 (3820 18,90 |- 20,4 13230 19,8 12600 11,7 |- 71- -|= -|= -|- -|- -|- - |- -
1700 (1230) 1130 640 640 850 - - - - - - - -
232,04 231,04 238,03 237,05 (244) (243) (247) (247) (251) (254) (253) (258) (256) (256)
= B0 1 92 94 96 98 99 100 101 102 103
Kiktvncwes v 111, 1V VI, vV VI, V 1V, VI 111, 11 111 11, IV 111 - - - - -
Y Tor Protaktyn Uran Neptun Pluton Ameryk Kiur Berkel Kaliform | Einstein Ferm Mendelew Nobel Lorens




Niektore pierwiasthki i zwviazki nieorganiczie

Nazwa Symbol Gestosé Temperatura Temperatura
Tub wzér w gfem’ topnieniat, w'C wrzeniat, w'C

Tlenek magnezu MegO 3,65 2640 2800
Siarczan(VI) magnezu MgSO, 2,66 1127 rozklada sie
Mangan Mn 7,21 1244 ~2100
Miedz Cu 8,92 1083 2350
Chlorek miedzi(IT) Cudl, 3,05 630 655
Tlenek miedzi(T) Cu0 6,0 1232 1800 rozklada sie
Tlenek miedzi(Il) CuO 6,45 rozklad od 1336 -
Siarczan(VI) miedzi(IT) CuS0, 3,61 200 rozktad od 650
Nikiel N 8,90 1453 ~2900
Olsw Pb 11,34 327 1750
Azotan(V) otowiu(Il) Pb(NO,), 453 rozklad od 200 -
Tlenek otowiu(Il) PbO 9,53 890 1410
Tlenek otowiu(Il)

Tlenek otowiu(IV) Pb,0O, 9,10 rozktad od 830 rozktad w 500
Platyna Pt 21,45 ~1710 ~4000
Potas K 0,86 64 760
Azotan(V) potasu KNO, 211 380 rozklad od 400
Bromek potasu KBr 2,75 742 1382
Chloran(V) potasu KCIO, 2,32 rozklad od 356 rozklad w 400
Chlorek potasu NG 1,98 770 1405
Cyjanek potasu KCN 152 623 1600
Dichromian(V1) potasu KCr,0, 2,69 395 rozkiad od 500
Manganian(VII) potasu 2,70 rozklad od 240 -
Weglan(IV) potasu K,CO, 2,43 897 rozklad
Wodorotlenek potasut KOH 2,04 360 1327
Rtgé Hg 13,59 -39 357
Chlorek rteci(Il) HgClL, 542 277 304
Tlenek rteci(Il) HeO 11,14 rozktad od 100 -
Siarka (rombowa) S 2,06 113 445
Ditlenek siarki SO, 1,460¢ -76 -10
Kwas siarkowy(VI) HSO, 1,83 1 rozktad od 338
Kwas siarkowodorowy HS 0,950s -86

Tlenek siarki(VI) SO, 2,75 17 45
Sod Na 0,97 98 883
Azotan(V) sodu NaNO, 2,25 310 rozklad od 380
Chlorek sodu NaCl 2,16 800 1465
Siarczan(VI)sodu Na,SO, 2,69 884 -
Weglan(IV) sodu Na,CO, 2,53 852 rozktad od 1600
Wodorotlenek sodu NaOH 2,13 120 390




Ed curvia

Nazwa Symbol Gestos¢ Temperatura Temperatura
lub wzér w g/em® topnieniat, w'C wrzeniat w'C

Srebro Ag 10,50 960 2200
Azotan(V) srebra AgNO, 4,35 209 rozklad od 444
Tlen 0, 1,141c 219 -183
Wapri Ca 1,54 845 1439
Chlorek wapnia Ca(l, 2,15 772 > 1600
Fluorek wapnia CaF, 3,18 1392 2500
Fosforan(V) wapnia(Il) Ca,(PO,), 3,14 1730 -
Siarczan(VI) wapnia CaS0, 2,96 ~1300 rozklad
Tlenek wapnia CaO 340 ~2570 2850
Weglan({IV) wapnia CaCO, 2,93 rozklad od 825 -
Weglik wapnia CaC, 2,22 ~2300 rozkiad 3280
Wodorotlenek wapnia Ca(OH), 2,23 rozklad

Wegiel (diament) C 3,51 3540 4347
Disiarczek wegla cs, 1,36 -112 46
Ditlenek wegla CO, 1,297¢ -57 -79
Kwas cyjanowodorowy HCN 0,69 -133 257
Tlenek wegla(Il) O 0,792¢ 205 -192
Woddr H, 0,071c -259,3 -252,8
Nadtlenek wodoru H,0, 1,46 -2 152
Woda HO 1,0 0 100
Zoto Au 19,28 1003 2700
Zelazo Fe 7,86 1535 ~3000
Chlorek zelaza(IIT) FeCl, 2,80 304 319
Siarczek zelaza(Il) FeS 4,84 1195 rozklad
Tlenek zelaza(Il) FeO 5,70 1360 1400
Tlenek zelaza(IIT) Fe,O, 5,24 ~1565

Fosfor (bialy) P 1,82 44 280
Kwas fosforowy(V) H,PO, 1,88 42 rozklad 213
Tlenek fosforu(V) P,0, 2,11 56 sublimuje przy 358

Temperatury topnienia i wrzenia w ‘C wyznaczono przy cisnieniu 760 mm/Hg; gestosé w 20°C.

Zastosowane skroty:

c—po skropleniu w temperaturze wrzenia

s—sublimuje




Podziat gléwnych typdw wigzas chemicznych m

Podzial gldwnych typoéw wigzan chemicznych

Typ wiazania

Przyklad

Atomowe (kowalencyjne)
Atomowe (spolaryzowane)
Jonowe (elektrowalencyjne)
Metaliczne

Wodorowe

Van der Waalsa

H, Cl, N, diament

CH, HCI , AIF, HO, BeCl
4 (8) 3 2

2

NaCl, CaF,
Cu, ZnCy, SnCu,

(HF),, (NH,)),, H,0)

n’

skroplony argon,

pseudohydraty gazéw szlachetnych
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Budowa elektronowa pierwiastkdw chemicznych

Pierwiastek Powloka

. | £ K| L M N 0 P |Q
£ | E | Nowm Symbol |1 | 2 3 4 5 6 |7
© = sis pls pd|spd f|spdf p s
I 1 Wodér H 1

2 Hel He 2
1I 3 Lit Li 1

4 Beryl Be 2

5 Bor B 2 1

6 Wegiel C 2 2

7 Azot N 212 3

8 Tlen O 2 4

9 Fluor F 2 5

10 Neon Ne 2 6
111 1 Sod Na 1

12 | Magnez Mg 2

13 Glin Al 2 1

14 | Krzem S s*|s? pti2 2

15 Fosfor P 2 3

16 Siarka S 2 4

17 Chlor d 2 5

18 | Argon Ar 26
v 19 Potas K 2 6 1

20 Wapri Ca 2 6 2

21 Skand Sc 2 6 112

22 Tytan T 2.6 2|2

23 Wanad \Y 2 6 312

24 Chrom Cr 2 6 5|1

25 | Mangan Mn 2 6 5|2

26 | Zelazo fe s“|s* p°l2 6 6|2

27 Kobalt Co 2 6 712

28 Nikiel N 2 6 812

29 Mied7 Cu 2 6 10} 1

30 Cynk n 2 6 102

31 Gal Ga 2 6 10|21

32 German Ge 2 6 10)2 2

33 Arsen As 2 6 1012 3




Budowa elektronown pierwiastkdwo chemicziych m

Pierwiastek Powloka
g K| L | M N P |Q
g | E| N Symbol | 1| 2 3 4 6 7
e} & s|s pls pd|spdf|spd f|sp 5
34 | Selen Se 2 6 10|24
35 Brom Br s’is? pfl2 6 10|25
36 | Krypton Kr 2 610126
37 | Rubid Rb 26 1
V| 38 Stront S 26 2
39| Itr Y 26 1 2
40 | Cyrkon Zr 26 2 2
41 Niob No 26 4 1
42 | Molibden Mo 26 5 1
43 | Technet Te 26 6 1
44 | Ruten Ru 26 7 1
45| Rod Rh s2|s? pbls? p*d?| 2 6 8 1
46 | Pallad Pd 2 610
47 | Srebro Ag 2 610 1
48 | Kadm Cd 2610 2
49| Ind In 2610 21
50 | Cyna Sn 2610 22
51 Antymon S 2610 23
52 | TTellur Te 2610 2 4
53 | Jod ] 2610 25
54 | Ksenon Xe 2610 26
VI | 55| Cez Cs 2610 26 1
56 | Bar Ba 2610 26 2
57 | Lantan La 2610 26 2
58 | Cer Ce 2610 2726 2
59 | Prazeodym Pr 2610 3[26 2
60 | Neodym Nd 2610 4126 2
61 | Promet Pm |s*|s® p®is* p°d°(2 610 5|2 6 2
62 | Samar Sm 2610 626 2
63 | Europ Eu 2610 7(26 2
64 | Gadolin Gd 2610 7126 2
65 | Terb Tb 261 926 2
66 Dysproz Dy 26101026 2
67 | Holm Ho 2610126 2
68 | Erb Er 261012126 2
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Modele obritali s, p, d, f

1=0 1=1 1=2 1=3
(s-Elektron) (p-Elektron) (d-Elektron) {f-Elektron)
m=0) m=0 m=1 m=-1 m=() m=1 m=-1| m=2 m=-2 m=0 m=1 m=-1 | m=2 m=-2 | m=3 m=-3
&

B /v ds nrnse a1opon
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Wazér Struktura Struktura Stan wzbudzenia
sumaryczny Wzér elektronowa elektronowa poprzedzajacy Typ Struktura
Lp. zwiazku kreskowy atomu powloki utworzenie hybrydyzacji przestmem'la
lub jonu centralnego | walencyjnej | czasteczki, jonu czasteczki
‘Be Be® Be'
]
1 BeCl, Cl—Be —Cl | 15282 = - T - o
Vil v
5B B() B*
E F
N\ _/
2 BF3 ? 152252p1 2@ .. 2t . sz
F ¥ y
6C Co C»
1
it 1
3 CH, H—C—H | 1s2s%p? T sp’
f’i Vi 2
N No N
N L
4 NH, H—N—H 1s%25%p? 7 % [T sp’
y Vol
H piramidalna

™
=
b



Wzbr Struktura Struktura Stan wzbudzenia
sumaryczny Wazbr elektronowa elektronowa poprzedzajacy Typ Struktura
Lp. zwigzku kreskowy atomu powloki utworzenie | hybrydyzacji przestmenr.\a
Iub jonu centralnego walencyjnej czasteczki, jonu czasteczki
Cl cr cr
ﬁ)
. * o
5 Clo, —O—{Fo 1s2sp°3sp° | 3¢ [T v sp’
"
O ¥ .. tetraedryczna
‘C c C
6| HN | H—C=N | 1s2¢p? L s
¥ P
N N’ N
H
7 NH —N—H | | 1s2sp’ L :
S TP = = ®
H ¥ ¥ czworoScian
8 0 ¥
/H 0] o) 0
8 0 O, 1s%2s%p* C sp’
& \ P il B P
H 2 p piramidalna
0 o° o
/H
9 o' H—O 15225%p* ' sp°
& N P 2 2 b
H % pt piramidalna

A3saz4d Aangyis

4,
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Wazér Struktura Struktura Stan wzbudzenia
sumaryczny Wzér elektronowa elektronowa poprzedzajacy Typ Struktura
Lp. zwiazku kreskowy atomu powloki utworzenie | hybrydyzacji | P rzeshzem}a
lub jonu centralnego walencyjnej czasteczki, jonu czasteczki
‘C o C
'y
10 CZH(, H— ?"(Ij-H 182282p2 2¢ 21 Sp3
H H ¥ Vi
[ 0 *
H\ /H C C C
11| CH=CH C=C | 1522 s
A I N 2 » P
H H ¥ ¥
‘C c c
— x
[— —— — 29 2482 ——
12 CH, H—C=C—H| 1s2s’p 2 % sp s an_"u9)
¥ 4
C c C
Bl G @ 152" ¥ = P’
¥ ¥
155 st S
o ,0712-
\ // 3s!
2= 29626302yt k
14 SO; /s\ 1525%pS3s%p - F sp*
© 0 ¥ T 1]

ad
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Wzér Struktura Struktura Stan wzbudzenia
sumaryczny Wazée elektronowa elektronowa poprzedzajacy Typ Struktura
Lp. zwiazku kreskowy atomu powloki utworzenie hybrydyzacji Pl'leStIZenI.la
lub jonu centralnego walencyjnej czasteczki, jonu czasteczki
6C CO OO 1s2s%pt
cC—() e
1 C=0: 21y 242
15 <O 1s2s%p % [T 2 sp @3 >0
¥ ¥

Komentarz do tablicy ,Struktury przestrzenne wybranych czasteczek i jondw”

Postugujac sie tablica, mozna przewidywad, jakie sa struktury przestrzenne czasteczek. Na podstawie wzoru kreskowego (kolumna 3)
oblicza sie liczbe jednostek wiazarn, ktérymi dany atom potaczony jest z innymi atomami. Struktura elektronowa atomu centralnego
(kolumna 415) pozwala stwierdzi¢, czy liczba niesparowanych elektronéw jest zgodna z ta liczba. Jezeli liczba niesparowanych elektronéw
jest mniejsza, korzysta sie z postulatu o stanie wzbudzonym (kolumna 6). Podana w kolumnie 4 konfiguracja elektronowa przedstawiona
jest bez uwzglednienia kolejnosci zapehienia pozioméw energetycznych zgodnie z ich wzrastajaca energia, gdyz taki zapis ulatwia umiesz-
czenie niesparowanych elektronéw po promocji na odpowiednich orbitalach (kolumna 6). Po odliczeniu elektronéw na utworzenie wiazan Il
(w wiekszosci przyklad éw jest to zaznaczone) orbitale, na ktérych znajduja sie pozostale elektrony, decyduja o typie hybrydyzagji (kolum-
na 7). Typ hybrydyzacji wskazuje katy pomiedzy kierunkami orbitali. One z kolei decyduja o strukturze przestrzennej czasteczki. Nalezy
jednak pamietad, ze katy pomiedzy orbitalami w przypadku obecnosci orbitali , zajetych” przez wolne pary elekironowe danego atomu
réznia sie nieco od katéw wynikajacych bezposrednio z typu hybrydyzacji. Przewidujac ksztalt czasteczki zwigzku, nalezy wziac¢ pod
uwage uloZenie w przestrzeni jader atoméw wchodzacych w sklad czasteczki, dlatego w przykiadzie 8 uklad orbitali jest piramidalny, lecz
czasteczka jest katowa. W kolumnie 8 przedstawiono ulozenie orbitali w przypadku hybrydyzaciji sp, sp?i sp®, natomiast w przypadku
hybrydyzacji z udzialem orbitali d zaznaczono schematycznie ulozenie w przestrzeni jader atoméw tworzacych dang czasteczke. We
wzorach kreskowych zaznaczono obecnosé tylko niektérych wolnych par elektronowych, jezeli wplywaja one na strukture przestrzenna
czasteczki. Stosujac powyzszy sposéb postepowania, mozna przewidzied strukture przestrzenng ogromnej wiekszosci czasteczek zwiaz-
kéw chemicznych, lecz istniejg wyjatki, dla ktorych powyzszy tok postepowania nie prowadzi do prawidlowego opisu struktury przestrzen-
nej czasteczki. W takich przypadkach (przykiad 15) nalezy zastosowac indywidualny dla danej czasteczki tok postepowania.

Komentarz do Tablicy w opracowaniu prof. zw. dr. hab. Jézefa Sliwioka i dr Bozeny Kocjan z Zaktadu Chemii Ogolnej Instytutu Chemii Uniwersytetu Slaskiego.
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L8 CHEMIA

State dysocjacji niektérych elekirolitow w temperaturze 18 - 25'C

Nazwa Wzbr Stata dysocjacji
Kwasy nieorganiczne
Kwas antymonowy(IlI) HSbO, K =1-10"
Kwas antymonowy(V) H,SbO, K =4-10°
Kwas arsenowy(III) HAsO, K =58-10"
Kwas arsenowy(V) H,AsO, K =56-10°
K, =1,7-107
K, =295-10"
Kwas azotowy(Ill) HNO, K =4.10*
Kwas borowy(IIl) H,BO, K =58-10"
K, =18-10"
K =16-10"
Kwas chromowy(IIl) HCO, K =9.107
Kwas chromowy(V1) HCrO, K, =32-107
Kwas cyjanowodorowy HCN K =72.10"
Kwas cynowy(Il) H,5n0O, K =6-107
Kwas cynowy(IV) H,S5nO, K =4.10%
Kwas ortofosforowy(V) H,PO, K =75-10°
K, =62-10%
K, =48.10"
Kwas glinowy(IIl) HAIO, K =4-108
Kwas metakrzemowy(V) HSIiO, K =1.107
K, =2-10%
Kwas olowiowy(Il) H,PbO, K, =21-107%
Kwas chlorowy(II) HCO K =32-10%
Kwas tiocyjanowy (rodankowy) HSCN K =1-10*




State dysocjacji niektorych elektrolitéw w temperaturze 18 -25' C m

Nazwa Wzir Stala dysocjacji

Kwas siarkawy(IV) H,S0, K =17-107
K, =6-10®

Kwas siarkowodorowy(Il) HS K =12-107
K =1-10%

Kwas siarkowy(VI) H,SO, K, =12.107

Kwas weglowy(IV) H,CO, K, =37-107

K, =57-10"

Woda HO K =18 10"
Kwas szesciogjanozelaza(Il) H,[Fe(CN) ] K, =1-10°

Kwas heksacyjanozelaza(Tl) K, =56-10°

Zasady nieorganiczne

Wodorotlenek amonowy NH,OH K =18-10°
Wodorotlenek berylu(IT) Be(OH), K, =50 10"
- | Wodorotlenek cynku(Il) Zn(OH), K =44-10°
| K, =15-10°
Wodorotlenek manganu(Il) Mn(OH), K, =3.10*
Wodorotlenek miedzi(Il) Cu(OH), K, =79-10"
Wodorotlenek otowiu(Il) Pb(OH), K =96-10*
K, =310
Wodorotlenek rteci(ll) Hg(OH), K =7-10%
K, =2-10%

Wodorotlenek srebra(T) Ag(OH) K =11-10*




Rozpuszczalno$é niektérych soli i zasad w wodzie

Kationy

Aiony Li* | Na"| K| NHj|Cu*| Ag'|Mg”*|Ca®| Sr* |Ba®| Zn*| Hg*"| AI**| Sn*"| Pb*| Bi**| Mn*"|Fe®" | Fe*"| Cr**
Cl R/ R| R| R RINN\] R|R|R|R| R| R|R T| -| R R | R
Br~ R/ R{ R| R R N\| R|R|R|R| R| T |R T|{ -| R R | -
J R/ R| R| R RINN| R|R|R|R| R|N|R N| -| N -] R| -
NO; R|R{R{R|R/ RIR|R|R|R{R|R|R|-|R|R|R|R|R|R
CH,COO |R| R|{ R| R| R| R| R|R{R|R|R|R|R|[-|R|-|R|-|R|-
s> R{R|R| R{N|N| ~|R|{RIR|N| N |- | NJ|NJN|N|N|N]| -
SO7 R| R| R| RIN| Ne| Ne | N} Ne [ Ne | Ne | N~ ) = | NN N | - | NP -
SO R|R|{ R R/ R| | R|Tt|N|N| R| -|R|R|N| -] R R{R|R
CcOoy R R|R| R| -~/ N | Ne|[N|N|N|N| -] -]~ |N|N|N|-|N]| -
Si03 R{R| R|[ = - = | N|N| N [N| N| -~ [Ne| - |NJ| - N|[N|N[N
CrO7 R| R| R| RI{N|N| R|T| T |Ne| Ne|] Ne | =] =~ PN N| N} -1} =] -
PO} Ne|l R| R R|Ne| Ne| Ne | Ne | Ne [ Ne| Ne| Ne [ Ne| Ne | Ne| Ne| N | Ne M N
OH"~ R{R|{R| R{N| - | N|T|T|R|N| - [Ne|N|N| N| N |[N|N|N
Objasnienie:

R - substancjarozpuszczalna

Tr - trudnorozpuszczalna

Nr - praktycznie nierozpuszczalna

(kreska) — oznacza, Ze substancja nie istnieje lub w wodzie ulega rozkladowi.
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Wartos¢ iloczyndw rozpuszczalnosci (L) w 25°C m

Wartos¢ iloczynéw rozpuszczalnosci (L) w 25°C

Zwiazek L Zwiazek L
AgCl 1,1-10% BiOCl 79-10°
AgBr 5,2 .10 Bi,S, 1,0 -10%
Ag] 83107 CaF, 4,9 - 101
AgCN 2,0- 10 CaCoO, 4,7 -10°
AgBrO, 58 -10° CaC,0, 2,1-10°
Ag,S 7,0-10% CaCrO, 7,1-10*
Ag,CO, 8210 Ca(OH), 55-10°¢
Ag,CrO, 24-1012 CaSO, 24-10°
Ag,S0, 1,7 -10° Ca,(AsO,), 6,8 10"
Ag.AsO, 1,0-10% Ca,(PO,), 2,0-10%
Ag,PO, 1,0.10% CdCoO, 52101
Al(OH), 2,010 Cds 70107
AlAsO, 1,6-10% Cd(OH), 28101
AlIPO, 58107 CoS 8,010
As,S, 4,0 - 10% Co(OH), 2,010
As,S, 47 -10% CoCO, 80-10"
BaF, 1,0-10° Cr(OH), 7,0-10%
BaCO, 51107 CuCl 32107
BaCrO, 1,210 CuBr 53-10°
BaC,0, 1,5-10°% CuJ 1,1-10%
BaSO, 1,010 CuCN 1,0-10™
Ba,(AsO,), 1,1-10% CuS | 8,0 - 10%
Ba,(PO,), 6,0 - 10% CuCO, 251010




EZ] cuevia

Zwiazek L Zwiazek L
Cu(OH), 22102 PbBr, 5.10°
Cu,S 1,0 - 10 PbJ, 7,1 -10°
FeCO, 3510 PbCO, 15100
FePO, 13- 102 PbCrO, 2,0 - 107
FeS 50107 Pb(OH), 4010
Fe(OH), 8,0 - 107 PbSO, 1,3-10°
Fe(OH), 6,0-10% PbS 8,0-10%
Fe,S, 1,0 - 10% Pb,(PO,), 1,510
Hg,Cl, 13107 Pb,(AsO,), 41 -10%
Hg,Br, 1,3 102 PbEF, 2,7 -10%
Hg,J, 40 10? Sn(OH), 16107
Hg,CO, 89 - 107 Sn(OH), 1,0 - 10%
Hg,CrO, 2,0-10° SnS 13- 107
HgJ, 4,0-10% SnS, 1,0 - 107
HgS 3,0-10% StF, 7,9 - 101
MgNH, AsO, 3210 SrCO, 7,0 - 100
MgNH,PO, 2,5 10% SrCrO, 50-10°
Mg, (PO,), 1,0 - 10 S1S0, 7,6-107
MnS 1,0 - 10 S1,(PO,), 1,0 - 10
MnCO, 8,8 - 10™ Tl 6,5-10%
Mn(OH), 16107 T1,CrO, 98107
Ni(OH), 2,0 -10% ZnS 30102
NiS 2,0-10% ZnCO, 2,1 10"
PbCl, 16-10° Zn(OH), 7,0 107




PH sokéw owocowych

PH sokéw owocowych m

Sok owocowy pH

cytryna zielona 1,8-20
cytryna 2,2-24
dliwka 2,8-3,0
porzeczka 2,8-3,0
jabtko 29-33
grapefuit 3,0-3,3
pomararicza 3,0-4,0
truskawka 3,0-3,5
malina 3,2-3,6
brzoskwinia 34-3,6
wisnia 3,2-4,0
winogrona 35-45
gruszka 3,6-4,0
morela 3,6-4,0
pomidor 4,0-44
banan 45-47
dynia 48-52
daktyl 6,2- 6,4




Wskazniki - Indykatory

Kolor i zakres pH

Nazwa wskaznika
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 I R B H
L { | | | t | | | | | { { ! |
. . 00 16 .. .
fiolet metylowy Zotty BN nicbieski
. , ., 0.2 1.8 . .
zielefi metylowa zolty BN  njebieski
0.4 1.8 . . 7.0 8.8
czerwien krezolowa czerwony — zOlty  zOlty MEENREE czerwony
1.2 2.8 8.0 9.6
blekit tymolowy czerwony ity zOtty WM niebieski
sl s 2.9 40
Z6kcien dwumetylowa czerwony W OHy
3.0 4.6
blekitbromofenolowy Z6lty B nicbieski
32 44
oranz metylowy czerwony [ 20ty
. P .. 3.8 5.4 . . .
zieleftbromokrezolowa 70ty memm  nicbieski
purpura bromokrezolowa czerwony E— 70ty
4.5 6.2
czerwie metylowa zerwony RN z6lty
4.5 8.3
lakmus czerwony SN nicbieski
6.0 7.6
blekit bromotymolowy Zotty ] niebieski
- ., 66 8.0
czerwieti fenolowa z6lty —— czerwony
. . 7.3 8.7 .
o —naftoftaleina 16Zowy — zielony
. 8.2 10.0
fenoloftaleina bezbarwny [ czerwony
9.4 10.6
tymoloftaleina bezbarwna _—— niebieski
10.1 11.1
blekit Nilu niebieski _— czerwony
10.1 12.0
Z0icient alizarynowy Z6kty czerwony
o 115 13.0 ,
tréjnitrotoluen bezbarwny _—— pomarariczowy

VMHH:)E



Potencjaly standardowe niektérych elektrod redoks m

Potencjaly standardowe niektérych elektrod redoks

Elektroda Proces przebiegajacy na elektrodzie E'[V]
Mn(OH),, OH™, Mn Mn(OH), + 2e 2 Mn + 20H"~ -155
SO, S,07, OH (Pt) 250% +2H,0+2e 25,07 +40H" -1,12
SO ,S0; , OH (PY) SO* +H,0+2e 2507 +20H" -0,93
H,, OH (Pt) 2H,0+2e2H, +20H" -0,828
SOZ,S,07, OH ™ (Pt) 250% +3H,0+4e 2 S$,0; +60H" -0,58
Cr*, Cr* (Pt) Cr¥ +e2Cr® - 0,408
H*,S0%, 5,0 (Pt) 2507 +4H" +2e 25,07 +2H,0 -0,22
MnO,, Mn(OH),, OH" (Pt) MnO, +2H,0 +e 2 Mn(OH), + OH™ -0,20
NO;, NO; (Pt) NO; +H,0+2e 2NO; +20H" +0,01
5,07,5,05 (PY) 5,07 +2e22S,05 +0,08
Sn**, Sn**(Pt) Sn* +2e 2Sn? k +0,15
Cu’®", Cu*(Pt) Cu* +ez2Cu’ +0,153
Mn(OH),, Mn(OH),, OH" (Pt) Mn(OH), + e 2Mn(OH), + OH" +0,20
ClOj;, ClO;, OH ™ (Pt) ClO; +H,0+2e 2 ClIO; +20H" +0,33
ClO,, ClO;, OH (Pt) ClO; +H,0+2e 2 ClO; +20H" +0,36
0O,, OH (Pt) %02 +H,0 +2e 220H" +0,401
J,,(Pt) %]2 +e2] +0,536
MnO, , MnO? (Pt) MnOj +2H,0 + 3e 2 MnO, +40H" +0,564
MnO,, MnO,, OH" (Pt) MnO73 + 2H,0 + 2e 2 MnO, +40H"~ +0,588




EA carvia

—E +e2F
2

Elektroda Proces przebiegajacy na elektrodzie E[V]
MnO3Z™, MnO,, OH (Pt) MnO?" +2H,0 + 2e 2 MnO, +40H" +0,60
ClO,, ClIO™, OH (Pt) Cl; +H,0+2e 2CIO™ +20H" +0,66
Fe™ ,Fe®* (Pt) Fe*" +e 2 Fe? +0,771
ClO™, Cl-, OH (Pt) ClO™ +H,0+2e2Cl™ +20H" +0,89
MnO,, H*, Mn*" (Pt) MnO, +4H" +e 2 Mn” +2H,0 +0,95
NO;, H*, NO(Pt) NOj +4H" +3e 2 NO + 2H,0 +0,96
Br,, 2Br~ %Br2 +e2 Br” +1,065
ClO,, H, ClO; (Pt) ClO, +2H" +2e 2 ClO; + H,0O +1,19
0,,H' (Pt) O, +4H" +4e 2 2H,0 +1,229
MnO,, H", Mn** (Pt) MnO, +4H" +2e 2 Mn*" + 2H,0O +1,23
Cr,03 ,H",Cr* (Pt) Cr,0% +14H" + 6e 2 2Cr** + 7H,0 +1,33
Cl,, 2CI° %Clz +ez2Cl +1,360
Mn*", Mn** (Pt) Mn®** +e 2 Mn*" +1,51
MnO;, H*, Mn*" (Pt) MnO; +8H" +5e 2 Mn*" +4H,0 +1,51
Ce*", Ce’" (Pt) Ce' +ea2Ce™ +1,61
Co’, Co** (Pt) Co® +e2 Co* +1,81
S,05,S0% (Pt) S,05 +2e 22507 +2,010
MnO?", H*, MnO, (Pt) MnO?™ +4H" + 2e 2 MnO, + 2H,0 +2,26

'E,, 2F L +2,87




Szereg elektrochemiczny metali

Szereg elektrochemiczny metali

Elektroda Reakcja elektrodowa Potencjal standardowy
(pélogniwo) postad utleniona postaé zredukowana E’[V]
Li/ Li* Li"+e 2Li -3,01
K/X* K'+e 2K -292
Ba / Ba** Ba® +2e” 2 Ba -292
Sr/ Sr2 Sr** +2e” 25r -2,89
Ca/Ca™ Ca™ +2¢ 2Ca | -2,84
Na / Na* Na®+e” 2Na -2,71
Mg / Mg* Mg* +2e” 2 Mg -2,34
Be / Be* Be® +2e” 2Be -1,70
Al / AP Al +3e” 2 Al -1,66
Mn / Mn** Mn* +2e” 2Mn -1,05
7Zn [ Zn* Zn* +2e” 2 7n -0,76
Cr/Cr¥ Cr* +3e” 2Cr -0,71
Fe / Fe* Fe* +2¢” 2 Fe -044
Cd/Cd* Cd* +2e” 2Cd - 040
Co / Co* . Co™ +2e~ 2Co -0,28
Ni / Ni** Ni** +2e” 2 Ni -0,22
Sn / Sn? Sn* +2e 25n -0,136




Bl cuevia

Elektroda Reakcja elektrodowa Potencjal standardowy
(pétogniwo) postaé utleniona posta¢ zredukowana E°[V]
Pb / Pb* Pb* +2¢” 2Pb -013
Fe / Fe* Fe®" +3e” 2 Fe ~0,04
H, /H 2H" +2e¢ 2H, 0,000
Bi / Bi** Bi* +3e” 2 Bi +0,20
Sb / Sb** Sb* +3e” 2Sb +0,20
As / As* As® +3e” 2 As +0,30
Cu / Cu® Cu® +2e” 2Cu +0,34
Ag / Ag* Ag’ +2e” 2 Ag +0,80
Hg /Hg* Hg> +2e” 2 Hg +0,87
Pt / Pt Pt*" +2e” 2 Pt +1,20
Au / Au® Au® +3e” 2 Au +1,42




Grupy zwigzkéw organicznych

Typ Grupa funkcyjna Ogdlny wzér Nazwy systematyczne Przyklad
weglowodory nasycone C.Hy s alk -an CH;—CH,—CH;—CH,4
faricuchowe (alkany) butan
weglowodory nasycone C . H,, cyklo -alkan O
(cykliczne)
cykloheksan
weglowodory nienasycone —cC C.H,, alk-en CH,=—= CH—CH,;
laricuchowe (alkeny) N propen-1
weglowodory nienasycone —(C=C— CH,, _» alk -in CH—C=C—CH,
laricuchowe (alkiny) butin-2
weglowodo
e | OO | e | O
aromatyczne
metylobenzen (toluen)
halogenoalkany —X R—X halogeno - alkan CH;—CH,Cl
chloroetan
alkohole — OH R—0OH alkan - ol CH;—CH—CH,

OH
propanol-2

m yphuzomwSio moyzinmz Adnio



Typ Grupa funkcyjna Ogodlny wzor Nazwy systematyczne Przyldad
O O O
& Y Y
aldehydy —c7 rR—c” alkan- al CH,—CH,~CH~C”
N N N
H H H
butanal-1
ketony — ﬁ——— R— l(lI—R’ alkan- on CH;— ﬁ— CH;
O 0 O
butanon-2
| |
efery — (I;_ O___(I:_.__ R—O—FR’ alkoksy - alkan GH;—O—CH;
etoksy-etan
O O O
Y Z
kwasy karboksylowe ———Cf R—C < kwas alkano- karboksylowy CH3—C<
OH OH OH
kwas alkan- owy kwas metanokarboksylowy
kwas etanowy
O O O
Y Y Y
estry —C < R—C 7 alkanol- an alkilu CH,—C 7
N\ N N
o— 0O—FVR O—CH,
etanolan metylu

(octan metylu)

VINTHD @



Niektére zwiqzki organiczne

Niektére zwigzki organiczne

Nazwa Wit Temperatura Temperatura
topnienia’C wrzenia“C

Weglowodory alifatyczne

Metan CH, -183 -162
Etan CHCH, -183 -89
Propan CH,CH,CH, - 188 -42
n-Butan CH,(CH,),CH, -138 -1
n-Pentan CH,(CH,).CH, -130 36
n-Heksan CH,(CH,),CH, -9 69
n-Heptan CH,(CH,).CH, -9 98
n-Oktan CH,(CH,),CH, - 57 126
n-Nonan CH,(CH,),CH, -54 151
n-Dekan CH,(CH,),CH, -30 174
[zobutan (CH,),CHCH, ~-159 -12
Izopentan (CH,),CHCH,CH, -160 28
Izoheksan (CH,),CH(CH,),CH, -154 60
Metylopropan CH,CH(CH,)CH, - 160 -12
2-Metylobutan CH,CH(CH,)CH,CH, -160 28
2,2-Dimetylpropan CH.C(CH,),CH, -17 10
Etylen (Eten) CH,=CH, ~-169 -102
Propen CH,=CHCH, -185 -48
1-Buten CH,=CHCH,CH, -190 -65
1-Penten CH,=CH(CH,),CH, -165 30
1-Heksen CH,=CH(CH,),CH, -138 63,5
1-Hepten CH,=CH(CH,) CH, -119 93
1-Okten CH,=CH(CH,).CH, -104 122,5
1-Decen CH,=CH(CH,),CH, -87 171
cis-2-Buten cis-CH,CH=CHCH, -139 4
trans-2-Buten trans- CH,CH=CHCH, - 106 1
Acetylen (Etin) HCG=CH -82 -838
Propyn HC=CCH, -101,5 -23
1-Butyn HC=CCH,CH, -122 9
1-Pentyn HC=C(CH,),CH, -98 40
1-Heksyn HC=C(CH,),CH, -124 72
2-Butyn CH,C=CCH, -24 27




EA cuevia

Nazwa Wabr TemI.)era.tuqra Temper.at:lra
topnienia 'C wrzenia 'C

2-Pentyn CH,C=CCH,CH, -101 55
2-Heksyn CH,C=C(CH,),CH, -9 84
3-Heksyn CH,CH,C=CCH,CH, -51 81
Cyklopropan CH, -127 -33
Cyklobutan CH, -80 13
Cyklopentan CH, -9 49
Cykloheksan CH, 7 81
Weglowodory aromatyczne
Benzen CH, 6 80
Toluen CHCH, -95 111
0-Ksylen 12-CH/(CH,), -25 144
m-Ksylen 13-CH,(CH,), -48 139
p-Ksylen 14-CH/(CH,), 13 138
Etylobenzen CHCH,CH, -9 136
Bifenyl CHCH; 70 255
Styren CHCH=CH, -31 145
Naftalen C,H, 80 218
Antracen CH, 216 354
Fenantren C,H, 101 340
Zwiazki heterocykliczne
Furan CHO -86 31
Tofen CHS -38 84
Chinolina CHN -15 238
Pirol CHN - 130
Chlorowcopochodne weglowodoréw
Chlorek metylu CHCI - 98 -24
Bromek metylu CHBr - 94 4
Jodek metylu CHJ - 66 42
Chlorek etylu CH,CH,( - 136 12
1-Chloropropan CHCH,CHC -123 47




Niektére zwiqzki organiczne m

Nazwa Watr Teml.)era.tu;ra Temper.attlra
topnienia“'C wrzenia‘C

2-Chloropropan CH,CHCICH, -17 36
1-Bromobutan CH,(CH,),CH,Br -112 101
2-Bromobutan CH,C,H,CHBrCH, -112 91
2-Brom-2-metylopropan CH,CBr(CH,)CH, - 16 73
Dichlorometan, chlorek metylenu CHCI, - 95 40
Trichlorometan (Chloroform) CHCI, - 64 62
Tetrachlorometan CdI, -23 77
1,1,1-Trichloroetan CCLCH, -30 74
Tetrachloroeten CCLCd, -19 121
14-Dibromobenzen CH,Br, 87 220
Chloroetylen CH,CHCl - 160 -14
Bromoetylen CH,CHBr -138 16
Chiorobenzen CHC - 45 132
Fluorobenzen CHF -45 85
Bromobenzen CH.Br -31 156
Jodobenzen CHJ -31 189
{Chlorometylo)-benzen CHCHC -39 179
Chlorki kwasowe, bezwodniki i amidy
Chlorek acetylu CH,COA -112 51
Chlorek benzoilu CH.COCl -1 197
Bezwodnik octowy (CH,CO),0 -73 140
Bezwodnik maleinowy (CHCO),0 54 196
Formamid HCONH, 3 200 rozkt.
Acetamid CH,CONH, 82 221
Bezwodnik kwasu etanowego (CH,C0O),0 73 136
Etanonitryl (acetonitryl) CHC=N 46 82
Mocznik (karbamid) CO(NH,), 132 160 rozki.
AlkoholeiFenole
Metanol CH,OH - 98 65
Etanol CH,CH,OH -114 78
1-Propanol CH,CH,CH,0H -126 97
2-Propanol CH,CHOHCH, -89 82




CHEMIA

Nazwa Wb lemperatura | Temperatura
topnienia'C wizenia ‘C

1-Butanol CH,CH,CH,CH,O0H -89 118
2-Butanol CH,CH,CHOHCH, -9 100
2-Metyl-1-propanol CH,COH(CH,)CH, -108 108
1-Heksanol CH,(CH,) CH,OH -45 157
Cyklopentanol CH,0H -19 141
Cykloheksanol CH,OH 25 161
1,2-Etandiol CH,OHCH,OH -16 198
1,2,3-Propantriol CH,OHCHOHCH,OH 18 291
Alkohol benzylowy CH.CH,0H -15 205
Glikol etylenowy HOCH,CH,OH -16 197
Glikol propylenowy CH,CH(OH)CH,OH 187
Cliceryna (glicerol) HOCH,CH(OH)CH,OH 215
Hydroksybenzol (Fenol) CH.OH 41 182
0-Krezol CH,CH,OH 31 191
m-Krezol CH,CH,OH 11 201
pKrezol CH,CH,OH 35 202
Pirokatechina C,H,(OH), 105 245
Rezorcyna CH,(OH), 110 277
Hydrochinon CH,(OH), 172 285
1-Naftol C,HOH 96 280
2-Naftol C,HOH 122 286
Etery

Metoksymetan (eter dimetylowy) CH,OCH, -139 -23
Etoksyetan (eter dietylowy) CH,CH,0CH,CH, - 116 35
Metoksybenzen (Anizol) CH,OCH, -38 155
Fenoksybenzen (eter difenylowy) CHOCH, 27 258
Tlenek etylenu CH,O -111 14
Tetrowodorofuran CHO -65 67
14-Dioksan CHO, 1 101
Fenetol (eter etylowo-fenylowy) CHOCH, -33 172




TR TR R R R S e s e e e T e e

Niektore zwigzki organiczne m

Nazwa Wabr Teml?era.tunra Temper'at:xra
topnienia ‘C wrzenia ‘C

Aminy i nitropochodne
Metyloamina CHNH, - 9% -6
Dimetyloamina (CH,),NH -92 7
Trimetyloamina (CH) N =117 3
1,6-diaminoheksan NH,(CH,) NH, 41 205
Piridyna CHN -42 115
Aminobenzen (Anilina) CHNH, -14 209
o-Toluidyna CHN -28 200
p-Fenylenodiamina NH,-CH,NH, 142 267
Benzydyna NH-CH,-CH-NH, 127 401
Nitrometan CH,NO, -29 101
Nitrobenzen CH.NOQ, 6 211
Aldehydy i Ketony
Aldehyd mréwkowy (Metanal) HCHO -117 -19
Aldehyd octowy (Etanal) CH,CHO -123 20
Aldehyd propianowy (Propanal) CH,CH,CHO -81 49
Aldehyd mastowy (Butanal) CH,(CH,),CHO -99 76
Aldehyd walerianowy (Pentanal) CH,(CH,),CHO -91 103
Aldehyd heksanowy CH,(CH,),CHO - 131
Aldehyd benzaldehyd CH.CHO -26 178
Aldehyd salicylowy OH-CH,-CHO -7 197
Aldehyd propanowy (Aceton) CH,COCH, -9 56
Butanon CH,CH,COCH, -86 80
Cykloheksanon CH O -16 156
Metylfenyloketon CH,COCH, -23 139
Kwasy karboksylowe
Kwas metanowy (mréwkowy) HCOOH 8 10
Kwas etanowy (octowy) CH,COOH 17 118
Kwas propionowy CH,CH,COCH =21 141
Kwasbutanowy (mastowy) CH,(CH,),COOH -5 163
Kwas walerianowy CH,(CH,),COOH -34 187




E3 cuevia

Nazwa Wabr Tem}')era.tufa Temperf:lttlra
topnienia ‘C wizenia 'C

Kwas heksanowy CH,(CH,),COOH -3 205
Kwas oktanowy CH,(CH,),COOH 16 239
Kwas dekanowy CH,(CH,),COOH 31 269
Kwas palmitynowy CH,(CH,), COOH 63 26910
Kwas stearynowy CH/(CH,), COOH 70 28710
Kwas oleinowy (cis) C8H17CH—CHC7H1 COOH 16 2231
Kwas linolowy (cis, cis) C,H(CH,),CH,COOH -5 230
Kwas linolenowy (cis, cis, cis) CH C H ),C,H,,COOH -1 232%7
Kwas dietanowy (szczawiowy) HOOCCOOH 189 5157
Kwas cis-butenowy (maleinowy) HOOCCH=CHCOOH 140 rozklad 135
Kwas trans-butenowy (fumarowy) | HOOCCH=CHCOOH 300 290
Kwas 1 ,6-diheksanowy (adypinowy) | HOOC(CH,),COOH 153 265
Kwasbenzoesowy CH.COOH 122 249
Kwas14-dibenzoilowy HOOCCH,COOH s 300 (subl)
Kwas 1,2-dibenzoilowy (ftalowy) HOOCCH,COOH 234 rozklad
Kwas salicylowy H,(COOH)OH 159

Estry

Metanian metylu (mréwczan metylu) | HCOOCH, -99 32
Metanian etylu (mréwczan etylu) HCOOCHZCH -81 55
Etanian metylu (octan metylu) CH,COOCH, -98 57
Etanian etylu (octan etytu) CH,COOCH,CH, -84 77
Etanian propylu (octan propylu) CH,COO(CH,),CH, -9 101
Benzoesan metylu CH,COOCH, -12 200
Benzoesan etylu CH,COOCH, -35 213




Temperatura zamarzania w "C

Nazwa substangji -5 -10 ~-15 -20 ~25 -30 -40 ~50 -60
Zawarto$¢ substancji w gramach na 100g wody

Chlorek sodu 8,44 16,1 22,9 - - - - - -
Chlorek magnezu 7,66 13,4 17,7 21,1 - 25,9 - - -
Chlorek wapnia 9,61 16,6 219 26,3 29,9 333 38,8 43,8 -
Mleczan sodu 10,5 19,0 275 34,0 42,0 49,5 64,0 80,0 100,0
Alkohol metylowy 9,3 17,0 24,0 31,0 39,0 46,0 53,0 85,0 -
Alkohol etylowy 11,1 23,0 34,0 46,0 57,5 69,5 104,0 - -
Gliceryna 20,5 42,0 56,0 68,0 80,0 90,5 113,0 138,0 -
Glikol etylenowy*) 15 23 29 34 39 44 53 - -

*) Zawartoé¢ podano w % obj.
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Podstawowe typy reakcji chemicznych

12170c1:000 59t |

Podstawowe reakcje zwiazkéw nieorganicznych Schemat (przyktad)
Synteza . H, +CI, - 2HCI
A+B=A S+OZ%SOZ
Analiza m
AB=A+B 2O e Ox 2
2HgO = 2Hg + O,
Wymiana pojedyncza CuSO, + Fe - FeSO, +Cu
AB+C=AC+B 2HCl + Zn —> ZnCl, + H,1
Wymiania podwdjna

AgNO, +NaCl — AgCl{ +NaNO
AB+CD=AC+BD L, TR ApTRaTs

Reakde utlenienia i redukji ..MnO; +...50% +...H,0" —...Mn®" +...50% +...H,0
utleniacz Mn (VII) +5¢~ — Mn(Il) | 5™ x2=10e" reakcjaredukgji
reduktor S(IV)—2e™ - S(VI) 2e” x5=10e" reakda utleniania

—

Reakda dysodadjielektrolitycznej H,50, = H' +HSO;

(wg Arheniusa) NaOH = Na® + OH"

AB=A"+B"

K,SO, = 2K* +S0%

st g




Podstawowe reakcje zwiazkéw nieorganicznych Schemat (pyklad)

Reakgja hydrolizy soli
A" +H,0=HA+OH" CH,COO™ +H,0=CH,COOH+OH" hydroliza alkaliczna
HB" +H,0=B+H,0" NH; + H,O=NH, + H,0" hydroliza kwasna
Reakcja zobojetnienia NaOH + HCl = NaCl+ H,O

Na*+OH +H" +@f" = Ma" +£l" +H,0

OH +H"=H,0
Tworzenie si¢ zwigzkéw trudno rozpuszezalnych 2Bi’" +3S* = Bi,S,
w wodzie Ag' +ClI" = AgCll
mA™ +nB™ = A Bl Cd* +CO; = CdCO, ¢
Reakgja elektrolizy katoda (-): Ag'+e” — Ag reakga redukdi

1 .
anoda(+): ClI"— —2—C12 +e  reakcja utlenienia

m yohuzonmayo 1oywas Adhy amomwispod



Podstawowe reakcje zwiazkéw organicznych Schemat (przykdad)
1. Alkany (CnH2n+2)
ofrzymywanie
Hydrogenacja (uwodornienie) alkenéw
\ S | I H,, Pt

o1 + H—H ——» —1(C—(C— CH,==CH, —— CH;——CH;
/ \ ' l eten etan
H H

reakcje
Halogenowanie (reakcja podstawienia - substytucji)

l CH, CH, CH,

X Temp. Cl,
—C—H + X g™ —C—X + HX CH; —— CH—CH;, e CHy——CH—CHCl + CH—C——CH,

Cl
izobutan chlorek izobutylu chlorek tert-butylu
Spalanie
CyHpiz + Oy — 1nCO, + (1) Hy0 CsHy, + 80, —» 5CO, + 6H,0
pentan
2. Alkeny (C,H,,)
otrzymywanie
Dehydratacja (odwodnienie) alkoholi
k

[ l N CH,—CH, ——%% CH,==CH, + H,0

—(—C— —— c=c’ + HO
[ / ? H OH

alkohol etylowy etylen
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Podstawowe reakcje zwiazkéw organicznych

Schemat (przyklad)

reakdcje
Reakcja addydji (przylaczenia)

NS |
/C C\ m

Br, w CCl,
CH,CH=CH, —————» CH;CH—CH;
Br Br
propen 1,2 - dibromopropan
CH;CH =CH, ———»HI CH;CH—CH;
. ] H
propen 2-jodopropan

H,, Ni
CH,CH === CH, ————» CH,CH,CH,
propen propan
3. Alkiny (C,H,, ,)
otrzymywanie
Dehydrohalogenacja
] ! I
KOH — NaNH. KOH | I
—C—C— —— —(C==C— 2 —C=C— CHy—HC—CH, ——— CH;y—C=CBr -IiaN—HZ—>CH3——-—CECH
| R EOH
X X X Br Br
1,2 - dibromopropan 1-bromo — 1-propen propyn

m yofiuzomano as Adhy amomwispoq



Podstawowe reakcje zwiazkéw organicznych

Schemat (przyklad)

reakqja
Addydja (przylaczanie)
]
—C=C—— \c=o/~YZ—> —C—C—
v N, I
Y 2z

Ni
CH;—C==C—CH, + 2H, ——» CH,CH,CH,CH,

2-butyn n-butan
Br Br
Br, Br,
CH, —C=CH — CHy—C=—=CH ——» CH;—C—C—H
Br  Br Br Br
1-propyn 1,2 - dibromopropen 1, 1, 2, 2 - tetrabromopropan

4. Halogenopochodne weglowodoréw

reakcja substytucji

R-x _KOH _ ¢ _on CHycH, - Br _KOH | cpcn,—on
H,0 H,0
bromek etylu etanol
5. Weglowodory aromatyczne
reakdje
Nitrowanie
H,50,

H,S0
ArlH + HO|NO, =2 AmNO, + H0

CgHg + HONO, —— CJH:NO, + H,0O

benzen nitrobenzen

v [



Podstawowe reakcje zwiazkéw organicznych

Schemat (przyklad)

Halogenowanie
Cl
Fe Fe
ArH + Cl, —> ArCl + HCl +Cl + HCl
benzen chlorobenzen
6. Alkohole
reakcje
Reakcja z halogenowodorami
OH Br
st. HBr lub

R—OH + HX — RX + H,0

Reakcja dehydratacji (reakcja eliminacji)

— C—(C— M —(=C— + H,0
| | ALO;
temp.

Reakgja alkoholi z metalami aktywnymi

RO—H + M —= RO M+ 11}

CH,— CH—CH, CH—CH—CH,

—_——
NaBr, H,50,
temp. wrzenia

alkohol izopropylowy bromek izopropytu

H,S0,
CH,CH,CH,CH,0H —————»

ogrzew. CH,CH==CHCH; i CH,CH,CH=—=CH,

alkohol n-butylowy 2-buten 1-buten
(produkt gléwny)

N
CH,CH,0H ——» CH,CH,0 Na* + >H,}

etanol etanolan sodu

m yofuzonayd 1oyvas AdAy amompispod



Podstawowe reakcje zwiazkéw organicznych

Schemat (przykiad)

Reakcja tworzenia estréw

0 0
Y + Y
R —Ofl+ R—Ci§§] )
O—R

Utlenianie
K,.Cr,O
,Cr,0; R——C— KMnO,
aldehyd
R—CH,0OH R—COOH
alkohol I-rzedowy KMnO, kwas karboksylowy
R\ K,Cr,0 R\
T
HOH ——2Z> (=0
/ < lub CrO;  /
R R
alkohol Il-rzedowy keton

CH,CH,OH + CH3C</

+ Vi
o anp
OH

2455

alkohol kwas octowy etanolan etylu
etylowy (octan etylu)
CH, CH,

KMnO,
CH,CH,CHCH,0H ———%» CH,CIH,CHCOOH

2-metylo — 1-butanol kwas 2-metylobutanowy
(I-rzedowy)
O O
cykloheksanol
(I-rzedowy) CyklohekSanon

7. Kwasy karboksylowe

reakcje
Tworzenie soli

RCOOH === RCOO™ + H'

2CH,COOH + Zn —» (CH,CO0),Zn + H,}
kwas octowy octan cynku

CHy(CH,),(COOH + NaOH —— CH,(CH,);,COO0 Na*

kwas laurynowy laurynian sodu

+ H,0

v |



R
R

Podstawowe reakcje zwiazkéw organicznych

chemat (przyklad)

Estryfikacja
//O ut //O
R—C\ + ROH =—= R—C + H,O
OH OR’
Redukdja
Li Al H,

RCOOH ———— RCH,0OH
alkohol I-rzedowy

2 HCOOH + CuQ —» (HCOO),Cu + H,0
kwas mrowkowy

@ COOH + CH,0H == @ COOCH; + H,O

kwas benzoesowy  metanol

metanian miedzi (II)

benzoesan metylu

COOH CH,OH

—————
CH, CH,

kwas alkohol
m-toluilowy m-metylobenzylowy

8. Aldehydy i ketony

reakde
Utlenianie

KMnO,
RCHO W RCOOH

lub Ag(NHy);

proba Tollensa (reakcja charakterystyczna dla aldehydéw)

CH,CHO + 2Ag(NHy); + 30H —» 2Ag + CH,COO™ + 4NH, + 21,0
fustro
srebrowe

KMnQ,
CH,(CH,),CHO ——— CH,4(CH,);COOH

m iphuzomuays oyvas Aidhy amomvyspoq



Podstawowe reakcje zwigzkéw organicznych Schemat (przyklad)
Redukcja do alkoholi
H,Ni | i
Nemo B Lo { Hgman 22 N iy
/ 4 f il
0 OH
acetofenon alkohol o-fenyloetylowy
9. Fenole
reakdcje

Kwasowosé. Tworzenie soli

ArOH + H0 == ArO" + H,0'

Nitrowanie

ArOH + HNO; —» NO,— ArOH

Halogenowanie

ArOH + X, ~—> ArX lub ArX, lub ArX;

QOH + NaOH —— @—-m\va* + BO

fenol fenolan sodu

OH OH

rozc. HNO3
0 C oraz
fenol o-nitrofenol
NO,
p-nitrofenol
OH OH
Br. Br

Br,, H,0
—_—

fenol
eno Br

2, 4, 6-tribromofenol

vinaro [



Podstawowe reakcje zwiazkéw organicznych

Schemat (przykiad)

Aminokwasy

Okreglenie charakteru amfoterycznego aminokwasu

R—COOH + NaOH
N, (lub HCI)

Reakcja kondensacji

O H

/o H_
1(z—c/\ + /N——R—COOHP—“Z-Y‘—“Y» R+C—N~+COOH + H,0

NH, OH H 11}}12 ‘\ .
wiazanie

peptydowe

THZ — COOH + NaOH —> ?Hz — COONa + H,0O

NH, NH,
glicyna glicynian sodu

CH, — COOH + HCl —» CH, — COOH

NH, NH, - HCl
glicyna chlorowodorek glicyny

HS~—CH,—CH— c CH,—COOH+ CH— CH—COOH —
cysteina glicyna alanina
o H H
—» HS—CH,—CH—C —N— CH,~C —N-— CH—COOH
NH, 0 CH,

cysteiloglicyloalanina

m yohuzonmays aypas Adhy amomvispod



CHEMIA

Skiad niektérych paliw gazowych

Mad% g | o | c, | co | N,
Nazwa gazu
Ziemny - - 98,5 1 1
Koksowniczy 55 6 25 2 10
Miejski 41 13 23 3 18
Generatorowy 12 26-28 1 35 54-56
Wielkopiecowy 2 30 1 8 59
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Astronomiczne jednostki odieglosci

Jednostka Oznaczenie Podstawa Wartos¢

Jednostka AU, grednia odleglo$¢ Ziemi od Storica | 1 AU =1,49597870 - 10" m
| astronomiczna | j.a. (wielka pélos orbity ziemskiej)

Rok swietlny Ly, odlegtos¢ przebywana w prézni 1Lly.=9,4605- 10" m

réw., Lsw. przez Swiatto w ciggu 1 roku
| Parsek pc odlegtodd, z ktdrej 1j.a. jest 1pc=3,0857 - 10" m
widoczna pod katem 1"

 Zaleznosci: 11y. = 63240 AU; 1pc =3,2616ly. = 206265 AU

Zakres rozmiarow i odleglo$ci astronomicznych

Odlegloéé lub rozmiar wkm  |w jednostkach §wietlnych
| Srednica Ziemi 12,8-10° -
Odleglos¢ do Ksigzyca, érednia 3844 -10° | 1,3 sekundy $w.
Srednica Storica (przecietnej gwiazdy) 1,392 10° -
Odlegtos¢ do Storica, srednia 149,6 - 10° 8 minut 19 sekund sw.
Odleglos¢ do najdalszej planety (Pluton), érednia 5912.10° | 5 godzin 29 minut $w.
Odlegtos¢ do granic Ukladu Stonecznego ok.10” | ok. 1 roku sw.
Odleglos¢ do najblizszej gwiazdy (Proxima Centauri) 40,5-102 | 4,28 lat sw.
| Odlegtos¢ do najdalszych gwiazd widocznych gotym okiem | ok.2-10® | ok.2 tys. lat sw.
1 Odleglos¢ do kraricéw Galaktyki ok.3-10"™ | ok. 30 tys. lat sw.
Odlegtos¢ do najblizszej galaktyki (Sagittarius) 8-10' | 8tys.lat sw.
Srednica Galaktyki ok.10¥ | ok. 100 tys. lat $w.
Odleglosé¢ do najdalszego obiektu widocznego golym okiem
(galaktyka M 31 w Andromedzie) 272107 2,4 mln lat §w.
Srednica Lokalnej Grupy Galaktyk ok.7-10¥ | ok 7 mln lat $w.
Odlegto$¢ do najblizszych kwazaréw ok.1,5-102 | ok.1,5 mld lat $w.
Odlegtos¢ do najdalszych rejonéw Wszech$wiata
dostepnych dla obserwacji ok.1,5-10% | ok. 15 mld lat $w.




EA astroNomia

Astronomiczna skala jasnosci

Miara : Zaleznosci

Obserwowana (widoma) wielkos¢ gwiazdowa, m| m =-2,5 log E - 14,05
(jasnos¢ obserwowana); gdzie: :

E
m, —m, =2,5log—==
1

& — 10(),4('"1*'"2)
1
Absolutna wielkos¢ gwiazdowa, M M=m+5-5logD lub M=m+5+5logm,
(jasnos¢ absolutna); obserwowana wielko§é gdzie:
gwiazdowa, jaka mialby obiekt ogladany m — obserwowana wielko$¢ gwiazdowa obiektu;,
z odleglosci 10 parsekow; D - odleglosc obiektu w parsekach;
mierzona w magnitudo (mag). n,— paralaksa heliocentryczna obiektu, w *'.

mierzona w magnitudo (mag). E - nateZenie $wiatla w luksach.

Réznica wielkosci gwiazdowych obiektéw:

Stosunek natezen $wiatla obiektéw:

Zakres jasnosci obiektéw astronomicznych

Zasieg teleskopu kosmicznego Hubble’a (HST)

Obiekt Jasnos¢ widoma, w mag
Slorice - najjadniejszy obiekt naszego nieba -26,78
Ksiezyc, w pelni -128
Wenus - najjasniejsza planeta, w maksimum blasku -47
Syriusz (a CMa) - najjasniejsza gwiazda nocnego nieba -144
Najstabsze gwiazdy dostrzegalne gotym okiem +6
Najstabsze gwiazdy widoczne przez lornetke & 50 mm +10
Najstabsze gwiazdy widoczne przez teleskop o Srednicy obiektywu 200 mm +14
Najstabsze gwiazdy widoczne przez teleskop o Srednicy obiektywu 2500 mm +19
Zasieg najwiekszych wspdlczesnych telekopéw o srednicy obiektywu 10 m +22
+28




Podstawowe uktady wspdtrzednych astronomicznych m

Podstawowe ukiady wspéirzednych astronomicznych

Wspdtrzedne horyzontalne

A - azymut, mierzony w jednostkach kata wzdtuz horyzontu,
od punktu poludnia S w kierunku zachodnim, od 0° do.360°;
h - wysoko$¢, mierzona w jednostkach kata od plaszczy-
zny horyzontu, od 0° do +90° (zenit) i od 0° do -90° (nadir).
Uklad stosowany do opisu chwilowych potozen cial niebie-
skich na sferze. Obydwie wspétrzedne ulegajq stalej zmia-
nie wraz z obrotem Ziemi.

Wspdtrzedne réwnikowe godzinne

t - kat godzinny, mierzony w jednostkach czasu wzdtuz
réwnika niebieskiego, od punktu przeciecia z potudnikiem
niebieskim w kierunku zachodnim, od 0" do 24%;

& - deklinacja, mierzona w jednostkach kata od plasz-
czyzny réwnika niebieskiego, od 0° do +90° (péinocny
biegun $wiata) i od 0" do -90” (potudniowy biegun $wiata).
Uklad stosowany m.in. do wyznaczania momentéw wscho-
du, zachodu i gérowania cial niebieskich. Kat godzinny
ulega stalej zmianie wraz z obrotem Ziemi.

Wspdtrzedne réwnikowe réwnonocne

o - rektascensja, mierzona w jednostkach czasu wzdluz
réwnika niebieskiego, od punktu Barana Y’ w kierunku
wschodnim, od 0" do 24%

d — deklinacja, mierzona w jednostkach kata od plasz-
czyzny réwnika niebieskiego, od 0° do +90° (péhocny
biegun $wiata) i od 0° do -90° (poludniowy biegun $wiata).
Uklad o szerokim zastosowaniu, do sporzadzania efemeryd,
katalogéw i map nieba. Obydwie wspéhrzedne stabilne dla
obiektéw spoza Ukladu Slonecznego — zmiany ponizej 1'/rok.

zenit

senit Wepdlrzedne ekliptyczne
& — dlugos¢ ekliptyczna, mierzona w jednostkach kata
wzdluz ekliptyki, od punktu Barana Y’ w kierunku wschod-
nim, od 0° do 360”;
B — szerokos¢ ekliptyczna, mierzona w jednostkach kata
od plaszczyzny ekliptyki, od 0° do +90° (péinocny biegun
ekliptyki) i od od 0° do -90° (potudniowy biegun ekliptyki).
, Ukdad stosowany w zasadzie wylacznie do okreslania potozeri
W obiektéw Ukladu Stonecznego i ich wzajemnych konfiguracji.




ASTRONOMIA

Ruch dzienny Slornica

L Wschody, gérowania i zachody Poprawki na szerokosé geograficzna;;
w centrum Polski w minutach
Data A=19E/ ¢ =52°'N dla ¢ = 50°N dlag=54'N |
wschéd | zachéd |gérowanie VYYSOkos’.C wsch, | zach. | wsch. | zach. :
gérowania

1 stycznia 7.52 15.43 11.47 15,0° -10 +10 +11 -11
16 stycznia 744 16.03 11.53 17,1° -8 +8 +10 -10
1 lutego 724 16.31 11.57 209° -7 +7 +7 -7
15 lutego 6.59 16.57 11.58 25,3° -4 +4 +5 -5
1 marca 6.30 17.23 11.56 304° -3 +3 +3 -3
16 marca 5.56 17.49 11.52 36,3 0 0 0 0
1 kwietnia 6.19 19.17 12.48 42,6° +2 | -2 -2 +2 1
16 kwietnia 545 19.42 12.44 48,1° +4 -4 -4 +4 ]
1 maja 5.14 20.08 12.41 53,1° +6 -6 -7 +7
16 maja 449 20.32 12.40 57,1° +8 -8 -9 +9 ‘ :
1 czerwca 4.30 20.54 12.42 60,1° +10 -10 -1 +11 ‘
16 czerwca 423 21.06 12.45 61,3° + 11 -1 -13 +13
1 lipca 428 2107 1248 61,1° +11 -1 -12 +12
16 lipca 442 20.56 12.50 59,4° +9 -9 ~-11 +11
1 sierpnia 5.05 20.34 12.50 56,0 +8 -8 -9 +9
16 sierpnia 5.29 20.06 1248 51,7° +5 -5 -6 +6
1 wrzesnia 5.55 19.31 12.44 46,3° +3 -3 -4 +4 |
16 wrzednia 6.19 18.57 12.39 40,6° +1 -1 | -1 +1 1
1 pazdziernika 6.44 18.22 12.33 34,8 -1 +1 +1 -1
16 pazdziernika 7.09 1748 12.29 29,1° -3 +3 +3 -3
1 listopada 6.38 16.16 1127 23,6° -5 +5 +6 -6 | .‘»‘
16 listopada 7.05 1551 11.28 19,3° -7 +7 +8 -8 ;
1 grudnia 729 15.36 11.33 16,2° -9 +9 +10 -10 |
16 grudnia 746 15.32 11.39 14,7° -10 +10 +11 -1

Godziny wschodu i zachodu oraz gérowania Storica podano w obowiazujacym w Polsce czasie urzedowym.

Kolorem zaznaczono okres obowiazywania czasu letniego.
Momenty wschodéw i zachodéw Storica na kraricach Polski moga réznic sie nawet o ponad pét godziny od

podanych. Dla dowolnego miejsca w Polsce wyznaczymy je uwzgledniajac podane poprawki na szeroko&
geograficzng oraz stale poprawki (takze dla gérowan) na dtugos¢ geograficzng: po — 4 minuty na kazdy sto-
pieri dtugosci geograficznej w kierunku wschodnim lub + 4 minuty w kierunku zachodnim od potudnika
19°E. Wysokos$¢ gérowania maleje o 1 stopieri z kazdym stopniem szerokosci geograficznej ku péinocy, zas

wzrasta w kierunku potudniowym.




Ruch roczny Slotica m

Ruch roczny Slorica

Dlugosé Odleglosé

Data Rektascensja | Deklinacja | ekliptyczna Znak zodiaku od Ziemi,

hom c! o w mln km
1 stycznia 18 47 -22 59 280 50 Koziorozec, od 22.XiI 147,099
16 stycznia 19 52 -20 55 296 07 Koziorozec 147,169
1 lutego 20 59 -17 05 312 23 Wodnik,  od 20.1 147,412
15 lutego 21 55 -12 39 326 34 Wodnik 147,776
1 marca 22 49 -7 34 340 39 Ryby, od 1911 148,233
16 marca 23 4 -143 355 39 Ryby 148,824
1 kwietnia 0 42 4 33 11 31 Baran, od 20.111 149,493
16 kwietnia 137 10 08 26 15 Baran 150,138
1 maja 234 15 05 40 52 Byk, od 20.IV 150,732
16 maja 3 32 19 06 55 23 Byk 151,262
1 czerwca 4 37 22 03 70 45 Bliznieta, od21V 151,696
16 czerwca 539 23 20 85 06 BliZnieta 151,970
1 lipca 6 41 23 06 99 25 Rak, od 21.VI 152,086
16 lipca 6 42 21 21 113 43 Rak 152,047
1 sierpnia 8§ 46 18 00 129 00 Lew, od 23.VIl | 151,830
16 sierpnia 9 43 13 43 143 23 Lew 151,478
1 wrzeénia 10 42 8 15 158 49 Panna, od 23.VIIT | 150,971
16 wrzesnia 11 36 237 173 23 Panna 150,395
1 paZdziernika 12 30 -3 11 188 04 Waga, od 23.IX 149,772
16 paZdziernika 13 25 -8 53 202 53 Waga 149,126
1 listopada 14 26 -14 26 218 49 Skorpion, od 23.X 148,480
16 listopada 15 26 -18 44 233 53 Skorpion 147,936
1 grudnia 16 29 -21 48 249 02 Strzelec, od 22.XI 147 517
16 grudnia 17 35 -23 18 264 17 Strzelec 147,223

Tabela podaje wspélrzedne réwnonocne oraz diugosé ekliptyczng Storica w odstepach pétmiesiecznych
w potudnie, w roku 2002. W innych latach mogg wystepowa¢ nieznaczne odstepstwa od podanych warto-
§ci, nie przekraczajace 2 minut w rektascensiji, 0,2 stopnia w deklinacji i 0,5 stopnia w diugosci ekliptycznej.
Szerokos¢ ekliptyczng Slorica mozna uwazac za stala, wynoszaca 0.

Daty wkroczenia Slorica w kolejne znaki zodiaku moga w innych latach rézni¢ sie o jeden dzien.

Odleglosci Storica od Ziemi mogg w innych latach rézni¢ sie od podanych wartosci, nie wiecej niz o 0,01 min km.



B3 astronomia

Czas
Doba
doba (stoneczna srednia); okres pomiedzy kolejnymi gérowaniami
Slorica sredniego 24 h = 86400 s

doba stoneczna prawdziwa; okres pomigdzy kolejnymi gorowaniami | najkrétsza 23 h 59 min 38 s
Storica prawdziwego; zalezy od dobowych zmian réwnania czasu | najdtuzsza 24 h 00 min 30's

doba gwiazdowa; okres pomigdzy kolejnymi gérowaniami dowolnej

gwiazdy, okres obrotu Ziemi 23h 56 min 04 s
Rok
rok zwrotnikowy; okres pomiedzy kolejnymi przejsciami Storica
$redniego przez sredni punkt réwnonocy wiosennej 365,242199 doby
rok gwiazdowy (syderyczny); okres, po ktérym Storice powraca
w to samo miejsce na tle gwiazd, okres obiegu Ziemi wokét Storica 365,256363 doby
rok kalendarzowy zwykly 365,0 dob

rok kalendarzowy przestepny
lata 0 numerze podzielnym przez 4, ale tylko co czwarty rok
podzielny przez 100 (np. lata 1700, 1800, 1900, 2100 sg zwykle) 366,0 déb

Miesigc
miesigc synodyczny; okres pomiedzy kolejnymi peniami Ksiezyca §r. 29d12h 44 min 029 s
miesigc gwiazdowy (syderyczny), okres obrotu Ksiezyca i jego

obiegu wokét Ziemi ér. 27d07h 43 min11,5s

miesigc smoczy; okres pomiedzy kolejnymi przejsciami Ksiezyca

przez wezel wstepujacy ér. 27.d 05 h 05 min 35,9 s

miesigc anomalistyczny; okres pomiedzy kolejnymi przejéciami

ksiezyca przez perygeum §r. 27d13h 18 min 33,1 s
+15 min VIJ—T—\L—J—H‘ ? +15

. +10 min ‘i‘ (\ ‘ —t +10

Rownanie czasu \ J .
+5 min S B w— roH

Réznica pomiedzy czasem stonecznym prawdziwym 0l | \ ( 0

a czasem stonecznym srednim. omin l ; VTJ \\ i "\ 5

Wykres przedstawia roczne zmiany wartosci réwna- ~ ‘ o
. 5 R { | 210
nia czasu. 10 min | !
415 min Y ‘ -15

I I ImIv Vv VI VII vill IX X XI XiI




Prawa ruchu planet [ Konfiguracje planet

Prawa ruchu planet

I prawo Keplera planeta
Planety poruszajg si¢ wokét Storica po orbitach eliptycznych,
ze Storicem w jednym z ognisk. P ® A
F, F,- ogniskaelipsy,
P - peryhelium, punkt przystoneczny,

A - aphelium, punkt odstoneczny.

planeta

II prawo Keplera

Promieri wodzacy planety zakresla jednakowe pola w réwnych
odstepach czasu; inaczej: predkos¢ polowa planety jest stata.

HI prawo Keplera
Stosunek drugich poteg okreséw obiegu planet do trzecich poteg
ich érednich odleglosci od Storica jest staty.
T T, T, T, - okresy obiegu,
PR const a, a, — dlugosc wielkich pétosi orbit.
1 2 .

Postaé uogdlniona Il prawa Keplera:

T2 4n? M, - masaSlorica,

BT CM+m m  — masa planety (obiektu)

© UM, +m) G - stalagrawitagi
Konfiguracje planet

Podczas obserwacji z Ziemi mogg zachodzic nastepujace charakte-
rystyczne ukfady planet (réwniez innych cial Uktadu Stonecznego)
wzgledem Ziemi i Storica.
Dla planet dolnych, czyli Merkurego i Wenus:

KG - koniunkcja gérna,

KD - koniunkcja dolna,

EE - maksymalna elongacja wschodnia,

EW - maksymalna elongacja zachodnia.

Dla planet gornych, czyli od Marsa do Plutona:
KN - koniunkcja,
OP - opozyda.




Parametry fizyczne planet

Parametr Jednostka MERKURY WENUS ZIEMIA
Promieri réwnikowy km 2240 6052 6378
R,=1 0,383 0,949 1,000
Sptaszczenie - 0,000 0,000 0,0034
Masa 10*kg 0,3302 4,869 59736
M, = 0,0553 0,815 1,000
Srednia gestos¢ kg/m’ 5427 5204 5520
Przyspieszenie grawitacyjne na réwniku m/s’ 3,70 8,87 9,78
g=1 0,378 0,907 1,000
Predkosé ucieczki (11 predkosé kosmiczna) km/s 43 10,36 112
Okres rotadji d, h,m,s 58915"26m™ 24390027 23856m04¢
Nachylenie réwnika do plaszczyzny orbity n 5 177721 2327’
Wielka p6los orbity (Srednia odlegtosé od Storica) minkm 57,9 108,2 149,6
AU~ 0,387 0,723 1,000
Mimosréd orbity - 0,2056 0,0068 0,0167
Nachylenie orbity do ekliptyki ‘ 700’ 323 000’
Odleglos¢ w peryhelium minkm 46,0 107,5 1471
Odleglo$¢ w aphelium minkm 69,8 108,9 152,1
Okres obiegu (rok gwiazdowy) dni 87,969 224,701 365,256
Srednia predkosé liniowa na orbicie km/s 47 .69 35,02 29,79
Okres synodyczny dni 115,88 583,92 -
Srednica katowa Storica z odleglosci planety r 1°09'+ 144 43'58"+ 44'22” 317317+ 32'35"
Stednie nastonecznienie Ix 900 - 10° 258 - 10° 137 - 10°
Temperatura przy powierzchni C -160" + + 340’ +450° + + 480’ - 40"+ + 40°
Albedo - 0,06 0,72 0,39
Srednica katowa obserwowana z Ziemi “ 45+129 9,6 + 66,0 -
Jasnosé obserwowana z Ziemi mag +58+-22 -39+-47 -
Sr. cignienie atmosferyczne przy powierzchni hPa 102 92100 1014

VINONOMISY W



Parametr Jednostka MARS JOWISZ SATURN
Promieri réwnikowy km 3397 71492 60268
R,=1 0,533 11,21 9,45
Splaszczenie - 0,006 0,065 0,098
Masa 10* kg 0,6419 1898,6 568,46
M, =1 0,107 317,83 95,16
Srednia gestos¢ kg/m? 3933 1326 687
Przyspieszenie grawitacyjne na réwniku m/s’ 3,69 23,12 8,96
g=1 0,377 2,364 0,916
Predkosé ucieczki (I predkosé kosmiczna) km/s 5,03 59,5 35,5
Okres rotacji h,m,s 24h37m23¢ 9r55m30° 10r39m22¢
Nachylenie réwnika do ptaszczyzny orbity "t 2511 307 26°43’
Wielka p6tos orbity (Srednia odleglos¢ od Storica) minkm 2279 7784 1426,8
AU 1,524 5,203 9,537
Mimoéréd orbity - 0,0934 0,0484 0,0542
Nachylenie orbity do ekliptyki ! 151 118 229
Odleglosé w peryhelium minkm 206,6 740,6 1347,6
Odlegtosé w aphelium minkm 249,2 816,0 1506,4
Okeres obiegu (rok gwiazdowy) lata 1,881 11,862 29,458
Srednia predkosc liniowa na orbicie km/s 24,13 13,07 9,66
Okres synodyczny dni 779,94 398,88 378,09
Srednica katowa Storica z odleglosci planety " 19137+ 23'10” 552"+ 6'28" 3117+3733”
Stednie nastonecznienie Ix 58 - 10° 5-10° 1,5-10°
Temperatura powierzchni lub atmosfery 'C 90"+ +40° §r.—145° §r.- 175
Albedo - 0,16 0,70 0,75
Srednica katowa obserwowana z Ziemi v 3,1+25.2 30,4 +50,1 15,0+209
Jasnos$¢ obserwowana z Ziemi mag, +1,8+-29 -1,7+-29 +1,3+-03
Srednie cinienie w dolnych warstwach atmosfery hPa 8 > 10° >10°

m Jouvid auzohizyf Agawwav g



Parametr Jednostka URAN NEPTUN PLUTON
Promieri réwnikowy km 25559 24767 1150
R, =1 4,01 3,88 0,18
Splaszczenie - 0,023 0,017 ?
Masa 10%kg 86,83 102,45 0,013
M, =1 14,54 17,15 0,0022
Srednia gestosc kg/m’ 1318 16,38 2060
Przyspieszenie grawitacyjne na réwniku m/s 8,69 11,00 0,55
g=1 0,889 1,125 0,07
Predkos¢ ucieczki (I predkosc kosmiczna) km/s 21,3 23,5 1,2
Okres rotacji d,h,m,s 17014m24¢ 16"06m36° 69091 7™
Nachylenie réwnika do plaszczyzny orbity T 97°52 2819 122731
Wielka pétos orbity (Srednia odleglosé od Storica) minkm 2871,0 4498,3 5911,8
AU 19,191 30,07 39,518
Mimosréd orbity - 0,0472 0,0086 0,2470
Nachylenie orbity do ekliptyki n 0746’ 148 17°09’
Odleglos¢ w peryhelium min.km .2734,0 4458.0 4451,6
Odlegtosc w aphelium minkm 3005,2 4535,2 7372,0
Okres obiegu (rok gwiazdowy) lata 84,014 164,79 2484
Srednia predkos¢ liniowa na orbicie km/s 6,28 5,48 4,67
Okres synodyczny dni 3697 367,5 366,7
Srednica katowa Storica z odlegtosci planety o 1367+ 145" 103"+1'04” 039"+1'05"
Srednie nastonecznienie Ix 370 150 90
Temperatura atmosfery C §r.-216' §r.—214° -223
Albedo - 0,90 0,82 0,14
Srednica katowa obserwowana z Ziemi “ 3,1+3,7 20+2,2 0,06 +0,10
Jasnos¢ obserwowana z Ziemi mag +6,0++55 +78++76 +16,0++ 13,6
Srednie cisnienie w dolnych warstwach atmosfery hPa > 10° > 10° 0,1
Rok odkrycia - 1781 1845 1930

VIWONOYUISY m



Parametry fizyczne Ksiezyca

Parametry fizyczne KsiezZyca

Parametr Jednostka Warto$é Ziemia=1

Promieni réwnikowy km 1738,0 0,278
Powierzchnia km? 37,96 - 10° 0,074
Objetosé km? 22,010 0,023
Masa kg 7,347 - 102 0,0123
Srednia gestos¢ kg/m? 3347 0,606
Przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni m/s? 1,62 0,1656
Predkos¢ ucieczki (II predkosc kosmiczna) km/s 2,38 0,213
Okres rotagji (miesiac gwiazdowy) d, hms 27407743™11,5° 27,40
Predkosé liniowa punktéw na réwniku m/s 4,626 0,01
Nachylenie réwnika do plaszczyzny ekliptyki o 1732,5 -
Nachylenie réwnika do plaszczyzny orbity " 6"41 -
Odleglosc od srodka Ziemi: $rednia tys. km 384,402 -

W perygeum 356,4 + 370,3 -

W apogeum 404,0 + 406,7 -
Okres rotagji punktu perygeum lata 8,848 -
Mimosréd orbity: Sredni - 0,0549 -

) zakres zmian, w cyklu rocznym 0,044 + 0,067 -
Okres obiegu wokét Ziemi (miesigc gwiazdowy) d, h,m,s 27907"43"11,5° -
Srednia predkos¢ liniowa ruchu obiegowego km/s 1,02 0,34
Nachylenie orbity do ekliptyki:  $rednie o 5°08'43” -

zakres zmian , 500" +5°18 -

Okres obiegu ekliptyki przez wezly orbity lata 18,613 -
Srednica katowa widoczna z Ziemi:

$rednia " 31'05” -

zakres zmian 29207 + 33'32" -

Czes¢ powierzchni dostepna dla obserwadji z Ziemi - ok. 59% -

Libracja w szerokosci (w cyklu 27,21 dni) ‘ + 6°41’ -

Libracja w dlugosci (w cyklu 27,55 dni) ’ +7°53 -

Libracja dzienna (w cyklu dobowym) : ok. 1° -

Temperatura przy powierzchni °C - 1607 + +120° -

Albedo - 0,06 +0,15 -

Jasnos¢ obserwowana:  dobe przed lub po nowiu mag ok.-55 -

w kwadrze ok.-11,5 -

podczas peini -128 -

Oswietlenie powierzchni Ziemi podczas pelni Ix 0,25 -




E2] astronoMia

Ksiezyce planet
Srednia 5 . s
- . odleglos¢ | Mimosréd | O Srednica | Jasnos¢ | p )
aneta Ksiezyc dol bi obiegy, (wymiary), | maks, .
od planety, orbity w dobach wkm wmag odkycia
w tys. km

Ziemia Ksiezyc 3844 0,0549 27,3217 3476 -12,8 -
Mars Phobos 9,378 0,015 0,319 27x22x19 11,3 1877
Deimos 23,459 0,0005 1,262 15x12x11 124 1877
Metis 127,96 0,0 0,2948 40 17,5 1979
Adrastea 128,98 0,0 0,2983 25x20x15 18,7 1979
Amaltea 1814 0,003 04981 | 270x164x150 14,1 1892
Thebe 221,9 0,015 0,6745 " 2x110x90 16,0 1979
Io 4216 0,0041 1,7691 3630 50 1610
Europa 6709 0,0101 3,5512 3138 53 1610
Ganimedes 1070,4 0,0006 7,1555 5262 4,6 1610
Jowisz Callisto 1882,7 0,007 16,6890 4800 5,6 1610
Leda 11094 0,148 238,72 16 20,2 1974
Himalia 11480 0,158 250,57 186 15,0 1904
Lysithea 11720 0,107 259,22 36 18,2 1914
Elara 11737 0,207 259,65 76 16,6 1904
Ananke 21200 0,169 631 30 18,9 1951
Carme 22600 0,207 692 40 17,9 1938
Pasiphae 23500 0,378 735 50 16,9 1908
Sinope 23700 0,275 758 36 18,0 1914
Pan 133,58 0,0 0,575 20 19,0 1980
Atlas 137,64 0,0024 0,602 38x34x28 18,0 1980
Prometeus 139,35 0,0042 0,613 140x100x74 15,8 1980
Pandora 141,70 0,004 0,629 110x86x66 16,5 1980
Epimeteus 151,42 0,009 0,694 140x116x100 15,7 1980
Saturn Janus 151,47 0,007 0,695 220x190x160 14,5 1966
Mimas 185,52 0,0202 0,942 394 12,9 1789
Enceladus 238,02 0,0045 1,370 502 11,7 1789
Tethys 294,66 0,0 1,888 1048 10,2 1684
Telesto 294,66 0,0 1,888 30x25%15 18,7 1980
Calypso 294,66 0,0 1,888 30x16x16 19,0 1980
Dione 377,40 0,0022 2,737 1118 104 1684




Ksigzyce planet m

Srednia b1 (s
Pancta | Keigige | Cdleglos | Mimosréd og:;su (jryfn‘.“af;) J;s;fsc Rok
od planety, orbity y ’ " | odkrycia
wdobach wkm wmag
wtys. km
Saturn Helena 377 A0 0,005 2,737 36x32x30 18,4 1980
(cd) Rea 527,04 0,001 4,518 1528 9,7 1672
Tytan 1221,9 0,0292 15,945 5150 8,3 1655
Hyperion 14811 0,1042 21,277 350x240%x200 14,2 1848
Japetus 3561,3 0,0283 79,330 1436 10,2 1671
Phoebe 12952 0,163 550,48 230x220x210 16,5 1898
Uran Kordelia 49,75 0,0 0,336 25 24,1 1986
Ofelia 53,77 0,10 0,377 30 23,8 1986
Bianka 59,16 0,001 0,435 45 23,0 1986
Kressida 61,77 0,0 0,465 65 22,2 1986
Desdemona 62,65 0,0 0,476 60 22,5 1986
Julia 64,63 0,001 0,494 85 21,5 1986
Porcja 66,10 0,0 0,515 110 21,0 1986
Rozalinda 69,93 0,0 0,560 60 22,5 1986
Belinda 75,25 0,0 0,624 70 22,1 1986
Puk 86,00 0,0 0,764 155 204 1985
Miranda 129,8 0,0027 1,413 480x470x465 16,5 1948
Ariel 191,2 0,0034 2,520 1160 14,2 1851
Umbriel 266, 0 0,0050 4,144 1190 14,0 1851
Titania 4358 0,0022 8,706 1610 15,3 1787
Oberon 582,6 0,0008 13,463 1550 144 1787
Kaliban 7170 0,0823 579 60 22,3 1997
Sykoraks 12214 0,5094 1289 120 20,7 1997
Neptun Najada 48,23 0,0 0,30 60 24,7 1989
Talassa 50,07 0,0 0,31 80 23,8 1989
Despoina 52,53 0,0 0,33 150 22,6 1989
Galatea 61,95 0,0 045 160 22,3 1989
Larissa 73,55 0,0 0,55 ?x210x180 22,0 1989
Proteus 117,6 0,0 1,12 440x415x400 20,3 1989
Tryton 354,5 0,0 5,88 2720 13,6 1846
Nereida 5510,7 0,75 3594 340 18,7 1949
" Pluton Charon 19,1 0,0002 6,387 1186 16,8 1978




ASTRONOMIA

Wybrane planetoidy
Srednia £y iz
Planctor odleglos¢ | Mimosred | Okes | Srednica | Jasnost g
anetoida od Shoica orbity obiegu, | (wymiary), | absolutna?), odkrydia
! w latach wkm wmag
wAU
(1) Ceres 2,767 0,0767 4,60 907 x 959 3,32 1801
(2) Pallas 2,770 0,2348 4,61 540 4,13 1802
(3) Juno 2,670 0,2572 4,37 267 531 1804
(4) Vesta 2,362 0,0899 3,63 530 3,16 1807
(5) Astraea 2,574 0,1918 4,13 93 6,91 1845
(6) Hebe 2,425 0,2019 3,78 . 211 5,70 1847
(7) Iris 2,386 0,2290 3,67 208 5,56 1847
(8) Flora 2,201 0,1560 3,27 9N 6,48 1847
(9) Metis 2,386 0,1226 3,69 110 x 220 6,32 1848
(10) Hygiea 3,135 0,1205 5,61 414 5,37 1849
(11) Parthenope 2,453 0,0993 3,84 150 6,62 1850
(12) Victoria 2,335 0,2188 3,57 126 723 1850
(13) Egeria 2,575 0,0867 4,13 233 6,71 1850
(14) Trene 2,587 0,1667 4,16 158 6,27 1851
(15) Eunomia 2,644 0,1865 4,30 248 522 1851
(16) Psyche 2,927 0,1338 5,00 236 5,98 1852
(17) Thetis 2,470 0,1356 3,88 98 7,77 1852
(18) Melpomene 2,296 0,2184 3,48 162 6,41 1852
(19) Fortuna 2,442 0,1588 3,82 198 7,09 1852
(20) Massalia . 2409 0,1440 3,74 134 6,52 1852
(433) Eros 1,458 0,2229 1,76 14 x 40 10,74 1898
(1566) Icarus 1,078 0,8268 1,12 14 16,65 1949
(2060) Chiron 13,748 0,3842 50,7 200 6,62 1977
(2100) Ra-Shalom 0,832 0,4365 0,76 ? 16,12 1976
(5145) Pholus 20,226 05714 921 280 73 1992
(5335) Damocles 11,840 0,8661 409 ? 13,3 1991
b 1992 QB1 43,8 0,07 289,9 ? 23 1992
= 1993 FW 439 0,04 291,2 ? 23 1993
g‘fn 'g 1994 ES2 45,7 ~0,0 308,9 ? 24,7 1994
E g 1994 GV9 422 ~0,0 2741 ? 234 1944
‘é‘ = | 1994 JQ1 433 ~0,0 2849 ? 22,6 1994
g 1994V 35,2 ~0,0 208,8 ? 22,6 1994
N 1994 TB 31,7 ~0,0 178,5 ? 22 1994

*) dla obiektéw z Ukladu Stonecznego oznacza jasnosé w odleglosci 1 AU od Slorica i 1 AU od Ziemi



Komety i meteoroidy

Wybrane komety okresowe

Komety i meteoroidy m

Srednia odlegloéé Mimoséréd Okres Odlegtos¢ Ostatnia
Kometa od Slorica, orbity obiegu, | peryhelium, data
w AU w latach w AU peryhelium
Encke 221 0,850 3,28 0,331 9.IX.2000
Grigg-Skjellerup 2,96 0,664 5,09 0,995 29.X1.2002
d’Arrest 3,49 0,612 6,39 1,353 3.11.2002
Giacobini-Zinner 3,52 0,706 6,59 1,034 21.X1.1998
Tempel-Tuttle 104 0,904 329 0,982 28.11.1998
Halley 17,9 0,967 76,0 0,587 9.11.1986
Swift-Tuttle 26,3 0,960 135,0 1,052 12.X11.1992
Klasyfikacja meteoroiddéw
Rodzaj obiektu Srednica Masa Jasnosé Czestos¢ wystepowania
Mikrometeor ~10%mm | 102+ 10°g | niewidzialne | staly spadek na Ziemig
Staby meteor ~1 mm 10%g 5+ 6 kilka na godzing
Jasny meteor w roju | kilka mm ~lg do-2" kilka-kilkadziesiat na godzing
Bolid kilka cm kilka g ~4m+ - 10m | rzadkie, kilkadziesiat na rok
Meteoryt >10 cm >100 g -10m+-20™ | b. rzadkie, raz na kilka lat

Glowne roje meteoréw obserwowane w Polsce

) Okres Data Liczba Predkosé,| Zwiazany
Nazwa roju aktywnoéci | maksimum | meteoré6w na h km/s z kometa

Kwadrantydy 1-5.01 3.01 100 40 Kozik-Peltier
Lirydy 16 ~25.04 22.04 90 50 Thatcher
Eta Akwarydy 19.04 - 28.05 3.05 60 65 Halley
Delta Akwarydy | 8.07-19.08 29.07 30 40 -
Perseidy 17.07 - 24.08 12.08 90 60 Swift-Tuttle
Drakonidy 6-10.10 10.10 okresowo >1000 ? Giacobini-Zinner
Orionidy 210-711 22.10 25 65 Halley
Taurydy 13.09-25.11 | 3.11;13.11 15 30 Encke
Leonidy 14-2111 18.11 okresowo >10000 70 Tempel-Tuttle
Geminidy 7-17.12 1412 65 35 -




B3 sstronomia

Parametry fizyczne Slofica

Parametr Jednostka Warto$é Ziemia =1
Promieni réwnikowy km” 696260 109,2
Powierzchnia km? 6,09 - 1012 11920
Objetos¢ km? 1,41-10% 1302000
Masa kg 1,989 - 10% 332965
Srednia gestosé kg/m® 1408 0,255
Gestosc jadra kg/m? 153000 27,7
Przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni m/s? 273,96 28,0
Predkos¢ ucieczki (Il predkos¢ kosmiczna) km/s 617,7 55,2
Okres rotacji: na réwniku d, h,m 25409hQ7m 25,5
na szerokosci 45 27422h -
na szerokosci 75° 30410~ -
blisko biegunéw 30421* -
Predkosé liniowa punktéw na réwniku km/s 2,025 44
Nachylenie réwnika do plaszczyzny ekliptyki o 7715 -
Odleglosc od plaszczyzny Galaktyki lata §w. < 300 -
Odlegtos¢ od centrum Galaktyki lata sw. ok. 28000 -
Rok galaktyczny (okres obiegu srodka Galaktyki) lata 240 - 10¢ -
Predkos¢ liniowa obiegu $rodka Galaktyki km/s 220 ~
Predkos¢ ruchu wzgledem otaczajacych gwiazd
(w kierunku gwiazdozbioru Herkulesa — apeks) |  km/s 20 -
Temperatura powierzchniowa: $rednia K 5780 -
plamy sloneczne ok. 4000 -
pochodnie ok. 6600 -
Temperatura centralna (jadro) K ok.15-10° -
Moc promieniowania W 3,826 - 10% -
Srednia utrata masy (promieniowanie i wiatr st.) tony/s 56 10° -
Stala stoneczna (ilos¢ energii docierajacej do Ziemi
na jednostke powierzchni) W/m? 1368 -
Oswietlenie powierzchni Ziemi w poludnie Ix do 137000 -
Jasnosé obserwowana z Ziemi mag -26,78 -
Jasno$é absolutna mag 4,82 -
Typ widmowy - G2V -
Wiek lata ok.4,6 - 10° =




Mapa nieba okolobiegunowego péinocnego

Gwiazdozbiory widoczne w Polsce przez caty rok
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Na mapach zaznaczono gwiazdy do pigtej wielkosci
gwiazdowej (5"), czyli dobrze widoczne gotym okiem.
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Mapa nieba réwnikowego od 12" do O"
Gwiazdozbiory widoczne w Polsce w okreslonych porach roku
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Mapa nieba rownikowego od 0" do 12"
Gwiazdozbiory widoczne w Polsce w okreslonych poracl roku
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Na mapach zaznaczono gwiazdy do piatej wielkoSci
owiazdowej (5"), czyli dobrze widoczne gotym okiem.
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Mapa nieba okotobiegunowego potudniowego
Gwiazdozbiory nigdy nie widoczne w Polsce
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Podstawowe parametry fizyczne gwiazd | Rozklad gwiazd pod wzgledem jasnosci

Podstawowe parametry fizyczne gwiazd

Sy Zakres zmiennosci .
Wielkosé dla typowych gwiazd Zaleinosci
Srednica 0,015+ 300 min km
wzgledem Storfica 0,01 =200 . .
Masa 10+2,5-102kg L R Tp
) wzgledem Storica 0,05+125 .- (7{_) : (?—J
Srednia ggstos¢ 10-4+ 108%kg/m? s s P
wzgledem Slorica 10-7+10°
Moc promieniowania 5-10%+102W
wzgledem Storica 10-2+10s T R M
Temperatura powierzchniowa 2500 + 60000 K €= .
wzgledem Slorica 04-+11 Ts Ry Mg
Jasnosé (natezenie zrédla) 105 +10%0¢d
wzgledem Slorica 10-2+10°
Pole magnetyczne 0+5T
wzgledem Slorica 0+ 35000
L L, - mocpromieniowaniagwiazdy, Slorica
R/ Ry - $rednicagwiazdy, Storica
T, T, temperatura powierzchniowa gwiazdy, Storica
Ty - temperatura centralna gwiazdy, Storica
M, M; - masagwiazdy, Slorica
Rozkiad gwiazd pod wzgledem jasnosci
Jasno$é wizualnam, . ]flc.Z]?a gwiazd Jasno$é wizualnam, . I:1c'z‘?a gwiazd
wmag jasniej szych' od. m winag jasniej szych' od' m
na calym niebie na calym niebie
do 0 4 doll 432000
do 1 16 do12 1100000
do 2 42 do13 2710000
do 3 117 do 14 6470000
do 4 357 do15 14 900 000
do 5 : 1030 do16 33100 000
do 6 2940 do17 70300 000
do 7 8240 do18 143 000 000
do 8 22 800 do19 275000 000
do 9 62100 do20 506 000 000
do 10 166 000 do21 889 000 000




B astronomia

Klasyfikacja widmowa gwiazd

Typ |lemperatura Barwa . Przyktady
widmowy|Powierzehni, i oins gy Widmo gwiazd
w K

O 30000 - 60000 | niebieskobiata |stabe linie neutralnego wodoru i helu; |brak
wyrazna linia zjonizowanego helu;
linie wielokrotnie zjonizowanego
krzemu, wegla, azotu, tlenu.

B 10000 - 30000 | biata mocniejsze linie wodoru i helu; Spica, Rigel
stabe linie H i K zjonizowanego wapnia.

A 7500 - 10000 | bialozétta najmocniejsze linie wodoru; mocniejsze | Wega, Syriusz
linie H i K zjonizowanego wapnia;
stabe linie pierwiastkéw ciezszych.

F 6000 — 7500 | jasnozéita slabsze linie wodoru; jeszcze mocniejsze | Kanopus, Procjon
linie H i K zjonizowanego wapnia;
pasmo G zelaza, wapnia, tytanu.

G 5400 - 6000 | zotta stabe linie wodoru; dominujace linie H |Storice, Kapella
i K zjonizowanego wapnia;
intensywne linie wapnia.

K 4000 - 5400 | pomarariczowa |bardzo stabe linie wodoru; Arktur, Aldebaran
w widmie dominujq linie metali.

M 2500 - 4000 |czerwona silne pasma czasteczkowe, zwlaszcza | Antares, Betelgeuse
tlenku tytanu; liczne linie metali.

Powyzsza klasyfikacja obejmuje wigkszos¢ gwiazd. Dla nie-
typowych gwiazd stosowane sg inne typy, np.: W, C, S.
Kazdy z typéw widmowych dzieli sie jeszcze na 10 réw-
nych czesci - podtypéw, oznaczonych cyframi od 1 do 0.
Na pelny symbol typu widmowego gwiazdy skladajq sie:
- litera od O do M, okredlajaca gléwny typ widmowy,
- cyfra od 1do 0, okreslajaca podtyp widmowy,

- cyfra rzymska od I do VII okreslajaca klasg jasnosci.
Np. Aldebaran, oznaczany symbolem K5 II1, jest gwiazda
typu posredniego pomiedzy K i M, nalezaca do III klasy
jasnosci, czyli pomarariczowoczerwonym olbrzymem.

1

Klasy jasnosci Okreslenie gwiazd
Ia najjasniejsze nadolbrzymy
Ib-1I nadolbrzymy
I olbrzymy
v podolbrzymy
\% karly
VI podkarty j
| VII biate karty




Najjasniejsze gwiazdy nocnego nleba

Jasnosé Jasnosé Odleglosé, . Moc ]
Nazwa Symbol widoma, | absolutna, w latach Promier, Masa, promieniowania,| . Typ
W mag w mag $wietlnych R=1 M;=1 L,=1 widmowy

Syriusz aCMa(A)} -1,44 1,45 8,65 1,68 2,3 21,8 AlV
Kanopus * o Car -0,62 -5,53 313 20 12 13500 FOIb
Arktur o Boo - 0,05 -0,31 36,7 26 4 110,3 K21
Rigil Kent * o Cen (A) -0,01 4,34 4,34 1,1 1,1 1,52 G2V
Wega a Lyr 0,03 0,58 25,3 2,8 2,9 48,7 A0V
Kapella o Aur 0,08 -048 42,2 9 3,1 129,3 G8II
Rigel B Ori 0,18 - 6,69 770 74 21 40000 B81
Procjon o CMi (A) 0,40 2,68 11,41 2,1 1,8 7,04 F5IV-V
Achernar * o Eri 0,45 -277 143,8 41 5 1068 B5-81V
Betelgeuse a Ori 04+13 -5,14 427 900 15 9400 M2 b
Agena * B Cen 0,61 -5,42 525 6,4 13 12300 Bl 1l
Altair o Agl 0,76 2,20 16,77 1,6 2 10,93 A71V-V
Acrux * a Cru 0,77 -4,19 321 6,4 15 3960 B1V
Aldebaran o Tau 0,87 -0,63 65,1 40 1,2 148,8 K5 11T
Spica o Vir 0,98 -355 262 8,1 10,8 30,53 B1V
Antares a Sco 09+18 -5,28 600 550 15,5 10700 M1 Ib
Polluks B Gem 1,16 1,09 33,7 12 3,5 2180 Ko I
Fomalhaut o PsA 1,17 1,74 25,1 1,6 25 16,73 A3V
Deneb a Cyg 1,25 -8,70 3200 5,2 15 260000 Alla
Mimosa * B Cru 1,25 ~-3,92 353 12 10 3070 BO 11T
Regulus o Leo 1,36 -0,52 77,5 3,7 5 134,2 B7V

* gwiazdy niewidoczne z terenu Polski

N
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Najblizsze gwiazdy

Odleglosé, Paralaksa Ruch Predkosé Jasnosé Jasnosé

Nazwa Symbol wlatach heliocentr., wlasny, radialna, widoma, absolutna,
$wietlnych w” w “/rok w km/s *) W mag W mag
Storice - 0,000016 - - - -26,78 4,82
Proxima Centauri V 645 Cen 4,28 0,762 3,85 -16 11,12 15,49
Alfa Centauri A oCen A 4,34 0,752 3,69 -25 -0,01 4,34
Alfa Centauri B 0CenB 4,34 0,752 3,69 =21 1,35 5,07
Gwiazda Barnarda - 591 0,552 10,30 -108 9,54 13,22
Wolf 359 CNLeo 7,57 0,431 4,84 13 13,53 16,65
BD+36"2147 - 8,11 0,402 4,78 -84 7,50 10,50
Luyten726-8 A UV Cet A 8,25 0,395 3,35 29 12,52 15,46
Luyten 726-8 B UV CetB 8,25 0,395 3,35 29 13,0 15,94
Syriusz A oaCMa A 8,65 0,377 1,321 -8 -1,44 1,45
Syriusz B oCMaB 8,65 0,377 1,321 -8 8,39 11,27
Ross 154 - 9,54 0,342 0,74 -4 10,45 13,14
Ross 248 HHAnd 10,39 0,314 1,82 -81 12,29 14,78
Epsilon Eridani eEri 10,76 0,303 0,97 15 3,73 6,14
Ross 128 - 10,94 0,298 1,40 -13 11,10 13,47
61Cygni A 61 Cyg A 11,09 0,294 5,22 -64 5,22 7,56
61 Cygni B 61CygB 11,09 0,294 5,22 - 64 6,02 8,36
Epsilon Indi elnd 11,21 0,291 4,67 -40 4,68 7,02
Luyten 789-6 - 11,24 0,290 327 -60 12,18 14,49
BD+43'44 A - 11,25 0,290 291 14 11,06 13,37
BD+43'44 B - 11,25 0,290 2,91 14 12,18 14,49
Procjon A aCMi A 1141 0,286 1,248 -3 0,45 2,68
Procjon B oCMiB 1141 0,286 1,248 -3 10,7 13,0

*) ujemna wartosc predkosci radialnej oznacza zblizanie sie gwiazdy, dodatnia —oddalanie sie.

vimonouisy I3



Typy gwiazd zmiennych

Typy gwiazd zmiennych
Gwiazdy zmienne zaémieniowe
Typ Charakterystyka skladnikéw Okreszmian | Zakreszmian
Typu Algol Chlodny podolbrzym i goraca gwiazda ciagu od kilkuh do1,5m
(B Persei) glownego; w pelnym okresie zmian wystepuja dwa do kilku déb
minima blasku: glebsze i plytsze.
B Lyrae Ciasny uktad dwdéch elipsoidalnie odksztatconych ok.1doby do 1™
olbrzyméw o réznych masach.
W Ursae Ciasny uktad dwéch silnie odksztatconych gwiazd kilkah dol™
Maioris o podobnych, niewielkich masach.
Gwiazdy fizycznie zmienne
Typ Charakterystyka gwiazdy Okreszmian | Zakreszmian
Cefeidy Olbrzym lub nadolbrzym typu E Glub K, powyZzej | 1+50ddb 05 +15"

{6 Cephei) 4M,, z radialnymi pulsacjami objetosci. Okres
zmiennosci §cisle zwiazany z jasnoscia bezwzgledna.

RR Lyrae Olbrzym typu A lub F o masie 0,5+ 0,7 M,, 1,5+20h 03+15™
zradialnymi pulsacjami objetosci.

TypuMira Czerwony olbrzym lub nadolbrzym typu 0,2 + kilka Iat do 10™
(o Ceti) widmowego M, z radialnymi pulsacjami objetosci.
B Cephei Podolbrzym lub olbrzym typu O8 + B6 0 masie 2+15h do0,3™

10+20M,, we wczesnej fazie ewolugji,
z nieradialnymi pulsacjami objetosci.

UV Ceti Miody, bardzo aktywny i szybko rotujacy karzet kilkuminutowe 001 +6m
typu K lub M o masie ok. 0,5 M, , z silnymi rozblyski
nieregularnymi rozblyskami chromosferycznymi.

Nowa Biaty karzel w ciasnym ukladzie podwdjnym, - okresowy
na powierzchni ktérego nastepuje gwattowny wzrost o
wybuch reakdji termojadrowej spalania wodoru, 7+ 16"
przechwyconego z drugiego skladnika.

Supernowa Masywna gwiazda w péZnym stadium ewoludji, - okresowy
wybuchajaca po wyczerpaniu Zrédet energii Wzrosto
termojadrowej; pozostatoscia po wybuchu jest 17 + 21m

gwiazda neutronowa lub czarna dziura.




Wybrane gwiazdy zmienne

o . Nazwa Rektascensja | Deklinacja Jasnosc J asnosc Ok.res
Znaczenie . . maksymalna, | minimalna, zmian, Typ
gwiazdy Rom ‘
W mag W mag w dobach

y Cas Cih 0 56,7 +60 43 16 3,0 - nieregularna
o Cet Mira 2193 -2 59 2,0 10,1 3316 Mira
p Per Gorgona 3 05,2 +38 50 3,3 40 33 nieregularna
B Per Algol 3 082 +40 57 2,1 34 2,867 | Algol
A Tau 4 00,7 +12 29 40 45 3,953 zaémieniowa
g Aur Almaaz 5 2,00 +43 49 29 38 9892 zaémieniowa
C Aur Haedus I 5025 +41 (05 3,7 4,0 972,2 za¢mienjowa
o Ori Betelgeuse 5 55,2 +7 24 04 1,0 2070 nieregularna
n Gem Praepus 6 14,9 +22 30 3,2 3,9 2334 nieregularna
T Mon 6 252 +7 05 5,6 6,6 27,0 cefeida
¢ Gem Mekbuda 7 041 +20 34 3,7 44 10,15 cefeida
R Leo 9 47,6 +11 26 44 11,3 312,6 Mira
R Boo 14 35,0 + 26 57 6,7 12,8 2233 Mira
o Lib Zuben Elakribi 15 01,0 -8 31 49 59 2,327 za¢mieniowa
w Sco 16 51,9 -38 03 3,0 3,3 1,44 zaémieniowa
o Her Ras Algethi 17 146 +14 23 3,0 4,0 - nieregularna
B Lyr Sheliak 18 50,1 +33 22 33 43 12,9 zadmieniowa
RR Lyr 19 239 +42 41 6,9 8,0 0,6 RR Lyrae
U Aqgl 19 26,7 -7 09 6,8 8,0 7,0 cefeida
1 Cyg 19 50,6 +32 55 3,3 14,2 407,0 Mira
M Agl 19 52,5 +1 00 35 44 7,18 cefeida
T Cep 21 095 + 68 29 5,2 11,3 389,3 Mira
uCep 21 435 + 58 47 3,6 51 730 nieregularna
5 Cep 22 29,2 +58 25 35 44 5,37 cefeida
p Peg Scheat 23 03,8 +28 05 2,3 2,7 - nieregularna
p Cas 23 544 "+ 57 30 4,1 6,2 320 nieregularna
R Cas 23 584 +51 24 55 13,0 431,2 Mira

VINONOYISY m



Wybrane gwiazdy podwdjne i wielokrotne

Wybrane gwiazdy podwdjne i wielokrotne

Oznaczenie N?:: Rekhtascsnsj a Dekolin?cja sklllagﬁfli: A, sli:dSIri(i)lii B, sl?l(ai;er?illi);:v,
gwiazly W mag W mag w”
vAr Mesarthim 1535 +19 18 4,8 48 7.8
o Psc Alrisha 2 02,0 +2 46 42 51 1,7
vAnd Alamak 2 03,9 +42 20 2,3 55+63 9,898
o UMi Polaris 2 318 +89 16 2,0 9,0 184
B Ori Rigel 5145 -8 12 0,1 6,8 95
B Ori Trapez 5353 -5123 51 6,7+67+791 13,13,17
BMon 6 28,8 -7 02 4,7 52+6,1 7,3;10
aGem Kastor 7 34,6 +31 53 1,9 2,9+88 2,3;,72
vLeo Algieba 10 20,0 +19 51 2,2 35 44
v Vir Porrima 14 41,7 -127 35 35 2
aCVn Cor Caroli 12 56,0 +38 19 2,9 5,5 19
{UMa Mizar 13 23,9 +54 56 2,3 4,0 14
B Cen Agena 14 03,8 -60.22 07 39 1,3
oCen Rigil Kent 14 39,6 -60 50 0,0 14 15
€Boo Izar 14 45,0 +27 04 2,5 49 2,8
o.Sco Antares 16 294 -26 26 1,0 54 2,6
{Her 16 41,3 +31 36 2,9 55 1,6
oHer Ras Algethi 17 14,6 +14 23 30+40 54 47
gllyr 18 44,3 +39 40 5,0 6,1 2,6
€Lyr 18 44,3 +39 37 5,2 55 23
¥Ser Alya 18 56,2 +4 12 45 54 22
BCyg Albire, 19 30,7 +37 58 31 51 34
0Cyg 19 45,0 +45 08 2,9 6,3 2,5
€Dra Tyl 19 48,2 +70 16 38 74 31
vDel 20 46,7 +16 07 45 5,5 9,6
B Cep Alfirk 21 28,7 +70 34 33 79 13
6Cep 22 292 +58 25 35+44 75 41




Gwiazdozbiory

Polozenie $rodka Obszay, | Hodégwiazd . Widocznosé
Nazwa laciriska Skrét Nazwa polska stopnie | widocznych w Polsce
rektascensja | deklinacja kwadr | golymokiem| (cz.=czeSciowa)
Andromeda And Andromeda 1 +40" 722 100 lato - zima
Antlia Ant Pompa 100 - 35 239 20 cz./wiosna
Apus Aps Rajski Ptak 1ot =75 206 20 niewidoczny
Aquarius Aqr Wodnik 23*h -15 980 90 jesient
Aquila Aql Orzet 20° +5 652 70 lato
Ara Ara Ottarz 178 -55° 237 30 niewidoczny
Aries Ari Baran 3h +20° 441 50 jesien —zima
Auriga Aur Woznica 6h +40 657 90 jesieri —wiosna
Bootes Boo Wolarz 15h +30° 907 90 zima -lato
Caelum Cae Rylec 5h —-40 125 10 cz./zima
Camelopardalis Cam Zyrafa 60 +70° 757 50 caly rok
Cancer Cne Rak 9h +20° 506 60 zima—wiosna
Canes Venatici CVn Psy Goricze 13*® +40° 465 30 zima - lato
Canis Maior CMa Wielki Pies 7t =20 380 80 zima
Canis Minor Mi Maty Pies g*r +5 183 20 zima—-wiosna
Capricornus Cap Koziorozec 21° -20 414 50 lato
Carina Car Kil 9*r - 60 494 110 niewidoczny
Cassiopeia Cas Kasjopeja 1h +60° 598 90 caty rok
Centaurus Cen Centaur 130 =50 1060 150 cz./wiosna
Cepheus Cep Cefeusz 20 +70° 588 60 caty rok
Cetus Cet Wieloryb 2h - 10 1231 100 jesiert
Chamaeleon Cha Kameleon 1k - 80 132 20 niewidoczny
Circinus Cir Cyrkiel 15+ - 60° 93 20 niewidoczny
Columba Col Gotab 6h -35 270 40 cz./zima
Coma Berenices Com Warkocz Bereniki 13+ =20 386 50 zima —lato
Corona Australis CrA Korona Potudniowa 19" —40 128 25 niewidoczny
Corona Borealis B Korona Péinocna 16t +30° 179 20 zima - lato
Corvus Crv Kruk 120 - 20 184 15 wiosna

VINONOYISY m



Polozenie $§rodka Obszar, | llo$é gwiazd | Widocznosé
Nazwa lacifiska Skrot Nazwa polska stopnie | widocznych w Polsce
rektascensja | deklinacja | kwadr. |golym okiem |(cz.=czg$ciowa)

Crater Crt Puchar 11° -15 282 20 wiosna
Crux Cru Krzyz (Potudnia) 120 -60° 68 30 niewidoczny
Cygnus Cyg Labed? 21k +40° 804 150 wiosna — jesient
Delphinus Del Delfin 21t +10° 189 30 wiosna - jesiert
Dorado Dor Zlota Ryba 5h - 65 179 20 niewidoczny
Draco Dra Smok 17" +65° 1083 80 caty rok
Equuleus Equ Zrebie 21° +10° 72 10 lato —jesien
Eridanus Eri Erydan 30 =20 1138 100 cz./zima
Fornax For Piec 3P -30° 398 35 cz./jesiert
Gemini Gem Bliznieta 7" +20° 514 70 jesieri — wiosna
Grus Gru Zuraw 22h -45° 366 30 niewidoczny
Hercules Her Herkules 17h +30° 1225 140 wiosna — jesienl
Horologium Hor Zegar 3h -60° 249 20 niewidoczny
Hydra Hya Hydra 10t -20° 1303 130 wiosna
Hydrus Hyi Waz Morski 2h -75 243 20 niewidoczny
Indus Ind Indianin 21* -55° 294 20 niewidoczny
Lacerta Lac Jaszczurka 220 +45° 201 35 lato - zima
Leo Leo Lew 11t +15° 947 70 zima — wiosna
Leo Minor LMi Maly Lew 10" +35° 232 20 zima - lato
Lepus Lep Zajac 6" -20° 290 40 zima
Libra Lib Waga 15" -15 538 50 wiosna ~ lato
Lupus Lup Wilk 15" ~45° 334 70 cz./wiosna
Lynx Lyn Ry$ gh -45 545 60 jesieri - wiosna
Lyra Lyr Lutnia ICR +40° 286 45 wiosna — jesiert
Mensa Men Gora Stolowa 5h - 80° 153 15 niewidoczny
Microscopium Mic Mikroskop 21+ -35° 210 20 cz./ jesien
Monoceros Mon, Jednorozec 7h -5 482 85 zima
Musca Mus Mucha 12h =70 138 30 niewidoczny
Norma Nor Wegielnica 16" - 50° 165 20 niewidoczny
Octans Oct Oktant 22h -85 291 35 niewidoczny

W fuogzopzmmo



Polozenie $rodka Obszar, | Toéé gwiazd Widocznosé |
Nazwa lacifiska Skrot Nazwa polska ) ] stopnie | widocznych w Polsce
rektascensja| deklinacja | kwadr, golym okiem | (cz.=czedciowa)

Ophiuchus Oph | Wezownik 17" 0 948 100 lato
Orion Ori  |Orion 5h +5° 594 120 zima
Pavo Pav | Paw 20° - 65 378 45 niewidoczny
Pegasus Peg |Pegaz 220 +20° 1121 100 lato - zima
Perseus Per  |Perseusz 3" +45° 615 90 jesiert — zima
Phoenix Phe |Feniks 1" - 50° 469 40 niewidoczny
Pictor Pic  |Malarz 6" - 55° 247 30 niewidoczny
Pisces Psc  |Ryby ih +15° 889 75 jesier
Piscis Austrinus PsA |Ryba Poludniowa 22" -30° 245 25 jesiert
Puppis Pup |Rufa gh -40° 673 140 ¢z./zima
Pyxis Pyx |Kompas 9h -30° 221 25 zima
Reticulum Ret |Sie¢ 4» ~60° 114 15 niewidoczny
Sagitta Sge  |Strzala 20" +10° 80 20 wiosna — jesienl
Sagittarius Sgt  |Strzelec 19" -25 867 115 lato
Scorpius Sco Skorpion 17h - 40° 497 100 lato
Sculptor Sl |Rzezbiarz 0" -30° 475 30 cz./jesien
Scutum Sct Tarcza (Sobieskiego) 19% -10° 109 20 lato
Serpens Ser |Waz 17h +5 637 60 lato
Sextans Sex  |Sekstans 10° 0 314 25 wiosna
Taurus Tau |Byk 4" +15° 797 125 jesiert — wiosna
Telescopium Tel | Teleskop 19+ - 50° 252 30 niewidoczny
Triangulum Tri  |Tréjkat 2h +30° 132 15 lato ~ zima
Triangulum Austr. | TrA | Tréjkat Potudniowy 16" - 65 110 20 niewidoczny
Tucana Tuc  |Tukan 0" - 65 295 25 niewidoczny
Ursa Maior UMa | Wielka Niedzwiedzica 11» +50° 1280 125 caly rok
Ursa Minor UMi | Mala NiedZwiedzica 15h +70° 256 20 caly rok
Vela Vel  |Zagiel 9k -50° 500 110 niewidoczny
Virgo Vir  |Panna 13+ 0 1294 95 wiosna
Volans Vol  |Ryba Latajaca gh =70 141 20 niewidoczny
Vulpecula Vul  |Lisek 20" +25° 268 45 wiosna — jesiert
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Wybrane gromady gwiazd | Wybrane mglawice

Wybrane gromady gwiazd

Nazwa (symbol), T Rektascensja | Deklinacja | Jasno$¢, | Rozmiary |Odlegtos¢,

gwiazdozbiér yp hom ° ! wmag | katowe W pc
Hiady, Tau otwarta 4 27 +16 0,6 10° 40
Plejady, Tau otwarta 3 47 +24 07 13 3 130
Praesepe, Cnc otwarta 8 40 +19 59 31 2° 160
M7, Sco otwarta 17 54 -34 49 3,3 80’ 250
M41, CMa otwarta 6 47 -20 44 4,5 40 650
M35, Gem otwarta 6 09 +24 20 5,0 30 850
M11, Sct otwarta 18 51 -6 16 58 14’ 1700
h iy Persei otwarte 221 + 57 08 43+44 30" + 30" 2000
M10, Oph kulista 16 57 -04 06 6,6 15’ 4300
M5, Ser kulista 15 19 +2 05 58 18 6700
M13, Her kulista 16 42 +36 28 59 17 7350
M3, CVn kulista 13 42 +28 23 6,4 16’ 8800
M15, Peg kulista 21 30 +12 10 6,3 13 10000
M2, Agr kulista 21 34 -0 49 6,5 13 12000

Wybrane mgiawice
Nazwa T Rektascensja| Deklinacja | Jasnoé¢, | Rozmiary | Odlegtosé,

gwiazdozbi6r yp hom ° wmag | katowe W pc
Rozeta, Mon emisyjna 6 32 +4 52 58 1720 1590
Wik. Mgt. Oriona emisyjna 535 -5 27 3,0 1 500
Trgjlistna, Sgr emisyjna 18 03 -23 02 6,5 20 2510
Laguna, Sgr emisyjna 18 03 -24 23 50 1 1320
Omega, Sgr emisyjna 18 21 ~-16 11 70 4 2510
Orzel, Ser emisyjna 18 19 -13 53 6,4 17207 1995
Ameryka Pin., Cyg| absorp.-emis. 20 59 +44 19 - 2710 820
Konski Leb, Ori absorp -emis. 541 -2 26 - 1710 360
Krab, Tau POZ. supernowej 535 +22 01 8,5 5 x7 2000
Pierscient, Lyr planetarna 18 54 +33 02 9,0 1107 420
Hantle, Vul planetarna 20 00 +22 43 75 7 150
Saturn, Aqr planetarna 21 .04 -11 22 7,0 20~ 430
Sowa, UMa planetarna 11 15 +55 00 12,0 3 730
Slimak, Agr planetarna 22 30 -20 47 6,5 6 86




ASTRONOMIA

Klasyfikacja galaktyk

Typ Symbol © Podtypy Masa, w Mj
Spiralne S Sa, Sb, Sc - wg malejacego stopnia 10° = 10"
wyksztalcenia ramion spiralnych
Spiralne z poprzeczka SB SBa, SBb, SBc — wg malejacego stopnia 107 = 10%
wyksztalcenia ramion spiralnych
Soczewkowate 50 typ posredni pomiedzy spiralnymi S/SB | 107+ 10%
i eliptycznymi E
Eliptyczne E EO, E1, ... E7 — wg wzrastajacego stopnia | 10°+ 10"
splaszczenia '
Nieregularne Ir Irl lub 5d, Sm ~ nieregularne o pewnych | 10°+ 101
podobijeristwach do spiralnych;
Il - catkowicie bezksztaltne
Galaktyki Seyferta Sy Syl, Sy2 - aktywne galaktyki spiralne ?
o malym i szczegdlnie jasnym jadrze
Kwazary - aktywne jadra (wczesnych} galaktyk, ok. 10"
najjasniejsze obiekty Wszechswiata
Najblizsze galaktyki
Oznaczenie Nazwa Gwiazdozbiér Odleglos¢, Typ Masa, w M
w mln ly
- Sagittarius Strzelec 0,08 Ir <10
LMC Wielki Oblok Magellana Ziota Ryba 0,169 Ir 14 - 10"
SMC Maty Obtok Magellana Tukan 0,195 Ir 2.1
NGC6822 Galaktyka Barnarda Strzelec 2,0 Ir 1-10°
NGC147 - Kasjopeja 21 E5 1,5-10¢
NGC185 - Kasjopeja 22 E3 1,0-10°
NGC224, M31 | Wielka Mglawica Andromedy| Andromeda 24 Sb 3,7 - 10"
NGC221, M32 |~ Andromeda 2,4 E2 4.10°
NGC598, M33 | - Tr6jkat 24 Sc 210"
NGC205 - Andromeda 2,5 E5 9.1¢°




Podstawowe dane

Nasza Galaktyka

Nasza Galaktyka

Parametr Wartos¢

Srednica dysku galaktycznego | 100000 lat $w.
Maksymalna grubosé dysku 20000 lat $w.
Liczba gwiazd 300 mid
Calkowita masa Galaktyki 5-10* kg
Odleglosé Storica: od centrum | 28000 lat $w.

od brzegu dysku 22000 lat sw.

od plaszczyzny réwnika <300 lat $w.
Okres obiegu przez Storice 240 min lat
Predkos¢ liniowa Storica 220 km/s
Typ galaktyki Sb

Na rysunkach obok widok Galaktyki:
a. od strony bieguna galaktycznego;
b. w plaszczyZnie réwnika galaktycznego

Populacje gwiazd i podsystemy Galaktyki

. ramie
zewnetrzne
rami¢ : SiOflCe
Perseusza @ ;
S N s
ramie ‘
Oriona
ramie
ramie Tarczy-Krzyza
Strzelea
; d.
Storice b.
® i

. Wiek, , iy s
Populacja Podsystem wmld lat Gléwne skiadniki
skrajna I plaski 10 gaz 1 pyl miedzygwiazdowy,
gorace gwiazdy typu widmowego OB,
nadolbrzymy, cefeidy, asocjacje gwiazd
posrednia 1 posredni 1+3 gromady otwarte gwiazd,
gwiazdy typu widmowego A
dysk galaktyczny posredni 3+10 gwiazdy nowe,
mglawice planetarne
posrednia II posredni 10 gwiazdy zmienne dlugookresowe
skrajna II (halo) sferyczny >10 biale karly i podkarty,
gromady kuliste gwiazd,
gwiazdy zmienne typu RR Lyrae J




ASTRONOMIA

Ewolucja gwiazd

Czerwony olbrzym
Bialy karzel

Brazowy karzet
Czarny karzet
Supernowa

Gwiazda neutronowa

Czarna dziura

Stadium Proces, efekt
Kondensacja Grawitacyjne kurczenie si¢ pierwotnej mglawicy gazowej lub pytowo-gazowej,
wzrost gestosci i temperatury w centrum.
Protogwiazda Poczatek swiecenia w wyniku dalszego grawitacyjnego kurczenia;
kilkadziesiat tysiecy lat dla gwiazd o masie 50 M, do miliarda lat dla 0,01 Mg
Gwiazda Reakcje termojadrowe w jadrze — przemiana wodoru w hel; kilka milionéw

lat dla gwiazd b. masywnych, do kilkudziesigciu miliardéw lat.

Gwiazdy $rednio masywne (np. Storice) po wyczerpaniu wodoru w jadrze;
ok. 100-krotny wzrost promienia, spalanie wodoru w warstwach zewnetrznych.

Odrzucenie zewnetrznych warstw czerwonego olbrzyma (mglawica planetarna);
pozostaloscia goraca, powoli stygnaca gwiazda o promieniu 0,01 R.
Koricowe stadium protogwiazd o masach mniejszych od 0,08 M,,

powoli stygnacy obiekt, Swiecacy wytacznie kosztem energii grawitacyjne;j.
Pozostalosé po gwiazdach o malych i §rednich masach;

wystygly brazowy lub bialy karzel, w stanie statym.

Koricowe stadium ewolucji masywnych gwiazd, powyzej 8 M;

gwaltowny wybuch gwiazdy po zuzyciu paliwa termojadrowego.
Pozostatos¢ po masywnych gwiazdach, o masach 8 + 40 M,; szybko obraca-
jacy sie obiekt o promieniu rzedu 10 km i gestosci do 10" kg/m®.

Efekt gwaltownego zapadania grawitacyjnego gwiazd o masie powyzej 40 M;

obiekt obserwowany jedynie poprzez procesy zachodzace w jego otoczeniu.

Ewolucja Wszechswiata

) . | Stan korficowy materii
Stadium Czas trwania Proces
temperatura| gestos¢
Era hadronowa 107s 102K [ 10 kg/m? | Silnie oddzialujace na siebie
czastki elementarne, np. protony.
Era leptonowa 10s 210K |10* kg/m® | Czastki oddziatujace stabo lub
elektromagnetycznie, np. elektrony.
Era promieniowania | 1000 s 10K 107 kg/m?® | Poczatek rekombinacji jonéw
w atomy wodoru i helu pierwotnego.
Era rekombinacji 10° lat 4-10°K 1107 kg/m?® | Poczatek tworzenia sie molekut.
Era materii obecnie 2,74 K (o) | 10”7 kg/m® | Powstawanie galaktyk, gromad
galaktyk, gwiazd. B




Teieskopy

Klasyczne typy teleskopéw optycznych

Teleskopy m

1

Luneta Keplera (1611 r.)
teleskop soczewkowy (refraktor).

-t s e T

rdlm . ceit -

oKL

OB - ukdad soczewek obiektywu,
OK - okular soczewkowy.

Teleskop Newtona (1672 1),

teleskop zwierciadlany (reflektor).

OB - wklesle zwierciadlo paraboloidalne,
ZW — zwierciadlo piaskie,

OK - okular soczewkowy.

Teleskop Cassegraina (1672 r.),

teleskop zwierciadlany (reflektor)

o wydluzonej ogniskowe;.

OB — wklgste zwierciadto paraboloidalne,
ZW - wypukle zwierciadlo hiperboloidalne,

OK - okular soczewkowy.

Podstawowe parametry optyczne teleskopdw

Parametr Okyedlenie

Wzér praktyerny

stosunek ro:
obiektu w te ; S
rozmiaréw katoswvei ~oiekiu

Powiekszenie

Zdolnos¢ rozdzielcza najmniejsza katowa o 2gi05¢ dwést

obiektéw rozréznialy « vozes ukdad
optyczny teleskopu

najmniejszs, graniczna jasnod
dostrzegz rvoh przez teleskor
(wielkosc o indowa, w mag)

Zasieg

D - érednica objektywu w cm

maksymalne powiekszesi

Af\‘Wd‘I = 20D




ASTRONOMIA

Symbole astronomiczne
Symbol Znaczenie Symbol Znaczenie
S 6 Ziemia Y znak (punkt) Barana
Q Merkury oS znak Byka
Q Wenus I znak BliZniat
d Mars g5 znak Raka
2 Jowisz & znak Lwa
1-7 Saturn 1ty znak Panny
RS Uran & znak (punkt) Wagi
W Neptun m znak Skorpiona
P Y Pluton X znak Strzelca
@ Stoyice Yo ' znak Koziorozea
@ Ksiezyc poe znak Wodnika
o néw Ksiezyca A znak Ryb
D pierwsza kwadra Ksiezyca o4 koniunkcja
O pelnia Ksiezyca o’ opozycja
O ostatnia kwadra Ksiezyca 9 wezel wstepujacy orbity
8 wezel zstepujacy orbity
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Alfabet grecki

alfa
beta
gamma
delta
epsilon
dzeta

eta

teta
jota
kappa
lambda

mi

z
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ni

ksi
omikron
pi
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sigma

tau
ypsilon
fi

chi

psi

omega
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