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1 Utamki algebraiczne.
« Rownania i nieréwnosci
wymierne. Funkcje wymierne

Utamek algebraiczny. Skracanie i rozszerzenie
utamkow algebraicznych

1.1. Wsérod ponizszych wyrazen znajduja sie utamki algebraiczne. Wskaz je.

0,5x% +8x+1 2x-5 2|x|
o2 e b il I
3) x2 ) 3 I x*-8
X 3 7—+x

d) . [— _ f
) X+2 ) x> -8x*+6 ) x2+1

1.2. Wyznacz dziedzine danego utamka algebraicznego.

a) 9x b) 1 C) 4X+2
5x—10 (x+1)(5-x) x*+4
3x-7 3x—5 x*-1

d =7 f

)9x2—81 € X2 4+2x+1 ) x*+8

1.3. Wyznacz dziedzing danego utamka algebraicznego.

X +x+4 b) x+1 9 3x3+8x+5

x? -5x+6 X3 —4x? 8x4 —x
q x2+5 2x—7 2x3 —5x+3
) 3 2 e 4 2 f) 3 2

X —9x“+x-9 X +x°=-20 X" —-3x“+3x-1
) —7x+2 h) x-3 i 3x* —2x+1

x> +4x+5 5x> —15x% —5x +15 x° +3x% —4x?

1.4. Podaj przyktad utamka algebraicznego, ktérego dziedzing jest dany zbiér.
a) R b) R - {1} c) R - {0} d) R - {0, 3}

) R-{-23) ) R-{2,42} g R-{-V3,043} h) R-{-1,1,2,4}
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1.5. Oblicz wartoé¢ danego utamka algebraicznego dla podanej obok liczby.

) —x*+3 . b) x* —5x+6
(2—x)(2+x)' B+axt+7’
2x% +1 32— x?
x +1 d . -3
) -1 2 ) 2x> +8x% +5x+20

1.6. Oblicz wartoéé¢ danego utamka algebraicznego dla podanej obok liczby. Wynik

przedstaw w postaci a+b\/z, gdziea, b, ceQ.

a) "2, 2 b) %i—l- 1-3
2 (6-x)(2+x)
0) Y 142 d) —————(X_l)z , 2-\2

1.7. Oblicz wartoé¢ danego utamka algebraicznego dla podanej obok liczby. Wynik
przedstaw w postaci utamka o wymiernym mianowniku.

a) __1_, 22/5

3

b) ———, 2

x+2 3(X—1)
2X3 %/'
£ s d -1
C) X +x+1 ; ) X +f

¢

1.8. Podaj przyktad utamka algebraicznego, ktérego dziedzing jest zbiér R — {O}
i ktéry dla liczby 1 przyjmuje wartos¢ 3.

1.9. Podaj przyktad utamka algebraicznego, ktérego dziedzing jest zbior R — {2, 3}
i ktdry dla liczby —1 przyjmuje warto$c 5.

1.10. Wyznacz wszystkie wartosci m, m € R, dla ktdrych dziedzing utamka alge-
braicznego jest zbior liczb rzeczywistych.

x*+5 b X c 1-2x
x2+2x+m x2 +5x+9m’ x2+3mx+m

1.11. Skréé dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

) 3512 b) —15(—x)2 ) 7(—x)13+5(—x)12

3x X10

g ) sl R R E e,

2x’ 2(—)()5 +3x° 18x* - x3

1. Utamki algebraiczne. Réwnania | nieréwnoscl wymierne. Funkcje wymierne q

1.12. Skré¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

x’ -4 54 x 4x* -9
) 2 b) > )
X+6 25-x (3—2x)(3+2x)
4-81x* X2 =2x+1 9x> -1
d o X2 ) ——
xX—2 5x-5 1-6x+9x

1.13. Skro¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

) xX—x-6 b x> —6x+9 9 —2x*-14x+16
x* -4 x? +2x-15 3x2 +15x-72

) 2x* —3x-9 ) 2x3 —32x f 4x* —400x*
4x* —11x-3 3x2 +12x x> -13x% +30x

1.14. Skré¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

) 36x +3x° —3x° b 2x7 —8x° 9 33 +2x% -3x-2
X2 +6x+9 3x° +6x° 2x% -2
8x* —x ) 75x% =30x +12 f xt—x*-12
4x* +2x+1 125x% +8 x* +8x% +15

1.15. Skré¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

) X +x2-4x-4 b) x*—3x* -4 9 2x° +x-3
X2 +3x+2 2x* —8x? 4x* +4x+6

) 8x> +12x* +6x+1 . 2x* +4x-6 f x*—8x*-9
4x3 +4x* +x x3=3x% —9x+27 x* —13x% +36

1.16. Skré¢ dany utamek algebraiczny. Podaj konieczne zatozenia.

) 3x*(x—2)+4(x-2) b) x*(3x=1)-(1-3x)x 25x> +50x% —x -2
‘-16 27x° -1 5x* +9x -2

2x° +2x 4 ) 216x° +8 ; (x-2) -1

d o
) 12x* —20x -8 x® —3x?

x3—x*+3x-3

1.17. Rozszerz dane utamki tak, aby otrzymaé wyrazenia o podanych mianowni-
kach. Podaj konieczne zatozenia.

3x —2x° 3
> b = S

3) 4 16x ) 9 18x° J x—-2 2-x
5 x+1 2x

d — = —_—_— f =

)2 2x-8 ° x  x(x-2) )x+3 x*-9
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1.18. Rozszerz dane utamki tak, aby otrzymac¢ wyrazenia o podanych mianowni-
kach. Podaj konieczne zatozenia.

3 x—1 3
a) —=73 b) =—3 3 C) =
X X —6x X—2 6x°—3x X-2 X —-x-2
X 5 X+2
d) = 2 e) = 3 f) 2 = 3
x+1 2x"+4x+2 x-2 x -8 X —x+1 x +1

1.19. Rozszerz dane utamki tak, aby otrzymaé wyrazenia o podanych mianowni-
kach. Podaj konieczne zatozenia.

a) x-1 b) X _
x2—4 x*+3x*—4x-12 x2+1 x*-3x*-4

2 3
C) =73 2 d) =73 2
x-1 x*-3x"+3x-1 x—-1 x>+4x° -5

1.20. Rozszerz dane utamki tak, aby otrzymac¢ wyrazenia o podanych licznikach.
Podaj konieczne zatozenia.

3 3x? x+1 x*+x 9-x 81-x*
_—— b —_— C) —=
a) 5x ) x—2 ) 3
2 6-2x 3x—1 3x°-x7 x*-3 x*-9
d) —= e) 5—= f) =5
x—3 X +5 X

/;

1.21. Rozszerz dane utamki tak, aby otrzyma¢ wyrazenia o podanych licznikach.

Podaj konieczne zatozenia.

) x> =3x _x’-9x b) 2x+3:4x2+12x+9
x+1 x—5

d
X X

9 -1 x"+2x*-3 ) x—1:3x3—3x2+x—1

) 2x-3 8x’-27 9 2x+1 _10x> +5x’ +8x+4

3x x+1 B

1. Utamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosei wymierne. Funkeje wymierne 11

Dodawanie i odejmowanie
utamkow algebraicznych

1.22. wykonaj podane dziatania.

) X 3x+1 8-x b) 2X2_(x—1)(x+1)+5x_7

2 4 8 3 6
x—=7 x*+2 2x*+31 1-6x x>+8 12x+5x*
c) - + d) + -
5 3 15 3 2 6
) (x+3)(x-2) (x=1)(x+4) ) (3-x)(3+x) 2(x-1) x*+1

- —X
2 5 8 4 16

1.23. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

)3 x4 b) 2x=7 3(x-4) g 9-X+7

X+2 x+2 x-3 x-3 x+1
§) 1- 4 ) x+7 4 f 2x-3 x+4
X+5 x-5 5-x x—-1 1-x

1.24. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

) 3x+1  x*+3x b) 2x_ 4x-16 Qg 572, 3x=5
-1 x*-1 x> -8x2 x*-8x7 X +4x X' +4x
2-2x  x-5 3x° —8x+4 x> —3x

d S—-—5 e) 4- " f) ~ -1
x°=9 9-x x°—=2x (x—3)

1.25. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

1 2 -

) x x+1 x+3 b) 3x 2+3_4x+5
x—-4 4-x x-4 x—2 2—x
2X —

c) X 5_5_ x+1 d) 3_ X+2 _2x+5
2x-3 2 3-2x 4x-1 1-4x
32 2 2(x-1

e) S———+ X ; ) (2 ) X+62+1l
4 x*-1 1-x x“—4 4-x° 2

1.26. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

1 x-1 2

a) —+X _ b) §§_X +2x C) i— 1
X X 2 x+3 5« x-1
3x-1  x* +1

d) _X o —_ X4 [ X3

4 X+2 x-3 X X+2 3x
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1.27. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

a) x—1_x+1 b) x—2_x—1
x—2 x+2 x—3 x+3
) 3x . x* 9 xt -1 2
2x+1 (2x+1)2 4x* +12x+9 2x+3
e) x+4_x+1 f) x+5_2—x
x-1 x-—-4 x-5 2+x

1.28. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

2 1 x+2 x*-3 3-x*
a) =+—-3 b - +
) X X2 ) % X2 X3
3
+ 1
L DRSS
x—1 x+1 (x+1) x+1
931 2 g2 _3 .1
x> x x-=2 X+3 x+2 2

) 13 b) AN S
4x* -25 2x-5 x+2 x-3
7- 3 x=2 x—1

c) g I2X X*2 d) —-3+
x+3 x-7 x+1 X+2

1.30. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

x*+5 x+1 x—2 3x*+1 X3 x*+3
) b) t- C) 3 T2
2x—-5 2x° -5x x-1 x"+x+1

x2-3x x-3

2x2 —11x 2x-1 x*-6 X+2
e - f)

2
d) X—2 5x-2x

+ —_
x> +4 2x*+8x x* —5x X 3x* +x* 3x%+1

1.31. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

x-1 3 1 1 1 1
a) -+ —— b) —-=-

X x° x+1 x-2 x x°-2x

x—1 x+1 x*-4 2x2 -1 x+2 x+1
C) - +— d) 7t -

2x+3 3-2x 4x° -9 4—x X—=2 x+2

2 _ +2 4 x+1

) 2x° —3x _x+2+1 f) X 3 3

x> —6x+9 x-3 x—1 x*-2x+1 x

1. Utamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosei wymierne. Funkcje wymierne

1.32. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

a) X—2 . x* -1 __1_ b) x2 -1 B x* -3 B 1
x*—4x x*-8x+16 2x x> =5x x*>—10x+25 5-x
2x X 1 d 5x 4 N 1

X —Ax+4 x2-2x x+1 X —6x+9 x-3 x2+3x

Mnozenie i dzielenie utamkoéw algebraicznych

1.33. Wykonaj mnozenie utamkoéw. Podaj konieczne zatozenia.

3 x? 1 x*—x 4 2x+2
) 2L ) - g .2
X 6 X 2 x+1 8x
x+3 16 -1 4 -
d) . - e) X . 2X f) 3X Gi
2 x°-9 3 X —x x2 -4 7x

1.34. Wykonaj mnozenie utamkéw. Podaj konieczne zatozenia.

) 2x~4  10x b) 2x+3 2x* +12
5 x*-4x+4 x*+6 4x’-9
9 xt -1 X=9 J 3x3+6x° 6x-24
x> —81 x+1 x—4 9x’-36

x*+8  6x+6
e) .

f) 2x* +8x x®+6x+36
3x2 -3 x*-2x+4

216-x x*-16

1.35. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

3x*+3x x-1 4x* -8x> 4x+8
a) ———=— b) ————-
x*-1 6x 16x°>—64  x?
49 — x* x+1 x xt -1 4
> . e d 2— > .9x
X +8x+7 2x-14 2 2x°+2 3x° -3
) 5x*-20 14x+42 (_1] f)( x) 3x*-3 7x-35
7x+14 x*+x-6\ 5 21) x¥*—4x-5 2x-2

1.36. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
-1 X’ +7x+12

xX+x—6 xP+x-=2

b) x> +2x-3 X’ +4x+4

x> -4  x*+6x+9

13
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2x* +5x—3 9x*> +24x+16 9 5x2+7x+2.3x2+2x—1
3Ix2+7x+4 4x* -1 x> +2x+1 25x* -4

) 2x*—x—3 8x*-32 f 2x*+9x—5 x> +4x+3

4x2—7x—2.2x2+x—6 5x% +3x—2 2x>+5x-3

1.37. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

) x3+3x*—x-3 1 b) x3+5x2—2x—10' 2
x* -1 x> +8x+15 x* =2 x? +10x+25
) 2x% —14x* -8x+56 3x*+7x—6 9 2x3+6x2+x+3. 3x? +2x -1
2x*-18 x> —9x+14 4x? +11x-3 23 +2x* +x+1
) x> —6x*+5 x*+3x+9 9) x3—6x2+12x—8' 8x+1
x3-27 4x—-4 x> —4x+4 3x% -6x

1.38. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

1 2 1 -2 2
a) =X b) X.a:x c) Sy XL 2
X 4 5 2 x-1 3x
2 3 1 2 1 1
d) 4-i:— e) _ = f) 1- : >
x—1 x x+1 2x+2 x Xx+6 36—x
1.39. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
1 : 4 1
a) — XX b) 3x - ——: >
x x—-3 4x-12 X+2 4-x
5x 10 5 -1
c) > i d) > :
X +10x+25 x°—-25 9x° ~81 27-9x
) x*—2x+1 3x*-3 f 125x* +1 25x° —5x+1
4x* +2x+1 8x>-1 xX*—-4x  x-4

1.40. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

) 3x-3  3x’-3 b) 2 +6x X' +6x+9
5x+10 10x* —40 X +ax+4 X -4
J 25x° —10x+1 10x -2 9 2> +5x-3 4x* -1
x*-9  5x+15 10x-20 3x-6
0 6x* +13x—5 3x° +20x—7 f 7 +13x-2  7x* +6x-1
4-x*  —x*-5x+14 3x* —19x+20 2x* —7x—15

1.41. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zalozenia.

x> =5 +2x-10 x> +2x

) x> +8x* —x—-8 2x* -2 b)
X*+9x+8  x+3 X*+x-30  x+6
J x> —5x* +3x-15 2x-10 9 X*+5x* —4x-20 2x+4

x> +x*+3x+3  3x+3 X345 +x+5 7x°+7

2 —x-1 2" +2x+1 ) x*—x* -4 x*+3x-10
27 +x-3  4x* -9 X +7x+10 x> +10x+25

Dziatania na utamkach algebraicznych

1.42. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zafozenia.

a) 3x%:| 2x3:(x+1 b) 2: :i_2x+5
) 3¢t [2005(x+1)] ) 2:x: 22
c) [5——2—)-(5+2x:x2) d) [1+ ! j:(?w 2 )
X x+1 x+1
x2—25.4x+12

) (3—LJ:(x+3) f) 2—

X+2 x+3 x*+5x

1.43. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

2_1 X 2
= 4 L -
a) — X b) C) _w_
4x* —4x+1 3x-6 3x
1+—
S—x 2

3_x+i x—1+x—3 2x X

d X— e 2 X £ X-1 x+2
) —2x*+7x-5 ) 2—x ) X+5
1-x*

1.44. Wwykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

1
1+a 1-a) 1 2 Pida+d 2
a) - - .= b) . R
1-a 1+4a) 4a a+2 2a+1 a
1 11 1) 4a
0) (———j(—+—j-—— d) 3 5,8). ba
a 2M\a 2)a+2 a 3) a*-9

-1) d*-a+1
e) 3—[0——0 ]:——a ar f) (1+-1— : a—1+—1—
a 4 2 24° a
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1.45. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zalozenia.

?) (azif%?f)‘(%‘““) " 1‘(1—%-;27)‘@;77-7)

a' -1 a 3 2 1 3 9 5
e) 3| —5—- )| St ——|:| —+=
o’ +1 2a° -8 a+1 a 3a a+1)\a+l a
1.46. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.
1+*1 2
) 1+a2—1 a+2 0) 25-a° 3—(0 —1)+ 3
2 2a+6 ;1 4a+8 | a*+4a+4 a+2
a+2
a+3 1 1 (a+2) - 3 | d*-3a
) |a- : - d) > -— :
a-1)\a-3 a+1 4a° -4 a°-a| a-1

2 2
-3
D 1.47. Wykaz, ze jeslia#0, to 60:|:(0—J2r—3) _[OTJ }:2.

. ) 2 2 2
-1 2
D 1.48. Wykaz, zejeslia € R, to az +£ 20 J =1.
a+1 a+1

1 3¢°+2a-1 3 ) 2d*°-8 1
D 1.49. Wykas, ze jeéli aeR—1-2,=,1,2\,t0 | 202 ,a-° -
3 30-1 a-1 a-1 2

i

a 1
a4 g 2
D 1.50. Wykas, ze jeslia € R — {2, 0, 2}, to warto$¢ wyrazenia —14—‘17—~2——+3
jest stata. a4
a 2a

D 1.51. Wykaz, ze jeslia=#—-bia=0ib #0, to wartos¢ wyrazenia

2 at+b?
+

P :(3a+3b) jest stata.

1 1
‘+,,
a b

1. Utamki algebraiczne. Réwnania [ nieréwnosei wymierne. Funkcje wymierne 17

D 1.52. Wykaz, ze jesli a € R — {2, 0}, to prawdziwa jest réwnosc:

(az 1} (a 1 1] (a-2)"+8a 1

a1 i s L S

8 a/\4 2 a 142 2a
a

D 1.53. Wykaz, ze jesli a € R - {-6, 3}, to zachodzi réwnosc:
(0_3]2 (3+a)’ 120 9 _ a

3 9-3q a®+30-18 a+6

D 1.54. Wykat, e jesli —2 =§ib¢_—3a to Bat3b _,

’

3a+2b 2 11a-2b
b a’+b> b
D 1.55. wykaz, zejeélia, b, c € R— {0} i g=—, to =,
! o b ¢ pr+ct ¢

D 1.56. Wykaz, zejeslia#0i b =0 oraz %—§=20-3b, tobzga lubab=1
a

1.57. Doprowadz wyrazenie do najprostszej postaci. Podaj konieczne zatozenia.

) [El e

1 1

—_ 2

b) 2+x+1. 1+(1+X )-4
11 20
2 x+1

— 2__ —
c x—1 xt -1 (“ 1 _ZJ:Z X
x-1

X +x+1 x32 -2 NG
d 3x+6 X+2 ) 5 3 3
) 3 2 N 12 * -
X+x"+x+1 x —x"+x-1 X +1 2x+2 2x-2

1.58. Doprowad? wyrazenie do najprostszej postaci. Podaj konieczne zatozenia.

-1 -1 X -1 3

b) 1+x° 1-x° _(1+x_1—x)
1-x* 1+x* ) \1-x 1+x

) [ 3 _3x2+3x+3.x“—xJ x—x*
X




18 Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 3. Zakres rozszerzony

9 [ e 22 e

Tx+2

g [ _xX*-8 4x*-8x+16) 16
x+2 x*+8 x> -4

1.59. Wyznacz wielomiany P(x) oraz Q(x) tak, aby zachodzita ponizsza réwnos¢:

a) P(x) +Q(X): 11)(—1 orazst.P(x)=0ist.Q(x)=0
3x+1 x-2 3x°-5x-2
2
b) P(x)_Q(X):ZXZ—-lOX—Z orazstP(x)=1istQ(x)=0
xX—-2 x-4 x°—6x+8

) P(x) L9 X)  4x*+21x+1

= tP(x)=0i st =1
4x+5 3x—-1 12x*+11x-5 oraz st.P(x)=01stQ(x)

1.60. Wyznacz liczby a, b, ¢ tak, aby:

a bx+c x? +10x
a) 3 T3
X—2 x“+2x+4 x° -8

b) a_b_c: 13x-21
x-1 2-x x+3 (x-1)(x—2)(x+3)

D 1.61. Wykai, ze jedlia, b € R — {0}, a=-2b oraz 6ab - 3a* = 2b*> - ab, to
2a+b 5 2a+b 5
=— lub =—.
a+2b 4 a+2b 7

2 2 2
C e b
D 1.62. Wykaz, ze jedlia, b, c € R - {0} oraza+ b + ¢ =0, to g.2 .t 3

’ bc ac ab

1.63. Wykaz, ze jedlia, b, ¢, x, y, z s rozne od zera oraz i+%+£=1 oraz
a c

a b ¢ x2 yr 7
—+-+—:O, to —2+—2+—2=1.
X y z a- b° ¢
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Réwnania wymierne

1.64. Rozwiaz dane réwnanie.

) x+2_ o b) 4x2+9:0
x—2 3x+6
) (2x—?)(3—x): d );(f_Z) 0o
x°+9 4x° -4x+1
) (1—3x)2 o ) (x=1)(x+2)(x+5) _
& (x-3)(5-x) X +ax-5

1.65. Rozwiaz dane réwnanie.

) (x3—27)(x2—16):6 0 (x' -1)(x+2)

a
6x—18 x*(x-1)
2 4 2
X (x=1)+x-1 —10x%+9
0 _(__)__:0 d) X_Z_X_:o
4x+8 X —4x+3
2
. 2x3+5x2—3x_0 (ZX +4X)(3_X)_0
x> +6x+9 x* —4x?
1.66. Rozwiaz dane réwnanie.
3 2 3
- -8x-7
a)X 4x +3:0 b)x 28x —0
x—1 x° =7
3 2 5 3
—x_ - +15
c) 3x7 —x ‘16x+2:0 d)x ?x x=o
4—x X +5x
3 2 6 3
+ -3x"+2
e) X +6X3+12X 8:0 f) X _ -0
x +8 X —x-2
1.67. Rozwiaz dane réwnanie.
x 8 x 9 X
) 2 X ) 3 X ) x*+3
2
X—2 +1 +2
d) ( ) :2__X e) sz_l X =X
2-x x x+2 x-3
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1.68. Rozwiaz dane réwnanie.

20-1

a) 227X 50
3x—4
-5

c)X —1=x+1

x+1

) X + ! =2x-2
2x—3 3-2x

1.69. Rozwiaz dane réwnanie.

a)4 5

3x+2 x-2

gL 2,

X+2 x—1_

o L~ 2

=0
2-x x-8

1.70. Rozwigz réwnania:

x+1 2x 1

Xx+2 x+3 5

J X=2 x+1_ x +x+12
x+1 3-x x*-2x-3
x> +5x+4 2

- =0
x> +3x* +3x+1 (x+1)2

1.71. Rozwiaz dane réwnania.
?
1 4 1
a)

X x 9x°

g3 4 1
X xX*—4x+4 x*-2x

1.72. Rozwiaz dane réwnanie.

x+1 2 2x+1
2 tS T
X“+2x—-3 x°—-1 2x°-2x

)xs—x_ 4 _
3x’ -3 6x-6
d) 3x—1_2x+3: 5
X+2 X+2
— 2
f) 2x 1_ :x+ 1

SIS
X x—-1

1
d) __2.__+_i{._:_.
x—-3 x+2 3
4x? 1
f) = = =
X" +27 9-3x+x

b) 2x X 2x—2

x—1 x+2_x2+x—2

X 2 2x+4
d) + = 2
4—x x+4 16-—x
) 2x3+x2_ 2
16x* -4 2x-1
SENEIE N
x x+1 x-1
3 1 2
d) 3 T T
X"+8 x" -4 x"-2x+4
1 4
f) + =

X -1 4-x* xX+x-2
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b 3x X 2 _ 5
) 2 ) *t NE) 2
X" =2x-3 x"—-x—-2 x"-5x+6 Xx —-4x"+x+6
3x x 8 11

C — — =
) X —4x+3 xX*+x-2 x*—x—-6 x> -2x*-5x+6

d 5 X 2x _ 9
) 2 3 T2 ~ 3 2
X —x—-2 Xx +4x+3 Xx " +x-6 x +2x°—-5x-6

1.73. Rozwiaz dane réwnanie.

2 2
a) 3x —9x_ 212 -3 b) X —6x+3_2: : 5
2 x°—3x 4 Xx°—6x+3
24 2> +x-1 10
2(x*+2x-4)=— """ — d - =2=
) (X X ) x> +2x-3 ) 3 3-3x-6x> 3
X 2 4 2
e)x2+(——J =8 f)4%+(—liJ—20:o
x+1 x—2
1.74. Rozwia? dane réwnanie.
2 1 2 x+3 1
a) I]_—3—=3 ) = ) I |——- =
-3x| |x+5| |-4-x| 3 |2x+1
- -1
d) _2_+L:0 e) _x__2:|X__g_| f) |_2X_|_|1_2X|
x| |x-1 X— 2 X+3

1.75. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m < R, dla ktorych réwnanie
(x=3m)(x+m)

. =0 ma jedno rozwigzanie. Podaj to rozwigzanie.
X —_—

1.76. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m < R, dla ktérych réwnanie
(x—m)(x+2m)

=0 ma jedno rozwigzanie.
x° -4

1.77. Wyznacz zbidr wszystkich wartosci parametru m, gdzie m < R, dla ktérych

m+2 x-1 . . .
3 ——4—=0 ma tylko jedno rozwigzanie. Dla znalezionych wartosci
X+

parametru m podaj to rozwigzanie.

rownanie

1.78. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, a € R, dla ktérych réwnanie
x+4a

—2=0 ma rozwigzanie. Podaj to rozwigzanie.

xa+a
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nie ma

kx-2 9x—k

1.79. Dla jakich wartosci parametru k, k € R, réwnanie
rozwigzan?

1.80. Oblicz warto$¢ parametru a, a € R, dla ktérego jedyne rozwiazanie (x, y)
(a-1)x-2y=3 1.1 3

spetnia zalezno$¢ —+—=—

uktadu réwnan .
4x—(a+1)y=a X y 2

1.81. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktérych réwnanie

X—=2p 2 ‘- . .
== ma dwa rdine rozwiazania.
3x-2 x
. - . o 3x* -91
1.82. Dla jakich wartoéci parametru k, k € R, rébwnanie 2x —(9—k):——2——3~?
x°+

ma dwa rdézne rozwigzania?

1.83. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, a € R, dla ktérych réwnanie
x+1 (2a-1)x-5

=0 ma dwa rdine rozwigzania x,, X,, ktore spetniajg nieréw-
2 x-1

oS¢ |X, +X,|> X, - X,

Zadania tekstowe prowadzgce
do réwnar wymiernych

1.84. Licznik i mianownik dodatniego utamka wtasciwego réznig sie o 4. Wyznacz
ten utamek wiedzac, ze jesli jego licznik zwiekszymy o 7, a mianownik podwoimy,

, 5
to otrzymamy liczbe réwng >

1.85. Utamek zwykty jest liczbg dodatnia, a jego licznik jest o 1 wiekszy od mia-
nownika. Wyznacz ten utamek wiedzac, ze réznica tego utamka i 20% jego odwrot-
nosci jest rowna 1,09.

1.86. Droge dtugosci 208 km, kierowca przejechat ze $rednig predkoscig V [km/h] ,
w pewnym czasie t [h]. Gdyby jechat z predkoscia o 13 km/h wieksza, wéwczas
trase pokonatby w czasie o0 48 minut krétszym. Oblicz V.

1.87. Turysta przebyt pieszo 600 km. Kazdego dnia pokonywat takg samg liczbe
kilometrow. Gdyby codziennie przebywat o 10 km wiecej, bytby w drodze o 5 dni
krocej. lle dni byt turysta w drodze?

1. Utamki algebraiczne. Rownania { nieréwnosci wymierne. Funkeje wymierne

1.88. Wiasciciel hotelu zlecit dwém zaktadom krawieckim uszycie 140 zaston.
Pierwszy zaktad miat uszy¢ 80 zaston, za$ drugi 60 zaston. W zaktadzie pierwszym,
zatrudniajgcym wiecej pracownikow, szyto dziennie o 8 zaston wiecej niz w zakta-
dzie drugim. Drugi zaktad wykonat zamdwienie w terminie, a pierwszy o 1 dziei
wczesniej niz ustalono. lle zaston dziennie szyto w kazdym z zaktadéw?

1.89. Zaktad stolarski otrzymat zaméwienie na wykonanie 720 stotkéw. Aby zrea-
lizowaé zamowienie na czas, postanowiono wykonywac dziennie jednakowa liczbe

stotkdéw. Po wykonaniu 665% zamoOwienia usprawniono produkcje tak, ze dzienna

produkcja wzrosta o 4 stotki, a zamodwienie zrealizowano o 5 dni wcze$niej, niz pla-
nowano. W ciggu ilu dni planowano wykonaé zamodwienie?

1.90. Pod budowe bloku na osiedlu mieszkaniowym nalezato wykopa¢ w okre-
$lonym terminie 8000 m* ziemi. Praca zostata wykonana na 8 dni przed terminem,
gdyz ekipa robotnikéw przekraczata stale o 50 m? dzienny plan. Oblicz, w ciagu ilu
dni miata by¢ wykonana praca i o ile procent przekraczano codziennie plan.

1.91. Trzy zespoty robotnikéw, pracujgc réwnoczesnie, wykonuja pewng prace
w ciggu jednego dnia. Pierwszy zesp6t wykonatby te prace samodzielnie o jeden
dziert wczesdniej niz drugi, a trzeci o 4 dni pdzniej niz pierwszy. W ite dni wykonatby
te prace kazdy z zespotéw, pracujac samodzielnie?

1.92. Dwie sekretarki wykonaty pewna prace w ciggu 12 godzin. Gdyby pierwsza
wykonata sama potowe tej pracy, a nastepnie druga reszte, to potrzebowatyby
na to 25 godzin. W ciggu ilu godzin kazda z sekretarek, pracujac oddzielnie, moze
wykona¢ te prace?

1.93. Ojciec i syn pracujac razem wykonaliby pewng prace w ciaggu 12 dni. Ponie-
waz jednak po osmiu dniach wspélinej pracy syn zachorowat, ojciec, pracujac sam,
potrzebowat jeszcze pieciu dni do ukoriczenia pracy. W ciggu ilu dni kazdy z nich
pracujgc sam, mégtby wykonadé te prace?

1.94. Do mleczarni dostarczono 2400 kg mleka o zwartoéci 4% ttuszczu. lle kilo-
gramow $mietanki o zawartosci ttuszczu 12% nalezy odwirowac z tego mleka, aby
otrzymac mleko o zawartosci 2% ttuszczu?

1.95. Kran A napetnia pojemnik w czasie o 6 minut krétszym, niz kran B. Jedli oby-
dwa krany odkrecimy jednoczesnie, to pojemnik zostanie napetniony w ciggu 4 mi-
nut. lle minut potrzeba na napetnienie pojemnika przez kazdy z kranéw oddzielnie?

1.96. Przez jeden z kranéw woda wyptywa ze zbiornika, a przez drugi do nie-
go wptywa. Gdy otworzymy oba krany, zbiornik zostanie napetniony woda w cig-
gu 12 godzin. W ciagu ilu godzin pierwszy kran opréznia petny zbiornik, a drugi
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napetnia pusty zbiornik, jezeli wiadomo, ze czas napetniania zbiornika jest o godzing
krétszy od czasu jego oprdzniania?

1.97. Pusty basen mozna napetni¢ wodg z dwdch krandw. Jezeli otworzymy pierw-
szy kran na 5 godzin, a nastepnie zamkniemy go i otworzymy drugi kran na 10 go-
dzin, to basen napetni sie w 35%. Jezeli natomiast otworzymy jednoczesnie oba

2 .
krany, to basen zostanie catkowicie napetniony w ciggu 22—9— godzin. lle godzin

potrzeba do napetnienia catego basenu za pomoca kazdego kranu oddzielnie?

1.98. 7 miejscowosci A i B, odlegtych od siebie o 330 km, wyruszyty naprzeciw
siebie po rownolegtych torach dwa pociagi. Pociag jadacy z miejscowosci A do B wy-
jechat o godzine wczesniej i jechat ze srednig predkoscia o 5 km/h mniejsza niz pociag
jadacy z miejscowosci B do A. Pociagi spotkaty sie w odlegtosci 180 km od miasta A.
a) Oblicz $rednie predkosci obu pociggoéw.

b) lle godzin jechat pocigg z miejscowosci A do miejsca spotkania obu pociggéow?

1.99. Dwaj rowerzysci wyjechali naprzeciw siebie z miejscowosci A i B, odlegtych
od siebie 0 96 km. Rowerzysta jadacy z miejscowosci A do B wyjechat o godzine
pdzniej i jechat ze Srednig predkoscig o 3 km/h mniejsza niz rowerzysta jadacy
z miejscowosci B do A. Rowerzysci spotkali sie w odlegtosci 36 km od miasta A.
Wiedzac, ze obaj jechali z predkosciami wigkszymi niz 10 km/h, oblicz $rednie
predkosci obu rowerzystéw.

1.100. Na drodze dtugosci 36 m przednie koto ciggnika wykonato o 6 obrotow
wiecej niz tylne. Gdyby obwdd kazdego kota zwiekszy¢ o 1 m, to na tej samej drodze
przednie koto wykonatoby o 3 obroty wiecej niz tylne. Oblicz obwody kot ciggnika.

1.101. Droge z miejscowosci A do miejscowosci B dtugosci 135 km motocyklista
przebyt ze statg predkoscia. Droge powrotng postanowit pokonaé¢ w tym samym
czasie.Z miejscowosci B przez po6t godziny motocyklista jechat z taka sama pred-
koscig jak z A do B, a nastepnie zatrzymat sie na 12 minut. Aby zdazy¢ na czas,
pozostaty cze$é drogi przebyt z predkoscig o 6 km/h wieksza. Z jakg predkoscia
jechat motocyklista z miejscowosci A do B?

1.102. Z miejscowosci A i B wyruszyli jednocze$nie dwaj turysci idgcy ze statymi
predkosciami. Pierwszy przeszedt droge z A do B i zaraz wrdcit do A. Drugi poszedt
z B do A i wrdcit do B. Turysci mineli sie po raz pierwszy w odlegtosci 4 km od A,
drugi raz w odlegtosci 3 km od B. Jaka jest odlegtos¢ z A do B?

1.103. Przejazd tédka 20 km w dét rzeki i z powrotem trwat 7 godzin. Réwno-
cze$nie z toédka z tego samego miejsca wyptyneta tratwa, ktorg spotkano w drodze
powrotnej w odlegtosci 12 km od miejsca wyptyniecia. Oblicz predkos¢ wody.
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Nieréwnosci wymierne

1.104. Rozwiaz dang nieréwnosc.

5- 2—- x(x—-1
a) 2 %50 b) Z—2<0 J =) g
6+x x+3 x—4
5-x° —x*+4x— 2%° -
d) ( ) 20 e) X 3X 3<O f) X 5);+2<0
(x+7)(x+1) X 2—x
1.105. Rozwiaz dang nieréwnoscé.
5x x+3 -6 —-3x
a >0 b <0 c <0
) x> —8x ) x* -9 ) X +1
2
4 3-2x 2
d) =>0 e) g_z___)_go f) i_;r4_x+_4>o
9—x x +1 2x°+x+3
1.106. Rozwiaz dang nieréwnosc.
4 — - 2x+11
a) _<1 b) x—3 -1 C) X 3> X+
x 3 2x -1 x+5 x+5
+1_ 3 1 1 1 2x°
g i, 3 1 o 1> 1 252
X—-2 x-2 2 X—-3 x+2 X +3
1.107. Rozwigz dang nieréwnosé.
1 4 4 ‘44
a) = X< b) 22 c) 4x+5>5x hl .
X +6x+9 x+3 3 x 3 X
1-4x*° - P 2x?
d) —% >0 o 231 ) EX >0
6x—-3 2x°+1 4x° =25

1.108. Rozwigz dang nieréwnosé.

b)1+2>3

4
a) X’ +x—4>—
X x+1 x+3 x+2

C) X+3+ 8 < 2)(_.‘].3 d) 1 _ 2 3 _
x+1 x-5 x“"-4x-5 3x—2-Xx 7x—4—-3x
2
3-3
X ( X)Z 1
x>+8 X+2 x -2x+4

0 x3+10+ 1 _ 1
x} =27 3—x 9+3x+x°

e)
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1.109. Rozwiaz dang nieréwnos¢.

—3x*—x+10
= >

2)

X+2

x> —4x* +x—-4
) ———

>0
xt -1
5x* —x* 4
&) ———>——
x -1 x =1

1.110. Rozwigz dang nieréwnosc.

a) (%—2]‘[%+4j>0
) (%_3—1)-()(—2_53—+7)<0

2
e) X b6x

(x—l)2 x-1

+8<0

—2x* +4x+6

b) _X___<X
x—3

9 2x3 —x* —6x+3

1-4x* <0

3 2 .
f) 3x +28x +2x< 1
X -4 X+2

910, 3

x+1 (x+1)’

2
X 8x
d) — >
4x° +4x+1 2x+1

_9) 2 ¥
) 7(xX2) +(4x ;( 4) <8

1.111. Rozwiaz dany uktad nieréwnosci.

2X+15>1(x—1)+—)£
a) 9 5 3
X—+—1<‘1

X

X} —4x+4>x*
C) x+7>x+1
x+2  x-1
?
X 2 8
<

e) x—1 x+1 x*-1
1

—=<0

x—-2

REING
|x-1] 3

x-3

d) >1

2x+8

1.112. Rozwigz dang nieréwnosé.

2
b) Ix-1<—
) -1<2

x> —5x+4

2

x“+x<12

b)
> <x+1
X +2x+1
2x*—x*<0

d) 1 1
2 > 2
X =2x-15 x*—x-2
5
I

f) x+3 x-1

4 x+1 2
> <
X +5x x+5 x

c) 2x—5<2
x+1
2_ pa—
>1 ) ailall 125
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1.113. Wyznacz zbidr wszystkich warto$ci parametru a, a € R, dla ktérych uktad

ax—4y=a+1

P ) . . . . X
rownan { jest oznaczony i spetnia go para (x, y) taka, ze —>0.

—2x+2ay=-1
1.114. Dla jakich wartosci parametru k, k € R, réwnanie

(k=1)x*+2(k+1)x+k-2=0 ma dwa réine rozwiazania ujemne?

1.115. Dlajakich wartosci parametru m, gdzie m € R, zbiorem rozwigzan nieréw-
(m=2)x*+x+m-1

nosci >
—3x“+2x-5

>0 jest zbidr liczb rzeczywistych?

Dowodzenie z zastosowaniem sredniej
arytmetycznej, Sredniej geometrycznej
i Sredniej kwadratowej kilku liczb

D 1.116. wykaz, ze jesli suma dodatnich liczb a i b jest réwna 3, to a-bgzi.

D 1.117. Wykaz, ze jesliliczby x, y, 2 sg dodatnie oraz9x + y + 3z = 18,t0 8 —xyz > 0.

D 1.118. Wykaz, ze jesli dodatnie liczby p, g, r spetniajg nieréwnos$é¢ p +q +r > 2,
to 3(p2 +q° +r2)>4.

D 1.119. wykaz, ze jesli iloczyn liczb dodatnich a, b jest wiekszy od %,

1
to @’ +b? >E.

1
D 1.120. wykaz, ze jedli x i y s3 liczbami dodatnimi oraz Xy:Z'
to 4(1+x)-(1+y)>09.

2 2 2
D 1.121. Wykaz, ze jesli liczby x, y s dodatnie, to X—+2y—+3~[£+1)>10.
Xy

. 4 54
D 1.122. Wykaz, ze jesli x > 0, to x> +—+—2>18.
X x
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128
D 1.123. Wykaz, ze jesli a =0, to a* +—=->48.
a

D 1.124. Wykaz, ze jesli liczby a i b s3 dodatnie oraza + b =12,
to (2 +a)-(2+b) < 64.

D 1.125. Wwykas, ze jesli liczby x, y, z s3 dodatnie oraz xy = 9,
to (x+y)-(y+z)>(z+3)2.

D 1.126. Wykaz, ze jesli liczby a, b, ¢, d sg dodatnie,
2a+c b+5d 2bd+5ac
o) + +

>16.
b c ad

D 1.127. Wykaz, ze jesli liczby a i b s3 dodatnie,

2 p2\ e(a+b) —12ab
‘o 5.[97+b_2)+i>_>zz
a ab

D 1.128. Wykaz, ze jesli liczby x, y, z sg dodatnie, to
xy(3x+2y~4z)+yz(y+3z—4x)+xz(x+2z-4y)>0.

D 1.129. Wykaz, ze jesli dodatnie liczby a i b spetniajg nieréwnos¢ a + b > 1,

1
to a* +b* ;5.

D 1.130. Wykaz, ze jesli liczby a, b, ¢ sa dodatnie,

to ! + ! + ! >2( ! + 1 + ! j
Jab Jac Jbe” \a+b a+c b+c)
2

Funkcja homograficzna

, . . 2 . .
1.131. Wykres proporcjonalnoséci odwrotnej y =— przesunigto o pewien wektor
X

5
u iotrzymano wykres funkcji, przedstawiony na ponizszym rysunku.

a) Podaj wspotrzedne wektora Z
b) Napisz wzdr funkcji, ktérej wykres otrzymano.
c) Podaj dziedzine i zbidr wartosci otrzymanej funkg;ji.
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d) Oblicz miejsce zerowe tej funkc;ji (jeéli istnieje).
e) Odczytaj z rysunku zbiér wszystkich argumentow, dla ktérych otrzymana funkcja
przyjmuje wartosci ujemne.
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1.132. Wykres funkcji y=—, gdzie x#0, przesunieto rownolegle o wektor
X

v =[0,2] i otrzymano wykres funkdji f.

a) Napisz wzor funkgji f.

o

) Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkgji f.
c) Wyznacz argument, dla ktorego funkcja f przyjmuje wartos¢ réwng —2.

d) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu J3-1.

3
1.133. Wykres funkcji y=—, gdziex=0, przesunieto réwnolegle o wektor
X

u =[2,-4] i otrzymano wykres funkcji g.
a) Napisz wzér funkcji g i podaj dziedzine tej funkgji.
b) Podaj wspotrzedne punktu, ktory jest srodkiem symetrii wykresu funkgji g.
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c) Oblicz wspoéfrzedne punktow wspoélnych wykresu funkcji g z osiami uktadu
wspbtrzednych.
d) Naszkicuj wykres funkcji g i oméw witasnosci tej funkcii.

1 ,
1.134. Wykres funkcji y=—, gdziex#0, przesunieto réwnolegle o wektor
X

7:[—4,3] i otrzymano wykres funkcji h.

a) Napisz wzor funkgji h.

b) Podaj dziedzine i zbidr wartosci funkcji h.
4
c) Sprawdz, czy do wykresu funkcji h nalezy punkt A(—9, Zgj

d) Wyznacz wspétrzedne punktow wspdlnych wykresu funkcji h i wykresu funkgcji
liniowej y = x + 7.

1.135. Wykres funkcji y = =3 przesunieto réwnolegle o pewien wektor i otrzyma-
X

no wykres funkgcji g, ktérego srodkiem symetrii jest punkt 5(2, —1).

a) Napisz wzér funkcji g w postaci ilorazu dwéch wielomiandw stopnia pierwszego.
Podaj dziedzine tej funkgji.

b) Oblicz wspétrzedne punktu wspdlnego wykresu funkcji g i osi OY.

1.136. V\{&lkres funkcji g otrzymamy, przesuwajgc réownolegle wykres funkgji

a - . . 7 -
y=—, x#0, o wektor u. Oblicz a i wspoétrzedne wektora u.
X

x—4

a) g(x)="—

_3x+8
x+1

X+2

J g(x)="222 g) g(x)=

x-1

b) g(x)

1.137. Naszkicuj w osobnych uktadach wspotrzednych wykresy funkcji:
X 2x+4
x)=——, g(x)=
F)=—2 9()

homograficzng?

h(x)=x—+§. Ktora z funkcji f, g, h nie jest funkcjag
X+

1.138. Dany jest wzér funkcji homograficznej f. Podaj dziedzine, zbiér wartosci
oraz przedziaty monotonicznosci tej funkcji.

a) f(x):x—4— b) f(x)=2x_1

+2 X x—1

1
d) f()=""

1. Utamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosci wymierne. Funkcje wymierne 31

1.139. Dany jest wzér funkcji homograficznej f. Wyznacz argument, dla ktérego
ta funkcja przyjmuje wartosc w.
_x+1

a) f(x)= 2X=5 w=-5, b) f(x)="—", w=2++3

C9x+27’ x—1

1.140. Funkcja homograficzna f(x):2X+4b,
X+

tu —3 przyjmuje wartos¢ 5. Oblicz wspétczynnik b i naszkicuj wykres funkcji f.

gdzie xeR—{-4}, dla argumen-

1.141. Na rysunku obok przedstawiony ' Ay
jest wykres funkcji homograficznej E T°
i +4
+b !
g(x)=£—, gdzie x #—c. Miejscem ! 13
x+c ; 12
zerowym funkcji g jest liczba —1. L AP

a) Oblicz wspoétczynniki b i c. ——
b) Rozwigz graficznie réwnanie
g (x) =-x-1

|
|
Lln
i L__
__-_-_-_-_-d.’___

1.142. Wykres funkcji homograficznej f(x)chX—Jt.)O
X+

, gdzie x #—b, przecina

1 1
0$ OY w punkcie o rzednej —33. Miejscem zerowym funkgji f jest liczba —25.

a) Wyznacz wartosci wspdtczynnikow a i b.

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

c) Odczytaj z wykresu zbidr wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja f przyj-
muje wartosci niedodatnie.

1.143. Miejscem zerowym funkcji homograficznej f(x)=a;z jest liczba 3. Funk-
X+

cja f jest malejaca w przedziatach: (o, -8), (-8, +x).

a) Oblicz wartosci wspotczynnikow a i b.

—-2x+6
x+9

b) Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktdrych funkcja f i funkcja h(x):
przyjmujg te sama wartosc.

1.144. Dane s3 funkcje: f(x) :—2—3, gdzie x #3 oraz g(x)= —_X—_z, gdzie x # 0.
X

a) Naszkicuj wykresy funkcji f i g we wspdlinym uktadzie wspdtrzednych.
b) Oblicz wspoétrzedne punktow, w ktérych przecinajg sie wykresy funkcji f i g.
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1.145. Wyznacz wspétrzedne punktow wspolnych wykresu funkcji homograficz-
nej f i wykresu funkcji kwadratowej g. Naszkicuj wykresy obu funkcji we wspdlnym
uktadzie wspétrzednych.

a) f(x):;_%, gdziex#-1 orazg(x)=-x

3x+10

, gdzie x #—2 oraz g(x):(x+1)2 -5
X+

b) f(x)

Zastosowanie wiadomosci o funkeji
homograficznej w zadaniach

D 1.146. Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja homograficzna
a) f(x) :—1——3—5 jest rosnaca w przedziatach (oo, -2), (-2, +0)
X+

b) f(x)=% jest malejaca w przedziatach (—oo, =3), (-3, +o0)

c) f(X) =—;(_—4 jest rosngca w przedziatach (—oo, 4), (4, +oo).

D 1.147. W’;Ikai na podstawie definicji, ze funkcja homograficzna h jest rézno-

wartosciowa.
b) h(x) 23X xe{—l—l—}

a) h(x):G—ﬁ, xeR-{-1}

4
1.148. Na rysunku obok przedstawiony _ fESY E
jest fragment wykresu funkcji homogra- 1 '
+1 '
ficznej f(x)-—-L. Miejscem zerowym T
cx+d » 1
- fix :

funkcji f jest liczba —1. Wykres funkcji f RO | oL N et REL R

1 t _i 4 —t———— §

przecina o$ OY w punkcie (O, —Ej 432 % 3438

; T=2\ 1
a) Wyznacz wspotczynniki a, ¢, d. | 1.3 |!
b) Rozwiaz réwnanie 2 - f(x) + (x - 1)* = 4. o ™

1. Utamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosci wymierne. Funkcje wymierne 33

1.149. Do wykresu funkcji homograficznej f(x)= ax+b nalezy punkt P(—6, 3).
X+c

Funkcja f jest rosngca w kazdym z przedziatéw (—oo, —1), (—1, +oo). Miejscem zero-
1

wym funkgji f jest liczba 15.

a) Oblicz wspditczynniki a, b, c.

b) Wyznacz zbiér argumentdw, dla ktorych funkcja f przyjmuje wieksze wartosci

5x+3
4x+7

niz funkcja g(x)=

1.150. Zpodanego réwnania wyznacz y jako funkcje zmiennej x. Nastepnie podaj
dziedzine i zbidr wartosci tej funkcji.

1 1 1 1
- - 3 1 = 0 b _— _:1 _ :1 —_—
a)xy e ) y—1+x+1 c) y+2 +x+1
1.151. Naszkicuj wykres funkcji f i oméw jej wtasnosci.
5-3x x| |x|+1
= b a— =
) F(x)=f> ) F(x)=-"L I 0=

1.152. Rozwiaz dane réwnanie, korzystajac z wykreséw odpowiednich funkcji.

2
a) |x[+—2—:0 b) 14
x+1 2 |x-2
1.153. Rozwiaz graficznie dana nieréwnos¢.
a) |22 < x?-2x+3 b)5—2p-4p>5i1.
X x-3

1.154. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych (x, y) spetniajace dane réwnanie.

2x-11
a) y 3 )x—6 y
2 1
c)xy+ i )x—2+y+1

D 1.155. Wykaz, ze istnieja tylko trzy pary liczb naturalnych (a, b), ktére spetniaja
réwnos¢ ab — 4(a - b) = 0.
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3—x

1.156. Dana jest funkcja f(x)= , gdzie x e R—{-2}. Naszkicuj wykres funkciji

X+2

okreslonej wzorem g(x)=

f(x)
. -2x+1 . .
1.157. Naszkicuj wykres funkcji f(x)= ol Nastepnie ustal, dla jakich warto-
X
, . |-2x+1| m+3 . i3 réanveh
éci parametru m, m € R, réwnanie = ma dwa rozwiazania réznyc
x+1 m+2

znakow.

1.158. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R — {0}, dla ktérych réow-

. 4 k+3 . .
nanie 3+ ——=—— ma rozwigzanie.
Ix|-2
o px+2y=1 .
1.159. Dany jest uktad rownan z niewiadomymi x, y i z parametrem
2x+py=2

p,p €R.
a) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych ten uktad ma rozwigzanie.

b) Naszkicuj wykres funkcji f(p)=’Z , gdzie para (x, y) jest rozwigzaniem tego
X

uktadu réwnan i x # 0.

1.160. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, m € R, dla ktérych funkcja

_5x+m’+2m—18

f(x) x-2
(—oo, 2), (2, +oo).

jest funkcja homograficzng, malejacg w przedziatach

1 1 . - . .
1.161.. Naszkicuj wykres funkcji g(m)=—+-—, gdzie x;, x, sa réznymi rozwig-
' X %

zaniami réwnania kwadratowego (m - 5)x> — 4mx + m —2 = 0.

D 1.167. Dana jest funkcja wymierna f(x)=

1. Utamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosei wymierne. Funkcje wymierne 35

Funkcje wymierne

1.162. Okresl dziedzine funkcji wymiernej f.

8x+5 2x°
D)= e R e
x* =7 2
D) ) )= s
3_ 4
) F(x) -2 ) F) =5

X -9x+8 T 43X —9x+5

1.163. Podaj wzér przyktadowej funkcji wymiernej, ktérej dziedzing jest zbidr
R - {—3, 3} i ktora dla argumentow —2 i 2 przyjmuje wartos$é 1.

1.164. Podaj wzér przyktadowej funkcji wymiernej, ktérej dziedzing jest zbidr
R - {-1, 2, 3} i ktorej wykres przecina 0§ OY w punkcie (0, 5).

1.165. Podaj wzér przyktadowej funkcji wymiernej okreslonej w zbiorze R — {0}
ktora jest parzysta i dla argumentu 1 przyjmuje wartosé 3.

’

1.166. Podaj wzdr przyktadowej funkcji wymiernej okreslonej w zbiorze

R—{—\/g,\/g}, ktéra jest nieparzysta oraz dla argumentu —2 przyjmuje wartoéé —8.
2x% —5x

-3
—. Wykaz, ze:
(x-3)
a) funkcja f jest réznowartosciowa
b) liczba 2 nie nalezy do zbioru wartosci funkcji f.

3 2
1.168. Funkcja wymierna h(x):X +2X 3ix+6k
X+

dia argumentu 1 przyjmuje

wartosé 3.

a) Oblicz k.

b) Podaj miejsca zerowe funkgcji h.

c) Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja h przyjmuje wartosci nieujemne.
3

1.169. Liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji wymiernej f(x):w.

a) Oblicz wspodtczynnik a. X1

b) Wyznacz pozostate miejsca zerowe funkgji f.

c) Naszkicuj wykres funkcji f.

d) Podaj przedziaty monotonicznosci funkgiji f.
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1.170. Dana jest funkcja wymierna h(x)=——, gdzie x#1.

(x-1
a) Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja h przyjmuje wartosci wigk-
sze od 1.
D b) Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja h jest rosnaca w przedziale (—oo, 1)
i malejagca w przedziale (1, +o0).

1.171. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktdrych dziedzing
danej funkcji wymiernej jest zbior liczb rzeczywistych.

x*+5 mx -3
) 9(x) (m-1)x*+(1-m)x+6

x*—(m+3)x+8 -

) £(x)=;

3x* +2m 1
= d) h(x)=
c) p(x) (m2—4)x2+(m+2)x+1 ) h(x) mx* +(m+1)x* +2m+2

1.172. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m < R, dla ktorych funkcja

4x* —8x+m

wymierna h(x)= ma tylko jedno miejsce zerowe. Dla wyznaczonych

x+1
warto$ci m, oblicz miejsce zerowe funkcji h.

1.173. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, p € R, dla ktérych funkcja wy-

4x*-2(p-3
mierna g(x)= X —2(p=3)x+p

> ma dwa miejsca zerowe.
2x°+x-3
1.174. Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, k € R, dla ktdrych funkcja wy-
x* —2kx
3 2
X~ +2x° —8x
podaj zbior wartosci funkcji f.

mierna f(x) = nie ma miejsc zerowych. Dla wyznaczonych wartosci k

1.175. Wyznacz najwieksza wartos¢ funkcji wymiernej f oraz argument, dla kto-
rego ta wartos¢ jest przyjmowana.

40 10X +4x+6
a) f(x)=— b) f(x)=—F -
X +4x+24 5x°+2x+1
- L " . . 2x2 +x
1.176. Wyznacz zbiér wartosci funkcji wymiernej g(x)z——2 .
2x°+x+3

D 1.177. Dana jest funkcja f(x)=

D 1.180. Dana jest funkcja wymierna f(x)= X

1. Ufamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosci wymierne. Funkcje wymierne 37

gdzie x e R. Wykaz, ze:

x*+1
a) w przedziatach (—o0, ~1), (1, +00) funkcja f jest malejaca

b) zbiorem wartosci funkji f jest przedziat (-1, 1).

10x
x> +25

1.178. Wyznacz zbiér wartosci funkcji wymiernej f(x)=2-

D 1.179. Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x:

2
a) ——<——<= b) 2<3X—24X+£<
X +4

241

o gdziexeR—{0}. Wykaz, ze
X

jesli funkcja f dla dwdch réznych argumentow przyjmuje te samg wartosé, to jeden
z tych argumentow jest odwrotnoscig drugiego.

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 1.

1. Dziedzing utamka algebraicznego LZ jest zbidr:

A.R - {0} B.R - {2} C.R-{-2} D. R - {0, 2}.

2. Jedli a=2-1/3, to liczba a—_i jest réwna:
+

—J3-1 1-3

A. B.

C. foiE D. 1-+/3.

2 2
A 2x* -7x+3
3. Po skréceniu utamka B gdzie x #3, otrzymamy wyrazenie:
-X
A.=2x% + 7x B.1-2x C.2x~-1 p. 1ok
2

4, Po rozszerzeniu utamka

1
, gdzie x #1—, otrzymano utamek, kté ia-
3 g 5 v orego mia

nownik jest wielomianem 2x* —3x” + 2x —3. Wéwczas licznik otrzymanego utamka
jest rowny:
A.2x* - 3x? B.x*+1 C.-3x% + 2x D.x*-1.
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(3x+2)(6x—-18)(3x+1)

5. Suma rozwigzan réwnania 7 g =0 wynosi:
X —
A2 B.-15 C.-1 D. 0.
-5 1
6. Réwnanie — ==
x“+4x X

B. ma dwa rozwigzania
D. jest tozsamosciowe.

A. ma tylko jedno rozwigzanie
C. jest sprzeczne

5 .
7. Zbiorem wartosci funkcji f(x)==-2 jest zbior:
X

A. R - {0} B. R — {5} C.R—-{-2} D. R - {-2,0}.

3_.
8. Aby otrzymac wykres funkcji homograficznej y = ——%, wystarczy wykres funk-
X+
5 .
cji f(x) == przesungc¢ réwnolegle:
X

A. o0 2 jednostki w lewo i 1 jednostke w dét
B. 0 2 jednostki w prawo i 1 jednostke w gére
C. 0 2 jednostki w lewo i 3 jednostki w gére
D. o 2 jednostki w prawo i 3 jednostki w dét.

" +1
9. Funkgja f jest okreslona wzorem f(x)=x—3, gdzie x # 3. Wskaz zdanie
X_

fatszywe.

A. Miejsce zerowe funkgji f jest liczbg ujemna.

B. Funkcja f jest rosnaca w przedziatach (—oo, 3), (3, +).
C. Srodkiem symetrii wykresu funkcji f jest punkt (3, 1).
D. Wylkres funkcji przecina o$ OY ponizej punktu O(O, O).

5
10 Ile liczb catkowitych nalezy do dziedziny funkcji homograficznej f(x) =2- Y
X+

dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci, bedace liczbami pierwszymi?
A. jedna B. dwie C. trzy D. cztery

1. Utamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosei wymierne. Funkcje wymierne

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 1.

11. Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenia.

B e ] P

3x X X—4 4-—x 2x

12. Rozwiaz dane réwnanie.
12x° +4x* —3x -1
a) =
2x-1
1 1 3x
9

3
- - d X 3=
x=1 x*+x+1 x*-1 )x+1 2

0 b) (x—2)2 =

2

+ —
e)x 3+1_ X x 3

= 2 X
X+2 X -4 2-x 6 X—6
13. Na rysunku obok przedstawiony jest

fragment wykresu funkcji homograficznej

a y=flx)
X)=——+c, gdziea=0ix#—-b Wyk-
f( ) X+b 8 ¥

kres przecina 0§ OY w punkcie (0, -3).

o e e e, ———

a) Podaj dziedzine i zbior wartosci funkgji f.
b) Wyznacz wspétczynniki a, b, c. :
c) Oblicz miejsce zerowe funkgji f.
d) Podaj zbiér argumentdw, dla ktérych ta
funkcja przyjmuje wartosci nieujemne.

=

U S D

14. Na rysunku obok przedstawiony Ay
jest fragment wykresu funkcji
3x—4
f(x)= = gdzie xeR—{2}. Oblicz T6
X_.
pole prostokata zaznaczonego na tym T4
rysunku wiedzac, ze jeden z jego wierz-
chotkéw nalezy do wykresu funkgeji f,
a pozostate odpowiednio do prostych
x=2,y=3.

o e o n o ]

39
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3 i

15. Narysunkuobokprzed- ‘fé -
stawiony jest fragment wy-
kresu funkcji homograficznej

—4x+b I e
f(x)= X7 gdzie x % . 3
X+c

X=

i

Wiedzac, ze do wykresu funk- o Tt
cji f nalezy punkt A(4, -6):

a) wyznacz wspétczynni-
kib,c.
b) ustal znak liczby

|f(=n)|+ £ (m).
c) sprawdz, czy punkt

B(1-v2, -2-42)

nalezy do wykresu funkcji f.

<Y

e
ol
D
<l
]
ol

16. Naszkicuj w jednym uktadzie wspdtrzednych wykres funkcji homogra-

ficznej f(x)= 2::11

, gdziexeR—{—4}, oraz wykres funkcji kwadratowej
g(x):—%(xdrl)2 +3. Nastepnie oblicz wspétrzedne punktéw wspdlnych tych
wykresow.

17. Wyzﬁacz wszystkie liczby catkowite, dla ktérych funkcja homograficzna

f(x)zl—il, gdzie x #—1, przyjmuje wartosci bedace liczbami pierwszymi.
X+

3a-b 2a+3b 1
D 18. Wykai, ze jedliliczby a i b s3 dodatnie oraz a =1, to a =1
2a+b a+4b 6

7
E+E_2
D 19. Wykaz, sejedlia#0, b #0oraza = b, to warto$¢ wyrazenia [— -—) b a
jest stata. b a) 3a-3b

D 20. Wykaz, ze jesli b € R - {0, 1} oraz a — 2b = ab, to warto$¢ wyrazenia

9:(1—EJ jest stata.
a 2

D 21. Wykaz, ze jedlia#-b, a# b oraz b # 2a, to

4 4a a*-ab+b? 2a-b a-b
54— i > | =a+b.
a+b a’+b a-b a‘+2ab+b

D 28. Dane s3 funkcje wymierne f(x)=

1. Utamki algebraiczne. Réwnania i nieréwnosei wymierne. Funkeje wymierne

22. Maszynistka przepisywata rekopis ksigzki liczacy 240 stron — dziennie prze-
pisujac te samga liczbe stron. Gdyby codziennie przepisywata o 10 stron wiecej,
to skonczytaby te prace o 2 dni wczesniej. W ciggu ilu dni maszynistka przepisata
caty rekopis?

23. Zaktfad stolarski otrzymat zamoéwienie na wyprodukowanie 192 krzeset. Dzien-
nie wytwarzano tyle samo krzeset. Ale po wykonaniu 25% zamowienia usprawniono
produkcje i wéwczas zaktad zaczat produkowac o 2 krzesta dziennie wiecej. Dzieki
temu umowe zrealizowano o 1 dzierh wczesniej niz zaplanowano. W ciggu ilu dni
zaktad wyprodukowat krzesta?

24, Zbiornik moze byé napetniony woda z dwdch krandw. Pierwszy kran napetnia
pusty zbiornik w czasie o 2 godziny krotszym niz drugi kran. Jesli otworzymy dwa
krany jednoczesnie, to zbiornik zostanie napetniony w ciggu 2 godzin i 24 minut.
Oblicz, ile czasu potrzeba, aby napetni¢ pusty zbiornik tylko przez pierwszy kran?

25. Z miast A i B odlegtych od siebie 0 252 km wyjechaty naprzeciw siebie dwa
pociagi. Pociag jadacy z miasta A do miasta B wyjechat o 20 minut pézniej i jechat
z predkoscig 0 9 km/h wieksza niz pociag jadacy z miasta B do miasta A. Pociagi
minety sie na stacji lezgcej w potowie drogi miedzy miastami A i B. Oblicz, z jakimi
$rednimi predkosciami jechaty te pociagi.

14-3x .

D 26. Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja homograficzna f(x): jest

malejaca w przedziatach (-, 4), (4, +o0).

7
27. Funkcja f(x):—x—, gdziex#—a, jest rosnaca w przedziatach (-, —2),
X+da

2

2
(—2, +oo). Funkcja g(x)sz , gdzie x £ b, przyjmuje wartosci ujemne wtedy

i tylko wtedy, gdy x € (3, +oo). Wyznacz wspétczynniki a i b. Nastepnie oblicz
wspotrzedne punktéw, w ktérych przecinaja sie wykresy funkcji f i g.

x* +1 X +1
— orazg(x)=
X

, gdzie x #0. Wy-
kaz, ze:

a) funkcja f jest parzysta, a funkcja g jest nieparzysta,
b) zbiorem wartosci funkcji g jest suma przedziatéw (—oo, —2>u<2, +oo)

¢) jesli a# 0, to prawdziwa jest réwnos¢ f(a) :[g(a)]2 -2.
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29. Rozwiaz réwnanie:

2
15 X—2 ‘X —4Xl+3

2 _4x-2= b) —=—|x—4|=2 LI —T
) X -ax x> —4x ) x-3 =4l ) x* +|x—5|
30. Rozwiaz nierdwnosé:

x-4 _ 1 X+2 [x—1

< — ——<0.

a) 5-x 1-x b) 2x-3 <3 c) XAx—2

D 31. Wykaz, ze jesliliczby a, b, ¢ sa dodatnie oraz a® + b* + c> = 108,toa + b + ¢ < 18.

48
D 32. Wykaz, ze jesli a>0, to a® + — >32.
a

33. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktorych funkcja wy-

(m+1)x-2

mierna f(x)= jest funkcjg homograficzng, malejagca w przedziatach

(=00, m), (m, +o0).

34. Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, m € R, dla ktérych funkcja
f(x):(m+1)x2—2ﬁx+m+2 ma dwa rézne miejsca zerowe x;, X, takie, ze

X1X;— M 20.

35. Dla jakich wartosci parametru k, k € R, zbiorem rozwigzan nieréwnosci wy-
(k+2)x* +x+k+2

miernel x* —(k+5)x+9

<0 jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych?

43
2 . Ciggi

Okreslenie cigqgu. Sposoby opisywania ciggow

2.1. Dany jest wyraz ogdlny nieskonczonego ciggu (an). Podaj pie¢ poczat-
kowych wyrazéw tego ciagu.

_n+4
" 2n-

a)a,=2n"-5n+1 b) a Ja,=3""1+ (1) (n + 1)

2.2. Ciag (b,) ma pig¢ wyrazow. Naszkicuj wykres tego ciagu.

¢) b,=—-

6n
) " n+1

a) b,=(3-n)(n+1) b) b, =2 + (1) +?

2.3. Sprawd?, ktére wyrazy nieskornczonego ciggu (a,,) sg rowne zero.

Z_4n-21
=(n*=2)(n*-4)(n-3 b) g =L 1722
a) an (n )(n )(n ) ) an n2+1
n* =256 n®—8n*—4n+32
C) a": 2 d) an:
n“—n+2 3n+2

2.4. Wyznacz wszystkie wyrazy nieskoriczonego ciaggu o wyrazie ogéinym:
-1 o , 1
a) a =§,—7—, ktorych wartosé jest rowna —
5n+2 2

b) b, = (2n — 3)%, ktdrych wartos¢ jest réwna 81
= n?- (n® - 5), ktérych wartos¢ jest rowna —4
3_7n% + 11n, ktérych warto$é jest réwna 5.

2.5. Dany jest wyraz ogdlny ciggu (a,,), gdzie n € N,. Ktére wyrazy tego ciggu s3
ficzbami ujemnymi?

a) a, :2n—6

b) a,=n?—7n + 10
n+1

c)a,=2-|n-3|

2.6. Wyznacz wszystkie wyrazy ciggu (b,,), gdzie n € N, okreslonego wzorem:
a) b, = |2n - 3| - 9, ktére s3 mniejsze od 4
b) b, = —n® + 4n, ktére sa wieksze od —12.




44 Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 3. Zakres rozszerzony

2
2.7. Cigg (cn) jest okreslony wzorem c, :En—2,8, gdzien e N,.
a) Czy wsérdd wyrazéw tego ciggu znajduje sie liczba 2?
1
b) lle wyrazow tego ciggu nalezy do przedziatu <5,4>?
2.8. Ciag (d,) jest okreslony wzoremd,=3 - |n -5

a) Sprawdy?, czy liczba 4 jest wyrazem tego ciggu.
D b) Wykaz, ze ciagg (d,,) ma tylko siedem wyrazéw nieujemnych.

,gdzien € N,.

5n’ —43n+24
5n-3
Wykaz, ze do przedziatu (3, 14> nalezy jedenascie wyrazow tego ciggu.

D 2.9. Dany jest ciag (a,) o wyrazie ogdélnym a, = , gdzien € N.,.

2.10. Wyznacz wszystkie wyrazy nieskoficzonego ciagu (a,), bedace liczbami na-
turalnymi, jesli:

2
a) an=2——6— b) an:3n_6 c) anzw.

n n+2 n

D 2.11. Wykaz, ze wsrdd wyrazdéw nieskoficzonego ciggu (bn), gdzie b =3n _z.n_+6,

tylko dwa wyrazy sg liczbami pierwszymi. n

2+n—6n°
+1
razy tego ciggu sg liczbami catkowitymi ujemnymi.

D 2.12. Dahy jest ciag (c,), gdzie ¢, = , n € N,. Wykaz, ze wszystkie wy-

2.13. Dany jest wyraz ogdlny nieskoriczonego ciagu (a,). Wyznacz wyrazy: a
ay, oraz as._,, gdzie k e N_.

,_2n—5
n+1

n+ 1

2

a) a b) a,=n’ c)a,=2n-n

n

2.14. Wyznacz wyraz ogdlny a, ciagu (a,), n € N,, jesli

b) a,.,= (n + 1) Q) a,, =22

a)a =n+4 =
) s 2n+5

2.15. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu (a,,), wiedzac, ze dla kazdegon e N,
1

spetnione s3 dwie réwnosci: a, +a,,, = oraz a,—a,,, =

n*+n n*+n

2. Ciggt 45

2.16. Wyznacz wyraz og6lny a, nieskoriczonego ciggu (an) wiedzgac, ze dla dowol-
nej liczby naturainej n:

a) 0,.,,—0,,,=7noraza,,,+a,,,=4-n
2 2
b) a,,,—Qa,,,=nh"oraza,,.,+20,,,=3-2n

2.17. Ciag (b,) jest okreslony za pomocg wzoru rekurencyjnego. Wyznacz bs.

1

b, =3 b ==

a){bl b —1 iedlin>1 b){ 4
he1 =40, — L1, jeslin 2 bn+1=(bn)2'4n;jesl”n>1

b =-3 b, =2

d} b, =-1

C) bn+1:1+irjesllin>l ) 2
% byp=(n+1)-b, b, ,, jedlin>1

2.18. Dany jest ciag (a,), gdzie n € N,. Wyrazy tego ciagu powstaty wedtug pew-
nej reguty. Wyznacz wyraz ogdélny tego ciggu.

11111 11 1 1

a) R R S B I b) 1/ T T T T e
2 4 6 8 10 9 25 49 81
4 12 3 4 5

0 11,2233 42, d) —,—,—,—,-,...)
2 3 4 5 2 5 10 17 26

2.19. Dany jest ciag (b,), gdzie n € N..Podaj wyraz ogélny tego ciggu. Nastepnie
zapisz wzor rekurencyjny ciggu (b,,).
)
' 570

2.20. Dany jest ciag (c,), gdzie n € N,. Podaj wzor rekurencyjny tego ciggu. Oblicz c1o.

1
a) [2; %l 2/ %I 21 o '-')

’

a)(1,3,579.) b) (9, 3,1,

W=
O |-

: b) (1, 2,4,7 11,16, ..)

d, =1
2.21. Ciagg (dn) okreélony jest wzorem rekurencyjnym: { ! . Wy-
znacz wyraz ogdlny tego ciagu. dp=d, +2n+1
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2. Ciggi 47

Monotonicznosé ciggow

D 2.22. Dany jest wyraz ogdlny nieskoficzonego ciagu (a,). Wykaz na podstawie
definicji, ze ten ciagg jest rosnacy.

a) a,=~/3-n+1 b) an=1__4
n+1
10n+4

=nt-n-2 d =
ca,=n’-n ) a, i1

D 2.23. Dany jest wyraz ogdlny nieskoriczonego ciggu (b,,). Wykaz na podstawie
definicji, ze ten ciag jest malejacy.

a)m=2—§n b) b, =7 (n - 1)
) b,= 3 d) b,=2-n
2n+3

2.24. Zbadaj monotoniczno$é nieskoriczonego ciagu (c,,), jesli:

a)c,=n*+3n b) Cn:2n+3 c) Cn=2—i
n+1 n+3
d) ¢, = 10n - n’ e) cn:@+1 f) ¢, =—2(n*-3n + 1).

2.25. Ciagg (a,,) jest skonczony. Zbadaj monotonicznosé tego ciggu.
a) a,=n’-20n, gdzie n € {1,2,3, .., 10}
b) a,=(n-1)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5),gdzie n € {1,2,3,4,5)

C) a”z:

1,jedlineN, in<7
n, jedlineN, i8<n<15

8 o -n*+6n-5, jeslineN, in<4
" |n+1, jedlineN, i4<n<10

2.26. Podaj przyktad:

a) pieciowyrazowego ciggu rosngcego o wyrazach mniejszych od -3,

b) sze$ciowyrazowego ciggu niemalejgcego o wyrazach dodatnich,

c) dziesieciowyrazowego ciggu nierosnacego o wyrazach nalezacych do przedziatu <—1, 5)
d) pieciowyrazowego ciaggu, ktory nie jest monotoniczny,

e) nieskofczonego ciggu malejgcego o wyrazach mniejszych od 2,

f) nieskoriczonego ciggu nierosngcego o wyrazach niedodatnich.

2.27. Podaj przyktad:

a) nieskoriczonego ciggu rosngcego o wyrazach wiekszych od —8
b) nieskoriczonego ciggu malejgcego o wyrazach mniejszych od 4
c) nieskoriczonego ciggu niemalejgcego o wyrazach nieujemnych
d) nieskoriczonego ciggu rosngcego o wyrazach z przedziatu (4, 5).

2.28. Dany jest wyraz ogdlny ciggu (b,,), gdzie n € N,. Sprawd?, czy ten ciag jest
monotoniczny.

a) b,=(-3)"

X b) b, = |n - 5| d)p,=4"+1

2.29. Zbadaj monotonicznos¢ nieskoriczonego ciggu (a,,), okreélonego wzorem
rekurencyjnym.

) {01:3 0 {al=_4 9 "Fga

a,.,=0,-2,nz>1 G,,,=0,+5n, n=1 0n+1:§"“:">1
a, =4 a, =1 a =1
d 2 e 3q f) <a,=1
) an+1_—'n>1 ) an+1:_ n'n>1 ) ’
an 2 an+2 :an+1 +an' n>1

2.30. Podaj wyraz ogéiny przyktadowego nieskoficzonego malejacego ciggu (a,,)
o tej wtasnosci, ze ciag (b,), gdzie b, = |a,| jest rosnacy.

2.31. Podaj wyraz ogdlny przyktadowego nieskoriczonego rosnacego ciggu (a,,)
o tej wtasnosci, ze ciag (b,), gdzie b, = |a,| jest malejacy.

2.32. Podaj wyraz ogdlny przyktadowego nieskoriczonego i niemonotonicznego
ciggu (a,,) i takiego, ze ciag (b,,), gdzie b, = |a,,| jest monotoniczny.

2.33. Ciag (a,) jest ciagiem nieskoriczonym malejagcym o wyrazach dodatnich.
Zbadaj monotoniczno$é ciagu (bn) wiedzac, ze:

:lan C) b =— d) b =02

b,=-3 b) b
a)n an )n 4 n a

2.34. Dany jest wyraz ogdlny ciggu (c,,), gdzie n € N,. Zbadaj monotonicznos¢
tego ciggu.
a) c, = 3n+5
3n 1 2n+2
n+l

c)c,=n-2"

dc,=

n
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Ciag arytmetyczny

2.35. Cigg (an) jest okreslony wzorem a,= 5n — 3, gdzie n € N,.

D a) Wykaz, ze ciagg (a,,) jest ciggiem arytmetycznym.

b) Wyznacz pierwszy wyraz i roznice tego ciggu.

c) Podaj wzor rekurencyjny ciggu (a,,).

4-7 .
2.36. Dany jest ciag (b,) okreélony wzorem b, :Tn, gdzien € N,.

D a) Wykaz, ze ciag (b,,) jest ciggiem arytmetycznym.

b) Zbadaj monotonicznos¢ tego ciggu.
c) Oblicz byo + bys.

2.37. W nieskoficzonym ciagu arytmetycznym (a,) dane s3 a; = -8,5i r = 2,5.
Oblicz:
a) wyrazy ds, dio i 0y7

b) wyraz ogolny ciagu c) 02,10y, 3

2.38. Cigg (a,,) jest okreslony wzorem a, = n(n + 1), gdzie n € N,.

D a) Wykaz, ze ciag (a,,) nie jest ciggiem arytmetycznym.

b) Drugi i pigty wyraz ciggu (an) sg odpowiednio réwne pierwszemu i si6dmemu wyra-
Zowi nieskonczonego ciggu arytmetycznego (bn). Wyznacz wyraz ogdlny ciggu (b,,).

2.39. Miedzy liczby 4 i 22 wstaw kolejno pie¢ liczb tak, aby wraz z danymi liczbami
tworzyty réancy cigg arytmetyczny.

2.40. Pierwszy wyraz skoriczonego ciggu arytmetycznego o rdznicy 3,1 wynosi 2,3.
Ostatni wyraz tego ciggu jest rowny 48,8. lle wyrazdw ma ten cigg?

2.41. W skoriczonym ciggu arytmetycznym przedostatni wyraz jest réwny 38,
a ostatni wynosi 41. Wiedzac, ze drugi wyraz tego ciggu jest rowny 5, oblicz liczbe
wyrazbw tego ciag.

2.42. Ciag arytmetyczny ma siedemnascie wyrazéw. Srodkowy wyraz ciggu jest
rowny 8. Wyznacz réznice tego ciggu wiedzac, ze trzeci wyraz ciggu jest rowny —22.

2.43. Wyznacz pierwszy wyraz i réznice ciagu arytmetycznego (a,), jesli:
a) a;+a013=141i a0+ a5, =10 b) ags—as =101 2as + 3a; =37
C)03+05=24i03-05:135 d)09—06=21i09'06=2146.

2.44. Oblicz, ile jest liczb naturalnych:

a) nalezacych do przedziatu (200, 895), ktdére sg podzielne przez 4

b) mniejszych od 300, ktdre nie s podzielne przez 7

c) nalezacych do przedziatu (10, 400>, ktérych reszta z dzielenia przez 3 wynosi 2.

2. Ciggi

1
D 2.45. Wykaz ze ciag [E' 3, \/§+4] jest ciggiem arytmetycznym.
+

2.46. Wyznacz liczbe k, dla ktérej ciag (3k* — 2k + 3, k* — k + 1, —2k? + k + 5) jest
ciggiem arytmetycznym. Dla wyznaczonej liczby k podaj ten ciagg.

2.47. Wyznacz liczby x, y tak, aby czterowyrazowy ciag (12, X,y 27) byt ciggiem
arytmetycznym.

2.48. Dla jakiej wartosci x liczby x°, x* + 2, 4 s3 w danej kolejnosci odpowiednio
pierwszym, trzecim i pigtym wyrazem nieskonczonego ciggu arytmetycznego (a,,)?
Dla znalezionej wartosci x napisz wyraz ogdlny ciggu (a,,).

2.49. Oblicz dtugosci bokéw tréjkata prostokatnego wiedzac, ze te dtugosci usta-
wione rosngco tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 2.

2.50. Suma dwdch pierwszych wyrazéw ciagu arytmetycznego jest réwna 27,
suma dwdch ostatnich wyrazéw wynosi 105. Wiedzac, ze siddmy wyraz ciggu wy-
nosi 30, oblicz:

a) pierwszy wyraz tego ciggu b) liczbe wyrazéw tego ciggu.

2.51. W skoriczonym ciggu arytmetycznym (a,,) dane s3: @, = 2 oraz ag = 22. Oblicz
pierwszy wyraz tego ciggu. Wyznacz liczbe wyrazow ciggu (a,,) wiedzac, ze ostatni
wyraz wynosi 222.

2.52. Trzy liczby tworzg cigg arytmetyczny. Suma tych liczb jest réwna 18, a suma
kwadratéw liczb skrajnych wynosi 104. Wyznacz te liczby.

D 2.53. Wykaz, ze jesli ciag (a,), gdzie n € N, jest rosnacym ciagiem arytmetycz-

nym, to ciag (b,,), gdzie b, = 3 - 2a,, jest ciggiem arytmetycznym malejagcym.

D 2.54. Dany jest malejacy cigg arytmetyczny (c,,), n e N,, oraz funkcja liniowa

f(x) =ax + b, gdziea < 0i b € R. Wykaz, ze ciag (b,,), gdzie b, :f(c,,), jest rosna-
cym ciggiem arytmetycznym.

D 2.55. Wykresem funkgiji kwadratowejf(x) = ax® + bx + ¢, gdzie g, b, ¢ s3 usta-

lonymi liczbami rzeczywistymi, jest parabola zwrécona ramionami do géry. Wykaz,
ie ciag (d,) okreslony wzorem d, = f(n + 1) - f(n), gdzie n € N, jest rosnacym
ciggiem arytmetycznym.

2.56. Liczby catkowite a, b, ¢, d sa pierwiastkami wielomianu W/(x) = x* + px” + 9.
Wiedzgac, ze ciag (a, b, c, d) jest ciggiem arytmetycznym rosngcym, wyznacz licz-
bya, b, c, d,p.

449
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Suma poczgtkowych wyrazéw
ciagu arytmetycznego

2.57. Suma n poczatkowych wyrazéw nieskoficzonego ciggu (a,,) wyraza sie wzo-
, gdzie n € N,. Oblicz:

a) a, b) 56 C) ds d) dg + G190 + 11 + 013.

Nastepnie wyznacz ogolny wyraz ciggu (a,,).

D 2.58. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,) wyraza sie wzorem S, = n(n2 - 1),
gdzie n € N,. Wykaz, ze:

a) a,= 3n(n - 1), gdzien e N_. b) cigg (a,,) nie jest ciggiem arytmetycznym.

2.59. Sume n poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciggu (a,,) okresla wzér
S,=n’-4n,gdzien € N_.

a) Wykaz, ze ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym.

b) Oblicz pierwszy wyraz i roznice tego ciggu.

2.60. Sume n poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciggu (a,,) okresla wzér
S, =5n-n’ gdzien € N,.

D a) Wykaz, ze ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym malejgcym.
b) Oblicz fio + @11 + Gy + G13 + Q14 + G1s.

2.61. Suma oémiu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (an) jest réw-
na 17, a suma trzynastu poczatkowych wyrazéw tego ciggu wynosi 32. Oblicz:

a) ag + Qi + Gy + Gy + a1z b) an ¢) @10 + a1 + a1

2.62. W nieskoriczonym ciggu arytmetycznym (b,,), n>1, danesa:by=—4,r =7.
Wiedzqc, ze S, oznacza sume n poczatkowych wyrazéw tego ciggu, oblicz:

a) Ss b) bio + b11 + b1y + ... + bas

¢) bis + bia + bis + ... + b

2.63. Nieskonczony cigg arytmetyczny (a,,) opisuje wzéra, =24 —-4n, n>1.

a) Napisz wzér na sume n poczatkowych wyrazow ciggu (a,,).

b) Oblicz, ile poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy wzig¢ do sumy, aby jej
wartos¢ wynosita 0.

2.64. Dany jest wyraz ogolny nieskonczonego ciggu arytmetycznego (bn)i
b, = 10,5 - n, n>1.lle poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy wzig¢ do sumy,
aby jej warto$é bytfa najwieksza? Podaj te najwieksza wartosc.

2. Ciagi 51

2.65. Oblicz:
a) —7-4-1+2+5+..+227
b) 82— 102 + 122 - 14 + 16> — 182 + ... + 20122 - 20142,

2.66. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) parzystych, nie wiekszych od 250
b) dwucyfrowych, podzielnych przez 4.

2.67. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) mniejszych od 200, ktdrych reszta z dzielenia przez 3 jest réwna 1

b) wigkszych od 100 i jednoczesnie mniejszych od 500, ktérych reszta z dzielenia
przez 5 jest rowna 1 lub 4.

2.68. Suma szesnastu poczatkowych wyrazéw nieskoficzonego ciggu arytmetyczne-
go (a,,) jest rowna 728. Wiedzac, ze a;¢ = 63, oblicz pierwszy wyraz i réznice ciggu (an).

2.69. Ciag (a,,) jest skornczonym ciggiem arytmetycznym, ktérego suma wszystkich
wyrazow jest rowna 204. Réznica ciggu jest réwna 6, a ostatni wyraz ciggu wynosi 49.
lle wyrazow ma ten cigg?

2.70. W nieskoriczonym ciaggu arytmetycznym (b,) dane sa: b, = 58 oraz r = 3.
Zsumowano kilkanascie poczatkowych wyrazdw tego ciggu i otrzymano 578. lle wy-
razow ciggu (b,,) wzieto do tej sumy?

2.71. Dany jest nieskoriczony ciag arytmetyczny (c,,), w ktérym¢; =8, r = 3.
D a) Wykaz, ze wyrazy ciggu (cn) o numerach parzystych tworzg cigg arytmetycz-
ny (b,,). Podaj réznice ciggu (bn).
b) Oblicz sume czternastu poczatkowych wyrazéw ciggu (b,,).

2.72. Rowerzysta w ciggu pierwszej godziny przejechat 20 km, a w ciggu kazdej
nastepnej godziny odcinek o 0,75 km krétszy od poprzedniego. Jakg droge pokonat
rowerzysta, jesli w ciggu ostatniej godziny przejechat 17 km?

2.73. Wykopanie pierwszego metra studni kosztuje 8 z4, a kazdego nastepnego
0 3 zt drozej od poprzedniego.

a) lle kosztuje wykopanie studni gtebokosci 25 m?

b) Wykopanie studni kosztowato 798 zt. Jaka byta jej gtebokosé?

2.74. Marek chce przekopaé swéj przydomowy ogrédek warzywny o powierzch-
ni 7,83 a. Pierwszego dnia przekopat 27 m?. Aby przyspieszy¢ prace postanowit kaz-
dego nastepnego dnia przekopywac o 4 m? ogrédka wiecej niz poprzedniego dnia.
lle najmniej dni musi przeznaczy¢ Marek na wykonanie tej pracy?
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2.75. Z petnego pojemnika zaczeta wylewac sie¢ woda. W pierwszej sekundzie
wyptyneto 3,4 litra wody, a w kazdej nastepnej o 0,3 litra mniej niz w poprzedniej.
W ostatniej sekundzie wyptyneto tylko 0,1 litra wodly.

a) lle czasu wyptywata woda z pojemnika?

b) Jaka pojemnos¢ miat pojemnik?

2.76. Rozwiaz dane réwnanie wiedzac, ze po lewej stronie tego rownania wyste-
puje suma poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego.

a) 3+5+7+..+x =195

b) (-11) + (-8) + (-5) + ... + (3x + 1) = 150

<) 4+8+12+..+x>=8320

2.77. Suma stu kolejnych liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 7 daja resz-
te 2, jest réwna 43 950. Wyznacz najmniejsza i najwigksza z tych liczb.

2.78. Suma k poczatkowych wyrazow ciggu (1, 4,7, ) jest 0 5 mniejsza od sumy
k + 4 poczatkowych wyrazéw ciagu (20, 21, 22, ) Oblicz k.

5+8+11+14+..+(3n+2)

D 2.79. Dany jest nieskonczony ciag (a,,), gdzie a, = 2 ,
n

n e N,. Wykaz, ze ciag (a,,) jest rosngcym ciggiem arytmetycznym.

2.80. Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw ciggu (b,,), jesli
b - 11416+21+26+...+(5n+6)
" 5n’ +17n

, gdzien e N,.

2.81. Zbadaj na podstawie definicji monotonicznos¢ ciggu (c,), gdzie
3+10+17+24+...+(7n-4)

" 14n* +5n-1

nym? Odpowiedz uzasadnij.

in e N,. Czy ciag (cn) jest ciggiem arytmetycz-

c

D 2.82. Wykai, ze jesli sz6sty wyraz nieskoriczonego ciggu arytmetycznego jest
réwny zero, to suma jedenastu poczatkowych wyrazéow tego ciggu tez jest
réwna zero.

| D 2.83. Wykaz, ze suma dwudziestu poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciggu
1 arytmetycznego (a,), n € N, jest cztery razy wigksza od sumy g + ay + Gg + ... + G1s.

2.84. W ciggu arytmetycznym o nieparzystej liczbie wyrazéw suma wyrazow sto-
jacych na miejscach nieparzystych jest rowna 44, a suma pozostatych wyrazéw
wynosi 33. Oblicz wyraz srodkowy i liczbe wyrazéw tego ciggu.

2. Ciagi 53

2.85. Suma wszystkich liczb tablicy ponizej jest réwna 1331. Oblicz n.
1 2 3 4 .. n

2 3 4 5 .. n+1
3 4 5 6 e N+2

2n—-1

| n n+l n+2 n+3

D 2.86. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) jest rowny 1. Stosunek sumy m
poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,) do sumy k poczatkowych wyrazdw tego ciggu,
gdziem # k im, k € N,, wynosi m® : k%. Wykaz, ze réznica ciagu (a,,) jest réwna 2.

D 2.87. Nieskoriczony ciag (b,), n>1, jest ciagiem arytmetycznym. Wykaz, ze jeéli
dla pewnej dodatniej liczby naturalnej k wyrazy tego ciggu spetniajg dwie réwno-
sci: (Zk - 1) -by+1=2o0raz (2k + 1) -by_1=2,to suma (4k2 - 1) poczatkowych
wyrazéw tego ciggu jest kwadratem liczby naturalne;.

Cigg geometryczny

2.88. 7badaj, ktéry z danych ciagéw (a,), (b,), (c,), (d.), gdzie n e N, jest
geometryczny.

1 3"+1 n+1
n n-—
a,=5-2"", c,=n-3""1, d =

n n

n = n+2 '
2

2.89. Wyznacz wyraz ogélny ciagu geometrycznego, okreslonego wzorem
rekurencyjnym.

a, =27 ! b, =—100 c1=—§
b,=(-0,2)-b,_,, n>1

2.90. Wyznacz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (an) wiedzac, ze:

b) a, =—4(\/§+2) oraz g=+/3+1.

a) a; =-510,3 oraz g = -3

2.91. Ciag (3/5, 3/53, 3, i/ﬁ, ) jest nieskoriczonym ciggiem geometrycznym.

I(‘)blli)cz dwudziesty si6dmy wyraz tego ciggu i przedstaw go w postaci potegi
iczby 3.
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2.92. Wyznacz iloraz ciggu geometrycznego (a,,) wiedzac, ze:

2
a) a, = 0,5 oraz ag = 512 b) a, =6 orazag :—2—7

1
c) a, = —6oraz a, = —8,64 d) a, =; oraza,-a, =1

2.93. Ciag (b,,) jest skoficzonym ciagiem geometrycznym, w ktérym b, = -1,
2 . . . . , 8 -
q:—;. Wiedzgac, ze ostatni wyraz ciggu (b,,) jest rowny gE, oblicz liczbe wy-

razéw tego ciggu.

2.94. Dwa érodkowe wyrazy sze$ciowyrazowego, malejgcego ciggu geometryczne-
go sg odpowiednio réwne _2§7_ i % Oblicz réznice pomiedzy pierwszym i ostatnim

wyrazem tego ciggu.

2.95. lloczyn wszystkich wyrazéw pieciowyrazowego ciggu geometrycznego jest
réwny 32. Oblicz trzeci wyraz tego ciggu.

D 2.96. W pewnym nieskoriczonym ciggu geometrycznym iloczyn wyrazu drugiego
i 6smego jest rowny 36. Wykaz, Ze piaty wyraz tego ciggu jest réwny —6 lub 6.

2.97. Nieskohczony ciag (b,,) o wyrazach dodatnich ma te wtasnos¢, ze kazdy jego
wyraz jest o0 20% wigkszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego.
a) Czy ciag (b,,) jest ciggiem geometrycznym? Odpowied?Z uzasadnij.

. . 1296
b) Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jesli jego pigty wyraz jest rowny —625 .

2.98. Klient banku sptacit pozyczke w wysokosci 13 923 zt w czterech ra.tach,
z ktérych kazda nastepna byta o 10% wieksza od poprzedniej. Oblicz kwote pierw-
szej j czwartej raty.

1
2.99. W ciagu geometrycznym (c,), gdzie n € N, dane s3: ¢, =% i Cq TS
Wyznacz wyraz ogdélny ciggu (c,,). Czy ciag (c,,) jest monotoniczny?
D 2.100. Ciag (a,) jest nieskoriczonym ciggiem geometrycznym, w ktérym a; = -0,36

oraz a; = —1%. Wykaz, ze ciag (a,,) jest malejacy. Wyznacz ogdlny wyraz tego ciggu.

2.101. Cigg geometryczny ma cztery wyrazy. Jesli trzeci wyraz tego ciggu
zmniejszymy o sume dwoch pierwszych wyrazow, to otrzymamy 3. Jesli czwarty
wyraz zmniejszymy o sume dwéch $rodkowych wyrazéw, to otrzymamy 6. Wy-
znacz ten ciag.

2. Ciagi

2.102. W czterowyrazowym ciggu geometrycznym iloczyn pierwszego i trzecie-
go wyrazu jest réwny 0,64, zas iloczyn drugiego i czwartego wyrazu wynosi 2,56.
Wyznacz ten ciag.

2.103. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciagu geometrycznego (b,), jesli:
a) bs — by = 1680 oraz b + by = 560 b) b; — by = 120 oraz b, — bs = 96.

243 2+43 1

D 2.104. Wykaz, ze liczcby ——=, , — tworzg w podanej kolejnosci ciag
geometryczny. 2-43" 2 4

2.105. Cigg (—9, X, —2) jest rosnacym ciaggiem geometrycznym. Oblicz x.

2.106. Liczby 7x + 1, 2x + 2, x — 1 w podanej kolejnosci tworzg ciag geometrycz-
ny. Oblicz x i wyznacz ten cigg.

D 2.107. wykaz, ze jesli ciag (x + 15,8, x - 15) jest ciggiem geometrycznym male-
jacym, to iloraz tego ciggu jest jednym z pierwiastkéw wielomianu
W(x) = ax* - x> - 32x + 8.

D 2.108. Wykaz, ze jesli ciag (12, a, b, cd, 2916) jest ciggiem geometrycznym,
tosumaa+ b + ¢ + d jest wielokrotnoscig liczby 5.

2.109. Dtugosci trzech réznych krawedzi prostopadtoéciennego otwartego zbior-
nika na wode tworza malejacy cigg geometryczny, w ktérym ostatnim wyrazem jest
wysokos¢ tego zbiornika. Pojemnosé zbiornika wynosi 216 litrow.

D a) Wykaz, ze jedna z krawedzi podstawy tego zbiornika ma dtugoéé 60 cm.

b) Wiedzac dodatkowo, ze dtugosci krawedzi podstawy zbiornika pozostajg w sto-
sunku 2 : 1, oblicz pole powierzchni tego zbiornika.

Coa , . . . 6 -
D 2.110. Wykaz, ze nieskoficzony ciag (c,) o wyrazie ogélnym c, =§H+11~9 ",
gdzie n € N, jest ciagiem geometrycznym. Podaj pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

1+2+43+...4n

D 2.111. Wykaz, ze nieskonczony ciag (b,,) owyrazie ogélnym b, =2 ", gdzie

n e N, jest ciggiem geometrycznym. Podaj pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

D 2.112. Wykaz, ze jesli nieskoriczony ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym, to ciag
(a,,), gdzie a, = ¢y, jest rdwniez ciggiem geometrycznym.

D 2.113. Wykaz, ze jesli nieskoriczony ciag (a,,) jest ciagiem geometrycznym, to ciag
(b,,), gdzie b, = —a,, , ; jest réwniez ciggiem geometrycznym.

2.114. W nieskoriczonym ciagu geometrycznym (a,) suma pierwszego i piatego
wyrazu jest rowna 1285, zas iloczyn drugiego i czwartego wyrazu wynosi 6400.
Wyznacz a, i iloraz tego ciggu.
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2.115. Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Suma tych liczb jest réwna 57, aich
iloczyn wynosi 5832. Wyznacz te liczby.

2.116. Nieskonczony ciag (c,,) jest niemonotonicznym ciggiem geometrycznym,
5 . .
ktérego pierwszy wyraz jest rowny e Wiadomo, ze ¢, = 20 oraz ¢,,, = 160

dla pewnej dodatniej liczby naturainej k. Wyznacz:

a) c; oraz cg b) liczbe k.

D 2.117. Cigg (b,,) jest malejgcym ciggiem geometrycznym o wyrazach dodatnich.

Wykaz, ze jesli roznica miedzy 6smym i dziesigtym wyrazem tego ciggu jest cztery
razy wieksza od réznicy miedzy wyrazem dziewigtym i dziesigtym , to iloraz tego

, 1
ciggu jest rowny 5

D 2.118. Wykaz, ze jesli ciag (a, b, c) jest ciggiem geometrycznym, to prawdziwa

jest rownoéc (a + b +c)(a—b +c) =a*+ b* + ¢’

D 2.119. Wykaz, ze jesli ciag (a,,) jest ciggiem geometrycznym oraz a, — s < a3 —ay,

to a; < a..

Suma poczgtkowych wyrazéw

ciggu geometrycznego

2.120. Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw nieskoriczonego ciggu geome-
trycznego (a,,) o ilorazie g, jesli:

a) alz—é,q:—z b) 01:8,q=x/§.

]

2.121. Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (b,,),
okre$lonego wzorem:

) {blzl—ﬁ

b) b, :in, gdzieneN,
b,.,=2b,, n>1 5

2.122. Suma czterech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest row-
na % Oblicz pierwszy wyraz nieskoriczonego ciggu geometrycznego, jesli iloraz

2
tego ciggu wynosi §

2. Ciggi

2.123. Suma dziewieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest réw-

3
na 127;. Oblicz dziewiaty wyraz tego ciggu wiedzgc, ze iloraz ciagu jest rowny 2.

2.124. Dany jest nieskoriczony ciag geometryczny (b,), w ktérym b, = 6, g =

w |

. . . , ) 08
lle poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy zsumowad, aby otrzymaé wynik 85?

2.125. Nieskoriczony ciag (96, —48, 24, ) jest ciggiem geometrycznym. lle
poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy wzig¢ do sumy, aby jej wartos$¢ byta
réwna 64,5?

2.126. Oblicz dang sume wiedzac, ze kolejne sktadniki sumy to kolejne wyrazy
pewnego ciggu geometrycznego. lle sktadnikéow wystepuje w tej sumie?

1

1 .3 1 1
a) 10-+6=+4=+.+1= b) 17432 710 a0
8 4 2 3 8 4 2

2.127. Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest réwny 729, a ostatni 96. Wie-
dzac, ze suma wyrazéw tego ciggu wynosi 1995, oblicz:

a) iloraz tego ciggu b) liczbe wyrazow tego ciggu.

2.128. Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest réwny 128, a ostatni 1458.
Wiedzac, ze suma wyrazoéw tego ciggu wynosi 4118, oblicz:

a) iloraz tego ciggu b) liczbe wyrazow tego ciggu.

2.129. Dyrektor firmy przyznat pracownikom nagrody, o tacznej wartoéci 14 760
zt. Najwieksza nagroda wynosita 5000 z, a kazda nastepna byta pewnym statym
utamkiem poprzedniej. Wartos$¢ najmniejszej nagrody to 2560 zt. Oblicz, ile byto
nagréd i jaka wartos¢ miaty pozostate nagrody.

2.130. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw malejacego ciagu geo-
metrycznego wiedzgac, ze drugi wyraz tego ciggu jest rowny 20, a czwarty jest
rowny 5.

1
2.131. Pierwszy wyraz nieskoriczonego ciagu geometrycznego jest rowny —,
a suma jego trzech poczatkowych wyrazéw wynosi 1,75. Wyznacz: 4

a) iloraz tego ciggu b) wyraz ogodlny tego ciagu.

2.132. Ciag geometryczny ma cztery wyrazy, ktérych suma jest réwna 130. $red-
nia arytmetyczna wyrazow skrajnych jest réwna 35. Wyznacz ten ciag.
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2.133. Obwadd tréjkata T, jest réwny 96 cm. Srod-
ki bokéw tréjkata T, s wierzchotkami trdjkata T,.
$rodki bokéw tréjkata T, sg wierzchotkami trojka-
ta T, itd. Oblicz sume obwodéw trojkatow T;, T,
T3 T Ts, T, 75

2.134. Trojkat T, jest trojkatem rownobocznym, ktérego kazdy bok ma dtugosc
8 cm. Srodki bokéw tréjkata T, s wierzchotkami trojkata T,. Srodki bokow tréjkata 7,
sg wierzchotkami tréjkata T, itd. Oblicz sume pdl tréjkatow T, T,, T3, Ty, Ts, Te.

7\
NS

2.135. W kwadrat o boku 16 cm wpisano
koto K,. W koto K, wpisano kwadrat, a w ten
kwadrat koto K,. W koto K, wpisano kwa-
drat, a w ten kwadrat koto K, itd. Oblicz
sume: a) obwodéw b) pol két Ky, Ky, K3, K,
Ks, Ko, Ky Kg.

;
/
¢

2.136. Ciag geometryczny sktada sie z pieciu wyrazéw, a ich suma wynosi 124.
lloraz sumy wyrazéw skrajnych przez wyraz srodkowy jest rowny 4,25. Wyznacz
pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu.

D 2.137. Dany jest cigg geometryczny (a,,) o parzystej liczbie wyrazéw, w ktérym
a;#0orazq € R - {-1,0, 1}. Wykaz, ze stosunek sumy wszystkich wyrazéw tego
! . . , 1+g
ciggu do sumy wyrazéw o numerach parzystych jest rowny —.
q

D 2.138. Dany jest cigg dziesieciu kwadratéw, z ktérych kazdy kolejny ma boki o 50%
krétsze od bokéw poprzedniego kwadratu. Wykaz, ze suma pél kwadratéw o numerach
nieparzystych jest cztery razy wigksza od sumy pdl kwadratéw o numerach parzystych.

D 2.139. 7 pétokregdw budujemy krzywa. Pierwszy potokrag ma promieri r, a pro-

2 I . .
mien kazdego nastepnego potokregu stanowi 3 promienia poprzedniego. Niech n

oznacza liczbe potokregéw tworzacych te krzywa. Wykaz, ze dla dowolnej liczby
naturalnej dodatniej n dtugo$¢ krzywej jest mniejsza od 3mr.

2. Ciggi 59

D 2.140. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n suma
10" -9n-10

3+33+333+...+333...3 jest rowna 3
. 7

n cyfr

D 2.141. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n suma

n+1
1241212 4121212 +...+121212..12 jest réwna —.100 =991 =100
n grup (12) 33 99

D 2.142. Wykaz, ze liczba 444...4 —888...8 jest kwadratem pewnej liczby naturalnej.

20 cyfr 10 cyfr

Cigg arytmetyczny i cigg geometryczny —
zadania rézne

2.143. Cigg (x, v, 1) jest ciggiem arytmetycznym, a cigg (1, X, y) jest ciggiem geo-
metrycznym. Oblicz x i y.

2.144. Cigg (x -1,y 11) jest ciggiem arytmetycznym, a ciag (x, y, 18) jest ciggiem
geometrycznym. Oblicz x i y. Wyznacz te ciggi. Podaj rdznice ciggu arytmetycznego
i iloraz ciggu geometrycznego.

2.145. Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 9, tworzg cigg arytmetyczny. Jesli
. . . 1
do pierwszej z nich dodamy 3§, to otrzymamy rosngcy cigg geometryczny. Wy-

znacz liczby, tworzace cigg arytmetyczny.

2.146. Trzy liczby tworza malejacy ciag arytmetyczny, a ich suma jest réwna 18.
Jesdli drugg liczbe zmniejszymy o 3 i trzecig zmniejszymy o 2, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz iloraz ciggu geometrycznego.

2.147. Pierwszy, drugi i trzeci wyraz ciggu geometrycznego sg odpowiednio dru-
gim, szostym i osiemnastym wyrazem nieskoriczonego ciggu arytmetycznego (a,,)
0 roznicy 2. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

2.148. Suma trzech poczatkowych wyrazéw nieskoficzonego ciggu geometryczne-
go (b,,) jest réwna 28. Te liczby sa odpowiednio drugim, czwartym i pigtym wyrazem
nieskoficzonego, malejgcego ciggu arytmetycznego. Oblicz sume wyrazéw ciagu
geometrycznego od wyrazu by do wyrazu byg wiacznie.
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2.149. W nieskoiczonym ciggu arytmetycznym (a,,) wyraz szosty jest 09 wi.eks'zy

od wyrazu trzeciego. $rednia arytmetyczna wyrazow siddmego, dziewiagtego i dzie-

sigtego jest rowna 15.

a) Wyznacz wyraz ogoélny ciggu (a,,).

b) Wiedzac dodatkowo, ze dla pewnej liczby naturalnej dodatniej k Iiczby,ak, o TR
a, . s sa w podanej kolejnosci trzema poczatkowymi wyrazami nieskonczonego
ciggu geometrycznego (b,,), oblicz iloraz ciggu geometrycznego.

2.150. Suma n kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,) wy-

5 5 .
raza sie wzorem S, =En2 o gdzieneN,.

a) Wyznacz wyraz ogolny ciagu (a,,).

b) Wiedzac dodatkowo, ze dla pewnej liczby naturalnej k, liczby a, . 4, a,(.+ 3 0y 7
w podanej kolejnosci s trzema poczatkowymi wyrazami pewnego Ciggu geo-
metrycznego, oblicz k i wyznacz sume szeéciu poczatkowych wyrazow ciggu
geometrycznego.

D 2.151. Ciag (x, v, z) jest ciagiem arytmetycznym oraz x +y + 2= 12. Wykaz,
ze jesli (x +3,y+3,2z+ 3) jest ciggiem geometrycznym, to iloczyn xyz jest kwa-
dratem liczby naturalnej.

D 2.152. Wszystkie wyrazy ciggu arytmetycznego (a,,) sg dodatnie i rc?iniq sie'mie—
dzy soba. Pierwszy, trzeci i siodmy wyraz ciggu (a,,) s rowne odpowiednio pierw-
szemu, drugiemu i trzeciemu wyrazowi pewnego ciggu geometrycznego (bn). Wy-
kaz, ze iloraz ciggu (b,,) jest liczbg pierwsza.

D 2.153. Wykaz, ze jesli ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym o rdznicy 2, to

. 1
ciag (b,,) okreélony wzorem b, =3% jest ciggiem geometrycznym o ilorazie 5

D 2.154. Ciagg (a,,) jest nieskoriczonym ciagiem liczcbowym. Wykaz, ze jesli ciag (b,,),
gdzie b, =5 dlaneN,, jest ciagiem geometrycznym o ilorazie 5\/3, to ciag (a,,)

jest ciggiem arytmetycznym o réznicy 1,5.

2.155. Roéznica nieskoficzonego ciggu arytmetycznego (b,,) wynosi 3. Ciag (xn)
jest okreslony wzorem X, =2 gdzie neN,. Wiedzac, ze X1 + X2 + X3 + X4 = 2340,
oblicz pierwszy wyraz ciggu (bn).

2.156. Suma dwudziestu poczatkowych wyrazow ciggu (x,,) jest rowna 480.

Ciag (c,,), gdzie ¢, =4, neN_, jest ciagiem geometryczny o ilorazie 16. Oblicz x1.

2.157. Cigg geometryczny (x, ¥, z) ma te wiasno$¢, ze jesli jego d.rugi wyraz zv«{iek-
szymy o 8, to cigg zmieni sig W cigg arytmetyczny; jesli natomiast do trzeciego

2. Ciggi

wyrazu nowego ciggu dodamy 64, to powstanie cigg geometryczny. Wyznacz licz-
by x, y, z.

2.158. Ciag (a1, a,, as) jest ciagiem arytmetycznym, natomiast ciag (bs, b2, bs) jest
ciagiem geometrycznym. Wyznacz te ciggi wiedzac, ze a1b; = 1, a;b, = 4, asbz = 12
oraza, +a; + az;=6.

2.159. Z czterech liczb ustawionych jedna za druga, trzy poczatkowe tworzg cigg
geometryczny, a trzy koricowe — ciagg arytmetyczny. Wyznacz te liczby wiedzac,
e suma liczb skrajnych wynosi 14, a suma liczb srodkowych jest réwna 12.

Lokaty pienigzne i kredyty bankowe

2.160. Pan Jan wptacit na lokate 6000 zt na procent prosty. Oprocentowanie
roczne lokaty jest réwne 4%, a odsetki od lokaty dopisywane sg po kazdym roku
oszczedzania. Oblicz, jakg kwote bedzie miat pan Jan na tej lokacie po trzech latach
oszczedzania, jesli:

a) pominiemy podatek od dochodéw kapitatowych

b) uwzglednimy 19-procentowy podatek od dochodéw kapitatowych.

2.161. Pani Anna zatozyta wptacita na lokate 4000 zt na procent prosty. Roczna
stopa procentowa tej lokaty wynosi 2,4%, a odsetki od lokaty dopisywane s3 co
kwartat. Oblicz stan lokaty pani Anny

a) po roku oszczedzania b) po 15 miesigcach oszczedzania,

c) po 2,5 roku oszczedzania d) po 8 latach oszczedzania.

Uwzglednij 18-procentowy podatek od dochoddéw kapitatowych.

2.162. Pani Marta zatozyta lokate, wptacajac 3000 zt na procent prosty o rocz-
nym oprocentowaniu réwnym 7%. Dodatkowo na poczatku kazdego nastgpnego
roku oszczedzania wptacata na te lokate kolejne 3000 zt. Wiedzac, ze bank doliczat
odsetki po kazdym roku oszczedzania, oblicz kwote na lokacie pani Marty po pigciu
latach,

a) z pominieciem podatku dochodowego

b) z uwzglednieniem 18-procentowego podatku od dochodow kapitatowych.

2.163. Pan Adam zatozyt lokate na procent prosty, wptacajac do banku 8000 z1.
Roczne oprocentowanie tej lokaty wynosito 4,5%, a odsetki byty dopisywane
po kazdym roku oszczedzania. Po uptywie pierwszego i kazdego nastgpnego roku
pan Adam wptacat dodatkowo na te lokate 1000 zt. lle lat pan Adam oszczedzat
na tej lokacie, jesli na koniec tego okresu oszczedzania, po dopisaniu odsetek, lokata
miata warto$¢ 26 290 zt? Pomin podatek od dochodéw kapitatowych.

ol
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2.164. Pan Rafat zatozyt czteroletnig lokate na procent sktadany, wptacajac do ban-
ku 5000 zt. Roczne oprocentowanie tej lokaty jest rdwne 6%. Oblicz, jaka kwote otrzy-

ma pan Rafaf z lokaty po tym okresie oszczedzania, jesli kapitalizacja odsetek jest:
a) roczna b) pétroczna c) kwartalna.

Pomin podatek od dochoddw kapitatowych.

2.165. Klient zatozyt w banku lokate w wysokos$ci 25 000 zt na procent sktadany,
o oprocentowaniu 10% w skali roku. Oblicz, jakg kwote bedzie miat na tej lokacie
po trzech latach, jesli odsetki sg kapitalizowane:

a) po kazdym roku oszczedzania b) co szeé¢ miesigcy ) co kwartat.

Uwzglednij 18-procentowy podatek od dochoddw kapitatowych.

2.166. Pani Ewa wptacita na lokate 10 000 zt. Roczne oprocentowanie lokaty jest
réwne 8%, a kapitalizacja odsetek odbywa sie co kwartat. Oblicz kwote, jakg pani
Ewa bedzie miata na lokacie:

a) po 9 miesigcach b) po pottora roku
Pomin podatek od dochoddéw kapitatowych.

c) po trzech latach oszczedzania.

2.167. Pani Stefania zatozyta w banku lokate w wysokosci 10 000 zt na procent
sktadany. Po dwdch latach bank wypfacit z lokaty catg kwote, réowng 12 155,06 zt.
Jakie byto oprocentowanie tej lokaty w skali roku, jesli bank kapitalizowat odsetki
co sze$¢ miesiecy? Pomin podatek od dochodow kapitatowych.

2.168. Panilrena zalozyta w banku lokate w wysokosci 10 000 zf na procent skfa-
dany. Po dwdéch latach bank wyptacit jej 12 146,04 zt. Jakie byto oprocentowanie
tej lokaty w skali roku, jesli bank kapitalizowat odsetki co trzy miesigce? Uwzglednij
18-procentowy podatek od dochodéw kapitatowych.

2.169. Oblicz, jaka kwote nalezy przeznaczy¢ na lokate na procent sktadany,
trwajaca:

a) seéé miesiecy b) dziewie¢ miesiecy c) rok

aby po jej zakoriczeniu otrzymaé 20 000 zt. Roczna stopa procentowa tej lokaty jest
réwna 12%, a kapitalizacja odsetek odbywa sie co trzy miesigce. Pomifi podatek

od dochodéw kapitatowych.

2.170. W pewnym sklepie ze sprzetem RTV moina kupié telewizor LCD, ptacac
cztery raty po 2000 zt. Pierwszg rate trzeba sptaci¢ po trzech miesigcach od daty
zakupu, a kolejne raty co trzy miesigce. Pan Michat chciatby kupi¢ ten telewizor
w systemie ratalnym. Ma na koncie w banku 7700 zt. Oprocentowanie na tym kon-
cie wynosi 8% w skali roku, a kapitalizacja odsetek jest kwartalna. Czy ta kwota jest
wystarczajaca na zakup telewizora w systemie ratalnym? Odpowiedz uzasadnij.
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2.171. PaniKlaudia wzigta w banku kredyt w wysokoéci 40 000 zt na zakup samo-
chodu. Roczna stopa procentowa kredytu jest réwna 16%. Kredyt ma by¢ sptacony
w ciggu dwach lat, w kwartalnych ratach malejacych. Pierwsza rata ma by¢ sptacona
po trzech miesigcach od daty przyznania kredytu. Oblicz:

a) wysokos¢ pierwszej i ostatniej raty b) taczna kwote odsetek od kredytu.

2.172. Pan Marcin wzigt w banku kredyt w wysokosci 40 000 zt na zakup sa-
mochodu. Roczna stopa procentowa kredytu jest réwna 16%. Kredyt ma zostaé
sptacony w ciggu dwdch lat, w kwartalnych ratach réwnych. Pierwsza rata ma by¢
spfacona po trzech miesigcach od daty przyznania kredytu. Oblicz:

a) wysokos¢ raty kredytu b) taczng kwote odsetek od kredytu.

Granica ciggu liczbowego

2.173. Oblicz, ktére wyrazy nieskoriczonego ciagu (a,,), gdzie a, = 2 sg od-

dalone od liczby 2 0 mniej niz %

2
2.174. Nieskoriczony ciag (b,) jest okreslony wzorem b, =Z—¥, gdzieneN, .
2n

Ktére wyrazy ciggu (bn) s oddalone od liczby 3—;— 0 mniej niz g?
512
n

n*+4’
ile wyrazow tego ciggu nie spetnia warunku |d,,| <& ,jeslie=0,05.

2.175. Nieskonczony ciag (d, ), gdzie d, = jest zbiezny do liczby 0. Oblicz,

2.176. Granica nieskorczonego ciggu (c,), gdziec, = —45n+7, jest liczba —11.
1 4

o

2-15n

lle wyrazow tego ciggu nie spetnia nieréwnosci <g,jesli e=——7?
1

000

2.177. Dany jest wyraz ogélny ciagu (a,): a, =

n

, gdzieneN,. Wyznacz

najmniejsza liczbe naturalng &, dla ktérej kazdy wyraz ciggu (a,,) 0 numerze wiek-

szym od ¢ jest oddalony od liczby —1§ 0 mniej niz i
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o . ‘ , 2n* +5 .
2.178. Nieskonczony ciag (b,,) jest okreslony wzorem b, =—; . Wyznacz naj-
n° +

mniejsza liczbe naturalng &, dla ktorej wszystkie wyrazy ciggu (bn) o numerach
wiekszych od & spetniaja nieréwnosé |b, — 2| < 0,01.

1Y
D 2.179. Ciag (c,,) okreélony jest wzorem ¢, :(—2)—, gdzie neN,. Wykaz na pod-
n

stawie definicji, ze limc, =0.
n—x

D 2.180. Korzystajac z definicji granicy ciagu wykaz, ze:

. . . . . . . . n+1
a) liczba 5 jest granicq nieskonczonego ciggu o wyrazie ogolnym a, =
0,2n+3
. . . . . . . , 5-6n
b) liczba —0,75 jest granicg nieskonczonego ciggu o wyrazie ogblnym b, = a3
n+
D 2.181. Wykaz, ze nieskoriczony ciag (c,,) o wyrazie ogélnym:
3-(-1) 5n® -3 1
a) c, :—(——)— jest zbiezny do 0 b) c, :—n——z—ﬂ jest zbiezny do 1—.
19n+4 4n° +8 4
D 2.182. Wykaz, ze:
2
— -5 1
a) lim on 5:—18 b) | 2n +23n 5=—.
n—>w3_1n n-»x  8n°+1 4

Obliczanie granic ciggow zbieznych
2.183. Wszystkie wyrazy ciggu (a,,) sa dodatnie i rézne od 3. Wiedz3c, ze ciag (a,.,)
jest zbiezny do liczby 3, oblicz:

20 -7 4¢* —7a,-15
a) lim an b) Iim—”——”——— C)
n—o 4 +5a, nsee 20, -6

27-a’
lim o,
nw4g —12

-2
2.184. Wiedzac, ze lima, =2, limb, = oraz a, #b,@laneN,, oblicz:
n-—>x

. . a,b, .
a) ,I7|_r;ro1o(6b,7 +3a,) b) lim p— 0 r!l_r;ll(a: -9b? )
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2.185. Dane s3 nieskonczone ciagi (a,,) i (b,,) o wyrazach ogélnych: a, = 3n—1’
n+2
b, = e Obilicz granice ciagu (c,,), jesli dla dowolnej liczby naturalnej n:
a
a)c,=a,+b, b) C":b—n ¢)c,=a, b,

2.186. Oblicz dane granice.

a) nlm(s-%) b) lm[(;ﬁ)“ﬁ]

. 4n+3
c) lim| ———
n»x\ 10-12n

2.187. Oblicz dane granice.

. 3 n+3
) ,,m(5+_2j_( J b) tim| 37 _4n+1
n—x n 4n-1 noz\2n+1 6n
) (1—4n n j
. +1 - 5n paE
c I|m( d +2n 5) d) “m___—Zn n+>
nox\ 2n+3 n nox In+4 2
1_ R
( 6n+7)

2.188. Oblicz dane granice.
. 3n*—6n+7
a) lim —————

am 4+8n2 b) ||m£__:}l_+zl

n>%5n° —3n+6

2
J lim (5"—1)5012” —4) ) tim 16n° +9n+5
n—x 2n° +8n n>r(2n-1)(3-4n)(n+5)
3 2 )
) lim 31" =6n+5 9 tim (2n" -5)

n—>x(n2+1)(n2_3) n—x 7n4+5n2+3

2.189. Oblicz dane granice.

2Jn+3 (3\/5—2)(2\/E+1)

a) lim b) li
) >+ 5-4yn ) fim 5n+8
o) lim 4787 d) “m_zi_n_(nLS)

" (24n + 3)2 ">* 4n’+5
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2
(n\5+3) 5n’\n+1
f) lim a1
n>= 8n® +7n°

e) lim

n>x 5+0,2n°

2.190. Oblicz dane granice.

2 i 3n’+5n o Nan*+7

m 2 b) lim
n>x\ 12n° +1 n—>x 8n—-9
) lim 3n+1 9 iim \/71n+1 (5+n)(4+n)
¢ "l-m,/gn +5n+3 "—” 3n* +2n+11
In*+81 5n? —4n+2

f) lim

o I o L T

2.191. Oblicz dane granice.
1+6+11+..+(5n-4) b) Tim (4n-1)(3n+5)
n>e2+5+8+...+(3n-1)

a) lim -
n—x 3n

J tim 7+12+17+...+(5n+2) ) lim
noe 14243440 n

1+4+7+10+..+(3n-2) 3n
2n 4

2.192. Oblicz dane granice.

a) Iim(ﬁ—\/ﬁ) b) Iim( 4n2+5n—2n)

n—ow n—x
c) Iim(\/n+2\/;+3—\/;) d) limkn~(\/n2+6—\/n2+1)
9n’ -2n-3n

f) lim

1
|'m____.__. e
¢) Jim -~ n(n+4) s

2.193. Oblicz granice:

a) lim (M—n) b) Iim(38n3+n2 —Zn).

n—o n—x

2.194. Wyznacz wartosci parametru k, k € R, dla ktérych nieskoniczony ciagg (a,)
(k2 +2k)n+7
n+5
a) 3 b) -1 ¢) 0.

okreslony wzorem a, = ma granice rowna:
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2.195. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, a € R, dla ktérych:
(a-1)n+9 2 (902—16)n2+n

a) lim =" b) lim

=-10
rxoan+l 5 n>= 5n+(4+3a)n’

Wybrane wtasnosei ciggéw zbieznych

2.196. Oblicz dane granice.

. 2n 5 n n
{3 i) ame

) 3n___4 2n n qn-1
d) lim - e) lim32 > f Iim2+73
nox 149 nox 8.4" 4+2 nox 2" 42.3"
2.197. Oblicz dane granice.
2" +1 n
a ,I,Tl( . 2 b) i 16" +4
4" +2 n— (22"—2)(22"+2)
(3 +2)(3-2) (27-4")
c) ,gl_f:l T d) lim (
n->x 3 8”)
2.198. Oblicz dane granice.
11
1+—+—+~1—+...+i 1+l+l+...+l
a) lim 3 9 27 3" 2 4 8 2"
b) lim
n—x 6 nox 1 1 1 1
St
4 16 64 4"

2.199. Oblicz dane granice.

a) lim a5 b) lim o (%]n +1+(§jn

n—x

n—o0

9 ) i3] 0 5

I imYe"+7 18" d) lim \/[l){i){%j
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2.200. Oblicz dane granice.

i __nsin(n+3)
a) Iimﬂn—ll b) lim —————( 5
nooc nN+2 n— (3n—1)
cos(n® +n _ 2n’cos4n
noe  5n+1 % n®+2n+5
1 5n , 3n Z_nj
N —3)_ f) | . 3n+1)+
e) A[Tc(4nsm(4n 3) 10n+1] ) nl—rpf(nzdrl COS( ) n+3

Ciagi rozbiezne do nieskorczonosci

2.201. Sprawdz, ktére wyrazy nieskoriczonego ciggu (a,,) sg wieksze od liczby M,
jesli:

2n

a) a,=——120, M = 4000 b) a,=2n>+3n -5, M = 10.
"5

2.202. Sprawdz, ktore wyrazy nieskoniczonego ciggu (b,,) sg mniejsze od liczby
M, jesli:

16
a) b, = 148-3n°, M =5 b) bn:n—z—nz,M:—G.
D 2.203{ Wykaz na podstawie definicji, ze:
) 5 ’ 4n* +1 o

a) n'i_rfl(3n_4):+°o b) llﬂnj‘(100—2n )=-= o lim ===
2.204. Oblicz dane granice.

4 _n(1-5n)
3 fim(n=11) ) Im =
¢ lim oA+l d) lim (8n3 -5n° +7n—10)

n—% 3n2 n—
e) Iim[(n—l)z-SnZ:I f) lim (20-1)

2.205. Oblicz dane granice.

a) m[(z—an)(swn)(l—n)]

n—x

b) lim [(3—n4 )2 -n’ -(n6 + 5)}

2. Ciggf 69

1+3n+8n*-7n°

g lim (3n—5)(1—22n)(2n+7) ) lim :

n—x —-4n° +8n n—x (3!1—2)

, (an —3n +1) . 8+3n-6n’-19n°
e) lim f) lim

> (2n-1)’ ~(2n+1)°

2.206. Oblicz dane granice.
a) lim(3"+7) b) lim (1-8")

n—x n—x

¢) lim (\/4n+1 +\/;)

n—x

d) Iim(n—ﬁ) e) lim (\/n2+5n—2n) f) Iimw

n—x n—x% n—x 5—-9n

2.207. Oblicz dane granice.

a) lim (11-2%n)

n—%x

b) |im(%/2n2+7+%/n2+5)
1

¢) lim(v2n—/n+10) d) lim ——
" "rn’ +1-n

f) tim(¥n+1-n)

n—x

e) lim (nﬁ—\/;g)

n—os

2.208. Oblicz dane granice.

_[3n*+1 2n*+1 _ (4n+1 n+1
a) lim - b) lim -
n—x 3 2 n—= 3 n+3
2
n+1 2
c) Iim[4—n+—n+sj d) Iim{( ) L }
n—x n+1 n-» n n+1

) lim

n—

&) li n+1_5+7+9+...+(2n+3)
2 n

{1+5+9+...+(4n—3) }
—-2n
n+3

2.209. Wyznacz wartosci parametru p, p < R, dla ktérych nieskoriczony ciag (a,)
0 wyrazie ogolnym a, =v4n® +3n+5~(pn+1):

a) ma granice niewtasciwg —c

b) ma granice niewtasciwg +oc

c) ma granice wtasciwag. Oblicz te granice.

n

2.210. Zbadaj istnienie granicy lim

n—x

w zaleznosci od wartosci
Ja?n? +n+d4—n
parametru a, gdzie a € R.
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Szereg geometryczny

2.211. Oblicz sume szeregu geometrycznego:

4 3 9
a) §+1+—+—+...

C) ‘/E_Jg+\/§—[9+... d) 2+3 2-3

+1+ +...
2 243 2443

2.212. Balon wzniést sie w ciggu godziny na wysoko$¢ 4000 m. Jaka jest graniczna
wysokoé¢, ktéra mégtby osiagnac balon, gdyby w ciagu kazdej nastepnej godziny

1 L. . -
wznosit sie na wysokosé rowng 3 wysokosci z godziny poprzedniej?

2.213. Zapisz dane utamki okresowe w postaci ilorazu liczb catkowitych:
a) 1,(37) b) —0,2(6) c) 0,1(32) d) 4,0(12)

2.214. Wyznacz iloraz nieskoriczonego ciggu geometrycznego zbieznego (a,,), kto-
rego pierwszy wyraz jest rowny 6, a suma wszystkich jego wyrazéw wynosi 18. Podaj
wyraz ogolny tego ciggu.

2.215. Suma wszystkich wyrazow nieskoriczonego ciggu geometrycznego

a, 3—0, 2(1, ... | jest réwna 12.
4 16

a) Oblicz a.
b) Wyznacz sume pieciu poczatkowych wyrazow tego ciggu.

2.216. Suma wszystkich wyrazéw nieskoriczonego ciagu geometrycznego (b,,) jest
1

réwna 12. Wiedzac, ze iloraz tego ciggu wynosi 2 oblicz cztery poczatkowe wy-

razy’ ciggu (Sn), gdzie S, oznacza sume n poczatkowych wyrazow ciggu (b,,).

2.217. W nieskoriczonym ciggu geometrycznym zbieznym (a,,) suma n poczatkowych
wyrazow jest réwna S,, gdzieneN, . Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciggu, jesli:

31 5" 1
a) S =— b) S =
) n 6’3n—2 ) n 12’5,,71
Jaki jest iloraz ciggu (a,)?

2.218. Wyznacz wszystkie wartosci x, x € R, dla ktérych dany szereg geometryczny
jest zbiezny.

1 3 9 x+1 x+1
a) +

P (X—Z)z +(X_2)3+... b) 1+(_1)'2X+3+(2x+3j2+"'

2. Ciggf

b+1 (b+1) (b+1)
b-3" 2b-6 " 4b-12" "/

Wyznacz b wiedzac, ze suma wszystkich wyrazow tego ciggu jest réwna —2,4.

2.219. Dany jest nieskoriczony cigg geometryczny

2.220. Rozwigz dane réwnanie wiedzac, ze lewa strona réwnania jest sumg pew-
nego szeregu geometrycznego zbieznego.
3
a) 2+4(x+:-s)+8(x+3)2+...:1g b) x+a+ 2y =5t
X 3

o) 141 1 ;
1-x (1-x)

243x (2+3x) (2+3x)
d) + + +..=4x+3
x+1 X+1 x+1

+.=1-2x

2.221. Rozwigz dang nierdwno$¢ wiedzac, ze lewa strona nieréwnosci jest suma
pewnego szeregu zbieznego.

2 3
X
a) 1——+3§l——§8—+...>2

b) (\/;)2+(\/;)3+(\/;)4+...< x+1

2
o) X +x>+x" +..>-1-x d) L, 1 <2
x+1 (x+1)2 (x+1)3
1 2x+1  (2x+1) 2 3
e) X ( ) > f) X X L, X - 22-x*

X+2+(x+2)2 (x+2)° x=5 (x-5) (x-5)

2.222. .Wzér funkcji f jest suma pewnego szeregu geometrycznego zbieznego.
Naszkicuj wykres tej funkcji oraz podaj jej zbior wartosci.

a) f(X):X+1—j’;+(l—x)2 +o b)f(x):(x+3)+(xx+_3z)x+((XX+_32);2 )

2 3
X X X

c) f(x)=1+ +

) ( ) 3+2x (3+2x) +(3+2xj v

2.223. W tréjkat réwnoboczny o boku dtugosci 9 cm
wpisano koto K;. W koto K, wpisano tréjkat réwnoboczny,
a w ten trojkat koto K,. W koto K, ponownie wpisano tréj-
kat réwnoboczny, a w ten trojkat kofo K, itd. Oblicz sume:

a) promieni
b) obwodéw
c) pol wszystkich koét.

X

71



72 Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 3. Zakres rozszerzony

2.224. Ciag (a,,) jest nieskoriczonym ciagiem geometrycznym zbieznym. Wyznacz
ten ciag wiedzac, ze suma wszystkich jego wyrazow o numerach nieparzystych jest

, 3 . . , 1
rowna 3 a suma wyrazéw o numerach parzystych jest rowna 3

D 2.225. Wszystkie wyrazy nieskoriczonego ciggu geometrycznego zbieznego sg réz-
ne od zera. Wykaz, ze iloraz dowolnie wybranego wyrazu tego ciggu przez sumeg
wszystkich wyrazéw, ktére po nim wystepuja, jest staty. Podaj ten staty iloraz.

D 2.226. Ciag (a,),gdziea, #0dlaneN,, jest nieskoiczonym ciagiem geometrycz-
nym zbieznym o ilorazie g. Niech S oznacza sumg wszystkich wyrazéw ciggu (a,,),
natomiast S, — sumeg wszystkich wyrazéw o numerach parzystych. Wykaz, ze jesli

1
§$=7-5 tog=—.
P q 6
D 2.227. Wszystkie wyrazy nieskoriczonego ciggu geometrycznego (bn) sg dodatnie.

Wykaz, ze jesli dla dowolnej liczby naturalnej k, gdzie k > 2, prawdziwa jest réwnosc

b,_, —9b,,, =0,to:

a) ciag (b,,) jest zbiezny

b) suma trzech poczatkowych wyrazoéw ciggu (bn) jest 26 razy wieksza od sumy
pozostatych wyrazéw tego ciggu.

D 2.228. Budujemy nieskoriczony ciag figur (F,), neN,. Figura F, jest kwadrat
0 boku qfugoéci a. Nastepnie dzielimy kazdy bok kwadratu na trzy réwne czgsci

i ,doklejamy” cztery kwadraty o boku dtugosci %. W ten sposob otrzymujemy
figure F,. W kolejnym kroku dzielimy trzy boki mniejszych czterech kwadratow
i ,doklejamy” do nich po trzy kwadraciki o boku dtugosci g, otrzymujac figure F,

(zobacz rysunek poniiej). Analogicznie konstruujemy kolejne figury ciggu (F,,).

oraz oblicz granice limL,.

n—x

. 2 . .
b) Wykaz, ze P, =a® (2—3—,7} oraz oblicz granice limP,.
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Test sprawdzajgcy do rozdziatu 2.

’ ’ 7 ’ ’ d ane (o} .

1
2n
1+n . 1 n+1

— D. a,=(-1)

C. a,=(-1) P

1
2n’

2. Ciag (b,,) jest okreélony wzorem b, = n* — 18n, gdzie n € N.. lle wyrazéw tego
ciggu jest mniejszych od 407?

A. dziewietnascie  B. osiemnascie C. siedemnascie D. dwadziescia.

3. Suma wszystkich catkowitych wyrazéw nieskoficzonego ciggu (c,,), gdzie

C,= +4, jest rowna:
2n-3
A.8 B. 14 C. 16 D. 12.
a, =-2
4. Ciag (a,,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym ja, =1 . Zatem:
a,. :Gi —3an+1' nzl1
A.as=5 8.05:_2 C.a5=—9 D.as=7.
o : o 25-4n*
5. Nieskoriczony cigg (bn) o wyrazie ogélnym b, :%' neN, jest ciggiem:
n+
A. rosngcym B. malejagcym C. statym D. niemonotonicznym.

6. W ciggu arytmetycznym (c,,) dane s3: ¢; = 3 oraz ¢yo = —37. Rdznica tego cia-
gu jest rowna:
A. -7 B. -3 C.-5 D. -9.

7. Ciag (a,,) jest malejgcym ciggiem geometrycznym, w ktérym a; = 18 oraz

1
a; = 105. lloraz tego ciagu jest réwny:

A. —E lub é B. —— C.
4 4

[SSRIFN

D. 0,75.
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__onil
, =3

5 3
8. Dane s wyrazy ogdlne ciagéw (b,) i (c,):b, orazc, :En_SZ' neNn,.

lle razy suma o$miu poczatkowych wyrazéw ciagu (b,,) jest wieksza od sumy dwu-
dziestu poczatkowych wyrazéw ciggu (c,,)?

A. 8 razy B. 6 razy C. 5razy D. 2 razy

9. Ciag (x, y, 2 - x) jest jednoczesnie ciggiem arytmetycznym i geometrycznym.
Zatem liczba 2x? + y? jest podzielna:

A. przez 5 B. przez 3 C.przez 2 D. przez 7.

10. Klient banku wptacit kwote K na trzyletnig lokate terminowg, z p6troczng
kapitalizacjg odsetek. Oprocentowanie lokaty wynosi 0,08%. Jesli uwzglednimy
18-procentowy podatek od dochoddw kapitatowych, to po trzech latach na lokacie
bedzie kwota:

6
4

C.k-(1+0,82-0,04)° D.K-(1+0,82-8-10%)°

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 2.

a, =-3
11. Ciqg_(a,,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym ! 5 . Nie-
a,,,=a,-15n, n>1

¢

skonczony cigg (b,,) ma postac (1, 8, 27, 64, ) Oblicz ag — bs.

_2-6n gdzieneN,.

12. Dany jest wyraz ogdlny ciagu (c. ): ¢ ,
y jest wyraz ogdlny ciagu (¢, ): ¢, P

D a) Wykaz, ze ciag (cn) jest malejacy.

1
b) Ktore wyrazy ciggu (cn) naleza do przedziatu <—25, —2]?

D 13. Ciag (a,,) jest okreélony wzorem a, = 2n’ + 6n + 4, gdzie n € N,. Wykaz,

ze suma dowolnych dwadch kolejnych wyrazéw tego ciggu jest kwadratem pewnej
liczby naturalne;j.

6n’ —11n-7

14. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = —
n —

, gdzieneN,.

D a) Wykaz, ze ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym, a jego wyrazy sg liczbami

nieparzystymi.
b) Oblicz sume wszystkich wyrazow tego ciggu, ktére sa mniejsze od 100 i jedno-
czesnie przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1.

2. Ciggi

2k-3) o-
15. Dany jest trzywyrazowy ciag kz—gk, ( . ) , 9 42k , gdzie k€R.

a) Podaj wyrazy tego ciggu w przypadku, gdy k = —3.
b) Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej k dany cigg jest ciggiem arytmetycznym.

16. Pierwszy wyraz nieskofczonego ciggu arytmetycznego (a,,) jest row-
ny —3, a réznica tego ciagu jest rowna 4. Oblicz najwiekszg liczbe n, dla ktérej
a1 +a, +asz+ ..+ a, <1650.

17. Suma n kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (b,,) wyraza
sie wzorem S, = n*—9n, gdzie n € N..

a) Oblicz, ile poczatkowych wyrazéw ciggu (b,,) nalezy zsumowac¢, aby otrzymac
liczbe 322.
b) Wyznacz wyraz ogélny ciggu (bn).

18. Suma n kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,) wyraza sie wzorem
S,=n’+10n, gdzien € N,.

a) Oblicz pietnasty wyraz ciggu (a,,).

D b) Wykaz, ze cigg (an) jest ciggiem arytmetycznym.

19. Cigg (5, 913,.., 121) ma trzydziedci wyrazow. lloraz wyrazu stojacego na miej-
scu k — liczac od poczatku, do wyrazu stojgcego na miejscu k — liczac od korica,

wynosi E Oblicz k.
31

20. Liczby 7x + 1, 2(x + 1), x — 1 sg w podanej kolejnosci drugim, trzecim i czwartym
wyrazem pewnego nieskoficzonego, monotonicznego ciggu geometrycznego (a,,).

a) Oblicz x.
b) Wyznacz wyraz ogolny ciggu (a,,). -
c) Wiedzac, ze suma k poczatkowych wyrazow ciggu jest réwna 1615, oblicz k.

21. Na trzech pétkach ustawiono 42 ksigzki. Okazato sie, ze liczby ksigzek kolejno na p6t-
ce gornej, poétce srodkowej i pdtce dolnej tworza rosnacy cigg geometryczny. Na srod-
kowej potce stoi 12 ksigzek. Oblicz, ile ksigzek stoi na gdrnej pétce, a ile na dolnej pétce.

22. Dany jest tréjkat réwnoboczny T, o boku dtugosci 10 cm. Wysoko$é trojkata T,
jest bokiem tréjkata réwnobocznego T,, natomiast wysokos¢ trdjkata T, jest bokiem
tréjkata rownobocznego T, itd. Oblicz sume

a) obwodéw b) pol tréjkatow Ty, Ty, Ty, Ty, Ts, T

23. Nieskoriczony cigg geometryczny (an) jest ciggiem réznowartosciowym. Wie-
dzac, ze a; — a, = 5(a, — a;) oraz S; = 62, oblicz pie¢ kolejnych poczatkowych wy-
razéw tego ciggu.

75
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24. W skoriczonym ciggu geometrycznym (b,,) pierwszy wyraz jest réwny 3, a wy-
raz ostatni jest réwny 768. Wiedzac, ze suma wszystkich wyrazéw ciagu (b,,) wy-
nosi 1533, oblicz iloraz tego ciggu. lle wyrazéw ma ten ciag?

25. Nieskoriczony cigg arytmetyczny (a,,) jest ciggiem rosngcym, a jego trzeci
wyraz jest rébwny 5. Pierwszy, drugi i pigty wyraz ciggu (a,,) w podanej kolejnosci
s3 jednoczesnie poczatkowymi wyrazami pewnego ciggu geometrycznego (bn).
Oblicz:

a) s+ s+ a7 + ... + G0

b) sume szesciu poczatkowych wyrazéw ciggu (bn).

26. Nieskonczony cigg liczbowy (a,,) jest ciggiem arytmetycznym, w ktérym pierw-
szy wyraz jest rowny —15, a rdznica wynosi 6. Dla pewnej naturalnej liczby dodat-
niej k ciag (a,, a,. 1, az,() jest ciggiem geometrycznym.

a) Oblicz liczbe k.
b) Wyznacz iloraz ciggu geometrycznego.

D 27. Cigg (a, b, c) jest ciggiem arytmetycznym, a ciag (a +5 b +1, c) jest male-
jacym ciggiem geometrycznym. Wykaz, ze jesli a + b + ¢ = 15, to iloczyn abc jest
liczbg podzielng przez 35.

28. Firma informatyczna zanotowata comiesieczny wzrost zysku wedtug na-
stepujacej reguty: zysk w kazdym kolejnym miesigcu byt wiekszy od zysku z po-
przedniego miesigca o 10% zysku z pierwszego miesigca. Podaj z doktadnoscia
do 1%, o ile procent wiecej zysku miataby ta firma w przeciggu catego roku,
gdyby zwék z kazdego kolejnego miesigca byt o 10% wyzszy od zysku z poprzed-
niego miesiagca.

29. Pan Jerzy wptacit 15 000 zt na trzyletnig lokate, ktérej oprocentowanie w sto-
sunku rocznym wynosi 6%. Kapitalizacja odsetek odbywa sie co kwartat. Jakg kwotg
bedzie dysponowac pan Jerzy po trzech latach? Uwzglednij 20-procentowy podatek
od dochoddw kapitatowych.

30. Pani Ada wptacita 20 000 zt na czteroletnig lokate, z pétroczng kapitalizacjg
odsetek. Jakie byto roczne oprocentowanie tej lokaty, jesli po czterech latach pani
Ada miata na lokacie 23 433,18 zt? Pomijamy podatek od dochododw kapitatowych.

D 31. Ciag arytmetyczny (an) ma 21 wyrazdw, a ich suma jest réwna 420.
a) Wykaz, ze srodkowy wyraz tego ciggu jest réwny 20.
b) Oblicz sume kolejnych wyrazéw tego ciggu od dziewigtego do trzynastego
wiacznie.

D 32. Liczbya, b, ¢, d s3 dodatnie. Cigg (a, b, c) jest ciggiem arytmetycznym, a ciag
(a, d, c) jest ciggiem geometrycznym. Wykaz, ze b > d.
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33. Rosnhacy ciag geometryczny (a,,) ma parzysta liczbe wyrazéw. Wszystkie wyrazy
ciggu s3 dodatnie, a ich suma jest 5 razy wieksza od sumy wyrazdéw o numerach
nieparzystych.

a) Oblicz iloraz ciagu (a,).
b) Wiedzgc dodatkowo, ze iloczyn dwudziestu poczgtkowych wyrazéw tego ciggu
wynosi 10242, wyznacz pierwszy wyraz tego ciggu.
34. Wyrazy malejgcego ciggu geometrycznego sg pierwiastkami wielomianu
. . _ . 1
W(x) = 3x* + ax? +bx — 3. Wiadomo, ze suma tych wyrazow jest réwna 45.

a) Obliczaii. b) Wyznacz ten cigg.

35. Oblicz dane granice.

2 2
a) Iim[zn n_2n +8] b) lim 5n

n+3  n+5 "7 \9n* +n —3n

d) lim 1+3+9+...+3

SICORE
e) Iim(4+\"/3"+7”) f) an

n 2+7+12+..+(5n-3)
<] 3 4n

n—ox n—or n+8
1 1 1 1 1 1
D 36. Wykaz, ze lim(———+———+...+1———nj:\/§—1.
e\ 202 242 4 2712 2
3
37. Rozwiaz nieréwnoéé x3—1x4+1x5—1x6+... < lim M—ﬂ—
2 4 8 n=>r(1-n)(2-3n)n

D 38. Z nieskoniczonej liczby pétokregdéw budujemy krzywaq. Pierwszy pétokrag
ma promien diugosci r, a promien kazdego nastepnego potokregu stanowi 75%
promienia poprzedniego okregu. Wykaz, ze:

a) dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n dtugos¢ krzywej zbudowana z n po-
czatkowych potokregdw jest mniejsza od 4nr.

b) stosunek dtugosci krzywej zbudowanej z dwdch poczatkowych okregéw do dfu-
gosci krzywej zbudowanej z pozostatych pétokregdw jest rdwny 9 : 7.
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D 39. Wykaz, ze jedli liczby a, b, ¢ sa rézne od zera i tworzg w podanej kolejnosci

1 1 1
. 2,2 2 3 3 3
cigg geometryczny, to a“b’c ~[;+§+C—3j-a +b”+c.

5-1
D 40. Wykai, ze jesli g e[—l,fT], to

(1+q+q2 +q° +...)~[1ﬂq(1+q)+qz(1+q)2 —q3(1+f7)3 +---:|: 3
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Kombinatoryka. Dwumian
o Newtona. Trojkat Pascala

3.1. Naile sposobéw mozemy utworzy¢ pare dziewczynka — chiopiec, jesli mamy
do dyspozycji cztery dziewczynki: Agatke, Beatke, Celinke i Dorotke oraz trzech
chtopcéw: Edwina, Franka i Grzeska.

Wypisz wszystkie mozliwe pary w tabeli.

3.2. Ponizsza tabela przedstawia
wszystkie mozliwe liczby dwucy- | caz.
frowe utworzone w taki sposéb, ze
cyfra dziesiatek jest cyfra ze zbioru
{1, 2, 3, 4}, a cyfra jednosci — ze
zbioru {6, 7, 8, 9}. Narysuj drzewo,
w ktérym gatezie przedstawiajg ; 46 47 | 48 49
wszystkie utworzone liczby.

16 17 18 19
26 27 28 29
36 37 38 39

HIWIN =

3.3. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych cyfra jednosci jest réwna 1 lub 2, za$

cyfra dziesiatek jest wieksza od 5? Narysuj drzewo, w ktdrym gatezie przedstawiajg
wszystkie utworzone liczby.

3.4. tle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych cyfra setek jest réwna 1, 2 lub 3; cyfra
dziesigtek jest liczbg podzielng przez 5, a cyfra jednosci jest wieksza od 6? Narysuj
drzewo, w ktorym gatezie przedstawiajg wszystkie utworzone liczby.

3.5. Danesgzbiory: X = {1,2,3}, ¥ = {4,5},Z = {6,7,8,9, 0}. lle jest liczb trzy-
cyfrowych, ktdrych cyfra setek nalezy do zbioru X, cyfra dziesigtek — do zbioru Y,
a cyfra jednosci — do zbioru Z i ktére sa:

a) parzyste b) nieparzyste c) wieksze od 2997

W kazdym przypadku narysuj trzyetapowe drzewo przedstawiajgce te liczby.

3.6. Dane sa trzy zbiory: A = {0,1,2,3}, B ={3,4,5,6,7}, C ={5,6,7,8,9}.
lle jest liczb trzycyfrowych, ktdrych cyfra setek nalezy do zbioru A, cyfra dziesigtek
~do zbioru B, a cyfra jednosci — do zbioru Z i ktére sa:

a) podzielne przez 5 b) mniejsze od 300 c) nie mniejsze niz 279?

3.7. Z cyfr ze zbioru A = {1, 2, 3, 4, 5} tworzymy wszystkie mozliwe liczby dwu-
cyfrowe, przy czym cyfry w liczbie moga sie powtarzac. Zapisz w tabeli wszystkie
utworzone liczby. lle sposrod utworzonych liczb ma cyfre dziesigtek mniejszg od cy-
fry jednosci?
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D 39. Wykaz, ze jedli liczby a, b, ¢ sa rozne od zera i tworzg w podanej kolejnosci

1 1 1
cigg geometryczny, to a’b’c’ (0—3 +—b_3+c_3j =a®*+b*+c’.

\E_lj,to

D 40. Wykaiz, ze jedli g e[—l,—z—

(1+q+q2 +q3+.._).[1—q(1+q)+q2(1+q)2—q3(1+q)3+...}: —.

1-q

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Trijkqt Pascala

Kombinatoryka. Dwumian
« Newtona. Trojkat Pascala

3.1. Naile sposobéw mozemy utworzyé pare dziewczynka — chiopiec, jesli mamy
do dyspozycji cztery dziewczynki: Agatke, Beatke, Celinke i Dorotke oraz trzech
chtopcow: Edwina, Franka i Grzeska.

Wypisz wszystkie mozliwe pary w tabeli.

3.2. Ponizsza tabela przedstawia 4] & 7 3 9

wszystkie mozliwe liczby dwucy- ez 3

frowe utworzone w taki sposéb, ze 1 16 @ 17 18 19

cyfra dziesi}atek jest cyfrg ze zbioru DY 2% 27 )8 29
1, 2, 3, 41, a cyfra jednosci — ze :

z{bioru {6, 7, 8, 9}. Narysuj drzewo, 3 36 37 | 38 39

w ktorym gatezie przedstawiajg 4 46 47 . 48 49

wszystkie utworzone liczby.

3.3. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych cyfra jednosci jest rowna 1 lub 2, za$

cyfra dziesigtek jest wieksza od 5? Narysuj drzewo, w ktérym gatezie przedstawiaja
wszystkie utworzone liczby.

3.4. lle jest liczb trzycyfrowych, w ktdrych cyfra setek jest réwna 1, 2 lub 3; cyfra
dziesiatek jest liczbg podzielng przez 5, a cyfra jednosci jest wieksza od 6? Narysuj
drzewo, w ktorym gatezie przedstawiajg wszystkie utworzone liczby.

3.5. Danesazbiory: X = {1,2,3}, Y ={4,5},Z = {6,7,8,9,0}. lle jest liczb trzy-
cyfrowych, ktérych cyfra setek nalezy do zbioru X, cyfra dziesigtek — do zbioru Y,
a cyfra jednosci — do zbioru Z i ktdre sa:

a) parzyste b) nieparzyste c) wieksze od 299?

W kazdym przypadku narysuj trzyetapowe drzewo przedstawiajgce te liczby.

3.6. Dane sa trzy zbiory: A = {0, 1,2,3},8 ={3,4,56,7},C={5,6,7,8,9}.
lle jest liczb trzycyfrowych, ktérych cyfra setek nalezy do zbioru A, cyfra dziesigtek
— do zbioru B, a cyfra jednosci — do zbioru Z i ktére sa:

a) podzielne przez 5 b) mniejsze od 300 c) nie mniejsze niz 279?

3.7. Zcyfr ze zbioru A = {1, 2, 3, 4, 5} tworzymy wszystkie mozliwe liczby dwu-
cyfrowe, przy czym cyfry w liczbie mogg sie powtarzaé. Zapisz w tabeli wszystkie
utworzone liczby. lle sposréd utworzonych liczb ma cyfre dziesigtek mniejszg od cy-
fry jednosci?
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3.8. Zcyfrze zbioru B = {6, 7,8, 9} tworzymy wszystkie mozliwe liczby dwucyfro-
we, w ktdrych cyfry nie moga sie powtarzad. Zapisz w tabeli wszystkie utworzone
liczby. lle jest w$rdd nich liczb podzielnych przez 4?

3.9. Z cyfr ze zbioru X = {0, 1, 2, 3} tworzymy wszystkie liczby trzycyfrowe, przy
czym cyfry w liczbie nie moga sie powtarzac. Narysuj drzewo, w ktérym gatezie przed-
stawiajg utworzone liczby trzycyfrowe. lle wérdd nich jest liczb podzielnych przez 3?

3.10. Ze zbioru A ={1,2,3,4,5,6,7,8, 9} wybieramy kolejno dwie rézne cyfry
i tworzymy liczbe dwucyfrowa. lle jest mozliwosci utworzenia:

a) takiej liczby dwucyfrowej b) liczby podzielnej przez 2?

3.11. Ile jest punktow o wspotrzednych catkowitych (x, y), takich, ze x € (4, 20),
y € (0,100)?

3.12. |le jest punktdw, ktérych wspotrzedne (x, y) sg roznymi liczbami catkowi-
tymi, jesli:

a)x, y e (6,25) b) x € (0,10),y € (1,10) ¢) x € (3,23), y € (9, 39)

3.13. Dane sa zbiory: X = {1,2,3}, ¥ = {4,5}, Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. lle jest par
uporzadkowanych (a, b) takich, ze liczba a jest elementem zbioru X i jednoczesnie
liczba b jest elementem zbioru Z lub liczba a jest elementem zbioru Y i jednoczes-
nie liczba b jest elementem zbioru X?

3.14. Danesa zbiory: A = {0,1,2,3,4,5,6}, B = {6, 7, 8}. Na ile sposobéw moz-
na wybra¢ pare liczb (a, b), gdziea € A i b € B tak, aby suma a + b byta liczba:
a) nieparzysta b) parzysta c) wiekszg od 9?

3.15. Danesazbiory: A ={0,1,2,3,4}, B = {5,6,7,8,9}. Na ile sposobéw mozna
wybrac pare liczb (a, b), gdziea € A i b € B tak, abyiloczyn a - b byt liczba:
a) podzielng przez 7 b) parzystg c) podzielng przez 3?

3.16. W klasie Ill A jest 14 dziewczat i 16 chtopcéw, a w klasie Il B — 17 dziew-
czat i 12 chtopcow. Na ile sposobdw mozna wybra¢ dwuosobowg delegacje tych
dwdch klas sktadajgca sie z chtopca i dziewczyny tak, aby kazda klasa miata swego
przedstawiciela w tej delegacji?

3.17. Restauracja ,Miedzynarodowa” serwuje 12 dan kuchni polskiej, 10 dan kuch-
ni wegierskiej i 8 dan kuchni czeskiej. Na ile sposobdw mozna w tej restauracji
wybrac¢ dwa rdzne dania, z ktérych:

a) jedno nalezy do kuchni polskiej, a drugie nie nalezy do kuchni polskiej
b) co najmniej jedno nalezy do kuchni polskiej?

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Tréjkgt Pascala

3.18. Pewna dama ma 14 réznych torebek, oraz 16 réznych par pantofelkéw
w réznych kolorach — wedtug tabeli umieszczonej ponize].

Kolor czarny

Kolor brazowy

Kolor czerwony

Kolor bezowy

i Torebki

5

4

2

3

3

2

5

) Pantofelki 6

Na ile sposobow owa dama moze skompletowac pare torebka — pantofelki:
a) w jednym kolorze
b) w dwdch réznych kolorach — w brazie i w bezu?

3.19. Grupa pieciolatkdéw z przedszkola z okazji Dnia Matki zaprosita swoje mamy
na przedstawienie, w ktérych wystgpig jako skrzaty, majace czapki w trzech kolo-
rach: czerwonym, niebieskim i zielonym. Liczbe osdb majgcych czapke w danym
kolorze przedstawia tabela ponizej.

| Czapka czerwona Czapka niebieska gzraprkaﬁz@elona

Dziewczynki 7 | 4 | 2

e —

Chtopcy 3 6 | 3

lle jest mozliwosci wyboru pary — dziewczynka, chtopiec, w ktdrej:
a) obie osoby maja czapke w takim samym kolorze
b) co najmniej jedna osoba ma czerwong czapke?

3.20. Dany jest zbior X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}. lle jest par uporzadkowanych
(a, b) takich, ze liczby a, b naleza do zbioru X oraz:

a) liczba a jest mniejsza od 3 lub liczba b jest wieksza od 7;

b) liczba a jest wieksza od b lub liczba b jest wieksza od liczby g;

c) liczba a jest nie mniejsza niz 4 i jednoczesnie liczba b jest podzielna przez 3 lub
przez 5;

d) liczba a jest liczba pierwszg lub liczba b jest nie wieksza niz 67

3.21. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje:
a) cyfralicyfra7 b) cyfra 1 lub cyfra 7?

3.22. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych cyfra 8 wystepuje:

a) tylko jeden raz b) co najwyzej jeden raz?

3.23. lle jest liczb dwucyfrowych, w ktérych:
a) co najmniej jedna cyfra jest parzysta
b) co najmniej jedna cyfra jest nieparzysta?

3.24. |le jest liczb trzycyfrowych, w ktdrych cyfra 3 wystepuje tylko raz?
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3.25. lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 0 wystepuje:

a) €O najwyzej raz b) €O najmniej raz?

3.26. lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 1 wystepuje:

a) CO najwyzej raz b) €O najmniej raz?

3.27. lle liczb dwucyfrowych podzielnych przez 3 mozna utworzyé z cyfr:
a)1,2,4,578 b)0,1,23,4,5,6?

3.28. lle liczb dwucyfrowych:
a) parzystych
mozna utworzy¢ z cyfr 0, 1, 2, 3,4, 5, 6?

b) podzielnych przez 4

3.29. lle liczb dwucyfrowych podzielnych przez 6 mozna utworzyé z cyfr
{0,1,2,3,4,56,7?

3.30. lle jest liczb dwucyfrowych:

a) podzielnych przez 2 lub przez 3

b) podzielnych przez 4 lub 7

c) wiekszych od 40 lub podzielnych przez 8

d) podzielnych przez 2 lub 5 i niepodzielnych przez 6?

;
Wariacje

3.31. lle jest liczb trzycyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9?
3.32. lle piecioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z liter A, B, C?

3.33’. Oblicz, ile jest czterocyfrowych:

a) liczb
w ktérych cyfry mogg sie powtarzaé.

b) kodéw PIN,
3.34. Naile sposobdéw sekretarka moze wrzuci¢ do trzech réznych szuflad 4 listy
zaadresowane do réznych oséb?

3.35. Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych, utworzonych tylko z cyfr bedacych
liczbami pierwszymi.

3.36. Oblicz, ile jest liczb szesciocyfrowych, utworzonych:
a) tylko z cyfr nieparzystych b) tylko z cyfr parzystych.

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Tréjkat Pascala

3.37. Na gére do zamku prowadza 4 rézne szlaki. Na ile sposobéw turysta moze
wejs¢ na gore i wréci¢ z powrotem, jesli zamierza zejs¢ z géry innym szlakiem, niz
na nig wejs¢?

3.38. Przedsiebiorca chce produkowa¢ choragiewki sktadajace sie z trzech pozio-
mych paséw roéwnej szerokosci, kazdy w innym kolorze. lle rodzajow takich chora-
giewek moze produkowad, jesli ma do dyspozycji 8 koloréw?

3.39. Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, zbudowanych z cyfr nalezacych do zbioru
{1, 2,3,4,5,6,78, 9}, jesli cyfry w liczbie nie moga sie powtarzad.

3.40. Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych cyfry w liczbie nie mogg sie
powtarzaé, jesli sa one zbudowane tylko z cyfr

a) bedacych liczbami nieparzystymi b) bedacych liczbami parzystymi.

3.41. lle jest czterocyfrowych:
a) liczb
w ktérych cyfry nie mogg sie powtarzaé?

b) kodéw PIN,

3.42. Pewna firma chce produkowa¢ ulotki, ktérych kazda ze stron ma mie¢ dwu-
kolorowe tfo: gérna potowa danej strony ma miec inny kolor, niz dolna potowa. lle
jest wzordw takich ulotek, jesli firma ma do dyspozycji 7 koloréw?

3.43. Na ile sposobéw mozna wrzucié¢ 5 kul ponumerowanych do 6 réznych szu-
flad, jezeli:

a) kule wrzucamy dowolnie

b) kazda kula ma trafi¢ do innej szuflady?

3.44. Kazdej z pieciu os6b przyporzadkowujemy dzieri tygodnia, w ktérym sie
urodzita. lle jest mozliwych wynikéw takiego przyporzadkowania, jezeli:

a) kazda z tych oséb mogta urodzi¢ sie w dowolnym dniu tygodnia

b) kazda z tych 0s6b urodzita sie w innym dniu tygodnia?

3.45. Kazdemu sposréd czterech uczniéw przyporzadkowujemy ocene roczng
z matematyki. lle jest mozliwych wynikow tego przyporzadkowania, jezeli:

a) kazdy z uczniéw bedzie miat inng ocene

b) kazdy z ucznidw moze uzyskaé¢ dowolng ocene?

3.46. Na peronie czekaja na pociag cztery osoby. Podjezdza sktad ztozony z sied-

miu wagondw. Na ile sposobdw czekajace osoby mogg wsigsé do pociggu, jesli:
a) kazda z nich ma wsig$é do innego wagonu
b) kazda z nich wybiera wagon dowolnie?
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3.47. lle szescioliterowych napiséw mozna utworzyé, postugujac sie literami nale-
zacymi do zbioru {A, B, C, D, E, F, G, H, I}, jesli:

a) litery mogg sie powtarzac

b) litery nie mogg sie powtarzaé?

3.48. Na parterze wiezowca majgcego 8 pieter do windy wsiada 5 osob. Na ile
sposobow te osoby mogg wysigsé na pietrach, jesli:

a) kazda z tych oséb wybiera pietro dowolnie,

d) kazda z tych oséb wysiada na czwartym, pigtym lub széstym pietrze,

c) zadne dwie osoby nie wysiadajg na tym samym pietrze,

d) co najmniej jedna osoba wysiada na siddmym pietrze.

Pomijamy kolejnos¢ wysiadania z windy na poszczegolnych pietrach.

3.49. Numer karty ptatniczej MasterCard sktada sie z 16 cyfr. Pierwszg cyfrg jest 5,
druga —jedna z cyfr: 1, 2, 3, 4, 5. Zaktadamy, ze pozostate cyfry mogg by¢ dowolne.
Ile jest numerdw kart ptatniczych MasterCard?

3.50. lle jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach i jednocze$nie:
a) nieparzystych b) parzystych?

3.51. lle jest numerdw telefondw stacjonarnych, sktadajacych sie z 7 cyfr takich, ze:

a) pierwszg cyfrg jest 6, a pozostate cyfry sg rézne od 6 i rézne miedzy sobg,

b) trzy poczatkowe cyfry sg wieksze od 5, a pozostate — mniejsze od 6,

c) dwie p/oczatkowe cyfry sg liczbami nieparzystymi, a pozostate cyfry sg roznymi
liczbami parzystymi,

d) pierwsza i ostatnia cyfra to jednakowe liczby pierwsze, a cyfra 7 wystepuije tylko
jeden raz?

3.52. lle jest telefonicznych numerdw komdrkowych, sktadajacych sie z dziewieciu

cyfr takich, ze:

a) pierwszg cyfrg jest 5 lub 6, trzecig cyfrg jest 0, a pozostate cyfry nie s3 ani piatka,
ani széstkga, ani zerem

b) kazda cyfra jest inna i na pierwszym miejscu nie wystepuje 0

c) kazda kolejna cyfra tego numeru jest liczbg o 1 mniejszg od poprzedniej

d) pierwsza, trzecia, pigta, siédma i dziewiata cyfra jest taka sama i jest liczba
nieparzysta, zas pozostate cyfry sg réznymi liczbami parzystymi?

3.53. lleliczb czterocyfrowych nieparzystych, w ktérych wszystkie cyfry sa réine,
mozna utworzyé z cyfrl, 2,3,4,5,6, 7?

3.54. lle liczb pigciocyfrowych parzystych, w ktérych wszystkie cyfry sg réine,
mozna utworzy¢ zcyfr1,2,3,4,5,6, 7, 8, 9?

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Tréjkqt Pascala 85

3.55. llejest liczb trzycyfrowych o rdznych cyfrach, utworzonych z cyfr nalezacych
do zbioru {4, 56,78, 9} i jednoczesnie wiekszych od 6667

3.56. llejest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, utworzonych z cyfr nalezacych
do zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} i jednoczesnie mniejszych od 444?

3.57. llejest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, utworzonych z cyfr nalezacych
do zbioru {1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9} i jednoczesnie mniejszych od 780?

3.58. lle jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, podzielnych przez:

a) 25 b) 4?
3.59. Jle jest liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach i jednoczesnie:
a) podzielnych przez 25 b) wiekszych od 5238?
3.60. lle jest liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach i jednoczesnie:
a) podzielnych przez 4 b) wiekszych od 60 000?
Permutacje
3.61. Oblicz:
10!
I—21.3l -9l.
a) 41213 b) 5! - 2! - 4l c) TIET
12! 9!.7! 91)*
d o )l
10141 (6!)° 10!-(8!)

3.62. Doprowad? wyrazenie do najprostszej postaci wiedzac, ze n € N.

) (-2n-1n, n>1 b)(2n+1)(20)! J E:i;’;:
d) (2n+2) e) {n+4)!(3n)! f) (n—l)!n’ N
(2n)! 3n(n+3)! (n+2)!

3.63. Naile sposobéw mozna ustawic osoby A, B, C w szeregu?. Wypisz wszystkie
mozliwe permutacje tych oséb.

3.64. Naile sposobéw Marek moze wystaé pie¢ réznych widokowek z wakacji do
pieciu swoich kolegéw?
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3.65. Mamy siedem dziewczat i siedmiu chtopcéw. Na ile sposobéw mozna
utworzyé:

a) siedem par dziewczyna — chiopiec do wspdlnego tanica,

b) jedng pare taneczng dziewczyna — chtopiec?

3.66. W biegu finatowym uczestniczy o$miu sprinteréw. Na ile sposobéw mogg
oni zajac kolejne miejsca, jesli wszyscy ukoncza bieg?

3.67. Naile sposobdéw mozna ustawié¢ w szereg grupe ztozong z pieciu dziewczat
i pieciu chtopcow tak, aby:

a) od lewej staty najpierw wszystkie dziewczeta

b) dwie osoby tej samej pfci nie staty obok siebie?

3.68. Siedmiu chtopcow i pieé dziewczat maja 12 biletéw do kina: 5 biletow
na miejsca w IX rzedzie i 7 biletdéw na miejsca w X rzedzie. Na ile sposobéw moga
zajgé te miejsca:

a) dowolnie

b) tak, aby wszystkie dziewczeta siedziaty w IX rzedzie

c) w obu rzedach na zmiane: chtopak, dziewczyna, chtopak, dziewczyna, itd.?

3.69. W liceum uczg sie po 4 klasy pierwsze, drugie, trzecie i czwarte. Na ile spo-
sobéw mozna potozyé na biurku jeden na drugim dzienniki lekcyjne tych klas, jesli:

a) na samym spodzie majq leze¢ wszystkie dzienniki klas pierwszych
b) na sanrfej gorze lezg dzienniki klas A, nizej dzienniki klas B, jeszcze nizej dzienniki
klas C i najnizej dzienniki klas D?

3.70. Mamy 5 ksigzek, w tym ksigzki A i B. Ustawiamy je losowo na pustej poice,
jedna obok drugiej. Na ile sposobéw mozna ustawic je tak, aby:

a) ksigzki A i B nie staty obok siebie
b) pamiedzy ksigzkami A i B staty dwie inne ksigzki?

3.71. Sze$¢ oséb, ktdre oznaczymy literami A, B, C, D, E, F, ma zajaé sze$é sasied-
nich miejsc w jednym rzedzie w kinie. Na ile sposobdw mogg one usig$é, tak aby:
a) osoby D, E siedziaty obok siebie w podanym porzadku

b) osoby A, B, C, D siedziaty obok siebie w podanym porzadku

c) osoby A, B, C siedziaty obok siebie w dowolnym porzadku

d) miedzy osobami A i B siedziaty dwie osoby?

3.72. Naile sposobéw mozna ustawi¢ w szereg 8 oséb tak, aby:
a) osoby A, B, C zajmowaty odpowiednio pierwsze, drugie i trzecie miejsce w tym
szeregu

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Tréjkqt Pascala

b) osoby A i B staty obok siebie oraz pomiedzy tg parg oséb a osobg C staty dwie
inne osoby

c) osoby A i B nie staty obok siebie

d) osoba A stata pierwsza w szeregu, a w dalszej czesci szeregu osoba B stata
blizej A niz osoba C?

3.73. lle jest liczb siedmiocyfrowych o réznych cyfrach nalezacych do zbioru
{3,4,5,6,7 8,9} i jednoczesnie:

a) mniejszych od 5 000 000 b) wiekszych od 6 500 000?

3.74. lle jest liczb pieciocyfrowych, zbudowanych z réznych cyfr nalezgcych
do zbioru {0, 1, 2, 3, 4} i jednoczesnie:

a) nieparzystych b) podzielnych przez 5?

3.75. llejest liczb siedmiocyfrowych, o niepowtarzajgcych sie cyfrach nalezacych
do zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} i jednoczesnie:
a) parzystych b) podzielnych przez 4?

3.76. lle jest liczb szesciocyfrowych o réznych cyfrach nalezacych do zbioru
{0,1, 2, 3, 4, 5} i jednoczesdnie:

a) podzielnych przez 5 b) podzielnych przez 25?

3.77. Przy okragtym stole ustawiono 6 jednakowych krzeset. Na ile sposobow
moze usigs$¢ przy tym stole 6 0sdb, tak aby:

a) osoby A i B siedziaty obok siebie

) osoby A i B usiadty naprzeciwko siebie

) miedzy osobami A i B siedziata tylko osoba C

) osoby A i B siedziaty naprzeciwko siebie i jednoczesnie osoby C i D siedziaty
naprzeciwko siebie?

Uwaga: Dwa rozmieszczenia przy stole uznajemy za réine, jezeli w tych rozmiesz-

czeniach co najmniej jedna osoba ma réznych sasiadow.

o 0 T

3.78. Przy okragtym stole ustawiono 12 krzeset. Na ile sposobdw moze usigsé przy
tym stole 12 osdb, tak aby:

a) osoby A, B usiadty obok siebie

) osoby A, B usiadty naprzeciwko siebie

) miedzy osobami A, B siedziaty tylko dwie osoby

) osoby A, B siedziaty naprzeciwko siebie i jednoczesnie osoby C, D siedziaty
naprzeciwko siebie?

Uwaga: Dwa rozmieszczenia przy stole uznajemy za rozne, jesli w tych rozmieszcze-

niach co najmniej jedna osoba ma réznych sasiadow.

o O O
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3.79. W przedziale wagonu kolejowego jest osiem ponumerowanych miejsc od 1
do 8 w dwdch jednakowych rzedach. Do przedziatu wchodzg cztery dziewczyny: Ala,
Julka, Kornelia i Maja oraz czterech chtopakdéw: Antek, Janek, Kacper i Michat. Na ile
sposobdw te osoby moga zajg¢ miejsca w przedziale:

a) dowolnie

b) tak, aby dziewczeta siedziaty na miejscach o numerach parzystych

c) tak, aby Julka i Antek siedzieli obok siebie

d) tak, aby naprzeciwko siebie siedziaty osoby, ktérych imiona zaczynaja sie ta sama literg?

3.80. Stonoga — wbrew nazwie — ma tylko siedem par ndg. Na nogi ma wtozy¢ siedem
par kaloszy (kazda para jest w innym kolorze). Na ile sposobdw moze to zrobic, jesli:

a) nie rozrdznia kolordow ani butdéw lewych i prawych

b) rozréznia kolory (na kazda pare ndg wiozy buty w tym samym kolorze), lecz nie
rozrdznia butéw lewych i prawych

c) nie rozrdznia koloréw, lecz rozrdéznia buty lewe i prawe

d) rozrdznia kolory i rozréznia buty lewe i prawe?

Kombinacje

3.81. Oblicz:

Gl dd

3.82. Doprowad? wyrazenia do najprostszej postaci, wiedzac, ze n € N:
n n+2

N

n+1 n+1

SR

3.83. Wyznacz n wiedzac, ze n € N.,:

a) b)

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Tréjkat Pascala

3.84. Oblicz, ile jest trojelementowych podzbiordw zbioru szescioelementowego.
3.85. Oblicz, naile sposobdw mozna wybraé czteroosobowg delegacje z grupy 7 oséb.

3.86. Zgrupy 3 kobiet i 4 mezczyzn wybieramy trzy osoby. lle jest takich sposobdw
wyboru, aby wséréd wybranych osob:

a) byty same kobiety

b) byli sami mezczyzni

c) byty dwie kobiety i jeden mezczyzna?

3.87. Na ptaszczyinie zaznaczono n (n > 2) punktéw, z ktorych dowolne trzy nie
byty wspdiliniowe. Punkty te wyznaczyty 36 prostych. Oblicz n.

3.88. Na egzaminie byto n tematéw (n > 2), z ktorych student losowat dwa. Ob-
licz n, wiedzac, ze student miat 190 mozliwosci wylosowania zestawu tematow.

3.89. W turnieju szachowym kazdy z zawodnikéw rozegrat z kazdym dwie partie.
llu byto zawodnikdw, jesli rozegrano w sumie 42 partie?

3.90. W pudetku znajduja sie cztery ponumerowane kule: 2 biate i 2 czarne. Na ile
sposobow mozna wybrac 2 kule, wsrdéd ktdrych co najwyiej jedna bedzie czarna?
a) Wypisz wszystkie mozliwosci.

b) Dlaczego liczby sposobow w punkcie a) nie mozna obliczy¢ w nastepujgcy sposob:

2
wybieramy jedng kule biatg na (1) sposoby i drugg kule jakakolwiek z pozosta-

3
tych kul na [J sposoby, czyli razem mamy 2 - 3 = 6 sposobéw?

3.91 Pewien niepusty zbiér ma 211, co najwyzej dwuelementowych podzbioréw.
lle elementéw ma ten zbiér?

3.92. W klasie jest 15 dziewczat i 16 chtopcow. Sposrdd uczniow tej klasy trzeba
wybrac czteroosobowg delegacje. Na ile sposobéw mozna to zrobi¢, tak aby w de-
legacji znalazty sie:

a) tylko dwie dziewczynki

b) co najmniej dwie dziewczynki

c) co najwyzej dwie dziewczynki?

3.93. W grupie 20 osdb jest 12 kobiet. lle jest sposobdw wybrania piecioosobowej
delegacji z tej grupy, tak aby:
a) znalazty sie tam co najwyzej dwie kobiety
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b) znalazta sie tam co najmniej jedna kobieta
c) znalazty sie tam co najmniej dwie i nie wigcej niz cztery kobiety?

3.94. W klasie jest 8 chtopcow i 9 dziewczat. Wybieramy cztery osoby. lle jest
mozliwych sposobdw wyboru tych czterech oséb, tak by wsrdd nich:

b) potowe stanowity dziewczeta
c) byty trzy dziewczynki i jeden chtopiec d) byt co najmniej jeden chtopiec?

a) byli sami chtopcy

3.95. Rodzina sktadajgca sie z rodzicéw i trojga dzieci: Ady, Mai i Filipa majg w pu-
detku zdjecia ze wspélnych wakacji. W tabeli przedstawione sg liczby zdjeé, na kto-
rych znajduja sie tylko wymienione osoby.

[

. Cata Ada, Maja Ada Ada Maja
Rodzice . s S . o
rodzina i Filip i Maja i Filip i Filip
2 3 4 5 6 | 7

Oblicz, na ile sposobéw mozna wybrac trzy zdjecia do oprawy w ramki tak, aby:

a) na jednym zdjeciu byli tylko rodzice, na drugim byto tylko troje dzieci, a na trze-
cim — cata rodzina w komplecie

b) na kazdym wybranym zdjeciu byto co najmniej dwoje dzieci
c) na co najmniej dwdch zdjeciach byta Ada
d) rodzice byli co najwyzej na dwdch zdjeciach.

3.96. W pudetku znajduja sie ponumerowane kule: 7 biatych, 2 czarne i 1 zielona.
Na ile sposobéw mozna wybraé dwie kule tak, aby:

a) kule byty réznych kolorow b) obie kule byty biate
c) kule byty tego samego koloru d) przynajmniej jedna z nich byta biata?

3.97. W szufladzie znajduja sie rozréznialne cienkopisy: 5 zielonych, 4 czarne
i 6 niebieskich. Na ile sposobéw mozna wybra¢ trzy cienkopisy tak, aby:

a) kazdy z nich byt innego koloru

b) wszystkie byty tego samego koloru

c) tylko dwa z nich byty tego samego koloru?

3.98. Na biurku lezg ponumerowane kartki w réznych kolorach: 3 kartki czerwone
znumerami od 1 do 3, 5 kartek z6ttych z numeramiod 1 do 5, 6 kartek niebieskich
z numerami od 1 do 6 i 7 kartek biatych z numerami od 1 do 7. Na ile sposobdw
mozna wybraé cztery kartki tak, aby:

a) wszystkie byty tego samego koloru

b) co najwyzej jedna kartka byta biata

¢) miaty rézne numery od 1 do 4

d) co najmniej dwie miaty parzysty numer?

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Tréjkgt Pascala a1

3.99 7 talii 52 kart losujemy cztery karty. lle jest mozliwych wynikéw losowania,
jesli wérdd tych czterech kart maja by¢:

a) dwie damy i dwa asy

b) trzy karty mtodsze od dziewigtki i jeden krél

c) trzy figury (ﬁgury to: as, dama, krol i walet) i jedna karta nie bedaca figura?

3.100. 7Ztalii 52 kart losujemy cztery karty. lle jest mozliwych wynikéw losowania,
jesli wsrdéd nich maja by¢:

a) trzy kiery

b) co najwyzej trzy kiery

c) dwa kiery, jeden pik i jeden trefl?

3.101. Kazdemu z czterech graczy nalezy przydzieli¢ 13 kart z talii 52-kartowej.
Na ile sposobéw mozna to zrobié, tak aby gracze A i B otrzymali po dwa asy, a gra-
cze Ci D po dwie damy?

3.102. Grupe 12 druzyn sportowych, wsrdd ktérych sa druzyny A, B, C, dzielimy
na trzy rowne podgrupy w taki sposéb, ze kazda z druzyn A, B, C znajduje sie w in-
nej podgrupie. lle jest sposobdw takiego podziatu?

3.103. W turnieju szachowym startowato 10 zawodnikéw. W pierwszej fazie kaz-
dy z zawodnikéw rozegrat po dwie partie z kazdym z pozostatych, po czym pewna
liczba zawodnikéw musiata wyjechaé na zgrupowanie kadry i w drugiej fazie kazdy
z pozostatych rozegrat z kazdym po jednej partii. Hlu uczestnikéw wyjechato na zgru-
powanie kadry, jesli w obu fazach turnieju rozegrano tacznie 111 partii?

Kombinatoryka — zadania rézne

3.104. Zbiér A ma 4 liczby, a zbior B — 9 liczb. lle jest funkcji odwzorowujacych
zbidor A w zbiér B:

a) dowolnych b) roznowartosciowych c) rosngcych?

3.105. Ile jest ciggéw osmioelementowych o wartosciach nalezacych do zbioru

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}:

a) dowolnych

b) réznowartosciowych

c) $cisle monotonicznych (tzn. rosnacych, malejacych lub stafych)

d) ktorych tylko jeden wyraz jest rowny 1, tylko dwa wyrazy sg réwne 2, a pozo-
state sg rézne od siebie?
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3.106. lle jest liczb szesciocyfrowych, w ktdrych zapisie cyfry tworzg cigg rosnacy?
3.107. llejest liczb szesciocyfrowych, w ktdérych zapisie cyfry tworza cigg malejacy?

3.108. lle jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje cyfra 7 i cyfry
tworzg cigg rosnacy?

3.109 lle jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje cyfra 6 i cyfry
tworzg cigg malejacy?

3.110. lle wyrazéw, majacych sens lub nie, mozna utozy¢, przestawiajac litery
wyrazu:

a) SPANIEL b) TEMAT c) AGAWA d) poTOP?
3.111. ile wyrazéw, majacych sens lub nie, mozna utozy¢, przestawiajgc litery

wyrazu:

a) TOTALIZATOR b) ABRAKADABRA?

3.112. Podczas rozwigzywania zadari z kombinatoryki jeden z uczniéw klasy biolo-
gicznej zauwazyl, ze liczba mozliwych wyrazéw majacych sens lub nie, utworzonych
z przestawiania liter wyrazu PRAWDOPODOBIENSTWO, jest réwna liczbie synaps
neurondw (czyli stykédw pomiedzy neuronami) w korze moézgowej cztowieka. lle
synaps ma kora moézgowa cztowieka?

v

3.113. e jest liczb siedmiocyfrowych, w ktdrych zapisie cyfra 4 wystepuje trzy
razy, cyfra 5 — dwa razy, a cyfra 0 ani razu?

3.114. lle jest liczb o$miocyfrowych, w ktérych zapisie 0 wystepuje 5 razy, a po-
zostate cyfry sg nieparzyste?

3.115. lle jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie 0 wystepuje co najwyzej
raz, a cyfra jednosci jest wieksza od 6?

3.116. lle jest liczb o$miocyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 2 wystepuje trzy
razy, cyfra dziesigtek jest 7, a pozostate cyfry sg rézne i inne niz wymienione cyfry?

3.117. Oblicz, na ile sposobow mozna ze zbioru {1, 2, 3, ..., 15} wybra¢ dwie rézne
liczby tak, aby:

a) suma tych liczb byta parzysta

b) suma tych liczb byta nieparzysta

c) iloczyn tych liczb byt parzysty

d) iloczyn tych liczb byt podzielny przez 8.

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Trdjkgt Pascala a3

3.118. Oblicz, naile sposobéw mozna ze zbioru {1, 2, 3, .., 11} wybra¢ trzy réine
liczby tak, aby:

a) suma tych liczb byta nieparzysta

b) iloczyn tych liczb byt nieparzysty

c) iloczyn tych liczb byt parzysty

d) iloczyn tych liczb byt podzielny przez 10.

3.119. llejest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie cyfry tworzg cigg niemalejacy?
3.120. lle jest liczb pietnastocyfrowych, w ktérych suma cyfr jest réwna 3?
3.121. Ile jest liczb dwudziestocyfrowych, w ktérych suma cyfr jest rowna 4?

3.122. Mamy 12 ksigzek, wérdd ktorych sa ksigzki A, B, C. Wktadamy je do trzech
ponumerowanych pudetek, do kazdego po 4 ksigzki. lle jest mozliwosci takiego
utozenia ksigzek w pudetkach, aby:

a) w pierwszym pudetku znalazty sie ksigzki A i B, a w trzecim — ksigzka C

b) ksigzki A, B i C znalazty sie w tym samym pudetku?

3.123. Pietnascie 0s6b trzeba podzieli¢ na trzy grupy, po pie¢ osdb w kazdej gru-
pie. Na ile sposobow mozna to zrobic, jesli uporzadkowanie w grupie nie ma zna-
czenia oraz:

a) kolejnos¢ grup jest istotna
b) kolejnos¢ grup nie jest istotna?

3.124. W szufladzie znajduje sie 16 rdinych skarpetek — po dwie w tym samym
kolorze. Oblicz, na ile sposobdéw mozina wybrac 5 skarpetek tak, aby:

a) wszystkie wybrane skarpetki byty w réznych kolorach

b) otrzymac dwie pary (para to dwie skarpetki w tym samym koIorze)
c) otrzymac tylko jedng pare

d) wsrod wybranych skarpetek byta co najmniej jedna para.

3.125. Mamy 6 par pantofli w réznych kolorach. Oblicz, na ile sposobéw mozna:

a) ustawic je w szeregu tak, aby pantofle w jednym kolorze staty obok siebie w ko-
lejnosci lewy — prawy

b) ustawic je w szeregu tak, aby pantofle staty na zmiane w kolejnosci lewy — prawy
lub prawy — lewy i niekoniecznie w tych samych kolorach obok siebie

c) wybraé 4 pantofle, w tym dwa prawe, dwa lewe

d) wybrac 8 pantofli, wsrdd ktérych bedg co najmniej dwie pary.
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Symbol Newtona. Wzér Newtona.
Trojkat Pascala

3.126.

(7

Oblicz:

Lo

DG

e

ol

Mol

254) f)

Jl |
500
ouam o (045G

3.128. Doprowad? dane wyrazenie do najprostszej postaci:
(n+1j (2n+1}
-2 2n-1
8) b) -
n n 2n+1 2n+1
+ +
[n—z) (n—lJ (Zn—lj ( 2n ]
3n+2) (3n+2) (3n+3 4n 4n
+ + +
c) 3n-1 3n 3n+1 d) 4dn-2 4n-1
3n+3 3n+3 4n-1 an-1 4n
+ + +
3n 3n+1 4n-3 4n-2 4n-1
3.129. Korzystajgc ze wzoru Newtona i z trojkata Pascala oblicz:
6
a) (\/5+x/§) b) (2+\/§)5 c) (\/§+3)4
7 5 6
d (2-+3) o) (V6 -2) 1) (+5+410)

3.130. Korzystajgc ze wzoru Newtona i z trdjkata Pascala zapisz w postaci sumy:

8
a) (2x + 1)¢ b) (x+1) , gdzie x #0
x
1 4
o (3x-2)° d) (xz __ZJ , gdzie x #0.
x

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Tréjkgt Pascala

3.131. Wyznacz:

%

1
a) trzynasty wyraz rozwiniecia [\/§+
1 10
b) siddmy wyraz rozwiniecia [Zx—zj
1 10
c) szOsty wyraz rozwiniecia [X—Ej

11
1
d) 6smy wyraz rozwiniecia (3x——j

V3

3.132. Wyznacz $rodkowy wyraz rozwiniecia:
1 16 1 18
a) | x———= b|x——

3.133. Wiadomo, ze suma wspdiczynnikow drugiego i trzeciego wyrazu rozwi-

1 n

niecia dwumianu (xz +—j , gdzie x # 0, wynosi 325. Wyznacz siedemnasty wyraz
X

tego rozwiniecia.

3.134. wiadomo, ze suma wspdtczynnikdow dwdch ostatnich wyrazéw rozwiniecia

dwumianu [x + —2) , gdzie x # 0, wynosi 19. Wyznacz szOsty wyraz tego rozwiniecia.
X

15
1
3.135. Wyznacz wspdtczynnik rozwiniecia (x3 +—) , gdzie x = 0, przy x°.
x

3.136. Oblicz wspotczynnik:

7
a) przy x> w rozwinieciu (x x+—1—] , gdzie x € R,
¥x
1 8
b) przy x> w rozwinieciu (x——j , gdzie x € R,.
xJx

20
, gdzie x # 0, ktory nie zawiera x.

1
3.137. Wyznacz wyraz rozwiniecia | ¥x +—3j
X

as
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3.138. Obilicz:

3 (e
o (MM
)L

o (MM

n n n

e 0 1 2
D 3.139. Wykaz, zejeslin e N,, to ~—=+-—=+-= . -
2 2 2 2" 2" 2

Test sprawdzajgcy do rozdziatu 3.

1. lle istnieje podzbioréw zbioru czteroelementowego?
A. 10 B. 12 C.14 D. 16

2. Pewna firma cateringowa ma w ofercie danego dnia trzy rézne zupy, dwa drugie
dania i dwa desery. Na ile sposobow mozna wybra¢ jeden zestaw obiadowy, skfa-
dajacy sie z zupy, drugiego dania i deseru?

A. na 12 sposobow
C. na 8 sposobdw

B. na 10 sposobow
D. na 7 sposobow

98]

lle jest mozliwych rozmieszczer trzech réznych dtugopisow w dwdch szufladach?
A.9 B.8 C.6 D.5

4. lle jest liczb trzycyfrowych o niepowtarzajgcych sie cyfrach?
A.10-9-8 B.9-8-7 C.9-9-8 D.8-8-7

5. lle jest liczb naturalnych wiekszych od 150 i jednoczesnie mniejszych od 900,
ktdrych reszta z dzielenia przez 4 jest réwna 1?

A. 186 B. 187 C. 188 D. 189

6. lle jest liczb trzycyfrowych, w zapisie ktorych wystepuje jedna cyfra 1 i jedna
cyfra 0?

A.8 B. 16 C.24 D. 32

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Trdjkgt Pascala a7

7. Na przyjeciu spotkato sie 6 osob, przy czym kazda osoba przywitata sie z kazda
inng osoba. Liczba wszystkich powitan byta réwna:

A.9 B. 12 C. 15 D. 18

8. Naile sposobdéw moina 4 dziewczynki i 4 chtopcow potaczyé w pary dziewczyn-
ka — chtopiec, jesli pominiemy kolejnos¢ par i kolejnos¢ oséb w parze?

B. na 8 sposobdw

D. na 24 sposoby

A. na 4 sposoby
C. na 16 sposobow

9. lle jest mozliwosci ustawienia 8 oséb w dwdéch rzedach po 4 osoby w jednym

rzedzie?

8 28
A. 8! B. 41 C.

4 14

n
10. lle jest liczb naturalnych, ktére spetniajg nieréwnos¢ ( 2]<15?
n__

D.2¢- 414

A.6 B.5 C.4 D.3

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu 3.

11. Ze zbioru {1, 2,3,4, 5} wybieramy dwie cyfry ze zwracaniem i tworzymy liczbe
dwucyfrows. Zapisz w tabeli wszystkie liczby, jakie mozemy w ten sposéb otrzymac.
lle jest wsrdd nich liczb podzielnych przez 3?

12. Ze zbioru cyfr {0, 1,2, 3} wybieramy kolejno trzy cyfry bez zwracania i two-
rzymy liczbe trzycyfrowa. Postugujac sie drzewem wypisz wszystkie liczby, jakie
mozemy w ten sposdb otrzymaé. lle jest wsréd nich liczb parzystych?

13. W klasach trzecich szkoty podstawowej zorganizowano koto taneczne, na ktére
uczeszczajg dzieci wedtug tabeli zamieszczonej ponizej.

Klasa llla b llic
Dziewczeta 5 6 9
Chtopcy 10 3 7

Na ile sposobéw mozna utworzy¢ pare dziewczynka — chtopiec, jedli dzieci w tej
parze:

a) maja chodzi¢ do tej same;j klasy
b) maja chodzi¢ do klasy Illa lub do klasy Illb?
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14. W szufladzie znajdujg sie rézne czapki, szaliki i pary rekawiczek. Tabela ponizej
opisuje liczby tych czapek, szalikow i par rekawiczek wedtug koloréw.

Kolor czarny | Kolor niebieski | Kolor zielony
Czapki 3 4 2
Szaliki 1 2 3
Pary rekawiczek 2 1 1

Oblicz, na ile sposobéw mozna wybraé jedng czapke, jeden szalik i jedng pare
rekawiczek:

a) w jednakowym kolorze

b) tak, aby czapka i szalik byty w tym samym kolorze, a para rekawiczek — w innym
kolorze
c¢) w réznych kolorach?

15 W pewnej grupie oséb wszyscy czytaja klasyke, z czego 14 0s6b uwielbia liryke,
a 20 oséb chetnie czyta proze. Oblicz, ile oséb liczy ta grupa, jezeli 9 sposrdd nich
czyta zaréwno liryke, jak i proze?

16. lle jest liczb w zbiorze {1, 2, 3, 4, ..., 2021}, ktore s3:
a) podzielne przez 2 i przez 3,

b) podzielne przez 3 lub przez 4,

c) podzielne przez 5 i jednoczes$nie niepodzielne przez 7?

17. Ob!icz/, ile jest liczb dwucyfrowych, ktérych cyfry naleza do zbioru {O, 1,23, 4}
i jednoczesnie suma tych cyfr:

a) jest wieksza od 3 b) jest liczba podzielng przez 4.

18. Oblicz, ile jest liczb dwucyfrowych, o réznych cyfrach nalezgcych do zbioru
{0, 1,2, 3, 4, 5} i ktérych iloczyn cyfr:

a) jest mniejszy od 8 b) nie jest podzielny przez S.

19. Oblicz, ile jest liczb dwucyfrowych utworzonych z réznych cyfr nalezacych
do zbioru {1, 2,3, 4,5, 6, 7,8, 9} i jednoczesnie:

a) parzystych b) nie wiekszych od 56

c) niepodzielnych przez 3 d) podzielnych przez 7.

20. Oblicz, ile jest numeréw telefonéw komoérkowych (numeréw dziewieciocyfro-
wych), ktorych:

a) pierwszg cyfrg jest cyfra wieksza od 6, ostatnie cztery cyfry sg jednakowe, a kaz-
da z pozostatych cyfr jest rézna od innych cyfr,

b) poczatkowe 4 cyfry sg kolejnymi liczbami nieparzystymi, ustawionymi malejaco,
a ostatnie trzy cyfry sg kolejnymi liczbami parzystymi, ustawionymi rosngco.

3. Kombinatoryka. Dwumian Newtona. Trdjkat Pascala q

21. Naile sposobéw mozna 8 osdb, wsréd ktérych sg osoby A i B, posadzic:

a) w jednym rzedzie tak, aby osoby A i B byty rozdzielone dwiema innymi osobami,

b) przy okragtym stole tak, aby osoby A i B siedziaty naprzeciw siebie? Przyjmij,
ze dwa umiejscowienia osob przy okragtym stole sg réine wtedy, gdy co naj-
mniej jedna z tych oséb ma innego sgsiada.

22. Na ile sposobéw mozna wrzucié S piteczek w réznych kolorach do trzech po-
numerowanych szuflad:

a) dowolnie
b) tak, aby co najwyzej jedna piteczka byta w pierwszej szufladzie?

23. Oblicz, na ile sposobdéw mozna wybraé sposrdd 4 dziewczat i 3 chfopcow
dwuosobowg delegacje, w ktérej bedzie:

a) tylko jeden chtopiec b) co najmniej jedna dziewczyna

24. W skrzyni znajduje sie 12 pitek roznej wielkosci, w tym 5 czerwonych, 4 nie-
bieskie i 3 biate. Oblicz, na ile sposobéw mozna wybraé trzy pitki:

a) kazda w innym kolorze

b) wszystkie w jednakowym kolorze

c) z ktorych tylko jedna jest czerwona

d) z ktérych dwie sg biate.

25. Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Na ile sposobdéw mozemy uzyskad:
a) 5 pikéw, 4 kiery i 3 trefle b) 8 kart w jednym z karcianych kolordw,

26. lle wyrazow (majacych sens lub nie) mozna utozy¢, przestawiajac litery wyra-
zu MATEMATYKA?

27. Pewien roztargniony napisat 10 listow, zaadresowat 10 kopert, a potem wiozyt
listy do kopert i wystat. lle jest mozliwosci:

a) zupetnie losowego wiozenia przez niego listéw do kopert

b) takiego wtozenia listéw, aby co najmniej pierwsze dwa, ktére wtozyt do kopert,
dotarty do wtasciwego adresata?

28. W sali stoi pietnascie ponumerowanych tawek. Na ile sposobdéw mozna posa-
dzi¢ 15 dziewczat i 15 chtopcow tak, aby:

a) w kazdej tawce po lewej stronie chtopca siedziata dziewczyna
b) w kazdej fawce siedziata dziewczyna i siedziat chtopak?

29. lle jest liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 5 wystepuje:
a) 2 razy b) nie wiecej niz dwa razy?
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30. Oblicz, ile jest liczb naturalnych siedmiocyfrowych o réznych cyfrach i jed-
noczesnie:

a) podzielnych przez 25 b) podzielnych przez 4.

31. Oblicz, ile jest liczb naturalnych dziesieciocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest
rowny 24.

32. Oblicz, ile jest liczb naturalnych dwudziestocyfrowych, ktérych suma cyfr jest
réwna 5 i jednoczesnie w zapisie tej liczby:

a) wystepuje cyfra 3 b) nie wystepuje cyfra 3.

33. Na podstawie wzoru dwumianowego Newtona i tréjkgta Pascala zapisz w po-
7
staci sumy jednomiandw wielomian (Zx—zj . Nastepnie oblicz wszystkie wspot-

czynniki tego wielomianu.

21
34. Wyznacz dziewietnasty wyraz rozwiniecia dwumianu (4x2+—J , gdzie
X

x # 0. Ktéry wyraz tego rozwiniecia nie zawiera x?

D 35. Wykaz, ze:

ol G5

4. Czworokgty

Podziat czworokgtow. Trapezoidy

4.1. Oblicz miary katéw czworokata, jesli:

a) pierwszy kat jest o 20° mniejszy od drugiego, trzeci kat jest o 70° wiekszy
od pierwszego, a czwarty jest srednig arytmetyczng trzech pozostatych

b) miary kolejnych katéw pozostajg w stosunku2:3:5:5

c) miara kata drugiego stanowi 75% miary kata pierwszego, kat trzeci jest o 25%

. . . .29 |
wiekszy od kata drugiego, a miara kata czwartego stanowi —lg miary kata

pierwszego.

4.2. Oblicz miary katéow czworokata ABCD, wiedzac, ze:

a) przekatna AC zawiera sie w dwusiecznej kata przy wierzchotku A i w dwusiecz-
nej kata przy wierzchotku C oraz kat ACB jest o 20° mniejszy od kata DAC,
a kat ADC jest o 50° wiekszy od kata CAB

b) przekatna AC zawiera sie w dwusiecznej kata przy wierzchotku A oraz suma
miar katow DAC i DCA jest rédwna 90°, kat DCA ma miare dwa razy wieksza
niz kat ACB, a kat ABC jest o 60° wiekszy od kata DAC.

Czy czworokat ABCD jest deltoidem? Odpowied?Z uzasadnij.

4.3. Jedna przekatna pewnego czworokata dzieli ten czworokat na dwa tréj-
katy o obwodach 20 cm i 40 cm, a druga — na dwa tréjkaty o obwodach 30 cm
i 50 cm. Wiedzac, ze suma dtugosci przekatnych jest rowna 26 ¢cm, oblicz obwéd
tego czworokata.

4.4. Kawatek czworokatnego materiatu o obwodzie 3 m przecieto wzdtuz jednej
z jego przekatnych. Powstaty dwie chusty w ksztafcie tréjkata réwnoramiennego:
pierwsza o obwodzie 1,8 m, a druga o obwodzie 2,8 m. Linia rozciecia stanowi podsta-
we pierwszego tréjkata, a dla drugiego jest ramieniem. Wyznacz wymiary obu chust.

4.5. 7 dwoch cienkich listewek o dtugosciach 0,8 m i 1,05 m wykonano szkielet
latawca. Dtuzsza listewka wyznacza o$ symetrii krétszej listewki i jest podzielona
przez punkt przeciecia sie z krdtszg listewka na odcinki, ktérych dtugosci maja sie do
siebie jak 2 : 5. Nastepnie kofice tych listewek potgczono kolejno zytka, wyznaczajgc
w ten sposéb boki latawca. Oblicz dtugosc tej zytki.
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4.6. Oblicz dtugosc przekatnych AC i BD czworokata ABCD, wykorzystujgc dane
na rysunku ponizej:

b)

4.7. Odcinek AB jest podstawg trojkata réwnoramiennego ABC. Srodkowe AM
i CN tego trojkata przecinajg sie w punkcie S. Wiedzac, ze [SM| = 2,5 oraz |SN| = 3,
oblicz dtugosci przekatnych czworokata wklestego ABCS.

4.8. Boki trojkata ABC maja dtugosci: |AB| = 7, |BC| = 5,
bokéw tréjkata ABC przecinajg sie w punkcie 0. Wyznacz:
a) miare kata wklestego AOB

b) dtugosé przekatnej OC czworokata wklestego AOBC.

ACI = 8. Symetralne

4.9. W deltoidzie ABCD kat przy wierzchotku A jest rézny od pozostatych katéw,
a miara tego kata jest srednig arytmetyczng miar pozostatych katéw. Wiedzac,
ze |BD| = 8 oraz |AC| = 7, oblicz:

a) dtugosci bokéw deltoidu ABCD

b) przyblizone miary katéw tego deltoidu przy wierzchotkach B, C i D.

4.10. Dwa boki deltoidu maja dtugoéé¢ 243, a pozostate dwa majg dtugosé

3\/4+2\/§. Wiedzac, ze kat deltoidu lezgcy migedzy dwoma diuzszymi bokami ma
miare 45°, oblicz miare kata deltoidu lezacego miedzy dwoma krétszymi bokami.

4.11. Dwa réwne katy deltoidu maja miare 120°. Przekatna taczaca wierzchotki
katow o réznych miarach ma dtugo$é 7. Wiedzac, ze obwdd deltoidu jest réwny 16,
oblicz:

a) dtugosci bokdw deltoidu b) dtugosc¢ drugiej przekatne;j.
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D 4.12. Wykaz, ze jesli przekatna BD czworokgta ABCD zawiera sie w dwusiecznej
katéw ABC i CDA, to czworokat ABCD jest deltoidem.

D 4.13. W tréjkat wpisano okrag. Wykaz, ze promienie tego okregu poprowadzone
do bokdw tréjkata dzielg ten tréjkat na trzy deltoidy.

Trapezy

4.14. W trapezie ABCD, gdzie AB || CD, miara kata przy wierzchotku B jest 0 25%
wieksza od miary kata przy wierzchotku A, natomiast miara kata przy wierzchotku C
jest 0 13° mniejsza od miary kata przy wierzchotku D. Wyznacz miary katéw tego
trapezu.

4.15. Miary katow kolejno przy wierzchotkach A, B, C, D trapezu ABCD two-
rzg cigg arytmetyczny o réznicy 20°. Wyznacz katy tego trapezu.

D 4.16. W czworokacie wypuktym ABCD kat przy wierzchotku A jest prosty, zas
kat przy wierzchotku B jest réwny 50°. Wykaz, ze jesli kat BCD jest o 40° wiekszy
od kata ADC, to czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym, ktérego kat roz-
warty ma miare 130°.

4.17. Trapez ABCD jest prostokatny. Na podstawie danych na rysunku ponizej
podaj miare kata ostrego trapezu i dtugos¢ dtuiszej podstawy AB.

a) p 2 c b) 8
22
2
AS B c

D 4.18. Wykaz, ze jesli krotsza podstawa trapezu rownoramiennego ma taka sama
dtugosc, jak jego ramiona, to przekatne tego trapezu zawierajg sie w dwusiecznych
katow przy diuzszej podstawie.

D 4.19. W trapezie réwnoramiennym ABCD przekatna AC tworzy z ramieniem BC
kat prosty i jest jednoczesnie dwusieczng kata przy wierzchotku A. Wykaz, ze:

a) katy ostre trapezu majg miare 60°
b) jedna z podstaw tego trapezu jest dwa razy diuzsza od drugiej.
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4.20. W trapezie réwnoramiennym krdtsza podstawa i ramiona majg jednakowa
dtugo$éé, rowng 6 cm. Wiedzac, ze kat rozwarty trapezu jest rowny 120°, oblicz
dtugos¢ dtuzszej podstawy trapezu.

4.21. Kat ostry trapezu réwnoramiennego jest réwny 60°. Wiedzac, ze wysokosé
trapezu jest réwna 3\/5 cm, a dtugosé przekatnej wynosi 2+/19 cm, oblicz obwadd
tego trapezu.

4.22. Katy ostre trapezu rownoramiennego majg miare 45°, a wysokos$¢ jest
réowna 4 cm. Wiedzac ze obwdd trapezu wynosi (18+8\/§) cm, oblicz dtugosci

bokoéw tego czworokata.

4.23. Roéznica dtugosci podstaw trapezu prostokatnego wynosi 5 cm, a diuisze
ramie ma dtugos¢ 13 cm. Wiedzac, ze wysokos$¢ trapezu i krétsza podstawa pozo-
stajag w stosunku 3 : 4, oblicz dtugosci podstaw tego trapezu.

4.24. W trapezie prostokatnym suma dtugosci krotszej podstawy i wysokosci
jest réwna 17 cm, a suma dtugosci dtuzszej podstawy i dtuzszego ramienia wynosi
29 cm. Wiedzac, ze krotsza przekatna ma dtugosé 13 cm, oblicz:

a) dtugosci bokéw trapezu b) dtugosc¢ dtuiszej przekatne;.

4.25. Krdtsza podstawa trapezu ma dtugosé 1 cm, a wysoko$é trapezu jest
réowna 3 cm. Wiedzac, ze katy przy diuzszej podstawie s réwne 30° i 45°, oblicz:
a) obwéd'[trapezu b) dtugosci przekatnych trapezu.

4.26. Obwod trapezu ABCD jest réwny 60 cm, a ramie AD ma dtugo$é 13 cm.
Wiedzac, ze tangens kata BAD jest rowny 2,4 oraz sinus kata CBA wynosi 0,6,
oblicz:

b) dtugosci bokéw |AB|, |BC

, |8¢], |pC].

a) wysokos¢ trapezu
?

4.27. Krétsza podstawa i ramiona trapezu réwnoramiennego majg taka sama
dtugosé, réwna 13. Wiedzac, ze dtugosé przekatnej tego trapezu jest row-
na 6+/13, oblicz:

a) cosinus kata rozwartego trapezu

b) wysokos¢ trapezu c) dtugos¢ diuzszej podstawy.

4.28. Wysokos¢ trapezu ABCD jest réwna 8 cm, a podstawa AB ma dtu-
gosc¢ 30 cm. Ramie AD jest o 1 cm dtuzsze od podstawy DC. Wiedzac, ze prze-
katna AC i ramie BC majg jednakowg dtugo$é, oblicz:

a) obwdd trapezu ABCD b) dtugosc¢ przekatnej BD c) sinus kata ADC.
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4.29. W trapezie réwnoramiennym wysoko$¢ jest rowna diugosci krétszej pod-
stawy, a ramig¢ ma dtugosé 13 cm. Oblicz diugosci podstaw tego trapezu wiedzac,
ze ich suma jest rowna 34 cm.

4.30. Wyznacz wysokosé trapezu, jesli:
a) podstawy majg dtugosci 28 cm i 7 cm, a ramiona 10 cm i 17 cm
b) podstawy maja dtugosci 2 cm i 30 cm, a ramiona 25 cm i 17 cm.

4.31. Podstawy trapezu maja dtugoéé 30 cm i 9 cm, a jedno ramie jest diuzsze
od drugiego o 7 cm. Wiedzac, ze obwdd trapezu wynosi 72 cm, oblicz wysokosé
tego trapezu.

4.32. Ramiona AD i BC trapezu ABCD na rysunku ponizej podzielono na tyle
samo odcinkow rownej diugosci. Na podstawie informacji przedstawionych na ry-
sunku oblicz x.

b) D X C
2x—3
/ X+5 7
A B
c) d) D 4 ¢
D x C
x—8
][ 3x+2 \
4 i X
A B A B

4.33. Dtugosci podstaw trapezu maja sie do siebie jak 5 : 2, a ich réznica wyno-
si 9 cm. Oblicz dtugos¢ odcinka taczacego srodki ramion tego trapezu.

4.34. Katy rozwarte trapezu majg miary 120° i 150°. Krétsza podstawa i krétsze
ramig trapezu maja jednakowg dtugosé, réwng 5 cm. Oblicz dtugosé odcinka tacza-
cego srodki ramion tego trapezu. Rozwaz dwa przypadki.
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4.35. W trapezie réwnoramiennym ABCD, AB || CD, wysoko$¢ CE dzieli dtuzsza
podstawe na odcinki majace dtugo$¢: [AE| = 15 cm, |EB| = 6 cm. Dtugosé przekat-
nej DB jest réwna 17 cm. Oblicz:

a) dtugosci podstaw trapezu b) dtugos¢ ramienia trapezu.

Jaka dtugos¢ ma odcinek faczacy srodki ramion tego trapezu?

4.36. Odcinek taczacy $rodki ramion trapezu réwnoramiennego ma dtugosé
12 cm. Wiedzac, ze dtugosci przekatnych sg réwne 13 cm, oblicz wysokos$¢
tego trapezu.

D 4.37. Punkt E jest spodkiem wysokosci trapezu réwnoramiennego ABCD, po-
prowadzonej z wierzchotka D. Wykaz, ze jesli |EB| = |BC|, to wysokos¢ jest srednig
geometryczng dtugosci podstaw tego trapezu.

D 4.38. W trapezie réwnoramiennym ABCD punkty K i L sg odpowiednio srodkami
ramion AD i BC. Odcinek DE jest wysokoscig tego trapezu. Wykaz, ze jesli obwod
czworokata EBLK jest rowny podwojonej dtugosci dtuzszej podstawy, to kat ostry
trapezu ma miare 60°.

4.39. Trapez ABCD na rysunku obok jest D C
rownoramienny. Punkty K i L sg $rodkami \
ramion AD i BC. Odcinek KL przecina wyso- K L
kos$é¢ DE w punkcie M i przekatng DB w punk- / M N\
cie N.

D a) Wykay/ ze [MN| = [kM]| + |NL|. AE g

b) Wiedzac, ze |[KM| = 3 oraz |NL| = 4, oblicz dtugosci podstaw tego trapezu.

4.40. Dany jest trapez réwnoramienny ABCD oraz punkty K, L, M, N, E — opisane
w poprzednim zadaniu. Wiedzac, ze |DB| = 10 cm, |KM| = 1 cm oraz [MN| = 4 cm,
oblicz obwdd tego trapezu.

?

D 4.41. pPunkty K, L sa odpowiednio $rodkami ramion AD i BC trapezu ABCD.
Odcinek KL przecina przekatng AC w punkcie M oraz przekgtng DB w punkcie N.
Wykaz, ze:

a) IAM| - |Mcl IAB_lll.D_CI

o) ] = 221

4.42. Odcinek faczacy $rodki ramion trapezu ma dtugos$¢ 10 cm, a odcinek taczacy
$rodki przekatnych ma dtugosé 3 cm. Oblicz dtugosci podstaw trapezu.

4. Czworokaty

4.43. Jedna przekatna trapezu ma dtugosé
92 cm, a druga 15 cm. Punkt przeciecia sie prze-

katnych znajduje sie w odlegtosci 3 cm od krotszej
podstawy i 6 cm od dtuzszej podstawy. Oblicz: 6
a) dtugosci podstaw trapezu
b) dtugosci ramion trapezu.

4.44. Podstawy trapezu majg dtugosé 18 cm i 4 cm, a ramiona — 13 cm i 15 cm.
Oblicz odlegtos¢ punktu przeciecia sie przekatnych od podstaw trapezu.

D 4.45. W trapezie ABCD przekatna BD tworzy D c
z ramieniem AD kat réwny katowi DCB. Wykaz,
ze |<BAD|=|<CBD|.

A B

4.46. W trapezie ABCD dtugo$¢ podstawy DC jest réwna 18 cm, a ramiona AD
i BC majg odpowiednio dtugos¢ 15 cm i 25 cm. Wiedzac, ze katy rozwarte ADC
i ACB s3g réwne, oblicz dtugosé podstawy AB.

4.47. W trapezie ABCD dtugosci podstawy AB jest réwna 16 ¢cm, a ramiona BC
i AD majg odpowiednio ditugos¢ 6 cm i 8 cm. Wiedzac, ze katy ostre BAD i CBD
sg réwne, oblicz dtugosé podstawy DC.

D 4.48. Podstawy trapezu réwnoramiennego majg dtugosci a i b, gdzie a > b. Punkt
przeciecia przekatnych trapezu dzieli kazda z tych przekatnych na odcinki, ktorych

dtugosci réznia sie o 1. Wykaz, ze diugosé przekatnych jest rowna —a—g.
. a—

4.49. W trapezie prostokatnym podstawy majg dtugosci 18 cm i 6 cm, a wysoko$é
jest rowna 8 cm. Oblicz dtugosé odcinka taczacego $rodki podstaw tego trapezu.

D 4.50. Wykaz, ze jesli suma miar katéw trapezu przy diuzszej podstawie jest réw-

na 90°, to dtugos¢ odcinka taczacego srodki podstaw jest réwna potowie réznicy
dtugosci podstaw.

Réwnolegtoboki

4.51. Wyznacz miary dwéch kolejnych katéw réwnolegtoboku wiedzac, ze jeden
z tych katow jest o 38° mniejszy od drugiego.
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4.52. W réwnolegtoboku ABCD kat przy wierzchotku D jest rozwarty. Z punk-
tu D poprowadzono dwie wysokosci rownolegtoboku, ktére tworzg kat rowny 53°.
Wyznacz katy réwnolegtoboku.

4.53. Przekatne rombu tworza z jednym z bokdw rombu katy, ktérych réznica
miar jest rdwna 36°. Wyznacz katy tego rombu.

4.54. Wyznacz katy rombu wiedzac, ze symetralna boku tego rombu przechodzi
przez jeden z wierzchotkéw rombu.

4.55. Oblicz dtugo$é¢ boku kwadratu, jesli:
a) przekatna kwadratu jest o 2 cm dtuzsza od boku

b) odlegtos¢ srodka boku od korcow przeciwlegtego boku jest réwna 3J5 cm.

4.56. Na przekatnej AC kwadratu ABCD zaznaczono punkt P tak, ze |AP| = |AB|.
Wiedzac, ze boki kwadratu majg dtugos¢ 2, oblicz odlegtos¢ punktu P:

a) od boku AB b) od punktu B.

4.57. Oblicz szeroko$¢ prostokatnej ramy obrazu, wiedzgc, ze obwdd zewnetrzny
ramy jest o 28 cm wiekszy od wewnetrznego obwodu tej ramy.

4.58. W prostokacie réznica odlegtosci punktu przeciecia przekatnych od dwdch
nieréwnolegtych bokéw wynosi 8 cm. Oblicz dtugosci bokow tego prostokata wie-
dzac, ze jego obwdd jest réwny 44 cm.

4.59. Obwdd prostokata jest réwny 142 cm. Oblicz dtugosci bokéw prostokata
wiedzac, ze jego przekatna jest o 1 cm dtuisza od jednego z tych bokdw.

4.60. Przekatna prostokata tworzy z dtuzszym bokiem kat réwny 30°. Oblicz dtu-
gosci bokéw tego prostokata wiedzac, ze ich réznica jest réwna 2.
?

4.61. Przekatne prostokata majg dtugos¢ 10. a kat ostry przeciecia tych przekat-
nych jest rowny 30°. Oblicz obwdd tego prostokata.

4.62. W prostokacie ABCD wysokosé DE trdjkata ACD dzieli przekatng AC pro-
stokata na odcinki, ktérych dtugosci réznia sie o 3. Wiedzac, ze |DE| = 2, oblicz:

a) dtugosci przekatnych AC i DB b) obwdd prostokata.

4.63. W prostokacie ABCD tangens kata miedzy przekatng DB, a bokiem AB jest

rowny 15. Wiedzac, ze odlegtos¢ punktu C od przekatnej DB jest rowna 12 cm,

oblicz dtugosci bokdw tego prostokata.

4. Czworokaty 109

4.64. Kat ostry rombu ma miare 30°. Wysoko$¢ rombu jest réwna 2 cm. Oblicz:

a) obwdd rombu b) dtugosci przekatnych rombu.

4.65. Bok rombu ma dtugosé 13, a tangens kata ostrego wynosi 2,4. Oblicz dtu-
gosci przekatnych tego rombu.

4.66. Stosunek dtugosci przekatnych rombu wynosi NEY Wiedzac, ze obwdd rom-
bu jest réwny 40, oblicz wysokosc¢ tego rombu.

4.67. Bok rombu ma dtugo$é 41 cm. Wyznacz dtugosci przekatnych tego rombu,
wiedzac, ze rdznica ich dtugosci jest rowna 62 cm.

4.68. Jaka figure otrzymamy, tgczac kolejno srodki bokéw:

a) réownolegtoboku b) rombu c) prostokata
Odpowied? uzasadnij.

d) kwadratu?

4.69. W réwnolegtoboku ABCD wysoko$é DE jest rowna 8 cm i dzieli bok AB
na odcinki dtugosci: |AE| = 4,5 cm, EB| = 6 ¢cm. Oblicz dtugosci przekatnych tego
réwnolegtoboku.

4.70. W réwnolegtoboku ABCD z wierzchotka D kata rozwartego poprowadzono
dwie rézne wysokosci DE i DF, przy czym DE 1 AB, DF 1 BC.

D a) Wykaz, ze trojkaty AED i FCD s3 podobne.

[A0)

4
b) Wiedzac dodatkowo, 2e — =g oblicz, o ile procent wysokos¢ DF jest dtuzsza

e

od wysokosci DE.

4.71. W réwnolegtoboku ABCD kat przeciecia przekatnych AC i BD ma mia-
re 60°. Na dtuzszej przekatnej AC zaznaczono punkt £ w taki sposdb, ze odcinek DE

jest prostopadty do przekatnej AC. Wiedzac, ze [DE| =3 oraz| <IADE] = 45°, oblicz
dtugosci przekatnych rownolegtoboku.

4.72. W réwnolegtoboku ABCD krétsza przekatna DB jest jednoczesénie wyso-
koscia, poprowadzong na bok BC. Odcinek DE jest wysokoscig rownolegtoboku,
poprowadzona na bok AB. Wiedzac, ze |EB|:2\/§ i |DB|=4\/§, oblicz dtugosci
bokoéw tego réwnolegtoboku.

4.73. Dtugosci bokdéw réwnolegtoboku s réwne 6 cm i 10 cm. Oblicz wyso-
kosci rownolegtoboku poprowadzone z wierzchotka kata rozwartego wiedzac,
ze tworzg one kat 60°.
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4.74. Kat miedzy wysokosciami réwnolegtoboku poprowadzonymi z wierz-
chotka kata rozwartego jest réwny 45°. Oblicz obwdéd tego réwnolegtoboku
wiedzac, ze odlegtosci érodka symetrii rownolegtoboku od bokéw sg odpowied-
nio réwne 2 cmi 4,5 cm.

4.75. Boki réwnolegtoboku majg dtugosci 6 i 8. Wiedzac, ze dtugosé¢ jednej
przekatnej jest réwna 12 c¢cm, oblicz:
a) cosinus kata ostrego réwnolegtoboku

b) dtugo$é drugiej przekatnej c) sinus kata miedzy przekatnymi.

4.76. Kat ostry rownolegtoboku jest réwny 60°. Dtuzisza przekatna
ma dtugosé 53 i tworzy z krétszym bokiem kat réwny 45°. Oblicz obwéd
tego réwnolegtoboku.

4.77. W réwnolegtoboku ABCD poprowadzono wysokosci DE i DF. Wiedzac,
2e |EF| = 8 oraz |<<EDC|=45° i |<DFE|=30°, oblicz:
a) wysokosci rownolegtoboku b) dtugosci bokow réwnolegtoboku.
D 4.78. Kat ostry BAD rombu ABCD D c
jest réwny 60°. Przez wierzchotki B i D
poprowadzono okrag o srodku w punk-
cie A, ktéry przeciat przekatng AC P

; 2
w punkcie/P. Wykaz, ze %=\/§—1.

A B
D 4.79. W kwadracie ABCD punkty £ i F naleza od- b £ ¢
powiednio do bokéw DC i BC oraz odcinki AE i AF
dzielg kat BAD na trzy réwne katy. Wykaz, ze jesli b
boki kwadratu majg dtugo$é g, a > 0, zaé odcinek EF £
ma dtugos$é b, b > 0, to 3b* =4qa? (2—\/5).
A a B

D 4.80. Wykaz, ze jesli jeden z dwdch sasiednich bokéw réwnolegtoboku jest
dwa razy dtuzy od drugiego i kat ostry réwnolegtoboku jest réwny 60°, to sto-
sunek dfugosci krétszej przekatnej do diuzszej przekatnej jest réwny V347

4. Czworokaty

D 4.81. Przekatne réwnolegtoboku majg diugosci 5 i 9. Wykaz, ze jesli dtugosé
jednego z bokéw tego rownolegtoboku jest réwna 6, to dtugosé sasiedniego

boku jest réwna +17.

D 4.82. Wysokosci réwnolegtoboku, popro- [~

wadzone z wierzchotkdw katéw rozwartych

na dtuzsze boki, dzielg ten rownolegtobok /

na dwa tréjkaty réwnoramienne i kwadrat, B

zobacz rysunek obok.

a) Wykaz, ze punkty przeciecia tych wysokosci z dtuzsza przekatng dzielg te prze-
katna na trzy odcinki rownej dtugosci.

b) Wiedzac dodatkowo, ze diuzszy bok réwnolegtoboku ma dtugo$é 6 cm, oblicz dtu-
gos¢ odcinka dtuzszej przekatnej, ktoéry jest zawarty w kwadracie.

D 4.83. W prostokacie, ktory nie jest kwadratem, poprowadzono dwusieczne katéw:

a) wewnetrznych b) zewnetrznych.
Wykaz, ze punkty przeciecia tych dwusiecznych sg wierzchotkami kwadratu.

Okrag opisany na czworokacie

4.84. Sprawd?, czy kolejne katy czworokata wpisanego w okrag moga mieé na-
stepujgce miary:

a) 72°,72°,108° 108°  b) 46°, 15°, 134%, 165° ) 582, 81°, 123°, 98°
4.85. Czy czworokat ABCD mozna wpisa¢ w okrag, jezeli stosunek miar katéw
przy wierzchotkach A, B, C, D wynosi odpowiednio:

a)3:6:10:7 b)6:3:10:7 c)10:8:10:8?

4.86. Wyznacz miary katéw czworokata ABCD wpisanego w okrag, jesli:
2) |<tB|=2/<eA| i || =3]<A| b) |<B|=§|<ZA| i |<A|=2]«c]

c) |<IA|:|<IB|:|<IC|=7:4:2 d) ]<IA|:|<IB|:|<ID|=5:4:2

4.87. Wyznacz miary katéw czworokgta wpisanego w okrag, wiedzac, ze prze-
dtuzenia przeciwlegtych bokéw przecinajg sie, tworzac katy 25° i 35°

4.88. W okrag o $rodku O wpisano czworokat ABCD. Wyznacz miary katéw tego
czworokata oraz miare kata ostrego utworzonego przez jego przekatne wiedzac,

ze |<A0B|=150°,

<CoD|=70°.

<AOD|=60°,
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4.89. Oblicz dtugos¢ boku kwadratu, wiedzgc, ze iloczyn dtugosci promienia okre-
gu wpisanego w ten kwadrat i promienia okregu opisanego na tym kwadracie

(wyraionych w tych samych jednostkach) jest réwny 25\/5.

4.90. W prostokacie krétszy bok ma dtugos$é 6 cm, a kat ostry miedzy przekatnymi
jest réwny 30°. Wyznacz promien okregu opisanego na tym prostokacie.

4.91. W prostokacie ABCD bok AB ma dtugos$é¢ 10 cm. Odlegtoé¢ wierzchot-
ka D od przekatnej AC jest rowna 6 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym
prostokgcie.

4.92. Na trapezie opisano okrag o promieniu réwnym 25 cm. Diuzsza podstawa
trapezu jest srednicg tego okregu. Wiedzac, ze przekatna trapezu ma dtugo$é 40 cm,
oblicz obwéd tego trapezu.

4.93. Podstawy trapezu majg dtugosé 12 cm i 16 cm. Trapez wpisano w okrag
o promieniu 10 cm. Oblicz wysoko$¢ tego trapezu. Rozwaz dwa przypadki.

4.94. Podstawy trapezu maja dtugos$ci 16 cm i 8 cm, a jego wysokosé jest réw-
na 8 cm. Srodek okregu opisanego na tym trapezie lezy wewnatrz trapezu. Oblicz
odlegtosci tego Srodka od wszystkich bokéw trapezu.

4.95. Na deltoidzie ABCD mozna opisa¢ okrag. Promien tego okregu jest réw-
ny 10 cm. \/I,Viedzqc, ze |AB| — |BC| = 4 cm, oblicz obwéd deltoidu ABCD.

4.96. Na czworokacie wypuktym ABCD mozna opisaé okrag. Wiadomo, ze

|AB| =2, |BC| =3, |[cD| = 4, |AD| =5.

a) Oblicz cosinusy katédw tego czworokata. Ktéry z katéw czworokata ABCD jest
najwiekszy?

b) Wyznacz dtugosci przekatnych AC i BD.

7

4.97. W czworokacie wypuktym ABCD dane sa: |AB|=|BC|= 3 oraz |<tADC|=60°
i |<IDCA|=45°. Wiedzac, ze na czworokacie ABCD mozna opisac okrag, oblicz dtu-
gosci bokéw AD i DC.

4.98. Na czworokacie wypuktym ABCD mozna opisa¢ okrag. Przekatne AC
i BD przecinajg sie w punkcie P pod katem prostym. Wiedzac, ze |AP| =15cm,
|PC| = 6 cm oraz |PD| = 8 cm, oblicz:

a) dtugosci bokéw czworokata ABCD

b) promien okregu opisanego na tym czworokacie.

4. Czworokgty

4.99. Boki AB i BC czworokata wypuktego ABCD maja jednakowa dfugos¢, réw-
ng promieniowi okregu opisanego na tym czworokacie. Wiedzac, ze |AD| =24
i |cD| = 15, oblicz dtugosci przekatnych AC, BD oraz promien tego okregu.

Okrgg wpisany w czworokagt

4.100. Sprawdz, czy kolejne boki czworokata opisanego na okregu moga miec
dtugos¢:

a) 11cm, 7 cm,4cm, 8 cm b) 8cm, 6,5cm, 10 cm, 10,5 cm

2 2
c) 91 cm, 3l cm, 11— cm, 5— cm.
3 3 3 3
4.101. Oblicz obwéd czworokata ABCD opisanego na okregu, jesli:

a) |AB| =10cm, |CD| = 11 cm
b) |AB| : |BC|:|CD| =2:3:40raz|AD| = 15 cm.

4.102. Oblicz dtugoé¢ boku kwadratu wiedzac, ze réznica promieni: okregu opi-

, 2
sanego na tym kwadracie i okregu wpisanego w ten kwadrat — jest rowna il
+

4.103. W romb wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z bokiem dzieli ten bok
na odcinki dtugosci 4 cm i 9 cm. Oblicz dtugosci przekatnych i wysokos¢ rombu.

4.104. Bok rombu ma dtugo$é 10 cm, a wysoko$¢ rombu jest rowna 8 cm. W ten

romb wpisano okrag o0;.

a) Oblicz, w jakiej odlegtosci od $rodka boku znajduje sie punkt stycznosci okregu
z tym bokiem.

b) Wykaz, ze przez $rodki bokéw tego rombu mozna poprowadzi¢ okrag o, i wy-
znacz dtugosé promienia tego okregu.

c) Korzystajac z wyliczonych wielkosci, narysuj ten romb wraz z okrgegami 0; i 0
wskali 1:2.

4.105. W trapezie réwnoramiennym opisanym na okregu ramiona majg po 6 cm
dtugosci, a jedna z podstaw jest dwa razy diuzsza od drugiej. Oblicz dfugosci podstaw.

4.106. Na okregu opisano trapez réwnoramienny. Oblicz promien okregu wiedzac, ze
kat rozwarty trapezu jest réwny 150°, a odcinek taczacy srodki ramion ma dtugos¢ 12.

4.107. Odcinek taczacy $rodki ramion trapezu ma dtugos¢ 8 cm. Wiedzac, ze w ten
trapez mozna wpisac okrag, oblicz obwdd trapezu.
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4.108. W trapez ABCD wpisano okrag. Ramie BC trapezu zostato podzielone
przez punkt stycznosci S na odcinki dtugosci [CS| = 1 cm oraz |BS| = 9 cm. Oblicz
promien tego okregu.

4.109. W trapez ABCD wpisano okrag o promieniu réwnym 12 cm. Ramie BC
trapezu ma dtugos$¢ 25 cm. Jakie dtugosci majg odcinki wyznaczone na ramieniu BC
przez punkt stycznosci?

4.110. W trapez prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z dtuzszym
ramieniem dzieli to ramie na odcinki dtugosci 6 cm i 24 cm. Oblicz obwéd trapezu.

4.111. W trapez wpisano okrag o promieniu 2. Punkt stycznosci okregu z dtuzszg
podstawg trapezu dzieli te podstawe na odcinki dtugosci 2,5 oraz 4. Oblicz obwdd tego
trapezu.

4.112. Srodek okregu wpisanego w deltoid ABCD dzieli przekatna zawartg w osi
symetrii deltoidu na odcinki dtugosci 6 cm i 3 cm. Oblicz dtugosci bokéw tego del-
toidu wiedzac, ze jego obwdd jest réwny 24 cm.

4.113. W trdjkacie réwnoramiennym c
ABC dane sa: |AB| = 12, |Ac| = |B(| = 10.

Na boku AC wybrano punkt D, a na boku BC

punkt E w taki sposob, ze odcinek DE jest pro- E
stopadty do boku BC i zawiera sig w stycznej
do okregujwpisanego w tréjkat ABC. Oblicz
dtugosci Bokéw AD i DE czworokata ABED.

A B

?

4.114. W trapezie ABCD, AB || DC, suma katéw BAD i CBA jest réwna 90°. W tra-
pez wpisano okrag o srodku w punkcie O i promieniu 1. Punkt stycznosci £ tego
okregu z bokiem AB dzieli ten bok tak, ze |AE| = 2, |EB| = 3. Oblicz dtugosci bokow
BC, DCiAD.

4. Czworokqty 115

Okrag opisany na czworokgcie, okrgg wpisany
w czworokqgt — zadania na dowodzenie

D 4.115. wykaz, ze jesli dwusieczne katow
wewnetrznych trapezu ABCD wyznaczajg

czworokat (zobacz rysunek obok), to na tym
czworokacie mozna opisac okrag.

%
A / B
D 4.116. Wykaz, ze jesli dwusieczne katow A D

wewnetrznych czworokata wypuktego ABCD
wyznaczaja czworokat (zobacz rysunek obok),
to na wyznaczonym czworokacie mozna opi- c
sac okrag.

B

C
A@B
D

D 4.117. Odcinek AB jest przeciwprostokatna
w dwoch tréjkatach prostokatnych ACB i ADB,
przy czym tréjkat ADB jest rGwnoramienny (zo-
bacz rysunek obok). Wykaz, ze odcinek CD zawie-
ra sie w dwusiecznej kata prostego ACB.

D 4.118. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C jest prosty. Na dwusiecznej ka-
ta ACB zaznaczono punkt D w taki sposéb, ze |<DAB|=45°. Wykaz, ze |AD| = |DB|.

D 4.119. W czworokacie wpisanym w okrag popro- A
wadzono dwusieczne dwoch przeciwlegtych katéw,
ktére przeciety okrag w punktach A, B (zobacz rysu-
nek obok). Wykaz, ze odcinek AB jest srednicg tego
okregu.
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D 4.120. W danym okregu punkt A jest $rodkiem
tuku BC. Dwie dowolne cigciwy AD i AE przecinaja
cigciwe BC w punktach B, i C,. Wykaz, ze na czworo-
kacie B,C,ED mozna opisac okrag.

D 4.121. Wykaz, ze jesli czworokat wpisany w okrag ma jedng pare przeciwlegtych
bokéw réwnej diugosci, to ten czworokat jest trapezem réwnoramiennym.

D 4.122. W czworokacie ABCD wpisa-
nym w okrag przedtuzono boki AB i CD
az do przeciecia w punkcie E. Przekatne
AC i BD przecinaja sie w punkcie S (zo-
bacz rysunek obok). Wykaz, ze dwusiecz-
na kata BEC jest réwnolegta do dwu-
siecznej kata BSC.

D 4.123. Wykaz, ze jesli dwa przeciwlegte katy czworokata wypuktego sg proste
i w ten czwerokat mozna wpisa¢ okrag, to ten czworokat jest deltoidem.

D 4.124. W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatne AB i AC maja odpowied-
nio dtugos¢ a i b, gdzie a > b. Poprowadzono prosta prostopadta do boku BC, ktéra
przecigta bok AB w punkcie D oraz bok BC w punkcie E. Wykaz, ze jeéli w czworo-

ab

b+a+b2

D 4.125. Bok rombu ma dtugosc a, a kat ostry rombu jest réwny a. Wykaz, ze punkt

stycznosci okrggu wpisanego w ten romb dzieli bok rombu na odcinki majace dtu-
a(1-cosa) a(1+cosa)
z .

kat ADEC mozna wpisa¢ okrag, to |DE|=

]

gosci

4. Czworokgty

D 4.126. Podstawy trapezu réwnoramiennego majg dtugosci 12 i 27. Wykaz, ze jesli
w ten trapez mozna wpisac okrag, to promien tego okregu jest rowny 9.

D 4.127. podstawy trapezu prostokatnego majg dtugosci a i b. Wykaz, ze jesli
w ten trapez mozna wpisac okrag, to dtugos¢ dtuzszego ramienia trapezu jest row-

a* +b?

a+b

na

D 4.128. Boki czworokata wypuktego maja kolejno dtugosci a, b, ¢, d. Wykaz, ze jesli
na tym czworokgcie mozna opisaé okrag i jednoczesnie w ten okragg mozna wpisac

ab—cd

ab+cd’

okrag, to cosinus kata miedzy bokami dtugosci a i b jest réwny

PodobieAstwo. Czworokaty podobne

4.129. Czy podane figury sg podobne? Odpowiedz uzasadnij.

b) dowolne dwie proste

d) dowolne dwa kwadraty

f) dowolne dwa wycinki jednego kota

a) dowolne dwa odcinki
c) dowolne dwa prostokaty
e) dowolne dwa katy ostre

4.130. Czy figury F, i F, na rysunku ponizej s podobne? OdpowiedZ uzasadnij.

a)

T A

/L
&

b)

o R
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4.131. Obrazem figury F, w pewnym podobienstwie jest Rysunek F,. Podaj skale
tegopodobienstwa.

a

r
1

4.132. Obrazem okregu O, o promieniu r; w pewnym podobienstwie jest okrag o,
0 promieniu r,. Wyznacz skale tego podobienstwa, jesli:

a) promien r, jest 0 20% krétszy od promienia ry

b) dtugos¢ promienia ry stanowi 68% dtugosci promienia r,.

4.133. Obrazem poétkola F w podobienstwie o skali —i— jest pétkole F,, ktérego

obwdd wynosi 12. Oblicz dtugos¢ promienia pétkola F.

4.134. Czy na rysunku ponizej czworokat F, jest podobny do czworokata F? Jeli
tak, podaj skale tego podobieristwa.

a) i , b)

F,—romb AEFG / _
F —romb ABCD /[ ]
3|CF| = |AC| [ I 1\

4. Czworokaty

4.135. Dtugosci bokéw jednego czworokata maja sie do siebiejak 2:5:1: 3, a jego
obwdd jest réwny 66 cm. Oblicz dtugosci bokéw drugiego czworokata, bedacego
obrazem pierwszego w podobieristwie o skali 2,5.

4.136. Obrazem czworokata ABCD w podobienistwie o skali k, k > 0, jest czwo-
rokat A,;B,C,D,. Oblicz, o ile procent obwdd czworokata A,B,C,D, jest mniejszy
od obwodu czworokata ABCD, jesli:

1 17 3
k== b) k=== k=2
?) 5 ) 20 ) 8

4.137. W deltoidzie ABCD mamy dane: |AB| = 15 cm,

AC| = 21 cm oraz
1
|<tABC| =|<<ADC| =120°. Obrazem deltoidu ABCD w podobienstwie o skali . jest

deitoid A,B,C,D,. Oblicz obwdd deltoidu A,8,C,D;.

4.138. W prostokacie ABCD dtugosci bokéw pozostajg w stosunku 3 : 4. Obrazem
2 .
prostokata ABCD w podobienstwie o skali 3 jest prostokat, ktérego przekatna

ma dfugos¢ 7,5 cm. Oblicz réznice obwoddw tych prostokgtow.

4.139. Jedna przekatna rombu ABCD jest o 25% krétsza od drugiej. Obrazem
rombu ABCD w podobienistwie o skali 2 jest romb A,B,C,D,, ktérego suma dtugosci
przekatnych wynosi 56 cm. Oblicz dtugos¢ boku rombu ABCD.

4.140. Bok AB réwnolegtoboku ABCD jest trzy razy dtuzszy od boku BC. W jakim
stosunku prosta réwnolegta do boku BC podzieli bok AB, jesli w wyniku podziatu
otrzymamy dwa réwnolegtoboki, z ktérych jeden bedzie podobny do réwnolegto-
boku ABCD?

D 4.141. Bok rombu ABCD ma dtugo$é 4 cm, a kat ostry rombu jest réwny 60°.

Wysokos¢ rombu EFGH jest rowna 9 cm, krétsza przekgtna tego rombu ma dtu-
gosé 6+/3 cm. Wykaz, ze romb EFGH jest podobny do rombu ABCD. Oblicz skale
tego podobienstwa.

4.142. W trapezie podstawy majg dtugos- b

ci a, b. Odcinek rownolegty do obu podstaw / \
X

dzieli dany trapez na dwa trapezy podobne.
Oblicz dtugos¢ tego odcinka, jesli:
a)a=8cm, b =2cm

b) a=18x/§ cm, b=4\/5 cm.
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D 4.143. Katy AC,B oraz AC,B s3 kata-
mi wpisanymi w okrag. Cigeciwy AC,
oraz BC, przecinajg sie w punkcie D.
Odcinek EF taczy srodki odcinkdéw AC,

2. Wierzchotki mniejszego kwadratu nalezg
do bokéw wiekszego kwadratu i dzielg te
boki w stosunku 1 : 2. Wéwczas mniejszy
kwadrat jest podobny do wiekszego kwadra-

i DC,, natomiast odcinek GH faczy tu w skali:
$rodki odcinkéw BC, oraz DC,, jak na 1 )
rysunku obok. Wykaz, ze trapezy A. > B. 3
ADFE i DBHG s3 podobne.
3 V5
C. — D. —
4 3

3. Boki réwnolegtoboku maja dtugosci 3 i \/5, a kat ostry jest réwny 30°. Dtuzsza
przekatna tego réwnolegtoboku ma dtugos¢:

A. 21 B.4 C. 15 D. V12433

D 4.144. W deltoid ABCD wpi-
sano okrag o srodku O i pro-
mieniur, r > 0. Punkty E, F, G,
H s3 punktami stycznosci tego
okregu odpowiednio z boka-
miAB, BC, CD i AD. Wykaz, ze
jeslikaty CBA i ADC sg proste,
to r’ = |AE| - |FC|.

4. Wierzchotki prostokata sg srodkami bokéw deltoidu. Jedli przekatne deltoidu
maja dtugos¢ 4-2 oraz 4+\/—2_, to obwdd tego prostokata jest réwny:

A.8 B. 12 C 1242 D. 14

5. Wysokosé rombu jest réwna 12, a dtugos¢ dtuzszej przekatnej wynosi 20 cm.
Bok tego rombu ma dtugosé:

A.12cm B.12,5cm C.13cm D. 13,5cm

6. Ramiona trapezu prostokatnego majg dtugos¢ 8 cm i 10 cm. Réznica dtugosci
podstaw tego trapezu jest réwna:

A.10cm B.8cm C.6cm D.2cm

7. Obwdd rombu jest rowny 40. Jedli réznica dtugosci przekatnych rombu jest

! . rowna 4, to suma dtugosci tych przekatnych wynosi:
Test sprawdzajgcy do rozdziatu 4. Al B. 21 c.24 D. 28
1. Bok kwadratu na rysunku obok ma dtu- A 8. Wysokos¢ trapezu rownoramiennego jest réwna 12 c¢m, a jego przekatna ma
gosc 2. Dtugosc tamanej o poczatku w punkcie A dtugosc 15 cm. Dtugos¢ odcinka taczacego $rodki ramion tego trapezu wynosi:
L i koricu w punkcie B, zbudowanej z pieciu odcin- A.6cm B.9cm C.12cm D. 13,5cm

koéw w kolorze niebieskim, jest rowna: .

9. Zwierzchotka kata rozwartego réwnolegtoboku poprowadzono dwie rézne wy-
A 4+42 B 3+2V2 sokosci hy i h,, ktére utworzyty kat 30°. Obwdd tego réwnolegtoboku jest réwny:
C.3+442 D. 4+242 - A NB(h+h)  B.2(h+h)  C3(h+h) D, 4(h+h)
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10. W trapezie podstawy majg dtu- >
gosci 5 i 14. Poprowadzono dwa od- / x \
cinki réwnolegte do podstaw, o kon-
cach nalezgcych do ramion trapezu / y \
i dzielace kazde ramie na trzy réwne / \
czesci. Jesli dtugosci odcinkdéw sg row- m
ne x iy, to:
A x+y=19 B.x +y =18 Cx+y=17 D.x+y =16

Zadania powtdrzeniowe do rozdziatu 4.

11. Przekatne prostokata majg dtugosc 18, a sinus kata miedzy przekatnymi wy-

nosi ? Oblicz dtugosci bokow tego prostokata.

12. Punkt S jest srodkiem boku AB D P c
prostokata ABCD. tuk okregu o $rod-
ku w punkcie S i promieniu |AS]| prze-
cina bok DC w punkcie P, jak na ry-
sunku obok. Wiedzac, ze |AP| = 7,5
oraz |PB| = 10, oblicz obwéd prosto-
kata ABCD. A

“n
vs]

13. Dtugos¢ boku rombu jest réwna 5. Cosinus kata ostrego rombu wynosi 0,6.
Oblicz dtugosci przekatnych tego rombu.

14. Jedna z wysokosci réwnolegtoboku jest trzy razy dtuzsza od drugiej, a réznica
dtugasci dwoch réznych bokéw réwnolegtoboku wynosi 4 cm. Oblicz obwdd tego
réwnolegtoboku.

15. Krétszy bok réwnolegtoboku ma diugo$é 7 cm. Jedna z przekatnych tego
réwnolegtoboku ma dtugosé 16 cm, a kat ostry miedzy przekatnymi jest row-
ny 60°. Oblicz dtugos¢ drugiej przekatnej i dlugosé¢ dtuziszego boku.

D

%a

16. Trapez ABCD na rysunku obok jest prosto-
katny. Na podstawie danych na rysunku oblicz
dtugos¢ podstawy AB.

C\f

4. Czworokqty

17. Katy BAD i ADC trapezu ABCD s3 proste. Przekatne AC i BD przecinajg sie
w punkcie P pod katem prostym. Wiedzac, ze |PC| = 4 cm oraz |[PD| = 6 cm, oblicz
dtugosci przekatnych trapezu ABCD.

18. Oblicz wysokosé trapezu, ktérego podstawy majg dtugosci 17 cm i 3 cm, a ra-
miona —13 cm i 15 cm.

19. Podstawy trapezu maja dtugoéci 15 cm i 20 cm, a wysokos¢ jest réwna 14 cm.
Oblicz odlegtosci punktu przecigcia przekatnych od obu podstaw.

20. Obwad trapezu réwnoramiennego jest réwny 134 cm. Wysoko$¢ trapezu wy-
nosi 30 cm, a ramie jest dwa razy dtuzsze od krétszej podstawy. Oblicz dtugosci
bokéw tego trapezu.

21. W trapezie réwnoramiennym ramie ma dfugoéé 7 cm, a przekatna — 13 cm.
Oblicz dtugosci podstaw tego trapezu wiedzac, ze katy ostre majg miare 60°.

D 22. W trapezie réwnoramiennym przekatna zawiera sie w dwusiecznej kata przy
podstawie i jest prostopadta do jednego z ramion. Wykaz, ze kat ostry trapezu jest
rowny 60°.

D 23. W trapezie réwnoramiennym ABCD punkty K i L s3 $rodkami ramion AD i BC.
Odcinek KL przecina wysokos¢ DE trapezu w punkcie M i przekatng DB w punk-

. . |Kt|
cie N. Wykaz, ze [MN| ==

D 24. Boki czworokata wypuktego majg kolejno diugosci a, b, ¢, d. Wykaz, ze jesli
przekatne czworokata przecinaja sie pod katem prostym, to a® + ¢ = b? + d>.

D 25. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i DC. Wykaz, ze jeéli dwu-
sieczne wszystkich katéw wewnetrznych trapezu przecinajg sie w punkcie P,

to |<APB|+|<CPD|=180°.

26. Na czworokacie wypuktym ABCD moina opisa¢ okrag. Wiedzac, ze |AB| =3cm,
|BC| = |€D| =5 cm, |AD| = 8 cm, oblicz:
a) dtugosci przekgtnych AC i BD

b) miary katéw czworokgta ABCD.

27. Dtugosci trzech kolejnych bokéw czworokata opisanego na okregu maja sie
do siebie jak 1 : 2 : 3. Obwdd tego czworokata wynosi 48 cm. Oblicz dtugosci jego
bokéw.




124

Matematyka. Zbiér zadai. Klasa 3. Zakres rozszerzony

28. Kat ostry rombu ma miare 60°, a dtugos¢ promienia okregu wpisanego w ten
romb wynosi 2\/5. Oblicz:
a) dtugosci przekatnych rombu

b) dtugoséci odcinkdw, na jakie punkt stycznosci okregu z rombem dzieli bok tego
rombu.

29. Na okregu opisano trapez, ktérego obwdd wynosi 52 cm. Oblicz dfugo$¢ od-
cinka taczacego Srodki ramion tego trapezu.

30. W dany trapez mozna wpisa¢ okrag i na danym trapezie mozna opisac¢ okrag.
Wysoko$¢ tego trapezu poprowadzona z wierzchotka przy krétszej podstawie dzieli
dituzszg podstawe na dwa odcinki, z ktorych dtuzszy ma dtugos¢ 10 cm. Oblicz ob-
wdd tego trapezu.

31. W trapez rownoramienny wpisano okrag o promieniu 4 cm. Ramie trapezu
ma dtugo$é 10 cm. Punkty stycznosci okregu z ramionami trapezu dzielg brzeg
trapezu na dwie czesci. Oblicz dtugos¢ kazdej czesci.

32. Obwdd trapezu réwnoramiennego jest rowny 30 cm, a odcinek taczacy $rodki
przekatnych trapezu ma dtugos¢ 1,5 cm. Wiedzac, ze w ten trapez mozna wpisa
okrag, oblicz:

a) dtugosci podstaw trapezu
b) dtugosc.srednicy okregu wpisanego w ten trapez
c) d’fugoéé odcinka tgczgcego punkty stycznosci ramion z tym okregiem.

D 33. W réwnolegtoboku ABCD na rysun- D C
ku obok odcinki DE i DF sg wysokos$ciami a
poprowadzonymi z wierzchotka D. Punkt P p
jest srodkiem symetrii tego rownolegtobo- F
ku. Wykaz, ze jesli kat ostry rownolegtoboku

jest réwny a, to |<EPF|=2a. ATE B

D 34. W trapezie prostokgtnym dwusieczne katow przy dtuzszym ramieniu przecina-
jg sie w punkcie P nalezgcym do krétszego ramienia. Wykaz, ze prosta przechodzaca
przez punkt P i jednoczesnie prostopadta do dtuzszego ramienia dzieli ten trapez
na dwa deltoidy podobne.

D 35. W tréjkacie ABC katy przy wierzchotkach A i B s3 réwne odpowiednio 30°
oraz 60°. Punkt D nalezy do boku AB, punkt £ nalezy do boku BC i tréjkat DBE
jest réwnoboczny. Wykaz, ze jesli |CE| : |AC| =1 : 3, to w czworokat ADEC mozna
wpisaé okrag i $rednica tego okregu jest réwna ]AC

- |Bd|.

Geometria ptaska —
« pole czworokgta

Pole prostokgta. Pole kwadratu

5.1. Pole pierscienia wyznaczonego przez okrgg wpisany w kwadrat i okrag opisany
na tym kwadracie jest réwne m cm?. Oblicz pole kwadratu.

5.2. W kwadrat ABCD wpisano kwadrat A;B,C,D, w taki sposéb, ze do kazdego boku
kwadratu ABCD nalezy jeden wierzchotek kwadratu A,B,C,D;. Wyznacz stosunek pol
tych kwadratéw, jesli boki kwadratu A;B,C,D, tworza z bokami kwadratu ABCD:

a) kat 45° b) katy odpowiednio 30° i 60°.

5.3. Wierzchotek C prostokata ABCD znajduje sie w odlegtosci 3 cm od przekatnej BD.
Wiedzac, ze kat ostry miedzy przekgtnymi jest rowny 30°, oblicz pole prostokata ABCD.

5.4. Wyznacz wymiary prostokata, ktorego obwdd jest réowny 18 cm, a pole wy-
nosi 20 cm?.

5.5. Pole prostokata jest réwne 9 cm?®. Wierzchotki prostokata naleza do okregu,
ktérego srednica jest réwna 6 cm. Oblicz miare kata ostrego miedzy przekatnymi
prostokata.

5.6. W prostokacie ABCD poprowadzono przekatng AC. Odcinek DE jest wyso-
koscig trojkata ACD, a punkt E dzieli przekatng prostokata na odcinki dfugosci 3 cm
i 12 cm. Oblicz pole prostokata ABCD.

5.7. Punkt P dzieli przekatng BD prostokata w stosunku 1 : 2. Przez punkt P po-
prowadzono dwie proste rownolegte do bokéw prostokata, ktére podzielity prosto-
kat na cztery mniejsze prostokaty. Oblicz, jakg czes¢ pola prostokata ABCD stanowi
pole najwiekszego prostokata po podziale.

5.8. 7 kawatka kartonu w ksztatcie deltoidu wycieto
kwadrat o polu 1,44 m?, ktérego wierzchotkami sg $rod-
ki bokéw deltoidu. Wiedzac, ze punkt przeciecia prze- -
katnych deltoidu lezat w odiegtosci 20 cm od punktu L
przeciecia sie przekatnych kwadratu (rysunek obok), -"f',fi‘{ """""""""""
oblicz: AT

a) pole powierzchni pozostatych skrawkdéw kartonu
b) obwdd deltoidu; wynik podaj z doktadnoscig do 0,01 m.
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5.9. Dwa sasiednie boki prostokata ABCD maja D ¢
dtugos¢: |AB| =7 cm,
do boku AB, punkt F — do boku BC oraz
|<CFED|=90°. Wiedzac, ze |DE| = 3|EF], oblicz pole
czworokata DEFC.

5.10. Boki prostokagta ABCD maja dtugosé:
|AB| = 10 cm, |AD| = 4 cm. Punkt S jest $rod-
kiem odcinka DC. Okrag o srodku w punkcie S
i promieniu 5 przecina bok AB w punktach
E i F. Oblicz pole czworokata EFCD.

Pole réwnolegtoboku. Pole rombu

5.11. Dwa sasiednie boki rownolegtoboku majg dtugosci 6 cm i 13 cm. Oblicz pole
tego réwnolegtoboku wiedzac, ze kat miedzy tymi bokami ma miare:

a) 30° b) 45° c) 120°.

5.12. Boki rownolegtoboku maja dtugosci 12 i 8. Jedna z wysokosci réwnolegto-
boku jest réwna h,. Wyznacz dtugosc drugiej wysokosci, jesli:

a)h,=4 b) hy = 10 c) hy=9.

5.13. Wysokosci rownolegtoboku sg rowne 4 cm i 7 cm, a sinus kata ostrego row-

2
nolegtoboku jest réwny 3 Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

O

5.14. Punkt O jest $rodkiem przekat- F C
nej AC réwnolegtoboku ABCD. Punkt E 7S >

nalezy do boku AD, punkt F nalezy @

do boku DC i |< AEO| = |< OFC| = 90°.
Wiedzac, ze |FO| = 3 cm, |EO| = 4,5 cm oraz
|<I EOF| = 60°, oblicz pole réwnolegtobo-
ku ABCD.

5.15. Obwdd réwnolegtoboku jest rowny 35 cm, a odlegto$ci punktu przeciecia
przekatnych od dwdch sgsiednich bokéw réwnolegtoboku sg odpowiednio réwne
3 cm i 4 cm. Oblicz pole tego rownolegtoboku.

BC| = 3 cm. Punkt £ nalezy F

5. Geometria ptaska — pole czworokgta

5.16. Pole réwnolegtoboku jest réwne 24 cm?, a obwdd wynosi 26 cm. Oblicz
dtugosci bokdéw réwnolegtoboku wiedzgc, ze sinus kata miedzy sgsiednimi bokami
jest rowny 0,8.

D 5.17. Wykaz, ze przekatne réwnolegtoboku dzielg réwnolegtobok na cztery tréjka-

ty o jednakowych polach. Wiedzac dodatkowo, ze przekatne réwnolegtoboku maja
dtugosci 10 cm i 14 cm, a pole réwnolegtoboku jest réwne 35 cm?, oblicz miare kata
ostrego miedzy przekgtnymi.

5.18. Kroétsza przekatna DB réwnolegtoboku ABCD ma dtugo$é 20 cm. Wysokos¢
trojkata ACD, poprowadzona z wierzchotka D, dzieli przekatng AC na odcinki ma-
jace dtugosci 9 cm i 25 cm. Obilicz:

a) pole réwnolegtoboku b) sinus kata ostrego tego réwnolegtoboku.

5.19. Przekatne réwnolegtoboku majg dtugosci 14 cm i 48 cm i zawierajg sie
w dwusiecznych jego katéw. Oblicz pole i obwdd réwnolegtoboku.

5.20. Pole rombu jest réwne 156. Wysoko$¢ rombu jest rowna 12. Oblicz dtugosci
jego przekatnych.

5.21. Pole rombu wynosi 16. Oblicz dtugos$¢ boku rombu wiedzac, ze kat rozwarty
ma miare trzy razy wiekszg niz kat ostry tego rombu.

5.22. Oblicz pole rombu, ktérego bok ma dtugosé 6 cm, a suma dtugosci przekat-
nych jest réwna 16 cm.

5.23. Pole rombu jest réwne 4,8 dm?. Odcinek taczacy $rodki sgsiednich bokéw
rombu przy kacie rozwartym ma dtugos¢ 2,4 dm. Oblicz:

a) dtugosci przekatnych rombu b) obwdd rombu
¢) wysokos¢ rombu d) sinus kata ostrego rombu.

5.24. Przekgtne rombu majg dtugosci 10 i 24.
a) Oblicz wysokos¢ tego rombu.

b) Wyznacz dtugosci odcinkéw, na jakie spodek wysokosci poprowadzonej przez
srodek symetrii rombu dzieli bok rombu.

5.25. Dtuisza przekatna rombu jest réwna /30, a cosinus kata rozwartego wy-

nosi —E. Oblicz:
3

a) dtugosc boku rombu b) pole tego rombu.
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Pole trapezu

5.26. Dane s3 dtugosci podstaw a, b oraz dtugosci ramion ¢, d trapezu. Oblicz
pole tego trapezu.

a) a=15cm,b =9cm,c=d =5cm

b) a=44cm,b =16cm,c=17cm,d =25cm
c) g=11cm, b =6cm,c=12cm,d =13 cm
d) a=28cm,b=7cm,c=17cm,d =10 cm

5.27. Pole trapezu jest réwne 54 cm?, a wysokoé¢ ma dtugoéé 9 cm. Oblicz dtugosci
podstaw trapezu, wiedzac, ze jedna z nich jest:

a) 0 5 cm krétsza od drugiej b) 0 25% dtuzsza od drugiej.

5.28. Miary katéw trapezu przy dtuzszej podstawie wynoszg 45° i 30°. Wiedzac,
ze podstawy majg dtugosci 10 cm i 4 cm, oblicz pole tego trapezu.

5.29. Krétsza podstawa trapezu ma dtugosé 36 cm. Katy przy tej podstawie
majg miary 135°i 60°, a dtuzsze ramie ma dtugosé 18 cm. Oblicz pole tego trapezu.

5.30. W trapezie réwnoramiennym ABCD wysokos¢ DE ma taka samg dtugos¢,
jak krotsza podstawa DC i dzieli dtuzsza podstawe AB na odcinki w stosunku 1 : 2.
a) Oblicz miary katéw trapezu.

b) Wiedzac dodatkowo, ze pole trapezu jest réwne 162 cm?, oblicz |A8| i |D(|.

/ . .
5.31. W trapezie réwnoramiennym ramie ma dtugos$¢ 12 ¢cm, a jeden z katéw
przy tym ramieniu jest dwa razy wiekszy od drugiego. Wiedzac, ze przekatna jest
prostopadta do ramienia, oblicz pole tego trapezu.

5.32. W trapezie rownoramiennym wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka kata

rozwartego podzielita dtuzsza podstawe na odcinki, z ktérych diuzszy ma 8 cm

dtugosci. Wiedzac, ze wysokosc¢ trapezu jest réwna 7 cm, oblicz pole tego trapezu.
?

5.33. Przekatna trapezu rownoramiennego ma dtugos¢ 10 cm i tworzy z diuzsza
podstawa kat rowny 45°. Oblicz pole tego trapezu.

5.34. Obwdd trapezu réwnoramiennego jest rowny 38 cm, a jego ramie ma dtu-
gosc¢ 5 cm. Wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego dzieli dtuzsza
podstawe na odcinki, z ktérych jeden jest o 10 cm krétszy od drugiego. Oblicz:

a) dtugosci podstaw trapezu b) pole tego trapezu.

5.35. Dtuzsza podstawa AB trapezu ABCD ma dtugosé 45, a dtugo$¢ ramienia
AD wynosi 4. Odlegtos¢ wierzchotka C od przekatnej DB jest rowna 3. Wiedzac,
ze | << ADB| = 90°, oblicz:
a) pole trapezu

b) wysokos¢ trapezu c) dtugosé krétszej podstawy.

5. Geometria ptaska — pole czworokgta

5.36. W trapezie réwnoramiennym jedna podstawa jest dwa razy dtuzsza od dru-
giej. Przekatna trapezu dzieli kat przy dtuzszej podstawie na potowy. Wiedzgc,

Zze pole trapezu jest réwne 33 cm?, oblicz dtugoéci bokéw tego trapezu.

5.37. Dtuzsza podstawa trapezu rownoramiennego ma dtugosé 15 cm, a wysokog¢
jest réwna 9 cm. Dtugos¢ odcinka taczacego $rodki przekatnych wynosi 4 cm. Oblicz
pole tego trapezu.

5.38. Ramie trapezu réwnoramiennego ma dtugoé¢ 25 cm, a odcinek taczacy
srodki przekatnych — 7 cm. Wiedzac, ze pole trapezu jest réwne 360 cm? oblicz
dtugosci podstaw tego trapezu.

5.39. W trapezie ABCD, AB || DC, przekatne przecinajg sie w punkcie E. Pole troj-
kata AED jest réwne 15 cm’, a pole tréjkata DEC wynosi 10 cm?. Oblicz:

a) |EC] : |Ag| b) pole trapezu ABCD.

v

Py

5.40 Przekatne trapezu dzielg trapez na
cztery tréjkaty. Niech Py, P,, P,, P, ozna-
czaja pola tych trojkatéw, jak na rysunku
obok. Oblicz pole trapezu, jeili:

a)P,=14,P, =135 c)P,=5,P, =45
5.41. Przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie, ktéry dzieli je w stosunku 1 : 2.
Wiedzac, ze pole trapezu jest réwne 27 cm?, oblicz pola powstatych tréjkatow.

5.42. Dtuisza podstawa trapezu jest $rednica okregu opisanego na tym trapezie.
Wiedzac, ze ramig trapezu ma dtugo$¢ 10 cm, a wysoko$¢ jest réwna 8 cm, oblicz
pole tego trapezu.

D 5.43. Trzy boki trapezu maja jednakowa dtugosé. Dtuzsza podstawa tego trapezu

jest Srednica okregu opisanego na tym trapezie. Ramie trapezu ma taka sama dtu-

gos¢, jak krotsza podstawa. Wykaz, ze jesli przekatna trapezu ma dtugoscé d, to pole
2

tego trapezu jest réwne d f

5.44. Trapez wpisano w okrag o promieniu 5. Srodek okregu nalezy do trapezu
i znajduje si¢ w odlegtosci 4 od krotszej podstawy oraz 3 od dtuzszej podstawy.
Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

5.45. Jedna z podstaw trapezu ma dtugo$¢ 24 cm, a druga — 6 cm. W ten trapez
mozna wpisac okrag i na tym trapezie mozna opisaé okrag. Oblicz pole tego trapezu.

5.46. Ramiona trapezu réwnoramiennego maja dtugoé¢ 20 cm, a pole tego tra-
pezu jest réwne 320 cm?®. Wiedzac, ze w ten trapez mozna wpisac okrag, oblicz
dtugosci jego podstaw.
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5.47. Pole trapezu réwnoramiennego jest rowne 156, a ramig tego trapezu ma dtu-
gos¢ 13. W trapez wpisano koto. Oblicz pole tego kota.

5.48. Ramiona trapezu maja dtugo$¢ 17 cm i 10 cm, a pole tego trapezu wyno-
si 108 cm? Wiedzac, ze w ten trapez mozna wpisa¢ okrag, oblicz dtugosci jego

podstaw.

' D 5.49. W trapez prostokatny wpisano koto o promieniu r. Wykaz, ze jesli kat ostry

trapezu jest rowny 45°, to pole trapezu wynosi r? 8.

5.50. Na okregu opisano trapez prostokatny. Odlegtosci srodka okregu od koncow
dtuzszego ramienia wynoszg 3 cm i 7 cm. Oblicz pole tego trapezu.

5.51. W trapez prostokatny wpisano koto. Pole trapezu jest rowne 72 cm?, a dhuz-
sze ramie ma dtugo$¢ 10 cm. Oblicz:

a) pole kota wpisanego w trapez b) dtugosci podstaw trapezu.

Pole czworokgta — zadania rézne

5.52. Dane sa dtugosci d, i d, przekatnych czworokatq wypuktego oraz miara kata
miedzy tymi przekgtnymi. Oblicz pole czworokata, jesli:

a) dy = 10,d, = 6, a = 30° b) d, =8+/3, d, =4, a =60°

4, =62 o =52, a =135°
c)d1=21,d2=6§,a=120 d) d, =12, d, =5v2, o =135°.

5.53. W czworokacie wypuktym przekatne maja dtugosé 12 cm oraz 15 cmii two-
rza z jednym bokiem tego czworokata katy rowne o i B. Oblicz pole czworokata,
jesli:

a) a =,70°, B = 80° b) o = 35°, B = 25°.

5.54. Dane sa dtugosci d, i d, przekatnych czworokatg wypuktego oraz jego pole P.
Oblicz miare kata ostrego przecigcia przekatnych, jesli:

a) P=20cm? d;=8cm,d,=10cm b) P=3cm’, dlzxfécm,dzzx/gcm
c) P=5x/§dm2,d1=d2:2\/§dm d) P=60cm? d; =1dm,d,=0,12m.

5.55. Rozpatrujemy réwnolegtoboki, ktérych obwéd wynosi 16 cm, a kat ostry
jest réwny 45°,

. . s 2

a) Wyznacz dtugosci bokéw réwnolegtoboku, ktérego pole jest rowne 632 cm?.

b) Wyznacz dtugoéci bokéw réwnolegtoboku, ktéry ma najwieksze pole. Oblicz
to najwieksze pole.

5. Geometria ptaska — pole czworokgta

5.56. Rozpatrujemy trapezy prostokatne, ktérych suma dtugosci podstaw i wyso-
kosci jest réwna 30 cm.

a) Wyznacz wysokos¢ trapezu, ktérego pole jest réwne 100 cm?.

b) Wyznacz diugos$¢ odcinka taczacego srodki ramion tego trapezu, ktéry ma naj-
wigksze pole. Oblicz to pole.

5.57. Rozpatrujemy czworokat wypukty, ktérego przekatne przecinajg sie pod
katem 60°, a suma ich dtugosci jest réwna 52 cm. lle jest réwne najwieksze z moz-
liwych pole takiego czworokata?

D 5.58. Wykaz, ze:

a) réwnolegtobok o danych dtugosciach bokéw ma najwieksze pole wtedy, gdy jest
prostokatem

b) rownolegtobok o danych dtugosciach przekatnych ma najwieksze pole wtedy,
gdy jest rombem.

5.59. Oblicz stosunek pél P, : P, figur, na ktdre A C
odcinek AB dzieli:
a) prostokat na rysunku obok, jesli punkty A, C P, P,
wyznaczajg na jednym boku trzy réwne od-
cinki, a punkt B jest $rodkiem przeciwlegtego 5
boku D¢ 5
b) rownolegtobok na rysunku obok, jesli A jest
$rodkiem krétszego boku, a punkty B, C, D A P,
wyznaczajg na dtuzszym boku cztery réwne
odcinki.

5.60. Przekatne czworokata wypukiego dzielg ten czworokat na cztery tréjkaty.
Wiedzac, ze pola trzech tréjkatdw sa rowne 20, 30 40, oblicz pole tego czworokata.
Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

xx\
R

5.61. Druzyna harcerska przeznaczyta kawa-
tek materiatu w ksztatcie trapezu prostokatnego
na choragiewke. Materiat zostat ztozony wzdtuz
linii taczacej srodki ramion trapezu o dtugosci
90 cm. Nastepnie odcieto wystajgcy skrawek, ma-
jacy ksztatt tréjkata réwnoramiennego, jak na ry-
sunku obok. Wiedzac, ze trojkatny $cinek ma po-
le 600 cm?, a jego podstawa ma dtugos¢ 40 cm, oblicz:

a) obwdd choragiewki z doktadnoscig do 1 cm
b) pole powierzchni choragiewki.

D 5.62. W czworokacie potaczono kolejno srodki bokow. Wykaz, e powstaty w ten

spos6b réwnolegtobok ma pole dwa razy mniejsze od pola danego czworokata.
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5.63. Oblicz pole czworokata, wiedzac, ze srodki kolejnych bokow tego czworo-
kata tworza:

a) prostokat o obwodzie 20, ktérego jeden z bokdw jest o 3 dtuzszy od drugiego
b) romb, ktérego krétsza przekatna ma dtugosc 17, a wysokos¢ jest rowna 8

c) réwnolegtobok, ktérego boki majg dtugo$¢ 12i 7, a kat rozwarty jest réwny 150°.

5.64. W trapezie rownoramiennym ABCD ramiona AD i BC maja diugos¢ 7 cm.
Krétsza podstawa DC ma dtugosé 3 cm i tworzy z przekatng AC kat réwny 60°.
Oblicz pole tego trapezu.

5.65. W tréjkacie ABC na rysunku
obok punkty D i E s3a $rodkami
bokéw AC i BC, a punkt F — Srodkiem F

odcinka DC. Wiedzac, ze |[<(EDC|=45°,
|<tFED|=30° oraz |FE| = 8, oblicz pole
czworokata ABEF.

A 8

5.66. Bok rombu ma dtugosé 5, a kat ostry jest réwny 60°. W romb wpisano okrag.
Oblicz pole czworokata wypuktego, ktérego wierzchotkami sa punkty stycznosci
okregu z bokami rombu.

;
5.67. Obwoéd czworokata wypuktego jest réwny 54 cm. W ten czworokat wpisano
koto o promieniu 4 cm. Oblicz pole danego czworokata.

5.68. Pole deltoidu jest réwne 15;/5, a dwa przeciwlegte katy tego deltoidu

1543
6

. Oblicz:

sg réwne 120°. W deltoid wpisano okrag o promieniu

a) dtugosci bokéw deltoidu b) diugosci jego przekatnych.
5.69. Na okregu o promieniu réwnym 2 cm opisano trapez réwnoramienny, kto-
rego pole jest réwne 20 cm?. Oblicz dtugosci bokéw tego trapezu.

5.70. Na okregu opisano trapez prostokatny, ktérego obwéd jest rowny 100 cm,

a pole wynosi 600 cm”. Oblicz:

b) dtugosci ramion trapezu c) dtugosci podstaw trapezu.

D 5.71. Na rysunku ponizej przedstawiony jest czworokat ABCD. Przez wierzcho-
tek C poprowadzono prosta réwnolegta do prostej DB, ktdra przecigta prostg AB
w punkcie E. Wykaz, ze pole czworokgta ABCD jest réwne polu trojkata AED.

5. Geometria ptaska — pole czworokgta 133
C
D
A B E
5.72. Na rysunku obok przedstawiony jest pie- D

ciokat wypukty ABCDE. Zbuduj czworokat, ktd-
rego pole jest réwne polu pieciokata ABCDE.
Skorzystaj z poprzedniego zadania. £ ¢

5.73. W czworokacie wypuktym ABCD
bok DC ma dtugosc 6 oraz |AB| = 3|B(|. Prze-
katna AC ma dtugosc 16 i tworzy z bokiem DC
kat réwny 60°. Wiedzac, ze na czworokga-
cie ABCD mozna opisa¢ okrag, oblicz pole
czworokata ABCD.

5.74. Na czworokacie wypuktym ABCD opisano D
okrag. Prosta DC przecina prostg AB w punkcie P C

~jak narysunku obok. Wiedzac, ze |AB| = |BP| =8 cm,
[BC’ =6cm oraz |<IABC’ =90°, oblicz pole czworo-
kata ABCD. .

5.?5. Na trapezie ABCD, w ktérym AB || DC, D C
opisano okrag. Styczna do okregu w punk-
cie C przecina prostg AB w punkcie £ — jak
na rysunku ponizej. Wiedzac, ze |AB| = 8,
| = 4, CE|=6\/§ oraz pole trapezu jest
0 6 wigksze od pola tréjkata BEC, oblicz pro-
mief okregu opisanego na trapezie ABCD.
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5.82. W trapezie ABCD odcinki AB i DC sg podstawami. Na ramieniu AD za-
znaczono punkt £, a na ramieniu BC — punkt F w taki sposéb, ze trapez EFCD
jest podobny do trapezu ABFE. Wiedzac, ze |AB| = 18 cm i [DC| = 2 cm, oblicz
stosunek:

a) wysokosci trapezéw EFCD i ABFE

Pola figur podobnych

5.76. Obrazem figury F w podobienstwie o sgali 0,2 jest figura Fy. Oblicz pola figur
F, i F wiedzac, ze pole figury F, jest o 72 cm” mniejsze od pola figury F. b) o6l trapezow EFCD § ABFE.
5.77. Figura F, jest podobna do figury F w skali 1,5. Oblicz pola tych figur, wiedzac,

: 2 5.83. W trapezie ABCD zaznaczono punkt £ na ramieniu AD oraz punkt F na ra-
ze ich rdznica jest réwna 85 cm”.

mieniu BC i otrzymano trapezy CDEF oraz ABFE, ktére sg do siebie podobne.
Wiedzac, ze stosunek pél trapezdw podobnych wynosi 4 : 9, a dtugos¢ odcinka EF
jest réwna 18 cm, oblicz dtugosci podstaw trapezu ABCD.

5.78. Figura F, jest podobna do figury F w skali k. Oblicz k, jesli:
a) pole figury F, stanowi 144% pola figury F

b) pole figury F, jest o 21% wigksze od pola figury F

c) pole figury F, jest o 36% mniejsze od pola figury F

d) pole figury F stanowi 56,25% pola figury F,.

Mapa. Skala mapy

5.79. Figury F, i F sa podobne. O ile procent pole figury F, jest mniejsze od pola
figury F, jesli:

5.84. Dtugos¢ Wisty wynosi 1047 km. Oblicz, jaka dtugos¢ (w cm) ma niebieska
linia obrazujgca Wiste na mapie, ktéra zostata wykonana w skali 1 : 3 000 000.

.3 .
a) obwdd figury F, stanowi ZObWOdu figury F 5.85. Droga z Rzeszowa do Radomia, zaznaczona na mapie wykonanej w skali

) 1:250 000, ma dtugos¢ 80 cm. Oblicz, ile kilometréw ma w rzeczywistosci.
b) obwdéd figury F, jest 0 20% mniejszy od obwodu figury F

5.86. Oblicz skale, w jakiej zostat wykonany plan, jesli:
a) 1 cm na mapie odpowiada 4 m w rzeczywistosci
b) 1 cm? na mapie odpowiada 4 m* w rzeczywisto<ci.

5 )
c) obwdd figury F stanowi 3 obwodu figury F;

d) obwdd figury F jest o 40% wiekszy od obwodu figury F,.

5.87. Budynek parterowy o powierzchni réwnej 150 m? zaznaczono na planie

/
.80. Zakupiono antyrame do zdjecia o wymiarach
T, Lo v * zagospodarowania terenu jako prostokat o wymiarach 20 cm na 30 cm.

10 cm na 15 cm. Rama wyznacza prostokat podobny y

w skali 1,4 do brzegu zdjecia. Zdjecie umiesz<':zon'o a) Oblicz skale tego planu.

w centralnym miejscu antyramy Fali(’ ze OdF’?(W'egn'f b) Wyznacz wymiary prostokata, przedstawiajacego dany budynek na mapie w skali

gg:/.vedme sg rownolegte do siebie, jak na rysunku obok. X X 1:500.

icz:
; a) gdlegtos¢ x i y zdjgcia od krawedzi antyramy 5.88. Dziatka ma ksztatt prostokata o wymiarach 50 m na 40 m. lle cm? bedzie
| b) jaki procent pola zdjecia stanowi pole widoczne- zajmowac obszar tej dziatki na planie sporzadzonym w skali 1 : 2000?
y 5.89. Prostokatna dziatka na planie, sporzadzonym w skali 1 : 1000, ma wymiary
15 cm na 20 cm. ile hektaréw ma ta dziatka w rzeczywistosci?

i
’ | ‘ go tha.
|
l

5.81. W réwnolegtoboku ABCD nieréwnolegte boki majg dtugos¢ 7 i 8. Obrazem
réownolegtoboku ABCD w pewnym podobieristwie jest rownolegtobok AlBlcl.Dl.
Wiedzac, ze pole rownolegtoboku A,B,C,D, jest rowne 336, a kat rozwarty jest
rowny 150°, oblicz:

a) skalg tego podobieristwa

b) obwéd réwnolegtoboku A;8,C,D;.

5.90. Puszcza Solska zajmuje na mapie w skali 1 : 2 000 000 powierzchnie réw-
ng 3,1 cm?. Oblicz, ile wynosi rzeczywista powierzchnia tej puszczy w km?.

5.91. Jezioro Dabie ma powierzchnie rowng 5600 ha. Oblicz, jaka powierzchnie
zajmuje to jezioro na mapie, wykonanej w skali 1 : 400 000.
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Test sprawdzajgcy do rozdziatu S.

1. Przekatna kwadratu ma dtugos¢ 6 cm. Pole tego kwadratu jest rowne:
A.12 cm? B. 18 cm’ C.24 cm? D. 36 cm’

2. Boki réwnolegtoboku majg dtugos¢ 4 i 8, a jedna z wysokosci jest rowna 6. Druga
wysokos¢ jest rowna:

A. 12 B.9 C. 45 D.3

3. Sasiednie boki réwnolegtoboku majg dtugos¢ 4 cm i 5 cm. Pole tego czworokata

nie moze by¢ réwne:

A. 21 cm? B. 17% cm? C. 6+J7 cm? D. 4+/5 cm?

4. Przekatne rombu maja dtugosci 10 cm i 24 cm. Wysokos¢ rombu jest réwna:

D. 4i cm
13

6
A.13 cm B. 9i cm C. 18— cm
13 13

5. Kat ostry trapezu prostokatnego jest A B \¢ D
rowny 60°. Prosta k jest prostopadta j
do podstaw trapezu. Prosta / jest réwno-
legta do dtuzszego ramienia, jak na rysun- P,
ku obok. Niech P, i P, oznaczaja pola figur
odcietych z trapezu przez te proste. Jesli \

|aB| = |cD), to:

B. A, =+2P,

D. R =+/3R,

A.P, <P,

C.P,=P,

6. Pole trapezu wynosi 108, a odcinek taczacy srodki ramion trapezu ma dtugos¢ 9.
Wysokos¢ tego trapezu jest rowna:

C. 1043

7. Dtuzsze ramie trapezu prostokatnego ma dtu- J
gosé 4 i tworzy z dtuzszg podstawa kat réwny 60°.
Krétsza przekatna trapezu jest dwusieczng kata
prostego przy podstawie. Pole tego trapezu jest

D. 1243

A. 10 B. 12

réwne:
B. 2(V3+2) s

A. 2(\/§+6)
D. 2(2J§+3)

C. 643

i
P

5. Geometria ptaska — pole czworokgta

8. Obwdd wielokata w jest 0 40% wiekszy od obwodu podobnego do niego wie-
lokata w;. Pole wielokata w jest wieksze od pola wielokata w; o:

A. 16% B. 20% C. 40% D. 96%

9. Przekatne czworokata wypuktego majg dtugosé 8 cm oraz 9 cm i przecinajg sie
pod katem 30°. Pole tego czworokgta wynosi:

A. 943 cm? B. 18 cm? C. 18V2 cm’ D. 183 cm?

10. Przekatne czworokata dzielg go na czte-
ry tréjkaty. Pola trzech z tych tréjkatow dane
s3 na rysunku obok. Zatem pole czworokata
jest rowne:

A. 48 B. 50
C. 52 D. 56

Zadania powtérzeniowe do rozdziatu S.

11. Narysunku obok prosta k dzieli jeden z dtuz- \ K
szych bokdéw prostokata na odcinki, ktorych dtu-
gosci pozostajg w stosunku 1 : 4, a drugi dtuzszy
bok dzieli na potowy. Oblicz pole prostokagta wie- P, P,
dzac, ze rdéinica pdl powstatych trapezdw jest
réwna 6.

12. W kwadrat ABCD wpisano kwadrat EFGH, D G ¢

jak na rysunku obok. Wierzchotki E, F, G, H

dzielg boki kwadratu ABCD w stosunku 1 : 3.

a) Oblicz, jaka czes$¢ pola kwadratu ABCD sta-
nowi pole kwadratu EFGH.

b) W jakiej skali kwadrat EFGH jest podobny
do kwadratu ABCD?
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13. Przekatne prostokata wypuktego przecinaja sie pod katem 45°. Pole tego pro-
stokata jest rowne 16\/5 cm?®. Podaj wymiary tego prostokata.
14. Dtuiszy bok réwnolegtoboku ma dtugosé 5\/§, a cosinus kata ostrego row-
nolegtoboku jest réwny % Wiedz3ac, ze pole réwnolegtoboku wynosi 50, oblicz:
5
a) dtugos¢ krotszego boku
b) dtugosci przekatnych i miare kata ostrego miedzy przekatnymi.
15. W réwnolegtoboku ABCD przekatne przecinaja sie w punkcie O. Punkt M na-
lezy do boku AB i odcinek OM jest réwnolegty do boku AD. Wiedzac, ze |AM| =8cm,
|AC|= 26 cm oraz |OM| = 7 cm, oblicz pole réwnolegtoboku ABCD.
. . 2 . 24 .
16. Pole rombu jest réwne 96 cm?, a sinus kata ostrego wynosi E Oblicz:
a) dtugos¢ boku rombu b) wysokos¢ rombu c) dtugosci przekatnych.
17. Podstawy trapezu majg dtugos¢ 30 cm i 2 cm, a ramiona — 17 cm i 25 cm.
Oblicz pole tego trapezu.
18. Pole trapezu wynosi 169 cm?. Punkt przeciecia przekatnych dzieli kazda z nich
na odcinki, ktorych dtugosci pozostajg w stosunku 5 : 8. Oblicz pola trojkatow,
na jakie przekatne podzielity trapez.
19. Pole trapezu réwnoramiennego wynosi 108 cm?, a wysoko$¢ trapezu jest
rowna 9 cm. Oblicz dtugos¢ przekatnej tego trapezu.
20. Przekatne trapezu prostokatnego majg dtugo$é 13 cm i 15 cm, a réznica dtu-
gosci podstaw jest réwna 4 cm. Oblicz pole tego trapezu.
21. Przekatne czworokata wypuktego majg dtugos¢ 12 cm i 5 cm. Oblicz, jakie
najwieksze pole moze mieé ten czworokat.
22. Rozpatrujemy czworokaty wypukte, ktérych suma dtugosci przekatnych jest
rowna 20 cm, a kat ostry miedzy przekgtnymi ma miare 45°. Wyznacz dtugosci
przekatnych czworokata, ktérego pole jest najwieksze z mozliwych. Oblicz to naj-
wieksze pole.
D 23. Punkt M jest srodkiem boku DC réw- D M C

nolegtoboku ABCD. Przekatna DB przecina od-
cinek AM w punkcie P. Wykaz, ze pole czwo-
rokata wypuktego ABCP jest dwa razy wieksze
od pola czworokata wklestego APCD.

5. Geometria ptaska — pole czworokgta

D 24. W trapezie poprowadzono dwa odcinki / p \
rownolegte do podstaw, ktére podzielity ra- / k

miona trapezu na trzy réwne odcinki, jak na p \
rysunku obok. Wykaz, ze jesli pola powstatych / P \
2

w ten sposob trapezdw sg rowne odpowiednio

P, +P
P,P P, toP=-2—2

25. W czworokacie wypuktym ABCD dane s3: |AD|=|BC|=6, |DC|=3\/§ oraz
[AC| =317. Wiedzac, ze suma miar katéw wewnetrznych czworokata przy wierz-
chotkach A i B jest réwna 90°, oblicz pole tego czworokata.

26. Przez wierzchotek A kata ostrego rombu D C
ABCD i dwa wierzchotki B i D katéw rozwartych
przechodzi okrag. Dzieli on dtuiszg przekatna
3

na odcinki AE i EC w taki sposéb, ze |AE|=182

i |EC] =52 Oblicz:
a4

A B
a) pole rombu
b) wysoko$¢ rombu

c) sinus kata ostrego rombu.

27. Pole trapezu jest réwne 72 cm?®. Pole kota wpisanego w ten trapez wyno-
si 16w cm?. Oblicz dtugo$¢ ramion trapezu w przypadku, gdy trapez jest:

a) réwnoramienny b) prostokatny.
Jakie dtugosci majg odcinki, na ktére promienl prostopadty do ramienia dzieli dane
ramie?

28. Na okregu o promieniu 3 opisano trapez, ktorego katy przy dtuzszej podstawie
sg rowne 30° i 60°. Oblicz pole tego trapezu.

29. Boki czworokata ABCD majg diugoéé: |AB| = 8, |BC| = 3,
Wiedzac, ze na tym czworokacie mozna opisac okrag, oblicz:
a) pole czworokata ABCD b) miare kata ostrego migdzy przekatnymi.

AD| = |cD| = 5.

30. Podstawy trapezu maja dtugo$é 8 cm i 6 cm, a wysokos$¢ trapezu jest réw-
na 7 cm. Na trapezie opisano koto. Oblicz pole tego kota.

139
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Elementy analizy
. matematycznej

Granica funkcji w punkcie

6.1. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, oblicz:
a) Iin;(4x—8) b) |in_11(6—2x)

0 )|(I_)mo (7x - 3) d) )I(s_}rr; (x? - 2x)

e) lim (2x2+5x -1) f) lim (-2x* + 4x +7)

6.2. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, oblicz:

2
-1 x° -1
a) m" b) lim
x-1 -1 x =1
4+ 4+
C) xl—i>~416 XZ dj I 3 XZ
—-X x=316—x
x-9/ x—9
e) lim ——— f) lim
x—16 X—3 x—9 X—3

6.3. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, oblicz lim f(x), jesli:

2 2
—x*—2x+3 X +5x+6
a) f(x)=—————=, x,=-3 b) flx)=———, x,=-2
) f0 r x+3 0 ) f x*-2x-8""°
2
X" —4x-5 2x-14
¢) fx)=——"=,x°=5 d) f(x)=—————, x,=7
) £ X —7x+1 ) f —x*+9x-14""°
6—3x 2x* +x-6
e) f(x)=————, x, =4 f) f(x)=————,x,=1,5
) 12-ax—x*""° ) S0 22 —5x+3  °

6.4. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji w punkcie, oblicz lim f(x), jesli:

3 3_
a) fl=2"2 x =1 b) fl)=2"2 x, =1
x-1

x-1

6. Elementy analizy matematycznej

X+2 X+2
¢ flxX)=——,x,=2 d) f(x)= , Xg =2
) =52 % ) =%
x=27 IUx+4
€ f(X)z_———,X =27 f = » X =-64
) LR ) s x+64 "

6.5. Wskaz dwa ciagi (a,) i (b,), dla ktérych lim a = lim b, = x, oraz

n—oc n—oc

lim f(a,)# lim f(b,), i na tej podstawie wykaz, ze nie istnieje granica funkcji f
n—ao n—x

w punkcie x,, jesli:

-6 _X+7
a) f(x):1§_6|,x0=6 b) f(X)—|X+7| Xo =7
X -41x] _x-2
C) f(x):T'XO:O d) f(X) I)(_4|,X0:4
2 43x+2 Jx+5-1
&) flx)= X r3x+2 ;_x: v ) S00== X =

6.6. Na podstawie wykresu funkgji f ustal, czy istnieje granica funkcji f w punkcie a.
Jesli tak, to podaj te granice.

4__ ............... ..
y=f)

: X . %
g d)
AY A} 14
y = fix)
/ : > >
X X

141
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e) f) 6.10. Oblicz granice:
Ay AY Jx -5 x* —16
a) lim b) fi
N x—>25 x — 25 x4 [y -2
y = fix) 3 2
27 —-x . X =9
J lim x—9 9 fmI
s =+
x 3
I > » x(x—=7 0 2 _
a X X e) lim (6 )— ! 3 f) Iimw
X2 x° —64 64-—x =1 -1
6.11. Oblicz granice:
V2x+9-3 V3x+1-2
o . L e e L] I- .
Obliczanie granicy funkcji w punkcie a) lim ~=—— b) lim ~=——=
H
f 3—-V9+ 1 1
' 6.7. Oblicz granice: Q) lim 221X d) Iim( ——)
. 2 3 x—=>0 X x—>0 X’,X‘\Ll X
a) lim [(2x - 3)*(x + 5)] b) lim [(5-x)*(3x + 2)°]
x—2 X R x—4 3x—-6
im—— f) lim—m——t
e im
c) lim+v2x+8 d) lim3 (1-x)(4—2x) ) x4 2x+1-3 ) =2J7x+2 —/5x+6
x—4 X—>—
(4x-5)(2-x) _ 2x*+5x-9 6.12. Oblicz granice:
e) lim 22X f) lim—— 2" . .
x>3  (5x-12)° x>0 (7x —6)(x —12) _ 3Yax-1-1 _ 1-3x+2
‘ a) lim———= b) flim—=—"-=
/ x—1 x—1 x—3 x—3
6.8. Oblicz granice:
X* -4 b) | —x%®+10x —24 6.13. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach, oblicz granice:
| a) lim im——
| x>2 2 x x>6 x2_2x—24 (1 (a1
a) lim| x’sin= b) lim| x sin—
‘ X3 +8 . 125—X3 x—0 X x—0 X
¢) lim > d) lim———
xo-2x°—4 x->54x° —100 . 1 . . 1
’ ¢ lim 7xsin— d) lim| -3xsin—=
X4—8X2—9 . X4—5X2+4 x—0 X x>0 %/;
e) | — f) lim S
x=>-3  x°4+3x x>-1x" +2x°—8
6.14. Wyznacz parametr a, wiedzac, ze:
6.9. Oblicz granice:
2
11 ] 3 lim 22X 1 b) lim Y *2_
J 3 x .o x+4 [ X=x-2 x-2 o+ Jax+7 4 xo-x 3x+q
a) lim2—X b) lim ¢) lim +
o x—3 3—x X‘*_“l 1 x—2 x-2 X3_8
| x 4 i 6.15. O funkgji f wiemy, ze f(x) > 0, jesli x > 5, f(x) < 0, jesli x < 5 lim £ (x)
" 2 B . . . . .
1 d) lim X+8  x'+2x-3 o) liml X1 ) lim X(f‘”l)_ 42 } istnieje. Oblicz legwsf(x).
i x—>-2| x*~16 x*+4x+6 =1 x=1 1-x =L x -1 xT-1
‘j :‘ ‘1
} - “ ‘ e R R T MR AN S n l - e
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Granice jednostronne funkcji w punkcie

6.16. Oblicz granice jednostronne funkcji f w punkcie x, i na tej podstawie ustal,
czy istnieje lim f(x), a nastepnie naszkicuj wykres funkcji f, jesli:
X-—)X0

C(x-1 4-xF
) f)=T = %=1 0) S =1%o =

x> —2x |x -3

= = d - , =
) fN=" %= 0 ) f= %o

2
e) f(x):M_l,XO:—Z f) =24y -
X+2 x|

6.17. Oblicz granice jednostronne:

a) lim (2+\/1_6——7) b) lim 5xJx*—9 3 lim 57X

x—4" x—>-3" x—5' (X—S)Z
d = Jax+12-2 y(x+2) L 1-x

lim ——— lim ———— f) lim

x——6" x+4 x>-2"  X+2 x—1 )(2 -1

6.18. Zbadaj, czy istnieje granica funkcji f w punkcie xo. Jesli tak, to oblicz te
granice. ¢

—-3x+5, jesli x>1

a) f(X)={ Xo=1

2x, jesli x<1

Ix* -1, jedli x<2

x* +5, jesli x>-3

x+6 . .
, jesli x>2
b) f(x)={3x—2 Xo =2
o) ﬂﬂ={

-x*+4x-1, jedli x<-3

[x-=2|, jesli x>-1

d) f(x):{ - Xo=-1

X' ~16 jesli x>4
e) fl={a—x Xo=4

3x—4, jesli x<4
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V2x+9-3
Xi, jesli x>0

f = X =0
) S0 2x—3 Xo

4x-9

, jesli x<0

6.19. Zbadaj, czy istnieje granica funkcji f w punkcie xo. Jesli tak, to oblicz te
granice.

-3x*+5x-2 .
—-1———, jesli x<1

a) fln=1 X Xo =1
Vv2x-1-1 . g °
_— jesli x>1

x-1
9x* +20x +4
—XT;‘—, jesli xe(-2,2)

b) fog=4 X Xo =2
X8 jedi xe(-,-2)
x*+3x+2° '
3x2-16x+21 . .

T_—g——, JESII x<3

J f)={4 Xo =3

) X+6-3 jesli x>3 0
Jx+1-2"

2
-2
%ﬁX—GT, jesli x<—4
X+

d) flx)= Xo=—4
x*+13x+36 .

—, jesli x>-4
x+4

Granica funkeji w nieskorczonosci

6.20. Oblicz granice:

. 4x-5 1-6
a) lim b) lim X
x>+ QX +7 x—>-x1+3x
2x+5
x>+ 3x —2 x>-0 J—x
. -5 _
e) lim f) lim 12x-9
x>+ 6—7x x—>-o 4x+1
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6.21. Oblicz granice:
22X +7x-1
a) lim ————
x>+06x° —4x+5
o 1-3x+x?
¢ lim —
x=>-0Jx" —4x -9

e) lim QX—_I)—Z—
w4 (1-3x)°

6.22. Oblicz granice:
x> +6x-7
a) lim ——
x>+ 2x° —Qx +2
2
(1—2x2)
¢ lim YREE >
x>+ ¢ — X7 +6xX° —T7x

e) lim (5x—2)3

X0 (2 +3x2)(2—3x2)

6.23. Oblicz granice:

2

. X

a) lim | ——x
x>-w| x4+5

2x2+7+3—4x2
x—»-wo| x—5  2x+7

(3x+1) 32 -7

i

x—>-o|" 3x—5§ X+5

6.24. Oblicz granice:

Vx> +x+5
m YX X+

v 2x—1

6x+5
b) lim —— >
x>+ —x* +2x+1
8
d) lim ————
x>-04x° —-7x+15

~(3x+1)’
S v

f) lim
v x? —(4x+2)

3 2
b) lim 8x” —10x +3x
x—>-» 1-8x—10x

_ (2x+1)3
d) lim —
x>0 (1-2x)" - x

f) i (3x2 + 5x)<1—x2)

= (3-7x7)(5+x°)

_5+3x4)

b) lim (3x -

X—>+00 X +2x
2 3
X 1-
d) lim ( X

x>+o| x+5  x?—11

Ne—
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6.25. Oblicz granice:

3 lim Jx+1-2x+5 V2-4x—1-x

e x b) Im —
) lim (\/x2+5x+1—\/x2+1) d) fim (m—\/ﬂ)

X—>—00 X—>+00

e) Xli@w(|x+5|—|5—x|) f) lim (]7-x]-|3+x]|)

X

6.26. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach, wykaz, ze:

XCOS X 6sinx
a) i =0 li =0
) x—|>Too XZ +1 b) x—'>n—100 [XZ +5
Granica niewtasciwa funkeji
6.27. Oblicz granice:
1 . 2x+5
a) lim — b) lim c
x—)O)(2 ) x—2 (X—Z)z x—l>~4(x+4)2
3x-8
d) lim i 174X im 1375%
x—>—1|x+1| e) ’I‘mlx-?)l f) )'(I_)n; |7—X|

6.28. Oblicz granice:
a) lim (x3—5x2 +3x—7)

X—> +C

b) lim (x*—-5x*+3x-7)

X~> =

¢ lim (—3x5+2x4 +x+1)

X—>+00

d) lim (—3x5+2x4 +x+1)

X—>—w

e) lim (x*+7x*~8x~10)

X—>+0o0

f) lim (x*+7x*-8x* -10)

x—> -

6.29. Oblicz granice:

a) lim [(l—x)2 (x+3)}

X— +oo

b) lim [—3x(2 -x)(2+x)]

x>~

¢ lim [(x—3)3(2—3x)2} d) lim [(5—x)(3—x)2(x+2)}

X—>+oC X—>—oC

e) lim [(1_\/;)(1+\/;)J f) lim [(9—2x)3(7—x)3]

X——o0

X—>+0
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6.30. Oblicz granice: ) x}—2x-24 9 i x2—2x-24
x2 +8x+10 x> +8x+10 © ans, 3 3 ane] 3
: i -3(x-6) -3(x—6)
a) lim b) lim
x>0 2X+3 x>—o  2x+3
_ 4x*-7x+15 d) lim 4x* —7x+15 6.35. Oblicz granice:
C) xI—I>Too 2—x X—— 2—x a) lim 3x+5 b) lim 3x+5
5 +x*+x* =5 A lim M x~1 x* +4x-5 X1 X% +4x—5
e) x'_',“?w x2-2x+8 ) xo-w x*—2x+8 4x+7 4x+7
23 —x" —x+ X>-3 —x" —x+
6.31. Oblicz granice: ) lim x—10 ) tim x—10
a) lim vx* +7x+15 b) lim vx*+7x+15 x>7" x* —2x—35 x>7 x> —=2x—35
X—>+00 X—>—C
‘; ¢ lim (x\/x2+2x+10) d) lim (X\]x2+2x+10) 6.36. Oblicz granice:
X—>+00 X—> -0
. +1 . +1
2 a) lim 'Axmz b) lim '4—{*2—
) i 2xVx2—x+3 ) lim 2xVx? —x+3 | x—>-1 x* —2x% +1 —-1 xt —2xt 41
e lim ————= _—
X—>+00 4 -5x X—>—o0 4 —-5x ‘ 3-2 -2
| c) lim — > X d) lim 3 32 X
| -2 X" —8x° +20x-16 =2 x° —8x° +20x-16
6.32. O?Ilcz granice: 2 e | 9 im 8—2x ) i 82
X a—
2) lim X3 b) lim X2 ¢) lim x>4' x* —12x* +48x 64 x> x* —12x° + 48x - 64
x—>0" X x=>0 X X2 x-=2
2_; —x*+1 -x*+1
d) lim 4 23 e) lim 3 f) fim 0
X22 X — X—>= x> . /7 o .
Ciggtosé funkeji w punkcie
6.33. Oblicz granice:
! 2 —3x-12 X _3x-12 ! Ax+21 6.37. Zbadaj ciggtos¢ funkeji f w punkcie xq:
a XI'_)";'. 2 b) les- 5_ )2 ¢ m, (x+2)2 x+5, jesli xe(-w0,-2)
(5-x) (5-x a) f(x)= -2
, , s 2x+7, jesli xe<—2,+oo)
‘ . 4x+21 oxT=2 A 1 x° -2
- d) lim > e) lim 3 ) m 2 o
| X2 (X+2) x—1 (x—l) x> (x—1) b) )= —x“+2, jesl Xe(—oo,1> B
| 4-3x, jesli xe(l,+w)
a 6.34. O:)Iicz granice: 2 . x+7' s Xe(_oolz)
| | a) Iimu(_—i2 b) IimA——X _X—z o flx)={x-3 Xo=2
4 (x-4) =4 (x-4) 2-3x-x2, jesli xe(2,+0)
“ i : 2 2__ _
N 0 lim X -x-2 d) lim i(_x_32 V9-4x, jedli xe(-w,0)
- o (x+1) = (x+1) d f0=16i5x X =0
[ ,jedli xe(0,+wx)
e 2+x
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2x* —2x—-24, jesli xe(-w,-3)
e) flx)= Xo=-3
3x* +10x+3, jesli xe(-3,+w)
w x*-2x* +5x-1, jesli xe(—oo0,—1) .
f) flx)= X = —
4x* +10x -2, jesli xe(-1,+o) °
6.38. Zbadaj ciaggtosé funkcji f w punkcie xo:
2x* ~5x -3 jesli x#3
2 f=" x-3 ' Xo=3
7, jesli x=3
3> +7x° +5x+1 odli x %1
b) flx)= x+1 Xo="1
0, jesli x=-1
2x* —11x+5 olli x5
) f(x)=1x -10x+25" ' Xo=5
9, jesli x=5
X' ~x-20 jesli x=-4
d) fX)=1x*+5x+4’ Xo="4
3, j{és’li x=-4
—9+12X2_3 jesli x=0
o fx=1" 2 '/ Xg=0
2, jesli x=0
12+4x* -4 i 1
f) fx)=4 x_g1 » JE" XTL xo=1
1, jeéli x=1

6.39. Zbadaj, czy istnieje taka liczba a, dla ktérej funkcja
x* -9
fx)=1|x|-3

a, jesli x=3vx=-3

, jesli x#3Ax#-3 . .
jest ciggta w punktach -3 3.

3nx +24, gdzie x € R, jest ciggta w punktach

6.40. Zbadaj, czy funkcja f(x)= lim
n>o nx+

-1,0,1.
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6.41. zbadaj, czy funkcja f(x)= lim

-1,0, 1.

m e gdzie x € R, jest ciggta w punktach
©]+x

D 6.42. Wykaz, ze funkcja f nie jest ciggta w punkcie xo:

2

x -4

a) f)=4x—7 "’ jesli x#2
3, jesli x=2
Ix-8| . .

b) Flx)= x_—8—' jesli x#8
1, jesli x=8

6.43. Dana jest funkcja f(x):{

w ktérych funkcja f jest ciggta.

Xq=2

Xo=18

x> +3x, jedli xez

. Wyznacz te liczby catkowite,
18, jedli xgZ

Ciggtosé funkeji w zbiorze

6.44. Wyznacz parametr a tak, aby funkcja f(x) :{

byta ciggta w zbiorze R.

(1-a)x+4a-1, jesli xe(-x,4)

ax—a’, jesli X€<4,+oo)

x* +ax, jedli xe (—oo, -2)

6.45. Wyznacz parametry g, b, dla ktérych funkcja f(x)=1{b, jesli xe (-2,5)

jest ciggta w zbiorze R.

2x-3, jedli x e <5, +oo)

3x+1, jesli x e(—o0,~3)

6.46. Wyznacz parametry a, b tak, aby funkcja f(x)=<{ax+b, jedli xe(-3,5)

byta ciagta w zbiorze R.

~6x+6, jesli x (5, +o)
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ax’+b, jesli xe(—o0,-2)

6.47. Wyznacz parametry a, b ta, aby funkcja f(x)=<x—a, jesli xe<—2,3)

a
—+b, jesli 3,
X+ jesli xe< +o0)

byta ciggta w zbiorze R.
a, jesli x=-2

6.48. Wyznacz a, b tak, aby funkcja f(x)= jesli xe(-2,2)

4-x*
3-Jx+7’
b, jesli x=2
byta ciggta w przedziale <—2, 2).

6.49. Dziedzing funkdji ciagtej y = f(x) jest przedziat (1, 3>, a jej zbiorem wartosci
przedziat <2, 6>. Wykaz, ze réwnanief(x) = 2x ma rozwigzanie w przedziale <1, 3>.

6.50. Dziedzing i zbiorem wartosci funkcji ciggtej y :f(x) jest przedziat <0, 1>,
Wykaz, ze réwnanie f(x) = x ma rozwigzanie w przedziale <O, 1>.

6.51. Funkcja f jest ciagta w przedziale <—10, —2> oraz f(—lO) <0if —2) = 13.
Czy funkcja g, gdzie g(x) = f(x) — 10 ma miejsce zerowe w przedziale (-10, —2>?
Odpowied? uzasa?dnij.

6.52. Wykaz, kbrzystajqc z twierdzenia Darboux, ze wykresy funkcji

f(x) =—x*+5x,x € Rig(x) =2x>-4x + 4, x R, przecinajg si¢ w punkcie o0 od-

cietej nalezacej do przedziatu (O, 1).

6.53. Whykaz, korzystajgc z twierdzenia Darboux, ze funkcja f(x) =x" -5 -7 +3,
X €R, przyjr;nuje wartos¢ —160.

6.54. Wykaz, ze rownanie 3x5 + 5x3 + 1 = 2x* + 6x2 + v2x ma rozwigzanie nalezace
do przedziatu (0, 1).

6.55. Dana jest funkcja f(x) :cos(—f?} x € R. Wykaz, ze réwnanie f(x) = f(x + 1)
ma w przedziale (2, 6) co najmniej dwa rozwigzania (nie rozwiagzujac tego réwnania).

6.56. Wykaz, ze réwnanie sin(%}=2" ma w przedziale (0, 3) co najmniej dwa

rozwigzania.
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6.57. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f:
1

a) f(X)Zm,X € <—5, 3> b) f(X)Zm,X € <4, 6>
_ 1 T 5m 1 3n 4n
) 1003 %) )t on e (55)

Asymptoty wykresu funkeji

6.58. Zbadaj, czy wykres funkcji f ma asymptoty pionowe. Jesli tak, wyznacz
réwnania tych asymptot:

:2x+8 _ bx+2
a) fx)=—"— b) fix)=2 —

5 _4x-5
¢) f(x) 2y d) flx)= >

__ 3 _ —bx
e) f(x) o 1o f) f(X)_x2+3x

6.59. Zbadaj, czy wykres funkcji f ma asymptoty pionowe. Jeli tak, wyznacz
réwnania tych asymptot:

x*=3x+2 x*+4x+4
= b ="
) = 3 ) 0= ees)
_ x=2 _|x¥*-9]
)= G f0="
2 -x-6 _6x*—x-2
DI e ) = anes

6.60. Wyznacz wartoéci parametréw a, b, dla ktérych wykres funkgji
2

X +2x+6

fx)=———

> ma dwie asymptoty pionowe o réwnaniach x=-3ix = 6.
X +ax+b

6.61. Wyznacz wartosci parametréw a, b, dla ktérych wykres funkgji
2

X +2x-24

flx)=———

5 ma tylko jedng asymptote pionowg o réwnaniu x = 4.
X" +ax+
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6.62. Wyznacz wartosci parametréw a, b, dla ktérych wykres funkcji

2
+x-6 . . .
f(x) :XZ—X ma tylko jedng asymptote pionowg o réwnaniu x = 4.
X +ax+b

6.63. Zadaj, czy istnieja takie wartosci parametréw a, b, dla ktérych wykres funkcji

flx)=

2
X +bx+a . . . . .
——— ma dwie asymptoty pionowe o réwnaniach x =1 i x =-5.

x*+ax+b

6.64. Wykaz, ze prosta k jest asymptota ukosng wykresu funkgji f, jesli:

2

a) f(x)=x—+5£-+—z, kix—-y+5=0
2 p—

b) f)=2X T3 oy sa=0
3x°

c) flx)= , k:3x+y+24=0

8x —x°

3
d) f(X)=(2—X2_1—), k:24x — 9y —44 =0
3x°+x

e) fix)=vx*—=9, k: x —y = 0 — asymptota ukoéna prawostronna

f) flx)=vx? +/3x, k: 2x + 2y + 3 = 0 — asymptota ukos$na lewostronna

6.65. Zbadaj, czy wykres funkcji f ma asymptoty ukoéne (poziome). Jesli tak,
wyznacz réwnania tych asymptot:

x* +3x x*+8
) fl0= 2x—6 ) f(x)*x2+4
5x% +2x° 1-x°
C) f(X)—T_T d) flx)= 2 x
_2x* +5x-17 (2x+3)’
°) = s e f ﬂx)—(zx+1)2

6.66. Wyznacz asymptoty ukosne (poziome) wykresu funkgiji f, jesli:

3x2+1 4x-3 16 — x*
3) f(X)_|x|+5 b) f(X)—|X|+2 C) f(X)<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>