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Przedmowa

Niniejszy zbior zadan planowany jest jako pierwsza czeS¢ z serii trzech obej-
mujacych cato$¢ zagadnien z analizy matematycznej, z jakimi studenci nauk
Scistych spotykaja sie w ramach poczatkowych dwéch lub trzech semestrow
zaje¢. Powstal on na podstawie moich doswiadczen z okresu kilkunastu lat
prowadzenia zaje¢ dydaktycznych z tego nietatwego przedmiotu na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Dla niektorych zadan inspiracje stano-
wity materialy dydaktyczne, jakimi od dawna postuguja sie pracownicy Ka-
tedry Metod Matematycznych Fizyki. W zamysle zbiér ten ma by¢ odmienny
od innych dostepnych na rynku i powinien stanowié¢ dla nich uzupelnienie.
Podstawowym jego zalozeniem jest, aby wszystkie zamieszczone problemy
(poza tymi, ktdre sa przeznaczone do pracy wlasnej) byly w pelni oraz szcze-
gblowo — nawet na kilku stronach — rozwiagzane, aby zadne zagadnienie nie
pozostato niewyjasnione, a zadne pytanie, jakie mogloby nasunaé sie Czy-
telnikowi podczas analizowania rozwiazania, nie pozostalo bez odpowiedzi.
Zdaje sobie sprawe, ze zamiar ten powiddl sie co najwyzej w czedci. Sprawi-
toby mi jednak duzg satysfakcje, gdyby student po uwaznym przesledzeniu
konkretnego zadania uznatl, ze rozumie dane zagadnienie w stopniu zblizonym
do tego, jaki wynidstby z ¢wiczen rachunkowych na uczelni. Z tego wzgledu
sporo miejsca zostalo w ksiazce poswiecone na drobiazgowe przedstawienie
kazdego rozumowania czy szczegdétowe — dla niektérych zapewne nawet zbyt
elementarne — przeksztalcenia wzordw.

Taki profil ksigzki pociaga jednak za soba pewne ograniczenia. Przede
wszystkim nie mozna w niej umieéci¢ zbyt wielu zadan, aby nadmiernie sie
nie rozrosta. Z tego samego powodu nie ma tez w niej miejsca na teoretyczne
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wprowadzenia, jakie zwyczajowo znajduja sie na poczatku kazdego rozdziatu
typowego zbioru zadan. Zmuszony bytem przyjac¢, ze student zna teoretyczna
strone zagadnien ze swojego wyktadu badz dysponuje dobrym podrecznikiem
do analizy matematycznej, jakich jest wiele na rynku. Ze wzgledu na ogra-
niczone rozmiary tej ksiazki zamieszczanie teoretycznych podrozdziatéw mu-
sialoby skutkowaé ograniczeniami w tych jej cze$ciach, ktére, moim zdaniem,
sa w niej najwazniejsze i ktére stanowity gtéwny cel jej opracowania. Zatem
niektére definicje czy twierdzenia, i to tylko wtedy, gdy ich przypomnienie
jest naprawde niezbedne, wlaczone zostaty do rozwigzan konkretnych zadan,
w ktérych sa bezposrednio stosowane. Moja praktyka dydaktyczna wskazuje,
ze taki uktad jest przez studentéw chetniej akceptowany, gdyz, zamiast stu-
diowa¢ kilka stron teoretycznych i abstrakcyjnych rozwazan, otrzymuja na-
tychmiast zastosowanie danego twierdzenia czy definicji.

Z tym wiaze si¢ tez kwestia jezyka uzywanego w niniejszej ksiazce. Sta-
ralem sie go maksymalnie uproéci¢ i — w miejsce terminéw abstrakcyjnych
— uzywaé pojeé intuicyjnie jasnych (a nawet potocznych!), choé kto§ moze,
i stusznie, sformutowaé zarzut, iz nie sa one wystarczajaco precyzyjne. Jed-
nakze celem moim bylo takie przedstawianie zagadnien, aby student bez wigk-
szego wysitku umial przetozyé trudne pojecia na konkrety, ktore sa o wiele
latwiej zrozumiale i przyswajalne. To takze obserwacja z wielu lat pracy
na uczelni. Zrozumienie tematu przez odbiorcéow zalezy w duzej mierze od do-
boru odpowiednio prostego jezyka, zwlaszcza na pierwszych latach studiéw.
Na podniesienie poziomu abstrakcji na pewno znajdzie sie czas w dalszym
toku ksztalcenia. Na poczatku studiéw dobrze jest uzmystowié¢ stuchaczom,
ze wiele nowych poje¢ czy twierdzen moze by¢ przez nich opanowanych juz
na gruncie dotychczasowej ich wiedzy i wyrobionej intuicji.

Liczac, ze niniejsza pozycja przyczyni sie cho¢ w niewielkim stopniu do lep-
szego zrozumienia (od strony praktycznej) niektérych zagadnief analizy, za-
checam jednoczednie do korzystania z innych zbioréow zadan, ktére dostarcza
materialu do wlasnej pracy, a ktérych ta ksiazka na pewno nie zastapi.

Na koniec chcialbym podkredlié, ze wszelkie uwagi, ktore pomoglyby
w ulepszeniu tego zbioru, w usunieciu zauwazonych bledéw, w rozszerze-
niu objasnien, ktére zdaniem Czytelnika okazaly sie jednak zbyt skape badz
niejasne, czy wlaczeniu do rozwiazan zagadnien pominietych, a wiazacych sie

bezposrednio z rozwazanymi problemami, beda dla mnie bardzo cenne!.

Tomasz Radozycki

'BE-mail: ksiazkimf@gmail.com
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Oznaczenia

Ponizej zamieszczamy uzywane w zbiorze oznaczenia i konwencje, aby unik-
naé ich powtarzania w kazdym rozdziale, w ktérym beda one stosowane.

e Liczby caltkowite dodatnie (bez zera) oznaczamy symbolem N:
N={1,2,3,...},

i nazywaé¢ bedziemy ,naturalnymi”. Jesli zaleze¢ nam bedzie na wla-
czeniu zera do tego zbioru, to napiszemy po prostu NU {0}, a liczby te
nazwiemy ,naturalnymi z zerem”.

e 7Zbior liczb rzeczywistych dodatnich, wymiernych dodatnich czy catko-
witych dodatnich oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio symbolami Ry, Q4
oraz Zy. Zachodzi naturalnie Z4 = N. Analogicznie symbole R_, Q_
i Z_ odnosi¢ sie beda do liczb ujemnych.

e Jesli w konkretnym zadaniu nie sa wprowadzone inne oznaczenia, to
symbolem X oznacza¢ bedziemy caly przestrzein.

o We wszystkich zadaniach, poza tymi zawartymi w rozdziale 3 oraz ostat-
nim z podrozdziatu 6.1, uzywamy jako domyslnej metryki euklidesowej
opartej na twierdzeniu Pitagorasa, ktora szczegélowo oméwiona jest
w zadaniu 1 podrozdziatu 3.1. W przypadku zbioru R redukuje sie¢ ona
do ,metryki naturalnej”, a wiec takiej, w ktorej odlegtoéé¢ dwdéch liczb
x iy dana jest wzorem d(z,y) = |z — y|.

e Przyjmujemy, ze kula jest otwarta. Przyktadowo kula o srodku w pew-
nym punkcie xg i promieniu r to zbiér punktéw x spetniajacych waru-
nek: d(xzg,x) < r. Jedli w jakim$ zadaniu potrzebna nam bedzie kula
domknieta, to napiszemy to w sposéb jawny.
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10

e Funkcja f jako odwzorowanie zbioru X w zbiér Y wymaga, formalnie

rzecz biorac, oprocz przepisu przyporzadkowania (np. wzoru na f(z))
podania takze samych zbioréow X i Y. Przyjmujemy zasade, ze jesli
w tekécie zadania nie sg one ustalone, to przez dziedzine funkcji rozu-
miemy maksymalnie obszerny zbidr, dla ktérego wzér funkcji ma sens.
7Z kontekstu omawianych zagadnien wynika zawsze, co rozumiemy przez
to sformutowanie. Przykladowo w podreczniku, w ktérym mowa jest
wylacznie o funkcjach rzeczywistych, na pewno nie bedziemy rozsze-
rzaé¢ dziedziny funkcji logarytm na plaszczyzne zespolona. Podobnie,
jesli nie jest podany zbiér Y, to domyslnie uwazaé¢ go bedziemy za toz-
samy ze zbiorem wartosci funkcji f.

Dziedzine funkcji oznaczaé¢ bedziemy na ogét symbolem D.

Poziomice (warstwy) funkcji f zdefiniowane jako zbiory
{xe D] f(x)=h},

gdzie h € Y, oznacza¢ bedziemy symbolem Dj. Réwnowaznie mozna
takze napisaé: Dy, = f~1({h}).
Przez pojecie ,funkcja rosnaca” rozumieé¢ bedziemy funkcje liczbowa
spelniajaca

V'MJQED T < T2 = f(xl) < f(xQ) .
Podobnie z ,funkcjg malejaca” bedziemy mie¢ do czynienia, gdy

Varmep 1 <x2 = f(z1) > f(z2) .
Jedli spelnione sa jedynie warunki f(x1) < f(z2) lub f(x1) > f(z2), to
bedziemy méwié¢ o ,funkcji niemalejacej” lub ,nierosngcej”.
Symbol log oznaczaé¢ bedzie logarytm naturalny: logx = log, x.
Symboli := lub =: uzywaé bedziemy wszedzie tam, gdzie dana réwnosé
ma charakter definicji badZz wprowadzenia nowego oznaczenia i pra-
gniemy to szczegélnie podkreslic.
Klasy réwnowaznosci (abstrakcji) elementu x w relacji R oznaczymy
symbolem [z].
Symbolu ~ uzywaé bedziemy jako skrétowego zapisu oznaczajacego

wzachowuje sie jak”. Jesli na przykltad napiszemy, ze dla bardzo duzych
x a(x) ~ b(x), to bedziemy przez to rozumied, iz

a(z) _
a00 b(z) L.
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Badamy zbiory i relacje

1.1 Wykazujemy proste tozsamosci

Problem 1

Wykazemy, ze
A\C C(A\B)U(B\C), (1.1.1)
gdzie A, B, C' sa zbiorami.

Rozwigzanie

Rozwiazywanie zadan z rachunku zbioréw, podobnych do rozpatrywanego
ponizej, warto rozpoczaé¢ od wykonania rysunku, ktéry pozwoli nam ltatwiej
wyobrazi¢ sobie, czego chcemy dowiesé. Czasami tez rysunek taki moze nawet
uchroni¢ nas przed bezskutecznym dowodzeniem nieprawdziwej tezy. Na ry-
sunku 1.1 przedstawiliémy w postaci két trzy zbiory A, B oraz C' w pewnej
szczegblnej konfiguracji. Po lewej stronie zaznaczony zostal szarym kolorem
zbiér A\ C, a po prawej (A\ B) U (B \ C). Z rysunku wynika, ze w istocie
zachodzi inkluzja podana w tresci zadania.

Przedstawiony rysunek jest jedynie przyktadowy. Nalezaloby wykonaé od-
powiednio zmodyfikowane szkice takze dla kilku innych konfiguracji zbioréw
(np. gdy ktéres z nich lub wszystkie sa rozlaczne). Jednakze nawet ten je-
den juz pozwala nam wyrobi¢ sobie pewna intuicje. Rysunki tego typu nosza
nazwe diagraméw Venna.
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12 1 BADAMY ZBIORY I RELACJE

AL @

A\lC (A\B)u(B\C)

Rysunek 1.1: Lewa i prawa strona zwiazku (1.1.1).

Przypomnijmy teraz prawa rachunku zbioréw, ktére moga sie przydaé:

AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO), (1.1.2)
rozdzielnos¢ przeciecia wzgledem sumy,
Au(BNC) = (AuB)N(AuUCQ), (1.1.3)

rozdzielnosé sumy wzgledem przeciecia.

Jedli wyobrazimy sobie, ze wszystkie rozwazane zbiory sa podzbiorami
pewnej przestrzeni, ktora oznaczymy X, to mozemy zdefiniowaé dopelnienie
zbioru. Dla danego zbioru S dopelnieniem tym bedzie zbiér wszystkich ele-
mentéw przestrzeni X, ktére do S nie nalezg. Oznaczymy je symbolem S’.
Zgodnie z definicja mamy S’ = X \ S. Wéwczas réznice zbioréw wystepu-
jace w tresci zadania mozna, przy uzyciu dopelnienia, zapisa¢ w nastepujacy
sposéb:

A\B=ANnBAB".
Wykorzystamy ten zapis w naszym dowodzie.

Aby wykazaé¢ prawdziwos¢ (1.1.1), wyjdziemy od jego prawej strony i be-
dziemy ja przeksztalca¢. Musimy przy tym mie¢ w pamieci cel, do ktorego
zmierzamy. Otéz cheemy wykazaé, ze A\ C jest podzbiorem zbioru (A\ B) U
(B\ C) lub tez — i to bedzie dla nas wazniejsze — zbiér (A\ B) U (B \ C)
jest nadzbiorem zbioru A\ C. Céz to znaczy, ze dany zbiér S jest nadzbio-
rem pewnego zbioru 17 Ot6z oznacza to, ze jest on suma zbioru 7T i ,,czego$
jeszcze”:

S=TU[--], (1.1.4)
przy czym zupelnie nieistotne jest, jaki zbiér kryje sie pod symbolem [---].
W naszym dowodzie pdjdziemy wtadnie ta droga: postaramy sie, wykorzy-
stujac (1.1.2) i (1.1.3), tak przeksztalcaé¢ prawa strone (1.1.1), aby uzyskaé
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1.1 WYKAZUJEMY PROSTE TOZSAMOSCI 13

wyrazenie (A\ C)U[---]:

(A\B)U(B\C) = (AnBYu(BnC)=[Au(BnCHN[B U(BNC")]
=[(AuB)N(AuC)|Nn[(B'uB)n(B'uC],
(1.1.5)

gdzie dwukrotnie zostalo wykorzystane prawo (1.1.3). Jak wiadomo, operacja
polegajaca na wzieciu czeéci wspdélnej zbioréw jest taczna:

(RNS)NT=RN(SNT). (1.1.6)

Oznacza to, ze w otrzymanym powyzej wyrazeniu mozna pominaé¢ wszystkie
nawiasy prostokatne, bo jakbyémy ich nie wstawili, otrzymamy zawsze ten
sam wynik. Zauwazmy ponadto, ze pojawilo sie powyzej wyrazenie (B’ U B),
czyli suma zbioru i jego dopelnienia. Taka suma to, naturalnie, cala prze-
strzen X, bo kazdy element przestrzeni nalezy albo do B, albo do B’. Mozna
wiec zamiast prawej strony (1.1.5) napisaé:

(AuUB)N(AuC)nXnB'ul, (1.1.7)

po czym w ogdle opusci¢ X, bowiem dla kazdego zbioru S mamy SNX = S.
W efekcie otrzymujemy:

(A\B)U(B\C)=(AuB)n(AuC)n(B'uc). (1.1.8)

ChcieliSmy po prawej stronie otrzymaé¢ wyrazenie A \ C, czyli AN C’,
ale niczego takiego na razie nie ma. Mamy co prawda A U C’, ale to zupel-
nie co innego. Otéz bardzo czesto przy przeksztalceniach réznych wyrazen,
gdy wiemy, co na konicu chcemy uzyskaé, oczekiwane wyrazenie ,wstawiamy
recznie”, oczywiscie w taki sposéb, aby nie naruszy¢ réwnosci (np. dodajac
i odejmujac to samo). W naszym przypadku wykorzystamy po prostu naste-
pujaca tozsamosc:

A=ANX=ANn(C'uC)=(AnCHU(ANC), (1.1.9)

w ktérej podkreslone zostalo interesujace nas wyrazenie. Wstawimy ja w miej-
sce A do pierwszego nawiasu w (1.1.8), po prawej stronie. Otrzymujemy zwia-
zek:

(A\B)U(B\O) = [(ANC)U{(ANC)UBYN{(AUC)N(B'UC)} . (1.1.10)

Suma teoriomnogosciowa oraz przeciecie sa taczne, wiec mieliSmy prawo bez-
karnie dopisa¢ nawiasy klamrowe, ktérych nie bylo w (1.1.8). Zastosujemy
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teraz prawo (1.1.3) w odniesieniu do sumy i cze$ci wspdlnej zaznaczonych
w ostatnim wzorze strzatkami. W wyniku tego uzyskamy:

(A\B)U(B\C) =[(AnC)Yn(AuC) N (B uC")] (1.1.11)
U {(AnC)uB}n(AuC)n(B'uC],

po opuszczeniu nawiaséw klamrowych tam, gdzie nie byly juz potrzebne.
Otrzymane wyrazenie ma posta¢ sumy dwoch zbioréw, z ktorych kazdy ujety
jest w prostokatne nawiasy. Pokazemy ponizej, ze pierwszy z nich réwny jest
po prostu ANC’, a drugi wéwczas jest nieistotny (czyli jest tym, co we wzorze
(1.1.4) oznaczyliSmy [---]).

Zbiér AN C’ jest oczywiScie podzbiorem zbioru AU C’, wiec
(AnCHYN(AuCHN(B'ulC)=AnCYNnB'UC). (1.1.12)
Zachodzi takze ANC’' c C' Cc B'U(’, zatem
(ANCHYN(B'UC)=ANnC' =A\C . (1.1.13)
W efekcie réwnaniu (1.1.11) mozna wiec nadaé¢ postac:
(A\B)U(B\C)=[A\CJU[--]DA\C.

Jak widzimy, teza zostata wykazana.

Na koniec warto dodaé, ze tego typu dowody mozna tatwo i wzglednie
prosto przeprowadzaé, postugujac sie prawami logiki. W tym celu wypiszemy
tabelke wartosci logicznych, uwzgledniajac wszystkie mozliwe wartosci dla
trzech zdan: x € A, xz € B oraz z € C (w biezacym zadaniu mamy 8 mozliwo-
$ci, ale tatwo sobie wyobrazié, ze przy bardziej rozbudowanych wyrazeniach,
z wieksza liczba zbioréw, tabelka bardzo sie rozrosnie). Aby wykazaé¢ (1.1.1),
musimy w niej takze zawrzeé zdania: x € A\ C, x € A\ B,z € B\ C oraz
x € A\ BUB\ C, a ich wartosci logiczne wynikaja juz z wartosci trzech
pierwszych zdan oraz z definicji operacji teoriomnogos$ciowych ,,\” oraz ,U".
Jak zwykle symbol 1”7 oznacza ,prawda”’, a symbol ,0” —  falsz”.
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reAzeBxeC e A\C z€A\B z€B\C € A\BUB\C

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0

Teraz wystarczy poréwnacé¢ kolumny czwartg i ostatnia, aby przekonacé sie, ze
prawdziwa jest implikacja:

re A\C = z€A\BUB\C, (1.1.14)

ktéra w jezyku zdan logicznych oznacza to samo co (1.1.1) w jezyku teorii
mnogoéci. Zatozylidmy tutaj, ze Czytelnik zna podstawowe prawa rachunku
zdan i wie, ze prawdziwe sa implikacje: 0 — 0,0 = 1,1 = 1,
a falszywa 1 = 0.

Problem 2

Niech A, B i C beda zbiorami, a symbol + oznacza ,réznice syme-
tryczng” zbiorow:

A+B:=(A\B)U(B\A). (1.1.15)
Wykazemy tozsamosci:
a) +~(B+C)=(A+B)+C, (1.1.16)
b) N(B+C)= (AﬂB) (ANnC), (1.1.17)
c) A+B: (AUB)\ (AN B). (1.1.18)

Rozwigzanie
Pierwsze réwnanie, od ktérego zaczniemy, mozna nazwacé¢ wlasnoscia tacz-

nosci dla réznicy symetrycznej. Drugie to po prostu rozdzielnosé¢ czesci wspol-
nej wzgledem réznicy symetryczne;j.
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Tozsamo$é a)

Wyjdziemy od lewej strony réwnania (1.1.16) i bedziemy ja przeksztalcaé,
wykorzystujac (1.1.2) oraz (1.1.3). Przydadza nam sie takze wlasnosci tacz-
nosci i przemiennosci dla sumy i przeciecia:

RU(SUT) = (RUS)UT, RUS=SUR, (1.1.19)
RN(SNT)=(RNS)NT, RNS=5SNR, (1.1.20)

oraz prawa de Morgana:
(SNR) =S UR, (1.1.21)
(SUR) =S8nNnR". (1.1.22)

Jak pamietamy z poprzedniego przykladu, symbol S’ oznacza dopelnienie
zbioru S do przestrzeni X: 8" = X \ S. Wiemy tez, ze wyrazenie S \ R
zapisa¢ mozna jako S N R'. Mamy wigc:
A=+ (B+C) = {AN[(BNC"U(B'NnC)"YU{A'n[(BNCYU(B'NC)]} . (1.1.23)
Idea dowodu polegaé bedzie na rozwinieciu prawej strony powyzszej row-
nosci i odpowiednim pogrupowaniu wyrazéw. Najpierw przeksztalcimy pierw-
sze wyrazenie w nawiasach klamrowych, wykorzystujac kilkakrotnie prawa
de Morgana:
AN[(BNC)Y U (B'NnO) =An[(BNnC"Yn(B'NnC)] (1.1.24)
= An[(BuC)n(BulH=An(B'uC)n(BuUC).
Nawiasy prostokatne mozna bylo opuscié¢ ze wzgledu na wlasnoéé tacznosci
dla czesci wspolnej. Rozwijajac to wyrazenie dalej, tym razem przy uzy-
ciu (1.1.2), otrzymujemy:

ANB uO)N(BUC)=[(AnBYU(ANnC)n(BUC) (1.1.25)
= (ANB'NB)UANB'NC"YU(ANCNB)U(ANCNC").
3 3

Jak widzimy, pojawily si¢ powyzej dwa zbiory puste jako wynik przeciecia
danego zbioru z jego dopelnieniem: BN B’ = C N C’ = (). Oczywiste jest,
ze czeS¢ wspolna zbioru pustego z jakimkolwiek innym zbiorem takze jest
zbiorem pustym, a zbiér () w teoriomnogo$ciowej sumie mozna w ogdle po-
minaé (bo ,dodawanie zera” nic nie zmienia). W efekcie mamy:

AN[(BNnCHYUB' NC)) =(ANB' NCYU(ANCNB). (1.1.26)

Wréémy teraz do drugiego wyrazenia w nawiasach klamrowych w for-
mule (1.1.23). Rozwiniemy je, korzystajac najpierw z rozdzielnosci przeciecia
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wzgledem sumy, a nastepnie z tacznosci sumy:
ANn[(BNC)YU BNO=[ANnBNCHU[AN(B' NC)
= (ANBnNnCHUA'NB'NC). (1.1.27)
Wstawimy teraz po prawej stronie (1.1.23) otrzymane powyzej wzory:
A+ (B=+C)= (AnB' NnChYUANCNB)UANBNnCYUuA'NnB'NC).

(1.1.28)

Otrzymalismy wyrazenie, ktore jest suma czterech zbioréw. Dwa z nich
zostaly podkreslone i bedzie o nich mowa nizej. Nie jest to jeszcze koncowy
wynik, ale bardziej wprawne oko mogloby juz w tym miejscu uzna¢ dowodd
wlasdciwie za zakonczony. Dlaczego? Otdz dlatego, ze po prawej stronie mamy
pelna symetrie wzgledem dowolnej zamiany nazw zbioréw A, B i C'. Ponadto
z samej swojej definicji operacja + jest przemienna. Dlatego tez (po lewej
stronie) w miejsce A+ (B-+C') moglibySmy réwnie dobrze napisaé (B+C)+ A,
a nastepnie, postugujac sie wspomniang symetria, tatwo uzasadnilibysmy,
ze wyrazenie to musi byé¢ réwne takze (A + B) + C' i tym samym spelniona
jest réwnosé (1.1.16).

My jednak postapimy w zapowiedziany wczesniej sposob i tak pogrupu-
jemy wyrazy w (1.1.28), aby otrzymaé teze. Powstaje pytanie, jak nalezy to
zrobi¢. OdpowiedZ na nie jest prosta: ,nalezy to zrobié¢ tak, aby otrzymadé
teze”, co oznacza po prostu uzyskanie prawej strony réwnania (1.1.16), czyli
(A + B) + C. Czy mozemy dostrzec w (1.1.28) fragmenty tego wyrazenia?
Ot6z tak, jesli przypomnimy sobie, iz A+ B = (AN B)UA'NB). W podkre-
Slonych wyrazach wystepuja wlasnie te poszukiwane fragmenty, a C’ bedzie
mozna po prostu ,wylaczyé¢ przed nawias”. W pozostalych dwéch wyrazach
przed nawias wylaczy¢ bedzie mozna C. Otrzymujemy:

A+ (B=+C) (1.1.29)
= AnB'NnChYuA nNBNCHYU(ANCNB)U(A' NB' NC)
={[(AnBYuA'NB)NCYU{[(ANnB)U(A NnB)NC}
=[(A+-B)nCMU{[(AnB)U(A'NnB)NC}.

Widaé, ze jesteSmy juz prawie u celu i potrzebne nam jest jedynie uzasad-
nienie, ze podkreslone wyrazenie to (A + B)'. Jest tak rzeczywiscie, bowiem

(A+ B) (1.1.30)
=[(AnBYuANB) =AnNBYNANB) =(AUB)N(AUB)
= (ANAUANBYUBNAUBNB)=(ANB)YU(BNA).

T T
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Otrzymujemy zatem tozsamosé¢, ktora pragneliSmy udowodnié:

A+-(B+C)=[(A+-B)nC'lU[(A+-B)nC]=(A=+B)=C.

Tozsamo$é b)
Dowdd (1.1.17) jest znacznie prostszy. Sklada sie na niego ponizszy ciag prze-
ksztalcen:

AN (B+C)=An[(BNnC)U (B NnC) (1.1.31)
=[AN(BNCHUANB NC)]=[(ANnB)NCTU[(ANC)N B']
=[(AnB)N (C’U/Tl’)] ulAnc)n (B’U/Tl’)] .

Przeksztalcenia te sa jasne. Wyjasnienia wymaga jedynie dopisanie zbioru
A" w miejscach oznaczonych strzatkami. Otéz zbiér (A N B) jest podzbiorem
zbioru A, wiec ma zerowe przeciecie z jego dopelnieniem: (AN B) N A" = 0.
Podobnie (AN C)N A" = (. Oznacza to, ze w zaznaczonych miejscach dopi-
saliSmy po prostu zbiory puste.

Aby zakonczyé dowdd, wystarczy wykorzystaé pierwsze prawo de Mor-
gana (1.1.21), po czym zwina¢ wyrazenie (1.1.31):

AN (B=+=C)=[(AnB)N(CNA)JU[(ANC)N (BN A)| (1.1.32)
= [(ANB)\ (CNAU[ANC)\(BNA)]=(ANB)+(ANC).

Tozsamos$é b) zostala w ten sposéb wykazana.

Tozsamo$é c)
W ostatnim przypadku przeksztalcimy wyrazenie po lewej stronie, najpierw
korzystajac z definicji (1.1.15):

A+B=(A\B)U(B\A) =(ANB)U(BNA), (1.1.33)

a nastepnie z rozdzielnosci sumy zbioréw wzgledem czesci wspolnej (1.1.3)
oraz z prawa de Morgana (1.1.21), otrzymujac

A+B=(AuB)Nn(AuA)n(B'UB)N(B'UA")=(AUB)N (B'UA4)
X X
= (AuB)N(BNA)Y =(AuB)\ (ANB), (1.1.34)

co konczy dowdd.

W tego typu przyktadach gléwna trudnosé polega na wyborze przeksztal-
cen, jakich zdecydujemy sie dokonywaé na teoriomnogosciowych wyrazeniach.
Na ogoét bowiem moga by¢ one wykonywane na bardzo wiele sposobow. Rada,
jakiej mozna tu udzielié¢, jest taka, aby zawsze mie¢ w pamieci cel, do ktorego
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dazymy. Nie nalezy wiec ,mechanicznie” przeksztalca¢ wzoréw, lecz w taki
sposéb, aby uzyskiwaé¢ w nich pozadane struktury.

Problem 3

Niech A, B, C'i D beda zbiorami. Wykazemy, ze
(AUB)+-(CUD)Cc(A+-C)u(B=+D). (1.1.35)

Rozwigzanie

Na rysunku 1.2 przedstawilismy szarym kolorem zbiory, ktére wystepuja
po lewej i po prawej stronie (1.1.35). Przynajmniej dla tej przykladowej konfi-
guracji zbiorow A, B, C'i D widzimy, ze zbiér po lewej stronie faktycznie jest
podzbiorem tego po prawej. Warto bytoby, aby Czytelnik, w ramach ¢wiczen,
wykonal podobne rysunki takze dla odmiennych konfiguracji.

.‘ .‘
[ NOTA N N
‘ ‘

(AuB)+(CuD) (4+C)u(B=D)

Rysunek 1.2: Przykladowa konfiguracja zbioréw z réwnania (1.1.35).

Metoda dowodu, jaka zastosujemy w tym przypadku, bedzie polegata
na rozwinieciu obu stron (1.1.35) i poréwnaniu ich. Zacznijmy od lewej strony,
korzystajac kolejno:

(1) z definicji operacji + podanej w tresci poprzedniego zadania,

(2) z drugiego prawa de Morgana (1.1.22),

(3) z wlasnosci rozdzielnosci czesci wspdlnej wzgledem sumy (1.1.2),
(4) z wlasnosci tacznosci czesci wspoélnej (1.1.20) oraz sumy (1.1.19).
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Aby nie przerywaé toku przeksztalcen, pod kazda réwnoscia zaznaczymy,
z ktérej wlasnoéci w danym miejscu korzystamy.

(AUB)+(CUD) =[(AUB)N(CUD)|U[(AUuB) n(CuUD)]

)
5 [(AuB)N(C'NnDHuU[(ANnB)Yn(CuD) (1.1.36)
(3:) {[An(C'nDHuBn " nDH}yu{l(AnB)YnClu[(4 nB)n D]}
@(Amc’mD’)u(BmC’mD’)U(A’mB’mC)U(A’mB’mD)]

Zostawimy teraz na chwile otrzymane wyrazenie i w podobny sposéb prze-
ksztalcimy prawa strone (1.1.35):

C

(A+C) (B+D)(?) (ANCHUA'NnC)u[(BND)Yu (B NnD)

=(AnCcHhuA'nC)u(BNnD)U(B'NnD) (1.1.37)

—
s

(AnCHYu(BnDHYU(A'nC)u(B'NnD),

gdzie na koniec przestawiliémy sktadniki sumy, korzystajac z jej przemienno-
Sci (1.1.19).

Poréwnanie otrzymanych powyzej wyrazen (1.1.36) oraz (1.1.37) poka-
zuje, ze oba stanowig sumy czterech zbioréow. Co wiecej, kazdy ze sktadnikéw
teoriomnogosciowej sumy (1.1.36) jest podzbiorem odpowiedniego skladnika
sumy (1.1.37):

ANnC'nD c AncC’,
BnC'nD' c BND', (1.1.38)
AnNnBnCcAncC,
AnNnBnNnDcBnNnD,
(1.1.39)

skad wnosimy, ze zachodzi poszukiwana teza:

(AUB)+(CUD)C(A+=C)u(B+D).
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1.2 Znajdujemy zbiory na ptaszczyznie

Problem 1

Niech A; bedzie zbiorem punktéw na plaszczyznie zdefiniowanym na-
stepujaco:

Ay ={(z,y) eR?* | y>ta® N y< —ta®+1}, (1.2.1)
gdzie t € R. Znajdziemy zbiory
B:= |J A, oraz C:= () A. (1.2.2)
te[l,00] te[l,00]

Rozwigzanie

Rozwiazanie tego typu zadan sktada si¢ zazwyczaj z dwoch etapow. Naj-
pierw, wykorzystujac rysunek i postugujac sie wyobraznig, formutujemy wste-
pna teze (czyli w naszym przypadku konkretna postaé¢ wzoréw B i C'). Krok
drugi to Sciste wykazanie odgadnietej tezy.

W celu wykonania pierwszego kroku przedstawiliSmy na rysunku 1.3 kilka
zbioréw A; dla réznych wartosci parametru t. Im wieksza wartosé ¢, tym ciem-
niejszym kolorem narysowany jest odpowiedni zbiér. Rysunek wykonany zo-
stal dla t = 1,2,4 oraz 50 (startujemy naturalnie z ¢ = 1, co wynika z tresci
zadania i definicji szukanych zbioréw B i C'). Polozenie zbioréw Ap, As, Ay
oraz Asp daje nam pewne wyobrazenie o tym, jak bedzie wyglada¢ ich prze-
ciecie oraz suma. Przede wszystkim z rysunku tatwo mozna wywnioskowad,
ze dla 1l < t1 < t9 <tz < ... zachodzi:

Al D Ay DA, DAL D ..., (1.2.3)

czyli wszystkie kolejne zbiory zawieraja sie w pierwszym (A;). Oznacza to,
ze powinnismy mieé:
B= |J 4=4. (1.2.4)
te[l,00(

I to jest nasz pierwszy wniosek, ktory ponizej bedziemy sie starali udo-
wodnié. Drugi wniosek dotyczy czesci wspolnej zbioréw. Z zawierania (1.2.3)
wynika takze, iz

A1NAy, = Ay
AiNAy NA, = Ay NA, = Ay, (1.2.5)
AT N Ay NA, N A = Ay, N A = Ayy
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Rysunek 1.3: Kilka przyktadowych zbioréw A;.

i tak dalej. Mozna stad wnosi¢, ze zbior C' bedzie mial postaé¢ otwartego
odcinka )0, 1] lezacego na osi y, czyli
C= (] A ={0}x]0,1[. (1.2.6)
te[l,00]
Jakikolwiek punkt poza nim nie bedzie nalezal do pewnego Ay, a jedli tak, to
nie bedzie nalezal takze do czesci wspdlnej (1.2.2).

Przystapimy teraz do drugiej czesci zadania, czyli do Scistych dowoddéw
obu postulowanych tez. Wykazanie pierwszej z nich sprowadza si¢ do udo-
wodnienia zawierania (1.2.3), ktére odczytaliémy z rysunku. Wezmy zatem
dowolne parametry t; oraz to spelniajace to > t; > 1. Sprawdzimy, ze jesli
dany punkt na plaszczyznie, o wspétrzednych (z,y) nalezy do Ay,, to nalezy
réwniez do Ay, . Mamy:

(z,9) € Ayy = y>tax? A y< —tox® +1. (1.2.7)
Poniewaz to > t1, wiec takze tox? > 22, przy czym réwnoéé zachodzi jedynie
dla z = 0. W konsekwencji
y>thr? = y>tiz?. (1.2.8)
Analogicznie dla ty > t zachodzi —tor? < —t12? oraz —tox?+1 < —t1x2+1.
Otrzymujemy zatem:
y< -t +1 = y< —tix?+1. (1.2.9)
Obie otrzymane nier6wnosci oznaczaja wspoélnie, ze (x,y) € A, . Wykazali-
$my zatem implikacje:
(x,y) € A&, = (x,y) € Ay, (1.2.10)
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dla dowolnych z i y. Implikacja ta oznacza dokladnie potrzebne nam zawie-
ranie: A, C Ay . Pierwsza z tez mamy zatem udowodniona. Skoro bowiem
Az, zawiera sie w Ay, , to wszystkie zbiory A; dla ¢ > 1 zawarte sa w A;, skad
wniosek (1.2.4).

Przejdziemy teraz do drugiej tezy. W ramach dowodu musimy wykazaé
dwie wlasnosci zbioru C"

1. Wszystkie elementy zbioru {0}x]0, 1[ naleza do C.
2. Jakikolwiek punkt nienalezacy do zbioru {0}x]0, 1], nie nalezy do C.

Wykazanie obu tych wlasnosci oznaczaé¢ bedzie réwnosé zbioréw {0}x]0, 1]
oraz C. Zacznijmy od pierwszej z nich. Jesli punkt o wspélrzednych (x,y)
nalezy do zbioru {0} x]0, 1[, oznacza to, ze wspdlrzedne te maja de facto
postaé (0,y), gdzie 0 < y < 1. Wstawmy wiec te wspo6lrzedne do nieréwnosci
definiujacych zbiér A;. Otrzymujemy:

y>t-0 AN y<—-t-04+1 = y>0 A y<1, (1.2.11)

ale to jest przeciez dokladnie naszym zatozeniem. Powyzszy ukltad nieréw-
nodci jest zatem prawdziwy, i to niezaleznie od wartosci t. W konsekwencji
punkt o wspétrzednych (0,y), gdzie 0 < y < 1, nalezy do wszystkich A,
a wiec takze do ich cze$ci wspdlnej. A skoro tak, to nalezy réwniez do zbioru
C, co chcieliSmy wykazad.

Teraz przystapimy do dowodzenia drugiej wlasnoéci. Wezmiemy jakikol-
wiek punkt lezacy poza zbiorem {0} x]0, 1[. Jego wspélrzedne x i y sa usta-
lone. Mozliwe sa tu nastepujace sytuacje (niekoniecznie wykluczajace sie):
z #01lub y > 1 lub y < 0. Rozpatrzymy je po kolei.

e Dla x # 0 nieréwno$é y > tz? mozna przepisaé¢ w postaci t < y/x2. Czy
jest mozliwe spelnienie tej nieréwnosci dla dowolnego ¢t > 17 Oczywiscie
nie, bo prawa strona jest ustalona (jest to konkretna liczba), a ¢ po
lewej mozna wybraé¢ dowolnie duze. Oznacza to, ze istnieje takie ¢ > 1,
iz (z,y) ¢ A;. W konsekwencji (z,y) nie moze tez naleze¢ do czesci
wspdlnej zbioréw, czyli do C.

e Dla y > 1 nie jestedmy w stanie spetnié nieréwnoéci y < —tz? +1, gdyz
liczba po prawej stronie jest co najwyzej réwna 1 (pamietamy, ze ¢ jest
dodatnie), a nieréwnos$¢ jest ostra. Taki punkt nie moze wiec nalezeé
do A; dla t > 1, a zatem nie moze naleze¢ do C.

e Dla y < 0 rozumowanie przebiega w analogiczny sposéb. Tym razem
nie mozemy spetni¢ nieréwnoéci y > tz?, gdyz liczba po prawej stronie
jest nieujemna.
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Whiosek: zaden punkt lezacy poza zbiorem {0}x]0, 1[ nie nalezy do C,
a kazdy punkt nalezacy do tego zbioru nalezy takze do C'. W ten sposéb
wykazali$émy réwnosé (1.2.6).

Problem 2

Zdefiniujmy na plaszczyznie zbior A; jako iloczyn kartezjanski:

Ay =[-t—1,t+1] x[t,2t+2] dlat>0. (1.2.12)
Zmajdziemy zbiory
B:= J A, oraz C:= ()] A (1.2.13)
tel0,1] t€[0,1]

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim przykladzie mamy tu do czynienia ze zbio-
rami na plaszczyznie, ktére mozna wzglednie latwo narysowaé. Dla kazdego
ustalonego t zbiér A; jest prostokatem (brzeg i wnetrze) o wierzchotkach
w punktach o wspotrzednych:

(—t—1,0), (t+1,t), (t+1,2t4+2), (—t—1,2t+2). (1.2.14)

Poniewaz zgodnie z (1.2.13) interesowac nas beda wartosci parametru ¢ z prze-
dziatu [0, 1], wykresliliémy na rysunku 1.4 kilka takich prostokatéw, poczaw-
szy od t = 0 (najciemniejszy prostokat), az do t = 1 (najjasniejszy prostokat).

Jak wynika z rysunku, suma wszystkich zbioréw (czyli zbiér B) powinna
byé szesciokatem o wierzchotkach:

(-1,0), (L,o), (2,1), (2,4, (-2,4), (-2,1). (1.2.15)
Z kolei czesé wspdlna (zbiér C') to prostokat o wierzchotkach:

Wykazemy ponizej, ze tak faktycznie jest. Zacznijmy od zbioru B. Dany
punkt na plaszczyznie nalezy do zbioru B, o ile nalezy do chociaz jednego
prostokata A; dla jakiego$ ¢t € [0, 1]. Stwierdzeniu temu mozna nadaé postaé
ponizszego zdania:

(,y) €B <= ey —t—-1<z<t+1 A t<y<2t+2. (1.2.17)

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



1.2 ZNAJDUJEMY ZBIORY NA PLASZCZYZNIE 25

-2 -1 o 1 2

Rysunek 1.4: Uklad kilku zbioréw A; dla 0 < ¢t < 1.

Oznacza to, ze dla danego (z,y) € B musi istnie¢ parametr ¢ spelniajacy
uktad sze$ciu nieréwnosci:

t>0, t<1, t>2—x—1, (1.2.18)
t>x—1, t<vy, t>y/2-1,
ktérym mozna nadaé bardziej zwarta postac:
max{0,—z — 1,z — 1,y/2 — 1} <t < min{l,y} . (1.2.19)

W tym miejscu musimy sobie u$wiadomié, ze niewazne jest, ile to t wy-
nosi. Wazne jest jedynie, aby takie t istniafo! Jedli odpowiednie t istnieje,
to (z,y) € B. Jedli nie istnieje, to (x,y) € B. Kiedy wiec jestesmy w sta-
nie znalez¢ jakiekolwiek ¢ spelniajace (1.2.19)? Odpowied? jest dosy¢ jasna:
wtedy, gdy spelniona jest nieréwnosé:
max{0,—z — 1,z —1,y/2 — 1} < min{1,y} . (1.2.20)
Jedli jednak najwieksza z liczb po lewej stronie musi by¢ mniejsza (badZ
réwna) od najmniejszej liczby po prawej, to jest to réwnowazne stwierdzeniu,
iz kaZda z liczb po lewej stronie musi by¢ mniejsza (badZ réwna) od kazdej
liczby po prawej. Mamy wiec nastepujacy uktad nieréwnosci, ktére musza
by¢ jednocze$nie spelnione:
0<1, —xr—1<1, r—1
0<y, —r—1<y, r—1

1, y/2—1<1,

Y, y/2—-1<y. (1.2.21)
Otrzymany uktad nieréwnoéci nie zawiera juz parametru t i definiuje szu-

kany zbiér B. Nieréwnosci tych jest dosy¢ duzo, ale czes¢ z nich mozna od-

rzucié¢, bo albo sa spelnione zawsze, albo wynikaja z tych, ktére pozostawimy.

<
<
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W ten sposéb otrzymujemy:
B:{(av,y)eR2 | —2<2<2 AN 0<y<4d ANyz2—-z—1 AN y>z—1}.
(1.2.22)
Znajdujac punkty przeciecia par prostych sposrod:
xr=-2, z=2, y=0, y=4, y=—z—-1, y=x—-1, (1.2.23)
tatwo sie przekonaé, ze zbidr ten jest wlasnie szesciokatem (1.2.15), co prze-
widzieliSmy na podstawie rysunku.

Przystapimy teraz do rozwiazania drugiej czesci zadania, czyli znajdowa-
nia zbioru C'. Gdybys$my chcieli napisaé¢ zdanie logiczne podobne do (1.2.17),
to jedna rzecz ulegnie zmianie. Teraz punkt (z,y) nalezal bedzie do C, o ile
nalezal bedzie nie do jednego, ale do wszystkich A;. Mamy zatem:

(z,y) €C = Ve —t-1<z<t+1 A t<y<2t+2. (1.2.24)
Wynika stad uktad czterech nieréwnosci, ktére rowniez musza byé spetnione
dla kazdego t € [0, 1]:

t>—x—1, tzx—1, t<y, t>y/2-1. (1.2.25)
Najbardziej rygorystyczne warunki otrzymamy, kltadac w nieréwnosciach typu
t > ... warto$¢ t réwna 0, a w nieréwnosciach typu t < ... warto$¢ ¢t réwna 1.
Dla tak wybranych wartosci uktad (1.2.25) musi by¢ spelniony, bo naleza one
do przedziatu [0, 1]. I wtedy bedzie juz spelniony automatycznie dla wszyst-
kich innych parametréw ¢ z tego przedzialu. Rozumowanie to prowadzi nas
do zbioru C' w postaci:

C={(z,y) eR? | —1<z<1 A 1<y<2}. (1.2.26)
Jak wida¢, zbidr ten jest faktycznie prostokatem o wierzchotkach (1.2.16).

1.3 Znajdujemy kresy zbioréw liczbowych

Problem 1

Wyznaczymy kresy gorny i dolny zbioru (o ile kresy te istnieja):
3yl —1
Slyl +1
Sprawdzimy takze, czy kresy te nalezg do zbioru X.

X::{xER|x: A yER}. (1.3.1)
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Rozwigzanie

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie kresem gérnym zbioru. Aby zbiér
liczbowy mégt mieé kresy (gérny czy dolny), to przede wszystkim musi byé
ograniczony (odpowiednio z géry badz z dotu). Powstaje zatem pytanie, czy
nasz zbiér jest ograniczony z gory. Aby to sprawdzié, przeksztalcimy wyra-
zenie na element x w nastepujacy sposéb:

:3\y]—1 :3]y\—|—3/5—8/5 :§_ 8 <§. (1.3.2)
5ly| +1 5ly| + 1 5 5(05lyl+1) 5

Ta ostatnia nieréwnosé jest oczywiscie ,jostra”, co pdzniej okaze si¢ wazne.
7 otrzymanego oszacowania wynika, ze zbiér X jest ograniczony z géry, bo
niezaleznie jakie wartosci podstawia¢ bedziemy pod ¥, otrzymane wyrazenie
zawsze bedzie mniejsze od 3/5.

Powstaje pytanie, czy liczba ta jest takze kresem tego zbioru, czy tez
wylacznie jednym z (nieskonczenie) wielu jego gérnych ograniczen. Wiemy,
ze kres gbérny jest najmniejsza z liczb ograniczajacych zbior z géry, o ile taka
istnieje. W przestrzeni liczb rzeczywistych bedzie ona istnie¢ na pewno, ale
w przestrzeni liczb wymiernych moze jej nie by¢. Za przyktad moze tu stuzyé
zbiér {qg € Q | ¢? < 2}, ktérego kresy (réwne ++/2) nie naleza do przestrzeni
Q (czyli de facto ich nie ma).

Wracajac do naszego zadania, trzeba stwierdzi¢, ze kluczowe jest teraz
zbadanie, czy gérnym ograniczeniem zbioru X moze by¢ jakas liczba mniejsza
od 3/5, np. 3/5 — €, dla pewnego malego dodatniego e. Jedli takiej liczby nie
ma, to kres réwny jest 3/5. Natomiast jesli jest, to musi zachodzié:

3yl—1 3
Sl s 1.3.3
Byl+1 5 (1.33)

Wykonujac przeksztalcenia analogiczne do (1.3.2), powyzszemu warunkowi
mozna nadaé postaé:

VyER x

\4 8 >

G+
Jasne jest, ze nie da sie spelni¢ tego wymogu. Prawa strona (czyli €) jest
ustalona, a lewa mozemy uczyni¢ dowolnie malta, wybierajac odpowiednio
duze y, wiec nieréwnosé¢ nie moze by¢ prawdziwa dla kazdego y € R. Nie
istnieje zatem e spelniajace (1.3.3). Wniosek: kresem gérnym zbioru X jest
liczba 3/5. Warto ustalié¢ jeszcze, czy kres ten nalezy do zbioru X, czy tez
pozostaje poza tym zbiorem. Odpowiedzi na to pytanie dostarcza (1.3.2).
ZwrociliSmy juz wyzej uwage, ze nierownosé ta jest ostra, co oznacza, ze
Vyer @ # 3/5. Liczba ta nie moze wiec naleze¢ do zbioru X.

(1.3.4)
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Poszukiwanie kresu dolnego takze musimy rozpoczaé¢ od ustalenia, czy
zbidr jest ograniczony z dotu. Tym razem przeksztalcimy wyrazenie na x
nastepujaco:

_3lyl =1 8ly[=5blyl -1 8yl
5ly| +1 5ly| +1 5ly| +1

> 1. (1.3.5)

Jak widac, zbidr jest ograniczony z dotu przez liczbe —1. OczywiScie ogra-
niczen jest nieskonczenie wiele. Aby ustali¢, jaki jest kres dolny zbioru X,
musimy znalezé najwieksza z tych liczb (naturalnie, o ile taka istnieje). Za-
danie to jest bardzo proste, co wynika z faktu, Ze nieréwnosé¢ (1.3.5) jest
yhieostra”. Wybierajac y = 0, znajdujemy x = —1. Mamy wiec od razu dwa
wnioski: kresem dolnym jest liczba —1 i kres ten nalezy do X . Podsumowujac,
znalezlismy:

sup X = g X, infX=-1eX. (1.3.6)

Pewna zagadke dla Czytelnika stanowi¢ moze to, skad wiedzieliSmy od ra-
zu, ze wyrazenia (1.3.2) oraz (1.3.5) nalezy przeksztalcaé akurat w taki spo-
s6b, aby wydzieli¢ z nich odpowiednio 3/5 oraz —1. Ot6z byto to podyktowane
postacia wzoru na x oraz intuicja: wida¢ bowiem bez zadnych rachunkéw,
ze z racji obecnoéci —1 w liczniku i +1 w mianowniku utamek mniejszy jest
od 3/5, a przybliza sie do tej wartosci dla bardzo duzych y. Jesli wiec wy-
dzielimy z niego warto$¢ 3/5, to pozostaje jedynie rozstrzygnaé, czy drugi
sktadnik jest dodatni czy ujemny. Okreslenie znaku jest na ogoét duzo prost-
sze niz znajdowanie konkretnej wartosci. Podobnie rzecz si¢ ma z kresem
dolnym, gdzie narzuca si¢ podstawienie y = 0, gdyz |y| przyjmuje wéwczas
najmniejsza wartosc.

Problem 2

Wyznaczymy kresy gérny i dolny zbioru:
Y ={yeR|y=(a+b)(1/a+1/b) N a>0Ab>0} (1.3.7)

oraz sprawdzimy, czy kresy te nalezg do zbioru Y.
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Rozwigzanie

Wyjdziemy od oczywistej nieréwnosci:

Vaper (a—0)2>0. (1.3.8)
Dzigki temu, ze a,b > 0, nieréwnosé¢ (1.3.8) przepisa¢ mozna w nastepujacy
sposéb:

21 p? b

a2 —2ab+b2 >0 < a>+b2>2ab a*; :%+—>2.u3m
a a

7 drugiej strony, patrzac na defincje zbioru Y, widzimy, ze liczbie y mozna

nadaé postaé:

1 1 a b
= bl—-+-|=-+—-4+2. 1.3.10
y m+)(a+b) ot ( )
Poréwnanie (1.3.9) oraz (1.3.10) prowadzi do wniosku, ze
a b
=—4+-+2>4. 1.3.11
y=4+o+ (1.3.11)

Zbiér Y jest ograniczony z dotu liczba 4. Jednocze$nie gdy po lewej stro-
nie (1.3.11) polozymy a = b, to nier6wno$¢ zmienia sie w réwnosé. Wynikaja
stad natychmiast dwa wnioski:

inffY =4, oraz infY €Y . (1.3.12)

Jedli chodzi o supremum zbioru Y, tatwo wykazaé, ze ono nie istnieje,
gdyz zbidr nie jest ograniczony z géry. Bardzo czesto, gdy badamy zachowa-
nie wyrazenia zaleznego od kilku zmiennych (w naszym przypadku od a i od
b), wygodnie jest na poczatku wszystkie, poza jedna, ustali¢, a badaé¢ zalez-
nos¢ od jedynej pozostawionej zmiennej. Potézmy wiec b = 1, co odpowiada
badaniu pewnego podzbioru zbioru Y. Jesli wykazemy, ze podzbiér ten jest
nieograniczony, to oczywiscie i sam zbiér Y jest nieograniczony. Mamy wiec:

a b
Y = {312 72)|

Co dzieje sie, gdy a zmierza do 07 Otéz wyrazenie to mozemy uczynié¢ dowol-
nie duzym, gdyz a+ 2 > 2, natomiast 1/a jest wigksze od dowolnej dodatniej
liczby M, o ile tylko wezmiemy a < 1/M. Podobnie, kladac a = M, znajdu-
jemy, ze

1
—a4+2+-. (1.3.13)
a

1
Yy =M +24 12> M. (1.3.14)

Podsumowujac, trzeba stwierdzié, ze nie istnieje liczba ograniczajaca zbidr
Y z gory.
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1.4 Sprawdzamy, czy R jest relacjg rownowaznosci,
szukamy klas abstrakcji i sporzadzamy wykres

Problem 1

Zbadamy, czy relacja zdefiniowana wzorem:
R={(x,y) €2 | (v—4y)/3 € L} (1.4.1)

jest relacja réwnowaznosci. Jedli tak, to znajdziemy klasy abstrakcji.
Sporzadzimy wykres relacji.

Rozwigzanie

Jak wiemy z wyktadu analizy, relacja R w zbiorze X jest po prostu pod-
zbiorem iloczynu kartezjanskiego X x X:

RCXxX.

Jedli wezmiemy pare elementéw tego zbioru, np. a i b, to méwimy, ze pozostaja
one w relacji, jesli (a,b) € R. Uzywa sie takze notacji aRb. Trzeba naturalnie
pamietaé, ze jesli para (a,b) nalezy do takiego podzbioru, to wcale jeszcze
nie oznacza, ze réwniez para (b,a) do niego nalezy. Relacje, dla ktérej ten
warunek jest jednak spelniony, nazywamy symetryczna. a’/Rb nie oznacza wiec
w ogdlnosci tego samego co bRa.

W matematyce, ale takze w fizyce, szczegdlnie wazna role odgrywaja tzw.
relacje rownowaznosci. Przypomnimy ponizej stosowna definicje. Relacje R
nazywamy relacjg réwnowaznoéci wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia ona trzy
warunki:

1. Dla kazdego = € X zachodzi: (z,x) € R. Relacje o tej wlasnosci nazy-
wany 2wrotng.

2. Dla kazdych z,y € X prawdziwa jest implikacja:

(z,y) e R = (y,x)€eR. (1.4.2)
Jak wspominaliémy wyzej, w takim przypadku méwimy o relacji syme-
tryczne;.
3. Dla kazdych z,y,z € X mamy:

(x,y) eR A (y,2) €ER = (z,2) €R. (1.4.3)

Relacja taka jest przechodnia.
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Zbadamy teraz, czy relacja (1.4.1) spelnia te warunki.

e Zwrotnos$é. Sprawdzi¢ musimy, czy (z,x) € R, a wiec czy

T — 4x

3 €. (1.4.4)
Warunek ten jest w sposéb oczywisty spelniony, poniewaz
r—4r =3z
= == — 1.4.5
oo, (1.45)

a x z zalozenia jest liczba catkowita. Relacja jest zatem zwrotna.

o Symetryczno$é. Teraz musimy upewnié sie, czy jesli n := (x — 4y)/3
jest liczba caltkowita, to takze mozna to powiedzie¢ o m := (y — 4z)/3.
W tym celu obliczymy sume tych dwdch liczb:

:C—4y+y—4x _rx—4dyt+y—do
3 3 3
3 3
AWty ez (1.4.6)
3 T, YL

n+m =

Skoro n € Z oraz n+m € Z, to naturalnie musi takze zachodzi¢ m € Z.
Relacja jest wiec symetryczna.

o Przechodnio$é. Tym razem zakladamy, ze n := (x — 4y)/3 € Z oraz
m = (y — 4z)/3 € Z, a celem naszym jest wykazanie, iz takze liczba
[ := (z —4z)/3 € Z. Podobnie jak w poprzednim punkcie obliczymy:

ntm—1l=" 34y + Y 34z 2 34z :—%y = _yeZ (147

Stad natychmiast wyplywa wniosek, ze [ € Z, czyli (z,2) € R. Relacja
jest wiec przechodnia.

Podsumowujac, stwierdzamy, ze relacja zdefiniowana w tresci zadania
w istocie jest relacja rownowaznosci. Jak wiadomo z wyktadu, zbioér Z roz-
pada sie w takiej sytuacji na klasy elementéw réwnowaznych (w tej relacji),
czyli tzw. klasy abstrakeji (réownowaznosci). Znalezieniem tych klas zajmiemy
sie ponizej.

Jedli liczby catkowite x i y pozostaja ze sobe w relacji, to naturalnie
k:= (y — 4x)/3 jest calkowite. Przeksztalcajac to réwnanie, napiszemy:

y = 4x + 3k . (1.4.8)

Podstawiajac tutaj pewne ustalone x € Z oraz rézne liczby catkowite k,
otrzymujemy te elementy y zbioru Z, ktére sa dla z réwnowazne. W ten
sposéb, biorac k = 0,+£1,+£2, ..., znajdujemy najpierw klase elementu = = O:

0] = {0,3,-3,6,—6,...} . (1.4.9)
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Podobnie:

1]z = {1,4,-2,7,-5,...},
2 = {2,5,—1,8,—4,...} . (1.4.10)
Zauwazmy, ze wiecej klas rownowaznosci nie ma. Np. x = 3 nalezy juz
do klasy [0]g, * = 4 do klasy [1|g itp. Dzieki wlasnosci przechodniodci re-

lacji (1.4.3) latwo jest bowiem wykazaé, ze jesli jaki$ element zbioru nalezy
do dwdch klas, to klasy te sa identyczne. W efekcie zachodzi:

Z=[0g Ulr U[2x , (1.4.11)

oraz
(1.4.12)

Rysunek 1.5: Wykres relacji (1.4.1).

Pozostaje nam jeszcze wykonaé wykres relacji. Bedzie go stanowit zbiér
wszystkich punktéw na plaszczyznie, ktorych wspélrzedne (catkowite) pozo-
staja ze soba w relacji. Punkty te przedstawione sa na rysunku 1.5 za pomoca
czarnych punktéw. Jak juz wiemy z (1.4.8), leza one na prostych y = 4x + 3k.
Te pomocnicze proste zaznaczyliSmy na wykresie przerywanymi liniami (pa-
mietajmy, ze nie cale linie, ale jedynie dyskretne, czarne punkty, tworza
wykres relacji). Naturalnie, dzigki symetrycznosci relacji punkty nalezace
do niej musza znajdowa¢ sie jednoczesnie na prostych typu (1.4.8), w ktérych
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x 1y zamienilibySmy rolami. Tak jest w istocie. Proste te zostaly przedsta-
wione liniami kropkowanymi. Szarg linia wykreslona jest wazna prosta y = «.
Ze wzgledu na wlasnosé zwrotnosci wszystkie punkty o catkowitych wspot-
rzednych musza by¢ na niej zaznaczone jako nalezace do R (kazde = pozostaje
w relacji z y = x). Z kolei wlasno$é symetrycznosci manifestuje sie na wy-
kresie niezmienniczoscia przy jego odbiciu wzgledem tej prostej.

Problem 2

Sprawdzimy, ze relacja:
R = {(x,y) € R? | z* —42? :y4—4y2} (1.4.13)

jest relacja rownowaznosci, znajdziemy klasy réwnowaznosci oraz
sporzadzimy wykres relacji.

Rozwigzanie

Relacja ta nalezy do szerszej klasy relacji definiowanych przez funkcje.
W naszym przypadku funkcja ta jest

p(z) = 2t — 422 (1.4.14)
a sama relacja zdefiniowana jest réwnaniem:

P(x) = 9(y) - (1.4.15)
Wykazemy ponizej, ze taka relacja w istocie jest relacja réwnowaznosci. De-
finicje znamy juz z poprzedniego zadania, wiec od razu mozemy przystapi¢
do sprawdzania poszczegdlnych warunkéw.

e Zwrotnosé. Naturalnie kazdy z elementéw x € R pozostaje w relacji
z samym soba, bo zawsze spelniony jest warunek ¢(z) = ¢(z).
¢

o Symetrycznosé. Poniewaz z ¢(x) = ¢(y) wynika, ze ¢(y) = ¢(x), wiec

relacja jest symetryczna.

e Przechodnio$é. Implikacja:

o) =o(y) N o(y) =d(z) = o(z)=9(2) (1.4.16)

jest prawdziwa w sposéb oczywisty, wiec relacja jest przechodnia.
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Mamy zatem do czynienia z relacja réwnowaznosci. Wiemy, ze okresla ona
rozktad zbioru liczb rzeczywistych na klasy réwnowaznych elementéw. Zba-
damy je ponizej. Zanim jednak do tego przejdziemy, zwréémy jeszcze uwage,
ze do tej pory nigdzie nie wykorzystaliSmy konkretnej postaci funkcji ¢(x)
i nasze wnioski sg stuszne dla dowolnej relacji zdefiniowanej przez funkcje.

Zalbézmy, ze chcemy ustali¢, jakie elementy pozostaja w relacji z wybra-
nym wczesniej elementem x. W tym celu musimy rozwazy¢ réwnanie (1.4.15),
w ktérym z jest ustalone, a y jest niewiadoma. Nalezy wiec rozwigzaé réw-
nanie:

yt— 4y? = 2t — 42? (1.4.17)

ze wzgledu na y. Najwygodniej jest przepisaé¢ je w postaci:

y'—at—dyP+da® = (P —a?) (v’ +a?) —A(yP —a?) = (v¥ —2?) (P +a?-4) = 0.

(1.4.18)
Jedli réwnanie to ma by¢ spelnione, to pierwszy badz drugi czynnik (badz
oba razem) musi by¢ réwny zeru. Z réwnania

y? — 2% =0 (1.4.19)
dostajemy dwie proste na ptaszczyznie: y = z i y = —z. Drugie:
v +2>—4=0, (1.4.20)

jest po prostu réwnaniem okregu o srodku w poczatku uktadu i promieniu 2.
Na tej podstawie mozemy od razu podaé klasy elementu x. Beda one liczy¢
od 2 do 4 elementow.

e Gdy |z| > 2, to (1.4.20) nie ma rozwiazan, bo lewa strona jest zawsze
dodatnia, wiec klase tworza jedynie rozwiazania otrzymane z (1.4.19):

(2] = {z,—x}. (1.4.21)

e Dla x = 2 réwnanie (1.4.20) ma jedno rozwiazanie y = 0, a oprocz tego
mamy y = £2 z (1.4.19), wiec

co réwnie dobrze mozna by oznaczy¢ [0] . Identyczny wynik otrzymamy
naturalnie dla x = —2.

e Gdy 0 < |z| < 2, to mamy w sumie cztery rozwiaznia, wiec tyle tez
elementow liczy¢ bedzie klasa

[2)p = {z, —x, V4 — 22, —V/4 — 22}, (1.4.23)
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poza szczegblnym przypadkiem z = 4++/2, gdy rozwigzania (1.4.19)
i (1.4.20) pokrywaja sie:

V2], ={v2.-v2}. (1.4.24)

Mamy wiec komplet klas réwnowaznoéci, a zatem pozostaje jedynie wy-
kona¢ wykres. Sprawa jest bardzo prosta, gdyz nalezy zaznaczy¢ na plasz-
czyznie wszystkie pary (z,y), ktére spelniaja réwnanie (1.4.18), a to przeciez
réwnowazne jest sumie logicznej (1.4.19) i (1.4.20). Na wykres zloza sie wiec
dwie proste i okrag, o ktérych méwiliSmy wyzej. Ponownie odnajdujemy tu
elementy, na ktéore zwréciliSmy uwage w poprzednim zadaniu: w sktad wy-
kresu wchodzi prosta y = = (zwrotnosé relacji), a caly wykres jest wzgledem
niej symetryczny (symetrycznosé relacji).

y
3,
y=x
V2
X
-3 \Z vz 3
-2
y=-x
-3t

Rysunek 1.6: Wykres relacji (1.4.13).

Znalezione wczesniej klasy mozna bardzo tatwo odczytaé z rysunku. Wy-
starczy wybra¢ pewne xg na osi poziomej i wystawi¢ z niego pomocnicza
prosta (pionowa): z = xg. Prosta ta w zaleznosci od wartosci zy przetnie wy-
kres relacji w 2, 3 albo 4 punktach. Wspoélrzedne y tych punktéow to wlasnie

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



36

1 BADAMY ZBIORY I RELACJE

elementy tworzace klase [zg]r. Naturalnie wsréd nich bedzie takze samo x
pochodzace od przeciecia prostych x = g oraz y = x.

Problem 3

Wykazemy, ze relacja

R = {(n, m)eN? | 2n*/meN VvV 2m*/n € N} (1.4.25)

nie jest relacjg rownowaznosci.

Rozwigzanie

Aby wykazaé, ze R nie jest relacjg rownowaznosci, wystarczy stwierdzic,

ze naruszona jest przynajmniej jedna z omawianych w poprzednich przykia-
dach wtasnosci: zwrotnosé, symetrycznosé lub przechodniosé.

o Juwrotnosé. Czy kazda liczba naturalna n pozostaje w relacji z sama

soba? Aby to sprawdzi¢, musimy do (1.4.25) podstawi¢ n w miejsce m
i sprawdzié, czy otrzymaliémy prawde. Mamy:
2n?

 —2neN. (1.4.26)
n

Zwrotnos¢ nie jest wiec naruszona.

Symetrycznosé. Sprawdzenie drugiej wlasnodci nie przedstawia zad-
nego problemu, gdyz warunek w (1.4.25) ma od razu symetryczna po-
sta¢, ktora nie zmienia si¢ przy zamianie n i m rolami. Jesli warunek
ten jest spelniony dla pary (n,m), to musi tez by¢ spelniony dla pary
(m,n). Jest to po prostu dobrze znana nam wlasnos¢ przemiennosci
sumy logicznej w (1.4.25).

Przechodniosé. O tym, ze relacja w tredci zadania nie jest przechod-
nia, a tym samym nie jest relacja rownowaznosci, mozna przekonac sie
na konkretnych przyktadach liczb n i m. Otz niewatpliwie (2,3) € R,
gdyz zdanie

2-22 8 2. 32

=—eN v
3 3° 2

—9¢eN, (1.4.27)
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jest prawdziwe, pomimo ze pierwszy sktadnik logicznej sumy jest fal-
szem. Analogicznie prawda jest, ze
2-22 8 252
=—-cN Vv
5 5
co oznacza, ze takze (2,5) € R. Jedli relacja mialaby wlasnosé prze-

chodnio$ci, to musialoby zachodzié¢ réwniez (3,5) € R. Tymczasem
zdanie:

=25¢eN, (1.4.28)

2.32 18 2.52 50
=—€eN v =—_¢eN 1.4.29
5 5 € 3 3 € ( )

jest w jawny sposéb falszywe.

Relacja R nie jest wiec relacja rownowaznosci.

1.5 Zadania do pracy wtlasnej
Zad. 1. Niech A, B,C, D beda zbiorami. Wykazaé, ze:

a) A\B=A=(ANB).
b) AUBUCUD =DU(A\ B)U(B\C)U(C\ D).
¢) (AUB)\C C (A\C)UB.

Zad. 2. Znalez¢ i narysowaé na plaszczyznie zbiory

B= U A; , oraz C = ﬂ Ay,
te(0,1] te(0,1]
jesli
a) Ay =[t,t +1] x [—t,—t +1].
b) Ay = [-2t —2,t] x [t — 1,2t].
c) A = {(z,y) € R?| (tz — 1)® + %% < 1}.

Odpowiedzi:

a) B jest szeSciokatem o wierzchotkach (0,0), (1,-1), (2,—1), (2,0),
(17 1)? (07 1); C = {(070)}

b) B jest szeSciokatem o wierzchotkach (1,0), (1,2), (—4,2), (—4,0),
(—=2,-1), (0,-1); C =[-2,0] x {0}.

c) B=R;xR; C=K((1,0),1).
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Zad. 3. Zbadaé, czy ponizsze podzbiory R sa ograniczone, i jesli tak, to
znalez¢ ich kresy.

a) A={(z+1)/(Jz| +2) |z € R}.
b) B={2/n—3/m|n,m € N}.
c) C={zeR,|||lz-1—|z—-2|| <2}

Odpowredzi:

a) Ograniczony z dotu iz géry, supX =1¢ X inf X = —-1¢& X.
b) Ograniczony z dotu i z gory, supY =2 Y, infY = -3¢Y.
¢) Nieograniczony.

Zad. 4. Zbadaé, czy podane relacje sg relacjami rownowaznosci. Jesli tak,
to znalezé klasy abstrakcji i — w pierwszych dwoéch przypadkach —
naszkicowaé wykresy relacji.

a) R={(z,y) € R?| cosx =cosy A |z| <37 Aly| < 3r}.

b) R={(z,y) e R*|z(z — 1) = y(y — 1)}.

c) Dana jest przestrzen X i pewien jej podzbiér Xy. Przyjmujemy,
ze podzbiory A oraz B sa w relacji, jesli zachodzi: A + B C Xj.
Zbadacé, czy tak okreslona relacja jest relacja rownowaznosci.

Odpowiedzi:

a) Relacja réwnowaznosci. Klasy: np. [0, = {0,—2m, 27}, (7], =
{m,—m,—3m,3r}.

b) Relacja réwnowaznoéci. Klasy: [z], = {x,1 — x} dla & # 1/2 oraz
[1/2]5, = {1/2}.

¢) Relacja réwnowaznosci. Kazdy zbiér C C X \ Xy definiuje pewna
klase abstrakcji.
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Badamy podstawowe wtasnosci funkcji

2.1 Szukamy zbioru wartosci i poziomic

Problem 1

Dane jest odwzorowanie f : R?> — R zdefiniowane wzorem:

flz,y) = g(x2+y2)+3:cy. (2.1.1)

Zbadamy, jaki jest zbior wartosci tego odwzorowania. Znajdziemy takze
i naszkicujemy przyktadowe poziomice (warstwy).

Rozwigzanie

Funkcja f okreélona na zbiorze D = R? przyjmuje wartosci w R, ale
to nie oznacza, ze taki jest wladnie zbiér wartosci. Musimy doktadnie ustali¢
f(D). Sprébujmy najpierw uproscié¢ sobie zagadnienie, ktadac y = x. Oznacza
to, ze zamiast calej dziedziny, czyli R?, rozpatrywaé¢ bedziemy tylko pewien
jej podzbiér ograniczony do linii prostej na plaszczyznie. Naturalnie w ten
sposéb otrzymamy jedynie podzbior szukanego zbioru f(D), ale i to moze
okazaé sie pomocne. Mamy:

)
f(z,z) = §(x2 + 23 +322=822>0. (2.1.2)

OtrzymaliSmy wyrazenie, ktére jest zawsze nieujemne i przyjmuje wszyst-
kie wartosci z przedzialu [0, 00[. Powstaje wiec pytanie, czy funkcja moze
przyjmowaé takze wartosci ujemne (jesli x # y), czy tez zachodzi po pro-
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stu f(D) = [0,00[. Odpowiedz znajdziemy, przeksztalcajac wzér na f(z,y)
w nastepujacy sposob:

5 3
floy) = 5@ +y") +3uy = S+ ") + 3y +2” +¢* (213)
3 3
= 5@ Fyt 2y + 2’ +yt = S(@ty) Hat 4y 20,

Wyrazenie to jest nieujemne jako suma kwadratow trzech liczb. Stad wynika,
iz rzeczywiscie zachodzi: f(D) = [0, 0o

W drugiej czesci rozwigzania znajdziemy i narysujemy poziomice funk-
cji f. Przy tej okazji ponownie ustalimy, jaki jest zbiér wartosci, co mozna
potraktowaé jako sposéb alternatywny. Jak wiemy, poziomice (czyli warstwy)
funkeji to takie podzbiory dziedziny (oznaczamy je symbolem Dy, ), na kto-
rych funkcja ta przyjmuje wybrana ustalona wartosé (réwna h):

Dy = {(z,y) € R? | f(z,y) =h}. (2.1.4)
Takimi poziomicami sa np. izobary lub izotermy na mapie lub tez punkty
o jednakowych wysokosciach nad poziomem morza. Naturalnie poziomice
mozna, w analogiczny sposéb, zdefiniowa¢ takze dla D = R™ lub dla innych
zbioréw, ale to nie bedzie nam w tym zadaniu potrzebne. Réwnowazna wobec
(2.1.4) definicja jest Dy, := f~'({Rh}), przy czym symbol po prawej stronie
oznacza po prostu przeciwobraz (jednoelementowego) zbioru i nie wymaga
on, aby funkcja byla odwracalna. Jest to zbiér tych wszystkich argumentéw,
dla ktorych wartosci naleza do zbioru {h}, czyli po prostu réwne sa liczbie h.

Mamy zatem do zbadania i do wykreslenia rownanie:

5
5(3:2 +y*) +3zy =h. (2.1.5)

Wykorzystamy tutaj metode, ktérag warto zapamietaé. Otéz stosunkowo ta-
two umiemy rysowal wykresy rownan kwadratowych niezawierajacych wy-
razéw ,mieszanych”, ktore sa iloczynami xy. Wchodzg w gre jedynie cztery
dobrze znane krzywe: okrag, elipsa, parabola i hiperbola, a ich standardowe
wzory sa nam dobrze znane. Jesli jednak we wzorze sa wyrazy iloczynowe,
to trzeba sie ich najpierw pozby¢. W tym celu nalezy pochyli¢ osie uktadu
wspotrzednych. Poniewaz wspotezynniki przy x2 oraz y? w (2.1.5) sa iden-
tyczne, bedzie to po prostu obrét obu osi o kat +m/4. Zdefiniujemy miano-
wicie w miejsce x i y nowe zmienne:

1 1
u:§(az+y), v:§(az—y), (2.1.6)
z ktérymi zwiazane beda nowe (pomocnicze) linie uktadu wspélrzednych.
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Warto w tym miejscu wyjasnié, jak postapilibyémy, gdyby wspoétczynniki
przy 22 i y? byly réine. Otéz wéwezas wprowadzilibySmy v i v w postaci:

u=ar+pPBy, v=dz+pFy, (2.1.7)

i tak dobralibySmy stale «, 3, o oraz (', aby zniknal wyraz ,mieszany”
(w zmiennych wu, v). Aby uprosci¢ sobie rachunki, mozna zreszta od razu
na poczatku potozyé a = o = 1, a poszukiwaé tylko stalych (3 oraz f'.
W ogélnosci w takiej sytuacji nowy uktad wspétrzednych, ktérego osie beda
zdefiniowane réwnaniami v = 0 oraz u = 0, moze by¢ ,skrzywiony”, czyli
kazda o$ moze by¢ obrécona o inny kat (w stosunku do osi x i y).

y

h=0

h=1
h=2
h=3

Rysunek 2.1: Poziomice funkcji (2.1.1). Pomocnicze osie u i v narysowane sa
szarym kolorem.

Wykorzystujac definicje (2.1.6), z ktérych wyliczamy z oraz y, mozemy
przepisa¢ réwnanie poziomicy (2.1.5) w postaci:
)
5((u+v)2+(u—v)2) +3(u+v)(u —v) (2.1.8)
)
= §(u2+2uv+02+u2—2uv+v2)+3u2—31}2 =8u’+ 20> =h.
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Musimy teraz rozwazy¢ 3 przypadki:

1. h < 0. Réwnania 8u? + 2v? = h nie da sie spetnié. Oznacza to, ze po-
ziomica jest zbiorem pustym. Nie istnieja takie u i v, a zatem takie iy,
ze f(xz,y) = h. Liczby ujemne nie naleza do zbioru wartosci funkcji f.
Ten wniosek faktycznie otrzymaliSmy w pierwszej czesci rozwigzania.

2. h = 0. Roéwnanie ma tylko jedno rozwiazanie: u = v = 0, czyli takze
x =y = 0. Poziomica redukuje sie do jednego punktu (poczatku uktadu
wspOlrzednych). Poniewaz jednak nie jest ona zbiorem pustym, wiec
liczba 0 nalezy do zbioru wartosci.

3. h > 0. Roéwnanie mozemy przepisa¢ w postaci:

8 2 U 2 v ?
Eu2 n Evz _ (T/S) + (T/Q) =1. (2.1.9)

OtrzymaliSmy réwnanie elipsy o pélosiach /h/8 oraz \/h/2. Dowolne
h > 0 nalezy wiec do zbioru wartosci.

Na koniec przedstawimy graficznie otrzymane poziomice dla kilku przy-
ktadowych wartosci h. Wykres wykonujemy, rysujac w uktadzie xy najpierw
obrécony uklad wspélrzednych (uv), a nastepnie standardowe elipsy w tym
nowym ukltadzie. Po wykonaniu wykresu linie osi wspoélrzednych u i v mozna
usunaé, gdyz na rysunku odgrywaty one wytacznie role pomocnicza. Rysu-
nek 2.2 przedstawia natomiast przeciecie wykresu funkcji z = f(z,y) plasz-
czyzna z = h. Po jego obejrzeniu staje sie jasne, dlaczego jako poziomice
otrzymali$émy obrécone elipsy (2.1.9).

Rysunek 2.2: Przeciecie wykresu funkcji z = f(x,y) plaszczyzna z = h.
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Problem 2

Niech odwzorowanie f : R? — R zdefiniowane bedzie wzorem:
x,Y) = ——-—-57.
f( ay) 2 + yg +1
Zbadamy i naszkicujemy poziomice tego odwzorowania oraz znajdziemy
jego zbiér wartosci.

(2.1.10)

Rozwigzanie

W tym zadaniu, odwrotnie niz w poprzednim, rozpoczniemy od znalezie-
nia poziomic. Jak zwykle dziedzing oznaczymy litera D, a poziomice odpo-
wiadajaca wartosci h symbolem Dj. Réwnanie takiej poziomicy ma postac:

22 — 2 4+ 1 B

2+ y2 +1
Poniewaz mianownik lewej strony jest zawsze dodatni, wigec réwnanie to réw-
nowazne jest ponizszemu:

2=y l=h?+y? +1). (2.1.12)

Po uporzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy postaé, ktéra bedzie mozna juz
przeanalizowac:

(2.1.11)

(1—h)z?—(1+hw =h—1. (2.1.13)
Wylaniaja sie teraz z niej nastepujace istotne przypadki:
1. h > 1. Dzielac lewa i prawg strone przez 1 — h, otrzymujemy réwnanie:
2 2

7+ Y= -1. (2.1.14)
Wspdtezynnik (h+1)/(h—1) przy 32 jest dodatni, wiec po lewej stronie
mamy liczbe dodatnig badz réwna zeru, a po prawej liczbe ujemna.
Réwnanie to na pewno nie ma rozwiazania. Warstwa D, jest w tym

przypadku zbiorem pustym.

2. h = 1. Otrzymujemy teraz —2y? = 0, czyli y = 0. Warstwa ma wiec
postaé prostej pokrywajacej sie z osig x.

3. =1 < h < 1. Réwnanie ma nadal postaé¢ (2.1.14), z ta rdznica, ze
utamkowy wspoélczynnik przy y? jest teraz ujemny. Latwo stwierdzié,
ze otrzymaliSmy rownanie hiperboli.

4. h = —1. Otrzymujemy 22> = —2, a zatem sprzeczno$¢. Warstwa
znowu jest zbiorem pustym.

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



44 2 BADAMY PODSTAWOWE WEASNOSCI FUNKCJI

Rysunek 2.3: Poziomice funkcji (2.1.10).

5. h < —1. Ponownie mamy réwnanie w postaci (2.1.14) i ponownie
wsp6tezynnik (h+1)/(h—1) przy y? jest dodatni. Warstwa jest zbiorem
pustym.

Na rysunku 2.3 przedstawionych jest kilka wybranych poziomic. Z otrzy-
manych wynikéw wiemy juz, jaki jest zbior wartosci funkeji f. Naleza do niego
wszystkie te liczby h, dla ktérych poziomice nie sg zbiorami pustymi. Zbie-
rajac razem whnioski z rozpatrzonych wyzej przypadkéw, otrzymujemy:

f(D)=]-1,1]. (2.1.15)

Do tego rezultatu mozna by tez dojs¢ niezaleznie, wykonujac odpowiednie
oszacowania z gory i z dotu wyrazenia (22 — y? +1)/(2? + y? + 1):
II,'2 _ y2 +1
fI,'2 + yQ +1

Sty 41 h

<1

m x 9 (2.1.16)

skad wynika, ze zbiér wartosci jest ograniczony (przez liczby +1). Jednocze-

$nie wiemy, ze dla x = y = 0 zachodzi:

2,2
r—y*+1 1
——==-=1 2.1.17
2+y24+1 1 ( )
wiec kresem gérnym tego zbioru jest liczba 1.

Przepiszemy teraz nasze wyrazenie w nastepujacy sposob:
=P+l —a?—yP—1+4+222 42 217 + 2

= - —_ 2.1.18
24+y2+1 224+ +1 2?2 4+y2+1 ( )
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Gdy potozymy x = 0, to wyrazenie przyjmuje warto$é —1 + 2/(y? + 1).
Jak wiemy juz z (2.1.16), liczba —1 stanowi dolne ograniczenie zbioru f(D).
Musimy obecnie ustali¢, czy jest tez jego kresem. Do$wiadczenie, jakie zdo-
byliémy w podrozdziale 1.3, pozwala nam natychmiast znalezé odpowiedz.
Wybierajac odpowiednio duze y, mozemy wyrazenie 2/(y? + 1) uczynié do-
wolnie malym, wiec inf f(D) = —1. Jednoczesnie jest ono zawsze dodatnie,
wiec —1 & f(D).

Kresem gérnym, co juz ustalilidémy, jest liczba 1, ale pozostaje jeszcze py-
tanie, czy funkcja przyjmuje wszystkie wartoéci poérednie pomiedzy —1 i 1.
Odpowiedz jest twierdzaca, gdyz funkcja f jest ciagta. Z pomoca przycho-
dzi nam tutaj twierdzenie Darboux, ktére moéwi, ze obrazem zbioru spéjnego
(a dziedzina w naszym przypadku, czyli cala ptaszczyzna R2, jest zbiorem
spéjnym) jest takze zbior spdjny (tj. nie da sie go rozlozyé na dwa roztaczne
i jednoczesnie otwarte podzbiory). Jak wiemy z wyktadu, jedynymi zbiorami
spéjnymi w R sg przedzialy. Skoro znamy juz kresy poszukiwanego prze-
dzialu, to jedyna mozliwoscia jest f(D) =] — 1,1].

2.2 Sprawdzamy, czy funkcja jest injekcja, surjek-
cja lub bijekcja, oraz szukamy odwzorowan od-
wrotnych

Problem 1

Rozwazmy funkcje postaci f(x) = coshz, okreslong jako f : R — R
oraz jako f : [0,00[— [1,00[. W obu przypadkach zbadamy jej injek-
tywnosé 1 surjektywnosé. Jesli okaze si¢ ona bijekcja, podamy wzor
na odwzorowanie odwrotne.

Rozwigzanie
W poprzednim podrozdziale badaliémy warstwy réznych funkcji. Poma-

galy nam one ustali¢, jaki jest zbiér wartosci odwzorowania, ale mozna z nich
takze odczytaé, czy funkcja jest réznowartosciowa (tj. czy jest injekcja). Zgod-
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nie z definicja funkcja réznowartosciowa to taka funkcja, ktéra dla réznych
argumentow przyjmuje zawsze rozne wartosci. Prawdziwa jest dla niej impli-
kacja:

\V/xthED f(:Cl) = f(CCQ) - I1 =2, (221)
gdzie symbolem D oznaczylidmy, jak zwykle, dziedzine funkcji f. W jezyku
warstw oznacza to, ze kazda warstwa moze by¢é co najwyzej zbiorem jed-
noelementowym. Obecno$¢ dwdch lub wiecej elementéow w jednej warstwie
oznaczalaby zlamanie (2.2.1), gdyz wszystkim tym elementom przypisana
bytaby ta sama warto$¢.

Nasze rozwazania rozpoczniemy zatem od zbadania warstw Dj funkcji
w tresci zadania, przyjmujac na razie, ze D = R. W tym celu musimy rozpa-
trze¢ rownanie:

1
coshz = 5(6“” +e*)=h. (2.2.2)

Mnozac obie strony réwnania przez czynnik 2e®, ktéry nigdy nie réwna sie
zeru, otrzymujemy réwnanie kwadratowe, w ktérym role niewiadomej od-
grywa t = e*.

e®® —2he® +1 =0, cayli (2.2.3)
t2—2nt+1=0. (2.2.4)

Obliczajac wyréznik tego réwnania, otrzymamy: A = 4(h% — 1). Pierwszy
wniosek mozna na tej podstawie wyciagnac¢ od razu: dla —1 < h < 1 zachodzi
A < 01 réwnanie (2.2.4) nie ma rozwiazan. Warstwa jest zbiorem pustym.
Jedli rozpatrujemy cosh z jako funkcje o wartosciach w Y = R, a nie tylko
w przedziale [1,00[, to juz mozemy powiedzie¢, ze funkcja ta nie jest ,na”,
czyli ze zbiér wartodci nie wyczerpuje catego zbioru Y (tj. funkcja nie jest
surjekcja).

Dla pozostalych wartosci h, tj. dla |h| > 1, réwnanie (2.2.4) rozwiazania
ma zawsze, ale pamietajmy, ze pod litera ¢t kryje sie wielko$é¢ e®, ktéra dla
rzeczywistych wartosci « musi by¢ dodatnia. Moze sie wiec zdarzyé, ze (2.2.4)
ma rozwigzania, ale nie ma ich (2.2.3). Musimy przyjrzeé¢ si¢ tym rozwiaza-
niom doktadnie.

e h =1. Jedynym rozwigzaniem jest ¢t = 1, co odpowiada e* = 1, czyli
x = 0. Warstwa funkcji jest wiec jednoelementowa.

e h = —1. Tutaj mamy ¢t = —1 czyli ¢* = —1. To réwnanie nie ma
rzeczywistych rozwiazan. Warstwa jest pusta.

e h>1. Tym razem mamy dwa rozwiazania:

t1=h+\/h2—1, to=h—Vh2—-1. (2.2.5)
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Oba rozwiazania sg dodatnie, wiec mozemy znalez¢é odpowiadajace im
1 oraz x9:

T =h+Vh?-1 < x1=loglh+Vh2-1)>0, (2.2.6)
e =h—Vh?—-1 < z9=log(h—Vh?2-1)

h+vh?—1 h% —h%+1
log (h—‘/hQ—l);] = log 7—’_
h++vh? -1 h++vh? -1

= —log(h+ Vh?—-1)=—-21<0. (2.2.7)

Wiynik, jaki otrzymaliSmy, jest po prostu odbiciem parzystosci funk-
cji cosh. Warstwa jest wiec dwuelementowa. W konsekwencji funkcja
okreslona na caltym R nie jest réznowartosciowa.

e h < —1. Rozwiazania réwnania (2.2.4) nadal dane sa réwnaniami
(2.2.5), ale tym razem oba t sa ujemne. Nie ma wiec odpowiadajacych
im wartosci 1 oraz xo. Warstwa jest zbiorem pustym.

Podsumujmy teraz otrzymane wyniki. Funkcja w tresci zadania okreslona
jako f : R — R nie jest ani injekcja, bo sa warstwy dwuelementowe, ani
surjekcja, bo sa warstwy puste. W konsekwencji funkcja nie jest tez bijekcja.

Natomiast okreslona jako f : [0,00[— [1,00[ jest surjekcja, bo wszystkie
warstwy Dy, dla h > 1 sa niepuste, oraz injekcja, bo wszystkie warstwy sa
jednoelementowe (drugie rozwiazanie, czyli z9, nie nalezy do dziedziny). Obie
te wlasnosci wspolnie oznaczaja, ze funkcja jest bijekcja i jest odwracalna.
Wzér na odwzorowanie odwrotne f~1: [1, 00[— [0, 0o[ wynika z (2.2.6) i ma

postac:
r=fly) =ny+/y2-1). (2.2.8)

Na przyktadzie tego zadania mogliSmy sie przekonaé, jak istotng sprawa
przy definiowaniu funkcji f : X — Y jest podawanie catego ,kompletu”, czyli
zaréwno przepisu przyporzadkowania f, jak i zbioréw X oraz Y.

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



48 2 BADAMY PODSTAWOWE WEASNOSCI FUNKCJI

Problem 2

Rozwazmy funkcje f : N — Z okreslona wzorem:
(=1)"(2n—1)+1
f(n) = 1 . (2.2.9)
Zbadamy jej injektywnos¢ i surjektywnos¢. Jesli okaze si¢ ona bijekcja,
znajdziemy wzor na odwzorowanie odwrotne.

Rozwigzanie

Aby wyrobié sobie jakie§ wyobrazenie na temat rozwazanej funkcji, na po-
czatek obliczmy jej wartosci dla kilku poczatkowych liczb naturalnych:

(-D'2-1-1)+1 (-1)2(2-2-1)+1 _

(1) = 7 = 0., J@)= g L,
_ 3 D424 —
f(3):( 1)3(25 1)+1:_1 ’ f(4):( 1) (2;1 1)+1:2’
—1)5(2-5 — —1)%(2.6—
f(5):( 1) (25 D+1_ | f(6):( 1) (25 D+1_,
(2.2.10)

Na podstawie tych kilku wyrazéw mozemy podejrzewaé, iz odwzorowanie
przeprowadza parzyste liczby naturalne na liczby naturalne, a nieparzyste
liczby naturalne na niedodatnie liczby caltkowite. Symbolicznie mozna by
napisac:

f2N)=N=7Z,; oraz f(2N—-1)=Z_uU{0}. (2.2.11)

Ponizej wykazemy, ze tak faktycznie jest.

Na podstawie powyzszych obserwacji tatwo dostrzec, ze wygodnie jest po-
dzieli¢ dziedzine, czyli caly zbior liczb naturalnych, na dwa podzbiory: liczb
parzystych i liczb nieparzystych, i dla kazdego z nich zbadaé osobno zacho-
wanie funkcji. Przyjmijmy wiec najpierw, ze n = 2k, gdzie k = 1,2,3,....
Mamy wéwczas:

(-1)%*(2-2k—-1)+1 2-2k—1+1 4k
f(2k) = 1 = 1 =4 = k. (2.2.12)
Dla kazdej parzystej liczby naturalnej odwzorowanie sprowadza sie wiec do
podzielenia jej przez dwa. Obrazem zbioru, ktoéry oznaczyliémy symbolem
2N, jest zbiér N. Wszystkie warstwy Dy, dla h € N, sa jednoelementowe:
Dy, = {2h}. Dla h < 0 warstwy sa natomiast zbiorami pustymi. Oznacza to,
ze funkcja f obcieta do rozpatrywanego podzbioru jest réznowartosciowa.
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Teraz zajmiemy si¢ podzbiorem nieparzystych liczb naturalnych, czyli
potozymy n =2k — 1, dla k =1,2,3,.... Wtedy

(—D)2=12. 2k —-1)—1)+1 _ —(k-2-1)+1

2k —1) =
—4k + 4
= T+ = —k+1. (2.2.13)
Poniewaz k przyjmuje wartodci 1,2,3, ..., wiec faktycznie otrzymujemy ko-

lejne niedodatnie liczby catkowite (czyli zbiér Z_ U {0}). Warstwy D; dla
h € Z_ U {0} sa jednoelementowe, a dla h dodatnich sa zbiorami pustymi,
wiec 1 na tym podzbiorze funkcja jest réznowartosciowa. Co wiecej, warto
zwrdcié¢ uwage, ze otrzymany zbiér f(2N — 1) jest rozlaczny z uprzednio
znalezionym zbiorem f(2N), czyli nawet jesli rozpatrujemy funkcje na pel-
nej dziedzinie (tj. na zbiorze N), funkcja nadal jest réznowarto$ciowa (jest
injekcja). Mamy ponadto:

FEN)Uf(N—-1)=Z, UZ_U{0} =7Z. (2.2.14)

Wynika stad wniosek, ze funkcja jest surjekcja. W konsekwencji jest ona
takze bijekcja i jest odwracalna. Ponizej sprébujemy znalez¢é wzor na funkcje
odwrotna:

f1:z->N. (2.2.15)

W tym celu rozpatrzymy réwnanie:

m— (_1)n(271_ D+1 (2.2.16)

gdzie m € Z oraz n € N. Musimy teraz odwréci¢ to réwnanie i wyznaczyé

zalezno$é n(m). Réwnaniu temu mozna nadaé¢ forme:
dm—1=(-1)"(2n—1). (2.2.17)

Jeslim > 0, czyli m réowne jest 1,2, 3, .. ., to lewa strona jest dodatnia. Dodat-
nia musi wiec by¢ takze prawa strona. Poniewaz wyrazenie w drugim nawiasie
jest dodatnie (bo n € N), to rozwiazanie istnieje jedynie przy zalozeniu, ze
n jest parzyste i (—1)" = 1. Jedli tak, to réwnanie przyjmie postaé:

Am—1=2n—1 < n=2m. (2.2.18)

Wynik, jaki otrzymalismy, spéjny jest z zatozeniem, ze n jest parzyste. Teraz
przyjmijmy, ze m < 0. Lewa strona réwnania (2.2.17) jest ujemna, wiec prawa
takze musi by¢ ujemna. Jest to mozliwe jedynie przy zalozeniu, ze czynnik
(=1)" = =1 < 0, a zatem, ze n jest nieparzyste. Wowczas

4m—-1=—-2n—-1) < n=1-2m. (2.2.19)
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Rzeczywiscie otrzymalidémy liczbe nieparzysta. Pamigtajmy bowiem, ze ma-
my m=0,—-1,-2,....

Podsumowujac, mozemy funkcje odwrotng do f okresli¢ w nastepujacy
sposob:

_ 2m dla meN
1 _ )
Fom) = { 1-2m dla mezZ_U{o}. (2.2.20)
Mozna tez jej nadaé zwarta postac:
dm — 1|+ 1
FYm) = % . (2.2.21)

Problem 3

Rozwazmy funkcje f : N2 — N okredlong wzorem:
f(m,n) =2""12n -1) . (2.2.22)
Zbadamy jej injektywnos¢ i surjektywnosc. Jesli okaze sie ona bijekcja,

podamy przepis na odwzorowanie odwrotne.

Rozwigzanie

Rozwigzywanie zadania rozpoczniemy od sprawdzenia, czy funkcja jest
roznowartosciowa. Jedli tak, to musi zachodzi¢ ponizsza implikacja:

fimi,n1) = f(ma,n2) = (m1=ma A np=mn2). (2.2.23)
Rozpatrzmy zatem réwnanie:

2= opy — 1) =2m2" 20y — 1) . (2.2.24)

Przyjmijmy, dla ustalenia uwagi, ze m; > ms. Jesli warunek ten nie bylby

spelniony, to w ponizszym rozumowaniu pary liczb (mq,n1) oraz (me,nsg)

zamienityby sie jedynie rolami, co pozostaje bez wplywu na dalsze wnioski.
Po przeksztalceniu (2.2.24) mozemy napisac:

I g—mz _ 212~ 1
omz—1 2n1 —1 2n1 — 1 '
Po lewej stronie mamy pewna potege dwojki, a zatem liczbe parzysta, z wy-
jatkiem przypadku m; = ma, gdy zachodzi 271~ ™2 = 20 = 1. Po prawej
natomiast mamy iloraz dwéch liczb nieparzystych, ktéry na pewno nie jest

(2.2.25)
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liczba parzysta. Aby wiec réwnanie (2.2.25) bylo spelnione, to koniecznie
musi zachodzié:

2ng — 1
9MITMm2 1 | oray —2 1. (2.2.26)
2711 -1
Z warunkéw tych wynikaja potrzebne zwiazki:
mip =msy, ny =ng, (2227)

i widzimy, ze funkcja rzeczywiscie jest réznowarto$ciowa.

Teraz sprébujemy znalezé zbidr wartosci naszej funkcji. Na poczatek za-
uwazmy, ze jakakolwiek liczba naturalna albo jest nieparzysta, albo jest pa-
rzysta, ale wéwczas mozemy podzieli¢ ja przez 2 tyle razy, az stanie sie niepa-
rzysta. Kazda wiec liczbe naturalng zapisa¢ mozna jednoznacznie w postaci
2k(21 — 1), gdzie k = 0,1,2,... oraz [ = 1,2,3,.... Wykorzystamy te wie-
dze do badania warstw funkcji f. Napiszemy mianowicie rownanie opisujace
warstwe Dy, gdzie h € N:

fm,n)=2""12n-1)=h. (2.2.28)

Jak wiemy, liczbe h zapisa¢ mozna w postaci h = 2F(21—1), gdzie k i [ sa dane.
W miejsce (2.2.28) otrzymujemy wiec réwnanie analogiczne do (2.2.24):

2mton —1)=2F21-1). (2.2.29)

Od razu znamy wiec (jedyne) rozwiazanie tego réwnania: m = k+1 A n = 1.
Wszystkie warstwy funkcji sa zatem jednoelementowe: D, = {(k+1,1)} c N2,
To, ze nie mogly one mie¢ wigcej niz jeden element, wiedzieliémy juz z faktu,
iz funkcja jest réznowartosciowa. Obecnie ustaliliSmy, ze wszystkie one sg
dokladnie jednoelementowe. Nie ma warstw pustych. Oznacza to, ze funkcja
jest ,na”, czyli, ze jest surjekcja. Jest wiec takze bijekcja i istnieje do niej
odwzorowanie odwrotne:

f1:N- N2, (2.2.30)

Doktadny przepis na to odwzorowanie polega na zastosowaniu procedury,
ktora wykorzystaliémy przy znajdowaniu warstw. Jesli chcemy znalezé war-
toé¢ funkcji odwrotnej dla pewnego p € N, to musimy wykona¢ dwa kroki:

1. liczbe p przedstawiamy w jednoznacznej postaci p = 2¥(21 — 1),

2. odezytujemy z tej postaci liczby k oraz [ i piszemy: f~(p) = (k+1,1).
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Na koniec warto odnotowaé, ze fakt, iz istnieje bijekcja pomiedzy zbiorami
N? oraz N, oznacza, ze sa one réwnoliczne. Pary (n,m) mozna zatem
ponumerowaé kolejnymi liczbami naturalnymi. Mowi sie w takim przypadku,

ze dany zbiér jest przeliczalny.

2.3 Znajdujemy obrazy i przeciwobrazy zbioréow

Problem 1

Dane jest odwzorowanie f : R? — R zdefiniowane wzorem:

f(z,y) = 2* — 49 . (2.3.1)
Znajdziemy obraz zbioru A := {(z,y) € R | z* +y? < 1}, czyli f(A),
oraz przeciwobraz przedziatu [1,2], czyli f~*([1,2]).

Rozwigzanie

Mamy do czynienia z funkcja ciagla (wielomianem), wiec rozwiazanie
pierwszej czesci zadania polegaé bedzie na znalezieniu najwiekszej i najmniej-
szej wartosci, jaka przyjmuje ta funkcja na (spéjnym) zbiorze A, i skorzysta-
niu z twierdzenia Darboux w analogiczny sposéb, jak uczyniliémy to w zada-
niu 2 w podrozdziale 2.1. Dokonajmy zatem oszacowan:

flmy) = 2° — 4y? = 52® — da® — 4y (2.3.2)
=522 — 42 +9%) > 2t -4> -4,
22 +y2<1
flzy) = x2—4y2 :x2+y2—5y2 < 1—5y2 <1.
22 4+y2<1

Wiemy juz zatem, ze zbiér f(A) jest ograniczony, ale musimy jeszcze
sprawdzi¢, czy znalezione liczby —4 oraz 1 sa ,najlepszymi” jego ograni-
czeniami, czyli kresami, czy tez nie. Przy odrobinie szcze$cia dylemat ten
mozna tatwo rozstrzygnaé, zastanawiajac sie, czy przy pewnych szczegdlnych
wyborach (z,y) € A nieostre nieréwnosci w (2.3.2) zamieniaja sie w $ciste
réwnodci. Jesli okaze sig, ze tak, to lepszych oszacowan znalezé sie nie da.
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Patrzac na wzor funkcji f(x,y) = 22 — 4y?, widzimy, ze faktycznie przyj-
muje ona wartos¢ —4, np. w punkcie o wspotrzednych x = 0, y = 1. Punkt
ten niewatpliwie nalezy do zbioru A, gdyz 02 + 12 = 1 < 1, wiec

inf f(A)=—4. (2.3.3)

Teraz sprawdzimy, czy gérne ograniczenie moze by¢ poprawione. Okazuje
sie, ze roéwniez nie. Latwo bowiem zauwazy¢, ze biorac x = 1 oraz y = 0,
druga z nieréwnosci (2.3.2) takze mozemy zmieni¢ w réwnosé: f(1,0) = 1,
a wybrany punkt nalezy do zbioru A. Mamy wiec wniosek:

sup f(A)=1. (2.3.4)

Zbiér A C R? jest kolem, a zatem zbiorem spéjnym. Jego obrazem takze
musi by¢ zbiér spéjny w R, czyli przedzial. Jedynym przedzialem o kresach
—4, 1, ktére do niego naleza, jest [—4,1]. Mamy zatem:

flA) =[-4,1]. (2.3.5)

W drugiej czesci zadania musimy znalezé przeciwobraz zbioru [1,2]. Jest
on zdefiniowany w nastepujacy sposob:

FUL) = {(ey) € B | fla,y) € [1,2]} . (2.3.6)
Symbol f~! nie odnosi sie w tym wypadku do pojecia funkcji odwrotnej, wiec

funkcja ta nie musi by¢ odwracalna. Mamy:

flx,y) €1,2] <= 1< f(z,y) <2. (2.3.7)

Rysunek 2.4: Przeciwobraz zbioru [1,2] w odwzorowaniu (2.3.1).
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Otrzymujemy koniunkcje dwdch nieréwnosci:

{x2—4y2 > 1,

Przeciwobrazem przedziatu [1, 2] jest wiec domkniety obszar zawarty pomie-
dzy krzywymi hiperbol:

2 y2 2 y2

———=1 ———==1
x 11 , oraz o 12 ,

przedstawiony na rysunku 2.4 szarym kolorem.

(2.3.9)

Problem 2

Dane jest odwzorowanie f : R — R? zdefiniowane wzorem:
1 T
=|—,— . 2.3.10
/(@) (1+x2’1+x2) ( )
Znajdziemy obraz przedziatu [1,00[ czyli f([1,00[) oraz przeciwobraz

jednoelementowego zbioru {(a,b)} C R? (warstwe), czyli f~1({(a,b)})
dla a,b € R.

Rozwigzanie

Wartoéci funkcji f leza na plaszczyznie R?. Odpowiednie wspolrzedne
oznaczaé bedziemy symbolami (£,7). Mamy zatem:

1 z

=— =—. 2.3.11

5 1+ 22’ n 1+ ) ( )
Latwo zauwazy¢, ze jedli obliczymy wartoéé¢ wyrazenia 2472, to otrzymamy:

12 r \? 1422 1
2 2
— = = = . 2.3.12
S (1+x2) +(1+x2) (I4+2%)2  1+a? & )

Po przeniesieniu wszystkich sktadnikéw na lewa strone widac, ze uzyskaliSmy
réwnanie okregu:
1 1
E+n’=¢ — (5—5)2+772:Z-
Oczywiscie na tym etapie nie mozemy jeszcze powiedzied, iz zbioér wartosci
funkeji f ani tym bardziej zbiér f([1,00[) jest okregiem na plaszczyznie R,

(2.3.13)
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a jedynie, ze sa one w nim zawarte. W zbiorze wartosci nie ma bowiem
punktéw poza okregiem (2.3.13), ale niekoniecznie wszystkie punkty tego
okregu naleza do f(D) (D, jak zwykle, oznacza tutaj dziedzine funkcji). Aby
precyzyjnie znalezé zbiér wartosci oraz obraz zbioru [1,00[, wprowadzimy
nowa zmienna ¢ €| — 7, 7] i sparametryzujemy okrag (2.3.13) w nastepujacy
sposdb:

1 1 1
E(t) = 3 + 3 cost, mn(t)= 3 sint (2.3.14)

gdzie w réwnaniu na £ dodaliSmy 1/2, aby uwzglednié¢ polozenie srodka wy-
nikajace z (2.3.13). Dla takiej parametryzacji réwnanie okregu jest spelnione
automatycznie, jako wynik dziatania ,,jedynki trygonometrycznej”. Parametr
t spelnia role kata, tak jak jest to przedstawione na rysunku 2.5. Kat ten jed-
noznacznie identyfikuje punkty na okregu, wiec mozna go wykorzysta¢ do de-
finiowania warstw. Przez warstwe D; rozumie¢ wigc bedziemy D(¢(s) (1)

T _1
1+22 2

1
Dt:{x€R| = —(1+cost) A

= int (2.3.15)
1—[—:{32 9 S1n . 0.

N -

Rysunek 2.5: Zbior wartosci funkeji (2.3.10) oraz obraz zbioru [1, col.
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Poniewaz 1/(1 + %) > 0, wiec cost # —1, czyli t # m. Oba réwnania
w (2.3.15) mozna, w takiej sytuacji, podzieli¢ przez siebie stronami (tj. drugie
przez pierwsze), otrzymujac:
sint 2sin(t/2) cos(t/2) 2sin(t/2) cos(t/2)
€r = = =
1+cost 14 cos?(t/2) —sin?(t/2) 2cos?(t/2)

= tg (t/2) .

(2.3.16)
Dla kazdej warto$ci parametru t €] — m, m| mamy wiec dokladnie jeden
element w warstwie: Dy = {tg (¢/2)}. Natomiast dla ¢t = m warstwa jest pusta.
Widzimy zatem, ze zbiér wartosci funkcji f to okrag, z ktérego wyjety zostal
jeden punkt w plaszczyinie (£,7n) — poczatek ukladu wspoélrzednych. Temu
wtasdnie punktowi odpowiada warto$¢ parametru ¢ = .
Teraz zastanowimy sie, jaki jest obraz zbioru [1, co[. Réwnanie warstwy
D; nadal jest stluszne, musimy jedynie uwzgledni¢ dodatkowy warunek:

t
r=tgs>1, (2.3.17)

z ktérego wynika: ¢/2 > w/4, czyli t > /2. Zbiér f([1,00[) stanowi wiec
LCwiartke” okregu odpowiadajaca parametrowi (katowi) t € [r/2,7[. Na ry-
sunku 2.5 zostata ona zaznaczona pogrubiong linia.

Majac juz wiedze o zbiorze wartoéci i o warstwach, tatwo jest odpowie-
dzieé na pytanie, jak wyglada zbiér f~1({(a,b)}). Zbiér ten to nic innego
jak poziomica D, . Jedli wigc punkt (a,b) nie nalezy do zbioru wartosci, to
D(ap) = 0, a jesli nalezy, to z réwnan:

1 z

- p= 2.3.18
“CTIre 1+ 22 ( )

b
wynika, po podzieleniu ich stronami, ze D(a b) = {—}
’ a

2.4 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Znalez¢ i naszkicowaé poziomice oraz okresli¢ zbiory wartosci po-
nizszych odwzorowan:

a) f:Ry* =R, gdzie f(z,y) = z/y +y/z.
b) f:R? — R, gdzie f(z,y) = (x —y)(z +y).
) f:R2\{(0,0)} = R), gdzie f(z,y) = (z +y)/(2® + y?).
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Odpowiedzi:

a) Poziomice: suma dwéch pélprostych (dla h > 2), jedna polprosta
(dla h = 2) lub zbiér pusty (dla h < 2). Zbiér wartosci: [2, oo

b) Poziomice: hiperbole postaci 72 — y? = h, z wyjatkiem poziomicy
zerowej, ktora jest suma dwoch prostych y = +z. Zbiér wartosci: R.

c) Poziomice: okregi (z—1/(2h))?+ (y—1/(2h))? = 1/(2h?) bez punktu
(0,0), z wyjatkiem poziomicy zerowej, ktora jest prosta y = —x (bez jed-
nego punktu). Zbiér wartosci: R.

Zad. 2. Znalez¢ i ewentualnie narysowaé obraz zbioru A C X w odwzoro-
waniu f: X — Y, jesli

a) X:R2,Y:R,A:{(x,y)€X|:C2+y2:4},
flzy) = (z—y)(z +y).

b) X =R %Y =R? A={(x,y) € X |z +y =2},
Ja,y) = (uv) = (VEg, VI +2y).

C) X:R2,Y:R2,A:A:{($,y)€X|2:C—y:0},
flx,y) = (u,0) = (x +y,2* = y?).

Odpowiedzi:

2) £(4) = [~4,4] .

b) f(A) jest odcinkiem hiperboli u?—v? = —1 zawartym pomiedzy punk-
tami (0,1) oraz (1,v/2).

c) f(A) jest parabola u? + 3v = 0.

Zad. 3. Zbada¢é injektywno$é, surjektywnosé i bijektywno$é odwzorowan:

a) f:R— R, gdzie f(z) = (22 —1)/(1 + |z|).

b) f:R — R, gdzie f(x) = sinhz.

c) f:R? =R, xR, gdzie f(z,u) =: (u,v) = (zy,z —y).
Odpowiedzi:

a) Injekcja — tak, surjekcja — nie, bijekcja — nie.

b) Injekcja — tak, surjekcja — tak, bijekcja — tak.
¢) Injekcja — nie, surjekcja — tak, bijekcja — nie.
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Definiujemy odlegtos¢ w zbiorach

3.1 Badamy, czy podana funkcja jest metryka
Problem 1

Sprawdzimy, czy funkcja dg : R? x R? — R zdefiniowana wzorem

dp(z,y) = /(21— 11)? + (22 — y2)? (3.1.1)

spetnia aksjomaty metryki.

Rozwigzanie

Na poczatku musimy przypomnie¢ definicje metryki i przedstawi¢ aksjo-
maty, ktére bedziemy sprawdzaé. Metryka lub inaczej odlegltos¢ w pewnym
zbiorze X to funkcja d : X x X — R, ktéra spelnia nastepujace warunki
(nazywamy je aksjomatami metryki) dla wszystkich z,y,z € X:

1 0 <= zxz=y.
2. d(z,y) =d(y,x) (symetria).
3. d(z,z) < d(xz,y) +d(y,z) (nieréwnos¢ tréjkata).

Jedli wprowadzimy w zbiorze X taka funkcje, to zbidr ten nazywamy
przestrzenia metryczna. Warto odnotowaé, ze z podanych warunkéw wynika,
iz. dla dowolnych z,y € X funkcja ta jest nieujemna: d(z,y) > 0. Rezultat
ten mozna natychmiast uzyskaé z ostatniego aksjomatu, ktadac w nim z = =
i korzystajac z pierwszego oraz z symetrii.
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Funkcja w treéci zadania definiuje tzw. metryke euklidesowsa, czasami
nazywang takze pitagorejska. Ponizej wykazemy, ze w istocie spelnia ona
wszystkie trzy wymagane warunki. Rozwazmy je wiec po kolei:

1. Wybierzmy na plaszczyZnie dowolny punkt = o wspéirzednych (x4, x2)
i obliczmy jego odleglo$¢ od samego siebie, czyli dg(z,x). Otrzymu-
jemy:

dg(z,r) = \/(xl —21)2 4 (12 —22)2=V024+02=0. (3.1.2)
Jesli wiec x = y, to dg(z,y) = 0. W pierwszym warunku mamy jed-
nak réwnowazno$é¢, wiec musimy sprawdzié¢ takze implikacje w druga
strone. Zakladamy teraz, ze mamy dwa punkty na plaszczyznie: x oraz
y i spelniony jest warunek:

dg(z,y) = \/(xl —y1)?2+ (x2 —y2)?2=0. (3.1.3)
Jedli suma kwadratéw dwoch liczb jest zerem, to kazda z nich osobno
takze musi sie réwnaé zeru. Mamy stad: x1 = y; oraz xo = yo, czyli
po prostu z = y. Wynikanie zachodzi wiec w obie strony i aksjomat
pierwszy zostal w ten sposéb wykazany.

2. Aksjomat drugi jest takze bardzo tatwy do sprawdzenia. Mamy bowiem
de(z,y) = \/(331 —y1)? + (2 — y2)? (3.1.4)

= /1 —21)? + (g2 — 22)? = d(y,2) .
Odleglosé y od z jest wiec taka sama jak odleglos¢ x od y.
3. Pozostaje jeszcze tylko wykazaé, ze (3.1.1) spelnia nier6wnosé tréjkata.
W tym celu wyjdziemy od oczywistej nieréwnodci:

(albg — a2b1)2 >0 — a%b% + a%b% > 2a1boasby (315)

gdzie aj2,b19 € R. Jedli teraz do obu jej stron dodaé a$b? + a3b3, to da
sie ja zapisa¢ w postaci:
(a2 + a3)(b? + b3) > a2b? + 2a1byaghy + a3b3 = (a1by + azby)? , (3.1.6)

czyli, po wyciagnieciu pierwiastka,

\/a% + a%\/b% + b% > ]albl + a2b2] . (3.1.7)

Wynik ten to szczegdlny przypadek tzw. nieréwnosci Schwarza. Przyda nam
sie on za chwile, a teraz wréémy do metryki. Przeksztalcimy wyrazenie:

(dE(‘T’ y) + dE(y’ Z))2 = dE('T’ y)2 + dE(y’ Z)2 + QdE('T’ y)dE(y’ Z)
= (@1 —y)?+ (12— 92’ + (1 —2)° + (12— 2)*  (3.1.8)

+ 2/ (21— 90)? + (12 — 1) (01 — 212 + (12 — 22)2
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Wykorzystamy teraz (3.1.7), kladac: a1 2 = x12 — y1,2 oraz b1 2 = y1.2 — 212
Otrzymujemy:
(dp(z,y) +dp(y,2))* > (x1—91)° + (@2 = y2)* + (11 — 21)* + (42 — 22)°
+ 2(z1 —y1)(y1 — 21) + 2(z2 — y2)(y2 — 22)

(3.1.9)
przy czym wartos¢ bezwzgledna obecna w (3.1.7) opuscili$my, gdyz dla kazdej
liczby rzeczywistej w zachodzi: |w| > w. Przeksztalcajac dalej (3.1.9), mamy

(dp(z,y) +dp(y, 2))* > o] + 97 = 201y + 23 + 3 — 2w0y0 + i + 2
— 2y121 + Y5 + 25 — 2yaz0 + 211y1 — 22121 + 20121
— 2y + 2moys — 2m220 + 2y222 — 203
= 22+ 22 — 2112 + T3+ 22 — 2002 (3.1.10)
- (xl - Zl)2 + (:C2 - Z2)2 — dE(x) Z)2 )
skad wynika juz nieréwnosc¢ tréjkata.

Jak widzimy, funkcja dp zdefiniowana wzorem 3.1.1) spelnia aksjomaty
odlegtosci i uzasadnione jest nazywanie jej metryka. Nie ma w tym nic dziw-
nego, gdyz najpierw postugiwano sie twierdzeniem Pitagorasa dla okreslenia
odlegtosci na plaszczyznie, a dopiero pézniej rozszerzono to pojecie — przy
zachowaniu podstawowych wlasno$ci — na inne przestrzenie (X) i funkcje
d: X x X — Ry. Otrzymany wynik przyda nam si¢ takze w niektérych
nastepnych zadaniach i bedziemy go przywotywac.

Problem 2

Zbadamy, czy funkcja zdefiniowana wzorem:

ds(a,b) = max lax — by (3.1.11)

definiuje odlegto$¢ w zbiorze n-elementowych ciggow liczb rzeczywi-
stych.

Rozwigzanie

W tym zadaniu mowa jest o ,jodlegtosci” ciggéw. Nie powinno to dziwié,
gdyz po pierwsze n-elementowy ciag rzeczywisty mozna traktowaé po pro-
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stu jako punkt w przestrzeni R", a po drugie, wlaénie dlatego definiuje sie
metryke poprzez sformutowane w poprzednim zadaniu aksjomaty, aby dys-
ponowaé pojeciem ogdlniejszym, bardziej abstrakcyjnym i nie by¢ ograniczo-
nym jedynie do zbioréw liczbowych. Zbiér, ktérego elementami sa ciagi, takze
moze staé si¢ przestrzenia metryczng, jesli uda nam sie zdefiniowaé funkcje
odleglosci o potrzebnych wlasnosciach (podanych w poprzednim zadaniu).
Przystapimy teraz do sprawdzania wymaganych warunkéw.

1. Policzymy odleglos¢ ciagu a od samego siebie:

ds(a,a) =  nax lar, — ag| =  ax |0]=0. (3.1.12)

=1,...,n =1,...,n

Otrzymalismy zero, tak jak tego oczekiwalidémy. Teraz zaktadamy:

ds(a,b) =0 =  ax lag, —bg| = 0. (3.1.13)
Chcieliby$my, aby wynikta stad réwnosé¢ a = b. Skoro najwicksza spo-
§réd (nieujemnych) liczb |ag —by| réwna jest zeru, to oznacza, ze wszyst-
kie one rowne sa zeru:

ar—by=0 dla k=12,...,n, (3.1.14)

a stad oczywisty wniosek, ze istotnie a = b. Pierwszy aksjomat jest wiec
spelniony.

2. Sprawdzimy teraz symetrie:

ds(a,b) = | mnax lag, — b| =  nax by, — ar| = ds(b,a) . (3.1.15)

3. 7Z nier6éwnoscia tréjkata jest, jak zwykle, najwiecej pracy:

ds(a,b) +ds(b,c) = max fay — by + max |by —cyl

goos

=1,...

> max [|ak—bk|+|bk—ck|] . (3.1.16)

k=1,...,n

Ostatnia nier6wnosé podyktowana jest tym, ze wskaznik k stal sie te-
raz wspoélny dla obu wyrazen pod wartosciami bezwzglednymi. Jesli
najwieksze sposrdd liczb |ag — by| 1 |by, — x| odpowiadaly réznym war-
tosciom wskaznika k, to mamy nieréwnosé, a jesli tej samej, to ma
miejsce rownosé. Tak wiec uzycie symbolu > jest usprawiedliwione.
Wykorzystamy teraz znany fakt:

|z +y| <l|z|+|y|, dladowolnych z,y e R, (3.1.17)
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dzieki ktéremu (3.1.16) przyjmie postac:
ds(a,b) + ds(b,c) > max |(ar — br) + (b — ci)|
=1,....,n
=  max lax — cx| = ds(a, c) . (3.1.18)

=1,..,

Nieréwnos¢ tréjkata zostata zatem wykazana.

Funkcja ds spelnia wiec wszystkie aksjomaty metryki i w zwigzku z tym
definiuje odlegloéé w zbiorze n-elementowych ciagdéw liczb rzeczywistych.

Do badania aksjomatéw metryki wrécimy jeszcze na chwile w zadaniu 3
z podrozdziatu 6.1.

3.2 Rysujemy kule i odcinek

Problem 1

Narysujemy kule i odcinek w tzw. metryce ,most” zdefiniowanej w zbio-
rze R? wzorem:

dm(l',y) = {

\/@1 —y)’+ (22 —1y)*  gdy 325220

V23 + 23+ /yi + 43 gdy  xp-y2 <0
(3.2.1)

Rozwigzanie

Na poczatku odpowiemy na pytanie, skad si¢ bierze osobliwa nazwa tej
metryki: ,most”. Otéz wyobrazmy sobie rzeke, dla uproszczenia pokrywa-
jaca sie z osia odcietych na plaszczyznie, oraz most usytuowany w poczatku
uktadu. Zalézmy, ze chcemy dotrze¢ z pewnego punktu z o wspoélrzednych
(x1,72) do punktu y o wspélrzednych (yi,y2). Jesli oba punkty znajduja
sie po tej samej stronie rzeki, co oznacza, ze T9 oraz yo sa tego samego
znaku, idziemy po prostu po najkrétszej linii, postugujac sie metryka eukli-
desowa, znana nam z pierwszego zadania poprzedniego podrozdzialu (gérny
wzér z (3.2.1)). Jesli jednak x9 1 yo sa réznych znakéw, czyli punkty x iy znaj-
duja sie na przeciwleglych stronach rzeki, to musimy péjs¢ najpierw z punktu

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



3.2 RYSUJEMY KULE I ODCINEK 63

x najkrétsza droga do mostu (czyli do poczatku uktadu), znéw postugujac sie
metryka euklidesowg, a nastepnie od mostu do punktu y w ten sam sposob.
Opisane jest to dolnym wzorem w (3.2.1).

W tym zadaniu nie bedziemy juz sprawdzaé, czy podana funkcja w istocie
jest metryka. Stanowito to temat poprzedniego podrozdziatu. Tutaj bedziemy
juz przyjmowacé zalozenie, ze wszystkie trzy aksjomaty metryki sa spetnione.
Skoncentrujemy sie natomiast na wykresleniu kota i odcinka.

o Kula. Kula domknieta o srodku w punkcie z i promieniu r zdefinio-
wana jest wzorem:

dm(z,y) <. (3.2.2)

Mozna powiedzieé, ze jest to zbior wszystkich takich punktéw y, do kté-

rych jesteSmy w stanie dojs¢, idac ze stala predkoscia, w ustalonym cza-

sie. Wybierajac odpowiednio te predkos¢, mozna uméwic sie, ze liczba

r to wlasnie ilo§¢ godzin marszu. Jedli r < \/a? + 22, co oznacza, ze je-

stedmy w stanie najwyzej doj$¢ do mostu, to nasze koto ma zwykla

postac:

(y1 — 21)° + (y2 — 22)? <77, (3:2.3)
z ta réznica, ze sa z niego usuniete wszystkie punkty lezace na drugim
brzegu rzeki — by¢ moze leza one nawet blisko (w potocznym sen-

sie), ale nie mamy jak do nich dotrze¢ w zadanym czasie. Sytuacja ta
przedstawiona jest na rysunku 3.1.

Bialy punkt to punkt startowy, a zarazem S$rodek okregu (x). Jego
wspOlrzedne, wybrane przykladowo, to (2,2). Kuleor = 1ir = 2
calkowicie mieszcza sie na gérnym brzegu i majg ksztatt zwyktych kot.
Zwickszajac r, ale w taki sposob, ze r < v/22 + 22 = 2/2, stwierdzamy,
iz kola ,wystaja” na dolny brzeg i te ich czesci musimy usunaé. Nato-
miast gdy r przekracza odleglo$é, jaka dzieli punkt z od mostu (czyli
2v/2), pojawia sie cze$é¢ kola lezaca takze na drugim brzegu. Na ry-
sunku odpowiada to kolom o promieniach 4 oraz 6. Np. dla » = 6
do kota nalezg wszystkie punkty y spelniajace warunek:

(1 —21)° + (Y2 — 22)* <6 A 32>0, (3.2.4)
oraz wszystkie punkty, dla ktérych
\/x%+x§+\/y%+y§<6 A Y2 <0. (3.2.5)

Poniewaz na rysunku przyjelismy x; = xo = 2, wiec (3.2.5) mozna
nadaé postaé:

VI +H 3 <6-V22+22=6-2V2 A 3 <0, (3.2.6)
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Rysunek 3.1: Kule i odcinek w metryce ,most”.
czyli
P2 <(6—2v2)2=4(11-6V2) A 3, <0. (3.2.7)

Jest to wiec zwykle poétkole lezace na dolnym brzegu rzeki, o $rodku
w poczatku uktadu i o stosunkowo malym promieniu, gdyz cze$é z 6 go-
dzin czasu straciliémy najpierw na dotarcie do mostu.

Odcinek. Odcinek laczacy punkty x oraz z (oznaczymy go po prostu
xz) to, dla dowolnej metryki d, zbiér tych wszystkich punktéw y, dla
ktorych (nieostra) nieréwnosé tréjkata realizuje sie jako réwnosé:

d(z,y) +d(y,z) =d(z,2) . (3.2.8)

Warto zauwazy¢ tutaj fakt, ktory przyda nam sie za chwile, ze jesli
punkt w nalezy do odcinka xz, to zawarte sa w nim tez cale odcinki
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rw oraz wz. Mamy wéwczas bowiem:
d(z,w) + d(w, z) = d(z, z) . (3.2.9)
Jedli teraz pewien punkt y nalezy do odcinka zw, to musi zachodzié¢
d(z,y) + d(y,w) = d(z,w) . (3.2.10)
Wstawiajac to do (3.2.9), otrzymujemy:
d(z,2) =d(z,y)+d(y,w)+dw,z) > d(z,y)+d(y,z). (3.2.11)

nier.tréjk.

Zauwazmy, ze uzyskaliémy symbol > zamiast <. Jedyna mozliwoscia
pogodzenia otrzymanej nieréwnosci z nieréwnoscia trojkata (ktéra musi
zachodzié, bo d jest przeciez metryka) jest przyjecie, ze spelniona jest
réwnosé:

d(z,z) =d(x,y) +d(y, 2) , (3.2.12)
a to oznacza, ze oprocz w (co wezesniej zatozyliémy) takze y musi na-
leze¢ do odcinka xz. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla
odcinka wz. Tu réwniez okaze sie, ze musi on w caloSci zawieraé sie
w xz. W powyzszych rozwazaniach nigdzie nie korzystaliSmy z kon-
kretnej postaci metryki, wiec majg one zastosowanie takze do d,, oraz
do kazdej inne;j.

Jedli punkty = i z leza na tym samym brzegu rzeki, to nie ma potrzeby
przechodzi¢ przez most i odcinek wyglada w tradycyjny sposob. Aby
to uzasadnié, cofnijmy sie na chwile do zadania 1 z poprzedniego pod-
rozdziatu, do miejsca, w ktérym dowodziliémy nieréwnosci trojkata dla
metryki euklidesowej. Jesli przesledzi¢ przeprowadzone tam rozumo-
wanie, to dojdziemy do wniosku, ze réwnosé (3.2.8) zrealizuje sie tylko
wtedy, gdy a12 1 b 2 wprowadzone we wzorze (3.1.5) beda tak dobrane,
ze

albg = a2b1 . (3.2.13)

Jak pamigtamy jednak, zdefiniowaliSmy wéwczas a2 = 212 — y1,2 oraz
bi2 = y12 — 21,2. Po prostych przeksztalceniach przekonamy sie, ze
warunek (3.2.13) w jezyku z,y, z oznacza:

ya(x1 — 21) + y1(22 — x2) + (221 — 2122) = 0. (3.2.14)

Jest to réwnanie prostej (w zmiennych i, y2) przechodzacej przez
punkty x oraz z, co latwo sprawdzié, podstawiajac ich wspéirzedne.
Odcinek, w takim przypadku, jest faktycznie kawatkiem tej prostej za-
wartej pomiedzy punktami x i z.
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Inaczej rzecz si¢ ma, gdy punkty te leza na przeciwnych brzegach rzeki.
Przyktadowy odcinek narysowany jest przerywang bialg linia. Naleza
do niego wszystkie punkty lezace na prostej pomiedzy x a ,mostem”
oraz na prostej pomiedzy ,mostem” a z. Latwo mozna uzasadnié¢ ten
wniosek. Droga od x do y sklada si¢ bowiem z dwoéch kawatkéw, a na
kazdym z nich poruszamy sie, postugujac sie metryka euklidesowa. Dla
metryki euklidesowej sprawdziliSmy powyzej, jak wyglada odcinek i mo-
zemy juz te wiedze wykorzystaé. Poczatek uktadu (,most”) niewatpli-
wie nalezy do rozwazanego odcinka, bowiem

dm(x,(0,0)) + dn((0,0), 2) (3.2.15)
= /(@1 — 02 + (22— 0)2 + /(21 — 0)2 + (22 — 0)?
= VJal+ad+ /5 + 2 = dn(a,2),

przy czym ostatnia réwnos¢ to po prostu dolne réwnanie z defini-
cji (3.2.1). Skoro tak, to na nasz odcinek musza sie skladaé cate dwa
wzwykle” odcinki lezace pomiedzy x a (0,0) oraz pomiedzy (0,0) a z,
na ktérych poruszamy sie ,,po euklidesowemu”. Uzasadniliémy to pare
chwil wczesniej dla dowolnej metryki. Wystarczy teraz wybraé ,most”
jako wspomniany punkt w i skorzystaé z otrzymanych wnioskéw poda-

nych po wzorze (3.2.8).

Problem 2

Narysujemy kule i odcinek w tzw. metryce ,rzymskiej” zdefiniowanej
w zbiorze R? wzorem:

doy) = V23 + 23+ /yi + 13 gdy  @1ys # i
’ \/(3?1 —y)? + (2 —y)? gdy Ty =y
(3.2.16)

Rozwigzanie

Metryka ,rzymska” swoja nazwe zawdziecza znanemu powiedzeniu, ze
,wszystkie drogi prowadza do Rzymu”. Analizujac (3.2.16), mozna sie tatwo
przekonaé, ze role ,Rzymu” odgrywa tu poczatek uktadu wspédtrzednych.
Jesli dwa punkty leza na prostej przechodzacej przez niego, to odlegto$é¢ mie-
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dzy nimi jest zwykla odlegloscia euklidesowa (dolny wzér). Znajduja sie one
bowiem na wspdélnej drodze do ,Rzymu”. Jedli jednak nie leza one na ta-
kich prostych, to najpierw musimy p6j$¢ (,,po euklidesowemu”) do ,Rzymu”,
a dopiero tam wybraé¢ inng droge do punktu koncowego (gérny wzor).

Teraz zastanowimy sie, jak w tej metryce wygladaja kule i odcinki.

o Kula. Jak wiemy, zbiér punktéw y tworzacych domknieta kule opisany
jest nieréwnoscia;
dy(xz,y) <, (3.2.17)

przy czym x pelni tutaj role srodka kuli, a r jej promienia. Na potrzeby
rysunku ponizej przyjeliSmy przyktadowe wartodci: 1 = 11 2o = 3.
Rozwazymy teraz dwie sytuacje. Jesli promienr r kuli jest mniejszy
od odlegtosci euklidesowej z punktu z do ,Rzymu”, czyli jesli

r<\J(1-0)2+(3-0)2 =10, (3.2.18)

to kula sprowadza sie do zwyklego odcinka na prostej wystawionej
z poczatku uktadu i przechodzacej przez x. Jego érodkiem jest wtla-
$nie ten punkt, a dtugosé¢ réwna jest 2r. Wynika to z faktu, ze przy
warunku (3.2.18) niemozliwe jest spelnienie gérnego wzoru z (3.2.16).
Musiatoby bowiem zachodzi¢:

V2432 +\yi+yi=r <= \Jyi+y3=r—Vv10, (3.219)

co, naturalnie, prowadzi do sprzecznoéci, gdyz wielko$é¢ po prawej stro-
nie jest ujemna. JesteSmy wiec ograniczeni do dolnego wzoru (3.2.16),
a zatem do punktéw y spelniajacych:

T1Yyo = Y122, czyli  yo = 3y1, (3.2.20)
po uwzglednieniu, ze z; = 1, a zo = 3. Réwnanie (3.2.20) opisuje
wlasnie taka prosta, o jakiej mowiliSmy. Jej odcinek ograniczony jest
warunkiem:

\/(961 —y1)? + (w2 —y2)? = \/(1 =)+ (3= 12)? (3.2.21)
— 1—91)24+9(1 —y1)2 =+/10(1 —y;)2 <
= \/( y1)? +9(1 —y1) \/ (I-y)2<r
:>\1\<r:>1r<<1+r
Y1 < \/E \/1—0 SU1

ViR

Gdy promien okregu (albo czas naszego marszu) jest wystarczajaco
duzy (wiekszy od v/10), uda sie dotrzeé do ,Rzymu” i wtedy mozemy
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rozpoczaé wedrowke po innej drodze lub tez mozemy poruszaé sie da-
lej po tej samej. Kula bedzie wiec miata wéwczas posta¢ sumy dwoch
zbioréw: zwyklego (euklidesowego) odcinka, o ktérym moéwilismy przed
chwila, oraz zwyklego (euklidesowego) kota o §rodku w poczatku uktadu
i promieniu, ktéry wynika z (3.2.19): 7 —+/10 > 0. Kilka przyktadowych
kul o réznych promieniach przedstawionych jest na rysunku 3.2.

Odcinek. Mozemy wykorzystaé¢ tutaj wiedze z poprzedniego zadania.
Gdy oba punkty x i y leza na wspdlnej prostej przechodzacej przez
poczatek uktadu, to odlegtos¢ na niej mierzymy za pomoca metryki
euklidesowej, wiec otrzymamy zwykly odcinek zawarty w tej prostej.
Jedli natomiast te trzy punkty nie sa wspotliniowe, to musimy naj-
pierw wykresli¢ linie prosta z « do poczatku uktadu, a nastepnie druga
stamtad do y. Przyktadowy odcinek tego typu zaznaczony jest na ry-
sunku 3.2 przerywana biata linia. Wszystkie argumenty, ktére prowadza
do tego wniosku, sa identyczne z przedstawionymi w poprzednim za-

Rysunek 3.2: Kule i odcinek w metryce ,rzymskiej”.
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daniu, gdzie musieliSmy przechodzié¢ przez,most”. Tym razem przejs¢
musimy przez ,Rzym”. Wiemy, ze jesli do odcinka xy nalezy jakis inny
punkt w (np. poczatek uktadu), to zawarte w nim sa w caltosci odcinki

TW oraz wy.

3.3 Zadania do pracy wlasnej
Zad. 1. Sprawdzié, czy ponizsze funkcje sa metrykami:

a) Funkcja okreslona wzorem (3.2.1).
b) Funkcja okreslona wzorem (3.2.16).
c) Funkcja p: Ry x Ry — Ry U {0} okreslona wzorem:

p(x,y) = [log(x/y)| -

Jedli tak, to narysowaé kule w tej metryce.

Odpowiedzi:

a) Metryka.

b) Metryka.

¢) Metryka, przykladowa kula K (zo,r), dla xg = 21 r = 1 jest prze-
dzialem ]2/e, 2¢].

Zad. 2. Sprawdzié, czy funkcja
d(r,y) = max {lai — i}

[ERES)

definiuje w zbiorze RY metryke. Jedli tak, to ustali¢, jak wygladaja kule
w tej metryce.

Odpowiedz:
Metryka, przykladowa kula K(zg,r), dla g = (1,1,...,1) i = 1 ma
postaé |0, 2[x]0, 2[x - - - x]0, 2[.
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Wykorzystujemy indukcje matematyczng

4.1 Dowodzimy podzielnosci liczb i wielomianéw

Problem 1

Pokazemy, ze dla kazdego n € N liczba

1
W= — 36" +10-3" 411
In =15 20 F (41.1)

jest podzielna przez 33.

Rozwigzanie

Metoda dowodzenia réznych twierdzen, tozsamosci czy nieréwnosci na-
zywana metoda indukcji matematycznej stanowi bardzo wygodne i czesto
stosowane narzedzie w matematyce czy fizyce i warta jest poswiecenia jej
nieco uwagi. Przyjmijmy, ze pragniemy wykaza¢ prawdziwos¢ pewnej tezy
dla wszystkich n € N. Przypomnimy, jakie kroki sktadaja si¢ na indukcyjny
dowdd.

1. Najpierw musimy sprawdzié, czy teza, ktérej chcemy dowiesé, jest praw-
dziwa, gdy polozymy n = 1. Na ogoét weryfikacja tego faktu jest bardzo
prosta.

2. Drugim krokiem jest wykazanie nastepujacej implikacji: z prawdziwosci
tezy dla pewnego k € N wynika jej prawdziwos¢ dla k + 1. Ta czes$¢
dowodu jest na ogét duzo trudniejsza.
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Wykonanie tych dwoéch krokéw oznacza zakonczenie indukcyjnego dowodu
i pozwala na wniosek, ze teza prawdziwa jest dla wszystkich naturalnych n.

Moze sie zdarzy¢, ze dana wlasnosé, ktérej chcemy dowieéé, zachodzi nie
dla wszystkich n, ale dla ,prawie wszystkich”, czyli wszystkich poczawszy
od pewnego m € N. Latwo jest wowczas dostosowaé¢ podane wyzej kroki
indukcyjne do tej sytuacji: w punkcie pierwszym sprawdzimy prawdziwosé
tezy dlan = m, a w punkcie drugim wystarczy wykaza¢ prawdziwosé podanej
implikacji jedynie dla k > m.

Dziatanie zasady indukcji mozna obrazowo przyréwnaé¢ do zabawy pole-
gajacej na ustawieniu bardzo wielu kostek domina w ten sposéb, ze przewro-
cenie pierwszej z nich powoduje przewrdcenie nastepnej itd. W zabawie tej
rekordzisci potrafia ulozyé (i przewrécié¢) miliony kostek. W naszym przy-
padku musialoby ich by¢ nieskonczenie wiele. Przewrdcenie pierwszej kostki
to sprawdzenie punktu 1. A ustawienie ich w ten sposéb, ze kazda, przewra-
cajac sie, przewraca takze nastepna, to wykonanie punktu 2.

Teraz przejdziemy do dowodu wtasnosci podanej w tresci naszego pro-
blemu. Zadania na dowodzenie podzielnosci stanowia jeden ze standardowych
przykladéw zastosowania zasady indukcji matematycznej. Z podobnym za-
gadnieniem, dotyczacym tym razem wielomianéw, spotkamy sie w nastepnym
zadaniu.

Zgodnie z zarysowanym wcze$niej planem zaczynamy dowdd od spraw-
dzenia, czy a1 jest podzielne przez 33:

1
a1:5-36+10-3:33. (4.1.2)
Kazda liczba naturalna jest oczywiscie podzielna przez sama siebie, wiec
pierwszy krok dowodu wykonaliSmy. Teraz wykonamy krok drugi. Zalozymy,
ze dla pewnego k > 1 liczba ay jest podzielna przez 33. Zaltozenie to zwyklo
sie nazywacé zalozeniem indukcyjnym. Jedli tak, to mozemy napisaé

1
akzﬁ-36k+10'3k:33'l17 (4.1.3)

gdzie I} € N. Musimy wykazaé, ze przez 33 podzielna jest takze liczba agy1,
czyli ze zachodzi

1
A1 = 75 - 36M1 410381 =331, (4.1.4)

gdzie [y takze jest pewng liczba naturalna. Jest to nasza teza indukcyjna.
Konkretne wartosci liczb [; i l2 sa dla naszego dowodu nieistotne.

Musimy zastanowié sie, jak mozna przeprowadzi¢ potrzebne rozumowa-
nie. Najbardziej naturalnie jest zacza¢ od réwnania (4.1.3) i stara¢ sie je tak

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



72 4 WYKORZYSTUJEMY INDUKCJE MATEMATYCZNA

przeksztatca¢, aby po lewej stronie uzyska¢ wzér na agyqi. Wowczas, w wy-
niku tych zabiegéw, po prawej stronie — mamy nadzieje — pojawi sie liczba
jawnie podzielna przez 33. Poréwnajmy wzory (4.1.3) oraz (4.1.4). Widoczna
réznica (ale nie jedyna) jest wyzsza o jeden potega liczby 36 w drugim z nich.
Pierwszym krokiem, jaki wykonamy, jest wiec pomnozenie obu stron réwna-
nia (4.1.3) przez 36. Otrzymujemy w ten sposéb:

1

= 36K+ +36-10-3" =36-33-1; . (4.1.5)
Teraz musimy przeksztalci¢ wyrazenie po lewej stronie, aby wygenerowad
z niego agy1. Wiemy, co chcemy uzyskaé, wiec piszemy

1 1
— -36k+1+36-10-3k:E-36k“+12-3-10-3k (4.1.6)

12
1 k+1 k+1 1
:—-36 +12'10'3 - T
12 12

1
=5 36FH +10-3F 4110 - 3F = qpyq +110- 3571 =36-33 -1, .

Ostatnia réwno$é¢ oznacza, ze
App1 =36-33-1; —110- 3" =33.(36-1;, —10-3%) =33 -1y.  (4.1.7)
—_————

l2

-368T 4 (14-11) - 10 - 3~H!

Wyrazenie w nawiasie jest oczywiscie liczba calkowita (pamietamy, ze zgod-
nie z zalozeniem indukcyjnym [y € N), a nawet naturalna, bo wiemy z (4.1.4),
ze agy1 > 0, wiec jest ono poszukiwana liczbg l. Otrzymalidémy teze induk-
cyjna, a zatem dowdd jest ukonczony.

Problem 2

Wykazemy, ze dla kazdego n € N wielomian
po(z) =n2™? — 2n+ 2"+ (n+ Da" + 2 —1 (4.1.8)
ma potrdjne miejsce zerowe dla z = 1.

Rozwigzanie

7 zastosowaniem zasady indukcji do wykazywania podzielnosci liczb na-
turalnych zetknelidmy sie w poprzednim przyktadzie, a teraz czas na podziel-
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noé¢ wielomianéw. W tresci zadania mowa jest jednak o potréjnym miej-
scu zerowym dla x = 1, a nie o podzielnosci. Wiemy wszakze z twierdzenia
Bézouta, ze gdy liczba a jest miejscem zerowym wielomianu w(z), to wielo-
mian ten podzielny jest przez czynnik (z — a). Odwrotna implikacja takze
jest prawdziwa. Innymi stowy, mozna z wielomianu wspomniany czynnik wy-
taczyé, czyli napisa¢ w(z) = (x — a)v(x), gdzie v(x) tez jest wielomianem.
Potréjne miejsce zerowe oznacza, ze taki czynnik mozna wyltaczyé trzykrot-
nie. W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze w zadaniu musimy w istocie
dowie$é podzielnosci wielomianu p,,(z) przez (z — 1)3 dla dowolnego n € N.
Jak wiemy, pierwszy krok indukcji polega na sprawdzeniu prawdziwosci
tezy dla n = 1. Mamy:
pE)=a23 =3 +2r+2x—1=2°-322+3zx-1=(xz—1)>. (41.9)
Wielomian ten jest, w sposéb oczywisty, podzielny przez (z — 1)3.
Drugi krok polega¢ bedzie na zatozeniu, ze dla pewnego naturalnego k mo-
zemy napisac
pr(z) = (. — 1) q(z) , (4.1.10)
gdzie q(z) jest pewnym wielomianem, i na wykazaniu stad, ze podobny roz-
ktad zachodzi takze dla pgi1(x) z jakim$ innym wielomianem r(z)
prr1(x) = (2 —1)3r(2) . (4.1.11)
Konkretnej postaci wielomianéw ¢(z) i 7(z) znaé¢ tutaj nie musimy. W od-
réznieniu od poprzedniego przykltadu wyjdziemy teraz od lewej strony tezy
indukcyjnej, czyli od wyrazenia na pg1(x). Gdy okaze sie to uzyteczne, sko-
rzystamy z zalozenia indukcyjnego, tj. ze wzoru (4.1.10). Aby jednak mieé¢ na
to szanse, musimy tak przeksztalca¢ wyrazenie, aby dostrzec w nim (a wlasci-
wie uzyska¢ w nim, przegrupowujac wyrazy, w razie potrzeby nawet dodajac
je 1 odejmujac) wielomian pg(x):

Prog1(@) = (k+D)z"*3 — 2(k +1) + )b 2 + (k + 2)2F + 2 — 1
= ijk+3 +xl€+3 _ (2k + 1)$k+2 o 2$k+2 + (kj + 1)xk+1

+ g

Rzut oka na powyzszy wzér pozwala stwierdzié, ze cel ten uda sig zrealizowac.
Wystarczy zebraé¢ razem podkreslone wyrazy, aby przekonaé sig, ze ich suma
to z pg(z). Pozostale takze uporzadkujemy, otrzymujac:

i1 () = wpy(e) + 282 = 22K 4 M 0?4 2p — 1 (4.1.13)
= zpp(x) + 2" (2? = 20 +1) — (2% — 22 + 1)
= wpp(x) + 2" (@ 1) = (z - 1)* =2 pp(a) + (z — 1)* ("' = 1),
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Wiemy juz z zalozenia indukcyjnego ze czynnik (z — 1)3 mozna wylaczyé
z pp(x). Drugi wyraz zawiera jawnie (x — 1)2, a kolejne (x — 1) pochodzi
z 21 — 1, ktére takze zeruje sie dla z = 1. Mozna tu wykorzytaé¢ znana
formute:

1= -1+ ). (4.1.14)
W ten sposéb dochodzimy do koncowego wzoru, w ktérym rozpoznajemy teze
indukcyjna
per1(@) = (@ =12 qx) + (@ —13@F + 251+ 44+ 1) (4.1.15)
= (z—-13xq)+a"+2F 1+ fr4+1) = (@ -1)>r(x).
r(x)

Whiosek: p,,(z) zdefiniowane wzorem (4.1.8) ma dla dowolnego naturalnego
n potrdjne miejsce zerowe w punkcie x = 1.

4.2 Wykazujemy réwnania i nieré6wnosci

Problem 1

Wykazemy, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnos¢:
l-ll=mn+1)!-1. (4.2.1)
=1

Rozwigzanie

7 poprzednich przyktadéw znana nam jest juz procedura, jaka musimy
zastosowacé. Najpierw sprawdzamy prawdziwo$¢ wzoru w treéci zadania dla
n=1. W tym celu obliczamy jego lewa i prawa strone i poréwnujemy je:

1
L Zy N=1-11=1 Y L —pP. (4.2.2)

P=(1+1)—-1=21—-1=1

Teraz musimy wykonaé wlasciwy krok indukcyjny: korzystajac z zatozenia
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indukcyjnego wykazaé teze indukcyjna. Zalozenie indukcyjne ma postaé:

k
Ml-ll=(k+1)!-1, (4.2.3)
=1
a teza indukcyjna:
k+1
Si-ll=(k+2)!—-1. (4.2.4)

I=1
Poréwnanie tych wzoréw od razu moéwi nam, jak wykonaé¢ potrzebny krok.
Réznica miedzy lewa strona obu rownan sprowadza sie bowiem do ostatniego
wyrazu sumy w (4.2.4), odpowiadajacego | = k + 1, ktérego brak w (4.2.3).
Skoro go brak, to musimy doda¢ go do obu stron zatozenia indukcyjnego.
Mamy wiec:

k k
Zl-u+(k+1)-(k+1)!:fz-z!:(k+1)!—1+(k+1)-(k+1)!. (4.2.5)
=1 =1

Skoro lewa strona ma juz postaé taka, jak w (4.2.4), czyli

k+1

S,
=1

to wystarczy tylko sprawdzié¢, czy prawa réwniez. Rachunek ten jest bardzo
prosty

k+1)! =1+ (k+1)-k+1)! = (k+D)!A+k+1)—1 (4.2.6)
— (h+DI(E+2)—1=(k+2)—1.

Otrzymalismy teze indukcyjna, a zatem dowdd jest ukoniczony.

Problem 2

Udowodnimy, ze dla kazdego n € N zachodzi rownos¢:

n

P = (znj m)? . (4.2.7)

=1 m=1
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Rozwigzanie

Na poczatku postepujemy tak jak w poprzednim (i wszystkich innych) przy-
ktadzie: sprawdzamy stuszno$é wzoru dla n = 1.

1

L= r=1=1

=1 = L=P (4.2.8)
=(>_my=1=1
m=1
Teraz wypisujemy i poréwnujemy zalozenie indukcyjne

k k
N P=(>_m)?, (4.2.9)
=1 m=1

z teza indukcyjna

k+1 k+1
Z P=(> m)?. (4.2.10)
m=1

Widzimy, ze lewg strone (4.2.10) mozemy uzyskaé z (4.2.9) poprzez dopisanie
brakujacego wyrazu postaci (k+ 1)3. Dodajemy go wiec do obu stron (4.2.9):

k+1 k

Zﬁ* + (k+1)3 Zz?’ (> m)*+(k+1)%. (4.2.11)

m=1
Krokiem, ktéry musimy teraz wykonaé, jest wykazanie, ze otrzymane wyra-
zenie po prawej stronie réwne jest prawej stronie tezy indukcyjnej (4.2.10).
Jest tak w istocie, co pokazemy ponizej.

k k+1
(> m)P+ (k+ Z m— + (k4 1)3 (4.2.12)
m=1
k+1 E+1
= (Y m?—20k+1)Y m+(k+1)*+ (k+1)°
m=1 m=1

gdzie wykorzystaliSmy znany wzor skréconego mnozenia:

k+1
(a—b)?=a*>-2ab+1V* dla a= Zm oraz b=k+1.
m=1
Wystepujace powyzej wyrazenie ZkH m jest suma pierwszych k + 1 wyra-
zéw ciggu arytmetycznego a, o pierwszym wyrazie a; = 1 i réznicy r = 1.
Sume te obliczamy, biorac $rednia arytmetyczna wyrazéw pierwszego (czyli 1)
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i ostatniego (czyli k + 1), a nastepnie mnozac przez ich ilo$é (czyli k + 1):

%m:%(l—i—k—i—l)(k:—i—l):w. (4.2.13)
m=1

Zapamietajmy jednak, ze w ten sposéb mozemy znajdowaé sume wyrazdéw
wylacznie dla ciggu arytmetycznego! Wzor powyzszy mozna, jesliby ktos
chcial, niezaleznie wykazaé, traktujac to jako odrebne — i bardzo proste
— zadanie na wykorzystanie indukcji matematycznej. My wstawimy teraz
(4.2.13) do prawej strony (4.2.12), otrzymujac

k
(> m)? + (k+1)° (4.2.14)
m=1
k+1
B (k+1)(k+2)
= (mzzjlm)2 —2(k + 1)f +(k+1)2+ (k+1)3
k+1 k+1
= (Zm)2—(k+1)2(k+2)+(k+1)2(k+1+1) =(> m)? .
m=1 m=1

Teza indukcyjna zostala wiec wykazana, a wraz z nia wzér (4.2.7).

Problem 3

Pokazemy, ze dla kazdego n € N oraz dla dowolnych dodatnich liczb a
i b spelniona jest nieréwnosé:
(a+b)" <2"(a" +0"). (4.2.15)

Rozwigzanie

Tym razem mamy wykaza¢ co prawda nieréwnosé, a nie rownanie, ale
spos6b postepowania bedzie podobny do tego z dwoch ostatnich przyktadow,
przy dosy¢ oczywistych modyfikacjach. Zaczynamy, jak zwykle, od sprawdze-
nia prawdziwosci (4.2.15) dla n = 1. Mamy

L=(a+b'=a+b
P=2Ya' +b") =2(a+b)
gdyz a,b > 0. Wypiszemy teraz jawnie zalozenie indukcyjne
(a+Db)F < 2F(a* +vF) (4.2.17)

} — L<P, (4.2.16)
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i teze indukcyjna

(a + b)F L < 2R FL(ghHL 4 ity (4.2.18)
W odréznieniu od probleméw 11 2 w tym podrozdziale lewe strony nie sa
teraz sumami wyrazéw, lecz ich iloczynami, przy czym ten w tezie indukcyjnej
ma o jeden czynnik postaci (a + b) wiecej. Aby zatem wychodzac z lewej
strony (4.2.17), otrzymaé lewa strone (4.2.18), trzeba obie strony zalozenia
indukcyjnego pomnozyé przez (a+0b). Czynnik ten, zgodnie z trescia zadania,
jest dodatni, wiec przy tej operacji znak nieréwnosci nie ulegnie zmianie.
Otrzymujemy:

(a+b)* (a+b) = (a+b)* < 28(aP+b%) (a+b) = 28 (aF T +0F L Habb+bka))

(4.2.19)
Po lewej stronie otrzymali$émy juz (a+b)**1, ale wyrazenie po prawej nie przy-
pomina jeszcze prawej strony tezy indukcyjnej. Pamietajmy jednak, ze tym
razem dowodzimy nie rownania, ale nieréwnosci. Wystarczy wiec wykazaé,
ze zachodzi:

2k(ak+1 4+ karl + akb 4+ bka)) < 2k+1(ak+1 + bk+1) ] (4220)

Na pierwszy rzut oka nie bardzo wiadomo, jak tego dokonaé. Istnieje jed-
nak pewna standardowa metoda w takich sytuacjach. Polega ona na takim
przeksztalcaniu wyrazenia po lewej stronie, aby otrzymaé to, ktére znajduje
sie po prawej, plus ewentualnie jaki§ dodatkowy wyraz. Wystarczy wéwczas
okresli¢ znak tego wyrazu, aby wiedzie¢, czy powyzsza nieréwnosé jest, czy
tez nie jest spelniona. Warto zapamietaé, ze z reguly badanie znaku wyraze-
nia jest prostsze niz szukanie konkretnej jego wartosci. W naszym przypadku
to przeksztalcanie lewej strony polegaé¢ bedzie na dopisaniu brakujacych dwo-
jek przy a**! oraz b1 (po lewej mamy 2%, a po prawej 2¥+1). Oczywiscie
w rownaniach czy nieréwnosciach nie wolno nic bezkarnie dopisywaé po jed-
nej tylko stronie, wiec dodane wyrazenia musimy zaraz odjaé¢. Zostalo to
W ponizszym wzorze zaznaczone podkredleniem.

2k(ak+1 + bk+1 +akb+bka))

— 2k+1(ak+1 + karl) + Qk(akb + bka o ak+1 o karl)
= 2R FL(gh L pF L) 1ok (gF —bF) (b —a) . (4.2.21)
Udalo nam sie zrealizowaé plan, gdyz prawa strona odpowiada juz rzeczywi-

Scie prawej stronie tezy indukcyjnej plus pewien dodatkowy wyraz. Oczywiste
jest jednak, ze zachodzi

(aF =) (b—a) <0, (4.2.22)
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bowiem dla a # b wyrazenie to jest iloczynem czynnika dodatniego i ujem-
nego, a gdy a = b, to oba czynniki sg réwne zeru. OtrzymaliSmy wiec

2k(ak+1 + karl + akb+ bka) < 2k+1(ak+1 + karl) 7 (4223)

a to pociaga za sobg teze indukcyjna. Procedura indukcyjnego dowodu jest
wiec zakonczona i tym samym nieréwnosé (4.2.15) wykazana.

Problem 4

Wykazemy, ze dla kazdego n € N spetniona jest nieréwnosé:

§§§§>v%. (4.2.24)

Rozwigzanie

Dla n = 1 mamy:

Loy Lo,
= Vm 1

5

— L=P. (4.2.25)
P=v1=1

Jesdli L = P, to prawdziwe jest rowniez zdanie, ze L > P, czyli pierwszy krok
indukcji zostal wykonany. Jak zwykle sformulujemy teraz zalozenie induk-
cyjne i teze indunkcyjna:

71.: (4.2.26)

iﬁﬁ»
ﬂ\

TI: Z >VEk+1. (4.2.27)

Nauczylismy sie juz, jak post@powac, gdy lewe strony réznig sie jednym sktad-
nikiem sumy: najczesciej nalezy go po prostu doda¢ do obu stron zaloze-
nia indukcyjnego. Ten brakujacy sktadnik ma, w naszym przypadku, postac
1/Vk+1 Otrzymujemy:

k+1 1

Z N Z Nk (4.2.28)
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Podobnie jak w przyktadzie 3 pozostaje zatem wykazaé, ze

Vi + >VEk+1. (4.2.29)

1
Vk+1
Wyrazenie po lewej stronie na pewno jest wigksze od takiego, w ktorym
pierwszy skladnik (t;j. \/E) pomnozyliby$my przez pewien czynnik ¢ mniejszy
od jedynki:

Vi 4 ——— \/_ > VE+ ——— m
Dobér tego czynnika stanie sie jasny, jesli zastanowimy sie, co chcemy osia-
gnac. Zawsze bowiem trzeba mie¢ przed oczami cel przeksztalcen i to, do ja-
kiego wyrazenia dazymy. Chaotyczne przeksztatcanie wzoru na ogdt nie do-
prowadzi nas do celu, podobnie jak szachista wykonujacy przypadkowe po-
suniecia ma male szanse na danie mata przeciwnikowi. A wiec po pierwsze,
aby uprosci¢ wyrazenie, chcemy mie¢ wspdélny mianownik postaci vk + 1.
Po drugie dobrze byloby pozbyé sie pierwiastka z k w liczniku. Po trzecie
dazymy do tego, aby mianownik skrocit sie, gdyz po prawej stronie nieréw-
nosci (4.2.29) go nie ma. Wszystkie te cele zrealizujemy, jesli doprowadzimy
licznik do postaci k + 1 w nastepujacy sposéb:

dla € <1. (4.2.30)

Vk 1 k+1
\F+\/_>\/— \/k+1+\/k+1 NS =Vk+1 (4.2.31)
——

3

Mniejszym od jednosci czynnikiem, przez ktéry pomnozylismy vk w (4.2.29),
jest wiec utamek vk/vk + 1.

W ten sposéb wykazaliSmy nieréwnosé (4.2.29), a wraz z nia takze teze
indukcyjna.

Problem 5

Udowodnimy, ze dla kazdego n € N spetniona jest nieréwnosc:

( 2;; ) > % . (4.2.32)
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Rozwigzanie

Symbol < Z ) nosi nazwe symbolu Newtona i jest skrétowym zapisem wy-

razenia:

n n!
( . ) I (4.2.33)

Wiedzac to, mozemy tatwo sprawdzié, ze nieréwnos$é (4.2.32) spelniona jest
dla n = 1. Mamy bowiem:

21
L:<i>:112 o= 2
. -1 — L=P = L>P. (4234
:—:2
2v/1

Jak zawsze jawnie podamy teraz zatozenie indukcyjne oraz teze induk-

cyjna:
2k 4k
Z1.: (k) i (4.2.35)

4k+1

' 2k + 1)
TL: ( b1 ) > ST (4.2.36)

Aby rozstrzygnaé, jak nalezy postepowaé dalej, musimy rozwinaé¢ wyraze-
nia po lewych stronach zgodnie ze wzorem (4.2.33) i ustali¢, czym sie réznia.
Wtedy bedziemy wiedzieé, jaka operacje powinnismy wykonaé na nieréwnosci
stanowiacej zatozenie indukcyjne.

2 2k)! 2 1 2k + 2)!
B @R (k+1) ) __ (2k+2) (4.2.37)
k k! K! E+1 (k+D!'(k+ 1)

Fatwo mozna dostrzec, ze drugie z wyrazen mozna uzyskaé z pierwszego,

mnozac je przez czynnik postaci
(2k+2)2k+1)  2(2k+1)
k+1)(k+1)  k+1

Wykonajmy zatem te¢ operacje. Otrzymujemy:

2k (2k+2)@2k+1) [ 2(k+1) | 45 202k +1) (4.2.38)

k (k+1)(k+1) \ k+1 )72k k+1 =~ 7
Musimy w jaki$ sposob przeksztalcié¢ teraz wyrazenie po prawej stronie, aby
wykazac, ze jest ono nie mniejsze niz

4k+1

Wk+1
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Jedli nie wiadomo, jak sie do tego zabraé, to mozna zawsze sprébowaé wy-
dzieli¢ z prawej strony (4.2.38) powyzszy czynnik w sposéb ,mechaniczny”,
a wowczas bedzie trzeba jedynie ustalié¢, czy pozostaly po tym wydzieleniu
wspotczynnik jest wiekszy, czy mniejszy od jedynki. Postepujac w ten sposéb,
uzyskujemy:

4% 2(2k 4+ 1) g4+t (2k+1) 4k (k4 1/2)

Wk k+1  2VE+1 2VEVE+T 2Vk+1 VEZ+k
I N LG ) R s L e
k1 R+k  o2VkE+1 K2+k

Udalo nam si¢ otrzymaé prawsa strone tezy indukcyjnej pomozong przez do-

datkowy czynnik
k2 +k+1/4
——>1.
ik

4k 22k + 1) . 4k+1

Wk o k+1 2VEk+1
Laczac te nier6wno$é z (4.2.38), widzimy, ze otrzymalidmy (4.2.36), czyli
twierdzenie zostalo wykazane.

(4.2.39)

Zachodzi wiec:

(4.2.40)

4.3 Dowodzimy kilku waznych wzoréw

Problem 1

Wykazemy, ze dla kazdego n € N oraz dla kazdego x > —1 spetniona
jest tzw. nierownos¢ Bernoulliego:

(1+2z)">14+nx. (4.3.1)

Rozwigzanie

Nieréwnosé¢ Bernoulliego podana w tresci zadania przydaje sie bardzo
czesto w réznych oszacowaniach czy dowodach twierdzen i warto ja wykazaé
w ramach ¢wiczen z indukcji matematycznej. Z pierwszym jej zastosowaniem
spotkamy sie juz w problemie 3 z niniejszego podrozdziatu.
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Na wstepie zauwazmy, ze dla szczegdlnego przypadku x = —1 nieréw-
nosé (4.3.1) przyjmuje postac:

0"=0>1-n (4.3.2)

i dla wszystkich naturalnych n jest bezsprzecznie spetniona. Z tego wzgledu
w dowodzie indukcyjnym skoncentrujemy sie jedynie na przypadku x > —1.

W pierwszym kroku sprawdzamy prawdziwo$¢ nieréwnosci (4.3.1) dla
n = 1. Poréwnujemy lewsg i prawa strone:

L=1+4z, P=142z — L=P — L>P. (4.3.3)

Nieréwnosé jest spelniona, wiec mozemy przystapi¢ do drugiej czesci dowodu.
Polega ona, jak wiemy, na wykazaniu prawdziwosci implikacji:
A+z)f>14kr = QI+ >14+k+1)2 (4.3.4)
(zalozenie indukcyjne) (teza indukcyjna)
dla dowolnego k € N. Latwo jest dostrzec, ze lewe strony zalozenia induk-
cyjnego i tezy indukcyjnej réznia sie wylacznie czynnikiem (1 + z), co deter-
minuje dalszy tok postepowania. Co wazne, czynnik ten jest dodatni, gdyz
przypadek z = —1 juz wykluczyliSmy. Jesli zatem obie strony zalozenia in-
dukcyjnego pomnozymy przez (1 + x), to nier6wnosé nie ulegnie zmianie:
(142 >14+kr — A+ >0 +k)(1+2) =1+ (k+ 1Dz + ka?
(4.3.5)
Po lewej stronie otrzymanej nieréwnosci widzimy juz lewa strone tezy in-
dukcyjnej. Natomiast po prawej stronie znajdujemy, obok wyrazenia, o ktére
nam chodzito, czyli 1 + (k + 1)z, takze dodatkowy sktadnik kx?. Wyraz ten
jest jednak nieujemny, gdyz k£ > 0, i mozna go pominaé przy zachowaniu
znaku nieréwnosci >. W efekcie otrzymujemy teze indukcyjna:
A+ > Q4+ke)Q42)=1+(k+Dz+kz® > 1+ (k+ 1)z, (4.3.6)

i dowdd zostal ukonczony.

Problem 2

Udowodnimy tzw. wzér dwumienny Newtona:

Voen Vaper  (a+0)" Z( )a”lbl : (4.3.7)
l
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Rozwigzanie

Symbol Newtona przypomniany juz zostal réwnaniem (4.2.33), wiec wzor,
ktéry mamy wykazaé, jest jasny. Sprawdzamy, czy réwnanie (4.3.7) jest spel-
nione dla n = 1. Jak zwykle poréwnujemy lewa i prawa strone:

L= (a+bl=a+b

1
1 1 1
PzZ(z)al_lbl:<0)al_obo—i—(l)al_lbl = L=P.

1=0
=1l-a-1+41-1-b=a+b
(4.3.8)
Wzér Newtona jest wiec spelniony dla n = 1. Teraz przystapimy do drugiego
kroku i w tym celu wypiszemy zalozenie indukcyjne oraz teze indukcyjna:

Z.1.: (a+b)F = zk: ( ]; ) a* =ty (4.3.9)

=0
k+1
T : (a+ b =% ( K Jlr 1 ) a0 (4.3.10)
=0

Doswiadczenie, jakiego juz nabraliSmy, od razu podpowiada nam, jak ko-
rzystajac z zatozenia indukcyjnego, dowieéé¢ tezy indukcyjnej: trzeba pomno-
zy¢ obie strony (4.3.9) przez czynnik (a + b), zakladajac chwilowo, ze jest on
rézny od zera, czyli a # —b. W wyniku tej operacji otrzymamy lewa strone
tezy indukcyjnej. Pozostanie wiec tak zapisa¢ otrzymana w ten sposéb prawa
strone, aby dalo sie w niej rozpoznaé prawa strone (4.3.10). Mamy zatem:

(a+ bk = (a+0b)- zk: ( I; ) ak= 'yt (4.3.11)

=0

S PR N I
:Z<l>a b—i—Z(l)a b
=0 =0

W tym miejscu powstaje pytanie, jak przeksztalcaé dalej otrzymane wy-
razenie. OdpowiedZ na nie zawarta jest w innym pytaniu: do czego chcemy
dojs$é? Rzut oka na teze indukcyjna (4.3.10) uzmystawia nam, ze potrzebne
nam sa potegowe wyrazenia postaci: a*t1=Ib!. W pierwszym skladniku po-
wyzszej sumy mamy taki wtadnie iloczyn, ale w drugim nie zgadzaja si¢ wy-
ktadniki. Rozwiazaniem byloby wprowadzenie (wylacznie w drugiej sumie)
nowej zmiennej sumowania I’ = [+ 1 i wéwczas w miejsce a*~'b!*! bedziemy

mie¢ to, czego potrzebujemy, czyli ak1=Vp Naturalnie musimy pamigtac,
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ze sumowanie po tej nowej zmiennej nie bedzie przebiega¢ od 0 do k, lecz od
1 do k 4 1. Otrzymujemy zatem:

k k+1
a+ b k’+1 Z < ) k— l+1bl + Z < ) ak‘i’l*lbl . (4312)

=0

W drugiej sumie zniknal ,prim” przy [, dlatego ze jest to zmienna sumo-
wania, czyli ,Slepa” zmienna, ktéra nazywaé sie moze dowolnie — takze .
Ponadto nastapila wynikajaca z wprowadzonej zamiany modyfikacja symbolu

Newtona:
k . k
l -1 ’

Ze wzoru (4.3.12) widaé, ze oba skladniki maja juz podobna strukture.
Nalezatoby teraz zapisa¢ je pod wspélnym symbolem sumy, ale nie mozna
tego zrobi¢ automatycznie ze wzgledu na rézne granice sumowania: w pierw-
szym od 0 do k, a w drugim od 1 do k+ 1. Z tym klopotem poradzimy sobie
jednak, rozpatrujac osobno sumowania od 1 do k (ktére sa w obu skladni-
kach), a oddzielajac wyraz z [ = 0 (z pierwszej sumy) i wyraz z | = k + 1
(z drugiej sumy). Otrzymujemy w ten sposéb:

(a +b)FF = < lg )ak“(’bo—f—i K l; ) n ( lljl )] e,
=1

- < z ) aF 1=t ph+l (4.3.13)

Zajmiemy sie teraz przeksztalcaniem wyrazenia w nawiasach prostokat-
nych:

K K Kl - Kl
O B N R B i () (T (B § Rl T TRy}

k! k! 1 1
NI e R )<7+ —L+J
B k! k+1 (k4 1) k+1

T =Dk U(k—1+1) D(k+1—10) ( )

(4.3.14)
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OtrzymaliSmy symbol Newtona w takiej formie, jaka jest w tezie indukcyj-
nej (4.3.10) i mozemy przepisa¢ nasze wyrazenie w postaci:

k
(a +b)F+1 = < 78‘ )ak+1bo+z< k?‘lFl )ak—l+1bl+ < Z )aobkﬂ.
=1

(4.3.15)
Chcielibysmy teraz wchlonaé¢ pierwszy i ostatni wyraz do sumy w $rodku,
rozszerzajac granice sumowania z dotu do zera, a z gory do k + 1. Latwo sie
zorientowaé, ze jest to mozliwe, bowiem

k E+1 k kE+1
()1 (55 ) o (E)-r-(520)0 o

a state a oraz b maja dokladnie takie potegi, jakich potrzeba. W ten sposéb
ostatecznie otrzymujemy teze indukcyjna:

k+1
m+m“1:§:<kjl>ﬁlﬂy, (4.3.17)
=0

i dowod w tej czesci zostal ukonczony.

Jedyne, co pozostalo nam jeszcze do sprawdzenia, to prawdziwosé wzoru
Newtona dla szczegdlnego przypadku a + b = 0, co wczesniej pominegliSmy.
Zastandéwmy sie, czy kroki, ktére wykonaliSmy, bylyby ,legalne” takze w tym
przypadku. Przedledzenie wszystkich przeksztalcen uzmystawia nam, ze tylko
w jednym miejscu wykonaliSmy ,,watpliwy” krok: bylo nim mnozenie réwna-
nia (4.3.9) przez czynnik (a + b). Ale na otrzymane w ten sposéb réwnanie
(4.3.11) mozna tez spojrzeé inaczej. Wyobrazmy sobie, ze wychodzimy od le-
wej strony tezy indukcyjnej, tj. od wyrazenia:

(a+b)F =(a+0b) (a+b)F,

i wykorzystujemy zalozenie indukcyjne, zastepujac (a+b)* przez prawg strone
(4.3.9). Jest to alternatywny sposéb postepowania, ktéry nie wymaga mnoze-
nia przez 0, a prowadzi do tego samego réwnania (4.3.11) i do wszystkich jego
konsekwencji. Widaé¢ wiec, ze teze indukcyjna, a wraz z nig cate twierdzenie,
mozemy wykazaé takze dla przypadku a 4+ b = 0.
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Problem 3

Pokazemy, ze dla kazdego n € N i n > 2 oraz dla dowolnych dodatnich
liczb aq, as, . . ., a, zachodzi nastepujaca nieréwnosé¢ pomiedzy Srednimi
arytmetyczng i geometryczng:

1
ﬁ(al—l—ag—i—...—i—an)}C/al-ag-...-an. (4.3.18)
Jest to tzw. nieréwnos$¢ Cauchy’ego.

Rozwigzanie

Wprowadzmy dla obu $érednich oznaczenia:

Alay,ag,...,ay) = E(al—i—ag—f—...ﬂ—an) , (4.3.19)

G(ai,ag,...,an) = Yay-az ... an . (4.3.20)

W pierwszym kroku sprawdzimy, czy nieréwnoé¢ jest spelniona dla n = 2.
W tym celu wykorzystamy oczywisty fakt, ze kwadrat liczby rzeczywistej jest
nieujemny. Dlatego mozemy napisac:

(a1 — a,g)2 >0 = a% — 2a1a9 + a% >0 = a% + 2a1a9 + a% > 4aja9

a1 + az)?
— (al + a2)2 > 4a1a2 E M > ajas
ap —; @ Vaiazs = A(ai,a2) > G(ai,a2) . (4.3.21)

Teraz wypiszemy zalozenie indukcyjne i teze indukcyjna:
Z1.: A(ay,ag,...,ar) > G(ay,az,...,a ), (4.3.22)
TI.: A(ay,ag,...,ak,axy1) = G(ay,az,. .., a5, ax11) . (4.3.23)
Na pierwszy rzut oka nie bardzo widaé, jaka operacje wykonaé na
Ala,azg,...,a) ,

aby otrzymad

A(ala az,...,0ak, ak-f—l) .
W takiej sytuacji najprosciej jest wyjsc z lewej strony tezy indukcyjnej i prze-
ksztalca¢ ja przy wykorzystaniu zalozenia indukcyjnego. O takiej metodzie
postepowania byla juz mowa pod koniec poprzedniego zadania. Napiszmy
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zatem:

Alar,a, ... a5, a141) = mrat k+—: %+ Bt (4.3.24)
k-(al—i—ag—l—...—i—ak)/k—i—akJrl

k+1
Cel powyzszego zapisu jest jasny: tak przegrupowaliSmy wyrazy, aby uzyskaé
w liczniku lewg strone zalozenia indukcyjnego, co pozwoli nam wykorzystac
nieréwnosé (4.3.22):

A(al,ag, ,ak+1)
_ k-Alar,a0,...,a;) + apqy S k-G(ay,az,...,a;) + ag1
- k+1 - k+1
. (k—i—l—1)-G(a1,a2,...,ak)+ak+1
B k+1
= G(al,ag,...,ak) + Gk+1 Ggﬂa_li_’clm’.”’ak) (4.3.25)
ak+1 — G(ay,ag,...,ax)

= G(al,ag,... ,ak) 1+ (kj+ 1)G(a1,a2,...,ak)

Intencja dokonanych przeksztatcen wyjasni sie za chwile. Zwr6¢my w tym
miejscu uwage, ze wartoéci obu érednich nie zaleza od uporzadkowania liczb
ai,...,0+1. Mozemy wiec umoéwic sie, iz ustawilismy je w takiej kolejnosci,
aby liczba ag41 byta z nich najwieksza. W przypadku gdy wszystkie liczby
sa réowne, zachodzi A(a,a,...,a) = a = G(a,a,...,a) i nieostra nieréw-
nos$é (4.3.18) jest spelniona w sposéb oczywisty. Ta sytuacja nie musimy sie
wiec przejmowaé. Przy wspomnianym wyborze a4 drugie wyrazenie w na-
wiasie prostokatnym w (4.3.25) jest nieujemne:

Ap4+1 — G(a’la az, ... aak‘)
(k+1)G(ar,aq,...,a)

gdyz érednia geometryczna z liczb aq, . . ., ag na pewno nie jest wieksza od naj-
wiekszej z nich, a zatem nie moze by¢ tez wieksza od ay41. Okaze sie to wazne
ponizej, gdyz dzieki temu spelnione beda zalozenia wymagane przy nieréw-
nosci Bernoulliego, gdzie przez x rozumieé¢ bedziemy lewa strone (4.3.26).
Musimy teraz zastanowié sie, jak dalej przeksztalcaé wyrazenie po pra-
wej stronie (4.3.25), aby otrzymac teze indukcyjna. Chcemy otrzymaé¢ w tym
miejscu Sredniag geometryczng liczb od a; do agyy. Poniewaz czynnik przed
nawiasem kwadratowym jest juz iloczynem liczb od a1 do ai (pod pierwiast-
kiem), to z nawiasu prostokatnego chcieliby$my otrzymaé brakujaca liczbe

>0, (4.3.26)
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ap+1. W istocie plan ten moze sie¢ powiesc, jesli znajdziemy sposéb na skroce-
nie k+ 1 w mianowniku. Wowczas jedynki skasuja sie¢ i w nawiasie pozostanie
potrzebny czynnik. Otdéz sposéb taki juz znamy: jest nim wykorzystanie nie-
réwnosci Bernoulliego (4.3.1) wykazanej dwa przyklady wstecz. Podnie$my
zatem obie strony nieréwnosci (4.3.25) do potegi k + 1. Otrzymujemy:

Alay,az, ... ,ak+1)k+1
)
e O R o e womer]
= Glay,ay,... ,ak)ngrl _1 + G(al,zzil. ) — 1}
= Clan,az,.. 00" G(m,zl:r.l. ., ak) (4.3.27)
= G(a1,a2,...,ak)k'ak+1 =a1-ag ... Qg Ay -

Otrzymalismy faktycznie iloczyn wszystkich liczb a,. Pozostaje teraz jedynie
wzigé pierwiastek stopnia k 4+ 1 z obu stron, aby otrzymac teze indukcyjna:

A(al, ags,...,0a, a/kJrl) = G(al, az,...,aQk, ak+1) . (4.3.28)

Otrzymany wynik jest bardzo wazny i niewatpliwie wart zapamigtania.
W latwy sposéb mozemy jeszcze uzupelnié nieréwnosé (4.3.18) o tzw. $rednia
harmoniczng. Jest ona zdefiniowana nastepujaco:

1/1 1 1\17¢
H(CLl,CLQ,...,an) = |:E <a—+a—++a—):| . (4329)
1 2 n

Oznacza to po prostu, ze jej odwrotnos¢ jest érednia arytmetyczng z odwrot-
nosci liczb aq, a9, ..., an:

( )= a1 L (4:330)
1,02, ...,0,) = — ., — . 3.
1, @2, s Un al’a2’ 7an
W konsekwencji, jesli wykorzystamy (4.3.28) — przepisane tym razem dla
odwrotnosci 1/ay,1/as,...,1/a, — otrzymujemy:
1 1 1 _
H(ay,aqg,...,a,) < G(a_fa_g"”’a) 1 = Gl(a1,az,...,a,)
< Aay,ag, ..., an) (4.3.31)
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Problem 4

Udowodnimy, ze dla kazdego n € Nin > 2, dla dowolnych nieujemnych
liczb q1,qs, ..., q, speliajacych warunek ¢; + ¢ + ... + ¢, = 1 oraz
dla dowolnej wypuktej funkeji f : [a,b] — R zachodzi tzw. nieréwnosé
Jensena:

flari+qrat. . +¢.2,) < quf (21) +qaf (22) +. A g f(20) , (4.3.32)
gdzie z; € [a,b], i =1,2,... n.

Rozwigzanie

Musimy rozpoczaé od przypomnienia, jaka funkcja nosi nazwe wypukte;j.
Formalna definicja ma postaé:

funkcje f:[a,b] — R nazywamy wypukla (4.3.33)
= Vel Ve flarr+ (1 —q)z2) <qf (1) + (1 —q)f(x2)

i oznacza, ze (dla x €]z1,x2]) wykres funkcji lezy ponizej siecznej, tak jak
przedstawione jest to na rysunku 4.1.

Sieczna przechodzaca przez punkty o wspétrzednych:

(z1, f(z1)) oraz (w2, f(x2))

y

f(x)

D+(1-0 f (%)

f(qx1+(1-q)x§2)

X

é. X; QXl +(1 = Q)Xz X‘2 b

Rysunek 4.1: Graficzne przedstawienie funkcji wypuktej.
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opisana jest réwnaniem:

y= 1@ =@ oy (4.3.34)
To — T1
Jedli teraz wezmiemy jakikolwiek punkt na osi x lezacy pomiedzy z1 i x3, to
mozna zapisa¢ go w postaci: ¢ = qr1 + (1 — ¢)x2, gdzie parametr ¢ € [0, 1].
Wartosé funkeji f w tym punkcie to oczywiscie f(gz1+ (1 — q)z2), natomiast
wspolrzedna y odpowiedniego punktu na siecznej to:

f(@2) — flz1)
T9 — X1

(gz1 + (1 —q)ze — 1) + f(x1) (4.3.35)

:iggfégﬁu—qmm—wﬂ+f@ﬂ

= (1=q)(f(x2) — f(@1)) + f(21) = (1 — @) f(22) + ¢f (21) .

Poréwnanie tych dwéch wartosci wyjasnia sens definicji (4.3.33).

Teraz mozemy przystapi¢ do indukcyjnego dowodu nieréwnosci (4.3.32).
Dla n = 2 jest ona spelniona automatycznie, gdyz rozpatrujemy funkcje wy-
pukla, a zatem taka, ktéra nier6wnosé (4.3.33) spelnia z definicji. Pozostaje
wiec do wykonania jedynie drugi krok indukcyjny. Zatozenie indukcyjne ma
postaé:

k k
FO i) <D aif (z:) (4.3.36)
i=1 —1

dla dowolnych dodatnich liczb g1, ¢qo, ..., g, spelniajacych:
ant+et+.. +ag=1,

a teza indukcyjna:

k+1 k+1
FO- aim) <D aif (x) (4.3.37)
i=1 i=1

dla dowolnych dodatnich liczb g1, g2, ..., gn+1 spetniajacych:
G+t tagtaga=1.

Oba zestawy liczb ¢; nie maja ze soba nic wspélnego i sg catkowicie niezalezne.

Podobnie jak w poprzednim przykltadzie wyjdziemy od lewej strony tezy
indukcyjnej i bedziemy ja przeksztatcaé, wykorzystujac w pewnej chwili za-
tozenie indukcyjne. Najpierw z sumy od 1 do k41 wydzielimy ostatni wyraz:

k1 k
q;T;
FO- aiwi) = fFO aimi + Gea12p41) E QZE + Qrr1%h1) -
i=1 i=1 = i=1 Zm 19m

(4.3.38)
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Wspélczynnik, jaki dopisaliémy przy Zi-“:l q;T;, to po prostu jedynka, gdyz
Zle q = anzl gm. Nastepnie wprowadzimy pomocnicze oznaczenia:
k

q= Z(H . @1 =1—¢q, 2= Z qiti 2 =1 . (4.3.39)
= 1=1 Zm 1QWL
Pozwoli nam to zapisa¢ réwnanie (4.3.38) w postaci:
k+1
FO qim) = flgz’ + (1 — g)a”) (4.3.40)

i ewentualnie skorzysta¢ z wypuklodci funkcji f. Zauwazmy, ze 2’ € [a,b],
gdyz wszystkie x; € [a,b] dlai =1,2,..., k. Oznaczajac bowiem

Tmin = Min{zy, zo,..., T} oOraz Tymax = max{ry, To,..., T},
mamy:
k k
/ qi%; q;Tmin Z =14
Tr = Z = Tmin = Tmin »
=1 Zm 19m i=1 Zm 19m Zm 149m
k q4x< k q x q.
/ iLq i Tmax =14
T = Z < = k Tmax = Tmax -
i=1 Zm 19m i=1 Zm 1 Qm m=19dm

(4.3.41)

Stad Tmin < &' < Tmax 1 Skoro zar6wno Tmin, jak i Tmax naleza do przedziatu
[a, ], to musi do niego réwniez naleze¢ x’. Natomiast x” € [a, ] z zalozenia
w tresci zadania. Oznacza to, ze mozemy w (4.3.40) skorzysta¢ z definicji
wypuklosci funkcji, otrzymujac:

k+1

PO ) < af @) + (1= ) f (") (43.42)

k
9k
Z — L i+ Tr) + Qe f (Thy1) -
=1 m 19m Zm 19m

W tym miejscu doszliémy do kluczowego momentu dowodu. Wprowadza-

jac oznaczenie:
~ di

i =——— dlai=1,...,k
v > het1 dm o
przy czym zachodzi: ¢1 + Go+ ...+ @ = 1, 1 przepisujac powyzsza nieréwnosé
w postaci:
k+1 k
FO- i) < " af (@ + -+ @) + s f (Tr41) (4.3.43)
i =1
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widzimy, ze mozna skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego. Otrzymujemy nie-
rownosé:
k+1

kook
Z%xz <D g Z Gif (i) + @1 f (Trg1)

ko k ,
— qu Z kqilq F(@i) + qryr f(r41)

k+1

k
- Zq f(@i) + e f (wp41) Zqz x;),  (4.3.44)

w ktoérej rozpoznajemy teze indukcyjna. Twierdzenie zostalo wiec wykazane.

4.4 Zadania do pracy wtasnej

Zad. 1. Wykazaé, ze dla kazdego n € N liczba n® — n + 5 jest podzielna
przez 5.

Zad. 2. Wykazadé, ze dla kazdego n € N wielomian:
po(@)=2"2 4 (n—Dz"" —nz" —(n+ Dz +n+1

ma podwdjne miejsce zerowe dla x = 1.

Zad. 3. Wykazaé, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosé:
1
1-2:3+2-3-4+...+nn+1)(n+2) = Zn(n+1)(n+2)(n+3) .

Zad. 4. Wykazaé, ze dla kazdego n € N spelniona jest nieréwnosé:
1 3 2n —1 1
2717 T S \Barl
Zad. 5. Wykazaé, ze dla kazdego n € N i n > 2 spelniona jest nieréwnosé:
1 1 1 13

n+1+n+2+ BT

Zad. 6. Wykazaé, ze dla kazdego n € N wyrazenie n®/3 4+ n®/5 + Tn/15
jest liczba naturalna.
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Badamy zbieznos¢ i szukamy granic ciggow

5.1 Kilka typowych ,chwytéw” przydatnych przy
obliczaniu granic ciggéow

Problem 1

Wykazemy zbieznos¢ i znajdziemy granice ciagu:

an = VnA +2n3 — v/nt +n3 . (5.1.1)

Rozwigzanie

Ciag w tresci zadania jest dosy¢ typowy dla zagadnien, w ktérych nalezy
obliczy¢ granice typu co — co. Metoda postepowania jest w takich przypad-
kach bardzo podobna. Sktadaja sie na nig nastepujace kroki:

1. Najpierw musimy spojrzeé na oba rozbiegajace sie wyrazy w a,,, aby oce-
nié, czy stopien rozbieznosci jest w obu identyczny. Szanse (ale nie pew-
no$¢!) na skonczona granice ciagu a,, mamy bowiem tylko wéwczas, gdy
wiodace wyrazy beda sie zachowywaé identycznie dla n — oo i dzieki
temu beda mialy miejsce kasowania.

2. Jesli wyrazy te rzeczywiscie zachowuja sie identycznie, to stosujac od-
powiednie przeksztatcenia, nalezy doprowadzi¢ do ich faktycznego ska-
sowania. Wtedy, najczesciej, granica przestanie juz by¢ typu oo — oo, bo
— mozna by tak powiedzie¢ — nieskonczonosci ,,odjely sie” od siebie.

3. Na koniec nalezy znalez¢ granice uproszczonego wyrazenia.
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7 podobna metoda postepowania, polegajaca na oddzieleniu wiodacych
wyrazOw, spotkamy sie ponownie przy obliczaniu granic w problemie 4 z bie-
zacego podrozdziatlu oraz 1 z podrozdzialu 5.5, a teraz przeprowadzimy te
procedure dla ciggu a,, z tredci niniejszego zadania.

W pierwszym wyrazie pod pierwiastkiem mamy wielomian n* + 2n3.
Dla bardzo duzych n wiodacym wyrazeniem jest n*, czyli mozemy ocze-
kiwaé, ze vnt+2n3 ~ vn? = n. Podobnie zachowuje sie drugi wyraz:
Vnr+n3 ~ Vnt = n. Mozemy wiec mie¢ nadzieje na skasowanie obu roz-
bieznych wyrazéw i na skoficzona granice ciaggu.

Trzeba mie¢ $wiadomosé, ze powyzsze rozumowanie nie ma charakteru Sci-
stego i nie przesadza o istnieniu granicy ciggu. Nawet jesli kasujg sie wiodace
wyrazy, to granica ta nadal moze nie istnie¢. Ale moze tez istnieé¢ i by¢ skon-
czona albo réwna zeru. Przyktady takich odmiennych zachowan dla pozornie
podobnych ciagéw podamy ponizej. Mimo braku $cistoéci przeprowadzone
rozumowanie pelni jednak waznag funkcje: podsuwa nam sposob rozwiazania
zagadnienia. Jest nim, jak juz wspomnieliSmy, precyzyjne skasowanie nie-
chcianych wyrazen.

Jak wiec mozna w sposéb Scisty skrécié rozbiegajace sie wyrazy? W tym
celu, naturalnie, nalezy pozby¢ sie pierwiastkéw. Mozna tego dokonaé, przy-
pominajac sobie znany wzér skréconego mnozenia: (a — b)(a + b) = a? — b>.
Niech naszymi a oraz b beda tu odpowiednio pierwszy i drugi wyraz we wzo-
rze na a,. Woéwczas mozemy napisac:

an = Vnt +2n3 — V/nt +n3
= (Vn* +2n3 — V/n* + nd)

_ovnt+ 203 —Vnt + 03 519
VA VAl (5.1.2)

Vnt 4+ 2n3 + V/nt 4+ n?
Vnt +2n3 + V/nt 4+ n?

Na razie nie udato nam si¢ skréci¢ niepozadanych wyrazéw, ale i tak od-
nie$liSmy sukces: zamiast pierwiastkéw czwartego stopnia, mamy w liczniku
pierwiastki kwadratowe. To oznacza, ze wystarczy te procedure powtérzyé
raz jeszcze, a pierwiastki w liczniku znikna w ogble i bedzie mogla nastgpié
oczekiwana redukcja. Zwrdéémy takze uwage, ze pierwiastki w mianowniku nie
stanowia zadnego problemu, poniewaz dodajg sie do siebie, a nie odejmujg.
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Napiszemy wiec:

vnt42n3 —vnt4+n3  Vnt 4203 +v/nt 4+ nd
Vi omd 4+ i+ nd Vnt+ 203 +V/nd + i

_ (n* +2n3) — (n* +n?) (5.13)
(Vnt 4203 + Vnt + n?)(Vnt + 203 + Vnt 4 n3) -

n3

(VnT+2n3 + Vn® + n3) (VT +2n% + Vnl +n3)
Otrzymane wyrazenie ilorazowe jest juz znacznie tatwiejsze do zbadania.
Wystarczy wydzieli¢ najwyzsze potegi n z licznika i z mianownika i mozemy

Gn

obliczy¢ szukang granice:

3
n 1 1
lim a, = lim — - = -,
n—oo " m—oond (YT4+2/n4+ Y1+1/n)(V1+2/n+/1+1/n) 4
(5.1.4)
Jej wartos¢ znalezliSmy, uwzgledniajac nastepujace elementy:
nm
e lim — =1.

n—oo nMm

e lim {/14+a/n = §/lim (14+a/n) = V1 = 1, przy czym pierwsza
n—oo n—oo
rownos$¢ wynika z cigglosci funkcji ,pierwiastek”, dzigki ktorej wejsé
mozemy z granicg do argumentu.

e Na granicach ciagéw mozemy wykonywaé ponizsze operacje

lim (b, +¢,) = lim b, + lim ¢, ,
n—oo n—oo n—oo
lim (b, -¢,) = lim b, lim ¢, ,
n—oo n—oo n—od
b lim b,
. n n—oo
lim — = /77—,
n—oo ¢, lim ¢,
n—oo

o ile wszystkie te granice istnieja, a w tym ostatnim przypadku dodat-
kowo granica ciagu ¢, (a zatem réwniez prawie wszystkie jego wyrazy)
nie rowna sie zeru.

Na zakoniczenie warte podkreslenia jest to, ze w tego typu przykladach to
wlasnie niewiodace wyrazy (czyli te, ktére pozostaja po skasowaniu wyrazéw
gléwnych) maja istotne znaczenie dla istnienia granicy i jej wartosci. Doko-
najmy na przyktad pozornie malo waznej zmiany w definicji ciagu i napiszmy

an:{l/n4+2\/ﬁ-n3—{l/n4+\/ﬁ-n3. (5.1.5)
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Wydawaloby sie, ze dotgczenie y/n nie ma znaczenia dla granicy, bo zachowa-
nie ciggu i tak zdeterminowne jest przez n*. Pamietajmy jednak, ze wlagnie
ten glowny wyraz skraca sie. Otrzymujemy zatem, postepujac identycznie jak
w (5.1.2) i (5.1.3):

Vi’ (5.1.6)

ap —
n3

1
(1+2/vm+ {1+ 1/vm)G/1+2/vn+ 1 +1/m) "

Inna, takze pozornie niewazna, modyfikacja wzoru na a,:

o .

an = Vnt+2-n2—V/nt+n2, (5.1.7)

prowadzi z kolei do granicy réwnej zeru:

n? 1

n = —% - — 0

Yt (Y142 4+ YT 1/n2)(V1F 2/n2 + /1 + 1/n2) n—oo
(5.1.8)

Trzeba by¢ wiec ostroznym przy formutowaniu wnioskéw dotyczacych istnie-

nia i wartosci granic tylko na podstawie zachowania wyrazéw wiodacych.

Problem 2

Wykazemy zbieznos¢ i znajdziemy granice ciagu:

1 1 1
ap = + +... .+ 5.1.9
vVn2+1 Vn2+2 vn?2+n ( )
Rozwigzanie

Jak zwykle rozpoczniemy rozwiazywanie zadania od przyjrzenia si¢ wzo-
rowi na a,. Latwo zorientowaé sie, ze gdy n — oo, to kazdy ze sktadnikéw
sumy dazy do zera. Bledne byloby jednak stwierdzenie, ze z tego powodu
takze a, zbiega do zera. Dlaczego? Otoz dlatego, ze wraz ze zmniejszaniem
sie wartosci pojedynczych wyrazow ich liczba nieograniczenie rosnie. Wnio-
sek, iz a, 2 0, mogliby$my faktycznie wyciagnaé, gdyby ilos¢ sktadnikéw
sumy pozostawata ograniczona. Mialoby to miejsce, gdyby$my na przyktad
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rozpatrywali ciag o wyrazie ogdlnym:
1 1 1
Vn? +1 - \/n2+2+'”Jr n? +k
gdzie k € N byloby ustalone. Natomiast dla a, w treSci zadania granica jest
wynikiem wspdlgrania pomiedzy liczbg wyrazéw a szybkoscig ich zbiegania
do zera.

Jednym ze standardowych sposobow postepowania przy tego typu gra-
nicach jest skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach. Méwi ono, ze jesli
znajdziemy ciagi b, i ¢, o wspdlnej granicy g, spetniajace uktad nieréwnosci
b, < a, < ¢, dla prawie wszystkich n, to takze nhﬂrréo an = g.

, (5.1.10)

Pozostaje wiec teraz dobraé ciagi by, i ¢,. Jak mozna je odgadnaé? Musza
one zbiega¢ do wspdlnej granicy, ktéra bedzie takze granica badanego ciagu
an. A zatem musimy mieé¢ chociaz podejrzenia, ile ta granica moze wynosic.
I znalezienie odpowiedzi na to pytanie to nasze pierwsze zadanie.

Patrzac na ciag a,,, widzimy, ze dla duzych n kazdy ze sktadnikéw zacho-
wuje sie jak 1/v/n2 = 1/n, a ich laczna liczba réwna sie n. Oczekujemy wiec,
ze nh_)ngo ay = nh—>Holo n/n = 1. Pozostaje tylko $cisle to wykazacé.

Teraz dobieramy b, i ¢,. Wiemy juz, ze powinny one zbiega¢ do jedynki.
We wzorze (5.1.9) wyrazy uporzadkowane sa od najwiekszego do najmniej-
szego. To podsuwa pewien pomyst: zastapmy po kolei wszystkie n sktadnikéw
sumy skladnikiem najwiekszym, czyli pierwszym, a otrzymanemu w ten spo-
séb ciagowi dajmy nazwe c;,:

B 1 1 1 B 1
S Y R RV SV

Z samej konstrukcji tego wyrazenia zachodzi: Vypen an < ¢, Oraz co wazne

c (5.1.11)

n 1
1. = 1. B e——— 1

Podobnie mozemy znalezé ciag b, tym razem powielajac n-krotnie najmniej-
SZy wyraz:

(5.1.12)

1 1 1 1
b, = + +... =1 —. 5.1.13
V2 n Vn2+n Vn?+n Vvn2+n ( )
W sposéb oczywisty mamy: V,en b, < a, oraz
1
lim b, = lim — (5.1.14)

R —
n—00 n—oo n </1+1/TL

SpetniliSmy w ten sposob zalozenia twierdzenia o trzech ciggach. Wniosek:

lim a, = 1.
n—oo
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Warto na koniec zwréci¢ uwage, ze kluczem do rozwiazania byt fakt,
iz, wszystkie sktadniki sumy (5.1.9) zachowywaly sie dla duzych n identycznie
(jak 1/n). Gdyby dokonaé pozornie drobnej zmiany w definicji a,, i napisac:

1 1 1
CRY/ e Y e SR e
to trudnosci w znalezieniu granicy bytyby duzo wigksze. Gdy n — oo, to
pierwszy sktadnik dazy do zera jak 1/n, a ostatni jak 1/(nv/2). Nie jeste$my
w stanie przewidzieé¢ granicy, a czysto ,mechaniczne” przeniesienie poprzed-
nich definicji daje:

a

(5.1.15)

1 1 1
bn =N \/ﬁ nj())o ﬁ s oraz ¢Cp=m"mn \/ﬁ njo)o 1. (5116)

A zatem wybrane ciagi nie daza do wspélnej granicy i twierdzenie o trzech
ciggach nie ma dla nich zastosowania.

Problem 3

Wykazemy zbieznos¢ i znajdziemy granice ciagu:
o= NN+ AT (5.1.17)
gdzie ke N, a )\, >0,1=1,2,...,k.

Rozwigzanie

Granica, ktora musimy znalezé, stanowi typowe zadanie na zastosowa-
nie reguly trzech ciggdéw. Podobnie jak w poprzednim przykladzie musimy
od razu na wstepie zastanowi¢ sie, czy potrafimy sformutowaé jakie$ przewi-
dywania co do wartosci tej granicy. Jest to niezbedne, aby$my mogli dobraé
dwa ciagi pomocnicze, ktére — jak wiemy — tez musza do niej zbiegad.

Dla danego n w sumie pod znakiem pierwiastka mamy skonczonga i stalg
liczbe sktadnikéw, réwna k. Mozemy wiec przyjaé, ze jest wsrdd nich wyraz
najwiekszy i najmniejszy. I jednych, i drugich moze by¢ kilka, jesli A; nie sg
wszystkie rézne dla réznych ¢, ale nie ma to zadnego wplywu na przebieg
rozumowania. Oznaczmy:

)\max :max{)\l,)\g,...,)\k} s )\min :min{)\l,)\g,...,)\k} . (5.1.18)
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Wyrazenia wykladnicze typu A bardzo szybko rosna (dla A > 1) lub maleja
(dla A < 1), wiec zachowanie naszego ciagu dla duzych n powinno by¢ zde-
terminowane wartoscia najwiekszej liczby sposréd );. Podejrzewamy zatem,
ze

n
Gn 2 AR

= Amax _ Amax - (5.1.19)
Przyjmujac, ze odgadliSmy poprawnie warto$¢ granicy, musimy teraz wskazac
ciagi b, 1 ¢,, takze zbiezne do Ay ax 1 spelniajace — dla prawie wszystkich n
— uklad nieréwnosci b,, < a,, < c,.

Wybér b, jest jasny. Skoro przewidujemy, ze granica a, okreslona jest
wylacznie przez najwieksza liczbe sposréd A;, to te samg warto$é granicy
otrzymamy przeciez, odrzucajac od samego poczatku wszystkie pozostate
sktadniki. Wezmy zatem

by = 0+ 0+ A%+ 0+ 0= Ay - (5.1.20)

Poniewaz wszystkie pominiete wyrazy byly dodatnie, wiec w sposéb oczywi-
sty zachodzi nieréwnosé b, < a,. Aby wybraé ciag c¢,, musimy przypomnieé

sobie, ze dla dowolnej statej dodatniej a zachodzi: lim {/a = 1. To podsuwa
n—oo

nam mysl, ze mozemy polozy¢ wszystkie \; rowne Apax:

B oo Xl o+ Mhae = AN e = VE Amax. — Amas
(5.1.21)

Oczywiscie a,, < ¢, 1 twierdzenie o trzech ciagach daje oczekiwany wynik:
TILLH% Gn = Amax-

Warto odnotowaé, ze szacowanie analogiczne do dokonanego przez nas
w poprzednim przykladzie (tj. przez suma k najmniejszych oraz przez sume
k najwiekszych wyrazéw) nie zdaloby tutaj egzaminu. Pozostawiajac bowiem
ciag ¢, bez zmian, a biorac jako ciag b, :

by = /N o+ A AT (5.1.22)

min min min

otrzymujemy
by = RN = VEAmin — Amin - (5.1.23)
n—o0

Jedli wiec nie wszystkie \; sa sobie réwne, to b, i ¢, nie zbiegaja do wspélnej
granicy. Na tych przykladach powinniémy sobie uswiadomié, ze nie tylko do-
bér odpowiedniego kryterium (w tym wypadku metody trzech ciagéw), ale
takze i sposobu postepowania po jego wyborze dyktowany jest szczegdlna
postacia ciagu, ktéry badamy.
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Problem 4

Zmajdziemy granice ciggu:
a, = sin (Va2 +1?) | (5.1.24)
gdzie a > 0.

Rozwigzanie

W przyktadzie 1 zetknelidmy sie juz z sytuacja, gdy kasowaly sie wiodace
wyrazy, ktére dazyly do nieskoniczonosci, a skonczona ,reszta” decydowata
o granicy ciggu. Z podobnym przypadkiem mamy do czynienia réwniez w ni-
niejszym przyktadzie. Kto§ méglby zapytaé, gdzie jest tu miejsce na ,kaso-
wanie si¢” nieskonczonosci, skoro w naszym wzorze na a, nie ma roéznicy
zadnych rozbieznych wyrazen. Otéz ,kasowanie” to wynika z okresowosci
funkcji sinus. Argument tej funkcji dazy co prawda do nieskoficzonosci, ale
zawsze zredukowaé¢ go mozemy do przedziatu [0, 27[, odejmujac od niego cal-
kowita wielokrotno$é okresu réwnego 2m. Dla wartosci funkeji sinus nie tyle
jest wiec wazny sam argument, ile to, co z niego zostato po tej redukcji. Ma
to odbicie w dalszych krokach rachunku.

Jedli spojrzymy na postaé a,, to wida¢ od razu, ze, dla dostatecznie du-
zych n, argument sinusa zachowuje sie jak 7v/n? = nr. A zatem te wlasnie
wielkoé¢ trzeba usunaé z argumentu funkcji. Mozemy to uczynié, piszac:

ap, = sin (7r\/ a? + n2) = sin (7r\/ a?+n? —nw + mr) . (5.1.25)
Korzystajac teraz ze wzoru na sinus sumy katow:
sin(a + ) = sinacos 3 + sin fcos « ,

otrzymujemy:

a, = sin (7T\/ a? +n? — n7r) COS N + oS (7r\/ a? 4+n? — n7r) sin n
= (~1)"sin (7Va? +n? —nr) | (5.1.26)

gdzie wykorzystaliSmy nastepujace wlasnosci funkcji trygonometrycznych:
sinnm = 0 oraz cosnm = (—1)". Gdy spojrzymy na otrzymany wzor na wy-
raz ogélny ciagu a,, widzimy, ze jest on iloczynem dwéch czynnikéw: (—1)",
ktory jest ograniczony, oraz sin (m/ a?+n? — nﬂ), ktérego granice musimy
znalez¢.

Sinus jest funkcja ciagla, wiec z granicag wejs¢ mozna do argumentu, a jak
postepowaé z wyrazeniem v/a? + n? — n, wiemy juz z pierwszego przykladu
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w tym podrozdziale:

/a2 2 2 2 2
Tz—f—nQ—n:( T2+n2—n) a+n"+n_a +n"-n
Va2+n2+n  Va2+n?i+n
2

2
a a 1
Va?+n24+n  n /14+a?/n? 41 no

(5.1.27)

Poniewaz sin 0 = 0, wiec w réwnaniu (5.1.26) otrzymalismy iloczyn ciagu
ograniczonego przez ciag zbiezny do zera. Iloczyn tego typu roéwniez jest
zbiezny do zera, co tatwo uzasadni¢. Przyjmujac takie oznaczenia, ze b,, ozna-
cza ciag ograniczony (przez liczbe M > 0), a ¢, zbiezny do zera, mamy
bowiem:

lim |b,-c,| < lim M -|e,|=M- lim |¢,|=M-0=0. (5.1.28)
n—oo n—oo n—oo

Nalezy w tym miejscu zwréci¢é uwage, ze bardzo wazne dla koncowego
wyniku okazalo sie znikanie granicy ciagu c,, czyli w naszym przypadku
wyrazenia:

sin (71'\/ a? +n? — mr) )
Jedliby ciag ¢, zbiegal do granicy g # 0, to moglibyémy z wyrazéw ciagu
a, utworzy¢ dwa podciagi: wyrazow o indeksach parzystych (agg) i wyrazéw
o indeksach nieparzystych (agr11), z ktérych pierwszy zbiezny bylby do g,
a drugi do —g. Oznaczaloby to, ze ciag a, nie ma granicy. Z taka sytuacja
mielibyémy do czynienia np. wtedy, gdyby w naszym wyjSciowym wzorze
uzy¢ funkcji cosinus, zamiast sinus, tj. wziac:

al, = cos (7T\/ a? + n2> . (5.1.29)
Postepujac analogicznie jak powyzej, doszlibySmy wéwczas do

a, = (—1)" cos (77\/ a?+n?— mr) . (5.1.30)

Latwo wykazaé, ze lim cos (77\/ a?+n? — mr) = 1, ciag a), oscyluje (ma dwa
n—oo

tzw. punkty skupienia: +1 oraz —1) i naturalnie nie ma granicy. Wrécimy

do tego zagadnienia w podrozdziale 5.5 w problemach 1 i 2.
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Problem 5
Wykazemy zbieznos¢ i znajdziemy granice ciagu:
T 1
n=nl—=— - . 5.1.31
ap =n (2 arccos n) ( )
Rozwigzanie

Wyraz ogélny ciggu jest iloczynem dwdéch czynnikdw:
n oraz — —arccos — | .
2 n

Ten drugi dazy do zera, bowiem dzigki ciaglosci funkcji arcus cosinus mamy:
. 1 1 T
lim arccos — = arccos lim — = arccos0 = — . (5.1.32)
n—00 n n—oo n 2
Poszukiwana granica jest wiec typu oo - 0. Aby ustalié¢, ile ta granica wynosi,
musimy wiedzie¢, jak szybko wyrazenie w nawiasie dazy do zera. Jedna z me-
tod postepowania w takiej sytuacji jest badanie funkcji arccos z dla x — 0T,
np. poprzez wykorzystanie jej rozwiniecia w szereg Taylora. My zastosujemy
jednak innag metode, polegajaca na pozbyciu sie ze wzoru tej funkcji, ktora
sprawia nam klopot — funkcji cyklometrycznej. Napiszemy:

an T 1

— = — — arccos — . 5.1.33

n 2 n ( )
Jak wiemy, prawa strona tego réwnania zbiezna jest do zera, wiec musi takze

zachodzi¢ a,/n — 0. Obliczymy teraz sinus obu stron réwnania (5.1.33).
n—oo

Dlaczego akurat sinus, skoro we wzorze mamy arcus cosinus? Ot6z dlatego,
ze po prawej stronie obecny jest sktadnik 7/2, ktéry po wykorzystaniu wzoru
redukcyjnego zmieni funkcje sinus w cosinus, jaki wlasnie jest nam potrzebny:
a T 1 1 1 a 1
sin — = sin (— — arccos —) = cos (arccos —) =—-=-".—. (51.34)
n 2 n n n n  ap
Stad mozemy wyliczy¢ 1/a, oraz znalezé szukana granice
1 sin(an/n
L _sinen/m) g (5.1.35)
Ay, Ay, /n n— o0 n—o00
gdzie wykorzystaliSmy znany fakt, iz

sing

lim

1 5.1.36
lim (5.3

dla ¢ wyrazonego w mierze tukowej. Skoro ta ostatnia granica istnieje i rowna
jest 1, to zgodnie z definicja Heinego granicy funkcji (zob. (7.1.2)) ten sam
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wynik musimy otrzyma¢ dla kazdego ciagu argumentéw ¢,, zbieznego do zera.
W szczegblnosci mozna wziaé ¢, = ay /n, otrzymujac (5.1.35).

Skad jednak wiemy, iz zachodzi (5.1.36)? Najprosciej uzasadni¢ ten wynik,
postugujac sie rysunkiem, wykonanym dla 0 < ¢ < 7/2.

y

oo
sing :

Rysunek 5.1: Poréwnanie wartosci ¢, sin ¢ oraz tg ¢.

Przedstawia on okrag o promieniu 1 oraz dwa tréjkaty prostokatne: AOB
oraz COD o wspélnym kacie ¢. Z AAOB mamy:

sin ¢ = % = @ = |AB| . (5.1.37)
Podobnie z ACOD uzyskujemy:
tgp = % = ’C—lD‘ = |CD|. (5.1.38)
Z kolei dtugosé tuku C' B stanowi po prostu miare kata ¢. Otrzymujemy stad:
sing = |AB| < ¢ < |CD| = tgo, (5.1.39)
co pozwala nam napisa¢ nastepujace nieréwnosci:
sing < ¢, oraz tgp>¢ = sing > dcoso. (5.1.40)
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Laczac je razem, mozemy nadaé¢ im postaé¢ cos¢ < sin¢p/¢ < 1. Poniewaz
funkcje cos ¢ oraz sin¢/¢ sa parzyste, wiec wzdér ten obowiazuje takze dla
—m/2 < ¢ < 0. Biorac teraz dowolny ciag argumentéw ¢, 2 0, mozemy
zastosowaé znang nam regule trzech ciggow:

| cosgy < P _y (5.1.41)

n—00 ¢n n—o00

skad natychmiast otrzymujemy pozadany wniosek (5.1.36). Wynik ten przy-
daje sie w wielu réznych problemach i warto go zapamietac.

5.2 Wykorzystujemy rézne kryteria
Problem 1

Wykorzystujac definicje granicy ciggu, zbadamy, w zaleznosci od war-
tosci parametrow [, k € N, zbieznos¢ ciggu:
_ pr(n)
a(n)
gdzie pp(z) = ap + ayz + ... + aga® oraz qx) = By + br + ... + Bt
sg rzeczywistymi wielomianami. Zaktadamy, ze przynajmniej oy oraz
0; sa rozne od zera. W przypadku zbieznosci znajdziemy granice ciagu
Q.

, (5.2.1)

n

Rozwigzanie

Warto jeden przyktad rozwiazaé, wykorzystujac wprost definicje granicy
ciagu. Wybralidmy do tego celu granice, ktéra pojawia sie jako element skta-
dowy wielu réznych probleméw i koniecznie musimy ja poznaé. Szacowa-
nia, ktére bedziemy musieli tu przeprowadzi¢, nie sg calkiem oczywiste. Za-
czniemy jednak od przypomnienia definicji granicy ciggu.

TLILH(%O anp =g <— V6>0 ElNEN vn}N |an — g| < E€. (5.2.2)

Trzeba podkresli¢, ze aby wykorzystaé te definicje w dowodzie, musimy jed-
nak wczesniej umieé¢ odgadnaé, czemu réwna sie g.
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Zapiszmy teraz (5.2.1) w postaci

pe(n)  agH+am+... + ap_1n* 1 4+ agnkF

q(n) Lo+ Pin+ ...+ Fn!t + Gt
B _k_ao/nk+a1/nk_1+-"+O‘k—1/n+0‘k (523)
nt Bo/nt+ B/l B/ n By -
Ciag bedzie sie zachowywal inaczej w zaleznosci od tego, ktory z wielo-
mianéw (w liczniku czy w mianowniku) ma wyzszy stopien, badz tez czy ten
stopien jest taki sam. Dlatego rozpatrzymy trzy przypadki
>k, I<k oraz l=k. (5.2.4)

Przypadek 1: I > k

ayp —

7Z racji tego, ze | — k jest dodatnie, wybierajac odpowiednio duze n, na pewno
bedziemy w stanie uczynié czynnik n*/n! = 1/n!~* dowolnie matym. Skon-
centrowaé sie wiec teraz musimy na oszacowaniu drugiego czynnika w (5.2.3).
7Z licznikiem sprawa jest prosta: poniewaz n > 1, wiec

g

- Lol <ol + lag] + ...+ 1| + o] . (5.2.5)

(67)) ]

m + W +...+
Dla mianownika potrzebujemy oszacowania odwrotnego, a wiec z dotu. Nie
jest ono oczywiste i musimy chwile sie zastanowi¢ nad wyrazeniem

%+%+...+%+ﬁl.

Intuicyjnie czujemy, ze dla odpowiednio duzych wartosci n pierwsze [ sklad-
nikéw sumy stanie sic malymi (w sensie modulu) w poréwnaniu z ostatnim
sktadnikiem, tj. £;. Wykorzystajmy te intuicje dla znalezienia odpowiedniego
oszacowania. Trzeba po prostu ustali¢, jak duze n nalezy do tego celu wybrac.
Chcieliby$my, aby modut sumy tych pierwszych | wyrazéw byl mniejszy niz
na przyktad polowa ostatniego, czyli |5;|/2. Wéwezas moglibySmy napisaé,
ze mianownik oszacowany jest z dotu w nastepujacy sposob:

Bo . B Bi-1 1 1

— 4+ =+ ...+ — > - = == . 5.2.6

e e L Bl 1 Rt A R o1 (5.2.6)
Poniewaz wyrazéow postaci ﬁi/nl*i, gdzie 1 = 0,1,...,1 — 1, jest w sumie [,

wiec zazadajmy, aby kazdy z nich byl mniejszy (znowu co do modutu) od
[1/1- 5;/2|. Woéwcezas ich suma na pewno nie przekroczy wartosci |5;]/2.
Jakie n wybra¢ do tego celu? Otoz takie, aby dla wszystkich wartosci

wskaznika ¢ 5 .
i 1—i
<glAl = 0> W26/6] (5.2.7)

nl—i
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Zapamietajmy to ograniczenie. Wiemy z tresci zadania, ze §; # 0, wiec wy-
razenie to ma sens. Przy takim zalozeniu co do n mamy:
1 ]ao\+]a1\+...+]ak,1]+\ak\ 1
lan| < —— - =C —. (5.2.8)
n nl—k %| G| nl—k
Dla odpowiednio duzych n wyrazenie to staje sie dowolnie mate, jaka nie
bylaby dodatnia stala C'. Przewidujemy zatem, ze granica tego ciagu jest
liczba 0. Jesli wiec wzieliSmy, zgodnie z (5.2.2), jakiekolwiek malte € > 0, to
musimy pokazaé, ze istnieje takie N € N, ze dla n > N mamy:

lan, — 0] = |a,| < €. (5.2.9)

Patrzac na (5.2.8), widzimy, ze uda nam si¢ spelnié¢ ten warunek, jesli wziaé

n> /CJe. (5.2.10)

Pamietajac takze o weze$niejszym ukladzie warunkéw (5.2.7), wybierzemy
jako N (czego wymaga od nas definicja granicy ciagu) dowolna liczbe natu-
ralng spelniajaca:

N > max{\yﬂ\ﬁo/ﬁl’, lii/”‘ﬁl/ﬁlh

oo 1B 821 B B O/ (5.2.11)

Przy takim wyborze (5.2.9) faktycznie zachodzi, co konczy dowdd.

Przypadek 2: [ < k

Teraz bedziemy potrzebowali odwrotnego oszacowania licznika i mianow-
nika w (5.2.3). Mozemy jednak wykorzysta¢ dokonane w punkcie pierwszym
przeksztalcenia, zamieniajac jedynie rolami licznik i mianownik. Mamy wiec
odpowiednik formuly (5.2.5):
Bo , B

W—FF—F”'—F%—Fﬁl

<|Bol + 1Bil + .-+ |Gl + 161 (5.2.12)

oraz formuly (5.2.6):

ag | ap Qg1 1 1
vl s S R +oag| > |ag] = Slarl = Flaxl (5.2.13)
o ile tylko

n > *3/2k |a; /oyl (5.2.14)
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dla wszystkich ¢ = 0,1,...,k — 1. Lacznie daje to wéwczas:

z || /2

k— k—1
an|l >n . =:D-n . 5.2.15
jax| A S A (5.2.15)

Poniewaz D > 0, wiec dla dowolnie duzej statej dodatniej M, biorac

n > max{{“/2k\a0/ak], k*\1/2k\a1/ak],

2k [ R, 2k [ Jo] w/M/D} . (5.2.16)

otrzymujemy |a,| > M. Prawie wszystkie wyrazy ciagu |a,| sa wieksze od do-
wolnej stalej! Ciag ten jest zatem nieograniczony. Jest wiec rozbiezny, a wraz
z nim takze sam ciag a,,.

Przypadek 3: I =k

Bedziemy sie starali wykazaé, ze granica ciagu jest liczba g = ag /.
Utworzymy zatem réznice a, — g, czyli

pr(n) _ap _aptognt... + ag_1nF T+ apnk _ag (52.17)

ar(n) B Bo+Bin+...+B_inh 1+ Bmk By
_ (0B — arbo) + (1 — oxf)n + ... + (ap—18k — o B—1)nk1
Be(Bo + Bin+ ...+ Br_1nF~1 + Brnk) '

Udalo nam sie sprowadzi¢ zagadnienie do rozpatrywanego w punkcie pierw-
szym: wielomian w liczniku ma mniejszy stopien niz w mianowniku! Juz
wiemy, ze w takim przypadku poprzez wybér odpowiednio duzego N (dla
dowolnego wczesniej wskazanego €) mozemy sprawi¢, aby zachodzila nier6w-
nosé:

Qg

Br
Wskazana przez nas liczba jest wiec rzeczywidcie granica. Ten wynik nalezy
koniecznie zapamietaé: jesli stopnie wielomianéw w liczniku i w mianowniku
sg réwne, to granica takiego ciggu jest iloraz wspotczynnikow przy najwyz-
szych potegach n.

an

<e. (5.2.18)
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Problem 2

Stosujac kryterium Cauchy’ego, zbadamy zbiezno$¢ ciagu:

(41"
C n24p2n 3

n

(5.2.19)

Rozwigzanie

Zgodnie z tredcig zadania zagadnienie to rozwiazemy, wykorzystujac kry-
terium Cauchy’ego. Jak wiadomo, w takim przypadku musimy obliczy¢ {/|ay|,
po czym zbadaé granice tego wyrazenia przy n — oo i jesli

e lim {/|a,| <1, to lim a, =0,
n—oo n—oo

e lim {/|ay| > 1, to ciag a, jest rozbiezny.
n—oo

e lim
n—oo
badaé¢ go innymi metodami.

a

an| = 1, to kryterium nie rozstrzyga o zbieznosci ciagu i musimy

Mozna postawié pytanie, skad wlasciwie wiemy, ze wlasnie to kryterium jest
najwygodniejsze do badania wyrazenia (5.2.19). Otéz podpowiada nam to
jego struktura, w ktérej najbardziej ,klopotliwa” czescia wydaje sie czynnik

w liczniku: ,

1 n
(1)

n
Z braku kryterium Cauchy’ego musieliby$my wymy$leé¢ dla niego jakie$ nie-
trywialne oszacowanie. Zauwazmy, ze pozostale elementy w (5.2.19) sa wzgle-
dnie tatwe do oszacowania z géry badz z dolu w razie potrzeby. Kierujac
sie wiec zasada dostosowania kryterium do najtrudniejszej czeéci wyrazenia,
wybieramy kryterium Cauchy’ego, dla ktorego pojawi sie pierwiastek n-tego

stopnia i
2

1\" 1\"
A <1 + —) = <1 + —) — e. (5.2.20)
n n n—oo
Na razie nie przejmujemy sie pozostalymi elementami wyrazenia (5.2.19), bo-
wiem od razu widaé, ze damy sobie z nimi rade. Mamy bowiem {/n 2 1,
a z wyrazeniami podobnymi do tego w mianowniku nauczyliémy sie juz po-
stepowaé¢ w przyktadzie 3 z podrozdziatu 5.1.
Powyzsze rozwazania stanowia jedynie motywacje dla wyboru tego, a nie
innego kryterium. Teraz czas na $ciste przeprowadzenie odpowiednich rachun-
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kéw. Obliczamy zatem:

o= n(1+1/n)"  a@d+1/n)" (5.2.21)

nZ +n2n + 30 Un2 +n2n + 37
Chcielibysmy skorzystaé teraz z faktu, ze granica iloczynu (ilorazu) cia-
gbéw rowna jest iloczynowi (ilorazowi) granic, o ile wszystkie one istnieja.
Ciagi w liczniku majg granice odpowiednio rowne 1 oraz e, o czym méwilidmy
juz wyzej. Pozostaje tylko sprawdzié, jaka granice ma ciag w mianowniku.
Aby nasze przeksztalcenia mialy sens, musi byé ona oczywiscie rézna od zera.
Wiodacym wyrazem pod pierwiastkiem jest 3™, wiec dla odpowiednio duzych
7 mamy oszacowania:

Un2 +n2n + 30 < Y30 30+ 30 = ?/3-3n:3{’/§n—0>03-1:3,
vVn24+n2n 43" > J04+0+3"=V3"=3 — 3, (5.2.22)
n—oo

skad, dzieki zastosowaniu reguly trzech ciagéw, otrzymujemy:

lim V/n2+n2r+37=3. (5.2.23)

n—oo

UzyskaliSmy zatem ostatecznie:

. " 1-e
Jim lan| = —5 < 1, (5.2.24)
skad wynika szukany rezultat:
lim a, =0. (5.2.25)

n—~oo

Na poczatku naszych rozwazan podaliémy kryterium Cauchy’ego, ale
uwazny czytelnik na pewno dostrzegl, ze pominieta zostala szczegélna sy-

tuacja, gdy lim {/|a,| w ogéle nie istnieje. Wrécimy do tego zagadnienia
n—oo

(w kontekscie szeregéw) w zadaniu 4 podrozdziatu 14.2.

Problem 3

Postugujac sie kryterium d’Alemberta, zbadamy zbieznosé ciaggu:
(n/2)"(n+1)
Cn+ 1) (n+2) "

Ay =

(5.2.26)
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Rozwigzanie

Na poczatek przypomnijmy kryterium d’Alemberta, z ktérego bedziemy ko-
rzystaé: tworzymy iloraz a,41/a, i szukamy jego granicy dla n — oco. Wow-
czas jesli

. a .
e lim || < 1, to lim a, =0,
n—oo | a, n—00
. a . . . .
e lim || > 1, to ciag a, jest rozbiezny,

n—oo | a,

. Anp+41
o lim |——
n—oo | ay

simy bada¢ go innymi metodami.

= 1, to kryterium nie rozstrzyga o zbieznoéci ciggu i mu-

Jak tatwo sie zorientowaé, kryterium to jest szczegélnie wygodne, jesli wzoér
na a, zawiera klopotliwe czynniki, ktére skracaja sie badz prowadza do zna-
nych granic, przy dzieleniu a1 przez a,. W naszym przyktadzie takie czyn-
niki sa: jest to wyrazenie z silnia w mianowniku, z ktérego w ilorazie skroci
sie prawie wszystko, oraz (n/2)" w liczniku, ktére co najwyzej doprowadzi do
granicy w rodzaju (5.2.20). Pozostale elementy sa zupelnie nieistotne, gdyz
ich ilorazy beda dazy¢ do jedynki, a zatem nie wplyna na wnioski z kryte-
rium d’Alemberta. Réwnie dobrze mozna by wiec rozwazaé cigg o wyrazie
og6lnym

n/2)"
Wracajac do (5.2.26), obliczamy teraz
a1 _ (n+1)/2"M 0 +2) [ (0/2)"(n+1) 17
an (2n 4+ 3)!1(n + 3) (2n+ D(n +2)
m+1)/2)" (n+1)/2 (n+2)(n+2)
e s mEdmrn OB

Przyjrzyjmy sie teraz po kolei wszystkim utamkom.
e Pierwszy z nich przepisa¢ mozna w postaci ((n+1)/n)" = (1+1/n)",
wiec jego granica jest nam dobrze znana (i réwna e).

e Granica drugiego utamka jest liczba 1/4, co wiemy juz z pierwszego
problemu w tym podrozdziale.

e Ostatni utamek, zgodnie z zapowiedzia, nie ma zadnego znaczenia dla
granicy, gdyz dazy do jedynki.
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Otrzymujemy zatem:

an+1
an

lim

n—oo

1
=e o 1<1 (5.2.29)

i stad na mocy kryterium d’Alemberta wnosimy, ze nh~>nolo an = 0.

Jak wida¢, najwazniejszym elementem jest umiejetnosé doboru odpowied-
niego kryterium do danego problemu. Nic nie zastapi tutaj do$wiadczenia
pochodzacego z wielu rozwiazanych przyktadéow. Wtedy tatwiej jest w wy-
razeniu dostrzec elementy istotne oraz te pozostajace bez wplywu na dobdr
kryterium. W niniejszym przykltadzie tymi istotnymi elementami byty nie-
watpliwie czynniki obecne w (5.2.27), a nie utamek (n +1)/(n + 2).

Na koniec tego rozwiazania warto przez chwile sie zastanowié¢, co moze sie
zdarzyé w przypadku, gdy wyrazenie |ay+1/a,| w ogéle nie ma granicy. Jesli
|ap+1/an] —2 00, to dla dowolnie duzej liczby M i dla prawie wszystkich
n zachodzi: |ap41/an| > M. Ciag |a,| zachowuje sie wiec ,gorzej” niz ciag
geometryczny o ilorazie M. |a,| (a zatem takze a,) musi wiec by¢ ciagiem
rozbieznym. Jedli jednak |a,11/a,| nie ma granicy, ale nie dazy tez do nie-
skoniczonosci, to nawet gdy limsup,,_, o |ant+1/an| = ¢ > 1, ciag a,, moze byé
zbiezny (i to nawet dla ¢ = 00), 0 czym mozemy si¢ przekonaé, rozwazajac
ponizszy przyktad ciagu b, o kolejnych wyrazach:

1 2 2 4 4 8
373979 277 2717 T
Podciag wyrazéw parzystych i niezaleznie podciag wyrazdéw nieparzystych
sa ciggami geometrycznymi o ilorazie 2/3, a zatem oba zbiezne sa do zera.
Natomiast mamy:

(5.2.30)

1

bn+1
=_. 5.2.31
3 ( )

bnt1 ..
nt lim inf
n—oo

=2

lim sup
n—oo

)

n
Pewno$¢ zbieznosci a, do 0 mamy jednak tylko, gdy

n

a
n+1 <1.

lim sup
n—oo

Gn

Problem 4

Stosujac kryterium Stolza, zbadamy zbiezno$¢ ciagu:

VA4 34+ (2n+ 1)V
n5/4 :

a, = (5.2.32)
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Rozwigzanie

Kryterium Stolza pozwala nam znajdowaé granice ciagéw postaci

bn
ap = —,
Cn
gdy zaréwno b,, jak i ¢, daza do nieskonczonosci, a ciag ¢, jest ponadto ro-
snacy. Kryterium to méwi nam, ze zamiast badaé¢ wyjsciowa granice, mozemy
szukaé
lim 2ntl = bn (5.2.33)
=00 Cpy1 — Cp
i obie te granice beda réwne. Co ciekawe, kryterium to ma zastosowanie takze
wtedy, gdy a, = b, /cp =2,

Powstaje dos¢ naturalne pytanie: dlaczego wygodniejsze miatoby by¢ ba-
danie zachowania utamka (b, +1—0b,)/(cht1—cp) zamiast b, /¢, 7 Otéz istnieje
wiele przyktadéw ciagéw, w ktorych w liczniku, badZz w mianowniku, wyste-
puje suma wyrazéw. Tworzac réznice typu b,1 — by, liczymy, ze wiele z nich
zredukuje sie i do zbadania pozostanie prostsze wyrazenie. Tak wlasnie rzecz
sie ma w naszym przypadku. Mozna tez mie¢ nadzieje, ze stopien rozbieznosci

licznika i mianownika obnizy sie. W niniejszym przyktadzie

by = 1Y*43Y4 4 4 (2n4+ 1)V,
cn = n’t. (5.2.34)

Tworzac roznice wyrazen w liczniku, otrzymujemy:

bpi1 — by = 1443V 44 @2n4+ )Y 4 (20 + 3)4
1A gl o+ 1)V = (2n 4 3)V4,
(5.2.35)
a w mianowniku:
Cng1 — Cn = (n+ 1) — /4 (5.2.36)

W ten sposéb znaczaco uprosciliSmy nasze wyrazenie i sprowadziliSmy obli-
czanie (5.2.32) do granicy

(2n 4 3)1/4
1m .
n—oo (n 4 1)5/4 _ pb/4

(5.2.37)

Ewentualny problem moze tu stanowi¢ jeszcze mianownik, w ktérym widzimy
réznice wyrazen rozbieznych do nieskonczonosci. Jednak z tego typu sytuacja
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nauczyliSmy sie juz sobie radzi¢ na przyktadzie 1 w podrozdziale 5.1. Poste-
pujac wedlug przedstawionego tam schematu, napiszemy:

(2n + 3)1/4 B (2n + 3)1/4 (n +1)%/* 4 nb/4 5 938
(n + 1)5/4 _pd/4 (n+ 1)5/4 _ pb/4 ' (n + 1)5/4 + nb/4 (5.2.38)
(2n +3)1/4((n + 1)5/4 +n5/4)

(n+ 1)5/2 — /2

B (2n+3)1/4((n+1)5/4+n5/4) (n+1)5/2+n5/2

(n+1)5/2 — nd/2 (n+1)5/2 + ndl2
_ @n A3+ DY+ 0¥ )((n+ 1) + 052
B (n+1)>—nd '

Korzystajac ze wzoru

(n41)> =n® +5n* + 100> + 10n* + 50+ 1,
widzimy, ze n® w mianowniku kasuje sie. Wylaczajac w liczniku i w mianow-
niku najwyzsze potegi n, otrzymujemy:

bpnt1—0b
lim 4l
N—=00 Cpy1 — Cp
nt 243/ (L4 1) 1) (1+1/n)>2 41) o4
= lim = .
n—00 n*(5+10/n +10/n%2 4+ 5/n3 + 1/n%) 5

I taka jest tez szukana granica ciagu a,.

- (5.2.39)

Problem 5

Zmnajdziemy granice ciggu:

n3 +100sinn2 +1\" /")
a, = = )
n3 +n? +log’n

(5.2.40)
Rozwigzanie

Przystepujac do rozwiazywania podobnego problemu, przede wszystkim
nie nalezy ulec pozornemu wrazeniu, ze jest on zbyt skomplikowany czy

trudny. Jak zobaczymy ponizej, potrzebna jest jedynie umiejetnoéé oddziele-
nia tego, co wazne, od tego, co nieistotne, a wéwczas przyklad staje sig¢ bardzo
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prosty. Ale najpierw przypomnijmy wzoér (twierdzenie), z ktérego bedziemy
korzysta¢. Otéz wiemy z wyktadu analizy, ze jedli dany ciag a, ma postac:

an = (14 by)", (5.2.41)
gdzie ciag b, ma granice rowna zeru, a ¢, zachowuje si¢ w ten sposob, iz
lim b,c, =g # +o00, (5.2.42)
n—oo
to znamy tez od razu granice samego ciagu a,:
lim a, =e7. (5.2.43)
n—oo

Popatrzmy teraz na nasze wyrazenie (5.2.40), a przekonamy sie, Ze ma ono
pozadana postaé. Ulamek w nawiasie pomimo swojej skomplikowanej formy
w widoczny sposéb zbiega do jedynki dzieki temu, ze w liczniku i w mianow-
niku mamy identyczne wiodace wyrazy (tj. n®). Jedynke te bedzie mozna
oddzieli¢, aby dojsé¢ do struktury takiej jak w (5.2.41). Wyktadnik za$ dazy
do nieskonczonosci, co daje nadzieje na spelnienie (5.2.42). Przyjmijmy wiec:

n3 +100sinn? + 1 1 n2

n3 4+ n2 + log® n o= (5.2.44)

b, = .
" n—+1

Najpierw zajmiemy sie wyrazeniem na b,. W liczniku dostrzegamy, ze
oprécz sktadnika n3, ktéry biegnie do nieskoniczonosci, pozostate wyrazenia
sa ograniczone. Niezaleznie jak duzy byltby wspolczynnik przy funkcji sinus,
caly licznik da sie oszacowaé przez n3 + M, gdzie M jest pewna stala. Dla
wartosci granicy ciagu a,, stala ta jest catkowicie nieistotna i réwnie dobrze
moglibyémy napisa¢ w liczniku n® £ 1 lub wrecz n3. To, co mogloby sie
okazaé istotne, to wyraz zachowujacy sie jak n? lub gorzej, ale takiego wyrazu
w liczniku brak (jest natomiast w mianowniku).

Teraz popatrzmy na mianownik. Jesli przepisa¢ go w postaci:

1 log®
n® 4+ n?+log’n =n? <1+—+ Og3”> : (5.2.45)
n n

to widac, ze ostatni wyraz dazy bardzo szybko do zera w poréwnaniu z dwoma
pierwszymi cztonami, wiec znéw mozna go pominaé i pozostawi¢ mianownik
w postaci n3 (1 +1/n).

W tym miejscu moze powstaé¢ pytanie: skad wiadomo, ze wyrazy typu
n? (lub gorsze), obok n?, sa istotne, a pozostale mozna bezkarnie usunaé?
Ot6z odpowiedz daje nam postaé ciagu ¢, wraz z warunkiem (5.2.42). Dla
duzych n mamy ¢, ~ n, a zatem skoniczona granice g w (5.2.42) otrzymamy
wtedy, gdy b, ~ 1/n. Poniewaz zar6éwno w liczniku, jak i w mianowniku
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wiodace wyrazy maja postaé¢ n?, wiec tymi, ktére dadza skonczony wkiad,

sa n3-1/n = n%. W teoretycznie mozliwym przypadku skasowania sie takich
wyrazow w liczniku i mianowniku — co w naszym przyktadzie nie zachodzi
— trzeba by uwzgledni¢ kolejne.

Dochodzimy wiec do nastepujacego wniosku: zamiast oblicza¢ granice
skomplikowanego ciggu a,,, wystarczy znalezé granice ciggu

n3 \/ D) . S Ry n?/(n+1) 1 \"/(ntD)
n3 +n2 N n3 + n? _<1_n+1) ’

(5.2.46)
gdyz sa one identyczne. A te mozemy otrzymaé niemalze w pamieci jako
réwng e~ = 1/e, bowiem

-1 n?

=1 . =—1. 5.2.47
g ”I—’I%On—l-l n+1 ( )

Powr6émy teraz do pelnego wzoru na a,,, gdyz zastapienie wzoru (5.2.40)
wzorem (5.2.46) bylo na razie oparte jedynie na naszej intuicji, a nie na
$cistych argumentach. Mamy:

3 2 2
1 1
lim b,e, — lim (2 100smn 5+ R (5.2.48)
n—oo n—oo \ n3+n?+log’n n+1
o —n2— log5 n+ 100sinn? + 1 n2
= lim

n—00 n3 +n2 +log’n n+1
n* —1—1/n%-log’n + 100sin n?/n? + 1/n?

= lim —-
n—oo nt (14 1/n+1/n3-log°n)(1+1/n)

=-1

)

zgodnie z naszymi przewidywaniami. Wyrazenia z sinusem czy logarytmem
okazaly sie jedynie ,jozdobnikami” niemajacymi zadnego wplywu na granice
ciggu. Otrzymujemy wiec ostatecznie:

. 1

lim a, =e = —. (5.2.49)

n—00 e
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5.3 Badamy cigg rekurencyjny

Problem 1

Zmajdziemy granice ciggu danego wzorem rekurencyjnym:

1 1
Apyo = Z Ap 1 + g Qp, (531)

dlan=0,1,2,..., przy czym dane sa dwa poczatkowe wyrazy: ay = 5
oraz a; = —1/2.

Rozwigzanie

Ciag w tresci zadania zdefiniowany jest liniowym réwnaniem rekurencyj-
nym, jednorodnym (tj. bez wyrazu wolnego), a wspdlczynniki przy ax sa
stalymi liczbami. W takim przypadku mamy do dyspozycji metode, ktéra
pozwoli znalez¢ nie tylko granice (o ile ta istnieje), ale takze wzér na wyraz
ogblny ciagu. Jedyne istotne komplikacje, ktére mogltyby sie pojawié, zwia-
zane sa z ewentualnym wysokim rzedem réwnania rekurencyjnego, do czego
wrécimy za chwile.

Idea rozwiazania jest nastepujaca: podstawmy do wyjsciowego réwnania
an, W postaci a, = A", gdzie A\ jest pewna liczba rézna od zera. Spraw-
dzimy, czy istnieje A, dla ktérego réwnanie to uda sie spetni¢. Dla takiego
a, zwiekszanie n oznacza po prostu mnozenie wyrazenia przez stala, a taki
jest, z grubsza biorac, sens réwnania (5.3.1).

Po podstawieniu i uproszczeniu obu stron otrzymujemy réwnanie kwa-
dratowe w postaci:

1 1
NM—-A-==0 5.3.2
ba-loo, (532
ktére ma dwa rozwiazania: A\ = 1/2 i A = —1/4. ,Zapominajac” na chwile

o koniecznosci spelnienia warunkéw poczatkowych, mamy wiec dwie mozli-

WOSci:
I\" I\"
al, = (5) oraz a, = (_Z) . (5.3.3)

Wazna cecha réwnan liniowych i jednorodnych jest to, ze dowolne ich
rozwiazanie pomnozone przez stala takze jest rozwigzaniem. A dowolne dwa
rozwiazania dodane do siebie rowniez tworza rozwiazanie. Oznacza to, ze naj-
bardziej ogdlny wzér na a,, powinien mie¢ postac:

wa(D) (1) o
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gdzie o i [ sa stalymi. State te mozna teraz wyznaczyé¢, wykorzystujac wa-
runki poczatkowe. Podstawiajac n = 0, otrzymujemy o + 3 = 5, a podsta-
wiajac n = 1, mamy 1/2-a—1/4-0 = —1/2. Stad « = 11 = 4, a pelne
rozwiazanie wyraza si¢ wzorem

an = (%)n 4 (—i)n . (5.3.5)

Poniewaz w obu wyrazach podstawy funkeji wyktadniczych sa (co do modutu)
mniejsze od jedynki, granica ciagu dla n — oo réwna jest zeru.

Jakie komplikacje moga sie pojawié¢ przy rozwigzywaniu innych
tego typu probleméw?

e Rownanie na stalg A, analogiczne do (5.3.2), moze mieé pierwiastek
podwdiny A = Ag.
W tym przypadku jedno z rozwiazan ma nadal postaé a, = Aj, ale
pozornie brak nam drugiego rozwiazania. W ogdlnoéci, aby spelnié¢ wa-
runki poczatkowe, musimy mie¢ do dyspozycji dwie state i 3, podob-
nie jak w (5.3.4). Oznacza to, ze potrzebne nam sa jednak dwa rozwia-
zania. Podstawiajac wyrazenie postaci a, = n)j do réwnania rekuren-
cyjnego, ktére wowczas musiatoby mieé postaé a2 = 2Xoan 41 — Agan
(tylko wtedy Ao bedzie pierwiastkiem podwdjnym), latwo mozna sie
przekonaé, ze réwnanie to jest rzeczywiscie spelnione. Mamy wiec te-
raz w miejsce (5.3.4) wzor

anp = aXy + fnAy , (5.3.6)
i dalsze rozumowanie przebiega juz bez zmian.

e Rownanie na stalg A moze mieé pierwiastki zespolone.

Nie musimy przejmowaé si¢ zespolonymi wartosciami lambd. Wszyst-
kie rachunki mozna przeprowadzi¢ identycznie jak poprzednio, a jezeli
wspotczynniki w poczatkowym réwnaniu rekurencyjnym oraz state po-
czatkowe byly rzeczywiste, to i wynik koficowy na pewno uda sie za-
pisa¢ w postaci rzeczywistej. Startujac bowiem z dwdch rzeczywistych
wartosci ag oraz aj i stosujac proste dodawanie oraz mnozenie przez
rzeczywiste parametry, tak jak w (5.3.1), nie mozemy nigdy otrzymac
liczb zespolonych.

e Rownanie na stalg A moze bycé wysokiego rzedu.
Jedli rekurencja nie jest ,,0 27, ale np. ,,0 k”, to staniemy przed koniecz-
noscig rozwiazania, zamiast réwnania (5.3.2), réwnania algebraicznego
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odpowiednio wysokiego rzedu (réwnego rzedowi réwnania rekurencyj-
nego). To zadanie moze okazaé sie bardzo trudne i stanowi odrebne zlo-
zone zagadnienie. Jesli jednak uda nam sie znalez¢ wszystkie pierwiastki
tego réwnania, to mozemy napisaé¢ rozwigzanie ogélne postaci (5.3.4)
lub (5.3.6), w ktérym wystapi teraz k wyrazéw. W rozwiazaniu tym
pojawi sie tez k dowolnych stalych. Tyle samo bedzie tez warunkdéw
poczatkowych, wiec wszystkie te state uda sie wyznaczy¢.

Na zakonczenie warto powiedzie¢, skad pochodzi pomyst zapostulowania roz-
wigzania w postaci A”. Ot6z pomyst ten zaczerpniety jest z rachunku macie-
rzowego. Aby sie o tym przekonaé, z wyrazow ciggu a,, utwérzmy nastepujacy
wektor vy,:

Un = [ 1 ] . (5.3.7)

Gn

Roéwnanie rekurencyjne (5.3.1) mozna teraz zapisaé w postaci macierzowej
Upt1 = Moy, gdzie macierz M utworzona jest z odczytanych z niego wspot-

czynnikéw:
| 1/4 1/8
M = [ 1 0 ] . (5.3.8)

Przejscie do vy, 41 oznacza wiec pomnozenie wektora v, przez macierz utwo-
rzong ze stalych liczb. Od razu mozna zatem napisa¢ wzér ogdlny na vy:
vp = M™vg, gdzie vg jest wektorem warunkéw poczatkowych:

vy = l _15/2 1 : (5.3.9)

Macierz M ma wielomian charakterystyczny w postaci:

1 1
N=XA - -
i dwie wartoéci wlasne: A\; = 1/21 Ay = —1/4. A zatem réwnanie (5.3.2) oka-

zuje sie po prostu réwnaniem charakterystycznym macierzy M, a znalezione
parametry Aj o — jej wartoSciami wlasnymi!

Jedli oznaczyé odpowiednie wektory wtasne symbolami w; oraz wus, to
dalszy tok rozwiazania jest juz jasny z kursu algebry: rozktadamy vy w bazie
wektoréw wlasnych vy = ciuq + coug (state 1,2 83 wigc nam znane) i piszemy

U =M™y = M"™(crug + coug) = ey M™uy + co M ugy
= cl()\l)"ul + CQ()\Q)nUQ . (5.3.10)
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Rozwiazanie (5.3.5) odczytujemy teraz z (5.3.10), biorac dolna skladowa
wektora v,, po lewej i po prawej stronie.

Problem 2

Znajdziemy granice ciggu danego wzorem rekurencyjnym:

3a,
ntl = 5.3.11
(n+1 a, + 1 ( )
dlan=20,1,2,..., przy zalozeniu ag > 0.

Rozwigzanie

W tym przyktadzie zaleznosé rekurencyjna a,y1 = f(a,) ma charakter
nieliniowy. W takiej sytuacji nie mamy do dyspozycji uniwersalnej metody
prowadzacej do znalezienia wzoru na wyraz ogdlny ciagu, ale nadal mozemy
prébowaé znalezé jego granice. Przede wszystkim zauwazmy, ze jesli granica
ta istnieje (oznaczmy ja litera g), to uprawnione byloby przejscie n — oo po
obu stronach réwnania (5.3.11). Naturalnie granice a, i a,4+1 sa identyczne,
a funkcja po prawej stronie jest ciagta dla argumentéw, ktére nas interesuja
(jesli ap > 0, to rekurencja nigdy nie wyprowadzi nas poza dodatnie wartosci
an, dla ktérych prawa strona (5.3.11) jest dobrze okreslona), wiec z granica
»wejs¢” mozna do jej argumentu. Otrzymujemy réwnanie

_ 3
9= g1’
ktoére ma dwa rozwiazania: g = 0 oraz g = 2. Jesli zatem ciag ma granice to
moze by¢ ona réwna witacznie jednej z tych dwoch liczb.

Aby zbadaé szczegbélowo zachowanie ciggu, wygodnie jest najpierw wy-
konaé rysunek. Nie tylko podpowie on nam, czy ciag jest zbiezny, ale takze
dostarczy informacji, w jaki sposdb przeprowadzié¢ stosowny dowdd. Na ry-
sunku 5.2 przedstawiliémy przebieg funkcji y = f(x), ktéra w naszym przy-
kladzie ma postaé f(z) = 3z/(z + 1), oraz funkcji y = x. Ich przeciecie ma
miejsce dla znalezionych wczesniej argumentéow xz = 0 oraz x = 2. Dla ustale-
nia uwagi zalézmy, ze rekurencje rozpoczynamy od 0 < ag < 2. Gdy ag = 2,
to nic ciekawego sie nie dzieje, bo f(2) = 2 i ciag jest staly. Natomiast nad
przypadkiem ag > 2 zastanowimy sie po6zniej.

(5.3.12)
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y
\ y=X
\
\
‘ y= f (X)
2 — — — — — = = = = [T
\
B : \
\
a ‘
\
\
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\
\
Y% |
; | X
o ay a ag 2

Rysunek 5.2: Generowanie kolejnych wyrazéw ciagu danego rekuren-
cja (5.3.11).

Dwoch waznych obserwacji mozemy tatwo dokonaé, patrzac na rysunek.
Jedli z €]0,2[, to wykres funkcji f lezy ponizej prostej y = 2 oraz powyzej
prostej y = x. Z pierwszej wynika, ze podstawiajac dowolny argument z prze-
dziatu )0, 2[, nigdy nie otrzymamy liczby wiekszej od 2. Poniewaz bedzie ona
takze dodatnia, wigc w wyniku zastosowania rekurencji (5.3.11) znowu otrzy-
mamy warto$¢ z przedziatu |0, 2[. Mozna stad wyciagna¢ wniosek, ze ciag jest
ograniczony z gory przez liczbe 2.

Z drugiej natomiast wynika nieréwnos$é a,+1 = f(a,) > an, co oznacza,
ze ciag jest rosnacy. Na rysunku przedstawiliémy szarymi strzatkami, jak ge-
nerowane sg kolejne wyrazy ciagu. Startujemy z ag na osi x i poruszajac sie
do géry, znajdujemy a;, po czym procedure powtarzamy, startujac tym ra-
zem 7z a1. Widzimy, jak kolejne wyrazy uktadaja sie¢ w ciag na osi . Mozna
powiedzieé, ze sa one ,przyciagane” przez punkt x = 2. Jesli wiec dobrze wy-
konaliSmy rysunek, to juz znamy odpowiedz: ciag jest rosnacy i ograniczony
z gbry. Jest wiec zbiezny! Ponizej postaramy sie to wykazaé w sposdb Scisty.

1. Dowodzimy ograniczonosci ciggu.
Dowd6d przeprowadzimy przez indukcje. Zatozylismy juz, ze 0 < ag < 2,
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pozostaje wiec wykazaé prawdziwo$¢ ponizszej implikacji dla dowolnego
wskaznika k:
O<ap<2 = 0<apy1<2. (5.3.13)
Mamy nastepujacy ciag rownosci:
3ag 3ag ap —
= = =2 —-2=2 .
ar+1 = f(ag) T o1
Latwo sprawdzié, ze, przy spetnieniu zatozenia indukcyjnego wyraze-
nie (ax — 2)/(ax + 1) jest ujemne. Jednoczesnie f(ax) > 0. Zatem
0 < ag41 < 2, co pragnelismy wykaza¢. Ciag jest rzeczywiscie ograni-
czony.

(5.3.14)

2. Dowodzimy monotoniczno$ci ciggu.
Teraz przeksztalcimy wzér na ap41 W nastepujacy sposéb:

Bak o 3
ap + 1 N ap + 1
Jedli 0 < ag < 2, co juz wiemy, to wspélezynnik 3/(ax + 1) > 1, skad
natychmiastowy wniosek: ary1 > ag. Ciag jest rosnacy.

Ap+1 = f(a,k) = ag . (5.3.15)

Whiosek: ciagg jest zbiezny, a jego granicg musi by¢ liczba 2.

Teraz zastanowimy sie, co zmienia si¢ w naszym rozumowaniu, gdy ag > 2.
Znéw spéjrzmy na rysunek: wykres funkcji f w tym przedziale lezy powyzej
prostej y = 2 (czyli ciag jest ograniczony z dotu przez liczbe 2) oraz ponizej
prostej y = x (czyli ciag jest malejacy, bo f(a,) < a,). A zatem ponow-
nie ciag jest zbiezny, a jego granicg musi byé liczba 2. Scisly dowod jest
analogiczny do przeprowadzonego poprzednio i mozemy nawet wykorzystaé
wzory (5.3.14) i (5.3.15). Teraz dla a; > 2 mamy (ax — 2)/(ax + 1) > 0,
a zatem takze agy1 > 2. Ponadto 3/(ax +1) < 1, skad wniosek, ze ar11 < ak.

Oczywiscie nie wszystkie funkcje f muszg sie zachowywaé w przedsta-
wiony na rysunku sposob. Ciekawa sytuacja ma miejsce, gdy ciag jest zbie-
zny, ale nie monotoniczny. Taki przypadek rozpatrujemy w nastepnym zada-
niu. W innych przypadkach moze si¢ okazaé, ze wyrazy ciagu ,uciekaja’ od
punktu statego funkcji f. Woéwczas ciag jest rozbiezny, chyba ze gdzies dalej
istnieje kolejny punkt staty.
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5.4 Gdy cigg oscyluje
Problem 1

Zmajdziemy granice ciggu danego wzorem rekurencyjnym:

6
G S + 1 (5.4.1)
dlan=20,1,2,..., przy zatozeniu ag > 0.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie rozwigzywanie tego zadania roz-
poczniemy od wykonania rysunku. Przedstawimy na nim wykres funkcji opi-
sujacej rekurencje — w naszym zadaniu jest to funkcja f(z) =6/(2x + 1) —
oraz prosta y = x. Na rysunku wystarczy ograniczy¢ sie do dodatnich warto-
Sci x. Jesli bowiem rekurencja rozpoczyna sie od ag > 0, to z réwnania (5.4.1)
od razu widac, ze kazdy kolejny wyraz ciagu tez bedzie dodatni.

Wspbélrzedna x punktu przeciecia obu wykreséw (u nas réwna 3/2), czyli
punkt staty funkcji f, jest kandydatem na granice g, co wiemy z poprzedniego
przykladu. Jesli granica ciagu a,, istnieje, to musi by¢ réwna 3/2.

W poprzednim zadaniu dowodziliSmy, Ze ciag jest monotoniczny i ogra-
niczony i stad moglismy wnosi¢ o jego zbiezno$ci. W niniejszym przyktadzie
wysitek, ktory poszedlby na tego rodzaju dowdd, byltby catkowicie bezowocny.
Nasz ciag bowiem nie jest monotoniczny! Aby sie o tym przekonadé, spdjrzmy
na rysunek 5.3. Przedstawionych jest na nim kilka poczatkowych wyrazéw
ciagu. Startujemy z ag zaznaczonego na osi x i poruszamy si¢ tak, jak wska-
zuja strzatki. WybraliSmy ag < g = 3/2. Gdy policzymy f(ag), znajdziemy
sie powyzej prostej y = 3/2, a zatem a; znajdzie sie na osi z na prawo od 3/2.
Kolejny krok przeprowadza nas ponownie na lewo od punktu statego. Widaé
wyraznie, ze nasz ciag bedzie oscylowal wokél tego punktu (co wynika stad,
ze funkcja f jest malejaca). To, czy liczba 3/2 bedzie ,przyciagaé” do siebie
wyrazy ciggu, tak jak ma to miejsce na naszym rysunku, czy tez je ,,odpy-
cha¢”, z czym spotkamy sie w nastepnym przyktadzie, zalezy od konkretnej
funkcji.

Zakladajac, ze nasz rysunek wykonany jest wystarczajaco precyzyjnie,
widzimy, na czym bedzie polegal dowdd zbieznosci ciagu a,,. Bedzie sie on
sktadal z nastepujacych krokéw:
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1. Rozlozymy ciag a,, na dwa podciagi: podciag o wskaznikach parzystych
i podciag o wskaznikach nieparzystych (bedziemy je nazywaé odpowied-
nio podciagiem parzystym i podciagiem nieparzystym).

2. Dla kazdego podciagu napiszemy nowy wzoér rekurencyjny z pewna
nows, funkcja f .

3. Wykazemy, ze kazdy z podciagdw jest monotoniczny i ograniczony, a za-
tem zbiezny.

4. Granica kazdego z podciagéw jest punkt staly odpowiedniej funkcji.
Sprawdzimy, czy granice obu podciggdéw sa identyczne.

y
e S 1
\ y=X
\
\
BE—TN foemmemmeees, f
\
\
3L N N\
2 \
a au— y-f(x)
; \
as |
Y, -
|
\ \ .
ag Q 3 ag a
2

Rysunek 5.3: Generowanie kolejnych wyrazéw ciggu danego rekuren-
cja (5.4.1).

Poniewaz oba podciagi wyczerpuja wszystkie wyrazy ciagu a,, to ich
ewentualna wspolna granica bedzie tez szukang granica ciggu a,,.

W tym miejscu trzeba si¢ jeszcze wytlumaczy¢ z przyjetego zalozenia
0 < agp < 3/2. Ot6z gdybysmy przyjeli ap > 3/2, to po pierwszym kroku
rekurencji otrzymaliby$Smy wtasnie 0 < a1 < 3/2. Wystarczy wiec w takim
przypadku odrzucié pierwszy (tj. zerowy) wyraz ciagu, co nie ma zadnego
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wplywu na jego granice, aby sprowadzi¢ zagadnienie do rozpatrywanego przez
nas. Z kolei przyjecie ag = 3/2 prowadzi do nieciekawego ciagu stalego.

Przystapmy teraz do realizacji nakreslonego programu. Wzorowi (5.4.1)
w tresci zadania mozna nada¢ postac:

6
2an-i—l + 1 .
Teraz, ponownie postugujac sie¢ wzorem (5.4.1), mozemy wyeliminowaé a1
na rzecz a,, otrzymujac:

Anp+4+2 = (542)

6 o 2ap,+1
2-6/(2a, +1)+1  2a,+13 "
Ta rekurencja ,,0 dwa” wiaze ze sobg osobno wyrazy parzystego i nieparzy-
stego podciagu:

g = (5.4.3)

2a9; + 1
=6 —— 5.4.4
a2k+2 Qg + 13 ( )
2a95—1 + 1
=6—. 5.4.5
ay = 6 5 (545)
Wspomniana wczeéniej funkcja f ma wiec dla obu podciagdéw postac:
~ 20+ 1
=6 .
J@) =653

Jej jedynym dodatnim punktem stalym jest nadal x = 3/2. Najpierw zaj-
miemy sie podciggiem parzystym. Rysunek sugeruje nam, ze nalezy sprébo-
wacé¢ dowiesé, iz podciag ten jest ograniczony i rosnacy.

1. Dowodzimy ograniczonosci ciggu.
Podobnie jak w poprzednim przykltadzie dowdd przeprowadzimy przez
indukcje. Zalozyliémy juz, ze 0 < ag < 3/2. Trzeba obecnie wykazaé,
ze dla dowolnego k:
3 3
0 < agr < 3 = 0 <aggs2 < 3 (5.4.6)

Zachodzi ciag rownosci:
~ 2ak +1 3 2a +1 3
aakyr = flo) =6 5 =g =5+ 65 —=3 3
3 agr — 3 / 2
=3 +9 Yaor + 13 ° (5.4.7)
Oczywiste jest, ze przy spetnieniu zatozenia indukcyjnego drugi sktad-
nik jest ujemny, a zatem agi1o < 3/2. Oczywiscie agii2 jest tez do-
datnie, o czym méwiliSmy juz na poczatku. Wynika stad wniosek, ze
podciag parzysty jest w istocie ograniczony.
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2. Dowodzimy monotoniczno$ci ciggu.
Przeksztatcimy wzér na agp4o W nastepujacy sposob
= a9, + 1 12a9;, + 6
askyr = floo) =6 5“2 =5~ 3
12azy, + 6 203, + 13agx — 243, — asi, + 6
T 242, + 13z, T 2aZ, + 13ax; 2k
2a%;, + 13ask + 2(agk + 2)(3/2 — ag)
Qa%k + 13a9;

2 2 —
= (142 (a2k +2 )8/ Oak) a
2a2k + 13a9;

Dla 0 < agx < 3/2, co juz wykazalidémy, licznik utamka jest dodatni,
a zatem cale wyrazenie w nawiasie — wieksze od jedynki. Stad wynika,
7€ Gopt2 > gk, czyli podciag jest rosnacy.

ask (548)

Whiosek: podciag parzysty jest zbiezny, a jego granica musi by¢ liczba 3/2.

Dla podciagu nieparzystego dowodzimy, ze jest ograniczony z dolu przez
3/2 i malejacy. Poniewaz rekurencja opisana jest identyczna funkcja f, wiec
wyprowadzone uprzednio wzory mozna wykorzystaé. Przepisujac formute
(5.4.7) i zmieniajac odpowiednio indeksy, mamy:

3 agk—1 — 3/2

g 92k-1 /

A2k+1 = 3

2 2a0_1 + 13

W tym przypadku zalozenie indukcyjne ma postaé: agi_1 > 3/2, co oznacza,
ze drugi czton jest dodatni. Otrzymujemy w ten sposob teze indukcyjna:
ask+1 > 3/2. Naturalnie spelniony jest w tym wypadku takze wymagany dla
indukcji warunek a; > 3/2, ktéry wynika z zalozenia 0 < ay < 3/2. Mamy
bowiem:

_ 6 6 3
C 2a0+17 2-3/2+1 2
Z kolei wykorzystujac wzor (5.4.8):
203, + 13agk—1 + 2(agk—1 + 2)(3/2 — agk—1)

A2k+1 = a2k—1
* 203, | + 13ag;_1

aok—1+2)(3/2 — agg—
— (142 (a2 12+ )(3/2 = az1) a1 (5.4.11)
20,2]671 + 13a9_1
i zauwazajac, ze tym razem licznik jest ujemny, dochodzimy do wniosku, iz
asg+1 < agk—1. Podciag nieparzysty jest wiec malejacy i ograniczony, co wla-

a (5.4.10)
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$nie pragneliémy wykaza¢. Jego granicg musi by¢ dodatni punkt staly funkcji
f, czyli liczba 3/2.

Poniewaz granice obu podciggdéw sa identyczne, a podciagi te wyczerpuja
wszystkie wyrazy ciagu a,,, wiec ciag nie moze mie¢ innych punktéw skupienia
i zachodzi:

n—oo

lim a, = g . (5.4.12)

Problem 2

Zbadamy, czy istnieje granica ciggu danego wzorem rekurencyjnym:
Upy1 = —a> +2 (5.4.13)

dlan =0,1,2,.... Nie zaktadamy tutaj niczego szczegdlnego o ag € R.

Rozwigzanie

Z poprzednich przykladéw wiemy juz, ze granica ciagu (5.4.13) moze byé
wytacznie ktérys z punktéw stalych odwzorowania

r — f(zx)=—-2>+2. (5.4.14)

Jedynym takim punktem jest x = 1, co znajdujemy, rozwiazujac rownanie
—x3 4+ 2 = z. Réwnanie to mozna przepisa¢ w postaci:

——x4+2=—(z-1)(2*+24+2)=0, (5.4.15)

z ktérej widaé, ze innych, poza jedynka, rozwiazan nie ma, gdyz tréjmian
kwadratowy w nawiasie jest zawsze dodatni (jego wyrdéznik A = —7 < 0).

Jedli zatem ag = 1, to otrzymujemy ciag staly. Jest to przypadek malo
ciekawy, a jego rozwiazanie — oczywiste. Dlatego tez bedziemy dalej zaktadac,
ze ag # 1. Zauwazmy, ze przy takim zatozeniu dla wszystkich kolejnych wy-
razéw tez bedzie juz zachodzié: a, # 1. Jesli bowiem przyjelibysmy, ze pewne
an+1 = 1, to musiatoby by¢ spelnione réwnanie:

Uny1 = —a> +2=1, (5.4.16)

z ktérego wynika, ze takze a, = 1. Powtarzajac teraz to rozumowanie dla a,,
ia,_1 znajdujemy: a,_1 = 1, a zatem wszystkie poprzednie wyrazy ciagu az
do ap wlacznie réwniez musiatyby by¢ réwne jednosci.
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Sytuacja, z jakg mamy do czynienia wokét punktu statego x = 1, przed-
stawiona jest na rysunku 5.4. Wynika z niego, ze wyrazy ciagu ,uciekaja” od
tego punktu. Ponizej postaramy sie wykazaé cisle, ze ciag a,, nie ma w takim
przypadku granicy.

y
]
Y RS |
|
| x
|
|
- G
al NN |
l_ ______ - = — — = -
ag |
|
|
|
| : :
Y= 3
ag l |
1 N
as a lag az\ a

Rysunek 5.4: Kolejne wyrazy rozbieznego ciagu danego rekurencja (5.4.13).

Pamietamy, ze jesli liczba g jest granica ciagu, to dla dowolnego ¢ > 0 pra-
wie wszystkie jego wyrazy musza spelnia¢ warunek |a, —g| < € (zob. (5.2.2)).
,Prawie wszystkie” oznacza ,wszystkie, poczawszy od pewnego (na og6t du-
zego) N”. Wybierzmy zatem jakie$ male € i zal6zmy, ze pewne a,, dla duzego
wskaznika n lezy w poblizu jedynki. Zbadajmy, co dzieje si¢ wéwczas z a4 1.

lani1 — 1) =] —ad +2—1| = a2 — 1| = |an — 1| - a2 +a, + 1| . (5.4.17)
Teraz zwro¢my uwage, ze dla a, lezacego w poblizu jedynki, a nawet dla
dowolnego nieujemnego a, czynnik |a2 + a, + 1| > 1, co oznacza, ze ma
miejsce nieréwnosé: |an+1 — 1| > |a, — 1. Jedli jednak (dla pewnego n) a,
staloby sie ujemne, to musiatoby zachodzié¢ takze:

nro = —(—ad +2)% +2=1a) — 6aS + 1243 —6 <0, (5.4.18)
——

An41
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gdyz wszystkie wyrazy po prawej stronie bylyby ujemne. Taki ciag — ktorego
prawie wszystkie wyrazy bylyby mniejsze od zera — naturalnie nie mégtby
by¢ zbiezny do g = 1.

Z nieréwnosci |an4+1 — 1| > |a, — 1| wynika wiec, ze ciag nie moze byé
zbiezny do jedynki. Liczba 1 ,odpycha” kolejne wyrazy ciagu, tak jak jest
to przedstawione na rysunku. Jak wspominaliSmy juz na poczatku, innych
granic ciag a, mie¢ nie moze. Jest wiec rozbiezny (dla ag # 1).

5.5 Dowodzimy rozbieznosci ciggu

Problem 1

Wykazemy, ze ciag
3

a4y = COS <L> (5.5.1)

2n% +n
jest rozbiezny przy n — oo. Zbadamy takze jego punkty skupienia
i granice ekstremalne.

Rozwigzanie

Z podobnym ciggiem spotkaliSmy sie juz wczeéniej — w przykladzie 4
podrozdzialu 5.1. Mamy do czynienia z funkcja okresowa (cosinus), ktérej
argument dazy wraz z n do nieskonczonosci. Z argumentu tego, jak juz sie
nauczyliSmy, trzeba wydzieli¢ wiodacy wyraz. Dla duzych n zachodzi oczy-
wiscie:

7T’I’Z3 s

T, 5.5.2
m2+n 2" (5:5.2)

Te wielkos¢ musimy odjac¢ od i doda¢ do argumentu wewnatrz cosinusa. Ko-
rzystajac ze wzoru: cos(« + (3) = cos avcos f — sin asin 3, mozemy napisac:

3 3
™ ™ ™ ™
an = COS (m) = COS (m - 7 + 7) (553)

7'1'7’L3 ™™ ™ . 7'1'7’L3 ™ . ™
= COS m — 7 COS 7 — Sin m — 7 S1n 7 .
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Dla uproszczenia zapiszmy to wyrazenie w postaci:

Gp = Cp, COS <%) — 8, 8in <%> , (5.5.4)

gdzie zdefiniowaliSmy dwa pomocnicze ciggi:

3
Cp = COs <L ﬂ) , (5.5.5)

m2+n 2
3
. ™™ ™
Sp = SIn <m — 7) . (556)

Przeksztalémy teraz nowy argument funkcji sinus i cosinus w nastepujacy
sposéb:

n3 ™o mn n? o n? o n
m2+n 2 2 \n2+n/2 ) 4 n2+n/2 4 n+1/2°
(5.5.7)
Jego granica jest liczba —m/4, a to — dzieki ciaglosci funkcji trygonome-
trycznych — pociaga za soba:

Jim_ ¢, = cos (—%) = g ;o lim s, = sin (—%) = —Q . (5.5.8)
Bardzo wazne jest, ze granice te rozne sg od zera. Sugeruje to bowiem, ze
ciag postaci (5.5.4) nie bedzie mial granicy, a to z tego wzgledu, iz wspot-
czynniki przy ¢, i s, czyli cos (7n/2) oraz sin (7n/2), oscyluja, przyjmujac
na przemian wartodci: ...,0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, 0,.... Aby wykazaé roz-
bieznos¢ ciggu a,, wystarczy wiec wskaza¢ dwa podciagi zbiezne do réznych
granic. Na poczatek wezmy taki podciag, dla ktérego n bedzie stale parzyste
(tj. n = 2m, m € N). Wéwczas

A2m = Com, COSMT — Sop, sinmm = (—1)"cop, (5.5.9)

gdzie wykorzystaliSmy znane fakty, iz sinmm = 0, a cosmm = (—1)".
Podciag a9, nadal nie ma granicy ze wzgledu na oscylujacy czynnik
(—1)™. Nasz wybér nie byl wiec dobry (pragnelismy wszak wskazaé¢ rézne
podciagi zbiezne do réznych granic), ale juz wiemy, jak go poprawi¢: nie na-
lezy rozpatrywaé wszystkich m, ale jedynie parzyste, czyli n podzielne przez
4 (n =4k, k € N).
A4l — (—1)2kC4k = Cq4f - (5.5.10)
Skoro cigg ¢, zbiezny byt do v/2/2, to do tej samej granicy zbiezny musi by¢
kazdy jego nieskonczony podciag (wynika to wprost z definicji granicy ciagu),
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a zatem 1 ¢g. Otrzymujemy wiec

kll)rgo Qgp = kll)rgO Caf = g . (5.5.11)
Drugi podciag, zbiezny do innej granicy, znajdziemy, wracajac do (5.5.9)
i wybierajac m nieparzyste, czyli n = 2m = 2(2k — 1) =4k — 2, dla k € N:
A4f—9 = (—1)2k_1C4k_2 = —C4fp—9 — —Q . (5.5.12)
k—o0 2
Otrzymali$my w ten sposéb dwa podciagi zbiezne do réznych granic: +/2/2,
co konczy dowdd nieistnienia granicy ciagu a,. Poréwnujac (5.5.11) oraz
(5.5.12), mozemy sie przekonaé, dlaczego tak istotne dla naszego wyniku
byto to, ze granica ciggu ¢, nie byla zerem. Dla zerowej granicy oscylacje
wspotczynnikéw nie bylyby istotne, a granica w obu przypadkach bytoby po
prostu £0.
Poniewaz interesuja nas w tym zadaniu jeszcze granice ekstremalne, zbu-
dujemy kolejny podciag z do tej pory niewykorzystanych wyrazoéow ciagu a,:
sa to wyrazy o nieparzystym n (tj. n =2m — 1, m € N):

1 1
A2m—1 = C2y—1 COS (m — 5) T — S9m—1 Sin (m — 5) = (=1)"som—1 .
(5.5.13)
Podobnie jak poprzednio mamy teraz dwie mozliwosci: m parzyste (réwne
2k) oraz m nieparzyste (réwne 2k — 1). Otrzymujemy:

K V2

ag(2k)—1 = Qd4k—1 = (—1)2 Sdk—1 = Sdk—1 k:o — 5 (5.5.14)
V2
aggoki1)-1 = a1 = (1) M sgn = —sapi e (5.5.15)

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu a, nalezy do ktoregos z podciagdéw

A4k—2; A4k—1, A4k, A4k+1
a zatem podciagéw o innych granicach niz £1/2/2 nie ma. Nie ma wiec tez
innych punktéow skupienia ciagu a,. W konsekwencji mozemy napisac:

2 2
limsupa, = £ , liminfa, = —£ . (5.5.16)
n—00 2 n—0oo 2

Gdyby zbiér punktéw skupienia ciagu (czyli zbiér granic jego podciagdw)
mial wiecej elementéw niz tylko dwa znalezione w tym rozwiazaniu, to (aby
znalezé granice ekstremalne) wzieliby$my po prostu jego kres gérny i dolny.
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Problem 2

Udowodnimy, ze ciag:

n 27
a, = sin{ —mn 5.5.17

2n+1 ( 3 ) ( )
jest rozbiezny przy n — oo. Znajdziemy takze jego punkty skupienia
i granice ekstremalne.

Rozwigzanie

Doswiadczenie, jakiego juz nabraliémy przy rozwigzywaniu poprzedniego
przyktadu, podpowiada nam od razu, ze ciag (5.5.17) powinien by¢ rozbiezny.
Widzimy bowiem, ze a,, ma postaé iloczynu ciagu b, = n/(2n + 1), ktérego
granica nie jest zero, ale liczba 1/2, oraz oscylujacego czynnika sin (27n/3).
Jedli tak, to powinno sie nam udaé¢ wskazaé przynajmniej dwa podciagi
zbiezne do réznych granic. Czym kierujemy sie przy wyborze tych podcia-
géw? Ot6z podobnie jak w poprzednim przykladzie staramy sie je wybraé
w ten sposob, aby pozby¢ sie oscylujacego czynnika, bo tylko woéwczas dany
podciag bedzie mial granice.

Patrzac na czynnik sin (27n/3), dochodzimy do wniosku, ze nalezy wyjsé
od n bedacego wielokrotnoscia trojki, aby skréocié mianownik. Wybierzmy
zatem n = 3k dla k € N:

asy = bagsin(2wk) =0 . (5.5.18)
Otrzymalismy w ten sposéb podciag staly, ktérego wszystkie wyrazy sg réwne
zeru i w konsekwencji
lim ag, =0. (5.5.19)
k—oo
Pozostaly nam jeszcze ,,do zagospodarowania” indeksy postaci:
n=3k—2 oraz n=3k—-1 dla k=1,23,... (5.5.20)

Rozwazamy zatem podciag:

4 4
ask—2 = bgk—2sin <27rl<: — %) = bg—2sin (—%)

. 4w 3
= —bgk_g sm? = g bgk_g , (5.5.21)
gdzie w kolejnych przeksztalceniach skorzystaliSmy z okresowosci i nieparzy-
stodci funkcji sinus oraz ze wzoru redukcyjnego:

s V3

. AT .
sin— = —sino = ——.
3 3 2
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Granica tego podciagu jest oczywista:

V3 1 V3
g — — - —=—F0. 5.5.22
k-2 —2 5 5= 7 ( )
Teraz rozpatrujemy ostatni podciag:

2 2
agk—1 = bsg—1sin (27Tk - ?ﬂ) = bgk—18in (—?ﬂ)

2 3
= —bgk,1 sin ?ﬂ = —g bgk,1 . (5.5.23)

Otrzymujemy kolejna i rézng od poprzednich granice:

V3 1 V3
_ — . 5.5.24
k=1, 7 2 < 2> ( )

Wskazali$my trzy rézne podciagi zbiezne do granic: 0 oraz £+/3/4. Ozna-
cza to, ze ciag a, nie ma granicy. Podciagi asi_s,asp_1 oraz agp wyczerpuja
wszystkie wyrazy ciagu, wiec zbidr jego punktéw skupienia to: {—3/4,0,3/4},
a jego granice ekstremalne wynosza:

V3 V3

117I’LH_>SOI<1)p n == hnrr_l)lgf n === (5.5.25)

5.6 Zadania do pracy wtasnej

Zad. 1. Zbadaé zbieznos¢ i ewentualnie znalezé granice ciggow:

a) ap = V/n2+n—v/n2+ 1.
vn2+an+1—vVn2+bn+2
b) a, =
Vn24+en+3—-vVn2+dn+4

, gdzie a,b,c,d > 0.

Odpowiedzi:
a) Zbiezny, granica réwna 0.
b) Zbiezny, granica réwna (a — b)/(c — d).

Zad. 2. Wykorzystujac poznane kryteria, zbadaé zbiezno$¢ i ewentualnie
znalez¢ granice ciagow:
) I S !
a) ap = et —Y—.
VRt EL Vet 2 Vnt 4+ n?
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2
n+1)” 5"n!
b an=(222) . b, = .
¢) ap =sin(rvn?+2n+2), b, =cos(rvn?+2n+2).
1
d) ay=-——"- (1 -1142-214+ ... -n!).
Jan = G (22 )

—_— n2/(n+1) n
an = <7j/_+7i;3> , bp= (cos i) .
n

Odpowredzi:

a) Zbiezny, granica réwna 1.

b) a, rozbiezny; b,, zbiezny, granica réwna 0.

¢) a, zbiezny, granica réwna 0; b, rozbiezny.

d) Zbiezny, granica réwna 1.

e) a, zbiezny, granica réwna \/€; b,, zbiezny, granica réwna e~ /2,

Zad. 3. Zbadac¢ zbieznos¢ i ewentualnie znalez¢ granice ciagdéw okreslonych

rekurencyjnie:

1 3 9

a) ant2 = = (apt1 + 3ay,), dla a; = —= oraz ay = —.
4 2 8
1 1 .

b) anty1 == (an + — ), gdzie a; > 0.
2 n

C) Upt1 = 5T a gdzie a; > 1.

1
d) apy1 = —, gdzie ap > 0iap # 1.
aTL

Odpowredzi:

a) Zbiezny, granica réwna 0.
b) Zbiezny, granica réwna 1.
¢) Zbiezny, granica réwna 2.
d) Rozbiezny.

Zad. 4. Wykazaé, ze ponizsze ciagi sg rozbiezne:

241
Uy = n (_1)n(n+1)/2’ bn:(\/n2+n—n)sin<7rn2: )

n+1
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Zbiory otwarte, domkniete, zwarte

6.1 Badamy otwartos¢ i domknietosé

Problem 1

Zbadamy, czy zbiory:

A::G[%,ﬁ} , B::ﬁ]—l,wrl[ (6.1.1)

n=1

sg otwarte badz domkniete.

Rozwigzanie

Rozwiazanie tego zadania pokaze nam, ze intuicja nie zawsze podpowiada
stuszne wnioski. Rozwazmy mianowicie zbiér, ktéry jest suma zbioréw do-
mknietych. Taka jest na przykiad suma A w niniejszym zadaniu. Pozornie wy-
dawaloby sie, ze suma zbioréw domknietych powinna by¢ zbiorem domknie-
tym. Jak sie za chwile przekonamy, stwierdzenie to nie musi by¢ prawda, jesli
suma ta jest nieskonczona.

Zbiér A jest sumg domknietych przedziatéw P, = [1/2n,1/(2n — 1)]. Pod-
stawiajac kolejne wartosci n, poczawszy od jedynki, mamy:

1 11 11
Pr=1=,1 P=|-,- Py=|=-,=|,.... 1.2
1 |:2) :|) 2 |:4)3:|) 3 |:6)5:|’ (6 )

Gdybysmy zaznaczali kolejne przedzialty P, na osi x, to kazdy nastepny le-
zatby na lewo od poprzedniego. Co wiecej, zbiory te sg parami rozlaczne.
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Jesli bowiem wzia¢ przedziaty
1 1 1 1
P, =|— Po1=|——
n [2n’2n——1} oraz - Fntl [2n—%2’2n—%1}’
to widzimy, ze zbiory ,nie zachodza na siebie”, gdyz 1/(2n + 1) < 1/(2n).
Oczywiste jest bowiem, ze jakakolwiek liczba x nalezaca do P,, czyli spelnia-
jaca uktad nieréwnosci:

1 e 1

— <

on 7 T 2n—1"
nie moze jednoczesnie spetniaé:

1 1

<z < .
mt2 S St

Wida¢ to dobrze na rysunku 6.1.

PiP; P, P
il B 222
0 1111 1 1
654 3 2

Rysunek 6.1: Uktad przedzialéw, ktorych suma tworzy zbiér A.

Postawimy sobie najpierw pytanie, czy A jest otwarty. Jak pamietamy,
zbior otwarty sktada sie wytacznie z punktéw wewnetrznych. Punkt we-
wnetrzny zbioru musi sie w nim zawiera¢ wraz z calym swoim otoczeniem,
czyli kula. Kula ta moze mie¢ bardzo maty promien, ale musi on by¢ wigkszy
od zera. Rzut oka na rysunek podpowiada nam, ze takim punktem wewnetrz-
nym na pewno nie jest x = 1. Jakiekolwiek jego otoczenie musi zawieraé
punkty o x > 1, a nie naleza one do zadnego z przedzialéw P,, zatem nie
nalezg takze do ich sumy. Jedynka nie moze wiec by¢ punktem wewnetrz-
nym, czyli zbiér A nie moze by¢ otwarty. Ten wniosek na razie nie pozostaje
w sprzecznosci z naszg intuicja, gdyz sumowaliSmy przeciez zbiory domkniete.

Teraz zbadajmy domknieto$é¢ sumy. Zbiér jest domkniety, jesli nalezg
do niego wszystkie jego punkty skupienia, czyli takie punkty, ktére w kazdym
swoim dowolnie malym otoczeniu maja jeszcze inne punkty tego zbioru. In-
nymi stowy, z punktéw zbioru mozna zawsze utworzy¢ ciag zbiezny do punktu
skupienia. Powstaje zatem pytanie, czy z punktéw nalezacych do przedziatow
P,, mozna utworzy¢ ciag zbiezny do punktu nienalezacego do zadnego z nich.
Rysunek podpowiada nam, jak to zrobi¢. Wezmy lewe konce przedziatow P,
i zdefiniujmy: z,, = 1/(2n). Taki ciag sklada sie wylacznie z punktéw na-
lezacych do A, a jednoczesnie zbiezny jest do zera. Zero jest wiec punktem
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skupienia zbioru A, a jednoczeénie 0 € A. W konsekwencji zbior nie jest do-
mkniety. Otrzymalismy wynik, ktory warto zapamietaé: nieskoniczona suma
zbioréw domknietych nie musi byé domknietal

Teraz zajmiemy si¢ zbiorem B. Oznaczmy kolejne przedzialy w przecieciu
symbolem @, = ]—1/n, (n + 1)/n[. Mamy:

Qi=1]-12[, sz}—%,;[, Q3:]—§’§[’---~ (6.1.3)

Na rysunku 6.2 zaznaczylidémy kilka zbioréw @Q,,, przy czym ciemniejsze kolory
odpowiadaja wickszym warto$ciom n. Widaé, ze kazdy nastepny przedzial
zawarty jest w poprzednim. Poréwnujac @), oraz (,+1, mamy bowiem:

1 1 1 2
e L o IS IREZ (6.1.4)
n n+1 n n+1
Jedli wiec weZmiemy pewne x € @41, czyli spelniajace uktad nieréwnosci:
n 4+ 2

n+1 Srs n+1’
to musi ono takze spelniaé:
n+1
——<z<
n n
Gdy bierzemy bardzo duze n, to cze$¢ wspélna @, przybliza sie do prze-
dzialu [0, 1]. To sugeruje, aby przyjrze¢ sie uwazniej jego koncom, czyli punk-
tom z = 0 oraz x = 1. Liczba 0 na pewno nalezy do zbioru B, bo nalezy
do wszystkich przedzialéw @),. Nie jest jednak punktem wewnetrznym dla
B, gdyz w kazdym dowolnie malym jej otoczeniu sa liczby ujemne. A do-
wolna liczba ujemna z( nie nalezy do @, dla n > —1/x(. Poniewaz x( jest
ustalone, to zawsze wzia¢ mozna odpowiednio duze n i wykluczy¢ ten punkt
z przedziatu @Q,. Stad wniosek, ze liczba xg nie nalezy do czesci wspdlnej,
a w konsekwencji liczba 0 nie jest punktem wewnetrznym zbioru B. W ana-
logiczny sposéb mozna pokazaé, ze punktem wewnetrznym nie jest takze
jedynka. Wniosek: zbiér B nie jest zbiorem otwartym! Ta konkluzja pozo-
staje w sprzeczno$ci z nasza intuicja, gdyz mamy do czynienia z przecieciem
wyltacznie zbioréw otwartych.

3 2

d
32

2

Rysunek 6.2: Uktad przedziatéw, ktérych przeciecie daje zbior B.
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Badajac powyzej otwartos$¢ zbioru B, wlasciwie wykazaliSmy, ze B = [0, 1]
(czyli jest zbiorem domknietym!). Uzasadniliémy bowiem, ze wszystkie pun-
kty spoza [0, 1] nie naleza do B, a z kolei kazdy punkt z przedziatu [0, 1] do
B nalezy, bo nalezy do wszystkich @,,. Widzimy zatem, ze otrzymalismy ko-
lejny ciekawy wniosek: nieskonczone przeciecie zbiorow otwartych moze by¢
domkniete.

Problem 2

Zbadamy, czy zbior:
A={(zr,y) eR*|0<2®+2y+1log(x —y) <4 A x>y} (6.1.5)
jest otwarty badz domkniety.

Rozwigzanie

Gdyby mozliwe bylo rozwiklanie réwnan:
2+ 2y +log(z —y) =0 oraz 2>+ 2y+log(z—y)=4, (6.1.6)

na przykltad ze wzgledu na y, to moglibySmy wykresli¢ lub jawnie wypisaé
wzory na obie krzywe y(x) i na tej podstawie oceni¢ wlasnosci zbioru A.
Jednakze dla podanych wyrazen nie jest to mozliwe i musimy postuzy¢ sie
inng metoda.
Oznaczmy:
D :={(z,y) €eR? |z >y}

i wprowadzmy funkcje f : D — R, gdzie f(z,y) = 2% + 2y + log(xz — y).
Poniewaz zaréwno wielomian, jak i funkcja logarytm sg ciagle na zbiorze D,
wiec ciaggla jest takze funkcja f. Jej zbiér wartosci tworzy cala o$ rzeczywista,
tj. f(D) = R, o czym latwo sie przekonaé, kladac y = 01irozwazajac zaleznosé
od z funkcji f(z,0) = 22 + log . Teraz, biorac dowolne = €]0, oo, widzimy,
ze dla bardzo malych wartosci funkcja dazy do —oo (co wynika z wlasnosci
funkcji logarytm), a dla bardzo duzych do +oo. Reszty dopelnia ciaglosé
funkcji f(z,0) w zmiennej x, z ktérej wynika, iz zawsze da sie znalezé taki
argument, aby funkcja przyjeta zadang warto$¢ rzeczywista.
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Ograniczajac sie do zbioru Dy :=]0, 00[x{0} C D, znalezliSmy naturalnie
jedynie podzbior f(Dy) zbioru f(D). Jednakze zachodzi:

R = f(Dy) C f(D) CR, (6.1.7)

skad wynika, ze f(D) =R.
Przedzial |0, 4] jest wiec zawarty w catosci w f(D) i zbiér

]07 4[ﬂf(D) :]07 4[

jest otwarty. Te jego wlasnodé wykorzystamy ponizej. Uklad nieréwnosci
w (6.1.5):

22 + 2y + log(z —y) > 0,
22 + 2y + log(z —y) < 4, (6.1.8)

definiuje po prostu przeciwobraz tego otwartego zbioru dla funkcji f:
A= f71(0,4]) . (6.1.9)

Ta prosta obserwacja wtasciwie konczy rozwiazywanie zadania. Mozemy bo-
wiem wykorzystaé¢ znang z wyktadu analizy wlasnosé funkcji ciagltych: prze-
ciwobraz zbioru otwartego jest otwarty. Wniosek: A jest zbiorem otwartym.

Warto zwréci¢ uwage, ze aby otrzymaé ten wniosek, nie musieliSmy zbyt
szczegbdlowo wnikaé we wzor funkeji f. Wazne bylo jedynie ustalenie, iz jest
ona ciagla, a zbiér, ktory badamy, jest przeciwobrazem zbioru otwartego. Nie
nalezy wiec pochopnie ,przestraszy¢” sie pozornie skomplikowanego wzoru
w tredci zadania. Aby rozstrzygnaé sprawe otwartosci przeciwobrazu, o funk-
cji wystarczy bowiem wiedzie¢ naprawde niewiele.

Powstaje teraz pytanie, czy zbiér A moze by¢é jednoczeénie domkniety.
Wiemy bowiem, ze takie zbiory otwarto-domkniete istnieja, np. cala prze-
strzen badz zbiér pusty. Jednakze mozna wykazaé, ze w rozwazanej tu prze-
strzeni R? z metryka euklidesowa sa to jedyne takie zbiory. Zbiér A nie jest
jednak ani zbiorem pustym (bo naruszylibySmy wlasno$é Darboux — w dzie-
dzinie musza bowiem istnie¢ punkty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci
z przedziatu |0, 4[, skoro jej zbiorem wartosci jest R), ani nie jest cala prze-
strzenia (bo w dziedzinie sa punkty, dla ktérych warto$é funkeji lezy poza
przedzialem ]0,4[). Wyciagamy stad wniosek, ze zbiér A nie moze by¢ do-
mkniety.
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Problem 3
Zatézmy, ze w przestrzeni X = [1, oo[ wprowadzona zostata metryka,
zdefiniowana wzorem:

0 dla =1y,

Zbadamy, czy zbiér A = [2,3] jest otwarty badZ domkniety.

Rozwigzanie

W tym zadaniu przekonamy sie, iz wtasnosé ,otwartosci” czy ,,domknie-
tosci” zbioru nie jest bezwzgledna, lecz zalezy od metryki, jaka wprowadzili-
$my w przestrzeni. Pojecie metryki oraz aksjomaty, jakie musi ona spelniac,
podalidmy juz w rozdziale 3.

Na poczatku zauwazmy, ze gdyby$my w naszej przestrzeni wprowadzili
metryke naturalna, tj. zdefiniowana wzorem d(z,y) = |z — y|, to zbiér A nie
bylby ani otwarty, ani domkniety. Otwarty — nie, dlatego ze punkt 2 € A,
ale nie zawiera sie w nim wraz z calym swoim otoczeniem. Domkniety —
takze nie, gdyz 3 nie nalezy do A, a jest dla niego punktem skupienia. Jak
zobaczymy ponizej, sytuacja ta moze ulec zmianie, gdy w przestrzeni zmieni
sie metryka.

Zanim przystapimy do rozwiazywania tego zadania, ktére okaze si¢ zresz-
ta bardzo proste, warto upewnic¢ sie, czy funkcja d(x,y) zdefiniowana w tresci
zadania faktycznie spelnia aksjomaty metryki. Przypomnijmy je:

1. d(z,y) =0 <= z=y.
2. d(z,y) =d(y,x) (symetria).

3. d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) (nier6wnos¢ tréjkata).

Pierwszy warunek jest spelniony przez funkcje (6.1.10) w sposéb niebudzacy
watpliwosci. Dla = # y, d(z,y) > 0, natomiast d(0,0) = 0. Ponadto funkcja
d(z,y) jest, w widoczny sposéb, symetryczna przy zamianie x < y, wiec
warunek drugi takze jest spelniony. Pozostaje nam jedynie zatrzymac sie przy
nieréwnosci tréjkata. Policzmy zatem d(z,y) + d(y, z). Najpierw zalézmy,
ze dwie (badZ nawet trzy) sposréd liczb z,y,z sa réwne. Mamy w takim
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przypadku:
d(z,y) +d(y,2z) =d(z,z) + d(z,z) = 0+d(z,z) =d(z,z) > d(z,z) ,
gdy z=y,
d(z,y) +d(y,z) =d(z,2) + d(z,2) = d(z,2) + 0 =d(z,2) > d(z, 2) ,
gdy y==z, (6.1.11)
d(z,y) + d(y,z) = d(z,y) + d(y,z) > 0 =d(z,z) = d(z, 2) ,
gdy = z.

We wszystkich powyzszych przypadkach nieréwnosé trdjkata jest spelniona.
Pozostaje jeszcze rozwazyé taki, gdy wszystkie trzy argumenty sa rézne:

1 1 1
dz,y) +dy,2) =1+ — +1+—>2>14+— =d(z,2), (6.1.12)
Ty Y-z Tz

przy czym ostatnia nieréwnos¢ wynika z faktu, ze dla =,z € X zachodzi
1/(z - z) < 1. Widzimy wiec, ze funkcja (6.1.10) jest dobra metryka w prze-
strzeni X.

Mozemy teraz zastanowié¢ sie nad otwartoscia i domknietoscig zbioru A.

o Otwarto$¢. Zbiér jest otwarty, jesli kazdy jego element zawiera sie
W nim wraz z pewnym swoim otoczeniem. Epsilonowym otoczeniem do-
wolnej liczby x € X nazywamy zbiér takich liczb y € X, ze d(x,y) <€,
czyli po prostu kule o promieniu € i rodku w punkcie x. Jedli weZmiemy
odpowiednio male €, to tatwo stwierdzié, ze pozostanie w nim jedy-
nie sam punkt x, bowiem jego odlegtoéé¢ od innych elementéw zbioru
jest zgodnie z dolnym wzorem (6.1.10) wieksza od jedynki. Mamy wiec
wniosek, ze kazdy punkt zbioru A zawiera sie w A wraz z odpowied-
nio malym swoim otoczeniem. Zbiér A jest wiec otwarty (w podanej
metryce).

e Domknictosé. Zbiér domkniety to taki zbiér, do ktérego naleza wszyst-
kie jego punkty skupienia. Powstaje pytanie, jak w przestrzeni X skon-
struowaé ciag vy, zbiezny do pewnego elementu x. Jakikolwiek punkt
Yn 7 T ma przeciez d(x,y,) > 1, a granica wymagalaby d(z,y,) < €
dla kazdego dodatniego € i odpowiednio duzych wartosci n. Chwila za-
stanowienia wystarczy, aby stwierdzi¢, ze jedyne ciagi zbiezne w naszej
przestrzeni to ciggi state. Nie istnieje zatem zaden ciag elementéw A
zbiezny do liczby spoza A i w konsekwencji ten zbiér jest domkniety.
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6.2 Badamy zwartosc¢

Problem 1

Zbadamy, dla jakich wartosci parametru a € R zbior:
A={zeR | z=a",neN} (6.2.1)
jest zwarty.

Rozwigzanie

Musimy na poczatku przypomnieé¢, co to jest zbiér zwarty. Mozliwe sa
tutaj rézne definicje, ale my podamy tzw. definicje ciagowa: zbior jest zwarty,
jesli z kazdego ciggu elementow tego zbioru wybraé mozna podcigg zbiezny do
granicy, ktora takze nalezy do tego zbioru. W przestrzeni R, czy w ogdélnosci
RY . z metryka euklidesowa mamy ulatwione zadanie, bo wéwczas zbidr jest
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.

PrzejdZzmy teraz do zbioru A podanego w treéci zadania. Ma on rézny
charakter dla réznych warto$ci parametru a i dlatego musimy rozpatrzeé
kolejno wszystkie mozliwe przypadki.

e o =0. W tym przypadku zbiér jest jednoelementowy: A = {0}, wiec
naturalnie jest domkniety i ograniczony, czyli jest zbiorem zwartym. Al-
ternatywnie mozna zauwazy¢, ze wszystkie ciagi utworzone z elementow

zbioru A s ciggami staltymi: a, = 0, n = 1,2,... 1 w konsekwencji sa
zbiezne do 0 € A. Identyczne wilasnoéci musza mieé takze dowolne ich
podciagi.

e o = 1. Ponownie A jest zbiorem jednoelementowym: A = {1}, wiec
wnioski sa identyczne jak powyzej.

e o = —1. Teraz otrzymujemy zbiér dwuelementowy: A = {—1, 1}. Taki
zbiér takze jest domkniety i ograniczony, a zatem zwarty. Postugu-
jac sie natomiast definicja ciagowa, tatwo dochodzimy do wniosku, ze
z kazdego nieskonczonego ciggu mozemy wybraé nieskonczony podciag
staly (ktérego wszystkie wyrazy sa réwne 1 badZ —1), czyli zbiezny do
granicy w A.

e 0 < |a| < 1. W tym przypadku zbiér ma nieskonczenie wiele ele-
mentéw i ma postaé: A = {a,a?,03,...,a",...}. Z elementéw tych
utwoérzmy ciag a, = ", n=1,2,..., ktory w sposéb widoczny zbiega
do zera. Punkt 0 jest wiec punktem skupienia dla zbioru A, ale sam do
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niego nie nalezy. Oznacza to, ze zbidr A nie jest domkniety, a zatem nie
jest tez zwarty. Taki sam wniosek otrzymamy z definicji ciagowej. Ot6z
skoro ciag a, jest zbiezny do 0, to taka sama granice musi mie¢ jego
dowolny nieskoniczony podciag. W zwigzku z tym nie uda si¢ wybraé
podciagu zbieznego do granicy w A.

e |a| > 1. Zbiér A ponownie ma nieskonczenie wiele elementéw:
_ 2 3 n
A={a,a%,0°,...,a", ...}

Poniewaz nie wiemy, czy « jest dodatnie czy ujemne, wiec wygodnie jest
utworzy¢ ciag, w ktérym uwzglednimy tylko parzyste potegi: b, = ",
n=1,2,.... Wtedy wiemy na pewno, ze wyrazy ciagu sa dodatnie. Ciag
ten jest rozbiezny do nieskonczonos$ci, a zatem zbiér A jest nieograni-
czony. Nie moze by¢ wiec zwarty. Postugujac sie definicja ciggowa w sto-
sunku do ciagu b,, tatwo dojdziemy do wniosku, ze jakikolwiek jego
nieskonczony podciag takze bedzie nieograniczony. Wynika to z faktu,
ze ciag b, nie tylko jest nieograniczony, ale takze monotoniczny. Musi
wiec zachodzié¢: Vays~o Inen Vasn b, > M. Skoro prawie wszyst-
kie wyrazy ciagu b, wieksze sg od dowolnie duzej liczby M, to prawie
wszystkie wyrazy dowolnego nieskonczonego podciagu takze.

Problem 2

W zaleznosci od wartosci parametréw a, b € R zbadamy zwartosé zbioru:
A= {(z,y) e R?|ax® + by’ = 1} . (6.2.2)

Rozwigzanie

7 pierwszego zadania wiemy juz, co to jest zbiér zwarty. Jedyna réznica
polega na tym, ze obecnie rozpatrywane zbiory beda lezeé¢ nie na prostej,
ale na ptaszczyznie. Postapimy na wzér poprzedniego przyktadu i bedziemy
rozpatrywa¢ wszystkie mozliwe przypadki.

e 0 <0ib<0. Réwnanie ax®+by? = 1 jest sprzeczne, gdyz lewa strona
jest niedodatnia, a prawa dodatnia. Zbiér A jest wiec zbiorem pustym.
Zbiér pusty jest z definicji domkniety i ograniczony, czyli zwarty.
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ea>0ib> 0. W tym przypadku réwnanie az? + by?> = 1 opisuje

elipse. Tworzy ona zbiér domkniety, bo punkt lezacy poza nig nie moze
by¢ punktem skupienia dla punktéw na elipsie, oraz ograniczony, bo
zawsze mozna ja zawrze¢ w pewnym, odpowiednio duzym kole. A jest
zatem zbiorem zwartym. Gdyby postuzyé sie definicja ciggowa, to tez
doszliby$my do tego wniosku. Wyobrazmy sobie, ze z punktéw na elip-
sie utworzyliémy nieskonczony ciag a,. Zastanowimy sie, jak skonstru-
owacé podciag tego ciagu zbiezny do jakiego$ punktu na elipsie. W tym
celu podzielmy elipse na potéwki. Skoro ciag mial nieskoniczenie wiele
wyrazow, to przynajmniej w jednej z poléwek znajdzie sie ich takze nie-
skonczenie wiele. Wybierzmy ja do dalszego podziatu. Jesli w obu bylo
nieskonczenie wiele wyrazéw, to mozna wziaé¢ ktorakolwiek. Wybrana
potéwke dzielimy teraz na dwie ¢wiartki. W przynajmniej jednej z nich
znajdzie sie¢ nieskoniczenie wiele wyrazéw. Znéw wybieramy ja do ko-
lejnego podziatu i postepujemy dalej w ten sam sposéb. Nieskonczony
podciag tworzymy, wybierajac kolejno z kazdej potowki, éwiartki itd.
pierwszy, niewykorzystany jeszcze, wyraz ciggu.

Przyktadowo rozpocznijmy konstrukcje od a;. Szukamy kolejnego wy-
razu podciggu. Poniewaz n = 1 juz wykorzystaliémy, wiec kandydatem
jest as. Sprawdzamy, czy znajduje sie on w wybranej potowce elipsy.
Jedli tak, to przyjmujemy go jako drugi wyraz podciagu, a jesli nie, to
sprawdzamy w ten sam sposéb wyraz ag i ewentualnie dalsze. Nastepny
wyraz podciagu ustalamy z kolei na podstawie wybranej ¢wiartki itp.

Po dokonaniu N podziatéw dtugosé segmentu elipsy, w ktérym lezg pra-
wie wszystkie wyrazy naszego podciagu, réwna jest Iy := 1/2V, gdzie
[ jest obwodem elipsy. Odlegtoéé¢ euklidesowa pomiedzy dowolnymi spo-
§réd nich jest mniejsza od [y. Mozna ja uczyni¢ dowolnie matg poprzez
wybor odpowiednio duzego N. Skonstruowany przez nas podciag jest
wiec tzw. ciagiem Cauchy’ego, ktéry, jak wiemy z wyktadu analizy, jest
zawsze zbiezny w R¥. Jego granica musi nalezeé¢ do A, gdyz jakikol-
wiek ustalony punkt x( lezacy poza elipsa jest odlegly od wszystkich
jej punktow przynajmniej o pewne d > 0.

a=01ib>0. Teraz otrzymujemy réwnanie by? = 1, czyli y = /1/b
lub y = —+/1/b. Zbiér A tworza wiec dwie proste réwnolegte do osi
x. Naturalnie zbiér ten jest nieograniczony, wiec nie moze by¢ zwarty.
A ciag punktéw nalezacych do A, z ktorego nie da sie wyjaé¢ podciaggu
zbieznego, moze mie¢ np. postaé: a, = (n,+/1/b).

e a>0ib=0. Tutaj wnioski sg analogiczne jak w poprzednim punkcie,
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z ta réznica, ze proste réwnolegte sa do osi z.

e a<0ib>0. W tym przypadku réwnanie staje sie réwnaniem hi-
perboli. Jest to zbidr nieograniczony, bo nie da sie hiperboli zamknaé
w zadnym kole. Zbiér A nie jest wiec zwarty. Podamy jeszcze przyklad
ciagu punktow, z ktoérego nie da sie wyjaé podciagu zbieznego:

an = (n,y/(1 —an?)/b) = (n, /(1 + |a|n?)/b) .
Latwo sprawdzié, poprzez proste podstawienie, ze podane wspdirzedne
spelniaja rownanie hiperboli. Odleglosé pomiedzy dowolnymi dwoma
punktami ciagu jest wieksza od 1 (chocéby dlatego, ze wspélrzedne x
tych punktéw réznia sie przynajmniej o jedynke). Nie da sie wybraé
podciagu, ktéry bytby ciagiem Cauchy’ego, a wiec ktory bytby zbiezny.

e a>0ib<0. Znéw mamy réwnanie hiperboli z podobnymi wnioskami.

6.3 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Zbadaé, czy ponizsze zbiory sa otwarte badz domkniete:

VTN D I
T~ n’ n|’ o n+2’ n+1]"
n=1 n=1

Odpowiedzi:

A = [—1, 1] — ani otwarty, ani domkniety; B = [—4/3, 1] — domknigty.

Zad. 2. Zbadadl, czy ponizsze zbiory sg zwarte:
Ag:={(z,y) eR*|z+y=s5 A x,y>1},dlas > 2,
Bs:={(z,y) eR?|z —y=s Aa,y>1},dla0< s < 2.

Odpowiedzi:
A, — zwarty; Bs — niezwarty.

Zad. 3. Zbadaéd, czy ponizszy zbiér jest otwarty, domkniety, zwarty:
Aj={reR|gr* - (2¢— 1)z +2¢—1<0}, gdziegeR.
Odpowiedzi:
Dla ¢ > 1/2 otwarty, domknigty, zwarty; dla 0 < ¢ < 1/2 nieotwarty,

domkniety, zwarty; dla —1/2 < ¢ < 0 nieotwarty, domkniety, niezwarty;
dla ¢ < —1/2 otwarty, domkniety, niezwarty.
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Znajdujemy granice funkcji

7.1 Kilka typowych ,chwytéw” stosowanych przy
obliczaniu granic funkcji

Problem 1

Wykorzystujac definicje Heinego, a nastepnie definicje Cauchy’ego gra-
nicy funkcji udowodnimy, ze

sin x

lim
z—0

=1. (7.1.1)

Rozwigzanie

Rozpoczniemy od przypomnienia definicji Heinego granicy funkeji (okre-
Slonej na zbiorze D) w punkcie g (bedacym dla D punktem skupienia):
xlin% f) =9 <= Vo)ll@n €D Ay #20,mn=1,2,3,...)
—Z0

A lim zp, =29 = nlirglo flzn) =g] . (7.1.2)

n—oo

Definicja ta pozwala nam zamieni¢ obliczanie granicy funkcji f(z) w punkcie
xo na znajdowanie dobrze nam juz znanej granicy ciagu f(x,) przy n — oo.
Musimy wykazaé, ze wynik, jaki otrzymujemy, jest identyczny dla wszystkich
ciagow x, 2 o spelniajacych podane wyzej zatozenia. W zwiazku z tym
0 T, nic wiecej nie zakladamy.

Wréémy teraz do problemu z tresci zadania. W przyktadzie 5 z podroz-
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dziatu 5.1 uzasadniliémy prawdziwosé ukltadu nieréwnosci:

sinz
cosr < — <1, (7.1.3)

x
ktoéry teraz przyda sie¢ nam ponownie. Skoro obowigzuje on dla wszystkich x
w otoczeniu zera (i x # 0), to zachodzi¢ bedzie takze dla prawie wszystkich

wyrazow dowolnego ciagu x,, zbieznego do zera:

in x,

cos Tp, < > <1. (7.1.4)

Tn
Wykorzystamy teraz tozsamosé dobrze znang z trygonometrii:
2 X . o . o
cosx = cos” — —sin“ — =1 — 2sin” — |, 7.1.5
2 2 2 ( )
dzieki ktorej mozemy napisac:

| — 2gin? In o S0
2

<1. 7.1.6
- (7.1.6)

W tym miejscu chcielibySmy skorzystaé z reguty trzech ciggéw. Ciag po
prawej stronie jest staly, wszystkie jego wyrazy rowne sa 1, wiec taka jest
tez jego granica. Aby kryterium zadziatalo, to ciag po lewej stronie rowniez
musi zbiega¢ do jedynki. Tak tez jest w istocie. Pamietamy bowiem, ze

|sinz| < |z, (7.1.7)

czyli:

2
|sin2 22| < (x—”) — 0 = 1—2sin2%” 1. (7.1.8)

2 2 n—00 n—00

Stad ostatecznie wyciagamy wniosek, ze:

lim 2o (7.1.9)
n—oo I,

i w konsekwencji '
lim ot =1 . (7.1.10)
z—0 X

Teraz postaramy sie dojs¢ do tego samego wyniku, poshugujac sie definicja
Cauchy’ego granicy funkcji:

a:h—>Hzlo f(.%') =g < [V5>0 ds>0 vxED\{zo} 0< ‘.%' — 1‘0’ <4
= |f(z)—g|<¢€|. (7.1.11)

Oznacza ona, z grubsza biorac, ze réznice | f(z) — g| mozemy uczynié¢ dowolnie
mata, jesli wezmiemy x w odpowiednio malym otoczeniu x.
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Wykorzystujac réwnania (7.1.3) oraz (7.1.5), mozemy napisaé:
2

1 —2sin2g <XP ol = 01 -0 ¢ 2siDQg < % o (7.1.12)
X
skad wynika:
: 2
il % . (7.1.13)
X

Wybierzmy teraz dowolnie male ¢ > 0. Powstaje pytanie, czy mozemy
dobra¢ tak male § > 0, aby dla |z — 0| < § zachodzilo:

sinx
1 —

. .1.14
| <c¢ (7 )

Patrzac na prawa strone (7.1.13), zauwazymy, ze wystarczy wzia¢ § = v/2e,
a nieréwnos¢ (7.1.14) bedzie spelniona.

Problem 2

Zmajdziemy granice:

3 2
S R
lim - T (7.1.15)

e—2 3 + 2?2 — 4o — 4

Rozwigzanie

Wykorzystamy tutaj definicje Heinego granicy funkcji. Przypomnielidémy
ja juz w poprzednim zadaniu. Aby dowiedzie¢ sie nieco wiecej o funkcji,
ktéra badamy (oznaczymy ja symbolem f), rozlézmy licznik i mianownik
na czynniki:

P —-2=(z-2)(a*+2+1),

4 a? —dr—4 = (x-2)(x+2)(x+1). (7.1.16)
Widzimy, ze w punkcie, w ktérym granice mamy znalezé¢ (tj. dla z — 2),
zaréwno licznik, jak i mianownik zeruja sie. Funkcja nie jest wiec w tym
punkcie okreslona. Wezmy teraz dowolny ciag x, liczb rzeczywistych zbiezny
do 2 i zatézmy, ze z, # 2 dlan =1,2,.... Rozwazaé bedziemy ciag wartosci

f(zy), tak jak wymaga tego definicja Heinego. Mamy:

(7, — 2) (22 + 2 + 1)

/ (xn) = .

(n — 2)(xp + 2) (2, + 1)

(7.1.17)
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Poniewaz z,, # 2 dla zadnego n, wiec mozna bez obaw skrécié licznik i mia-
nownik przez (niezerowe) czynniki (x,, — 2). Otrzymujemy:
2
i+, +1
f(an) = = - :
Teraz mozna przejéé¢ z n do nieskonczonosci, czyli z x,, do zera. Skorzystamy
z tego, ze granica sumy ciggdw jest rowna sumie ich granic, a granica iloczynu
(ilorazu) ciagéw jest réwna iloczynowi (ilorazowi) ich granic, gdyz wszystkie
te granice osobno istnieja, a ta w mianowniku dodatkowo rézna jest od zera:

22+, +1 44241 7

(7.1.18)

li = li = =—. 7.1.19
A ) = i e D) 2oLy 12 )
7
Z definicji granicy funkcji otrzymujemy wiec wniosek, ze 1im2 f(z) = 13"
T—

Problem 3

Znajdziemy granice:

lim (cos Va2 + a? — cos x) , (7.1.20)

T—00

gdzie a > 0.

Rozwigzanie

W podrozdziatach 5.1 oraz 5.5 spotykali$émy sie z podobnymi wyrazeniami
przy obliczaniu granic ciagdéw. Istota rozwigzania polegata woéwczas na od-
dzieleniu w argumencie sinusa czy cosinusa wiodacego wyrazu i skorzystaniu
z wzoru na funkcje trygonometryczng sumy katow. Mogliby$my tak posta-
pi¢ rowniez w niniejszym przykladzie, zauwazajac najpierw, ze dla duzego x

Va2 + a? ~ x, i zapisujac:
cos Va2 4+ a? = cos(Va? +a? — x4+ x) = cos(Va? + a? — x)cosx
— sin(va? 4 a? —x)sinx . (7.1.21)

Wygodniej jednak bedzie wykorzysta¢ od razu wzoér na réznice dwoch cosi-
nuséw:

a+p . -«
sin ,
2 2

cosa — cos 3 = 2sin (7.1.22)
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w ktérym pojawia sie réznica katéw, co daje szanse na ,,odjecie” sie nieskon-
czono$ci. W naszym przyktadzie a = V22 + a2, a 3 = z, wiec otrzymujemy:

2 2 _ 3 5
f(:C) = COS 332 + CL2 — CcOST 2sin \/.%'7 4‘201 +x . x W .
A (7.1.23)
argumencie drugiego z sinuséw pojawila si¢ roznica wyrazen dazacych

do nieskoriczono$ci: x — V22 + a2, wiec nalezy ja tak przeksztalcié, aby roz-
bieznoéci jawnie skasowaly sie. Uczynimy to w znany nam juz sposob:

CVaritai+ar o (x—V2i+a? x4+ Va2 +a?
flx) = QSmfsm .

2 r+Va? 4 a?
Sin\/m—i-xsin 22 — 2% —a?
2 2(x + Va2 + a?)
\/m—i-xsin a?
2 2(z + Va2 +a?)

=2 (7.1.24)

= —2sin

Naturalnie zachodzi: )

a
— 0,
2($ + A /$2 + CLQ) T—00
a poniewaz sinus jest funkcjg ciagla, wiec takze:
2

a
lim sin —————= =5sin0=0. 7.1.25
=00 g4 va? 4 a? ( )

Widzimy zatem, ze funkcje f w (7.1.24) udalo sie zapisaé¢ w postaci ilo-
czynu funkcji ograniczone;j:
Vi + a2+

5 , (IAa@)<2) (7.1.26)

fi(z) == —2sin

oraz funkcji zbieznej do zera:
2

) a
x) := sin .
f2(@) 2(x + Va? + a?)
Iloczyn ten, fi(x)- fo(x), musi mie¢ wiec takze granice réwna zeru. Dla granic

ciagéw uzasadniliSmy to szczegélowo w zadaniu 4 w podrozdziale 5.1 (zob.
wzér (5.1.28)), a w niniejszym przypadku uzasadnienie to jest identyczne:

lim [fa(2) - fale)| < lim 2 |foe)| =2 Jim |fo()] =2-0=0. (7.128)

Mamy wiec:

(7.1.27)

Jim. (cos Va2 + a? — cos x) =0. (7.1.29)
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Problem 4
Zmajdziemy granice:
tgr —sinz
lim -7 ST (7.1.30)
z—0 ;[3
Rozwigzanie
Poniewaz

lim tgz = lim sinz = lim 23 =0,
z—0 z—0 z—0

wiec mamy do czynienia z granica typu 0/0. Nie bedziemy na razie korzy-
staé z reguly de I'Hospitala, ktéra dla takich granic jest szczegdlnie wy-
godna, ale wymaga umiejetnosci rézniczkowania funkcji. Poswiecimy jej pod-
rozdzial 11.4, a teraz sprébujemy rozwiagza¢ to zadanie innymi metodami.

Przede wszystkim zauwazmy, ze w liczniku obecna jest jawnie funkcja
sinus i ta sama funkcja ukryta jest w symbolu tangens: tgx = sinx/ cos z.
Mozemy ja wiec wylaczy¢ przed nawias wraz z © w pierwszej potedze w mia-
nowniku. Oddzielimy w ten sposéb wyrazenie sin x/x, ktérego granica w zerze
jest nam znana z pierwszego zadania i réwna jednosci:

tgr —sinz  sinz 1/cosxz —1

= 7.1.31
fla) =B oL (71.31)
Dzieki temu pozostaje nam do zbadania prostsza funkcja:

1/cosz—1 1—cosw (7.132)

x2 ~ a2cosx
Granica tego wyrazenia ma nadal charakter 0/0, ale stopien zera jest juz niz-
szy o jeden: we wzorze wyjSciowym mieliSmy zera trzeciego rzedu, a w (7.1.32)
drugiego. Czytelnikowi na pewno dobrze znane jest to pojecie w przypadku
wielomianéw: oznacza ono po prostu krotnosé¢ pierwiastka. Dla innych funk-
¢ji mozna je zdefiniowaé¢ na przyktad w ten sposéb, ze rozwiniecie Taylora
(o ktérym bedzie mowa w rozdziale 12) w danym punkcie xg rozpoczyna sie
od wyrazu typu (x — x9)", gdzie n w naszym przykladzie wynosi najpierw 3,
a potem 2.
Aby uprosci¢ (7.1.32) dalej i przepisa¢ je w postaci iloczynu znanych
granic, wykorzystamy tozsamosé¢, z ktorej zrobiliémy uzytek w zadaniu 1:

cos T = cos> % — sin? g =1 — 2sin® g . (7.1.33)
Woéwczas:
1—cosz 2sin®z/2 1 1 (sinz/2)”
z _ 2sin x/ 1 . ( inz/ ) . (7.1.34)
x? cosx x? cosx 2 cosw x/2
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Pozostaje nam teraz zebra¢ wszystkie czynniki i skorzystaé z tego, ze:

i 2 int
i 5B x/ _ g S 7
e—=0 x/2 t=z/2t—0 t

(7.1.35)

oraz, ze granica iloczynu (pod znanymi z poprzednich zadah warunkami) jest
iloczynem granic:

f(x)zl.sin:c. 1 _(sinx/2>2 N S
2 x cosx x/2 a—0 2 1

1
12 = 5 (7136)

To, ze jako granice otrzymamy skonczona liczbe, mozna byto przewidzieé¢
juz na samym poczatku, zauwazajac, iz stopien zer licznika i mianownika
(7.1.30) jest taki sam. Musieliby$my jednak w tym momencie znaé tzw. wzory
Taylora dla funkcji tgx oraz sinz. Sa to dobrze znane wzory i my réwniez
nauczymy sie je wykorzystywaé do znajdowania granic w podrozdziale 12.3.

Problem 5

Zmajdziemy granice:

- Wr =yl +/lr =y
lim

r—Y

, (7.1.37)

2% — y?|
gdzie z jest zmienna, a y > 0 parametrem.

Rozwigzanie

Gdy x — vy, to licznik i mianownik daza do zera. Z poprzednich przykta-
dow wiemy juz, ze skutecznag droga w takim przypadku jest zidentyfikowa-
nie i wydzielenie z licznika i mianownika zerujacych sie (w granicy) czynni-
kéw. W mianowniku sprawa jest oczywista: czynnik taki ma postaé¢ /|z — y|
i mozna go latwo ,wydoby¢” z /|22 — y?]:

Vg2 =2 = Jle =yl -z +yl = \/le =y /le + 9. (7.1.38)

W liczniku tez uda si¢ taki czynnik wylaczyé przed nawias, jesli najpierw
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pomnozy¢ cate wyrazenie przez |\/z + /y| = /x + \/y. Mamy zatem:

Ve —Vyl+vie—yl _ WVe—vul+Viz—yl ve+Vy
2% — ¢ Vel VI Yl Vet
_ lr—yl+ Vet V) Ve — ]
Vie =yl Viz +yl(Vz + /)
_ Va—yl Vie—yl+VE+ VY
Vi =yl Viz+yl(Va+ )
Doprowadziliémy wyrazenie do postaci iloczynu dwéch czynnikéw, z ktérych
kazdy ma dobrze okreslona granice dla z — y:

Ve -Vl Vie—yl o VIE—yl Vi -yl Ve VY

(7.1.39)

lim

T—y |:C2—y| =Y \/’x_y’ \/!x—i—y!(\/ﬁ—i—\/ﬂ)
R L VT -yt VetV (7.1.40)
wﬁy\/r \/mf+f
0+y+vy 1

ity Ve VI

7.2 Stosujemy podstawienia

Problem 1

Dokonujac odpowiedniego podstawienia, znajdziemy granice:
tg(kx + 2%/m)

7.2.1
v=7 tg(nx + 22/7)’ ( )

gdzie k,n € N.

Rozwigzanie

Niewatpliwie wygodniej jest badaé¢ granice funkcji w zerze niz dla x da-
zacego do 7, wiec warto zacza¢ od dokonania zamiany zmiennych

r=y+7. (7.2.2)
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W jej wyniku granica, ktéra mamy znalezé, bedzie miata postac:

to(ke +22/m) | tg(k(y +7) + (y + 1))
i Sene + 22/m) — A tgln(y + )+ (v + /) (7.2.3)
iy B+ 2)y + 7+ (k£ D)
o0 tg((n+2)y +12/7 + (n+ Dr)

Funkcja tangens jest okresowa z okresem 7, wiec wyrazenia postaci (k + 1)m
czy (n+ 1)m, ktére dostrzegamy wewnatrz jej argumentéw, mozna bezkarnie
pomingé. Powstala w ten sposéb granice przepiszemy w nastepujacy sposob

iy BE+2y+y?/m) ek +2)y +y°/7)

y=0tg((n+ 2y +y?/m)  v=0 (k+2y+y?/m
(k+2)y+y*/m  (n+2)y+y°/m
(n+2)y +y2/m tg((n+2)y +y?/7)

(7.2.4)

Jak wida¢, sprowadziliémy zagadnienie do policzenia trzech prostszych granic.
Zadnych klopotéow nie bedziemy mieé ze znalezieniem drugiej sposréd nich:

. (k+2)y+y*/m iml<:+2+y/7r k42
y—0 (n+2)y+y2/mr y=0n+2+y/mr n+2°

(7.2.5)

Pierwsza i ostatnia granica w (7.2.4) maja podobny charakter, wiec wystarczy
rozpatrzeé jedna. Wprowadzajac oznaczenie

(k4 2)y + % /m = 2, (7.2.6)
otrzymujemy:

tg((k +2 2
lim LDy /m) ey sz =1-1=1. (7.2.7)
y—0 (k+2)y+y?/7 2=0 z  2—0 zZ  COSZ

Identycznie
(n+2)y +y*/7
im 5 =
y=0tg((n +2)y +y?/7)
Zbierajac wszystko razem, otrzymujemy szukany wynik:

(7.2.8)

- tg(ka 4+ 22 /m) - tg((k +2)y +y*/n) _ o kr2 kA2
e—mtg(ne + x2/m)  y—-0tg((n+ 2)y + y?/m) n+2 n+2°
(7.2.9)
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Problem 2

Wykorzystujac odpowiednie podstawienie, obliczymy granice:
. et — eo
lim ——— . (7.2.10)

T—=To x — X

Rozwigzanie

Przy rozwiazywaniu tego zadania wykorzystamy znang z wyktadu analizy
granice:

1 €T
lim (1 + —) —e. (7.2.11)
T—00 €T

Powyzsze wyrazenie mozemy przeksztalcié w nastepujacy sposéb:
(=) - (5 -GR) -() -0-55)
x x z+1 z+1 z+1
~(1-5) (o 5) T () ()
o r+1 x+1 y:—_av—l Y Y ’
(7.2.12)
Zwroémy uwage, ze granica x — oo odpowiada y — —oo oraz ze czynnik
(1+1/y) dazy w tej granicy do jedynki. Dochodzimy w ten sposéb do wnio-
sku, ze obok (7.2.11) zachodzi takze:
1 xT
lim (1 + —) =e. (7.2.13)
x

T——00

Przeksztalémy teraz wyrazenie w tresci zadania w taki sposéb, aby po-
jawila w nim wylacznie réznica x — g, co pozwoli nam, po wprowadzeniu

nowej zmiennej t = x — xg, badaé granice w zerze, a nie dla skonczonego xg:

x x0 xr—x0 t
. e —e . e -1 et —
lm —— = lim ™. — = ¢ .lim
T—=TO T — T T—To r—x9 t=r—x0 t—0

(7.2.14)

Kolejny krok, dzieki ktéremu bedziemy mogli wykorzysta¢ wzory (7.2.11)
lub (7.2.13), to podstawienie nowej zmiennej za cale wyrazenie w liczniku:
u = e! — 1, co oznacza t = log(1 + u). Granica dla t — 0 odpowiada granicy
przy u — 0, wiec otrzymujemy:

lim et ™ lim — . (7.2.15)
T=T0 T — T u—0 log(1 + u)

Teraz wykorzystamy znang wlasno$é¢ funkcji logarytm: alog b = log b® dla

b > 0, ktéra pozwoli nam przepisa¢ powyzszy utamek w postaci:
i 1 1

log(1 + u) B 1/u -log(1 + u) a log(1 + u)t/u

(7.2.16)
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Poniewaz z granica bedziemy mogli wej$¢ do mianownika, wiec mamy do po-
liczenia
lim log(1 + u)/* = log (1imo(1 + u)l/“) (7.2.17)
u— u—

ze wzgledu na ciagloéé funkeji logarytm. Jesli wprowadzié¢ zmienna v = 1/u,
to wyrazenie powyzej upodobni si¢ do (7.2.11) badz (7.2.13).

Zwréémy jednak w tym miejscu uwage na pewien delikatny punkt. Czy
mozna napisaé, ze gdy u — 0, to v — oo, lub v — —o0? Jedli rozpatrywali-
byémy granice jednostronne u — 07 czy u — 07, to tak by w istocie byto.
Ale w ogdlnosci u zbiegaé¢ moze do zera poprzez wartosci ,,mieszane”, ujemne
i dodatnie. Jak sobie poradzi¢ w takiej sytuacji? Intuicyjnie czujemy, ze wy-
nik i w tym przypadku powinien by¢ identyczny, czyli réwny e, ale musimy
pokazaé to w sposéb Scisty.

Najprosciej postuzyé sie tutaj definicja Heinego granicy funkcji (zob.
(7.1.2)). WeZzmy pewien ciag u, zbiezny do zera, gdy n — oo. Poniewaz
przypadek granic jednostronnych w wu nie stanowi problemu, wiec ograni-
czymy sie do sytuacji, gdy ciag ma nieskonczenie wiele wyrazéw ujemnych
oraz nieskonczenie wiele wyrazow dodatnich. Na przyktad moze on oscylowaé
wokot zera. Cigg taki mozemy wowczas rozbi¢ na dwa nieskonczone podciagi,
u; oraz u, o tych wlasno$ciach, ze u; > 0, a u;, <0 dla wszystkich k € N.
Poniewaz

lim (1+w)/"= lim (1+3) —e, (7.2.18)
v

u—0t vEJroo
na mocy (7.2.11), to dla kazdego ciagu argumentéw zbieznego do zera z prawej
strony (a wiec i dla u;’) musimy otrzymaé taki sam wynik. Identycznie:
1 v
lim (1+u)Y* = lim (1 + —) —e, (7.2.19)
u—0~ v——00 v
skad widzimy, Ze te samg granice otrzymujemy takze dla ciggu u, . Oba te
podciagi wyczerpuja wszystkie wyrazy ciagu u,, a zatem:
. 1/un
nleréo(l + up) =e. (7.2.20)
Na mocy definicji Heinego mozemy wiec napisac:
lim (1 + wt =e. (7.2.21)
uU—

Pozostaje juz tylko powrdcié do wzoru (7.2.15), uwzgledniajac takze (7.2.16)
oraz fakt, iz loge = 1, i otrzymujemy wynik koncowy:
e — %o

lim —— =¢€". (7.2.22)

T—To T — X
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Problem 3

Podstawiajac nowa zmienng, znajdziemy granice:

VTt az—1
lim vivtoer— 1 (7.2.23)
T— T

gdzie n € Nin > 2, natomiast o > 0.

Rozwigzanie

W tym zadaniu narzuca sie¢ pozbycie klopotliwego pierwiastka n-tego
stopnia poprzez dokonanie podstawienia:

t=V1l4+ar—1. (7.2.24)

W jego wyniku w liczniku wyrazenia (7.2.23) znajdzie sie po prostu ¢, a mia-
nownik ustalimy, rozwiazujac réwnanie (7.2.24) ze wzgledu na z:
1
r=—[1+t)"-1]. (7.2.25)
o
Granica dla ¢ — 0 odpowiada granicy ¢t — 0, wiec mozemy napisac:
V1 -1 t
R A . (7.2.26)
z—0 T t—0 1/04' [(1+t)n_1]
W miejsce wyrazenia niewymiernego otrzymalidémy, w wyniku podstawienia,
funkcje wymierna, ktérej granice zawsze umiemy znalezé.
Skorzystamy teraz w mianowniku ze wzoru dwumiennego Newtona, ktory
wykazaliSmy w zadaniu 2 w podrozdziale 4.3 (zob. (4.3.7)):

() e (g ) e ()

1
:1+nt+%t2+...+t". (7.2.27)

(1+t)"

Po wstawieniu tego rozwiniecia do (7.2.26) widzimy, ze jedynki w mianowniku
kasuja sie i wiodacy (dla t — 0) wyraz bedzie liniowy w t. Otrzymujemy
zatem granice:

\"/1+om:—1_ . t

I =1
i) :c 01 /a-Qtnttnn—1/2-2+...+t" 1)
t
= 1.
150 1/a-(nt+nn—1)/2-2+...+1t")
— lim c . (7.2.28)

t—=0n+nn—1)/2-t+...+t""1
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Gdy t dazy do zera, to wszystkie wyrazy w mianowniku, poza pierwszym,
znikaja. Wyrazéw tych moze byé bardzo duzo (gdy n jest bardzo duze), ale
zawsze jest ich ustalona liczba. Mozna wiec skorzystaé ze znanej nam juz re-
guly, iz granica sumy wyrazen jest suma pojedynczych granic. Otrzymujemy
w ten sposob:

VI —1
lim Y- TP c _— (7.2.29)

Problem 4

Podstawiajac nowa zmienng, znajdziemy granice:

xl/n _ xl/m

ii_}l/q W 9 (7.2-30)

gdzie n,m, k,l € N, przy czym zaktadamy, ze n < m oraz k < .

Rozwigzanie

W poprzednim przyktadzie za pomoca podstawienia pozbyliSmy sie, pod
symbolem granicy, funkcji niewymiernej. Powstaje pytanie, czy mozemy tego
dokona¢ réwniez w niniejszym zadaniu. Mamy tu jednak az cztery pier-
wiastki. Czy mozliwe jest pozbycie sie ich wszystkich jednoczesnie? Jak sie
okazuje, odpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca: trzeba po prostu wpro-
wadzi¢ zmienna t za pomocg wzoru x = t", gdzie r € N powinno by¢ po-
dzielne przez wszystkie cztery liczby: n, m, k,l. Mozemy na przyktad przyjac:
r=n-m-k-lL

Przy takim podstawieniu granica x — 1 przejdzie na ¢t — 1, wiec otrzy-
mamy:

.%'1/” _ xl/m ) pmkl _ ynkl ) ikl 75(mfn)l~cl -1

lim ——— =lim—— = lim . .
r—1 pl/k — 21/1 11 gnml _ gnmk 77 gnmk p(I=k)nm _ q

(7.2.31)

Granica pierwszego utamka, tj. "% /t"™k jest oczywiécie réwna 1. Nad drugim
musimy przez chwile sie zastanowié. Oznaczmy p = (m—n)kliq = (I—k)nm.
Oba te parametry sa liczbami naturalnymi. Jesli tak, to mozemy skorzystac
ze zZnanego wzoru:

P —1=(t—1)F P2+ 1), (7.2.32)

p sktadnikéw
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i analogicznego dla t¢ — 1. Gdy przechodzimy z ¢ do jedynki, to kazdy z p
skladnikéw w nawiasie takze dazy do 1, a zatem wszystkie razem — do liczby
p. Mamy wiec:

ot —1 . t—1 Pl 41
lim = lim . =
t—1td—1 t=1t—1 ta 1424 +1

1-

p
£ 7.2.33
. (7.2.33)

i w efekcie:
gVm —glm  p o (m—n)kl

L ey R s (7.2.34)

7.3 Zadania do pracy wtasnej

Zad. 1. Wykorzystujac definicje granicy funkcji w punkcie, wykazaé, ze

t 1
a) 1° lim 2 =1. 2° lim ——— =1
z—0 X z—0T 1 +2€_1/m
2 -2 Va2 +3 2
b) 1°, lim ——~ % 3. 2 fim Y0t r 2

x—>1x3—2$2+2$—1: .ILHgO\/x2+4+2x_3.

Zad. 2. Znalez¢ granice funkcji:

o : o : 2 _ 2
a) 1°. lim  arctg 2 zlLrgo(\/x +1-Vaz 1).

z—+2+ x2—4
22 -3
b) 1°. lim \/E(\s/:cﬂ—l—\?’/x—l). 2°. lim x;— \/E
£—00 z—4 x* — 16
241 1
c) 1°. lim <sinac—sinac i . 2° lim ( - —ctgw).
T—00 €T z—0 \sInx
o : o 1: 10g(1 + .’IJ) —Z
d) 1°. xlinéox (log(1 + 2z) —log(2z)).  2°. il_}I% —
eaT _ eba:
e) 1°. im ——— gdzie a,b # 0.  2°. lim (coshz — sinhz).
z—0 sinx T—00
he—1 5 3
f) 1°. lim CORTZ 2 90 lim - .
z—0 cosx — 1 =2 |22+ -6 x2—3-—2
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Zad.

Odpowredzi:

a’) 1°. hnl:b~>2+ f(l‘) = hnl:b~>72+ f(ﬂ?) = 7T/2,

lim, o f(z) =lim,_,_o- f(x) = —m/2. 2°. Granica réwna jest 0.
b) 1°. Granica nie istnieje (funkcja dazy do o).

2°. Granica réwna jest —1/96

¢) 1°. Granica réwna jest 0. 2°. Granica réwna jest 0.

d) 1°. Granica réwna jest y/e. 2°. Granica réwna jest 0.

1°. Granica réwna jest a — b. 2°. Granica réwna jest 0.
1°. Granica réwna jest —1. 2°. Granica réwna jest 2/15.

e)
f)

3. Podstawiajac nowa zmienna, znalezé granice funkcji:

. I
a) 1° lim 2ot 90 i log(1 +2°)
x—0 xT 200 x
b) 10 lim ZSL /2 9o, Arccos(l = @)
ZE*)O €T x~>0+ \/5
C) 1°. lim 71. 2° lim M
t—3 T —3 x—0 1’2
1 -1
d) 1°. lim sinzx 50 lim og
T :C2 - 772 r—e T —e
Odpowiedzi:

a) 1°. Granica réwna jest 1. 2°. Granica réwna jest log 2.

b) 1°. Granica réwna jest —1. 2°. Granica réwna jest v/2.

¢) 1°. Granica réwna jest 27(log3 — 1). 2°. Granica réwna jest o/2.
d) 1°. Granica réwna jest —1/(27). 2°. Granica réwna jest 1/e.
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Badamy ciggtosc i jednostajng ciggtosc funkcji

8.1 Wykazujemy cigglosé funkcji metodami Heinego
i Cauchy’ego

Problem 1

Wykazemy, ze funkcja f(x) = tgx jest ciagta dla dowolnego argumentu
x z przedziatu | — /2, 7/2].

Rozwigzanie

Jak wiemy, ciaglosé¢ w punkcie xg € D funkcji f, okreslonej na zbiorze D,
oznacza, ze granica funkcji w tym punkcie rowna sie jej wartosci. Formalna
definicja w wersji Heinego ma postac:

funkcja f jest ciagla w punkcie xg € D <=
Vel € D,n=1,2,3,...) A lim z, =z
n—oo

— lim_ f(za) = f(2r)] (8.1.1)

Wynik, jaki otrzymujemy, musi by¢ identyczny dla wszystkich ciagéw x,
zbieznych do zg, spelniajacych podane wyzej zalozenia. W zwiazku z tym
o T, nic wiecej nie zakltadamy.

Zajmijmy sie teraz funkcja z tresci zadania. Dowodzenie ciagtosci pro-
stych funkcji jest na ogél bardzo latwe, a jedyna trudnos¢ polega na zrozu-
mieniu i Scistym wykonaniu kilku formalnych krokéw, jakich wymaga od nas
definicja (8.1.1).
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Bierzemy wiec z9 €] — /2, 7/2[. Skoro przy n — oo ciag wartosci funkcji,
czyli tg x,, zbiega¢ ma do tgxg, to wygodnie bedzie rozwazy¢ réznice tych
dwdéch wielkosci i sprawdzié, czy dazy ona do zera. Wykorzystamy przy tym
wzOr:

sina  sinf  sinacosf —sinfBcosa  sin(a - 3)

teq — te = — = = . (8.1.2
g — tgfl cosa cosf3 cos « cos 3 cos o cos 3 ( )

Mozemy wiec napisac:

sin(x,, — zg)

tg z, — tg x| = (8.1.3)

COS Ty, COS X

W tym miejscu mozna byloby skorzystaé¢ z ciaglosci funkcji sinus oraz co-
sinus i powiedzieé, ze prawa strona dazy do 0/cos?zg, czyli do zera, o ile
wezednie] wykazalibysmy ciagloéé tych funkcji w xg. My postapimy inaczej
i doprowadzimy dowdd do konca, nie positkujac sie ciagloécig innych funkcji
trygonometrycznych.

W celu oszacowania licznika z géry wykorzystamy znana nam i uzywana
juz wielokrotnie nieréwnos$é obowiazujaca dla = bliskiego zeru:

|sinz| < |z| . (8.1.4)

Aby z kolei oszacowaé¢ mianownik (tym razem z dolu), zauwazmy najpierw,
ze skoro x,, — x, to prawie wszystkie wyrazy ciaggu x,, a zatem wszystkie
n—oo

poczawszy od pewnego N € N, musza znalezé si¢ w otoczeniu punktu xg.
Otoczenie to mozemy wybraé jako dowolnie male, jesli odpowiednio zwiek-
szymy N. Wybierzmy jako promien tego otoczenia (czyli otwartej kuli) liczbe
0 spelniajaca:

5:%—'2—0|>o, (bo|x0|<g). (8.1.5)
Cosinus jest funkcja parzysta i malejaca w przedziale [0, 7/2[, wiec mozemy
napisac:

cOS xn — COS ’xn’ > COS(‘.%'()’ + 5) = COs (‘xo‘ + % - ’20’)
|0 W)
_ m 0. 8.1.6
cos (—2 + 1 > ( )

Ta ostatnia nier6wno$¢ wynika stad, ze xg €] — 7/2,7/2, czyli
T _|wo| w ow
ey DD
4 2 42
Jest to jasne, gdyz tak dobieraliSmy promien § otoczenia za pomoca wzoru

(8.1.5), aby cale ono zmiescilo sie wewnatrz przedziatu | — 7/2, 7 /2. Biorac
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pod uwage (8.1.3), (8.1.4) oraz (8.1.6), otrzymujemy oszacowanie:

|z — 20
cos (|zg|/2 + m/4) coszg

ltg x,, — tgxo| < (8.1.7)
Przypomnijmy, ze obowiazuje ono dla n wiekszych od pewnego duzego N.

Najwazniejsze, na co powinniSmy zwroci¢ uwage w powyzszym wyrazeniu
(i co bylo celem naszych szacowan), jest to, ze zalezno$¢ od n pozostala
wylacznie w liczniku. Mianownik, dla ustalonego xg, jest stala liczba. Nie jest
istotne, czy jest ona duza, czy mala, gdyz i tak zachowanie licznika decyduje
o granicy wyrazenia przy n — oo. A granica ta jest zerem, bo x, dazy do xg
z definicji. Wykazalismy wiec, ze

lim |tgz, —tgxzo| =0, (8.1.8)
n—oo
co oznacza, ze funkcja tangens jest ciggta w dowolnym punkcie zy lezacym
w przedziale | — 7/2,7/2].
Ponizej ciagtos¢ funkcji wykazemy raz jeszcze, korzystajac tym razem
z definicji Cauchy’ego:
funkcja f jest ciagla w punkcie zp € D < (8.1.9)
[Ves0T650 Voen [z —20| <6 = |f(2) = f(z0)| <€.

Wybierzmy zatem pewne bardzo malte € > 0. Mozemy tym razem takze
wykorzysta¢ znalezione wyzej oszacowanie (8.1.7), przepisujac je w postaci:
|z — x|
cos (|zo|/2 + m/4) coszg

ltgz — tg zo| < (8.1.10)
Pamietamy, ze dla stlusznosci (8.1.7) potrzebne bylo jedynie, aby xz, lezalo
bardzo blisko zp (zob. (8.1.5)). Aby wiec méc skorzystaé obecnie z tego
oszacowania, musimy tym razem tego samego wymagaé od x:

= | < & — 120l (8.1.11)

Teraz do wartoéci € i xg nalezy dobraé¢ odpowiednio mate 6 > 0. W tym
miejscu warto odnotowaé, ze gdy bedziemy, w dalszej czesci tego rozdziatu,
moéwié o cigglosci jednostajnej na pewnym przedziale, to § bedzie musiala
byé¢ uniwersalna dla wszystkich zg z rozpatrywanego przedziatu i nie be-
dzie wolno zmienia¢ jej od punktu do punktu. Jednak w niniejszym zadaniu
chodzi o zwykla cigglosé, wiec mozemy uzyé wyrazenia zaleznego od xy.
Powstaje jednak pytanie o konkretna postaé¢ §. Mozna przyjaé na przyktad
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d = ecos (|zg|/2 4+ w/4) cos g, ale pamietajac o warunku (8.1.11), powinni-
$my raczej napisac:

6 = min{ecos (@ + E) cosavo,E - w}

2 4 4 2
< €cos (@ + %) cos xg , (8.1.12)

(najmniejsza sposrdd liczb z pewnego zbioru jest oczywiscie nie wieksza od
kazdej z nich). Taki wybér zagwarantuje nam zachodzenie:
J < ecos (|g|/2 +m/4) coszg

cos (|xg|/2 4+ m/4) coszg  cos (|Jxg|/2 4+ 7/4) coszg
(8.1.13)

tgz — tgwo| <

)

i tym samym wypelnienie definicji (8.1.9).

Problem 2

Wykazemy, ze funkcja f(x) = log x jest ciagta dla dowolnego x €]0, ool.

Rozwigzanie

Dzieki szczegdtowemu rozwiazaniu poprzedniego przykitadu bedzie nam
stosunkowo latwo poradzi¢ sobie z obecnym zadaniem. Zaczniemy od wy-
kazania ciagtosci funkcji przy wykorzystaniu definicji Heinego. Mamy wiec
xg €]0,00[ i wybieramy dowolny ciag argumentéw x,, zbiezny do xg. Aby
nasze wyrazenia mialy sens, przyjmujemy, ze wszystkie wyrazy ciagu x,
takze naleza do przedzialu ]0, co[. Musimy teraz znalezé granice wyrazenia
log z,, — log zg dla n — oco. Zapiszmy:

|log x,, — log z¢| = logx—n‘ = |log (1—1— In _ 1)‘ = |log <1+w>‘ .
i) Zo i)
(8.1.14)
Do oszacowania tego wyrazenia wykorzystamy nieréwnosé (14.2.2):
log(l+2z)<z dlaz>-1, (8.1.15)

ktérag wykazemy podzniej, rozwiazujac zadanie 1 z podrozdziatu 14.2.
Najpierw zauwazmy, ze jeéli x, — xg, to poczawszy od pewnej war-
n—oo

tosci N, wszystkie wyrazy ciagu o indeksach n > N leza bardzo blisko xg.
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W konsekwencji dla prawie wszystkich wyrazéw zachodzi:

Tn — X0 — %o

<1, skad mamy = > 1. (8.1.16)

Lo o

Czy jednak oznacza to, ze w (8.1.15) mozemy po obu stronach dopisaé¢ mo-
duty, aby otrzymad

Ty — X0

log(1+2)| < |z| ,  czyli

1255

o

? 8.1.17
—0r (3117)
Naturalnie jest to mozliwe tylko dla = > 0, gdy obie strony (8.1.15) sa dodat-
nie, czyli gdy x,, > z9. Gdy —1 < x < 0, musimy wymysle¢ inne oszacowanie
dla log(1 + z), przy czym musi to by¢ oszacowanie z dotu. Mozna je uzyskaé
z (8.1.15), piszac:

1 l4+z—=2
log(1 = —1 =—log——— 8.1.18
og(1 + ) 08 T 08— ( )
:—log<1— v )}— - _ T ,
14z 142 1+=x
gdzie wykorzystaliSmy (8.1.15), zauwazajac, ze
* >
1+
Stad wynika, iz
x
log(1 < 8.1.19
log(1+ )] < | =] (8.1.19)

gdyz obie strony nieréwnosci (8.1.18) sa teraz ujemne. Mamy zatem oszaco-
wanie:

Ty —
n— 20 gdy x, > x0 ,
Zo
0 < |logx, —logzg| < (2 — @0)/0 Tp — T
‘1—1—(36”—360)/360 - Tn
gdy 0 <z, <xq.

(8.1.20)
Ze wzgledu na to, ze x, — x¢ # 0, regula trzech ciggéw natychmiast
n—oo
daje pozadany wynik:
lim logx, = logxq , (8.1.21)

n—o0

a to oznacza, ze funkcja logarytm jest ciggla w punkcie xg.
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Dowéd w wersji Cauchy’ego takze jest bardzo tatwy. Dokonujemy iden-
tycznego oszacowania, podstawiajac jednak x w miejsce x,,:

T gdy x>,
Zo
|log z — log | < (8.1.22)
T — X0

gdy O0<azx<uxp.

Jesdli wybralidmy e > 0, to wystarczy teraz zdefiniowaé¢ § = €/(1 + €) - o,
a z zalozenia | — xg| < 0 wyniknie |logz — log x| < e

1) € o €
—_— = - —_— = <6’
g 1+€e =z 1+4+e€
|logz —logzp| << 0 < b e xo (8.1.23)

x rg—06 1+e zo—e€/(1+¢€) -z

€T

= — = €
Zo

Dowdd jest wiec ukonczony.

8.2 Badamy funkcje w punktach ,sklejenia”
Problem 1
Zbadamy ciagtosé¢ funkcji f: R — R
ar +b dla x< -1
f(z) =< sin gx dla -1<z<1 | (8.2.1)
c(z —2)? dla z>1
w zaleznosci od wartosci parametréw a, b, c € R.

Rozwigzanie

Procedura rozwiazywania zadan, w ktérych badamy cigglo$é funkcji ma-
jacej jeden lub kilka punktéw ,sklejenia”, sktada sie na ogét z dwodch krokéw.
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W pierwszym sprawdzamy, czy wewnatrz przedziatéw, na ktére rozpada sie
dziedzina funkcji, f jest ciagta. W kazdym z nich funkcja zdefiniowana jest
za pomocg innego wzoru, wiec nad kazdym trzeba si¢ oddzielnie zastanowic.
Przy pewnym doswiadczeniu ten pierwszy krok mozna skrécié¢ do minimum
i wykorzysta¢ wiedze, ze takie funkcje, jak wielomiany, funkcje trygonome-
tryczne, potegowe, wykladnicze, logarytmiczne, sa ciagle wewnatrz swoich
przedzialéow okre$lonoéci. Wtedy wystarczy przywotanie tego faktu i mozna
przejsé od razu do drugiego kroku, jaki stanowi badanie punktéw ,sklejenia”.

Ten pierwszy przyklad zrobimy jednak od poczatku do konica, a w na-
stepnych bedziemy juz zakladaé, ze ciagltos$é réznych elementarnych funkeji
jest nam znana. Dwa przyktady dowoddéw podalidémy zreszta w problemach 1
i 2 w poprzednim podrozdziale.

Dziedzina funkcji (8.2.1) rozpada si¢ na trzy przedzialty: |—oo, —1[, [—1, 1],
oraz |1, 00[. Kazdym z nich zajmiemy sie osobno.

e x < —1. W tym przedziale funkcja jest dana wzorem f(x) = az + b.
Jest to wiec zwykta funkcja liniowa. Jej ciagtos¢ nie budzi watpliwo-
$ci, ale dla porzadku wybierzmy dowolnie mate € > 0 i wykorzystujac
definicje Cauchy’ego (8.1.9), napiszmy:

(@) — fwo)| = laz +b—azg— b = a(e —z0)] < ¢, (8.2.2)

|z—x0|<d

gdzie wybraliSmy 0 = €¢/|al, a jesli a = 0, to nieréwnosé¢ (8.2.2) spel-
niona jest automatycznie dla dowolnego ¢. Nie wchodzimy tutaj zbyt-
nio w szczegdly, bo zaktadamy, ze zostaly one wystarczajaco omdwione
w podrozdziale 8.1. Wniosek: poniewaz o xg zaktadaliémy jedynie, ze
nalezy do | — oo, —1[, wiec wewnatrz tego przedzialu funkcja f jest
ciagta niezaleznie od wartosci parametréow a i b.

e —1 < x < 1. Punkty sklejenia odrzuciliSmy na razie (zajmiemy sie
nimi w dalszej czesci zadania), a bada¢ bedziemy ciaglosé funkeji we-
wngtrz przedzialu. Mamy tutaj: f(z) = sin(mx/2). Ponownie wykorzy-
stujemy definicje Cauchy’ego, biorac pewne xg z omawianego przedziatu
oraz jakiekolwiek mate € > 0:

|f(x) = f(zo)| = |sin Ty —sin zxo = 2sin z(:c — () COS z(:c + x0)
2 2 4 4
<2 llg—ml-1= < e, (8.2.3)
4 |z—xz0|<d
gdzie wykorzystaliSmy wzor:
sina—sinﬁ:QSinagﬁcosa—gﬁ ,
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oraz znany nam juz dobrze fakt, iz:

|sinz| < |z| . (8.2.4)

Aby zachodzila ostatnia nieréwnosé w (8.2.3), dobraliSmy tym razem
0 = 2¢/mw. Wniosek: funkcja f ciagla jest wewnatrz przedziatu | — 1, 1].
e x> 1. Tutaj f(z) = c(x — 2)?, czyli znéw mamy do czynienia z wielo-
mianem. Jego ciaglo$¢ wykazemy podobnie jak w pierwszym punkcie:

£() — F o)l e — 2 — elo — 27 (5.2.5)
= Je(x—2—20+2)(x — 2+ 20— 2)
|le(z = @o)(x — o + 220 — 4)|
< el |z = ol (|# — wo| + 2]wo — 2)
el - = — @of® + 2e] - [ — wol - |wo — 2|
|c]6? + 2|c| - |xg — 2|6 .

A

|x—xzo|<d

Dopodki nie méwimy o cigglosci jednostajnej, to § wolno nam dobieraé
zaréwno do €, jak i do xg. Chcemy, aby

c] 82 + 21| - [ — 2/6 = e,

wiec musimy rozwiaza¢ to réwnanie ze wzgledu na ¢ (mozemy przyjac,
iz ¢ # 0, gdyz w przeciwnym przypadku |f(x) — f(xo)| = 0 1 pozadany
wynik otrzymujemy natychmiast). Jedno z rozwiazan jest ujemne, wiec
musimy je odrzucié, a drugie, dodatnie, daje:

5= ‘/|x0—2|2+|—€|—|x0—2|. (8.2.6)
&

Taki wybdr § prowadzi do potrzebnego nam wyniku: |f(x) — f(z0)] < e,
i w efekcie ciagtosé f wewnatrz ostatniego przedziatu zostata wykazana
niezaleznie od wartosci c.

Teraz mozemy przejéé¢ do drugiego kroku, czyli do zbadania ciagtoéci funk-
cji w punktach ,sklejenia”: x = —1 oraz x = 1. Cigglosé oznacza, ze granica
funkcji w danym punkcie réwna sie jej wartosci. Wartosci funkcji mozemy
odczytaé ze Srodkowej linijki w (8.2.1): f(—1) = sin(—n/2) = —1, oraz
f(1) = sin(w/2) = 1. Pozostaje sprawdzié, czy tyle samo otrzymamy, oblicza-
jac granice funkcji w tych punktach. Oczywiscie najpierw musimy sprawdzic,
czy granice te w ogdle istnieja.
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W tym miejscu trzeba zwréci¢ uwage na pewien fakt. Otéz dowodzac cia-
glosci funkeji sktadowych w kazdym przedziale osobno, nigdzie tak naprawde
nie korzystaliSmy z tego, ze xg ograniczone jest do danego przedziatu. Kazdy
z trzech przedstawionych powyzej dowodéw bylby identycznie stuszny dla
dowolnego xy € R. Nie ma w tym nic dziwnego, bo wielomiany oraz funkcja
sinus ciggle sa na calym R. Ale skoro te funkcje sa ciagle, to granice obli-
czane dla nich w kazdym punkcie po pierwsze istnieja, a po drugie réwne
sg ich wartosciom. Cale zadanie sprowadza sie wiec do poréwnania wartosci
funkcji otrzymywanych ze wzoréw obowiazujacych ponizej i powyzej kazdego
punktow ,sklejenia”. Odpowiada to poréwnywaniu ze sobg lewo- i prawo-
stronnych granic. Dla £ = —1 mamy:

lim f(z) =a(-1)+b=—-a+b,

rz——1"
lim f(z) = si ( ”) 1 (8.2.7)
im ) =sin|——)=-1. 2.
z——17F 2
Jedli funkcja ma byé ciggta w tym punkcie, to musi zachodzié: —a +b = —1.
Podobnie:
T
li =sgn—- =1
lim f(z) =sing =1,
lim f(z) = c(1 —2)* =¢, (8.2.8)
z—1t

skad otrzymujemy warunek: ¢ = 1.

Podsumowujac, trzeba stwierdzi¢, ze gdy spelnione sg oba powyzsze wa-
runki, funkcja f jest ciagla na calej osi rzeczywistej. Jesli natomiast jeden
z nich badZ oba nie sg spelnione, to funkcja w odpowiednim punkcie czy
punktach jest nieciggla. Poza argumentami +1 funkcja ciggla jest zawsze,
niezaleznie od wartosci parametrow.
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Problem 2

Zbadamy ciggtosé¢ funkcji f: R — R

.92
sin“x —1 dla m#z

(4.%2 o 71_2)2 27_(_,
f(z) =14 a dla == 5 (8.2.9)
s
1 =—
I} dla =z 5

w zaleznosci od wartosci parametrow o, § € R.

Rozwigzanie

Zgodnie z zapowiedzig z poprzedniego zadania tym razem nie bedziemy
szczegbdltowo badadé cigglosci funkeji w przedziatach poza punktami sklejenia,
a jedynie odwotamy sie do znanych faktéow dotyczacych funkcji elementar-
nych. Wszedzie, poza © = +7/2, obowiazuje ponizszy wzor na funkcje f:

sin?z — 1

flx) = @7 — 7 (8.2.10)
Jest ona ilorazem dwdch funkeji ciagltych. W mianowniku mamy bowiem
wielomian, a wiec faktycznie funkcje ciggta. Licznik natomiast jest ztozeniem
funkeji wielomianowej (a wiec cigglej) postaci 22 — 1 z funkcja sinus (takze
ciagla). Zlozenie dwoch funkcji ciaglych jest ciagle. Pozostaja wiec do rozpa-
trzenia jedynie zera mianownika w (8.2.10), czyli wlasnie punkty ,sklejenia”.
Poza tymi punktami wyrazenie ilorazowe jest ciagte.

Najpierw rozpatrzymy wiec punkt x = —m/2:

sinz —1 . 1 sinx — 1 sinx + 1

lim —e——— = lim — - : .
vomn2 (422 — 722 a2 16 (x—71/2)2 (x4 7/2)?

(8.2.11)

Skorzystamy teraz z tego, ze granica iloczynu funkcji jest iloczynem ich granic
(jesli wszystkie te granice istnieja). Granice kazdego utamka policzymy wiec
osobno. Najpierw zajmiemy sie prostszym przypadkiem:

sinx — 1 —-1-1 2

AR YD ey i

(8.2.12)

W drugim z utamkéw w (8.2.11) wygodnie bedzie wprowadzi¢ nowa zmien-
nat = x+7/21iprzej$¢ w ten sposéb od granicy w punkcie —7/2 do granicy
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W zerze:
i 1 in(t—m/2 1
g Szl sin{tom/2) + (8.2.13)
T——1/2 (.T + 7T/2)2 t=x+m/2 t—0 12
. sintcos(m/2) — costsin(m/2) 4+ 1
= lim
t—0 12
O-sint—1-cost+1 . 1—cost
e 1m = hm -
t—0 t2 t—0 12
—  lm 1 — cos?(t/2) + sin®(t/2) — lim 25sin?(t/2)
t—0 t2 t—0 t2
. 2
_ liml (sm(t/2)) :1_121.
—02 \ t/2 2 2
WykorzystaliSmy tutaj wzér (7.1.10). W efekcie mamy:
1 2 1 1
li =— |- =—— 8.2.14
m f(@) =15 ( 772> 2~ 1672 ( )

wiec aby funkcja f byla ciaglta w punkcie —7/2, musi zachodzié

1
1672 °

Dla punktu z = 7/2 rachunki wygladaja bardzo podobnie, z ta réznica,
ze nowa zmienna wprowadzimy teraz wzorem: t = x — 7/2. Obliczenia wy-
konamy do konca, choé¢ mozna by juz teraz odgadnaé, ze ciagltosé wymagaé
bedzie spetnienia warunku 8 = —1/(1672) ze wzgledu na parzystoéé gérnego
wyrazenia w (8.2.9) w zmiennej x.

o =

2

sin“z —1 1 sinz—-1 sinz 41
lim ———5 = lim —- . 8.2.15
ac—l>r7?/2 (4x? — 72)? z—1>r7?/2 16 (z—m/2)2 (z+m/2)%’ ( )
i dalej:
sinx + 1 1+1 2
li = =— 8.2.16
w2 (+ /22 (/2 +w)2)2 w2’ (8:2.16)
oraz:
inx—1 in (¢ 2)—-1
i SRl sin(tHT/2) (8.2.17)
z—7/2 (.T - 7T/2)2 t=z—7/2 t—0 t2
. sintcos(m/2) 4 costsin(m/2) — 1
= lim
t—0 12
. O-sint+1-cost—1 . 1—cost 1
= lim =—-lim——s—=—-.
t—0 12 t—0 12 2
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Zbierajac otrzymane wyniki razem, widzimy, ze aby funkcja f byta ciggta
w punkcie 7/2, musi by¢ spelniony zwiazek:

5_1 2 (1)_ 1
16 72 2) 1672

Problem 3

Zbadamy ciaglod¢ funkcji f : R\ {—=§ 4+ 2k7 | k € Z} — R danej
wzorem: .
flo) = lim ——~ (8.2.18)

n—oo 1 4 asin”
w zaleznosci od wartosci parametru a € R\ {—1}.

Rozwigzanie

Mozna na poczatku postawié¢ pytanie, dlaczego zadanie to znalazlo sie
w podrozdziale dotyczacym badania funkcji w punktach ,sklejenia”, skoro
we wzorze (8.2.18) takich punktéw nie widaé. Dokladniejsza analiza postaci
funkcji uzmystawia jednak, ze obecna w nim granica przy n dazacym do
nieskonczonosci prowadzi do réznych wzoréw na funkcje f dla réznych war-
tosci x, czyli funkcje powinno sie daé zapisa¢ w postaci ,klamerki”, tak jak
w poprzednich dwdéch przyktadach.

Rozwazymy ponizej rézne interesujace wartosci parametru a.

e —1 < a < 1. Dla powyzszych wartosci a nie pojawia sie problem
ewentualnego zera w mianowniku, poniewaz zawsze |sinz| < 1 (oraz
sinz # —1 po uwzglednieniu dziedziny funkcji). Mozemy bez problemu
przejsé do granicy we wzorze (8.2.18), otrzymujac sin” x — 0 wsze-

dzie tam, gdzie |sinz| < 1, oraz sin" x — 1, gdy sinz = 1:
n—oo

x dla x#g—i—lm,gdziekez,

flx) = 1 (8.2.19)
x dla :czz+2k‘7r,gdziek‘€Z.
1+4+a 2

Teraz formule (8.2.19) mozemy przeanalizowa¢ podobnie, jak robiliSmy
to w poprzednich zadaniach. Poza x = 7/2 + kr funkcja jest wielomia-
nem pierwszego stopnia i w konsekwencji jest ciggta w kazdym punkcie.
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Wystarczy zajaé sie wiec punktami sklejenia: x = m/2 + 2k7 i poréw-
naé¢ warto$é funkcji z wartosciami granic w tych punktach. Z dolnego
wzoru (8.2.19) mamy:

1 1 us
= = — + 2k 8.2.20
fo) = o= (34 2) . (8220
a z gornego:
. T
xlirglk flz) == 5T 2km (8.2.21)

Ciagtos¢ funkcji wymaga spelnienia réwnosci:

! <E+2k>—f+2k — <E+2k)<1— 1>
1+al\2 T) T3 T 2 T 1+a

:<E+2k‘7r)—a —0 — a=0.
2 1+a

(8.2.22)

Zatem dla a = 0 funkcja f jest ciagta we wszystkich punktach swojej
dziedziny, natomiast dla 0 < |a| < 1 jest ona nieciagla w punktach xy,
gdzie k € Z. Oczywiscie mogloby sie tez hipotetycznie zdarzy¢ w jakims$
podobnym zadaniu, ze ciagto$é w réznych punktach xj uwarunkowana
bytaby réznymi wartoSciami parametru a.

e |a| > 1. W tym przypadku powyzsze rozwazania nalezy uzupetnic je-
dynie o refleksje na temat pojawienia sie ewentualnego zera mianownika
w funkcji (8.2.18). Musialoby wéwczas zachodzié:

l+asin"z=0, czyli sin"z= —% . (8.2.23)
Funkcja sin” x jest dla kazdego n € N ciggla i przyjmuje wartosci z prze-
dzialu | — 1,1] (pamigtamy, ze * = —n/2 + 2km nie nalezy do D),
a |1/a| < 1, zawsze wiec znajdziemy taki argument x, dla ktérego réw-
nanie (8.2.23) jest spelnione, czyli mianownik naszej funkcji zeruje sie.
Jednakze powinni$my do tego zagadnienia podejsé¢ inaczej. Jesli zasta-
nawiamy sie, czy dany punkt zg moze naleze¢ do dziedziny, to najpierw
musimy ustali¢ argument x = x(, a dopiero potem badacé istnienie gra-
nicy przy n dazacym do nieskoniczonosci. Nie mozemy postepowaé w ten
sposob jak przy szukaniu mozliwych rozwiazan réwnania (8.2.23), gdzie
do kazdej wartosci n dobieraliémy odpowiedni argument .

WeZmy wiec konkretne xg i zastanéwmy sie nad granica przy n — oo.
Wyrazenie asin™ zg dazy do zera niezaleznie od tego, jak duze jest a
(przypadek sin g = 1 mozemy wykluczy¢, gdyz wéwczas nie moze byé
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spelnione réwnanie (8.2.23) i wida¢ od razu, ze funkcja jest dobrze okre-
slona). Skoro asin™ xg 2 0, to poczawszy od pewnej wartosci n, na
pewno mamy: |asin” zo| < 1. Dla takich n mianownik (8.2.23) nie moze
by¢ réwny zeru i nasze wyrazenie ma sens. Moze by¢ ono zle okreslone
dla pewnej konkretnej skonczonej wartoéci n, ale dla istnienia granicy
nie jest to wazne i tak wlasnie rozumiemy sens wyrazenia (8.2.18).
Mozna po prostu powiedzieé, ze dla kazdego xg z ciagu funkcji o wyra-

zach:
x

1+asin”x
wyrzucamy po prostu ten jeden, ktory jest w tym punkcie Zle okreslony.
Zawsze, jesli powstaja tego rodzaju watpliwosci, nalezy zastanowié sig,
jak rozumie¢ dane wyrazenie, tak aby mialo ono sens.

Po tych rozwazaniach widzimy wiec, ze dla |a| > 1 nadal obowiazuje
wzor (8.2.19), a zatem i wnioski z niego. Funkcja ciagla jest w punktach
Sklejenia” wylacznie dla a = 0, co pozostaje w sprzecznosci z rozpa-
trywanym warunkiem |a| > 1.

Podsumowujac, mozemy napisaé, ze dla a = 0 funkcja jest ciagta we wszyst-
kich punktach swojej dziedziny, a dla a # 0 (i naturalnie a # —1) funkcja
jest nieciagta w punktach x = 7/2 + 2km.

Problem 4

Zbadamy ciagto$¢ tzw. funkcji Riemanna:

0 dla zeR\Q,
flx)=1 1 m @

2.24
— dla x= (8 )
gdzie m € Z, k € N, a m/k oznacza nieskracalny utamek.

k k

Rozwigzanie
Tytulem uzupelnienia tresci zadania, zauwazmy, ze dla wszystkich liczb

catkowitych, czyli liczb postaci m/1, mamy juz do czynienia z nieskracalnymi
utamkami, czyli £ = 1. W takim razie dla argumentéw caltkowitych (przyjmu-
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jemy, ze takze dla 0) funkcja przybiera warto$é¢ 1. Dodajmy takze, ze funkcji
tej nie nalezy miesza¢ ze znana funkcja ,dzeta Riemanna”.

Zadanie na badanie ciggtoéci funkcji Riemanna nalezy do tego typu za-
dan, ktére na pierwszy rzut oka wydaja sie trudne, a po zastanowieniu sie
i precyzyjnym zastosowaniu definicji ciggtosci funkcji okazuja sie bardzo ta-
twe. Szczegdlnie uzyteczna bedzie tutaj definicja Heinego (8.1.1), ktéra méwi,
ze funkcja jest ciggla w danym punkcie g € D wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego ciggu argumentéw x,, € D zbieznego do xg wartosci funkcji zbiegaja
do jej wartoéci w punkcie zg.

Patrzac na (8.2.24), widzimy réznice pomiedzy wartoSciami, jakie przyj-
muje funkcja dla argumentéw niewymiernych (wéwczas f(xz) = 0), a tymi,
jakie przyjmuje dla argumentéw wymiernych (wéwczas f(x) # 0). To po-
zwala nam od razu rozstrzygnaé¢ kwestie cigglosci w punktach wymiernych.
Trzeba sie¢ po prostu zastanowié, czy dla danej liczby wymiernej ¢ umiemy
skonstruowaé ciag liczb niewymiernych x,, ktéry jest do niej zbiezny. Jedli
okazaloby sie to mozliwe, to ciag wartosci bylby staly: f(z,) = 0 i natu-
ralnie wéwczas mieliby$my f(z;,) = 0, czyli ciagg wartosci nie zbiegaltby
do f(q) # 0.

Znalezienie takiego ciagu jest bardzo tatwe. Wezmy na przyklad:
1
Tn=q+—V2. (8.2.25)
n

Argument z,, jest tutaj suma liczby wymiernej (tj. ¢) oraz liczby niewymier-
nej (tj. 1/n - +/2). Taka suma jest, w sposéb oczywisty, niewymierna i jed-
noczeénie zbiezna do ¢. Obserwacja ta pocigga za sobg wniosek, ze funkcja
Riemanna nie jest ciggla dla zadnego wymiernego argumentu.

Teraz przyjmijmy, ze o € R\ Q. Poniewaz liczba x jest niewymierna,
wiec f(xzg) = 0. Wezmy dowolny ciag =2 To- Jego wyrazy moga byé
niewymierne badz wymierne. Rozpatrzymy te przypadki osobno.

e Jedli dany wyraz ciagu z, € R\ Q, to f(z,) = 0, skad wynika, iz od
razu | f(zn) — f(z0)| = 0.
o Jedli wyraz z,, € Q, czyli x,, = my,/k, (gdzie ulamek jest juz nieskra-
calny), to f(z,) = 1/k,. Mamy zatem |f(z,) — f(z0)| = 1/kx.
Jesli wiec chcemy wykazaé, ze dla kazdego ciagu x,, zachodzi f(z,,) = 0, to
wystarczy to zrobié dla ciagu liczb wymiernych. W ten sposéb nasze wnioski
beda stuszne zaréwno dla ciggu czysto wymiernego, jak i dla ciggu o wyra-

zach mieszanych (przypadek ciagu o wszystkich lub prawie wszystkich wy-
razach niewymiernych jest oczywisty). Poniewaz dla dowolnego niewymier-
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nego wyrazu ciagu juz z definicji jest spelnione f(z,) = 0, wiec przyjmijmy
Thn=q, €Qdlan=1,2,...1¢, — xo.
n—oo

Musimy zastanowi¢ sie teraz, jaka posta¢ ma utamek ¢, = m,/k,, gdy
n — oo, czyli gdy ¢, zbiega do liczby niewymiernej xg. Ciag taki natural-
nie istnieje, a za jego przyklad stuzy¢ moze ten, ktory mozemy utworzyc¢,
uwzgledniajac kolejne cyfry (nieskoniczonego!) rozwiniecia dziesietnego liczby
xg. Przyktadowo, gdyby nasze xy rowne bylo m, to pierwsze wyrazy ciagu
mialyby postaé:

3 31 314 157
—3="2 —31=" —314=""=-20
q1 1 3 q2 10 3 qs 100 50 )
3141 31415 6283
= 3141 = — =31415 = =—- — /<
u 1000’ B 10000 2000’
314159
— 3.14159 = 8.2.26
1 100000 ( )

Skoro ciag liczb postaci m,,/k, zbiezny do x istnieje, a jego granicy nie da
sie zapisa¢ w postaci m/k, to jedyna mozliwoscia jest to, iz |my,|, ky, =2,
Akceptacja tego faktu wymaga jedynie uswiadomienia sobie, ze wewnatrz ep-
silonowego otoczenia x(y znajdowaé sie moze tylko skonczona liczba utamkow
o mianownikach k, < M, gdzie M jest dowolnie duza, ale ustalong liczba
naturalna. Biorac odpowiednio malte €, mozemy wszystkie je pozostawié¢ na
zewnatrz. W konsekwencji w kuli K (xg, €) znajda sie wylacznie utamki m,, /k,,
o mianownikach wigkszych od M. Jest to widoczne takze w powyzszym przy-
ktadzie dotyczacym liczby 7, gdzie kolejne liczby k,, rowne sa: 1, 10, 50, 1000,
2000, 100000, .... A to oznacza, ze:

lim | £(gn) — f(z0)] = lim — =0, (8.2.27)

n—oo n—oo

Dochodzimy wiec do koncowego wniosku: dla dowolnego ciaggu argumentéw

xn, — x9 € R\ Q zachodzi: f(z,) — f(x0), czyli we wszystkich niewy-
n—oo n—oo

miernych punktach funkcja jest ciagla.
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8.3 Badamy, czy funkcja jest jednostajnie ciggta
Problem 1

Sprawdzimy, czy funkcja f(x) = sin(1/x) jest jednostajnie ciagta na
przedziale 0, col.

Rozwigzanie

Przypomnijmy definicje funkcji jednostajnie ciaglej na przedziale P C R:

Funkcja f jest jednostajnie ciggla na przedziale P <= (8.3.1)
Ve>0 El5>0 vz,x/EP ’(L‘ - .%',’ <= ‘f(.%') - f(.%',)’ <E€.

Poréwnujac ja z definicja Cauchy’ego ciaglosci funkcji w punkcie (8.1.9),
zauwazamy istotna réznice: teraz dla kazdego € musimy umieé¢ znalezé uni-
wersalng warto$é¢ § niezalezng od x i 2/, dla ktérej spetniony bedzie warunek
|f(z) — f(2")| < e. Decyduje o tym kolejnosé kwantyfikatoréw: s~ znajduje
sie przed V ,cp. W definicji zwyklej (punktowej) ciagtosci najpierw wy-
bieraliSmy punkt (zg), w ktérym sprawdzaliSmy ciagltoéé funkcji, a dopiero
pdzniej dobieraliSmy 6. Jasne jest, ze modyfikujac wartosé xg, mogliSmy byé
zmuszeni do zmodyfikowania takze wartosci 6. W niniejszym zadaniu musi
istnie¢ (o ile funkcja jest jednostajnie ciagla) § wspélna dla wszystkich x.

Po tym wstepie mozemy przejéé¢ do badania funkcji f. Zawsze dobrze jest
wykonaé wykres — o ile jest to mozliwe — bo moze nam on zasugerowac
sposOb rozwigzania problemu. Dla naszej funkcji jest on przedstawiony na
rysunku 8.1.

Najwazniejsza obserwacja z tego wykresu jest to, ze gdy przesuwamy sie

y
1

-1

Rysunek 8.1: Wykres funkeji f(z) = sin(1/x).
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po osi x w lewo, to odlegto$é pomiedzy sasiednimi czarnymi a szarymi kwa-
dracikami zmniejsza sie do zera. W punktach oznaczonych m funkcja przyj-
muje wartos¢ 0, a w tych oznaczonych m wartosci £1. Wydaje sie wiec,
ze jesli ustalimy pewne mate ¢ > 0, a nastepnie nawet dobierzemy dowol-
nie mate § > 0, to przyblizajac sie odpowiednio blisko poczatku uktadu,
i tak znajdziemy pare x,2’ (czyli pare m , m), dla ktérych |z — /| < §, ale
|f(z) = f(z")] =1 > e. Oznacza to, ze definicja (8.3.1) nie bylaby spelniona
przez nasza funkcje. Ponizej postaramy sie nadaé tej intuicji konkretny ra-
chunkowy wymiar.

Mamy wiec ustalone 0 < € < 1. Wybieramy teraz dowolnie mate § > 0
i postaramy sie wskazaé takie x oraz x’, ze beda one leze¢ bardzo blisko
siebie, a jednoczednie odpowiadaé sasiednim czarnemu i szaremu kwadratowi.
Bierzemy zatem:

L ! 2 (8.3.2)
r=— r=—— 3.
nm’ 2n+ )7’
gdzie n € N. Jedli wezmiemy odpowiednio duze n, to:
1 2 1 1
/

_ == — = ) 8.3.3
o= = T @ r| neng D 7 (8:3.3)

[f(z) = f(a)] = " 5
=[0-(=D)"-1[=1>¢€. (8.3.4)

gdyz wyrazenie 1/(n(2n + 1)) dazy do zera dla n — co. Jednoczesnie mamy:
N T . . 71'
sSin P sin — smnm —sin [ N+ —

Jak widzimy, funkcja rzeczywiscie nie jest jednostajnie ciagta.

Gdybysmy badali zwykla ciagtosé, tak jak w podrozdziale 8.1, to widzac,
ze nie jest spelnione |f(z) — f(2')] < €, mieliby$my prawo zmniejszy¢ war-
tosé §. W ten spos6b, punkt = znalaztby sie poza przedzialem |z — §,x + ¢,
a dla kazdego punktu 2’ lezacego wewnatrz zachodzitoby |f(x) — f(2')] < 1,
w przeciwienstwie do (8.3.4). Jeszcze bardziej zmniejszajac 0, doszliby$my
do pozadanego rezultatu |f(x) — f(2)| < e i funkcja okazalaby sie ciagla.
W niniejszym zadaniu jednak nie mozemy dopasowywaé § do x. § musi by¢
uniwersalne, a takie nie jest. Jesli bowiem dla danego z, czyli m, wykluczymy
z przedzialu punkt 2/, czyli =, poprzez wybranie bardzo malego 4, to mozna
przesunaé sie tak daleko w lewo, aby wybra¢ nowe x i nowe z’, Ze ponownie
wewnatrz przedziatu |x — 6,2 + §[ znajdzie si¢ zaréwno m, jak i =, a tym
samym |f(z) — f(2')] =1 > e.
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Problem 2

Zbadamy, czy funkcja f(x) = 2™, gdzie n € Z, jest jednostajnie ciagta
na przedziale ]0, col.

Rozwigzanie

Zachowanie funkcji f(x) jest zupelnie odmienne dla réznych wartosci (cal-
kowitego) wykladnika n, wiec trzeba rozpatrzeé osobno poszczegélne przy-
padki.

e n=0. W tym przypadku funkcja jest stale réwna 1, wiec oszacowanie
nie przedstawia zadnych trudnosci. Mamy oczywiscie:

@) f(@) =0 <e (8.3.5)

dla dowolnego € > 0 oraz dla dowolnych z, 2’ €]0, 00[. W my$l defini-
cji (8.3.1) taka funkcja jest jednostajnie ciagla.

e n = 1. Teraz mamy do czynienia z funkcja liniowa: f(z) = =z, dla
ktorej:

() = f@)] = |z — 2] . (8.3.6)

Jedli zatem wybierzemy § = €, to dla wszystkich takich argumentéw x
i/, ze |x—a'| < 9§, zachodzi: |f(x)—f(2')] < e. Udaje si¢ znalez¢ 9, ktére
zalezy tylko od €, wiec rozpatrywana funkcja okazuje sie jednostajnie
ciggta.

e n > 2. W tym przypadku musimy nieco przeksztalci¢ wyrazenie. Wy-
korzystamy w tym celu wzér dwumienny Newtona (4.3.7) wykazany
w rozdziale dotyczacym indukcji matematycznej. Mamy:

[f(z) = f(2')] = |2 — 2] . (8.3.7)
Zalézmy teraz, ze dla wybranego malego € udalo sie znalezé § > 0
wspolne dla wszystkich x, takie ze dla x, 2’ spelniajacych |z — 2/| < 4,

zachodzi |z" — 2| < e. W szczegblnosei za x’ mozemy wybrac:

r+0/n .
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Dla takich warto$ci x i 2’ otrzymujemy:

gdzie nieréwnos$¢ wynika stad, ze wszystkie wyrazy w sumie po k sa
dodatnie, a pozostawiliémy z nich tylko jeden (dla & = 1). Rzut oka
na prawg, strone otrzymanego wzoru od razu wyjasnia, ze funkcja w tym
przypadku nie moze by¢ jednostajnie ciagla. Dla dowolnie matego § mo-
zemy bowiem zawsze sprawié, iz | f(z)— f(2")| > €, jedli tylko wezmiemy
bardzo duze x (bo potega x jest dodatnia). Uniwersalna dla wszystkich
x wartos¢ J nie istnieje.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze jednostajna ciagto$¢ mogtaby mieé
miejsce w przypadku, gdyby$my rozpatrywali funkcje nie na przedziale
10, 00[, ale ]0,a], gdzie a byloby dowolnie duza, ale jednak ustalona
liczba. W takim przypadku nie mozna byloby przesuna¢ sie w prawo
dowolnie daleko po osi x. Trzeba jednak podkreslié, ze aby wykazaé jed-
nostajng cigglto$é funkcji w tym przypadku, nie bylibySmy ,,w prawie”
klasé 2’ = x40 /n, lecz musieliby$my wykazaé prawdziwo$é oszacowania
|f(z) — f(2")] < e dla wszystkich x’ z otoczenia x. Jedynie aby udowod-
ni¢ brak jednostajnej ciagtosci, wystarczylo podaé jeden przykladowy
2’, dla ktérego oszacowanie bylo naruszone.

n < —1. Bedziemy dowodzié¢ braku ciagtosci jednostajnej, wiec wzo-
rujac sie na powyzszych rozwazaniach, wezmiemy:

x':x—i——.

2|n|

Dzieki dwdjce w mianowniku spelniona jest nieréwno$é |z — 2’| < §
nawet dla n = —1. W poprzednim punkcie mieliSmy n > 2 i nie bylo
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koniecznosci jej dopisywania. Mamy:
|f(z) = f(z)]
n _ x/n| —

1 1
w43/ @)

|n| k

Il )xm—k O\l
<x+wemnw”—ﬂnzzgi(k7 (mm)
alnl (z + §/(2[n)™ zlnl (z + 8/(2[n])"™

[n] k
nl ) Jni—r (0 |\ i/ 0\
;<k> (2In|) . (1)””'%%)
x\nl(;,;+5/(2|n|))\n| k=1 x‘"|(:c+6/(2|n|))‘"|
= 0 . (8.3.9)
21 (2 +6/(2|n|))"!

:‘x

To ostatnie wyrazenie mozna, dla kazdego ustalonego 9, uczynié¢ dowol-
nie duzym (a zatem takze wigkszym od €) poprzez wybér odpowiednio
malego x. Funkcja nie jest wiec jednostajnie ciggta. Moglaby ewentu-
alnie taka by¢ na przedziale [a, oo dla a > 0, gdyz nie mogliby$my sie
woéwczas przybliza¢ z x do zera.

Problem 3
Wykazemy, ze funkcja f(z) = \/x jest jednostajnie ciggta na przedziale
10, ool

Rozwigzanie

Jak wiemy z poprzednich zadan, musimy oszacowaé wielkosé |f (z)— f (/)]
dla |x — 2’| < . W niniejszym przykladzie oszacowanie to jest bardzo proste
i nie przedstawia zadnych trudnodci:

vm—mmzwﬂ%ﬂﬂﬁ—ﬁwﬁﬁiﬂ

IW+WI

\F+¢_ = /lz f+¢_ (8.3.10)
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Oznaczmy teraz wigksza z liczb x i 2/ symbolem z; i zauwazmy, ze ostatni
utamek na pewno mniejszy jest od jednoéci:

|z — ']

NSV

Y |:C_:C/|< VvV L+

Vz + Vi > Ty

1. (8.3.11)

Mamy bowiem w liczniku

a w mianowniku

W efekcie otrzymujemy:

f (@) = f@)] < \/]e =] (8.3.12)
i jesli dopasujemy d do uprzednio ustalonego € > 0 w taki sposob, ze
§=¢€, (8.3.13)

to z nieréwnosci |z — 2’| < 0 wyniknie, ze |f(z) — f(2/)] < e. Nalezy tu
podkreslié, iz wybor § w (8.3.13) nie zalezy od x, a wylacznie od wybranego
wezesniej e. Oznacza to, ze omawiana funkcja jest na przedziale |0, oo[ jed-
nostajnie ciagla.

8.4 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Poshugujac sie definicja Heinego lub Cauchy’ego, wykazaé cigglosé
funkcji:
a) f(z) =sinz oraz g(x) =cosx dla x € R.

b) f(x) =sinhz oraz g(x) =coshz dla z € R.

o) f(x):% dla = € R\ {0}.

Zad. 2. Zbadaé ciagtos¢ funkcji zdefiniowanych ponizszymi wzorami w za-
leznosci od wartosci parametréw a,b € R oraz dla n € Z:

2) () _{ sin(z +a) dla z€lnm, (n+1/2)7],
| cos(z+b) dla z€](n+1/2)m, (n+ )7 .
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Zad.

| (@—2)log(z*—4) dla |z|>2,
b) f(x)_{ax—i—b dla |z| <2.
—a/sinz dl 7&
e a T #nm,
) f(:c)—{ b dla z=nnw.

Odpowiedzi:

a) Funkcja ciagla wszedzie, jesli a—b = /24 2kn, gdzie k € Z. Ponadto
gdy a+ b= 7/2+ 2kn, ciagla w = nx i nieciagla w x = (n + 1/2)7.
Dla a+b= —n/2+ 2kn ciagla w x = (n+ 1/2)7 i nieciaglta w x = nx.
b) Funkcja ciaglta w punkcie z = 2, gdy b = —2a. W punkcie x = —2
nieciagta zawsze. Dla x # 12 ciagta niezaleznie od wartosci a i b.

c¢) Funkcja ciagla zawsze poza punktami z = nw. Ponadto jesli a = 0
i b =1 ciagla takze w punktach ,sklejenia”.

3. Zbadaé jednostajng ciaglo$é ponizszych funkcji:

2

a) f(xz)= cosx® na zbiorze R.

b) f(z) = z + sinzx na zbiorze R.
c) f(z) =logx na zbiorze ]0,1][.

Odpowiedzi:

a) Funkcja nie jest jednostajnie ciagla.
b) Funkcja jest jednostajnie ciagla.

¢) Funkcja nie jest jednostajnie ciagla.
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Funkcje rézniczkowalne

9.1 Obliczamy pochodng funkcji z definicji
Problem 1

Znajdziemy pochodng funkcji f(z) =1+ 22 dla z € R.

Rozwigzanie

Pochodna funkcji f : R — R w punkcie x zdefiniowana jest jako wspot-
czynnik kierunkowy prostej stycznej do wykresu funkcji w punkcie o wspot-
rzednych (z, f(z)). Aby jednak znaleZ¢ te styczna, rozwazmy najpierw sieczna,
tak jak jest to przedstawione na rysunku 9.1. Rysunek jest wykonany nie dla
konkretnej funkcji z tresci zadania, lecz dla takiej, dla ktérej jest on przej-
rzysty i czytelny.

Sieczna, zaznaczona na rysunku linig kropkowana, przechodzi przez dwa
punkty wykresu funkcji f: przez punkt A o wspélrzednych (z, f(z)) — jest to
punkt, dla ktérego poszukujemy pochodnej — oraz przez punkt B, rowniez
lezacy na krzywej, ale nieco przesuniety. Jego wspolrzedne to (x+h, f(z+h)).
Liczba h moze by¢ dodatnia badZ ujemna, ale wykonujac rysunek, wybralismy
h > 0. Wynik nie bedzie zalezal od znaku h, naturalnie o ile mamy do
czynienia z funkcjg rézniczkowalna.

Sieczna przecina oS x pod katem «. Jej wspélczynnik kierunkowy jest
réowny tg a, ktérego wartoéé odczytaé mozemy z trdjkata ABC:

fla+h)—flx) _ flz+h)—[f(z)

t = = . 9.1.1
i r+h—x h ( )
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B ‘o : : X

Rysunek 9.1: Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego (tg a) i pochod-
nej (tg 4) funkeji f w punkcie x.

Wielkos¢ te nazywamy ilorazem réznicowym. Zauwazmy, ze jeSli funkcja jest
rosnaca (tak jak na rysunku), a h > 0, to f(x + h) > f(x) i ulamek (9.1.1)
przyjmuje wartos¢ dodatnig. Oznacza to, ze sieczna skierowana jest do gory.
Jesli natomiast funkcja jest malejaca, to f(z + h) < f(z), kat « jest ujemny
i taka jest tez warto$c¢ ilorazu réznicowego.

Nas interesowaé bedzie jednak nie sieczna, ale styczna do wykresu w punk-
cie (z, f(x)), przedstawiona na rysunku szara linia, przecinajaca o$ x pod
katem (. Warto$¢ pochodnej w tym punkcie, oznaczona symbolem f’(z), to
po prostu warto$¢ tangensa kata (3, czyli wspotczynnik kierunkowy styczne;j.

Im blizej punktu A lezy punkt B, tym bardziej sieczna zbliza sie do stycz-
nej. W granicy gdy B — A z wyrazenia (9.1.1) odczytamy wspolczynnik
kierunkowy stycznej, czyli wartosé pochodne;j:

flz+h) - f(z)
- :

fl(z):=tgB= }ILLH%) (9.1.2)

Oczywiscie moze sie zdarzy¢, ze granica ta nie istnieje i wtedy powiemy, ze
funkcja nie jest rozniczkowalna w danym punkcie. W przypadku podanym
w tredci zadania nie bedzie takich probleméw.
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Tworzymy wiec iloraz réznicowy:

flz+h) = fl@) _ VI+(@+h)?—V1+a?

h h
VI @+ -Vita? 14 +\/1+ac
; h \/1 + V1 + 22
1+ (x+h)?—1—22 B 2xh+h2
A1+ @R +VI+22)  h(V1+ (z+h)2 +V1+a?)
2z + h

T VIt@rhR+ Va2
(9.1.3)

Latwo widaé, ze granica powyzszego wyrazenia istnieje. Licznik bowiem dla
h — 0 dazy do 2z, a mianownik do 2v/1 + x2. Otrzymujemy zatem wynik:

1N 2z + h B T
f(x)_[\/1+x2] —1Lo¢1 TR e iy (9.1.4)

Problem 2

Zmajdziemy pochodna funkcji f(z) =a®* dlaa > 01z € R.

Rozwigzanie

Jesli napisa¢ wyrazenie na iloraz réznicowy:

=a” (9.1.5)

to widaé, ze zagadnienie obliczania pochodnej sprowadzi sie do obliczania gra-
nicy, bardzo zblizonej do badanej przez nas w problemie 2 podrozdziatu 7.2.
Mozemy wiec wykorzystaé¢ zastosowana tam metode. Najpierw wprowadzimy
nows zmienng t = a” — 1, skad h = log,(t+1), a nastepnie zamienimy granice
po h na granice po t:

. ah—l_l, t e 1 e 1

ho0 B tm0log, (1 +t) o0 1/t logy(1+1) 20 log, (1 + )i/t

_ 1 _ 1 . (9.1.6)

: 1/t
%El’(l) log,(1+1) / log,, <}ir%(1 + t)l/t)
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Skorzystaliémy tu z ciaglosci funkcji logarytm. Otrzymana granica jest nam
juz znana z podrozdziatu 7.2, gdzie otrzymali$my:

lim (1 + it =e. (9.1.7)
Wstawiajac to do (9.1.6), uzyskujemy réwnos¢:
h
-1 1
lim &~ = (9.1.8)
h—0 h log, e
Wykorzystujac teraz znany wzér na zamiane podstawy logarytmu:
1 = dl R 1 9.1.9
80 = e A BER (1 (91.9)
znajdujemy szukana pochodna w punkcie z:
f'(z) = [a®] = a®log,a = a®loga . (9.1.10)

9.2 Badamy rézniczkowalno$é¢ funkcji

Problem 1

Zbadamy rézniczkowalnos$é funkeji:

e/ dla >0,
flw) = { » dla <0 (9:2.1)

dlan € N.

Rozwigzanie

Przystepujac do badania rézniczkowalnosci funkcji, musimy w pierwszym
rzedzie sprawdzié, czy jest ona ciagta. Jesli bowiem funkcja ma punkty niecia-
glosci, to na pewno nie jest w nich rézniczkowalna. Mozna wiec powiedzied,
ze zadanie niniejsze zawiera w sobie dwa inne: badanie ciagtosci funkcji i ba-
danie jej rézniczkowalnosci. Z tym pierwszym zagadnieniem, dla funkcji zde-
finiowanych w postaci ,klamerki”, spotkaliSmy sie juz w podrozdziale 8.2
i mozemy obecnie wykorzysta¢ zdobyte tam do$wiadczenie. Jak pamietamy,
na rozwiazanie sktadaja sie dwa elementy:
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e Po pierwsze musimy sprawdzié¢ ciaggtosé wewnatrz przedzialow:
| —00,0[, oraz ]0,00],

w ktorych funkcja (9.2.1) zdefiniowana jest r6znymi wzorami. W pierw-
szym przedziale funkcja jest wielomianem, wiec oczywiscie jest ciggla,
w drugim jest natomiast zlozeniem funkcji wykladniczej (czyli ciaglej)
z funkcja —1/x (takze ciagla). Zlozenie takie naturalnie jest ciagle.

e Po drugie nalezy zbada¢ funkcje w miejscu sklejenia, czyli dla x = 0.
Dla funkcji ciagltej w tym punkcie musiatoby zachodzié:

lim f(x)= lim f(z)= f(0). (9.2.2)
z—0~ x—07F
Latwo mozna sprawdzié, ze warunki te w istocie sa spelnione, gdyz

lim f(z) = lim 2" =0,
z—0~ z—0~

li — lim e " = limet=0 9.2.3
e /@) a0t =1/ toro0 ’ (0:2.3)
f(O)y=0"=0.

Mamy wiec funkcje ciagla na calym zbiorze R. Przejdziemy teraz do badania
jej rozniczkowalnoéci. MoglibySmy w tym miejscu postapi¢ tak jak w zada-
niach 2 i 3 podrozdziatu 8.2 i odwota¢ sie do znanych faktéw, iz funkcja "
(wielomian) jest rézniczkowalna wszedzie, oraz ze funkcja e~ /% jako zloze-
nie dwoch funkeji rézniczkowalnych (poza zerem) takze jest rézniczkowalna
(wszedzie poza zerem). Pozostalby wéwcezas do zbadania jedynie punkt skle-
jenia. Tak wladnie postapimy w nastepnym przyktadzie, ale niniejszy rozwia-
zemy ,,0d a do z”. Rozpatrzymy ponizej poszczegdlne przypadki.

e r < 0. Tutaj mamy f(z)= 2". Utwérzmy iloraz réznicowy i sprawdz-
my, czy ma granice:

et h) ~f@) (o4 by —an

h h
2"+ na" th4n(n—1)/2 2" 2K + .. 4+ h" — 2"
B h
— nmn—l + M $n_2h + + hn—l
5
—s " 04 ... +0=ng" . (9.2.4)

h—0

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliémy najpierw wzor dwu-
mienny Newtona (4.3.7), a nastepnie fakt, ze granica skonczonej sumy

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



9.2 BADAMY ROZNICZKOWALNOSC FUNKCJI 189

wyrazen réwna jest sumie ich granic, o ile wszystkie one istnieja. Wy-
nik, jaki otrzymali$my, nie tylko dowodzi rézniczkowalnosci funkcji =™,
ale daje nam takze wzér na jej pochodna:

") =na™! dlaneN. (9.2.5)

e 2 >0. Tym razem f(x) = e /*. Mamy wiec:

flath) = fla) eVt et ), et -

h h h
h/(z(z+h)) _ 1
_ 1/ 6— 2
e - (9.2.6)
Oznaczymy teraz:
t = M/ (@(@+h)) _ 4 (9.2.7)

i przejdziemy od granicy h — 0 do granicy t — 0. W tym celu musimy
rozwiazaé (9.2.7) ze wzgledu na h:

_ 2?log(1+t)
1 —axlog(l+1)

(9.2.8)

i wstawi¢ (9.2.7) oraz (9.2.8) do wzoru na iloraz réznicowy. Biorac gra-
nice, otrzymujemy:

i JE ) = @) ajey t
h—0 h t—0 (z2log(1+1¢))/(1 — zlog(1 +1t))
1 1 —xlog(1 1 1 —xlog(1
B LR N WA EPI (B
x t—0 1/t-log(l1+1t) a2 t—0 log(1 +t)L/t
lim(1 —xlog(1+¢
:_e—l/xtg%( x log( +)):ie*1/xl:ie*1/xj
! limlog(1+)" 2 1 a?

(9.2.9)

gdzie wykorzystaliémy ciggtoéé funkcji logarytm oraz znang nam juz
granice (zob. (7.2.21)):

lim(1 +H)/t=e. (9.2.10)

Powyzszy rachunek stanowi dowéd, ze funkcja e ~1/% jest rézniczkowalna
(poza x = 0, gdzie powyzsze wyrazenie nie ma sensu). Otrzymali$my
tez jawny wzor na jej pochodna.
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190 9 FUNKCJE ROZNICZKOWALNE

e r =0. W tym przypadku iloraz réznicowy ma dwojaka postaé¢ w za-
leznosci od tego, czy h jest dodatnie, czy ujemne:

o~ 1/h _
h) — —— dla A>0,
dla h<0.
h
W obu przypadkach jednak granice znajdujemy bardzo tatwo:
—1/h _ 1
lim u = lim —e Y" = lim tet=0,
h—0+ h h—0+ h t=1/h t—00
im =0 i A= (dlan > 1) (9.2.12)
h—0- h  h—0- - ’ -
h™—0 h
li = lim — =1 dlan=1).
TR Tt (dan=1)

Jak wiec widaé, granica ilorazu réznicowego, czyli pochodna, istnieje
w tym punkcie dla wszystkich n > 1. Gdy jednak n = 1, jego granice
obustronne sa rézne i funkcja nie jest rézniczkowalna w zerze.

W ten sposéb zbadaliSmy wszystkie przypadki i dla n > 1 funkcja (9.2.1)
okazala sie rézniczkowalna wszedzie, a dlan =1 dla x € R\ {0}.

Problem 2
Zbadamy rozniczkowalnos$é funkeji:

) = { ar +b dla x>0, (9.2.13)

acoshz +bsinhz dla 2z <0
w zaleznosci od wartosci parametréw a, b € R.

Rozwigzanie

Metode postepowania znamy juz z poprzedniego przykitadu. Rozwiazy-
wanie rozpoczynamy od przyjrzenia sie wzorom funkcji w poszczegdlnych
przedziatach. Dla < 0 f(z) ma posta¢ sumy funkcji hiperbolicznych, ktére,
jak wiadomo, sa ciagle i rozniczkowalne. Nie wymaga wiec ona tutaj szcze-
gbélowego badania. Z kolei dla z > 0 mamy do czynienia z wielomianem,
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a wiec takze funkcja ciagla i r6zniczkowalna. Pozostaje wiec zajaé sie jedynie
punktem ,sklejenia”.

1. Badamy ciggto$¢ funkcji dla x = 0.
lim f(z) = lim (acoshx + bsinhz) = acosh0+ bsinh0 =a,

z—0~ z—0
i 70 = i 40 =00 =,
f(0) = acosh0+bsinh0=a-14+b-0=a. (9.2.14)

Whiosek jest oczywisty: aby funkcja byta ciagta dla © = 0, wszystkie
trzy powyzsze liczby muszg by¢ sobie réwne, czyli musi zachodzié¢ a = b.
Przy tym zalozeniu zbadamy ponizej rézniczkowalnosé funkeji.

2. Badamy rozniczkowalno$é funkcji dla x = 0.
Napiszmy wyrazenie na iloraz réznicowy:

FO+h)— f(0) ahtb=a dla h>0.
h - acoshh—i—}lzsinhh—a dla h<0. (9.2.15)
Mamy:
hli%l+ ah—i—ihb—a =a, gdyz a=0b, (9.2.16)
. acoshh +bsinhh —a . sinhh . coshh —1
lim = b lim +a lim —— .
h—0— h h—0— h—0— h

Pojawiajace sie tu granice sa podobne do tych, ktére znamy juz dla funk-
¢ji trygonometrycznych. Okazuje sie, ze dla funkcji hiperbolicznych
maja one te same wartosci, co jest naturalne dla kogo$, kto zaznajo-
miony jest z rachunkiem zespolonym i wynikajacymi z niego zwigzkami
pomiedzy funkcjami sin a sinh oraz cos a cosh. Aby jednak wykazaé to
bez odwolywania sie do takiej wiedzy, napiszemy:

sinh h 1 eh—eh 1 . eh—1+4+1—¢"h
im =lim--——— =— lim
h—0 h—0 2 h 2 h—0 h
L eh—1 1—e" | el — et =1
= — |im = — 11m
2 h—0 h h 2 h—0 h h
1
:5(1+1.1):1_ (9.2.17)

Wykorzystaliémy tutaj granice, ktéra znalezliSmy w zadaniu 2 w pod-
rozdziale 7.2. Skoro granica (9.2.17) istnieje, to istnieja takze (i sa jej
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192 9 FUNKCJE ROZNICZKOWALNE

réwne) granice jednostronne, w szczegblnosci ta, ktéra jest nam po-
trzebna w (9.2.16), przy h — 0~.

Druga granice otrzymujemy w podobny sposéb:

. _coshh—1  (f+e™M/p2-1 1 el e h—2
hmi hm :—1 e
h—0 h h—0 h 2h h
I e B ettt S O 1+e*h—1
20l h _Qh% h h
1 eh—1 eh—1 1
= — i —e " =-(1-1-1)=
2;3%( no S T ) ( )=0
(9.2.18)
Mamy wiec:
hh + bsinh h —
. @08 +hsm G 0+b-1=b. (9.2.19)
—0—

Obie granice ilorazu réznicowego (lewostronna i prawostronna) musza
dla funkcji rézniczkowalnej daé¢ ten sam wynik. Ponownie otrzymujemy
wiec warunek a = b.

Podsumowujac, stwierdzamy, ze jesli a # b, to funkcja f jest rézniczkowalna
wszedzie poza punktem x = 0, a jesli a = b, to ma ona pochodna na calym
zbiorze R.

9.3 Zadania do pracy wtasnej
Zad. 1. Obliczy¢ pochodne ponizszych funkcji, postugujac sie definicja:

a sinz oraz g(x)=cosx .

b

T

x) =sinhz oraz g(x) = coshzx .

) fz) =

) flz) =

¢) flz) = iQ dla = € R\ {0}.
d) f(z)=logz dla = > 0.

) f(z) = arctgz.

e x
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Odpowiedzz'

Zad. 2. Zbadaé rézniczkowalnosé funkceji zdefiniowanych ponizszymi wzo-
rami w zaleznosci od wartoéci parametréw a,b € R oraz dla n € Z:

) a+sin(z/2) dla x>7/2,
2) f(m)—{ bcos x dla =z <m/2.

) arctgr dla <1,
b) f(x)_{a:c+b dla z>1.

2

2% % dla xz>1
= ’ >
©) f(z) { bx dla z<1. (a>1)

Odpowiedzi:

a) Funkcja rézniczkowalna poza punktem 2 = /2 niezaleznie od war-
tosci parametréw. Ponadto dla a = —+/2/2 oraz b = —+/2/4 funkcja
rézniczkowalna takze w punkcie x = /2.

b) Poza punktem z = 1 funkcja rézniczkowalna zawsze. Ponadto gdy
a = 1/2 oraz b = 7/4 — 1/2, funkcja rézniczkowalna takze w punkcie
xz=1.

c¢) Poza punktem z = 1 funkcja rézniczkowalna zawsze. Ponadto gdy
a = 3 oraz b = 1/e, funkcja rézniczkowalna takze w punkcie x = 1.
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Rézniczkujemy funkcje

10.1 Znajdujemy pochodng funkcji odwrotnej
Problem 1

Znajdziemy pochodng funkcji f(x) = log,z dla = €]0,00[, a > 0
oraz a # 1.

Rozwigzanie

Jak wiadomo, logarytm zdefiniowany jest jako funkcja odwrotna do funk-
cji wyktadniczej o tej samej podstawie. Fakt ten wykorzystamy teraz do sto-
sunkowo latwego znalezienia jego pochodnej. Dla kazdego x lezacego w zbio-
rze warto$ci pewnej odwracalnej funkcji ¢ mamy bowiem tozsamosé:

glgHz) =2 (10.1.1)
W naszym przypadku tozsamos$é ta ma postac:
aa® =gz czyli of® =g (10.1.2)

Podkreslamy tutaj, ze jest to tozsamosé. W przeciwienstwie do zwyklego
réwnania typu

g1(z) = g2(x) , (10.1.3)
dla ktorego réwnosé lewej i prawej strony zachodzi najczesciej jedynie dla kon-
kretnej (konkretnych) wartosci « stanowiacej (stanowiacych) po prostu jego
rozwiazanie, (10.1.2) spelnione jest dla dowolnego x. Zakladajac, ze funk-
cje f oraz f~! sa rézniczkowalne wszedzie tam, gdzie sg okre§lone — a tak
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jest w istocie dla funkcji wykladniczej i logarytmicznej — mozemy (10.1.2)
obustronnie zrézniczkowa¢. W przypadku zwyklego réwnania nie bytoby to
mozliwe: réwno$é¢ dwoch funkeji w jakim$ konkretnym punkcie nie oznacza
przeciez réwnosci ich pochodnych. Wykresy moga bowiem przecinaé sie pod
pewnym katem i styczne do nich beda inaczej nachylone.

Roézniczkujac drugie sposrod réwnan (10.1.2), otrzymujemy:

[af(l‘)]' —2 =1. (10.1.4)

Pochodna po lewej stronie wykonamy, wykorzystujac znany z wyktadu wzoér
na rézniczkowanie funkcji ztozonej:

[h(g(2))] = hg(g(x)) - g'(2) (10.1.5)
w ktérym symbol hg(g(z)) oznacza rézniczkowanie wzgledem calego argu-
mentu g, a nie samego x:

hy(g(x)) == %h(y) . (10.1.6)

Stosujac to do réwnania (10.1.4), uzyskujemy

" 1 1
al( )loga' f/(.%') =1 = f/(x) = [logax]/ = of @) log a = zloga

(10.1.7)
gdzie wykorzystalidémy znany — i wykazany przez nas (zob. (9.1.10)) — wzér:

d
@ay =a’loga . (10.1.8)

W szczegdlnodci, gdy @ = e i mamy do czynienia z pochodna logarytmu
naturalnego, otrzymujemy:
1 1

1
log, z]' = [logz] = = =-. 10.1.9
[log, 2] = [loga]’ = — loge  zloge =z ( )

Problem 2

Znajdziemy pochodna funkeji f(z) = arcsinz, dla x €] — 1, 1].
Rozwigzanie
Zastosujemy metode oméwiong w poprzednim przykladzie. Zachodzi tozsa-

mosc:
sin f(z) =z, (10.1.10)
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ktéra mozna obustronnie zrézniczkowaé po x. Otrzymujemy wowczas réwna-
nie:
f'(z) cosf(z)=2"=1, (10.1.11)
z ktérego wyznaczamy f'(x):
1 1
cos f(x)  cos(arcsinz)

f/(z) = [arcsinz] = (10.1.12)

Otrzymalismy wzor na szukang pochodna, ale bardzo nieelegancko bytoby
pozostawié¢ go w tej postaci, ktéra na pewno da sie uprosci¢. Mamy bowiem:

sin(arcsinz) = x , (10.1.13)
skad po wykorzystaniu ,,jedynki trygonometrycznej” mozna latwo uzyskac:
sin?(arcsin ) + cos?(arcsinz) = 1 = (10.1.14)

cos(arcsinx) = :l:\/l — sin?(arcsinz) = £v/1 — 22 .
Pozostaje jedynie rozstrzygnac, jaki znak powinien sta¢ przed pierwiast-
kiem: + czy —. Ustalimy to bardzo tatwo, jedli przypomnimy sobie, ze dzie-
dzina funkcji arcsin x jest przedzial [—1, 1], a jej zbiorem wartosci [—m /2, 7/2].
Na tym zbiorze cosinus jest nieujemny, wiec musimy wybra¢ znak +. Mamy

wiec:

f'(z) = [arcsinz] = ﬁ (10.1.15)
dlaz €] —1,1].
Problem 3

Znajdziemy pochodna funkeji f(z) = artghz dla z €] — 1, 1].

Rozwigzanie

Postepujemy nadal wedlug schematu przedstawionego w poprzednich za-
daniach. Wypisujemy tozsamosé:
tgh f(z) == (10.1.16)
i rézniczkujemy ja obustronnie. Potrzebna nam przy tym bedzie znajomosé
pochodnej tangensa hiperbolicznego:

[tehz]’ = (10.1.17)

b
cosh? z
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ktéra prowadzi do réwnania:

1
————fl(x)=2"=1 = f'(z) =cosh® f(z). (10.1.18)
cosh” f(x)
Uproscimy teraz otrzymane wyrazenie, wykorzystujac zwiazek:
sinh f(x)
tgh = — L = 10.1.19
gh f(x) cosh f(z) ~ * ( )
oraz ,jedynke”, ktéra dla funkcji hiperbolicznych ma postac:
2 2
Y4V Y_ eV
cosh?y — sinh?y = <%> — (%) (10.1.20)
_ e te W42 e -2 4 _q
4 4 4
Podnoszac (10.1.19) do kwadratu, otrzymujemy:
sinh? f(z) 9 cosh? f(z) — 1 9
—_— =X _—— =
cosh? f () cosh? f ()
1
h? =—— 10.1.21
— s’ f) = = (10121)
co wstawiamy do (10.1.18) i mamy juz wzér na szukana pochodna:
1
'(z) = |artghz] = —— . 10.1.22
/(@) = fartghal = — (10.1.22)

Warto odnotowaé, ze pochodna te mozna tatwo znalezé¢ takze innym spo-
sobem, wykorzystujac fakt, iz funkcja artgh x wyraza sie prosto poprzez lo-
garytm naturalny. Réwnanie (10.1.16) mozna bowiem zapisa¢ w postaci:

flx) _ o= f(2)
e e
a nastepnie uzyskaé¢ z niego jawny wzér na f(x):
ef(x) — eff(x) ef(x) le
J@) 1 eT@ @ T =

1+
T
Oczywiscie wyrazenie pod logarytmem musi by¢ dodatnie i tak faktycznie

jest, gdyz —1 < x < 1. Fakt ten wynika z kolei z nastepujacego oszacowania
dla (10.1.23):

1
e2f(w)(1 —z)=14+z2 = f(z)= 3 log (10.1.24)

ef(m) — e_f(x)
ef(z) + e*f(l")

ef(m) + e_f(m)

S @ e T@ !

|| = : (10.1.25)
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i jest znang wlasnoscig funkcji tgh. Nieréwnosé powyzsza jest rzeczywiscie
ostra, gdyz wyrazenie e*/(®) jest $cisle dodatnie.

Pozostaje teraz obliczy¢ pochodna (10.1.24) wedlug regul, jakie obowia-
zuja przy rozniczkowaniu funkcji ztozone;j:

o1 1 1-(1—2)— (L+2) (=1)
f<x)_§'(1+x)/(1—x)' 11—z
Ltz 2 1 (10.1.26)
2 14z (1—x)2 1-—22° o

Jak widaé¢, otrzymaliémy ponownie ten sam wynik.

10.2 Rozwigzujemy kilka zlozonych probleméw

Problem 1

Znajdziemy pochodna funkcji f(z) = 55(/*) dla x # 0.

Rozwigzanie

W tej czedci nauczymy sie rézniczkowaé nieco bardziej skomplikowane
funkcje, przy zalozeniu, ze znamy juz pochodne réznych funkcji elemen-
tarnych. Istota rozwigzania jest zawsze roztozenia zagadnienia na ,czynniki
pierwsze” , ktére traktowane pojedynczo okazujg sie bardzo proste.

W przyktadzie w treéci zadania mamy do czynienia wlasnie z takim przy-
padkiem: z funkcja wielokrotnie ztozona. Ztozenie to mozna przedstawié¢ na-
stepujacym schematem:

1 1 )
z - 2L gins L psin/e) (10.2.1)
xr xr

Odpowiada to sytuacji podwdjnego ztozenia funkcji, czyli wyrazenia:

flg(h(z))) (10.2.2)

do ktérego mozemy dwukrotnie zastosowaé regule (10.1.5):

[f(g(h(@)))]" = folg(h(x))- g (h(@)) = fog(h(x))-gh(h(x)) - B (z) . (10.2.3)
g'(h(z))
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Pojawiajace sie wyzej symbole zostaly juz zdefiniowane wczeéniej, wiec wy-
razenie to powinno byé klarowne (zob. (10.1.6)). Zastosujemy teraz wzor
(10.2.3) do przyktadu w naszym zadaniu. Otrzymujemy w ten sposéb:

/
E sin(l/:w}’ _ sin(1/2) Jog 5 . {Sm 1] _ 55n(1/2) Jog 5 - cos — - (_LQ) ’
T x x
(10.2.4)

gdzie wykorzystaliSmy nastepujace znane nam dobrze elementy:
x1/ x . / 1 ! 1

"] =a"loga, [sinz] =cosx, |=| =-—.
x x

Rozwiazanie zadania sprowadzilo sie wiec do wykorzystania znanych po-
chodnych funkcji wyktadniczej o podstawie 5, funkcji sinus oraz funkeji 1/x
i dwukrotnego zastosowania reguty (10.1.5).

Problem 2

Znajdziemy pochodna funkeji f(z) = log, cos(wz/2), dla x €]0, 1[.

Rozwigzanie

Funkcji, z ktéra mamy do czynienia w tym przykltadzie, nie mozemy réz-
niczkowaé, postugujac sie regula (10.1.5), gdyz nie jest to zwykla funkcja
zlozona. Nie mozemy tez bezposrednio wykorzysta¢ wzoréw na pochodne lo-
garytmu o danej podstawie, tj. [log, x|, gdyz podstawa a takze zalezy od
argumentu, po ktérym rézniczkujemy. Gdybysmy chcieli napisa¢ wyrazenie
na iloraz réznicowy dla funkcji postaci logy,,) g(), to musiatby on mie¢ po-
stac:

10g}(z4-1) 9(x + h) —logp,y g(z)
h 7
z ktorej widaé, ze przesuniecie o h dotyczy jednoczesnie podstawy i argu-
mentu logrytmu. Aby poradzi¢ sobie z tg trudnoscia, musimy w jakis sposob
rozdzieli¢ zaleznos¢ funkcji od x w argumencie od zaleznosci od x w podsta-
wie. Wzor, ktory to umozliwia, jest dobrze znany: jest to wzdér na zamiane

(10.2.5)

podstaw logarytmu:
log,. b

log, b= (10.2.6)

log.a
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Nowa podstawe (czyli ¢) mozemy wybraé¢ dowolnie (oczywiscie, o ile ¢ > 0
ic# 1), ale najwygodniej jest przyja¢ ¢ = e i mie¢ od tej pory do czynienia
wylacznie z logarytmami naturalnymi.

Po zastosowaniu wzoru (10.2.6) do naszej funkcji, otrzymujemy:

f(x)

W tym momencie widzimy, ze udato si¢ znaczaco uprosci¢ nasze zagadnie-
nie. Funkcja f stata sie ilorazem dwdch prostszych funkeji, z ktérych kazda
z osobna umiemy rézniczkowaé. W liczniku mamy bowiem funkcje ztozona,
ktoérej pochodna mozna obliczy¢ w sposéb analogiczny do oméwionego w po-
przednim zadaniu, a funkcja w mianowniku ma pochodna réwna 1/z. Wzér
na rézniczkowanie ilorazu jest nam takze dobrze znany z wyktadu. Zbierajac
te cegietki razem, mozemy napisac:

_ log cos(mx/2) (10.2.7)
log ' o

(=) [log cos(mc/?)]/ [log cos(mz/2)] log & — log cos(mz/2)[log x|’
)= = :
log = log? =
(10.2.8)
Pochodne funkcji, ktére pojawiajg sie w tym wyrazeniu, majg postac:
[l T ]’ 1 ( oo ) T T
ogcos —xr| = —— | —sin—x | -—=—=tg—x
8053 cos(mz/2) 27) 2T T2 8"
1
logz]) = = . (10.2.9)
x
Podstawiajac powyzsze wzory do (10.2.8), otrzymujemy:
! t 2) 1 2
(o) = [iogy o ] = -7 (Ex2/2) _ logeostrey)
2 2 log x xlog” x
2 1 2

2 log x xlogx

Problem 3

Znajdziemy pochodna funkcji f(z) = 25" dla 2 > 0.

Rozwigzanie

Niniejsze zadanie jest, w pewnym sensie, podobne do poprzedniego. Wy-
razenia typu z* nie mozemy bowiem rézniczkowaé¢ ani jako a”, ani jako x¢,
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gdyz przy obliczaniu ilorazu réznicowego musimy braé¢ pod uwage jednoczesne
zmiany podstawy i wyktadnika:

(:C + h)z-i—h — T
- .
Musimy wiec, tak jak w przypadku logarytmu z problemu 2, oddzieli¢ zalez-
nos¢ podstawy od x od zaleznosci wyktadnika od x i doprowadzi¢ to wyraze-
nie do takiej postaci, dla ktérej znamy juz stosowna regute rézniczkowania.
W tym celu mozemy wykorzysta¢ funkcje logarytm, ktora ma te wlasnosé,
ze ,potrafi” potege zamieni¢ na iloczyn:

log(z¥) = xlogx . (10.2.12)

(10.2.11)

Obliczmy teraz pochodng lewej strony, najpierw postugujac sie wzorem na
rézniczkowanie funkeji ztozonej (10.1.5):

log(z")]" = L 2], (10.2.13)

xib

a nastepnie wykorzystujac prawa strone (10.2.12):
1
[log(z™)] = [xlogx] =1-logx +x -~ =logx + 1, (10.2.14)
x

a dojdziemy do wzoru, ktéry przyda nam sie przy dalszym rozwiazywaniu
tego zadania (w réwnaniu (10.2.17)):

7] = 2" (logz + 1) . (10.2.15)

Powréémy teraz do funkeji w tresci zadania i ponownie wykorzystajmy
metode logarytmowania, aby tym razem druga z poteg zmieni¢ na iloczyn:

log(f(x)) = log (25"} = sin(z®) - log z: . (10.2.16)

Otrzymalismy iloczyn dwoch funkcji: funkcji zlozonej, ktorej pochodna obli-
czymy, wykorzystujac (10.1.5), oraz funkcji logarytm, ktérej pochodna znamy.
Rozniczkujac (osobno) obie strony réwnania (10.2.16), otrzymujemy:

S
[log(f(z))] = @) f(z), (10.2.17)
[sin(z*)log z] = [sin(z")]" - log x + sin(2®) - [log z]’

1
= cos(x”) - [z7] - log x + sin(z™) - —
T

1
= cos(z”)z*(log z + 1) log = + sin(z”) — .
x
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Poréwnanie obu wzoréw daje wynik koncowy:

fl(z)= [msm(ﬂ)}/ = 5@ (cos(m“)x“(log:c + 1)log x + sin(z®) 1)
x
(10.2.18)

10.3 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Wykorzystujac znajomos$¢ pochodnych funkeji odwrotnych, zna-
lez¢é pochodne ponizszych funkcji:

a) f(x) =arccosz dla z €] —1,1[.

b) f(z) = arctgx dla z € R.
¢) f(x)= Yz dla >0 oraz n € N.

Odpowiedzi:
a) f'(z) = =-1/v1 — 22
b) f'(z) = 1/(2* + 1).
¢) f'(x) =1/(nVan=1).
Zad. 2. Znalezé pochodne funkcji:

a) f(z) =log(zx+ Va2 +1) dla x € R.
b) f(z) = (tgx)*™* dla x €]0,7/2].
c¢) f(z) = arctg(logz + 2?) dla z €]0, 00].

Odpowredzi:

a) f'(z) =1/vVx? + 1. _

b) f'(z) = coszlog(tg x) + (tg )™/ cosx.
c) f'(xr) = (222 + 1)/[z(logz + 22)? + 1].
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Wykorzystujemy pochodna do badania niektorych
wtasnosci funkcji

11.1 Wykazujemy tozsamosci i nieré6wnosci

Problem 1

Wykazemy, ze dla dowolnego x €] — 1, oo[ spetniona jest réwnosé:
tg 7+ arctg— " = ™ (11.1.1)
arctg x + arc =—. 1.
& & 1+2 4

Zbadamy, czy tozsamo$¢ ta jest takze prawdziwa dla x €] — oo, 1].

Rozwigzanie

Tozsamo$¢ te mozna wykazaé, postugujac si¢ zwiazkami pomiedzy funk-
cjami trygonometrycznymi, do czego wrécimy pod koniec niniejszego rozwia-
zania. W tym rozdziale pragniemy si¢ jednak nauczy¢ stosowania rachunku
rézniczkowego, wiec trzeba rozpoczaé¢ od zastanowienia sie, gdzie pojawia sie
w niniejszym zadaniu miejsce dla zastosowania pochodne;j.

Oznaczmy wyrazenie po lewej stronie symbolem f(z):

1—=z
r) = arctg x 4+ arctg—— . 11.1.2
f(a) = arctg o+ arctg;— (11.12)
Tozsamo$¢, ktorg musimy wykazaé, stwierdza po prostu, ze funkcja f na prze-
dziale | — 1, 00[ jest funkcja stala. Jej wykres musi zatem by¢ pozioma linia

prosta. Pochodna takiej funkcji jest oczywiscie zerem, bo styczna do wykresu
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takze jest pozioma. Wniosek ten sugeruje nam pewien sposob rozwigzania:
obliczmy f’(x) i sprawdzmy, czy w istocie jest réwna zeru. Pamietamy przy
tym, ze pochodna funkcji arcus tangens ma postac:

1
arctgz] = —— | 11.1.3
larctg 2]’ = T——75 ( )
wiec po zrézniczkowaniu otrzymamy wylacznie algebraiczne wyrazenie bez

$ladu po funkcjach cyklometrycznych. Powinno by¢ wiec rzeczywiscie tatwo
sprawdzié, czy f'(z) = 0. Mamy zatem:

1 _ !/
f'(x) = [arctgz] + {arctgl_’_—ﬂ

_ Lt 1 .[1—95}’
S 1 (1 -o)/ ) LLte

1 n 1 —1-1+4+2)—-(1—-2)-1
Col+4a? 1+ (1-2)2/(142)? (1+ z)2
1 1 —2
= . 11.14
1+x2+1+(1—x)2/(1+x)2 (14 x)? ( )
1 -2
T2 Ut -a)p
1 —2 1 —2
= 3 T 2 2= 3 T 2
1+=x 1+2x+zc+1—-2x+x 1+=x 242z
1 1

)

1+a22 1+a22
gdzie, w pierwszym kroku, wykorzystaliémy wzor na rézniczkowanie funkcji
ztozonej (zob. (10.1.5)). OtrzymaliSémy faktycznie zero, wiec rézniczkowana
funkcja rowna jest tozsamosciowo stalej:

1—
f(z) = arctgx + arctgH—x =C dla z€]-1,00. (11.1.5)
T

Pozostaje jedynie sprawdzié, czy stala ta réwna jest m/4, tak jak podane
jest to we wzorze (11.1.1). W tym celu wystarczy wybra¢ jeden konkretny
punkt zg, taki ze —1 < xg < 00, dla ktérego umiemy latwo policzy¢ f(xg).
Najprosciej jest wzia¢ xg = 0:

7r

1-0
C = f(0) = arctg 0 + arctgH_—O =0+4arctgl =0 +g =71 (11.1.6)

Dowdéd tozsamosei (11.1.1) zostal wiec ukonczony. Skoro wartosé funkeji (sta-
tej) f w zerze réwna jest 7/4, to musi by¢ tez tyle réwna we wszystkich innych
punktach przedzialu | — 1, 00].
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Powstaje w tym miejscu ciekawe i wazne pytanie. Jak wygladataby funk-
cja f(z), gdyby zostala okreslona nie na przedziale | —1, 00|, ale wszedzie tam,
gdzie lewa strona (11.1.1) ma sens, czyli na D = R\ {—1}7 Na przedziale
| — oo, —1[ obliczanie pochodnej przebiega identycznie jak powyzej, a zatem
takze okazuje sie ona réwna zeru. Mamy wiec:

vze}foo,fl[u]fl,oo[ f/(.’E) =0. (1117)

Czy wiec nadal mogliby$my napisaé, ze f(z) = 7/4? OdpowiedZ oczywiscie
jest negatywna. Na podstawie dotychczasowych rozwazan mozemy jedynie
wyciagna¢ wniosek, ze funkcja jest stata na kazdym z obu przedziatéw osobno,
a nie na ich sumie. Nasza funkcja ma zatem postac:

z)=C] dla z €] —o0,—1],
f(x):{f() 3 |

fl@)=Co=7 dia ze€)—1,00]. (11.1.8)

State C'1 i Cs mogq, ale nie muszq okazaé sie sobie rowne. Mozemy to spraw-
dzié¢, wyznaczajac jawnie stalg C. Stalg C5 juz znamy. Jaki punkt —oo <
x1 < —1 wybraé¢ do tego celu? Naturalnie powinnismy wziaé¢ taki, dla kté-
rego tatwo policzymy wartos¢ f(x1). Niestety na pierwszy rzut oka takiego
punktu nie widaé¢. Zamiast wiec wyznaczaé¢ C7 na podstawie konkretnego
punktu, mozemy réwnie dobrze zbadaé granice obu stron réwnania:

1 _
arctg r + arctg—l n - o (11.1.9)
x

przy © — —oo. Skoro (11.1.9) jest tozsamoscia dla x < —1, to musi tez
zachodzi¢ réwnos¢ granic:

11—z
lim (arctgx +arctg—> = lim C,=0C. (11.1.10)
r——00 1 +x T——00

Poniewaz granica sumy réwna sie sumie granic (bo wszystkie one okaza sie
istnie¢), a z granica mozna tez wejs¢ do argumentu funkcji arcus tangens (bo
jest ona ciagla), wiec otrzymujemy:

T . l1—=x m T T 3T
) + arctg (mll)r_noo 1 +x) =—3 + arctg(—1) = ST 4T 4T .
(11.1.11)
W efekcie mamy wiec dwie tozsamosci:
1—2 3T
t tg—— = —— dl — 00, —1
arcgm+arcg1+x 1 a x €] —o0,—1],
1-=z m
t tg—— = — dl -1 . 11.1.12
arcgw—i—arcgl_i_x 1 a €l —1,00 ( )
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Na koniec, zgodnie z zapowiedzia, pokazemy, jak mozna niezaleznie wy-
kaza¢ wzor (11.1.1), wykorzystujac tozsamosci pomiedzy funkcjami trygono-
metrycznymi badz cyklometrycznymi. Otéz w celu uproszcezenia zagadnienia
mozna uzy¢ znanego zwigzku:
a+b
1—ab’
ktéry stuszny jest dla a i b spelniajacych warunek ab < 1. Wzér ten jest
konsekwencja znanego wyrazenia na tangens sumy katéw:

tga +tg B
t =—— 11.1.14
gla+ ) T tgatald ( )
Jesli zastosowaé (11.1.13) do naszego wyjSciowego wyrazenia, to otrzymamy:
x4+ (1—-2)/(1+x)
l—2(1—2z)/(1+2)

arctg a + arctg b = arctg (11.1.13)

x arctg x arc arc

t(l—l—x)x—i—l—x tx—l—xQ—i—l—x
= arc =arctg—————
gl—i—x—x(l—x) Sltz—x+a?
2
x 0
= aurctg1 i arctg 1 = 1 (11.1.15)
Musimy jedynie sprawdzié, czy spelniony jest warunek ab < 1, ktéry u nas
oznacza: .
-z
<1. 11.1.16
T, ( )

Dla = > —1, tak jak w tresci zadania, mozna obie strony pomnozy¢ przez
(1+x), nie zmieniajac znaku nieréwnosci, i w ten sposéb otrzymaé nieréwnosé
rownowazna;
-1 <z+1 < 2°+1>0, (11.1.17)
ktéra jest spelniona zawsze. Podkreslmy tutaj: przechodzac od (11.1.16)
do (11.1.17), mogliSmy napisa¢ znak réwnowaznosci, a nie wynikania, wiec
droge te mozemy odbyé w odwrotnym kierunku, wychodzac od x? + 1 > 0,
a wykazujac tym samym (11.1.16).
Pozostaje jeszcze pytanie, w jaki sposéb mozna by, w razie potrzeby, zna-
lez¢ wartos¢ funkcji f dla < —1. Tym razem spelniona bytaby nieréwnosé:

11—z
>1. 11.1.18
g ( )
Zachodziloby ab > 1 oraz a < 0 i zamiast (11.1.13) obowiazywalby wzor:
b
arctg a + arctgb = —7r+arctg1a+ L (11.1.19)
—a
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Po uproszczeniu wyrazenia, podobnie jak w (11.1.15), otrzymujemy oczeki-
wang warto$é

4 4
Naturalnie, przy takiej metodzie rozwiazania oba wzory, tj. (11.1.13) oraz
(11.1.19), traktujemy jako znane.

Problem 2

Wykazemy, ze dla dowolnego x € R spetniona jest nieréwnosc:
" —nr+n—-1>0, (11.1.20)
jesli n jest parzysta liczba naturalng.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim zadaniu oznaczmy lewa strone nieréwnosci
symbolem f(z):
flz)=2"—nx+n—-1 (11.1.21)
i policzmy pochodna:
flx)=nz"t —n=n(""t-1). (11.1.22)
Zastanéwmy sie nad znakiem tej pochodnej. Dzieki temu, ze n jest parzyste,
a n— 1 nieparzyste, istnieje tylko jeden punkt, w ktérym pochodna przyjmuje
warto$¢ 0. Ma to miejsce dla:
2" t=1, czyli xz=1. (11.1.23)

Odnotujmy, ze dla n nieparzystego (czyli dla parzystego n — 1) bylyby dwa
takie punkty (%1).

Gdy = < 1 — jak widaé¢ z (11.1.22) — pochodna jest ujemna, czyli funk-
cja f malejaca, a gdy = > 1, pochodna jest dodatnia, czyli funkcja rosnaca.
Jedli funkcja na lewo od 1 maleje, a na prawo rosnie, to w punkcie z =1
(nalezacym do dziedziny) przyjmuje swoja wartos¢ minimalna. Jest mozliwy
jeden wyjatek od tej sytuacji: miatby on miejsce wtedy, gdyby funkcja byla
w tym punkcie nieciagta. Z takim przypadkiem jednak nie mamy tu do czy-
nienia. Funkcja (11.1.21) jest wszak wielomianem, wiec jest nie tylko ciagla,
ale nawet rézniczkowalna na calym R.
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Wyptywa stad wniosek, iz warto$é¢ funkcji f dla z =1
f)=1"-n-14n-1=1-n+n—-1=0 (11.1.24)

jest faktycznie najmniejsza wartoscig, jaka przyjmuje funkcja. Nieréwnosé
(11.1.20) zostala wiec wykazana.

Problem 3

Wykazemy, ze dla dowolnego x € [0, /2 spelniona jest nieréwnosé:

(11.1.25)

Rozwigzanie

Postapimy tak samo jak w poprzednim zadaniu. Przeniesiemy cale wyra-
zenie na lewa strone i zdefiniujemy funkcje f:

fla) =7 tgz—

okreslona na przedziale [0, 7/2[. Bedziemy si¢ starali wykazaé, ze najmniejsza
wartoscig, jaka przyjmuje ta funkcja, jest zero. Poniewaz tatwo policzy¢, iz
T

JO)=7ted-——=57
wiec zadanie okazaloby sie szczegdlnie proste, jesli bylibySmy w stanie wyka-
zaé, ze na przedziale |0, 7/2[ funkcja jest rosnaca (lub przynajmniej niema-
lejaca), a zatem jej pochodna jest dodatnia (lub przynajmniej nieujemna).
Wowecezas na lewym konicu przedzialu funkcja miataby miejsce zerowe, a na
prawo od niego przyjmowalaby juz tylko wartosci dodatnie (badZ przynaj-
mniej nieujemne). Obliczmy wiec:

11.1.26
T — 2% ( )

—0-0=0, (11.1.27)

) = ™ _1-(7r—2x)—x-(—2): T m—2r+2z
4cos?x (m — 2x)? 4cos?x (m — 2x)?
T ™ T

dcos?z  (m—2x)*  4(m—22)*cos’x [(W z) o8 x}

(11.1.28)

Na pierwszy rzut oka trudno stwierdzié¢, czy wyrazenie, ktére otrzyma-
lidmy, jest dodatnie dla x €]0,7/2[. W takim przypadku czestym sposobem
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postepowania jest zdefiniowanie nowej funkeji g(x) = f/(x) i dowodzenie nie-
réwnosci g(xz) > 0 w taki sposéb, jak gdyby stanowilo to odrebne zadanie.
Obliczamy zatem ¢'(z) i badamy jej znaki. Czasami trzeba jeszcze wykonad
kolejny identyczny krok i zdefiniowaé h(z) = ¢'(x) itd. W biezacym zada-
niu mozemy sobie jednak poradzi¢ inaczej. Otéz przywotamy znang nierow-
nosé¢ (zob. (5.1.40)): siny < y, gdzie interesuje nas y €|0,7/2[, i zamienimy
zmienne, piszac: ¢ = 7/2 — y. Otrzymujemy kolejna nieréwnosé:

sin(g—x)<g—x = cosx<g—x, (11.1.29)

Cos T

ktora bedzie stuszna m.in. dla 0 < x < 7/2.

Dla znaku (11.1.28) istotne jest wylacznie wyrazenie w nawiasach kwa-
dratowych, gdyz mianownik jest zawsze dodatni. Postugujac sie¢ nieréwno-
Scia (11.1.29), ktéra pomnozymy przez 2 i obustronnie podniesiemy do kwa-
dratu (nieréwnos$é przy tym nie odwrdci sie, gdyz po obu jej stronach mieli-
$my wyrazenia dodatnie), otrzymamy:

deos’x < (m—22)? . (11.1.30)

W konsekwencji dochodzimy do wniosku, ze f'(z) > 0 w rozwazanym prze-
dziale. To z kolei pociaga za soba prawdziwos$¢ nieréwnosci (11.1.25), ktéra
wykazywaliSmy.

Problem 4

Zbadamy, ktora z liczb jest wigksza: e™ czy 7°.

Rozwigzanie

To zadanie pozornie wydaje sie niezwiazane z tematem niniejszego pod-
rozdziatu. Jednakze, jak sie za chwile przekonamy, omawiane zagadnienie
tatwo sprowadzi¢ do badania nieréwnosci podobnych do rozwazanych w pro-
blemach 2 i 3. Rozwazmy bowiem ponizsza funkcje okreslong na przedziale
10, oo

flz)=—. (11.1.31)
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Zachodzi naturalnie f(e) = e/e® = 1. Powstaje pytanie, jaka warto$é¢ przyj-
muje ta funkcja dla z = 7. Formalnie f(m) = e™/7¢, wiec jesli ta liczba
okaze sie wieksza od jedynki, to €™ > 7€, a jesli mniejsza, to e™ < 7¢. Oczy-
widcie nie chcemy w tym miejscu uzywaé kalkulatora, a naszym celem jest
wykorzystanie rachunku rézniczkowego.

Poniewaz wiemy, iz f(e) = 1, a m > e, wiec obliczymy pochodna funkcji
f, aby sprawdzié¢, czy na prawo od e funkcja jest monotoniczna:

[e:v]/xe _ ez[xe]/ eyt — ezexefl

!
flx) = 5 = 5 (11.1.32)
et (1 _ g) ea: e ez
= Tx:;@—;) =@ —e).

Oczywiste jest, ze dla > e, zachodzi: f/(x) > 0. Oznacza to, ze funkcja
rosnie na prawo od e, wiec dla z = 7 jej warto$¢ musi by¢ wieksza od jedynki:

m (&

(& (&

fm) > fle)=1 «— — > = 1. (11.1.33)
Wynika stad, ze prawdziwa jest nieréwnosé:
e” >7°. (11.1.34)

11.2 Korzystamy z twierdzen Rolle’a i Lagrange’a
Problem 1
Wykazemy, ze wielomian:

wy(r) = 2" — 2" 422" 4+ 3 (11.2.1)

gdzie n € N oraz n > 2, moze mie¢ co najwyzej dwa rzeczywiste miejsca
Zerowe.

Rozwigzanie

Przypomnimy najpierw twierdzenie Rolle’a, ktore bedzie nam potrzebne.
Méwi ono, ze gdy rzeczywista funkcja f jest ciagla w przedziale [a,b], a réz-
niczkowalna w |a, b[, to wewnatrz tego przedziatu istnieje punkt ¢, dla ktérego

f'(c)=0. (11.2.2)
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Zal6zmy teraz, na przekor tresci zadania, ze wielomian w,(x) ma trzy
(badz wiecej) miejsca zerowe. Oznaczmy je x1,z2,z3 i umbwmy sie, ze

r1 <29 <23 .

Skoro mamy:
wp (1) = wp(r2) = wp(x3) =0, (11.2.3)

a wielomian jest funkcjg ciagla i rézniczkowalna na calym zbiorze R, wiec
przyjmujac

a=x1, b=xz9, lub a=wz3, b=1uz3, (11.2.4)
mozemy spelnié¢ zalozenia twierdzenia Rolle’a. Otrzymujemy stad wniosek,
iz w) (x) musi zerowaé sie przynajmniej dwukrotnie: wewnatrz przedzialu
|1, x2| oraz wewnatrz przedzialu |xo, x3][. Obliczmy zatem pochodna wielo-
mianu wy,(z) i sprawdZmy, ile ma miejsc zerowych.

wl(z) = nz" ' — (n—1)z" % 4 2(n — 2)z" 3
= {an —(n—1z+2(n— 2)} . (11.2.5)
W nawiasie dostaliSmy tréjmian kwadratowy, ktérego wyrdznik ma postaé:
A= (n—1)2=8n(n—2) =n?—2n+1-8n*+16n = —Tn*+14n+1. (11.2.6)

Badajac miejsca zerowe tréjmianu (11.2.6), bardzo latwo przekonaé sie, ze
dla n > 3 — a z takim przypadkiem mamy tu do czynienia — jest on
stale ujemny. W konsekwencji wielomian w nawiasie kwadratowym w (11.2.5)
nie zeruje si¢ nigdy. Oznacza to, ze jedynym miejscem zerowym wielomianu
w!, () jest * = 0 pochodzace od czynnika 2"~3 (o ile n > 3) lub takich miejsc
zerowych brak jest w ogodle, jesli (n = 3). Jedna i druga sytuacja pozostaje
w sprzeczno$ci z tezg tw. Rolle’a. Nasze wstepne zalozenie, ze

wn(xl) = wn(x2) = wn(xB) =0,

musi by¢ zatem bledne. Wyplywa stad nastepujacy wniosek: w,(x) moze
mie¢ co najwyzej dwa miejsca zerowe (o ile n > 3) lub tez ma dokladnie
jedno (gdy n = 3: wielomian jest wéwczas nieparzystego stopnia, wiec jedno
miejsce zerowe ma na pewno).

W pierwszym przypadku, tj. gdy n > 3, jesteSmy w stanie dodatkowo
ustalié, ze jesli te dwa miejsca zerowe istnieja, to sa réznych znakéw. w!, (x)
zeruje sie bowiem w zerze, a z tw. Rolle’a wynika, ze musi to mie¢ miejsce
pomiedzy pierwiastkami: 1 < 0 < xa.
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Problem 2

Wykazemy, ze dla dowolnego x > 0, spelniony jest uktad nieréwnosci:

3%1 <log(z+1) <. (11.2.7)

Rozwigzanie

Przy rozwiazywaniu tego zadania bedzie nam potrzebne twierdzenie La-
grange’a, ktore méwi, ze gdy rzeczywista funkcja f jest ciggla w przedziale
[a,b], a rozniczkowalna w |a,b], to wewnatrz tego przedzialu istnieje taki
punkt ¢, dla ktérego

f(b) — f(a)

R

Jak wiec widzimy, twierdzenie to jest uogdlnieniem tw. Rolle’a znanego
nam z poprzedniego rozdzialu, gdyz w szczegblnym przypadku f(a) = f(b)
otrzymujemy (11.2.2). Ponizej zobaczymy, jak mozna je wykorzysta¢ do wy-
kazania nieréwnosci (11.2.7).

W tego rodzaju zadaniach gtéwna trudno$é polega na odgadnieciu, jaka
funkcje f musimy wybraé, aby otrzymac¢ pozadane nieréwnosci. Jesli jednak
przyjrzeé sie wyrazeniom w (11.2.7), to widaé, ze pojawia sie tam funkcja
log(z+1), a oprécz niej po lewej stronie dostrzegamy takze utamek 1/(x+1),
ktory jest przeciez jej pochodna. Narzuca sie wiec pomyst, aby w pierwszym
kroku wyprébowag:

(11.2.8)

f(z) =log(z+1), (11.2.9)
a w razie niepowodzenia dokonaé¢ innego wyboru. Jest to funkcja ciagta i r6z-
niczkowalna na calym przedziale | — 1, co[, wiec jesli wybierzemy a i b, ktére
spelniaja: —1 < a < b, to mozliwe bedzie skorzystanie z twierdzenia La-
grange’a. Dla wybranej przez nas funkcji (11.2.9) ma ono postac:
1 log(b+1) —log(a+1)
c+1 b—a

S . (11.2.10)

Wyrazenie 1/(c + 1) jest $cile malejace w zmiennej ¢, a a < ¢ < b, wiec
zachodza nieréwnodci:

! < = < = (11.2.11)
b+1 c+1 a+1 -
W powigzaniu z (11.2.10) daje to:
1 log(b+1) —1 1 1
<loglb+ 1) —loglat D) (11.2.12)

b+1 b—a a+1"
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Jedli polozymy teraz a = 0 oraz b = = > 0, to (11.2.12) przyjmie postac:

1 - log(z + 1) —log(0 + 1) < 1
rz+1 z—0 0+1"’

(11.2.13)

czyli

1 lo 1
Cloglz+1)
rz+1 T
Po pomnozeniu obu stron przez x (pamietamy, ze x > 0) otrzymujemy uklad
nieréwnosci (11.2.7), ktéry wlasnie mieliémy wykazacé.

1. (11.2.14)

Problem 3

Wykazemy, ze dla dowolnych a,b € R takich, ze b > a, spetlniony jest
uktad nieréwnosci
b—a b—a
N < arctgb — arctga < T

Rozwigzanie

(11.2.15)

W tym zadaniu nie powinno by¢ klopotéw z identyfikacja funkcji f.
Od razu widaé, ze w nieréwnosciach (11.2.15) obecna jest funkcja arctgx
oraz jej pochodna 1/(1 + z2). Wybieramy zatem: f(z) = arctgz. Jest to
funkcja ciagla i rézniczkowalna na calym R, wiec dla dowolnych a i b ta-
kich, ze a < b, spelnione sa zalozenia tw. Lagrange’a (11.2.8). Mozemy wiec
napisac: . )

r — ar
Gl T3 @ = a Ctgb _2 ctga (11.2.16)
Podobnie jak w poprzednim zadaniu wyrazenie po lewej stronie jest malejace
w zmiennej ¢, wiec zachodzg nieréwnoéci:

1 1 1

< < . 11.2.17
1482 " 1+c¢2 " 1+a? ( )
Wykorzystujac (11.2.16), mozemy napisaé:
1 arctg b — arctga 1
< < . 11.2.18
1+ b2 b—a 1+ a2 ( )

Po pomnozeniu obu stron przez (dodatnia) liczbe (b — a) otrzymujemy nie-
réwnosci (11.2.15) z tredci zadania.

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



11 WYKORZYSTUJEMY POCHODNA DO BADANIA NIEKTORYCH
214 WEASNOSCI FUNKCJI

Jak mozna sie¢ przekonaé¢ na ostatnich dwoéch przyktadach, dowodzenie
tego typu nieréwnosci w oparciu o twierdzenie Lagrange’a jest na ogoét bar-
dzo proste, a caly klopot polega jedynie na trafnym odgadnigciu funkcji f.
W przypadku skomplikowanych wyrazen odkrycie funkcji f moze by¢ jednak
nietatwe. Nie mozna tez oczekiwaé, ze dowolne tego typu nieréwnosci uda sie
zawsze wykazaé¢ przy wykorzystaniu wlasnie twierdzenia Lagrange’a. Z tego
wzgledu nalezy nauczy¢ sie postugiwaé réznymi metodami, na przyktad tymi
z podrozdziatu 11.1 czy tez opartymi na wlasnoéci wypuktosci funkcji.

11.3 Badamy krzywe na plaszczyznie — stycznosc,
katy przeciecia
Problem 1

Wykazemy, ze krzywa y = esinbr dla a,b > 0 jest styczna do
krzywych y = e oraz y = —e™ we wszystkich wspélnych z nimi
punktach.

Rozwigzanie

Geometryczna interpretacja pochodnej funkcji — jako wspoétczynnika kie-
runkowego prostej stycznej do wykresu tej funkcji — pozwala nam stosowaé
ja do badania podstawowych wlasnosci krzywych na plaszczyznie. Mozemy
dzieki niej znajdowadé katy, pod jakimi przecinaja sie takie krzywe, i ewentu-
alnie ustali¢, czy sa one styczne — co wlasnie jest przedmiotem niniejszego
zadania.

Rozwiazanie zadania bedzie si¢ zatem sktadaé z ponizszych trzech krokdw.

1. Najpierw musimy znalezé wszystkie punkty wspélne krzywych:

y=esinbr, oraz y=e*".

2. Nastepnie nalezy w kazdym z nich wyznaczy¢ wartosci pochodnych obu
krzywych. Jesli okazalyby sie one réowne, to krzywe bylyby styczne.
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Rysunek 11.1: Krzywe z tresci zadania dla przyktadowych warto$ci parame-
trow: a =1, b = 4.

3. Na koniec nalezy powtorzy¢ powyzsza procedure dla drugiej pary krzy-

wych:

y=esinbr, oraz y=—e*".

Oczywiscie musimy odnotowaé, ze wszystkie krzywe w tresci zadania opisy-
wane sg wyrazeniami rozniczkowalnymi. Na rysunku 11.1 przedstawiony jest
przebieg wykreséw interesujacych nas funkcji dla konkretnego wyboru para-
metréw a i b. Dla innych (dodatnich) wartosci tych parametréw charakter
wykreséw sie nie zmienia.

Rozwazmy teraz pierwsza pare krzywych. Punkty wspélne wykreséow to
pary (x,y) bedace rozwiazaniami ukladu réwnan:

J— ar 43
{y = e“sinbr, (11.3.1)

y — eaac
Eliminujac y, otrzymujemy:
esinbr = e <« e (sinbr —1) =0. (11.3.2)

Poniewaz funkcja wykladnicza jest zawsze dodatnia, wiec jedyng mozliwosé
spelnienia powyzszego rownania stanowi przyjecie:

sinbr =1 <= bxr= g +2nm, gdzieneZ. (11.3.3)
Jesli ponumerowaé rozwiazania tego rownania parametrem n, to mamy
1
Tn =7 (g + 2n7r> , gdzien € Z. (11.3.4)
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Rozwiazanie ukladu (11.3.1) wymaga jeszcze podania odpowiedniej wartosci
Yn. Mamy naturalnie y,, = €%, ale nie bedzie to nam potrzebne w dalszej
czesci zadania.

Aby sprawdzié¢, czy omawiane dwie krzywe sg styczne w wyznaczonych
punktach, wystarczy teraz obliczy¢ i poréwnaé ich pochodne:

[e%® sin bx)’ = (ae"sinbx + be" cosbx)|,_,
T=In n
= a e sinbx,, + be*" cos bz, . (11.3.5)
W punktach z, zachodzi oczywidcie: sinbx,, = 1 oraz cosbz, = 0, wiec
otrzymujemy:
[€®® sin bx]' =qe®™ - 14+be -0 =ae™ . (11.3.6)
T=Tnp
Poniewaz takze
[e] o = ae™|,_, =ae"", (11.3.7)

wiec pochodne obu funkcji sg identyczne w punktach wspélnych ich wykre-
sow. Wynika stad, ze krzywe y = e**sinbx 1 y = €** sg faktycznie styczne
w tych punktach.

Dla drugiej pary funkcji, tj. dla y = e** sinbz i y = —e®, mamy podobny
uktad réwnan:

{ g - G_G:f;n bz , (11.3.8)
z ktérego wynika:
e sinbr = —e" <<= e"(sinbr+1)=0. (11.3.9)
Pociaga to za soba:
sinbr = -1 <= br= —g +2nm, gdzien € Z. (11.3.10)

Jesli, podobnie jak poprzednio, ponumerowaé rozwigzania tego réwnania pa-
rametrem 7 i dla odréznienia doda¢ falke nad symbolem z, to

1
En= 7 (_g + 2n7r) , gdzienc7Z. (11.3.11)
Dla kompletu podamy jeszcze, ze §, = —e®. Obliczmy teraz i poréwnajmy
pochodne obu funkcji:
[esinbz)’| = (ae™sinbr + be™ cosbr)|,_;
T=XIn n
= a e sin by, + b e cos biy, . (11.3.12)
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W punktach Z, mamy: sin bz,, = —1 oraz cos bz, = 0, wiec otrzymujemy:
[esinbr]|  =ae® . (=1)+be™ 0= —ae® . (11.3.13)
T=XTn

Zachodzi jednoczesnie:

az]/

= —qe®n (11.3.14)

[—e = —ae™|

T=Fn T=Tn
Obie funkcje maja identyczne pochodne w punktach wspdlnych ich wykre-
sow. Wniosek: krzywe y = e**sinbx i y = —e®® sg do siebie styczne w tych

punktach.

Problem 2
Wykazemy, ze rodziny krzywych:

T Y
m = Cl , Oraz m = 02 5 (11315)
gdzie C1,Cy € R i C? + C2 # 0, sa prostopadte do siebie we wszystkich
punktach przeciecia.

Rozwigzanie

Na rysunku 11.2 przedstawione sa odpowiednio czarnym i szarym kolorem
omawiane dwie rodziny krzywych dla kilku réznych wartosci parametrow Cy
i Co. Z rysunku faktycznie wynika, iz wszedzie przecinaja sie one pod katem
prostym. Ponizej postaramy sie to wykazaé¢ w Scisty, analityczny sposéb.

Najpierw znajdziemy punkty wspdlne dla krzywych (11.3.15) przy zato-
zeniu, ze parametry Cp i Cs sa ustalone i rézne od zera. Oznacza to jedno-
czeénie, ze x # 01y # 0. Przypadkiem, gdy jedna ze statych Cy,Cy rowna
jest zero, zajmiemy sie pozniej. Mamy zatem ukiad:

x

- = ¢
21 .2 )
Ty (11.3.16)
= 02 ’
2 + y2
z ktorego wynika po podzieleniu przez siebie réwnan stronami, iz
x Cl
—— = 11.3.17
y Oy ( )
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Rysunek 11.2: Uktad krzywych danych réwnaniami (11.3.15).

Wyliczajac stad = (tj. # = —y - C1/C2) i wstawiajac do drugiego z réw-
nan (11.3.16), otrzymujemy:
Y =0y Y Cy.  (11.3.18)

(—y- C1/Co)* + y? (CE/C3+1)y?
Pamietajac, ze y # 0, mozemy skrécié¢ y i tatwo je wyliczyé, otrzymujac:
= O

Y=C21 0 aiaan YT CZrCR

Mamy juz punkty przeciecia, a teraz obliczymy stosowne pochodne. Moz-

na powiedzieé, ze kazde z réwnan (11.3.15) definiuje pewna funkcje y(z).
Takie funkcje nazywamy wuwikianymi i istnieja stosowne twierdzenia doty-
czace ich istnienia i rézniczkowalnosci, ale zagadnienia te znajda sie dopiero
w drugiej czesci tego zbioru zadan. Czasami réwnanie tego typu udaje sie
rozwiklaé, czyli wyliczy¢ jawnie zaleznosé y(z), ktéra potem mozna zrdéznicz-
kowa¢ po x i znalez¢é wspoétczynnik kierunkowy stycznej do wykresu. Tak tez
mozna by postapi¢ w tym zadaniu. Poniewaz rozpatrujemy przypadek, gdy
x # 0 oraz y # 0, wiec (11.3.15) réwnowazne sa pewnym réwnaniom kwa-
dratowym na y, ktére naturalnie umiemy rozwiazaé. Z pierwszego dostajemy

(11.3.19)
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dwa rozwiazania (dwie funkcje), ktére nazwiemy y;(x) oraz ys(x). Z drugiego
otrzymujemy dwie inne funkcje: g1(x) oraz gs(z). Rozpatrujac konkretny
punkt przeciecia wykreséw, stwierdziliby$my, ze tylko jedna spoérdd funkcji
y; ma wykres przecinajacy sie z (jedna) funkcja 7;, zatem zawsze wiadomo,
ktéra para funkcji wchodzi w gre. Od momentu rozwiklania réwnan (11.3.15)
nasze zadanie staje sie wiec bardzo podobne do zadania poprzedniego.

Nie zawsze jednak z réwnania typu (11.3.15) uda sie jawnie wyznaczy¢
funkcje y(z). Moze sie bowiem zdarzyé, ze sa one autentycznie uwikiane
i wtedy trzeba sobie poradzi¢ inaczej. W ponizszym rozwiazaniu tego zada-
nia postapimy tak, jak gdybysmy mieli do czynienia wtlasnie z tego rodzaju
sytuacja. Jedli zatem pierwsze sposrod réwnan (11.3.15) definiuje pewna (nie-
znang nam) funkcje y(z), to po wstawieniu jej z powrotem w miejsce y otrzy-
mujemy tozsamoscé:

x
z? +y(v)?
Zalbézmy, ze funkcja ta jest rézniczkowalna przynajmniej w otoczeniu punktu,
ktéry jest rozwiazaniem ukladu (11.3.15). Stosowne twierdzenie dotyczace
rézniczkowalnosci funkeji y(x) pojawi sie w dalszym toku wykltadu, a nam
w tym miejscu wystarczy sama wiedza, ze y/(x) istnieje. Jedli tak, to tozsa-
mos¢ (11.3.20) mozna zrézniczkowaé obustronnie po z, otrzymujac:

L (2 4 y(2)?) — - (224 2y(a) -y (@)

= . (11.3.20)

=0, 11.3.21
2+ 522 (1321
co prowadzi do réwnania na y'(x), w postaci:
2 _ .2
y(z)? — 22 = 2ay(x)y' (z) =0 = y'(z) = y(;;y(x)x (11.3.22)

Mogloby sie tutaj pojawi¢ pytanie, czy wypisujac (11.3.21), mieliSmy prawo
zatozyé, ze x2 + y(x)? # 0. Wymaga to pewnego komentarza. Otéz zgodnie
z treécia zadania C? + C2 # 0, co oznacza, ze x i y stanowiace rozwigzanie
uktadu (11.3.15) nie moga by¢ jednoczesnie réwne zeru. Funkcje y(z) rozpa-
trujemy wylacznie na otoczeniu tego punktu (tj. na otoczeniu x stanowiacego
rozwiazanie). Poniewaz zalozyliémy o niej, ze jest rézniczkowalna, wiec musi
by¢ tez ciagta. Ciagle jest zatem takze wyrazenie z2 + y(x)?2, a skoro ma ono
rézng od zera wartosé¢ dla x stanowiacego rozwiazanie uktadu, to przynaj-
mniej na pewnym malym jego otoczeniu takze.

Aby znalezé wartosé pochodnej, czyli tangens kata (oznaczmy go sym-
bolem «) nachylenia stycznej w punkcie przeciecia, wystarczy podstawi¢ do
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(11.3.22) znalezione wartosci (11.3.19):

2 2
=G 2C1/(CF + C3) - (=C2) /(CF + C3)
Ct—C3
= = 11.3.23
2010y ( )
Zauwazmy: znalezliSmy wartos¢ pochodnej w punkcie przeciecia, nie znajac
jawnie wzoru funkcji! Teraz musimy to powtérzy¢ dla drugiej krzywej. Mamy
tozsamos$¢ (naturalnie teraz funkcja y(x) ma nowe znaczenie — jest to funkcja

definiowana drugim z réwnan (11.3.15)):

—y(x)
22 4+ y(x)?

Po obustronnym zrézniczkowaniu mamy:

Y(@) @+ y()?) —y(x) - (22 + 2y(2) Y (2))
(2? + y(x)?)?

=Cy. (11.3.24)

-0, (11.3.25)

skad wyliczamy y'(x):

2zy(z)

e (11.3.26)

Y (2)(2* —y(2)?) - 2ey(2) =0 = y'(x) =~

Musimy zastanowi¢ sig, czy to wyrazenie zawsze ma sens. Widaé, ze po-
chodna 4/(z) nie bedzie istnieé¢, gdy y = +z, co na mocy wzoru (11.3.17)
odpowiada sytuacji, gdy C; = FC5 (interesuje nas istnienie pochodnych
wylacznie w otoczeniach punktéw przeciecia wykreséw). Aby mieé na ra-
zie formuly dobrze okreslone, przypadek ten rozpatrzymy pézniej, a teraz
zaktadamy, ze C7 # FCs.

Réwnanie (11.3.26) po uwzglednieniu (11.3.19) umozliwia od razu poda-
nie wartosci pochodnej w punkcie przeciecia, czyli tangensa kata (/3) nachy-
lenia stycznej do wykresu:

2010y

tg 8= y/(x)‘q;:Cl/(Cf+02)2 = —W . (11.3.27)

Z (11.3.23) oraz (11.3.27) wynika nastepujacy zwiazek:

tga = — czyli  tga-tgf=-1. (11.3.28)

1
tg3’
Katy nachylenia krzywych, a wraz z nimi katy « i § ograniczone sa
do przedziatu [—7/2,7/2], a wlasciwie | — 7/2,7/2[, bo mamy do czynienia

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



11.3 BADAMY KRZYWE NA PEASZCZYZNIE — STYCZNOSC,
KATY PRZECIECIA 221

z funkcjami rézniczkowalnymi, dla ktérych styczne do wykreséw nie moga
by¢ pionowe. Mozna wéwezas (11.3.28) przepisa¢ w postaci:

sin o sin
75——1 <= sinasinf+cosacosf=0 <= cos(a—3)=0,

(11.3.29)
z ktérej wynika, ze a« — 3 = +7/2, a zatem krzywe przecinaja sie pod katem

cosacos B

prostym.
Teraz pozostaje nam rozpatrze¢ pominiete szczegdlne wartosci statych
C11i Cs.

e (4 = F(Cy # 0. Mamy woéwczas w punktach przeciecia y = +x, co
wynika z (11.3.17). Pochodna (11.3.22) réwna jest zeru. Pociaga to
za sobg o = 0. Styczna jest w tych punktach pozioma. Z kolei po-
chodna (11.3.26) w tym punkcie nie istnieje, nie istnieje tez w oto-
czeniu tego punktu sama funkcja y(z) zdefiniowana drugim réwna-
niem (11.3.15). Jednakze, aby wybrnaé¢ z tego klopotu, mozemy wéw-
czas potraktowaé¢ to réwnanie jako definiujace nie funkcje y(z), ale
x(y)! Jej pochodna 2/(y) := d/dy(x(y)) jest naturalnie zerem, co mo-
zemy stwierdzi¢ bez zadnych rachunkéw, bo réwnanie to jest analo-
giczne do (11.3.20) — rézni sie od niego jedynie nazwami zmiennych
(x < y) oraz stala po prawej stronie. Styczna jest wiec réwnolegla
do osi argumentéw, ktéra tym razem jest o y, a zatem kat 8 = +m/2.
W konsekwencji obie krzywe sg prostopadte.

e (4 =0,C9 #0. Teraz pierwsza krzywa opisana jest réwnaniem x = 0
(z wyjatkiem punktu (0,0), ktéry jest z niej usuniety). Punkty przecie-
cia z drugg krzywa to takie punkty, dla ktérych z = 0 oraz:

Wyy2:027 czyli y:—c%.
Na mocy (11.3.26) od razu widzimy, ze pochodna drugiej krzywej jest
w nich réwna zeru, a zatem styczna jest pozioma. Jest wiec prostopadia
do prostej x = 0.

(11.3.30)

e C1 # 0, Cy = 0. Tego przypadku nie warto osobno rozwazaé¢, gdyz
w poréwnaniu z poprzednim obie krzywe zamieniaja sie po prostu ro-
lami. Znéw przecinajg sie wiec pod katem prostym.

e (1 =(C5=0. Ten przypadek prowadzi do rownan sprzecznych i jest
wykluczony przez tresé¢ zadania.

Na zakonczenie warto powiedzie¢, ze gdy zapoznamy sie juz w ramach
kursu analizy z pojeciem funkeji holomorficznych (sa to funkcje zmiennej
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zespolonej z, ktére maja pochodna), to zadanie niniejsze stanie sie wrecz
banalne. Dwa réwnania podane w jego tresci przyjma wéwczas postac:

Ref(z)=C1, oraz Imf(z)=Cq, (11.3.31)

gdzie f(z) = 1/z jest wlasnie funkcja holomorficzna (poza z = 0). Takie funk-
cje maja wlasnosé (ktéra latwo udowodnié, postugujac sie tzw. warunkami
Cauchy-Riemanna), ze krzywe definiowane réwnaniami (11.3.31) sa zawsze
prostopadte.

11.4 Obliczamy granice metoda de I’Hospitala
Problem 1

Obliczymy granice: .
. x —arcsinx
lim (11.4.1)

Rozwigzanie

W tym rozdziale nauczymy sie znajdowaé granice funkcji majacych po-
staé¢ ilorazu f(x)/g(x), w ktérym zaréwno licznik, jak i mianownik dazy do
zera. Narzedziem, ktérego bedziemy uzywaé, jest tzw. regula (twierdzenie)
de 'Hospitala, ktéra ma nastepujaca posta¢. Zaktadamy, ze rzeczywiste funk-
cje f(x) i g(x) okreslone sa w pewnym sasiedztwie S punktu xq (tj. w otocze-
niu, z ktérego wyjety zostal sam punkt z), przy czym dla dowolnego z € S,
g(x) # 0. Ponadto mamy:

lergO flz) = xlingog(x) =0. (11.4.2)
Dodatkowo zakladamy, ze obie funkcje sa rézniczkowalne w tym sasiedztwie,
przy czym dla dowolnego = € S, ¢'(z) # 0. Wéwcezas, jedli istnieje granica:

/
lim f,(x) : (11.4.3)
% g ()
to istnieje rowniez granica, ktérej szukamy:
lim @ ) (11.4.4)
w10 g(x)
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i obie sa sobie réwne. Regute te stosowaé¢ mozna takze, gdy funkcje w liczniku
i mianowniku zamiast do zera daza do nieskonczonosci oraz gdy mamy do
czynienia z granicami niewlasciwymi: x — Foo. Jak sie przekonamy w dal-
szych przyktadach tego podrozdzialu, obok granic typu 0/0 i co/oo regula
de ’'Hospitala okazuje sie¢ uzyteczna takze dla znajdowania niektérych granic
typu 0o — oo, 0° oraz 1°°.

Spéjrzmy teraz na granice (11.4.1), ktéra mamy znalezé. W liczniku
mamy funkcje f(x) = x—arcsin z, a w mianowniku g(z) = 2. Dlaz — x¢ = 0
zarowno licznik, jak i mianownik zbiega do zera, a obie funkcje sa réznicz-
kowalne w otoczeniu zy. Poza tym punktem mianownik rézny jest od zera.
Zgodnie z reguta d I’'Hospitala mozemy teraz obliczy¢:

f(x) _ [z — arcsin z]’ lim 1-1/vV1—a? '

xz—0 g’(m) z—0 [x?’]’ x—0 322

(11.4.5)

Co prawda nadal nie potrafimy wprost podaé¢ wartoéci tej granicy, ale odnies-
liSmy pewien sukces. Polega on na tym, ze w liczniku pozbylidémy sie funkcji
arcus sinus i mamy wyrazenie czysto algebraiczne, a w mianowniku udato sie
obnizy¢ stopien zera o 1 (z 3 na 2). Otrzymana granica ma nadal charakter
de I'Hospitala, tj. 0/0. Mamy teraz dwie mozliwe drogi. Mozemy potraktowaé
otrzymane wyrazenie (11.4.5) jako kolejne zadanie na regule de I’'Hospitala
z pewnymi nowymi funkcjami:

~ 1 ~

f(x):l—ﬁ, 9(z)
i zrézniczkowad licznik i mianownik kolejny raz. Stopien zera w mianowniku
obnizy sie przy tym znéw o jeden. Jesli regule zastosowaé po raz trzeci —

choé¢ moze to by¢ niepotrzebne — to okaze sie, ze granica przestata juz by¢
typu 0/0 i powinno udaé sie wyliczy¢ ja jawnie.

=327, (11.4.6)

Druga metoda to zastosowanie do algebraicznego wyrazenia (11.4.5)
,chwytow” stosowanych w podrozdziale 7.1 i przeksztalcenie go do postaci,
ktorej granice juz umiemy wyliczyé. Dosy¢ standardowym i znanym nam za-
biegiem stosowanym w przypadku wyrazen typu (11.4.5) jest pozbycie sie
pierwiastka z licznika poprzez wykorzystanie wzoru:

V1i—2241 1—22-1 —?
Vi —1=(1—22-1). vl = N
Vi—-22+1 V1—-22+1 V1—-22+1
(11.4.7)
Poniewaz ten podrozdzial po$wiecony jest jednak twierdzeniu de I’Hos-

pitala, wiec my zastosujemy ponizej te pierwsza metode. Funkcje w wyraze-
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niu (11.4.5) spelniaja zalozenia twierdzenia, wiec mamy:

~(:c) lim f’(m) li {1 _ 1/ 1- xﬂ/ = lim _:C/\/m
6x

I - - _
zli% g(:c) z—0 g’(m) z—0 [3:{?2]’ z—0
~1//T=22¢ 1
= lim / (6 T _ - (11.4.8)
xr—

Jak widaé, dzieki skréceniu  w liczniku i w mianowniku nie bylo potrzeby
rozniczkowaé funkcji po raz trzeci. W ogdlnosci jednak, o ile nie nastapia po
drodze jakie§ nadzwyczajne uproszczenia, potrzebnych jest tyle krokéow, ile
wynosi stopien zer (w naszym przypadku zaréwno w liczniku, jak i w mia-
nowniku mieli$émy zera trzeciego stopnia).

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na jedng rzecz: po wykonaniu kaz-
dego kolejnego kroku rézniczkowan nalezy przyjrzec sie otrzymanemu wyra-
zeniu, czy nie uda sie go w jaki$ sposéb uproscié. Mechaniczne rézniczkowanie
funkcji do tego nieprzygotowanych moze spowodowaé — zamiast uproszcze-
nia — znaczne skomplikowanie otrzymywanych wyrazen. Na przyktad stosu-
jac opisang metode do wyrazenia:

1 — arcsinz/x

lim 5 ,

lim . (11.4.9)
ktére stanowi przeciez te sama granice co (11.4.1), nie bylibySmy w stanie
poprzez kolejne roézniczkowania pozby¢ sie funkcji arcus sinus i nie otrzyma-
libysmy wyrazenia algebraicznego. Jasne jest, ze przed rozpoczeciem réznicz-
kowan nalezalo przeksztalcié wyrazenie w ten sposéb, aby najbardziej ,.kto-
potliwa” funkcja, czyli arcus sinus, nie wystepowala w utamku. Zidentyfiko-
wanie takiej funkeji (o ile ona jest obecna w wyrazeniu) jest wiec pierwszym
naszym krokiem przy rozwigzywaniu granic ta metoda. Przyklad takiego ro-
zumowania pojawi si¢ juz w nastepnym zadaniu.

Wracajac do problemu z tresci zadania, na podstawie (11.4.8), (11.4.5)
oraz tw. de I’Hospitala otrzymujemy wynik koncowy:

lim T EFRE (11.4.10)
z—0 T 6
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Problem 2

Zmajdziemy granice:
lim z™log" = , (11.4.11)

z—0t

gdzie m,n € N.

Rozwigzanie

Zanim przystapimy do rozwiazywania tego przykladu, musimy odnoto-
wac, ze sformutowana w poprzednim zadaniu reguta de I’Hospitala ma tez
zastosowanie do granic jednostronnych, czyli takich, z jaka wtasnie mamy
tutaj do czynienia. Naturalnie wéwczas odpowiednie pochodne takze beda
jednostronne, a zamiast o sasiedztwie punktu xy mowa bedzie o przedziale
lxo, xo + 7[ lub |xg — 7, o[ dla pewnego r > 0. Zauwazmy takze, iz (11.4.11)
nie jest granica typu 0/0 ani co/o0, lecz 0 - oo, gdyz

r — 0, a logz — —o0. (11.4.12)
z—0t z—0t
Aby wiec mozna bylo wykorzystaé omawiang regule, musimy nasze wyraze-
nie przeksztalci¢é do wymaganej postaci. Sa tutaj mozliwe dwie drogi. Albo
przepiszemy (11.4.11) w formie:

xm

. T
xlgng x™log"x = xlgng Tlog" @ (11.4.13)
i bedziemy mieli do czynienia z granica 0/0, albo tez napiszemy:
. mim . log"x
lim z™log" x = lim (11.4.14)
z—0t z—07+ 1/$m

i stanie sie ona granica co/oo. Powstaje w tym miejscu wazne pytanie: ktéra
z tych dwdéch mozliwoéci wybraé i czym sie przy tym kierowaé? A moze
oba rozwigzania sa réwnie dobre? Trzeba przy tym zaznaczyé, ze w obu
sytuacjach zalozenia twierdzenia (w wersji jednostronnej) sa spelnione, czyli
nie ma formalnych przestanek, aby (11.4.13) badz (11.4.14) odrzuci¢.
Odpowiedzi na zadane pytanie dostarcza dyskusja, jaka pojawita sie pod
koniec poprzedniego problemu: nalezy wybraé¢ te mozliwo$é, ktéra po za-
stosowaniu reguly de I’'Hospitala, czyli po zrézniczkowaniu (by¢ moze kilka-
krotnym) licznika i mianownika, pozwoli nam pozby¢ sie ,niechcianej”, czyli
najbardziej ,klopotliwej” funkcji. W poprzednim zadaniu taka funkcja byt
bez watpienia arcsin xz. Tutaj, jesli mamy do wyboru pozby¢ sie¢ ze wzoru lo-
garytmu albo funkcji potegowej, to na pewno wolimy to pierwsze. Dla funkcji
potegowych bowiem obliczanie granic nie nastrecza na ogdt probleméw.
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Spoéjrzmy teraz na pierwszy wariant, czyli wzér (11.4.13). Mamy do zréz-
niczkowania w mianowniku pewng potege odwrotnosci logarytmu:

17 -n 1
= C— 11.4.15
{log” :c] log”+1 T T ( )
Jak wida¢, rézniczkowanie, ktére pojawia sie przy stosowaniu reguty de I’Hos-
pitala, nie tylko nie uproscilo naszego wyrazenia, ale wrecz przeciwnie —
skomplikowalo je. Mamy bowiem teraz funkcje logarytm w potedze o jeden
wyzszej. Kolejne pochodne beda ten wyktadnik jeszcze powiekszaé. W prze-

ciwienstwie do tego rézniczkowanie logarytmu w liczniku w (11.4.14) daje:
[log" z]" = Ly log" . (11.4.16)
x

Potega logarytmu ulegta zmniejszeniu i jest szansa, ze po kilkakrotnym zréz-
niczkowaniu pozbedziemy sie go zupelnie. Wybieramy wiec do dalszych ra-
chunkéw postaé (11.4.14).

W tym rozumowaniu w ogéle pomineliSmy drugi element wzoru, czyli
wyrazenie potegowe. Wynika to stad, ze nie jest dla nas istotne, czy potega
przy x wzrodnie, czy zmaleje. Ta funkcja nie jest ,klopotliwa” (a przynajmniej
jest duzo mniej  klopotliwa” w poréwnaniu z logarytmem) i prawdopodobnie
bedziemy umieli sobie z nia poradzi¢ niezaleznie od wielko$ci wyktadnika.
Przy rézniczkowaniu funkcji potegowej nie pojawi sie bowiem nic gorszego
niz inna funkcja potegowa.

Startujemy zatem z (11.4.14) i stwierdzamy, ze spelnione sa zalozenia
twierdzenia de I’Hospitala dla granicy jednostronnej. Mamy wiec:

1 n l n /! l n—1
lim 2™ log"x = lim 8 T _ M B M
z—0+ a0t 1/a™  a—ot [1/2m] a0t —mzm
1 n—1
= " fjm 2 ° (11.4.17)

m z—0+t 1/z™
ObnizyliSmy w ten sposob stopien logarytmu, a potega mianownika nie zmie-
nita sie. Jasne jest, ze aby w ogdle pozby¢ sie logarytmu, musimy procedure
te powtérzyc¢ jeszcze n — 1 razy. Za kazdym razem trzeba sprawdzié, czy
nowe funkcje spelniaja zatozenia stosowanego twierdzenia, ale jest to dosyé
oczywiste, gdyz charakter funkcji przy tym sie nie zmienia.
Wykonujac opisane powyzej kroki, otrzymamy:

-1 1 1
lim z™log"z = (—2) : (_n ) e (——) - lim
N m m m/) z—0t 1/z™

= (-1)"— lim 2™ =0. (11.4.18)

m" z—0+
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Uzyskaliémy w ten sposéb znany wynik, ze zachowanie potegowe przewaza
nad logarytmicznym niezaleznie od wartosci n, m > 0. Warto takze wiedziec,
ze w podobny sposoéb zachowanie wykladnicze dominuje nad potegowym.

Problem 3

Zmajdziemy granice:

lim x <g - arctgx) : (11.4.19)

r—00

Rozwigzanie

Jak wiemy, arctgz T /2, wiec granica ma postaé¢ oo - 0. Mozna ja prze-
ksztalci¢ do formy 0/0 badZ oco/oco w sposéb analogiczny do tego z poprzed-
niego zadania. Trzeba tylko zadecydowaé, ktéry z tych dwdch wariantéw wy-
braé. Zapisanie naszego wyrazenia w postaci:
T T

x <§ — arctg x) = T/(r/2 —arctg 7) (11.4.20)
nie doprowadzi do celu, gdyz rézniczkowaniem licznika i mianownika, na-
wet wielokrotnym, nie pozbedziemy sie ,klopotliwej” funkcji arcus tangens.
Musimy wiec napisac:

x (g — arctg x) = —ﬂ/2 —1/aictgx ) (11.4.21)
co prowadzi do granicy typu 0/0, i do niej zastosowaé twierdzenie de I'Hos-
pitala. Zalozenia tego twierdzenia sg w sposOb oczywisty spelnione, gdyz
zar6wno arctgx, jak i 1/x sa okreSlone i rézniczkowalne w otoczeniu nie-
skonczonosci, tj. w przedziale | M, o[, gdzie M € Ry, a mianownik (11.4.21)
dodatkowo rézny jest od zera i takim tez pozostanie po zrézniczkowaniu.
Mamy zatem:

lim m/2 —arctgr _ - [7r/2—arc/tgx]/ — lim —1/(1 4 2?%)
T—00 1/x T—00 [1/:5] T—00 —1/x2
22
~ lim —1. (11.4.22)

r00 1 + 22
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Problem 4

Zmajdziemy granice:
1 1

li — 11.4.23
) z(xr+1) log(x+1) ( )

Rozwigzanie

Tym razem mamy do czynienia z granica typu co — oo lub —oo 4 oo
w zaleznosSci od tego, czy zbiegamy z x do zera poprzez wartosci dodatnie
czy ujemne. Granica (11.4.23) nie bedzie jednak od tego zaleze¢, wiec oba
przypadki mozemy potraktowaé tacznie.

Najprostszym sposobem przeksztalcenia (11.4.23) do postaci typu 0/0
jest sprowadzenie utamkéw do wspoélnego mianownika, czyli napisanie:

1 B 1 _log(z+1) —x(x+1)
z(x+1) log(z+1)  z(z+1)log(z +1)

(11.4.24)

Funkcje w liczniku i mianowniku w otoczeniu 0 spelniajg zalozenia twierdze-
nia de 'Hospitala, wiec otrzymujemy:

- log(z +1) —z(z+1) o log(z + 1) — x(x + 1))

z—0 xz(z +1)log(x + 1) 2=0 [z(x + 1)log(x + 1)]

) 1/(z+1)—2x—1
= lim
2—0 (2 + 1)log(x + 1) +x(x+1)-1/(x + 1)
1/(z+1)—2x—1

=1l . 11.4.2
00 (2x 4+ 1)log(x + 1)+ = ( 5)

Otrzymana granica nadal jest typu 0/0, a zalozenia twierdzenia ponownie sa
spelnione. Zatem wykonujemy kolejny identyczny krok i dochodzimy do kon-
cowego wyniku:

clog(z+1) —x(x+1) in [1/(x+1) — 22— 1]
all—% r(z+1)log(z +1) 0£—>0 (22 + 1) log(z + 1) + 2]’ (11.4.26)
—1/(z+1)?> -2 -1-2 3

02log(@+ 1)+ Rz + 1)/ +)+1 2.0+1+1  2°
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Problem 5

Obliczymy granice:
lim (sin? z)' s * (11.4.27)

z—0

Rozwigzanie

W tym przyktadzie mamy do czynienia z jeszcze innym rodzajem granicy,
do ktérej zastosowaé mozna regute de I’Hospitala. Poniewaz:

lim sin?z =0 oraz lim (1 —cosz) =0, (11.4.28)

z—0 z—0
wiec granica jest typu: 0. Powstaje pytanie, jak mozna sprowadzi¢ ja do po-
staci 0/0 lub co/c0. Z pomoca przychodzi nam tutaj funkcja logarytm, dzieki
ktorej potege mozemy zamieni¢ na iloczyn. Zamiast obliczaé granice pewnej
funkcji f(x) znajdziemy granice wyrazenia log f(x). Istotna wlasnoscia lo-
garytmu odgrywajaca w naszym rozumowaniu bardzo wazng role jest jego
ciaglosé, ktora pozwala nam napisa¢ réwnanie:

lim log / (2) = log QLmO f(:c)) , (11.4.29)

o ile tylko f(z) > 0 w otoczeniu punktu z = 0 oraz lin% f(z) > 0. Jesli wigc
xTr—

znajdziemy granice lewej strony:

g= ili% log f(x) , (11.4.30)
to z poréwnania z prawg otrzymamy:
log (ili% f(x)) =g, (11.4.31)
a z roznowartosciowoéci logarytmu wyniknie, iz:
gchnlo flx)=¢€9. (11.4.32)

ZarysowaliSmy sposob rozwiazania zadania, a zatem mozemy teraz przy-
stapi¢ do jego realizacji. W naszym przypadku f(z) = (sin?z)!=5%, Obli-
czymy zatem:

lir% log(sin? )1 7¢08 = lin(l)(l — cos ) log(sin? z) . (11.4.33)
xr— r—
»Klopotliwg” funkcja jest na pewno funkcja logarytmiczna, ktéra co prawda
musieliSmy wprowadzié¢, aby otrzymac iloczyn, ale teraz postaramy sie¢ usunaé
ja poprzez rézniczkowanie. Logarytm musi wiec pozostaé¢ w liczniku, a do mia-
nownika powedruje czynnik (1 — cosx):
2

loasi
lim log(sin® 2)! ~*** = lin og(sin” z) (11.4.34)

a—01/(1 —coszx)
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Stosujac twierdzenie de ’'Hospitala, otrzymujemy:

. / . .
i log(sin2 x)lfcosx _ [log(st z)] i 2sinzx cos z/ s1n2':c
z—0 2=0[1/(1 —cosz)] «—0—1/(1 —cosx)? sinx
— fim 2cosz/sinx o i & x(l ~ cos )2 (11.4.35)
z—0 —1/(1 — cosz)? - sinx 2—0 sin® z

Otrzymana granica nadal ma postaé¢ 0/0, ale nie warto automatycznie stoso-
waé po raz drugi reguly de I’Hospitala. Nie ma bowiem sensu rézniczkowaé
pelnego wyrazenia w liczniku (11.4.35), skoro granica funkcji cosz w zerze
jest nam dobrze znana i rowna 1. Wygodniej policzy¢ osobno
lim w (11.4.36)
z—0 sin” x
a nastepnie skorzysta¢ z twierdzenia, ze granica iloczynu funkcji jest ilo-
czynem ich granic. Omawiana regule stosujemy wiec jedynie do (11.4.36),
uzyskujac:

lim (1 - c;)s r)? . [(1 - c;)s )%’ — lim 2(1 — cos x)sinw
z—0  sin®x z—0  [sin® x|’ z—0 2sinxzcosx
1-— 0
i L0082 0 (11.4.37)
z—0  cosx 1
W konsekwencji:
lim log(sin? )1 7¢*% = —2.1.0=0, (11.4.38)
Tr—
przy czym jedynka to wtasnie granica pominietego cosinusa. Stad wynika, ze:
lim (sin?z)l7cos® =0 =1, (11.4.39)
Tr—
Problem 6
Obliczymy granice: ,
liII(l)(COS )1/ toe(1+a%) (11.4.40)
Tr—

Rozwigzanie
Jeszcze inny rodzaj granicy, do obliczenia ktérej uzyteczna jest reguta

de I'Hospitala, to granica typu 1°°. Aby zamieni¢ ja na taka, ktorej doty-
czy stosowane twierdzenie, trzeba podobnie jak w poprzednim przyktadzie
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wykorzysta¢ funkcje logarytm. Piszemy wiec najpierw:
1422) _ 1s log cos x

i 1/log( = = T
ili% log(cos x) ilir(l) Tog(1+ 27) (11.4.41)

i widzimy, ze otrzymaliémy od razu potrzebna granice typu 0/0. Zalozenia
twierdzenia sa spelnione, wiec mamy:
log cos ) [log cos x|/ . —sinz/cosx

lim —2 2 - il Aitidid
io0log(1 +22) om0 [log(l+ 22)]  a20 2z /(1 + 22)

1 i 1+ a2
— —~ lim [Smx R (11.4.42)
2 z—0| x Ccos T
Teraz wystarczy przypomnieé¢ znany nam juz wynik (zob. (7.1.1)):
lim 22— (11.4.43)
z—0 X

oraz skorzystaé z faktu, ze granica iloczynu funkcji w (11.4.42) jest iloczynem
granic, aby otrzymac:

1 1 140 1
lim —8sr 14 IF0_ 1 (11.4.44)
z—0 log(1 + 2?) 2 1 2
W efekcie dostajemy wynik koncowy:
1
lim (cos )"/ log(14+27) — o=1/2 = —_ (11.4.45)
r— (&

11.5 Zadania do pracy wtlasnej

Zad. 1. Wykazaé tozsamosci i nieréwnodci:

2
a arctg * +2arcctgx—27r dla z < —1.

)

b)

c) sinx +tgax >2x dla z €]0,7/2[.
)

arctg x
d) lo >
gl +2) > ———

Zad. 2. Zbadaé, ktora z liczb jest wieksza: 10001901, czy 10011900,

3 arccos z — arccos (3z — 423) = 7 dla |z| < 1/2.

dla =z > —1.

Odpowiedz:
10001001 > 10011000,
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Zad. 3. Wykazaé, ze spelnione sa nieréwnosci:
3z _ 9z
x
b) |sinz —siny| < |z —y| dla z,y € R.

a) 2771 < <371 dla z > 1.

Zad. 4. Wykazaé, ze ponizsze rodziny krzywych sa prostopadle do siebie
we wszystkich punktach przeciecia:

a) 22 —y?=Cy, ay=Cy, gdzie C1,Cy €R.
b) 22 +4? =C, arctgy =Cy, gdzie C1 >0,—7/2 < Cy < 7/2.
x
Zad. 5. Znalez¢ granice, postugujac sie metoda de ’'Hospitala:

1 logcos(ax)

— - dzi b#0.
a) a—0 22 logcos(bz) ’ gdzie a.b#
inh z — si 1 1
b) 19, lim —om L ST g0 iy ( _ )
z—0 x(coshx — cosx) z—0 \zarcsinx  zarsinhx
. 1 . 1+logax—=x
1°. 1 t _ 2°, lim ——=— "
C) z—>17rn/12<gx+$—ﬂ'/2)’ J:l—>rnl (x2—1)2
d) 1°. lim arctg z — log(1 + ac)7 9 Tim sin — gcos 2x
z—0 log(1 + 22) z—0 sin® x

2

1/x
e) 1°. lim (cos2 :c) / , 2° lim (tghz)”.

x—0 T—00

2x
f) 1°. lim E (21/“+31/x)] . 2°. lim (cos 2z) /%"

T—00 Tr—

Odpowredzi:

a) Granica réwna jest (b? — a?)/2.

b) 1°. Granica réwna jest 1/3. 2°. Granica réwna jest —1/3.
¢) 1°. Granica réwna jest 0. 2°. Granica réwna jest —1/8.
d) 1°. Granica réwna jest 1/2. 2°. Granica réwna jest 11/6.
) 1°. Granica réwna jest 1/e. 2°. Granica réwna jest 1.
)

e
f) 1°. Granica réwna jest 6. 2°. Granica réwna jest 1/e.
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Wyzsze pochodne i wzér Taylora

12.1 Wykazujemy formuly na pochodne wyzszych
rzedow metoda indukcji

Problem 1

Wykazemy tzw. wzor Leibniza na n-tg pochodna iloczynu funkeji:

(@) o)™ =3 () 7P, (12,11

k=0
gdzie f,g: R — R sg funkcjami n-krotnie rézniczkowalnymi.

Rozwigzanie

Symbol Newtona znany jest juz nam z réwnania (4.2.33), wiec nie ma po-
trzeby go tu przypominaé. Dowdd przeprowadzimy metoda indukcji, z ktéra
zaznajomiliSmy sie w rozdziale 4. Szczegdlnie przydadza si¢ nam ponizej ra-
chunki, jakie wykonaliémy przy dowodzeniu wzoru dwumiennego Newtona
w zadaniu 2 w podrozdziale 4.3.

Dowéd rozpoczynamy od sprawdzenia, czy réwnanie (12.1.1) jest spel-
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nione dla n = 1. Jak zwykle poréwnujemy lewa i prawa strone:

L = (f(z)g(x)) = f(x)g(x) + f(z)g'(x) (12.1.2)
P=i<1>W”UWW)

:< ) 40 <%m+(})ﬂPWw¢Wm
1-

= 1 fl()g(x) +1- f(2)g' () = f'(x)g(z) + f(2)g'(x) ,
gdzie fO)(z) = f(z ) ( )(z) = g(z). Z (12.1.2) widzimy, ze L = P. Dlan = 1
wzor Leibniza jest wiec spelniony. Drugi krok rozpoczniemy od wypisania
zalozenia indukcyjnego oraz tezy indukcyjne;j:

k
ZL: uumw»“=§:<§)ﬂk%m¢%m, (12.1.3)

=0

&,,Or—l

k+1 k41
TL: (F(@) gla)®HD) = 3 ( z ) FETD ()90 () .
1=0
(12.1.4)
Poréwnujgc lewe strony powyzszych réwnan, juz na pierwszy rzut oka
zauwazamy, ze aby dowie$¢ tezy indukcyjnej, korzystajac z zalozenia induk-
cyjnego, trzeba po prostu obie strony (12.1.3) zrézniczkowaé jeden raz po x.

Mamy zatem:
/

k
k _
(f() g(2) ¥V = [f(2) g(x)) M) = [Z ( ! ) e ”(x)g(”(x)] (12.1.5)
=0
Jak wiemy, pochodna skonczonej sumy funkcji réwna jest sumie pochodnych,
o ile kazda z funkcji osobno jest rézniczkowalna. Pochodng iloczynu obliczamy
natomiast zgodnie z regulami rézniczkowania, analogicznie jak w (12.1.2).
Otrzymujemy w ten sposob:
k

(f(x) g(a) D =3 < I; ) (5D (2) g (2)) (12.1.6)

=0

k
:;;(];)f(k—l—l—l +Z< ) ()¢ () .

Dalej podaza¢ mozemy krok w krok za naszymi rachunkami przeprowa-
dzonymi przy dowodzeniu wzoru Newtona. ZauwazyliSmy wdéwczas, na pod-
stawie postaci tezy indukcyjnej, ze potrzebne nam sa wyrazenia typu:

FEED @) ()
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czyli takie, jakie otrzymaliémy w pierwszym sktadniku sumy (12.1.6). W dru-
gim nie zgadzaja sie stopnie pochodnej, ale wiemy juz, ze rozwigzaniem
jest wprowadzenie (wylacznie w drugiej sumie) nowej zmiennej sumowania
I = 1+ 1. Oczywiste jest, ze sumowanie po tej nowej zmiennej nie bedzie
przebiegaé¢ od 0 do k, lecz od 1 do k + 1. Otrzymujemy:

(f(z) g(z)*HD) = Zk: < I; )f(’““”(x)g(” (z) (12.1.7)

gdzie pomineliémy nieistotny ,prim” przy ,Slepej” zmiennej sumowania [.
Przy tym podstawieniu ulegt zmianie takze symbol Newtona:

()= (5

Oba skladniki we wzorze (12.1.7) maja juz podobna strukture, rézniac
si¢ jedynie granicami sumowania: w pierwszym od 0 do k, a w drugim od
1 do k+ 1. W podrozdziale 4.3 omingliSmy te trudnosé, rozpatrujac osobno
sumowania od 1 do k (ktére sa w obu skladnikach sumy), a oddzielajac wyraz
z |l = 0 (z pierwszej sumy) i wyraz z [ = k + 1 (z drugiej sumy). Podobnie
postapimy i teraz, otrzymujac:

k

ummuﬂﬂ”:<§>ﬂ“PW@wW@+Zﬂ<?)

=1

+<lflﬂfW*W@WM@+<§)ﬂ“PFWm¢“W@.

(12.1.8)

Wyrazenie w nawiasach prostokatnych uprosciliSmy juz w zadaniu doty-
czacym wzoru dwumiennego Newtona (zob. (4.3.14)), otrzymujac:

()08 )-()

wiec mozemy teraz wykorzystaé¢ ten wynik. Uzyskujemy w ten sposéb sym-
bol Newtona o dokladnie takich wskaznikach, jakie sa w tezie indukcyj-
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nej (12.1.4). Mozemy teraz zapisaé¢ nasze wyrazenie w postaci:

(f(2) gla) "D = < g ) FOH=0 ()9O () (12.1.10)

+Z < k+1 ) ’fH*l)(x)g(l) (z) + ( ’Z ) f(k+1fk71)(x)g(k+1)(x) .

Pierwszy i ostatni wyraz wlaczymy teraz pod znak sumy, rozszerzajac granice
sumowania z dotu do zera, a z gory do k + 1. Wykorzystamy przy tym znane
nam juz tozasamosci:

k k+1 k k+1
() == () (5)==(1) - e

Zbierajac wszystko razem, widzimy, ze otrzymaliSmy teze indukcyjna:

(f () g(a))FHD) = < kg ! )f(’““(’)(x)g(o)(x) (12.1.12)
+ Z( kE+1 )f(k+1_l)($)g(l)($)
< ]Z:Ii ) PO () (1) ()

_ i ( k:Jlr 1 >f(k+1l)(x)g(l)(x) ’
1=0

a tym samym wykazaliSmy wzor Leibniza.

Problem 2

Znajdziemy n-ta pochodna funkcji f(x) = €* sinbxr okreslonej na R
dla a,b € R\ {0}.

Rozwigzanie
Rozwiazanie tego zadania sktada sie z dwoch krokéw. W pierwszym z nich

postaramy sie odgadnaé¢ wzér na f((z), a w drugim wykazemy, ze jest on
poprawny, wykorzystujac do tego metode indukcji matematyczne;j.
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W jaki sposéb mozna zatem domyéle¢ sie postaci n-tej pochodnej? Je-
$li nie wiadomo, od czego zaczal, to warto znalez¢ jawnie kilka pierwszych
pochodnych, a by¢ moze nasunie nam sie jaki§ pomyst. Policzmy zatem:

f(z) = ae® sinbx + be® cosbx = e* (asinbx + beos bx) . (12.1.13)

Teraz powinni$my znalezé f”(x). Zrézniczkowanie wprost otrzymanego po-
wyzej wyrazenia daje jednak:

f"(z) = [e*(asinbr + beosbr)] = ae™(asinbr +bcosbr)  (12.1.14)

+ €% (abcos bxr — b sinbx) = e ((a® — b?) sin bz + abcos bx) .

Widaé, ze podczas kolejnych rézniczkowan wspétezynniki przy funkcjach try-
gonometrycznych komplikuja sie i trudno byloby wydedukowaé na tej podsta-
wie wzér ogélny na £ (x). Z tego wzgledu przed obliczaniem drugiej pochod-
nej nalezy wyrazenie (12.1.13) nieco przygotowac. Przede wszystkim musimy
sobie uswiadomic, ze przyczyna komplikacji jest pojawienie sie, po pierwszym
zrozniczkowaniu funkcji cosinus. Gdyby udalo sie jej pozbyé, to znalezione
/' (x) niewiele rézniloby sie od wyjsciowej funkeji f(z) i tatwo znajdowaliby-
$my kolejne pochodne.

W jaki wiec spos6b mozna z wyrazenia (12.1.13) pozby¢ sie cosinusa?
7 pomocy przychodzi nam tutaj wzér na sinus sumy katéw:

sin(a+ ) =sinacos f +sinfcos a . (12.1.15)

We wzorze na f'(x) rozpoznajemy taka wlasnie strukture w nawiasie, jesli
tylko oznaczymy a = bx. Chcialoby sie przy tym napisaé, ze:

cosB=a, oraz sinf=>b, (12.1.16)

jednak dla dowolnych parametréw a i b nie jest to mozliwe. Funkcje sinus i co-
sinus przyjmuja wszak wartosci jedynie z przedziatu [—1, 1], a ponadto spel-
niaja tozsamosé, ktéra nazywamy jedynka trygonometryczna. Wynika stad,
ze mogliby$my wprowadzi¢ pomocniczy kat [ za pomoca réwnan (12.1.16),
o ile parametry spelniatyby warunek a? + b?> = 1. Tak naturalnie w ogélnosci
nie jest. Jak sobie wiec poradzi¢ w takiej sytuacji? Otéz mozemy przepi-
sac¢ (12.1.13) w postaci:

b
"(z) = Va2 + b2 e™ (70, —_— cosbx) ,
fz) va?+b? va? + b2 (

gdzie nowe wspotczynniki w sposéb oczywisty spelniaja potrzebny warunek:

sin bz + 12.1.17)

(\/a2a+ b2)2 " (\/a2b+ b2)2 - (12118)
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Nie ma wiec przeszkdd, aby zdefiniowaé kat § za pomoca rownan:
a b

COSﬂ = \/agjw oraz smﬂ = \/TW

i wykorzysta¢ (12.1.15). Dostajemy w ten sposoéb:

f(z) = Va2 + b2 e* sin(bz + 3) . (12.1.20)
Wyrazenie to przypomina wzér na f(z) i z jego ponownym rézniczkowaniem
nie bedziemy mieli zadnego problemu. Stala multiplikatywna v/a? + b2 mozna
bowiem wyciggnaé przed znak pochodnej, a przesuniecie argumentu funkcji
sinus tez nie ma zadnego znaczenia. Powtarzajac cala procedure raz jeszcze,
otrzymujemy:

1 2
f(z) = {\/ a? + b? e sin(bx + ﬁ)} = (\/ a? + 62) e sin(bx + 8+ ) .
(12.1.21)
W tym momencie jesteSmy juz w stanie zapostulowaé wzér na n-ta pochodna:

£ () = (\/ a’+ bQ)n e sin(bx + nf) . (12.1.22)

Mozemy teraz przystapi¢ do drugiej czeSci rozwiazania, czyli indukcyj-

nego dowodu wzoru (12.1.22). Nie musimy sprawdzaé¢ jego stusznosci dla

n = 1, poniewaz dobraliSmy go wtasnie tak, aby zgadzal sie dla poczatko-

wych wartosci n. Pozostaje wiec wykazaé, ze z prawdziwosci zalozenia induk-
cyjnego:

(12.1.19)

7R (z) = (\/ a2 + 62>k e sin(bx + k) , (12.1.23)

wynika teza indukcyjna:
FED () = (Va2 + b2 e sin(ba + (k + 1)) . (12.1.24)
Procedura tego dowodu jest podobna do tej z poprzedniego zadania. Wy-

chodzimy od réwnania (12.1.23) i rézniczkujemy je obustronnie. Uzyskujemy

w ten sposob:
!/

FE () = [(\/ a?+ bQ)k e sin(bx + k3) (12.1.25)
= (\/a —i—bQ)k a e sin(bx + k3)
+ (Va2 4+ b2)F b e cos(bx 4 kB3) = (Va2 4 b2)F 1 es®
X sin(bx + k) + \/%W cos(bx + kf3)

{\/ai
— (\/a ) ™ sin(bx + kB + )
(Va2 +

) e sin(bx + (k+1)5) .
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Jak wida¢, otrzymaliémy prawa strone tezy indukcyjnej (12.1.24), wiec wzér
(12.1.22) zostal udowodniony.

12.2 Rozwijamy funkcje
Problem 1

Wykazemy, ze dla dowolnego x € R zachodzi nieréwnosc:
2 3
x

e“>1+x+%+€. (12.2.1)

Rozwigzanie

Problem powyzszy mozna rozwiazywaé, postugujac sie metodami z pod-
rozdziatu 11.1, ale my wykorzystamy tutaj wzér Taylora. Zatézmy, ze mamy
do czynienia z rzeczywista funkcja f, ktora jest klasy C™ na pewnym prze-
dziale [a,a + h], gdzie h > 0. Istnieje wowczas taki parametr 6 €]0, 1], ze

2 n
fla+h)= f(a)+% f’(a)+% f”(a)+...+% F™(a)+ Ry(a,h) , (12.2.2)

gdzie tzw. reszcie Ry, (a, h) mozna nadawaé rézne postacie, a nam bedzie ona
przydatna w formie Lagrange’a:
hn+1
(n+ 1)
Funkcja f(z) = €® w sposéb oczywisty spelnia zalozenia powyzszego
twierdzenia na przedziale [0,x]. Co wiecej, kolejne jej pochodne jesteSmy
w stanie oblicza¢ w pamieci, gdyz [e®]" = e*. Bedziemy wiec mogli zastosowaé
wzér (12.2.2), dostosowujac jedynie odpowiednio oznaczenia: a = 0 oraz h =
x. Mamy:

R,(a,h) = F+ (@ + 6n) . (12.2.3)

0 0, % o, o " o
=+ =l e+ + = e+ R,(0,7) . (12.2.4)
1! 2! n!
Wykorzystujac (12.2.3) i przyjmujac n = 3, przepiszemy to w postaci:
2 3 4
. R _ T g

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



240 12 WYZSZE POCHODNE I WZOR TAYLORA

Nie znamy konkretnej warto$ci parametru 6 po prawej stronie, ale jaka by
ona nie byla, to z%e?* > 0. Otrzymujemy stad pozadang nieréwnosé:

e —1—= - — —>0. (12.2.6)

Problem 2

Napiszemy w otoczeniu x = 0 wzér Taylora dla funkcji f(x) = (1+x),
gdzie o € R, i na tej podstawie oszacujemy wartosé v/1.04.

Rozwigzanie

Ponizej zatozymy, ze o« ¢ N. W przeciwnym razie mamy do czynienia
z wielomianem, ktérego wartosé tatwo jest znalezé dla dowolnego x, i zadanie
staje sie malo ciekawe.

Funkcja w treéci zadania rézniczkowalna jest w sposéb ciggly dowolng
ilo$¢ razy (w otoczeniu zera), wiec wykorzystamy wzor Taylora. Do tego
bedziemy potrzebowaé wyrazen na wyzsze pochodne. Policzmy zatem:

fl@) = a(l+x)t, (12.2.7)
(@) = ala=1)(1+2)"2,
f"(z) = ala—1)(a—2)(1+ x)o‘_3 ,

FU () = ala—1(@=2)-..(a—n+2) 1+

= (a)p—1 (L x)> ™,
@) = ala-D@=2)...-(a—n+2)(a—n+1)(1+z)*"

= (a)n (L+2)"7",

gdzie wykorzystaliSmy, w celu skrécenia zapisu, tzw. symbol Pochhammera:

(Zp=z2z—1)(z—2)-...-(z—=n+2)(z—n+1). (12.2.8)
Rozwijamy funkcje wokét zera, gdzie zachodzi:
f0)=1, oraz fR0)=(a), k=1,2,...,n. (12.2.9)

Uwzgledniajac to, widzimy, ze wzér Taylora (a wlasciwie Maclaurina) ma
postac:
(@1 (@) 5, ()3

(1+2)* =1+ TR TR x3+...+% z"+Ry(0,z) . (12.2.10)
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Reszte mozemy zapisa¢ w postaci Lagrange’a:

_ (Oé)n+1 a—n—1_n+1
R,(0,2) = (1) (1+6x) " (12.2.11)
gdzie 0 < 6 < 1. To koniczy pierwsza cze$¢ zadania. Teraz przystapimy
do drugiej jego czeéci. Mamy oszacowaé wartoéé v/1.04, wiec wykorzystamy
wzér (12.2.10), przyjmujac:

1
r=004, oraz o= E (12.2.12)
Dla przyktadu obliczymy te wartosé, biorac 5 pierwszych wyrazéw z rozwi-

niecia Taylora:

V104 = 1+ a/5n 0.04 + ﬂé—‘?h -(0.04)% + 4/5)s (0.04)3

1! 3!
1/5 1 2
+»(Qh-m0®4+RAQQM)=1+E-MM—§BWOMP
6 21
(0.04) — = (0.04)* 04) =1+0.
+ o8 (0.04) oo (0.04)" 4+ R4(0,0.04) +0.008

— 0.000128 + 0.000003072 — 0.000000086016 + R4(0,0.04)
= 1.007874985984 + R4(0,0.04) . (12.2.13)
Aby okredli¢, jaki blad popelnilibySmy pomijajac w powyzszym wzorze wiel-

kosé R4(0,0.04) i ograniczajac sie tylko do pierwszych pieciu wyrazéw, osza-
cujemy reszte:

R4(0,0.04) = (12—‘?)5 -(0.04)° - (1 +0.04 - )1/ (12.2.14)
(1/5)s 5 1
= 720 (0.04)° -
s (004 (140.04 - 0)24/5
(1/5)s 5 _ 399 5
2 (0.04)° = —=—— - (0.04)° =~ 0. 26 .
< e (0.04)” = == - (0.04)° & 0.0000000026

W tresci zadania nie byto jednak wskazane, ze mamy wykorzysta¢ wzér Tay-
lora dla n = 5. W praktycznych rachunkach ustalamy n tak, aby pominieta
reszta byla wystarczajaco mala. Zazwyczaj musimy wiec zaczaé od okresle-
nia maksymalnego bledu (€), jaki akceptujemy przy znajdowaniu potrzebnej
wielkoéci, a dopiero potem ustalamy odpowiednio duze n. Zadamy zatem:

1/5)n 1 n
Ra(0,0.04) = ((n/ +)1+)'1 0oL g sre 009
% (0.04)" < €. (12.2.15)
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Nieréwnosci tej nie uda sie rozwiaza¢ ze wzgledu na n, ale podstawiajac
do lewej strony kolejne wartosci, tatwo stwierdzimy, dla jakiego n zachodzi:
|R,| < e.

Problem 3

Napiszemy wzor Taylora dla funkeji f(z) = log(14x) w otoczeniu x = 0
i oszacujemy reszte. Na tej podstawie wykazemy, ze
11 1

l——4+—-———-—+...=log?2. 12.2.1
2+3 4+ og ( 6)

Rozwigzanie

Rozpoczniemy, jak zwykle, od obliczenia kolejnych pochodnych funkcji
f(z) =log(1 + x), ktére potrzebne nam beda we wzorze Taylora:

, 1
Fla) = 12> (12.2.17)
" _ -1 1
mgy = S e 102
(n—1) z) = (=1 (n — 2)'
(n) ) = (=1 (n — 1)'

Podstawiajac @ = 0 i h = = do wzoru (12.2.2) i wykorzystujac otrzymane
wyzej pochodne, uzyskujemy:

1 1! 2! n—1)!
log(1 + ) :logl—i—ﬁx—ax2+§m3+...+(—1)”_1( o ) x"
e z"
(12.2.18)
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Jak wiemy, reszta Lagrange’a ma postac:

n! ks (=) P kan
n(0,2) = (—1)" . = . . (12.2.1
Bn02) = D' gy ol - el @ ggayert (12219)

gdzie 0 jest pewna nieznana nam stala z przedziatu ]0, 1[.
Wyobrazmy sobie teraz, ze zwigkszamy n az do nieskoficzonosci. Powstaje
pytanie, czy (i dla jakich x) zachodzi:
lim R,(0,2) =0, (12.2.20)

n—oo
czyli czy i kiedy stuszny jest wzoér:

2?2 23 2t

log(1 =r—— 4+ — = —+.... 12.2.21
og(l+z)==x 5 + 3 1 + ( )

Aby otrzymaé (12.2.16), musieliby$my w powyzszym wzorze polozy¢ war-
tos¢ x = 1. Tym przypadkiem zajmiemy sie najpierw. Mamy:

(1)

R,(0,1) = — . 12.2.22
Naturalnie mamy 0 < 1/(1 4 0) < 1, wiec

Jim R,(0,1)=0. (12.2.23)

Oznacza to, ze wzor (12.2.16) zostal wykazany, gdyz

1 1 1 (-1t

)=log2—-[1—-=+-—-+...+ ———] . 12.2.24
Ry (0,1) = log ( sty gt T, ) ( )

Ponizej zastanowimy sie, dla jakich innych wartoéci x stuszny pozostaje
zwiazek (12.2.21). Niewatpliwie dla wszystkich x € [0, 1] zachodzi
0<—— <1
S 1402 <4
bo jego licznik jest od jedynki mniejszy, a mianownik wickszy. W tym przy-
padku nie ma watpliwosci, Ze spelnione jest réwnanie (12.2.20), a wraz z nim
takze (12.2.21).
Gdy z > 1, to juz moze zachodzi¢ odwrotna nieréwnosc:
L5
1+ 0z e
Ma to miejsce dla bardzo maltych wartosci parametru 6, o ktorym nie wiemy
przeciez nic ponad to, ze 0 < § < 1. W zbieznosci R,, do zera nie pomoze wow-
czas nawet mianownik n + 1, gdyz o zachowaniu w nieskonczonosci wyrazen
typu n® (" zawsze decyduje czes¢ wykladnicza, czyli 5" i (poza szczegdlnym
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przypadkiem § = £1) to od wartosci stalej 3, a nie « zalezy, czy granica ta
bedzie 0, czy oo.

A jak zachowuje sie reszta, gdy z < 07 Dla argumentéw x < —1 wyrazenie
log(1+4x) nie ma sensu, wiec ograniczymy sie wylacznie do przedzialu |—1,0][.
Reszta (12.2.19) przyjmuje wtedy postac:

R, (0, ) ! ( 21 )nH (12.2.25)
n\U,T) = — ) s
n+1\1-46|z|

ale nie znajac wartosci 0, nie jesteSmy w stanie okreéli¢ granicy przy n — oo.
Moze by¢ ona zaréwno zerem, jak i nieskonczonoscia. Reszta w postaci La-
grange’a nie daje nam jednoznacznej odpowiedzi. Mozemy jednak w miej-
sce (12.2.3) wykorzystaé¢ réwnie dobrze reszte w tzw. postaci Cauchy’ego:
n+1
n!

Ry (a,h) = (1 —0)" ™+ (a + 0n) (12.2.26)

gdzie parametr 6 takze nalezy do przedziatu |0, 1], ale nie jest tozsamy z pa-
rametrem wystepujacym we wzorze Lagrange’a. W naszym przypadku reszta
(12.2.26) przyjmuje forme:

n n £ i (_1)71 .’E(l—@) i
R(0,2) = (—1)"(1-0) (1+9:c) - ( 1+¢9x) . (12.2.27)

Dla z €] — 1,0[ mozemy napisac:
1 (Jal(1 = 0))”“
R,(0,2) = — . 12.2.28
0.0 =~ (g (12:2.28)
Trzeba teraz ustali¢, czy wyrazenie |z|(1 — 6)/(1 — 6|z|) jest wieksze, czy
mniejsze od jedynki. Mozemy je przeksztalci¢ w nastepujacy sposéb:
lz|(1—-0) |z|—0lz|+1—1 _1_ 1—|z|
1—-0lz] 1—0|z| 1 —0|z|
przy czym ostatnia nieréwno$¢ wynika z oczywistego faktu, ze

0<(l—-a)/(1—-ab)<1

0<

<1, (12.2.29)

dla 0 < a,b < 1. Wynika stad wniosek, ze reszta Cauchy’ego dazy do zera
dla xz €] — 1,0].

Na koniec podsumujemy otrzymane rezultaty. UstaliliSmy, ze wzorem
(12.2.21) mozna si¢ postugiwaé dla x €] —1,1]. Dla « > 1 reszta w postaci
Lagrange’a moze si¢ rozbiegaé. Bardzo tatwo jest stwierdzi¢, iz to samo moze
mie¢ miejsce dla reszty w postaci Cauchy’ego (np. gdy 0 jest bardzo male).
Musimy jednak zdawaé sobie sprawe, ze przeprowadzone rozumowanie nie
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rozstrzyga o stusznosci badz niestusznosci wzoru (12.2.21) dla z > 1, a jedy-
nie oznacza, ze zastosowana metoda nie daje odpowiedzi w tej kwestii. O tym,
ze w istocie szereg (12.2.21) jest rozbiezny w takim przypadku, mozemy prze-
konaé sie, badajac tzw. warunek konieczny zbieznosci szeregu, ktéry w na-
szym przypadku nie jest spelniony (kolejne wyrazy szeregu nie daza do zera),
a o ktérym bedzie mowa w podrozdziale 14.1.

12.3 Wykorzystujemy wzér Taylora do obliczania
granic funkcji

Problem 1

Znajdziemy granice:

. cosx — coshx + 22
lim T3
z—0 x° s’ x

(12.3.1)

Rozwigzanie

W tym zadaniu zapoznamy sie z bardzo tatwym i szybkim sposobem
znajdowania granic funkcji, ktéry stanowi¢ moze ,konkurencje” dla reguty
de I'Hospitala znanej nam z podrozdziatu 11.4. Warunkiem jej zastosowania
jest jednak uprzednia znajomosé wzoréw Taylora, do okreslonego rzedu, dla
wszystkich funkcji sktadajacych sie na dane wyrazenie, co bedziemy ponizej
zaktadac. Nie jest to jednak zadnym ograniczeniem, gdyz rozwiniecia funkcji
elementarnych sa dobrze znane i dostepne niemal w kazdym podreczniku.

W przypadku podanym w tresci zadania musimy zna¢ te wzory dla funk-
cji: cos x, cosh x oraz sin x. Zanim je wypiszemy, poSwiecimy chwile na zasta-
nowienie sie, do ktérego rzedu nalezy te funkcje rozwija¢. Przede wszystkim
trzeba okresli¢ stopien zer, z ktérymi mamy do czynienia. W mianowniku bez
watpienia mamy zero szostego rzedu, gdyz w poblizu zera zachodzi: sinx ~ x.
Zatem dla funkcji sinus wystarczy uwzgledni¢ wyltacznie wyraz liniowy w x
i w konsekwencji wykorzystamy wzoér (12.2.2) dla n = 1.
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W liczniku sprawa jest nieco bardziej skomplikowana, ale aby rozpoczaé
rachunek, oprzemy si¢ na znajomosci zachowania si¢ mianownika. Uwzgled-
nimy konsekwentnie wyrazy, w ktérych x wystepuje az do potegi 6 wlacznie
(czyli n = 6). Gdyby wszystkie one skasowaly sie pomiedzy réznymi funk-
cjami, to formalnie rzecz biorac, powinniSmy uwzglednié kolejne, cho¢ mozna
przewidzieé, ze granica okazalaby sie wtedy réwna zeru (stopien zera w licz-
niku bylby wyzszy niz w mianowniku).

Jesli chodzi o reszte R, (a,h), to wystarczy nam ona w tzw. wersji Peano.
Nie musimy wykorzystywa¢ konkretnego wzoru, a wystarczy jedynie wiedzieé,
ze:

lim Rn(a, )
h—0 A"

Zapiszmy teraz wzory Taylora dla poszczegdlnych funkcji, uwzgledniajac

tyle wyrazow, ile potrzeba, oraz ktadac a =01 h = x:

0. (12.3.2)

R A
cosx = 1—5—%1—6—1—}%6(0,.%'),
x?2 ozt ab o
coshz = 1+§+E+a+36(0,$),
sinz = x + Ry1(0,7) . (12.3.3)

Zgodnie z powyzszymi uwagami trzy wskazane reszty spelniaja:

lim 2002 gy, Be©@2) g Fal(0n)

=0. 12.3.4
z—0 xG z—0 {L‘6 z—0 X 0 ( 3 )

Wstawiajac do wzoru (12.3.1) wszystkie potrzebne funkcje zapisane w for-
mie (12.3.3) otrzymujemy:

. cosw—coshax+a2  [1—2%/2!+2%/4! — 25/6! + Rg(0, )
lim 3 = lim — 3

z3 - (x + R1(0,2))
- (1 + 22 /2! + 2t /4! + 25/6! + RG(O,x)) + xQ]

z—0 23 sin° x z—0

" 23 (x4 Ri(0,2))° (123.5)
~ lim —2-25/6! + Rg(0,z) — Rg(0, z)
=0 43 (w3 +322R1(0, %) + 3z (R1(0,2))” + (R1(0, x))g)
Cim b 1/360 — Rg(0, x) /2% + Rg(0, ) /2®
v=028 14 3R(0,2)/x + 3 (R (0,2)/2)* + (R1(0,2)/z)°
1/360-04+0 1

"1+3-0+3-0+0 360
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Otrzymalismy w ten sposdb szukana granice. Pozornie wydaje sie, ze
jest to rachunek dosy¢ diugi. Pamietajmy jednak, ze gdybysmy chcieli za-
stosowaé tutaj regute de I’'Hospitala, to prawdopodobnie musielibySmy wy-
konaé az 6 krokéw, gdyz taki jest stopien zera w mianowniku (i w liczniku).
Natomiast przy pewnej wprawie i znajomosci wzoréw Taylora (a przynaj-
mniej kilku pierwszych wyrazéw) podstawowych funkcji granice typu (12.3.1)
mozna znajdowaé — przy uzyciu powyzej przedstawionej metody — nawet
W pamieci.

Problem 2

Znajdziemy granice:
lim (tgz)®* . (12.3.6)

x—m/4

Rozwigzanie

Granica, ktéra tym razem mamy znalezé, to granica typu 1°°. Z tego ro-
dzaju granicami zetkneliSmy sie juz w podrozdziale 11.4, stosujac regule de
I"'Hospitala. Wéwczas wyrazenia postaci (12.3.6) udawalo sie¢ zamienié¢ na wy-
razenia ilorazowe przy wykorzystaniu funkcji logarytm. Tak tez postapimy
teraz i korzystajac z wtasnosci ciagtosci tej funkcji, zamiast oblicza¢ granice
f(x) = (tgx)"®?* znajdziemy granice wyrazenia:
logtg x

log f(x) = log(tg z)*®2* = tg 2z logtgx = (12.3.7)

ctg 2z
Funkcja cotangens, ktéra widzimy w mianowniku, zeruje sie dla argu-
mentu 2-7/4 = 7/2, i jest to zero pierwszego rzedu, co mozna wywnioskowac,
postugujac sie zwiazkiem:
cos 2z sin(w/2—2x)  sin[2(x —7/4)]
sin 2¢ cos(m/2 —2x)  cos[2(x —w/4)]
W zerze cosinus réwna sie 1, wiec ctg(2x), dla x — 7/4 zachowuje sie jak
sinus w poblizu zera. Zatem faktycznie zero mianownika (12.3.7) jest pierw-
szego rzedu. Dlatego wykorzystamy wzor Taylora (12.2.2), wypisujac (obok
reszty) jedynie wyrazy pierwszego stopnia w (x — 7/4). Poniewaz zachodzi:

Ry (0
tgy=y+ Ri(0,y), gdzie lim B0y _, : (12.3.9)

y—0 Y

ctg2x =

(12.3.8)

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



248 12 WYZSZE POCHODNE I WZOR TAYLORA

wiec mianownik bedzie mial nastepujaca postac:

G ] -
— 9 <ac - %) - R <0,2 <:c = g)) . (12.3.10)

W liczniku (12.3.7) jest troche bardziej skomplikowana sytuacja, gdyz
mamy do czynienia z funkcja zlozona. Musimy wiec wykorzystaé¢ najpierw
rozwiniecie funkcji wewnetrznej, czyli funkcji tangens (tym razem nie wokot
zera, ale wokoél 7/4):

tgx = tg + [tga]| (x—z)—i-[% (fx—f)
8T = By T8 s 1 A
1 ™ - (T ™
T oS (/) (m 4) i (4’9” 4)
1 ~
=1+ (m—%) + Ry <%,x—%> (12.3.11)
(27
T ~ T T
—1+2(z-Z Tae-Z
" (x 4>+R1<4’x 4) |
gdzie reszta spelnia warunek:
Ry (/4,2 — 7 /4
lim T/ AT —m/) (12.3.12)
z—7/4 (L‘—7T/4

Nastepnie musimy napisa¢ wzdr Taylora dla funkcji zewnetrznej, czyli funkcji
logarytm (gdzie role y pelni¢ bedzie za chwile tgx):

log(1+vy) =y + R1(0,y) . (12.3.13)
O reszcie Ry wiemy, ze: ~
lim F10:9) _ (12.3.14)
y—0 Y

Rozwiniecia dokonamy zatem w dwoch krokach. W pierwszym wykorzystamy
wzér (12.3.13), a nastepnie uwzglednimy fakt, ze pod symbolem y kryje sie
(12.3.11):

logtg x = log (1 +2 (x — %) + R (%,x — %) ) (12.3.15)
Y
™ - (T s _ T - (T ™
=2(x—— Ri|l—z——=)+R1|0,2(z—— Ri|—yx——
(x 4>+ 1(4’”” 4>+ 1(’ (x 4)+ 1(4’”” 4))
y Y
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Wstawiajac to do naszej granicy, otrzymujemy:
o logtgr { 2(x —7/4) + Ry (n/4,2 — m/4)
e—r/4 ctg2x  a—r/a | —2(x —7/4) — Ry (0,2 (x — 7/4))
Ry (0,2(z = 7/4) + Ry (x /4,2 — 7/4))
—2(x —7m/4) — R1(0,2(x — w/4)) }
L /A [ 24 Ry (n/4,x —/4) [(x — 7/4)
a—r/ax — /4|24 Ry (0,2(x —7/4)) /(x —7/4)
Ry (0,2 (x = n/4) + B (n/4,2 —7/4)) [(z = 7/4)
24+ R (0,2(x —7w/4)) [(z —7/4) }
Na mocy (12.3.9) oraz (12.3.12) mozemy od razy napisa¢:

lim R1(0,2(x —m/4)) ~0. lm Ry (r/4,x —m/4)
z—m/4 x—m/4 z— /4 x—m/4

(12.3.16)

=0 (12.3.17)

i pozostaje tylko zatrzymaé sie chwile nad granica

. Ry (0,2 (x = 7/4) + Ry (n/4,2 — 7/4))

z—7/4 (L‘—7T/4 ’

(12.3.18)

a bedziemy mieli wszystkie elementy sktadowe (12.3.16). Dzigki zachodzeniu
drugiego sposréd réownan (12.3.17) w powyzszym wyrazeniu mozemy w mia-
nowniku bezkarnie dopisa¢ 1/2- Ry (w /4, z — 7 /4), po czym wprowadzi¢ ozna-
czenie:

y=2(x—7/4) + Ry (n/4,x —7/4) . (12.3.19)

W ten sposéb otrzymujemy:

Ry (0,2 (x = 7/4) + Ry (w/4,2 — w/4))

li 12.3.2
w—lgl/‘l x—7/4 (12.3.20)
Ry (0,2($—7T/4)+R1 (7T/4,x—7r/4)) R1(0,y)
= lim — = lim =0
z—m/4 1‘—7T/4+1/2-R1(7r/4,x—7r/4) y—0 1/2-y

dzieki zachodzeniu (12.3.14). Wracajac do (12.3.16), znajdujemy potrzebna
granice:
logtgz 2+0+0

im =— =-1, (12.3.21)
z—m/4 ctg2x 240
z ktérej wynika, ze
1
lim (tgz)®2® =et==. 12.3.22
i, (te) e = ( )
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Rachunek ten wydaje sie dosy¢ dtugi i skomplikowany, zwtaszcza w po-
réwnaniu z metoda de I'Hospitala, ktora faktycznie w tym przypadku pro-
wadzi dosy¢ szybko do celu. Jednakze wigkszosé krokow, jakie wykonaliSmy,
bedzie mozna pominaé¢ po nabraniu pewnej wprawy i wyczucia. Dotyczy to
przede wszystkim wykazywania, ze rozliczne reszty nie daja wktadu do gra-

nicy.

12.4 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Wyprowadzi¢ i wykazaé przy wykorzystaniu metody indukcji ma-
tematycznej wzory na n-te pochodne funkcji:

1
a) f(x)= poa gdzie a > 0.

b) f(z) = zsinzx.

Odpowiedzi:

2) £ (z) = (~1)"nl/(2a)[1/(z — &)™+ — 1/(z + a)+1].

b) Dla n parzystego: f((z) = (—=1)*/?(zsinz — n cosz);
dla n nieparzystego: f((z) = (—=1)*~V/2(z cosz + nsinz).

Zad. 2. Napisa¢ wzor Taylora (Maclaurina) dla ponizszych funkcji (wska-
zéwka: wykorzystaé¢ znane wzory na rozwiniecia funkcji cosz, logx,

sinz oraz 1/(1 — x)):
a) f(x) =logcosz , uwzgledniajac wyrazy do rzedu x® wlacznie.
1
b) f(zr) = ———— , uwzgledniajac wyrazy do rzedu x° wlacznie.
nx
Odpowredzi:

a) f(z) = —2%/2 — z*/12 — 28/45 + Rg(0, z).
b) f(z) =1+ x + 2% + 523/6 + 22* /3 + 612° /120 + R5(0, ) .

Zad. 3. Znalez¢ granice a), b), ¢), d), e) z zadania 5 z podrozdziatu 11.5
przy wykorzystaniu wzoru Taylora.
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Szukamy ekstreméw i badamy przebieg funkcji

13.1 Znajdujemy najmniejsza i najwiekszg wartosé
funkcji na danym zbiorze

Problem 1

Zmajdziemy stozek prosty o najwiekszej objetosci wpisany w kule
o promieniu R.

Rozwigzanie

Przypomnijmy, ze stozek prosty to taki stozek, ktérego wierzchotek lezy
doktadnie nad $rodkiem kola stanowiacego podstawe. Jego objetos¢ obli-

czamy ze wzoru:

1
V=3 mrh (13.1.1)

gdzie r oznacza promien jego podstawy, a h — wysokosé. Jesli stozek prosty
wpisujemy w kule o ustalonym promieniu (R), to te dwie wielkosci (tj. r
i h) nie sa od siebie niezalezne: gdy h przyjmuje konkretna wartosé z prze-
dziatu [0,2R], to r jest juz wéwczas jednoznacznie okreslone. Oznacza to, ze
objetos¢ V mozna potraktowaé jako funkcje jednej zmiennej h. W tym celu
nalezy ze wzoru (13.1.1) wyeliminowa¢ r na rzecz h. Mozna to tatwo uczynié,
postugujac sie rysunkiem 13.1.

W tym miejscu moze powstaé¢ pytanie, dlaczego sposréd dwdéch poten-
cjalnych zmiennych (r oraz h) wlasnie h wybraliSmy jako zmienna nieza-
lezna. Czy rozwazanie V(r) zamiast V' (h) byloby bledem? Oczywiscie nie!
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Kierowalidmy sie tutaj wylacznie wygoda. Wybor r jako zmiennej niezalez-
nej oznaczalby konieczno$¢ rozwiazania (13.1.2) ze wzgledu na h i wstawie-
nie otrzymanego rezultatu do (13.1.1). V(r) wyrazaloby sie wéwczas przez
funkcje pierwiastkowa. W konsekwencji otrzymaliby$my takze nieco bardziej
skomplikowane wyrazenie na pochodna V'(r). Natomiast przy wyborze h
jako zmiennej niezaleznej V' (h) jest po prostu wielomianem (zob. (13.1.4))
dzieki temu, ze we wzorze (13.1.1) wystepuje r2, a nie 7. W efekcie wszystkie
rachunki staja sie bardzo proste.

C

Rysunek 13.1: Stozek wpisany w kule o promieniu R.

Zgodnie z wybranym sposobem rozwiniecia wyliczymy teraz r. Zastoso-
wanie twierdzenia Pitagorasa daje:
OS> + |SAP> = |OA]?, czyli (h— R)*+1r%=R?, (13.1.2)

skad obliczamy r:
r=+v2hR — h?. (13.1.3)

Naturalnie wybraliémy sposréd dwéch rozwigzan to, ktére ma sens geome-
tryczny, czyli r > 0. Poniewaz h < 2R, wiec wyrazenie pod pierwiastkiem
jest nieujemne. Otrzymany wynik wstawimy teraz do (13.1.1), otrzymujac:

V(h) = % 7(V2hR — h2)*h = % m(2h*R — h3) . (13.1.4)
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Funkcja V(h) jest okreslona i ciagla na przedziale [0,2R], a rézniczko-
walna wewnatrz. Ponadto zachodzi V(0) = V(2R) =0, adla0 < h < 2R
funkcja V' jest dodatnia. Ewentualne maksimum tej funkcji odpowiada ta-
kiej wartoSci h wewnatrz przedzialu, dla ktérej V/(h) = 0. Obliczamy zatem
pochodna i szukamy jej miejsc zerowych:

V' (h) = é 7(4hR — 3h2) = 7h <§ R— h> . (13.1.5)

Punkt A = 0 nas nie interesuje (wéwczas objetos¢ jest zerowa), wiec ekstre-
mum jest dla h = 4/3-R. Z samych tylko rozwazan geometrycznych, podanych
powyzej, wynika, ze objetos¢ w tym punkcie przyjmuje maksimum, ale wida¢
to takze ze wzoru (13.1.5), gdyz dla h < 4/3 - R pochodna jest dodatnia,
czyli funkcja V' (h) rosnaca, a dla h > 4/3 - R pochodna jest ujemna, a zatem
funkcja malejaca.

Pozostaje na koniec jedynie obliczy¢ te maksymalng objetoscé:

2 3
Vmaa: =V (% R) = 1 m |2 (é R) R — (% R) = g 7TR3 . (1316)
3 3 3 3 81

Problem 2

Dana jest parabola y = ax?, gdzie a > 0. Na paraboli znajdziemy
taki punkt, ze odcinek normalnej wystawionej w tym punkcie, zawarty
wewnatrz paraboli, jest najkrotszy.

Rozwigzanie

Rozpoczniemy od sporzadzenia rysunku dla pewnej przyktadowej war-
tosci parametru a. Normalne do paraboli zawarte wewnatrz jej wykresu wy-
réznimy, rysujac je gruba linia. Z symetrii problemu wynika, ze powinny by¢
dwie takie proste wystawione w punktach potozonych symetrycznie wzgledem
osi y.

Jak znalez¢ normalng do wykresu funkcji w danym punkcie? Wystarczy
najpierw wystawi¢ styczna, wykorzystujac do tego celu wartosé¢ pochodnej,
i skorzysta¢ z faktu, ze wspotczynniki kierunkowe my i mo dwodch prostych
prostopadlych (pominawszy szczegdlna sytuacje, gdy proste te sa réwnolegte
do osi uktadu wspélrzednych) spelniaja warunek:

my-mg = —1. (13.1.7)
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Rysunek 13.2: Normalne do paraboli y = 2z2.

Przyjmijmy, ze chcemy wystawi¢ normalna w punkcie (s, y(s)), czyli (s, as?).
Poniewaz pochodna funkcji ¥ w punkcie s rowna jest

y'(s) = 2as =:my , (13.1.8)

wiec normalna w tym punkcie bedzie miata wspoétczynnik kierunkowy:

my = - — L (13.1.9)

mq 2as

Roéwnanie prostej normalnej do wykresu wystawionej w punkcie o wspétrzed-
nej r = s ma wiec postac:

1
Yy = —2—(:c—s)+a82 . (13.1.10)
as

Musimy teraz znalez¢ (drugi) punkt jej przeciecia z wykresem funkcji. W tym
celu nalezy rozwiazaé¢ uklad réwnan:
y = ar’,

1

_ 2
y = 2a,s(x s) +as” .

(13.1.11)
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Otrzymujemy stad:
1

ar’ = ——(x —s) +as® = ar*+-—x———as’=
2as a

(13.1.12)

Drugim punktem przeciecia jest wiec punkt o wspdlrzednych (oznaczmy je &
oraz g):

3 1 o < 1 )2 5 1 1
T=—85— y Y=axrt =al|st 5| =ast+ —+ —=
2a?%s s a

(13.1.13)

Punkt ten okreslony jest jednoznacznie zmienna s. Tak powinno by¢, gdyz
wybér s oznacza wybér punktu, w ktérym wystawiamy normalng. Przecina
sie ona ponownie z wykresem w $cisle okreslonym punkcie. Nie ma tu miejsca
na zadng dowolnos¢.

Majac oba punkty przeciecia, wystarczy napisaé¢ teraz wzoér na odleglosé
d pomiedzy nimi. Odlegtos¢ ta jest po prostu funkcja jednej zmiennej s, czyli
d = d(s), 1 jej ekstrema mozemy znalezé, wykorzystujac rachunek réznicz-
kowy. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, mamy:

1 \? 1 1 \?
(28—%%) +(a+m)‘|
- _432<1+ . )2+i<1+L>2r/2

I 4a?s? a? 4a?s?

[ 1 1 \2
_ 2
N (48 + ?) <1 + 4a232>

- 171/2 1 9 1 13/2
— 2 _ 2
=[] [ gme) = sl aal
Jest to funkcja rézniczkowalna dla dowolnego s # 0. Policzymy ponizej jej
pochodna:

3/2 1/2 1/2
d/(S):—;ig [$2+ 1 :| —|—§ |:32—|-L:| :3 |:S2—L:| |:S2+L:| .

12 1/2

a(s) = [(s =+ (as* = | " =

(13.1.14)

4a? s 4a? s3 2a? 4a?
(13.1.15)
Zerowanie sie pochodnej ma miejsce wtedy, gdy:
1 1
2
=— = s=Ft———. 13.1.16
2@2 S 2a ( )
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Otrzymalismy dwa rozwigzania, czego spodziewaliSmy sie od poczatku na za-
sadzie symetrii. Odlegto$¢ minimalng mozemy policzy¢ na podstawie jednego
z nich, np. tego o s > 0. To, ze jest to faktycznie minimum, wynika z przepi-
sania pochodnej w postaci:

Sl o

z ktérej jasne jest, iz w punkcie 1/v/2a zmienia ona znak z ujemnego na do-
datni, czyli funkcja malejaca staje si¢ rosnaca.

Pozostaje juz tylko podstawi¢ otrzymana wartosé s do (13.1.14), aby zna-
lez¢ dtugosé najkrotszego odcinka diyyip:

o =4(15) = ) ] =B e

13.2 Badamy funkcje od A do Z
Problem 1

Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f: R — R danej wzorem:
f(z) =x —4darctgx (13.2.1)
i sporzadzimy jej wykres.

Rozwigzanie

Jedli interesuje nas znajomos¢ pelnego przebiegu funkcji i wykonanie jej
wykresu, a nie tylko znalezienie ekstremum, tak jak w poprzednich zada-
niach, to jej badanie musimy przeprowadzi¢ w bardziej systematyczny spo-
sob. Aby uporzadkowaé cala procedure, warto trzymac sie pewnego schematu
kolejnych krokéw, choé nie wszystkie one musza byé wykonywane doktadnie
w takiej kolejnosci, jaka wybraliSmy w tym zadaniu.

1. Dziedzina funkcji. Jedli dziedzina D w danym zadaniu nie jest jawnie
podana, to nalezy przyja¢, iz obejmuje one wszystkie argumenty, dla
ktérych wzér funkeji ma sens. W naszym przyktadzie widaé, ze D = R,
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poniewaz zaréwno wielomian, jak i funkcja arcus tangens, sa dobrze
okreslone dla wszystkich rzeczywistych argumentéw.

2. Wlasnosci szczegdlne (np. okresowos$é, parzysto$é, nieparzystosé). Za-
nim przystapi sie do szczegdtowego badania funkcji, warto zastanowic
sie, czy nie ma ona przypadkiem wtasnosci, ktore utatwia nam to za-
danie. Jesli np. funkcja okazataby sie parzysta, to wowczas znajdowa-
nie zaréwno granic na koncach przedzialéw okreslonosci, jak i miejsc
zerowych czy ekstremdéw mozna sobie utatwié, korzystajac z symetrii
x < —x. W naszym przyktadzie funkcja jest nieparzysta, gdyz:

f(—z) = —z —4arctg (—z) = —z +darctge = —f(x) .  (13.2.2)

3. Punkty przeciecia z osiami wspotrzednych. Do precyzyjnego sporza-
dzenia wykresu funkcji na pewno przydadza si¢ jej miejsca zerowe oraz
punkt, w ktérym jej wykres przecina o$ y. Jednym z rozwiazan réwna-
nia:

x —4arctgr =0 (13.2.3)

jest oczywiscie x = 0. Powstaje jednak pytanie, czy sa tez inne roz-
wiazania. Analitycznie na pewno nie potrafimy ich znalezé, ale warto
chociaz ustali¢, czy sa. Wrécimy do tego pytania za chwile.

4. Granice na koncach przedzialow okreslonosci. W naszym przypadku
wchodza w gre jedynie granice przy x — 400, przy czym, dzieki niepa-
rzystosci funkcji wystarczy rozpatrzeé tylko jedna z nich:

xlinolo flx) = xlinolo(x —darctgz) =oc0 = lim_ f(z) = —o0.
(13.2.4)

5. Asymptoty. Jesli funkcja dla x — oo dazy do nieskonczonosci, to byé
moze ma asymptote ukosna, co oznacza, ze dla bardzo duzych argumen-
tow x zachowuje sie jak ax + b. Sprobujemy to zbadaé i ewentualnie
znalez¢é parametry a i b. Musialoby wéwczas zachodzié:

lim J@) =a. (13.2.5)

r—oo
Jedli granica ta nie istniataby, oznaczaloby to, ze funkcja asymptoty nie
ma. Z kolei skoniczona warto$é¢ a wcale jeszcze o istnieniu asymptoty nie

przesadza, o czym mozemy sie przekonaé, rozwazajac przyktad funkcji
g(z) =z + /z, dla ktérej

lim M: lim x—i-\/a?:

r—00 T—00 T

1

: (13.2.6)
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a ktora asymptoty nie ma. Musi by¢ bowiem spelniony drugi warunek:
IILIgO(f(x) —ax)="b, (13.2.7)

a dla funkcji g granica: lim (g(z) —1-z) = lim /7 nie istnieje. Wra-
Tr—00 r—00
cajac do funkcji w tresci zadnia, obliczamy:
lim flx) lim 2= 4arctg

=1=:a1,

T—00 T—00 T

lim (f(x) —a1z) = lim (r —4arctgz —1-2z) = lim (—4arctgx)

T—00 r—00 T—00

— 4 g — 2r—=: b . (13.2.8)

Funkcja ma wiec przy z — oo asymptote ukoéng y = x — 2xw. Poniewaz,
jak juz wiemy, funkcja f(z) jest nieparzysta, czyli f(x)/xz — parzysta,
wiec asymptota przy x — —oo bedzie miala ten sam wspoélczynnik
kierunkowy: as = a; = 1, bowiem

im £ g L@ (13.2.9)
r—0o0 r——00 I

Z kolei funkcja f(z) — agx jest nieparzysta, zatem by = —by = 2.
OtrzymaliSmy w ten sposéb druga asymptote: y = x + 2w. Wiecej
asymptot nasza funkcja nie ma, ale warto przez chwile zastanowié¢ sie,
z jakimi jeszcze sytuacjami mozemy si¢ spotka¢ w innych przyktadach.
Przy * — 400 funkcja moze na przykiad dazyé¢ do pewnej stalej c,
co pociaga za soba a = 0 oraz b = c¢. Mamy woéwczas do czynienia
z asymptotami poziomymi. Z kolei gdy dla pewnego zy zachodzi

lim =00, lub lim = —o0, (13.2.10)
mamy do czynienia z asymptota pionowa (moze sie zdarzy¢, ze bedzie
to asymptota jednostronna).
Pochodna i jej dziedzina. Dalsze wlasnosci, jak ekstrema, monotonicz-
nos¢, punkty przegiecia, wypuktosé, wklestoéé, badamy, wykorzystujac
w tym celu rachunek rézniczkowy. Dla dowolnego x € R pochodna
funkcji f istnieje (wiec D' = R) i réwna jest:

4
/!
fix)=1- T3 22 (13.2.11)

Przedziaty monotonicznosci, ekstrema. Zbadamy teraz, kiedy pochod-
na funkcji jest dodatnia, ujemna badz réwna zeru. Przeksztatémy f'(x)

w nastepujacy sposob:

2 _ _
flla) =1~ fo - 1J{ix2 1_@ \ﬁ)r(i; V3 (13212)
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Na podstawie tego wyrazenia tatwo stwierdzamy nastepujace fakty:

o f/(z) > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy = €] — oo, —v/3[U]V/3, ol
Btedem byloby jednak wyciagniecie stad wniosku, ze na tej sumie
przedzialow funkcja jest rosnaca. Owszem, jest ona rosnaca, ale

na kazdym przedziale 0sobno!
e f(z) <0, wtedy i tylko wtedy, gdy = €] —v/3,v/3[. Na tym prze-

dziale funkcja jest malejaca.
e f(z)=0dlaz==+3

Mamy juz wystarczajace dane, aby ustali¢, ze funkcja f(x) ma w punk-
cie © = —+/3 maksimum, a w punkcie = /3 minimum. Warto jeszcze
obliczy¢ wartosci funkcji w tych punktach:

f(V3) = \/§—4arctg\/§=\/§—4§<07
4

f(=V3) = —f(V3) = —V3+ 5 >0, (13.2.13)

gdzie skorzystaliSmy z nieparzystosci funkcji.

W tej chwili bogatsi o wiedze dotyczaca monotonicznoéci funkcji roz-
strzygniemy sprawe ewentualnych innych (poza x = 0) miejsc zerowych.
Wiemy, ze f(0) =0, a dla 0 < = < /3 funkcja jest malejaca. Zatem az
do x = /3, gdzie pochodna zmienia znak, funkcja na pewno przyjmuje
wartoéci ujemne. Natomiast dla = > /3 funkcja jest rosnaca (i cia-
gla) az do osiagniecia 400, bo taka wlasnie ma granice gdy x — o0,
wiec przyjmuje wartos¢ rowna zeru doktadnie jeden raz. W przedziale
1v/3, 00| lezy zatem dokladnie jedno miejsce zerowe. Oznaczymy je sym-
bolem 1 (numerycznie x1 ~ 5.573). Poniewaz funkcja jest nieparzysta,
wiec takze f(—x1) = 0. Innych miejsc zerowych byé¢ nie moze.
8. Druga pochodna i jej dziedzina. Obliczamy:
” 4 7 8x
f(z) = [1_ 1—|—x2] T (1t a2)?

Druga pochodna istnieje wszedzie, wiec mamy D” = R.

(13.2.14)

9. Wypuklosé, wklestosé, punkty przegiecia. Zbadamy teraz znaki i miej-
sca zerowe drugiej pochodnej. Poniewaz mianownik we wzorze (13.2.14)
jest dodatni, wiec wystarczy zajac¢ sie licznikiem:

e () >0 <= x>0. W tym przedziale funkcja jest wypukla.
o ["(x) <0 <= z<0. W tym przedziale funkcja jest wklesla.
e [(x) =0 <= 1z =0. Jest to punkt przegiecia funkcji.
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Zauwazmy, ze ["(v/3) > 0, co potwierdza nasz wczeéniejszy wniosek,
ze funkcja ma w tym punkcie minimum. Podobnie f”(—+/3) < 0, czyli
funkcja dla 2 = —v/3 ma maksimum, co takze juz stwierdziliémy.

Po ustaleniu wszystkich faktéw warto uzyskane wyniki zebra¢ w formie
tabeli, ktéora stanowi duze utatwienie przy sporzadzaniu wykresu. W pierw-
szym wierszu zaznaczymy wszystkie istotne dla przebiegu funkcji argumenty
(miejsca zerowe, ekstrema, punkty przegiecia itp.), a w kolejnych wierszach
zawarte beda informacje o wlasnosciach samej funkcji oraz jej pochodnych.

\/§ T o

f@) —c0 /0 /—ﬁ#%”\ 0 \ﬁ—%ﬂ/ 0 /oo
flle) +++ + + 0 — - = 0 4+ 4+
- - - - 0+ o+ 4+ 4+t

8

|
g

|
=

|
=

Na podstawie otrzymanych wynikéw oraz tabelki nietrudno juz jest spo-
rzadzi¢ wykres funkcji, ktory przedstawiony jest na rysunku 13.3.

7\/§+ 437'(

¥ X+2ﬂ [ y=x-2r

\/§ Xy X

7% _ \/é

-/ y=x—darctg x

Rysunek 13.3: Wykres funkeji (13.2.1).
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Problem 2

Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f : R — R danej wzorem:

2 x4
fz) = \22_—337;;1 , (13.2.15)

1 sporzadzimy jej wykres.

Rozwigzanie

W poprzednim zadaniu wypracowaliémy pewien schemat badania funkcji,
wiec bedziemy teraz postepowaé¢ wedlug podanych w nim krokow.

1. Drziedzina funkcji. Co prawda w tresci zadania podane jest, ze dzie-
dzina (D) jest zbiér R, ale w ramach ¢éwiczen zbadajmy, dla jakich
wartosci ¢ wyrazenie (13.2.15) ma sens, czyli

?—r+1>0. (13.2.16)
Nieréwnosé te mozna przepisa¢ w postaci:
2% 1
_Z >0 13.2.17
(x 2) +1>0, ( )

z ktérej wynika, ze jest ona spelniona zawsze. Mozemy wiec przyjaé
faktycznie, ze D = R.

2. Wilasnosci szczegdlne (np. okresowosé, parzysto$é, nieparzystosé). Fun-
kcja f nie ma tu szczegdlnych wlasnosci, choé bardziej wprawne oko
moze dostrzec w liczniku i mianowniku identyczne struktury: 22 — .
Jesli wiec wprowadzi¢ nowa zmienng & = x — 1/2, to funkcja staje sie
parzysta: f(—Z) = f(Z). Latwo to stwierdzié¢, przepisujac wzor funkcji
w postaci:

(z—1/2)* +15/4

Vi@—1/2)?+1/4
Oznacza to, ze jej wykres bedzie roztozony symetrycznie wzgledem pro-
stej x = 1/2. Nie bedziemy korzystaé¢ bezposrednio z tej wlasnosci,
ale warto zdawaé sobie z niej sprawe, gdyz umozliwia ona wyltapanie
niektoérych btedéw rachunkowych.

fz) =

(13.2.18)

3. Punkty przeciecia z osiami wspélrzednych. Ze wzoru (13.2.18) wynika,
ze funkcja jest zawsze dodatnia, wiec nie ma zadnych miejsc zerowych.
Punkt przeciecia wykresu z osia y znajdziemy, obliczajac f(0) = 4.
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4. Granice na koncach przedziatow okres$lonosci. Wazne sa dla nas tylko
granice przy ¥ — +oo:

lim f(z) = i 22—z +4 . 2?2 1—1/x +4/2?
im f(z) = lim ———= = lim — - = 00
T—00 =00 \/g2 —p 41 zooex \/1—1/z41/2?
(13.2.19)
Podobnie:
Z_x+4 2 1-1 4/2?
lim f(z)= lim e s lim . [z 4/ =00
T——00 eg——co /g2 —g 41 z—-co|z| /1T—1/z+ 1/22
(13.2.20)

Obie granice sa réowne, co odzwierciedla fakt symetrii wykresu wzgle-
dem prostej z = 1/2.

5. Asymptoty. Funkcja dla z — oo dazy do nieskonczonosci, wiec spraw-
dzimy, czy ma asymptote ukoéna: y = ax + b. Obliczamy najpierw:
f(2) (22 —x+4)/Va2—z+1

lim ——= = lim
r—o0o T—00 T

22 1—1/x+4/2?

= =1=
v—o00 g2 /1 —1/x + 1/22

(13.2.21)

a nastepnie:

lim (f(z) — a1x)
r—00
. 2?2 -1 +4 . -z +d—aVri-z+1
= lim (—————=—-1-2) = lim
=00 /2 — x4+ 1 z—00 Va2 —xz+1
y P?—r+d—avVai-ax+1 22—z +4+avai-ao+1
= lim :
Z—00 Va?—x+1 2?2 —zrz+4+aval -z +1
i (2?2 —x+4)2 —22(2® —x + 1)
= lim
e=o0 /2 —p+ 1 (a2 —x+4+ava?—x+1)
—a3 + 822 — 8z + 16

= lim
e=o0 /2 —p+ 1 (a2 —x+4+ava2—x+1)
i 3 ~1+8/x —8/z% +16/x3
= lim —-
a1 e+ 1727 (1= 1)z + 4/a2 + T 1z +1/2%)
1
=5 =b. (13.2.22)

Asymptota uko$na przy x — oo opisana jest wiec wzorem y = x — 1/2.
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Teraz musimy powtérzy¢ ten rachunek dla x — —oo, obliczajac as:

2 _ 4 2 _ 1
lim fla) lim (2° —x +4)/Va? —x+
r——00 I r——00 €T
2 1—1/z+4/2?
= lim ——. [zt 4/ (13.2.23)
xﬂfoo:t?|£6| 1—1/.%'+1/.%'2
1-1 4/a?
— lim —. [z+4) =—l=ras,
z——co|z| /1—1/z+1/2
oraz by:
lim (f(x)— agz) (13.2.24)
Tr——00
2?2 —x+4
IH*OO(\/QCQ —z+1 )

P —x+d4+ave—z+1

= Vi —z+1
~ lim xQ—x+4+x\/m.x2—x+4—x\/m

2 tho Nz S By = |
— lim (22 —2x+4)? —22(2® —x +1)

e Vi — st 1 -zt A—aval—a 1)
~ i —2% + 82% — 8x + 16

e Vi — st 1 —rtA—ava—z 1)
~ lm a®  —148/x—8/2* +16/2°

200 22 - |z VI—1/z +1/2?

1 1

1-1/z+4/22+ I 1jz+1/z2 2

:Zbg.

Przeksztalcajac ostatni mianownik, wykorzystaliSmy zwiazek (pamie-
tajmy, ze x < 0):

1 1 1 1
—:C\/xQ—:c+1:—:c|x|\/1——+—2:x21/1——+—2.
r T r T

Druga asymptota jest zatem prosta o réwnaniu: y = —z + 1/2.
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6. Pochodna i jej dziedzina. Obliczamy teraz pochodna funkcji:
v Rr—DVaZl—z+1— (a2 —z+4) (22 -1)/2Va? —z+1)
) = A
22z —1)(z? -z +1) — (2> —x +4)(2z — 1)
2(VaZ —x +1)3
4o —dz? + 4w — 2% + 22 — 2 — (223 — 22° + 8z — 2% + 1 — 4)
2(Va? —z +1)3
it ek (13.2.25)
2(VaZ —x +1)3

Istnieje ona dla dowolnego z € R, wiec D' = R.

7. Przedzialy monotonicznoéci, ekstrema. Teraz musimy zastanowié sie
nad znakami pochodnej. W liczniku (13.2.25) mamy wielomian trze-
ciego rzedu i nalezaloby znalezé jego miejsca zerowe. Mozna w tym
celu zastosowaé znana z algebry metode Cardano, ale ze wzgledu na sy-
metrie wspolezynnikéw (2, —3, —3,2) prosciej jest zauwazy¢, iz jednym
z pierwiastkéw jest © = —1. Wydzielajac czynnik (z + 1), otrzymujemy
tréjmian kwadratowy, ktérego pierwiastkami — co tatwo stwierdzi¢ —
sa liczby 1/2 oraz 2. Mozna wiec pochodna funkcji przepisa¢ w postaci:

() = (x+1)(x—1/2)(x —2)
(Va2 —xz+1)3
Mianownik jest zawsze dodatni, wiec znaki pochodnej okreslamy na pod-
stawie licznika. Schematyczny przebieg pochodnej jest wiec podobny
do przebiegu wielomianu trzeciego stopnia i ma charakter ,wezyka”
przedstawionego na rysunku 13.4.

(13.2.26)

1
2

Rysunek 13.4: Schematyczny przebieg pochodnej funkcji f.

Rysunek ten stuzy wylacznie okresleniu znakéw pochodnej i jej miejsc
zerowych. Na jego podstawie mozemy tatwo ustali¢, ze

o f'(x) > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy = €] — 1,1/2[U]2, 00[. Pa-
mietamy jednak, ze funkcja f nie musi by¢ rosnaca na sumie tych
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przedzialéw, ale jedynie na kazdym przedziale osobno.

o f(x) <0, wtedy i tylko wtedy, gdy = €]—o0, —1[U]1/2, 2[. Na kaz-
dym z tych przedzialéw (osobno) funkcja jest malejaca.

o fllz)=0dlaz=-1,2=1/2lubz = 2.

Wyciagamy wiec wniosek, ze funkcja f(z) ma w punkcie x = —1 mi-
nimum, w punkcie x = 1/2 maksimum, a w punkcie z = 2 ponownie
minimum. Zauwazmy, ze punkty te polozone sg symetrycznie wzgledem
prostej x = 1/2. Znajdziemy jeszcze wartosci funkcji w tych punktach:
f(=1) = 2V3,
1 5
f(3) = 5\/5, (13.2.27)

f(2) = 2v3.
8. Druga pochodna i jej dziedzina. Po zrézniczkowaniu (13.2.25) i upo-
rzadkowaniu wyrazéw otrzymujemy:
() = 27x(x — 1) '
4(Vax? —x+1)°

Mamy D" = R, gdyz (13.2.25) jest rézniczkowalna wszedzie.

(13.2.28)

9. Wypuklosé, wklestosé, punkty przegiecia. Mianownik w (13.2.28) jest
dodatni, a znaki licznika bardzo tatwo ustalié:

o () >0 <= z €] —00,0[U]l,00. W tych przedzialach
funkcja jest wypuktla.

e () < 0 <= =z €]0,1[. W tym przedziale funkcja jest
wklesta.

o /() =0 < x=0V x=1. Sato punkty przegiecia funkcji.
Ponadto f(0) = f(1) = 4 (znéw znajduje swoje odbicie symetria
wzgledem prostej x = 1/2).

Mozemy teraz wykonac¢ tabelke, umieszczajac w niej uzyskane czastkowe
wyniki, oraz sporzadzi¢ wykres.

T —00 —1 0 1 1 2 00
2

@) o\ 28 S 4/ VBN 4N 2E oo

flle) === 0 4+ 4+ + 0 — — — 0 +++

') +++ + + 0 — — — 0 + + +++
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Rysunek 13.5: Wykres funkeji (13.2.15).

13.3 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Znalez¢ promien R podstawy stozka prostego o najmniejszej obje-
tosci opisanego na kuli o promieniu r.

Odpowiedz:
R=rV2.

Zad. 2. Znalez¢ stosunek wysokosci h do promienia r podstawy walca, kto-
rego objetos¢ jest ustalona, a calkowite pole powierzchni najmniejsze.

Odpowiedz:
h/r=2.

Zad. 3. Zbadaé przebieg zmiennoéci funkcji i narysowaé ich wykresy:

a) f(x) =523 — 253  dlazeR.
3 2

b) f(x):x—g—i-ﬁ, dlaz € R\ {0}.
3

¢) fla)=— g 20, daz e R\ {~V3.v3}.

x4 —
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Badamy zbiezno$¢ szeregéw

14.1 Stosujemy oszacowania
Problem 1
Zbadamy zbieznos¢ szeregu:

i 1

n—1 \3/(271 —1)(2n+1)(2n+3) .

(14.1.1)

Rozwigzanie

Badanie zbieznosci szeregu najlepiej rozpoczaé od przyjrzenia sie wzorowi
pod katem tego, czy spelniony jest tzw. warunek konieczny. Méwi on, iz wyraz
og6lny szeregu zbieznego musi dazyé do zera wraz z n — oo. Nie ma bowiem
sensu podejmowaé wysitku celem poszukiwania odpowiednich oszacowan czy
tez stosowaé ztozonych kryteridow, jesli od razu na poczatku jesteSmy w stanie
stwierdzié, ze nie ma szans na zbiezno$é¢ szeregu.

Pamietajmy jednak, ze odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe! Wyraz
0g0lny szeregu moze dazy¢ do zera, a szereg mimo wszystko sie rozbiega. Ma
to miejsce wtedy, gdy kolejne wyrazy szeregu maleja, ale stosunkowo wolno.
Za przyklad moze tu postuzy¢ tzw. szereg harmoniczny » o 1/n . Nosi
on te nazwe, gdyz kazdy jego wyraz jest Srednig harmoniczng poprzedniego
i nastepnego (por. (4.3.29)):

1 1/1 1
_ (= dla n=1.2.... 14.1.2
b3 (bn + bn+2> an=12 ( )
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Dobrze wiemy z wykltadu analizy, ze szereg ten jest rozbiezny, pomimo ze
by :=1/n 2 0. Szereg harmoniczny przyda si¢ nam jako szereg poréwnaw-
czy w biezacym zadaniu.

Popatrzmy teraz na (14.1.1) i zastanéwmy sie, jak zachowuje sie wyraz
ogblny przy bardzo duzym n. Pomijajac stale w mianowniku, ktére beda
wéwcezas bardzo malte w poréwnaniu z n, mozemy napisaé

| | 1 1
T B _Dent D@nt3)  Venoon.on J@npP  2n
(14.1.3)

Wspbélezynnik 1/2 nie ma wplywu na zbiezno$é szeregu. Widzimy wiec, ze
szereg (14.1.1) zachowuje sie przy n — oo jak szereg harmoniczny, a zatem
powinien by¢ rozbiezny. Trzeba jedynie dokonaé precyzyjnego oszacowania.
Dzieki powyzszym rozwazaniom wiemy juz, czego chcemy dowiesé i jakiego
oszacowania szuka¢. Otéz tak dobierzemy szereg ), ¢, o dodatnich wyrazach,
aby byl on rozbiezny, a jednoczesnie aby zachodzita nieréwnosé

ap > Cn (14.1.4)

dla prawie wszystkich n. Wéwczas, jesli rozbiega sie szereg ), ¢, to musi sie
tez rozbiegaé szereg ), a,. Ta metoda postepowania nosi nazwe kryterium
poréwnawczego. Ze wzgledu na postaé¢ prawej strony (14.1.3) dobrym kandy-
datem na szereg poréwnawczy bedzie z pewnoscia szereg harmoniczny, co nie
oznacza, ze mozemy od razu napisac, iz

1 1

V(@2n-1)2n+1)(2n + 3) > 2n’ (14.1.5)
gdyz stale w mianowniku pomineliSmy, nie zwracajac uwagi na ich znaki.
Trzeba oszacowania dokona¢ uwazniej. Z pomoca przychodzi nam wiedza, iz
staly liczbowy wspélczynnik przed 1/n nie ma znaczenia dla zbieznosci. Idea
polega wiec na tym, ze tam, gdzie nie mozna stalej w mianowniku pomingé
przy zachowaniu nieréwnosci (14.1.4), zmodyfikujemy wspélczynniki przy n,
aby stala te udalo sie wylaczy¢ przed nawias:

1 1
Ton—DentDEn 1) Jen@n+ 200 1 3)
R R U S
V2 Unnr 1’ VB Ymiip iz (ntl)

(14.1.6)

Szereg Y o2 1 1/(n+1) jest zwyklym szeregiem harmonicznym, z ktérego usu-
niety zostal pierwszy wyraz. Odrzucenie jednego wyrazu szeregu, a nawet
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dowolnej skonczonej ich liczby nie ma wpltywu na jego zbieznoé¢. Skoro roz-
biezny jest szereg > oo 1/n, to rozbiezny musi by¢ takze > 00, 1/(n + 1)
i odwrotnie. Jak juz wiemy, multiplikatywna stala w (14.1.6) nie ma znacze-
nia dla zbieznosci, co oznacza, ze znalezliémy pozadane oszacowanie (14.1.4).
Whiosek: szereg w tresci zadania jest rozbiezny.

Problem 2

Zbadamy zbieznosé¢ szeregu:

> 1
> (=1)"log ntl

n=1

(14.1.7)
Rozwigzanie

Idea rozwigzania tego zadania bedzie polega¢ na oszacowaniu ciggu sum
czeSciowych:
n+1
n

m
Sm =Y _(=1)"log (14.1.8)

n=1
i zbadaniu jego zbieznosci (jako ciagu). Jesli okaze sie, ze S, ma granice, to
tym samym zbiezny bedzie takze szereg (14.1.7).

Obecnosé¢ czynnika (—1)" podpowiada nam, ze warto rozpatrze¢ dwie

sytuacje: gdy m jest nieparzyste (tj. m = 2k — 1, dla k = 1,2,...) oraz gdy
m jest parzyste (tj. m = 2k, dla k = 1,2,...). Mamy zatem:

Sok—1 = ijz_:ll(—l)"lognl—l = —log%—i—logg _IOg§+"'_IOg§Z:§,
+ log g: : 5 log 2;5 1 (14.1.9)

Sop = nik:l(—l)”logn;l :—log%—i—log;—logg—i-...—log;Z:g
+ log g: : 5~ log 2;5 1 + log 22}: ! . (14.1.10)

Oczywiste jest, ze wzory na Sor_1 oraz Sgi rdznia sie wylacznie jednym
sktadnikiem sumy: log(2k + 1)/(2k), ktérego brak w pierwszym wyrazeniu.
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Odnotujmy w tym miejscu wazny fakt, ze skladnik ten jest dodatni, gdyz
argument logarytmu naturalnego jest wiekszy od jedynki. Pociaga to za soba
nier6wnosé: Sop_1 < Sa.

Pokazemy ponizej, ze ciag Sor_1 jest rosnagcy w zmiennej k. Jest on takze
ograniczony z gory przez dowolny z wyrazéw ciagu Soi (gdyz ten ciag okaze
sie za chwile malejacy). Jak wiemy z wykladu analizy, ciag monotoniczny
i ograniczony jest zbiezny. Wykorzystywaliémy juz ten fakt, badajac ciagi
rekurencyjne w podrozdziatach 5.3 oraz 5.4.

Gdy zwiekszamy k o jeden, to liczba sktadnikéw sumy (14.1.9) zwieksza
sie o dwa 1 stale pozostaje nieparzysta. Oddzielimy wiec pierwszy wyraz,
a pozostale pogrupujemy po dwa:

—1 %
5ok —1

2 3 4 2
Sgk_l——logI+log§—10g§+...+log2k_2
—_———

=—lo 2-1—10 g—f— +1o M——lo 2—Ho 9
B TR T TS ak — ) T BT T8
Ak* — 4k +1

Jak widzimy, pomijajac pierwszy wyraz, dodawane kolejno sktadniki sa do-
datnie, gdyz zawsze po wykorzystaniu zwiazku: loga — logb = log(a/b) od-
powiedni argument logarytmu jest wiekszy od jedynki. Mamy zatem:

%k+1 | 2%+2
ok S 9k +1
(2k + 1) 4k? + 4k +1
AT G, 4 log e AT
(k) TS T

1
= _ 1 1+—— 1. 14.1.12
Sok, 1+Og(+4k2+4k)>52k1 ( )

So(k41)-1 = S2k+1 = Sa—1 + log

= Sop_1 + log

Ciag w istocie jest rosnacy. Poniewaz, jak za chwile uzasadnimy, jest takze
ograniczony, wiec jest zbiezny.
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Podobne rozumowanie przeprowadzimy ponizej dla Syi. Liczba wyrazdéw
w (14.1.10) jest z definicji parzysta, wiec od razu pogrupujemy je po dwa:

Sop =

el g2k k=1 %k 2k
OB TIOB Y T T OB Ty T8 g Ty T By T T
~—_— —
4 (2k — 2)2 (2k)?
— _log=— ... —1 ~1
&3 ok —1)(2k—3) < °(2k—1)(2k + 1)
4k% — 8k + 4 4k2

4
= —logg—...—lo (14.1.13)

-1 .
SU2—8k+3  CARZ—1
OtrzymaliSmy powyzej sume ujemnych sktadnikéw. Zwickszenie k o jeden,
oznacza dodanie kolejnego ujemnego wyrazenia. Dlatego cigg jest malejacy:

S2(k+1) = S2k-+2 < Sy, . (14.1.14)

Oba ciagi sa ograniczone przez liczby S1 i S, co widaé¢ po wykorzystaniu
nieréwnosci:

S1 < Sop—1 < Sgk < Sz,
i tym samym okazuja sie zbiezne do pewnych granic g; (ciag Sor—1) oraz go
(ciag Sox)-

Powstaje teraz pytanie, czy oba podciagi (parzysty i nieparzysty) ciagu
sum czesciowych S, maja te samg granice, czyli czy g1 = g2. Poniewaz wy-
czerpuja one razem wszystkie wyrazy ciagu, oznaczaloby to, ze do tej samej
granicy zbiezny jest takze sam ciag Sy, czyli ze zbiezny jest szereg (14.1.7)
z tresci zadania. Odpowiedzi na to pytanie dostarcza zwiazek:
2k+1

2k
ktéry zauwazyliémy juz na poczatku. Skoro zbiezny przy k — oo jest zaréwno
Sok, Sok—1, jak i log[(2k + 1)/(2k)] (naturalnie o zera), to mozna przej$é
do granicy po obu stronach otrzymujac:

Sor = Sop_1 + log (14.1.15)

g=0n+0 = g=g1 = S, jest zbiezny. (14.1.16)

W ten sposéb wykazaliSmy wiec takze zbieznosé szeregu.

Warto na koniec zwréci¢ uwage, ze w naszym dowodzie tak naprawde nie
byla istotna konkretna posta¢ wyrazéw szeregu. Wazny byl jedynie wspot-
czynnik (—1)" oraz to, ze ciag postaci a,, = log[(n + 1)/n] byl monotonicznie
malejacy do zera. Dla kazdego innego szeregu o tych samych wtasnosciach do-
wod przebiegalby identycznie, gdyz jedyne, co wykorzystywaliémy, to pogru-
powanie wyrazéw po dwa: (a; — a;4+1) 1 okreslenie znaku tej réznicy. Dla kaz-
dego ciagu malejacego réznica ta, oczywiscie, jest dodatnia i wnioski (14.1.12)
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i (14.1.14) pozostaja stuszne. Przy spelnieniu warunku a,, — 0, zachodzi

n—oo
takze (14.1.16).
Obserwacja poczyniona w tym zadaniu stanowi podstawe dla tzw. kryte-
rium Leibniza zbiezno$ci szeregéw. Wrécimy do niego w problemach 6 oraz 7
podrozdziatu 14.2, a takze w zadaniu 2 w podrozdziale 14.3.

14.2 Wykorzystujemy rézne kryteria
Problem 1

Zbadamy zbieznos$é¢ szeregu:

3 [% - 1og”;§1} . (14.2.1)

Rozwigzanie

Przy rozwiazywaniu tego zadania wykorzystamy kryterium poréwnawcze.
Do tego celu potrzebna nam bedzie nieréwnosé:

log(l4+2z)<z dlaz>-1, (14.2.2)
ktéra na wstepie wykazemy. Zaczniemy od przypomnienia faktu znanego
z wyktadu, ze:

n
lim <1 + f) —¢® dlazeR. (14.2.3)
n—00 n
Zajmijmy sie wyrazeniem a, = (14 x/n)", a do oszacowania go wykorzy-

stamy nieréwno$¢ Bernoulliego, ktéra wykazaliSmy w problemie 1 w podroz-
dziale 4.3:

n
an:<1+%) >1+n%:1+x. (14.2.4)

Nieréwno$¢ ta, zgodnie z zalozeniami w (4.3.1), zachodzi dla x/n > —1, co
jest spetnione dla dowolnego naturalnego n, o ile x > —1. Taki przypadek
wlasnie nas interesuje w tym zadaniu (zob. (14.2.2)).

Popatrzmy teraz na nieréwnosé¢ (14.2.4). Po lewej stronie mamy wyrazy
ciagu a, zbieznego do e, a po prawej wyrazenie od n niezalezne. Skoro
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wszystkie wyrazy ciagu spelniaja nieré6wnosé¢ a,, > 1 + z, to mozna przejsé
do granicy po obu stronach, otrzymujac:

lim a, =€e*">1+4+x. (14.2.5)

n—oo
Pamietajmy w tym miejscu, ze jesli nier6wnos$¢ w (14.2.4) bylaby ostra,
nie oznaczaloby to wcale, ze takze ostra nieréwno$¢ musi spetniaé¢ granica
(14.2.5). Mozna sie o tym latwo przekonaé, biorac ciag o wyrazach 1/n > 0,
ktorego granica réwna jest zeru (a nie jest wigksza od zera). W ogdlnosci, jesli
mamy dwa ciagi zbiezne b,, oraz ¢, i zachodzi b,, > ¢, dla prawie wszystkich

n, to wynika stad jedynie, ze hm b, = lim c,.
n—oo

Nieréwnos¢ (14.2.5) wykazahsmy jedynie dla z > —1, ale bardzo tatwo
zauwazy¢, ze obowigzuje ona dla dowolnych x € R. Dla kazdego rzeczywistego
x znajdziemy bowiem tak duze N, ze dla n > N zachodzi¢ bedzie x/n > —1
i tym samym spelniona bedzie nier6wnosé (14.2.4). Zreszta z postaci (14.2.5)
wynika zupelnie jasno, ze dla < —1 lewa strona jest dodatnia, a prawa
ujemna.

Wracajac do naszego dowodu, wykorzystamy teraz nieréwnos¢ (14.2.5),
aby wykazaé¢ (14.2.2). W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze logarytm naturalny
jest funkcja rosnaca. W takim razie prawdziwa jest implikacja:

>14+2 = log(e’)>log(l+z) = x>log(l+x), (14.2.6)

dla z > —1.
Majac juz do dyspozycji nier6wnosé (14.2.2), mozemy wykorzystaé ja
teraz do oszacowania wyrazoéw szeregu (14.2.1). Napiszemy bowiem:

1 1 1 1
——logn+ :——log<1+—>>0, (14.2.7)
n n n

gdzie role x odgrywa ulamek 1/n. Mamy juz oszacowanie z dotu. Aby znalezé
oszacowanie z gory, ponownie wykorzystamy nieréwnosé¢ (14.2.2), przepisujac
ja w nastepujacy sposob:

oo " + 1 1 n log ™ +1-1 1 <1 1 >
0 —lo =—log— =-1o -—
& gn+1 & n+1 & n+1
-1 1
— = . 14.2.8
n+1l n+1 ( )
Tym razem w miejsce z podstawilismy —1/(n + 1). Z (14.2.8) wynika:
1 n+1 1 1 1 1
——1 < - - = < — 14.2.9
n_ % “n on+1 nn+1) 2 ( )

Te oszacowania, na mocy kryterium poréwnawczego, wystarczaja juz do
stwierdzenia, ze szereg w tredci zadania jest zbiezny. Jest to bowiem szereg
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o wyrazach nieujemnych, co wynika z (14.2.7), a sa one ograniczone z gory
przez wyrazy zbieznego szeregu > oo, 1/n?.

Problem 2

Zbadamy zbieznos¢ szeregu:

i [1 — nsin %r (14.2.10)

n=1

w zaleznosci od wartosci parametru o € R.

Rozwigzanie

Tym razem wykorzystamy tzw. kryterium ilorazowe. Zatézmy, ze mamy
do czynienia z szeregami o wyrazach dodatnich. Idea tego kryterium polega
na dobraniu do badanego szeregu ), a, pewnego szeregu poréwnawczego
> 5 bn (ktérego zbieznoéé badz rozbieznosé mozemy tatwo stwierdzi¢) w taki
sposo6b, aby:

lim b_ =¢ dla £€#0 oraz £ # . (14.2.11)

n—oo

Mozna wowczas niezbyt precyzyjnie powiedzieé, ze dla bardzo duzych n
oba szeregi zachowuja sie identycznie. Jesli tak, to zbieznos¢ ), b, pociaga
za sobg zbieznos¢ ), a,. Z kolei rozbieznos¢ ), b, pociaga za soba rozbiez-
nos¢ »_,, n.

Jedli € = 0 badz € = oo, to kryterium moze nie rozstrzygaé o zbieznosci
szeregu » . a,. Pozostaje ono woéwczas uzyteczne jedynie w dwoch przypad-
kach:

1. £=0 A an — zbiezny — Zan — zbiezny, gdyz ten szereg

n n
zachowuje sie w nieskoniczonosci ,lepiej” niz szereg zbiezny,
2. £E=00 A Zb — rozbiezny — Zan — rozbiezny, gdyz szereg

ten zachowuje sie w nieskonczonosci ,,gorzeJ niz szereg rozbiezny.

Jasne jest, ze w pozostalych przypadkach, gdy nasz szereg zachowuje sie
»gorzej” niz pewien szereg zbiezny lub ,lepiej” niz pewien szereg rozbiezny,
0 jego zbieznosci nie mozemy wyrokowac.
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Skoro najskuteczniej kryterium to dziata, gdy & okazuje sie by¢ skonczona
liczba, to postaramy sie tak dobraé szereg ), b,, aby wtasnie taki wynik
uzyskaé. Musimy w tym miejscu popracowaé nieco wyobraznia nad wzorem
(14.2.10), by mie¢ chociaz jakie$ sugestie co do zachowania wyrazéw naszego
szeregu:

1 [e%
an = [1 — nsin E] (14.2.12)
dla bardzo duzego n. Podstawmy chwilowo zamiast 1/n zmienna rzeczywista
x 1 zastanéwmy sie nad wyrazeniem:

1 1/n—sin(1/n) T —sinx
=L ' I oy -

1—nsin— = 14.2.13
nsin — Tn . , ( )
gdy zmienna x — 0. Z pomoca przyjdzie nam tutaj znane rozwiniecie w szereg
Taylora dla funkcji sinus. Wiemy, ze sinz = x — 1/3!- 23 + ..., wiec powinno
zachodzié: ' 5
rosine row+lf-at 1o (14.2.14)
x x 6
Spodziewamy sie zatem, ze dla bardzo duzych n:
1 17¢

wiec szereg poréwnawczy powinien mieé¢ wyrazy o postaci: b, = 1/n?*. Z wy-
ktadu analizy wiemy, ze szereg taki jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego
wykladnik jest wiekszy od jedynki (czyli o > 1/2).

W tym miejscu nalezy koniecznie uczynié¢ dwie uwagi:

1. Stala 1/3! we wzorze (14.2.14) jest, na tym etapie rozwiazywania zada-
nia, catkowicie nieistotna. Wazne jest jedynie, ze jest ona rézna od zera.
Poniewaz w wyrazeniu x — sin z zmienna x w pierwszej potedze kasuje
sie, wiec musimy ustalié¢, jaki bedzie wiodacy (dla malego x) wyraz,
rozny od zera. Z samej tylko nieparzystosci funkcji sinus wiemy, ze nie
moze by¢ to x2, gdyz nieparzyste funkcje maja tylko nieparzyste po-
tegi rozwiniecia w szereg Taylora wokét zera (tj. w szereg Maclaurina).
Nastepnym wyrazem jest 22 i wystarczy nam wiedza, ze wspétczynnik
przy nim jest niezerowy.

2. Powyzsze rozumowanie, ktére mialo nas doprowadzi¢ do odgadniecia
postaci szeregu poréwnawczego, nie ma charakteru $cistego, a jedynie
intuicyjny. O tym, ze faktycznie udatlo nam sie odgadnaé b, prawi-
dtowo, przekonujemy sie w drugiej czeéci rozwigzania, przy obliczaniu
granicy (14.2.11).
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Pozostaje teraz zastosowaé kryterium ilorazowe, czyli obliczy¢:

im ™ — i [1 —nsin(1l/n)] ~ im [1/n —sin(1/n)
n—o0 b, n—o0 1/n2a n—oo 1/n3
. 1/n—sin(1/n)]”

gdzie w ostatniej réwnosci wykorzystalismy ciaglosé funkeji potegowej. W celu
znalezienia granicy:
lim 1/n —sin(1/n)
n—00 1/n3
zastosujemy regule de ’'Hospitala (o ktérej byta mowa w podrozdziale 11.4)
w nastepujacy sposéb. Otéz zamiast (14.2.17) rozwazmy:

(14.2.17)

. xr—sinx .

Jest to granica typu 0/0 i spelnione sa zalozenia twierdzenia de I’'Hospitala,
wiec mamy:

lim x—sinz im [z —sinz]’ — lim 1—cosw . (14.2.19)

z—0 3 z—0 [:EB]/ z—0 32
Te ostatnia granice mozna znalezé albo kontynuujac procedure de I’Hospitala,
albo przeksztalcajac ja w sposob, ktéry wykorzystywaliSmy juz kilkakrotnie:

1—cosz _ 1—cos?(z/2) +sin’(z/2) 2sin*(z/2)

322 3x2 N 3x2
) . 2
_ L sin®(@/2) 1 <M) BN
6 (z/2)> 6\ z/2 z—0 6 6

Granica (14.2.18) istnieje zatem i réwna sie 1/6. Na mocy definicji Heinego
taki sam wynik musimy otrzymac¢ dla kazdego ciagu argumentéw x, zbiez-
nego do zera. W szczegélnosci takze dla z, = 1/n:

1/n — sin(1 1
lim /= sindl/m) 1 (14.2.21)
W 1/nd 6

(14.2.20)

Nalezy w tym miejscu przestrzec przed wykorzystywaniem wprost reguty
de I’'Hospitala do obliczania granic ciagéw, tj. przed rézniczkowaniem po dys-
kretnej zmiennej n. Pamietajmy, ze dany ciag ¢, to funkcja okreélona wy-
lacznie dla wartosci n = 1,2,..., a nie na ich otoczeniach! Nie jestedmy wiec
w stanie skonstruowaé dla niej ilorazu réznicowego (¢, — ¢p)/h 1 badaé jego
granicy przy h — 0. Prawidlowy spos6b rozumowania przedstawiony zostal
powyzej.

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



14.2 WYKORZYSTUJEMY ROZNE KRYTERIA 277

W efekcie z (14.2.16) otrzymujemy wazny wniosek, ze £ = 1/6%. Udalo
nam si¢ trafnie dobraé szereg poréwnawczy, bo £ # 01 £ # oo, a zatem
kryterium zawsze bedzie rozstrzygaé. Mozliwe sa teraz dwa przypadki:

o Jedli a > 1/2, to szereg 3, b, = 3, 1/n% jest zbiezny, wiec zbiezny
jest tez szereg (14.2.10),

e Jedli a < 1/2, to szereg 3, b, = 3, 1/n%* jest rozbieiny, wiec roz-
biezny jest tez szereg (14.2.10).

Problem 3

Zbadamy zbieznos¢ szeregu:
> <

n
n=1 n

(14.2.22)

w zaleznosci od wartosci parametru ¢ > 0.

Rozwigzanie

Jak wiemy z problemu 3 w podrozdziale 5.2, jedli wyraz ogdlny ciagu
zawiera duzo multiplikatywnych czynnikéw, ktére maja szanse skasowaé sie
w ilorazie a,y1/ay, to kryterium zbieznosci szczegblnie adekwatnym do za-
stosowania jest kryterium d’Alemberta. W podrozdziale 5.2 sformutowali$my
je w odniesieniu do granicy ciagu. Teraz podamy taka jego wersje, ktora
przydaje sie przy badaniu zbieznosci szeregow. W ramach tego kryterium
znajdujemy najpierw granice a,41/a, przy n — oco. Wowczas jesli

. An+1
e lim +
n—oo | a,

< 1, to szereg Z an jest zbiezny,
n

. Anp+1
e lim *
n—oo | a,

> 1, to szereg Z an jest rozbiezny,
n

. Anp+41
e lim *
n—oo | a,

simy zbada¢ go innymi metodami.

=1, to kryterium nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu i mu-
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We wzorze (14.2.22) dostrzegamy wlasnie takie czynniki, ktére na pewno
w duzej czesci skroca sie w ilorazie: sa to n! oraz ¢". Napiszmy zatem:
anr1 M+ D n e(n+1)n"

Gn = (n+4 1)ntl Tl D (14.2.23)

- (nil>n N ((n+c1)/n)" It +i/n)" '

Musimy obliczy¢ teraz granice wyrazenia ayy1/a,. Wiemy doskonale, ze

1 n
lim (1 + —> —e, (14.2.24)
n— o0 n

wiec mamy:
lim 2+l _ & (14.2.25)

n—oo  q,, e

Wynik ten oznacza, ze mamy do czynienia z trzema przypadkami:

e Cc>e.

, . Ap+41
Wowcezas lim
n—oo q,

e D<ce<e.

, . Ap+41
Wéwezas lim
n—oo q,

> 1, wiec szereg 14.2.22) jest rozbiezny.

< 1, wiec szereg jest zbiezny.

® c=e¢e.

, . Ap+41
Wéwezas lim
n—oo  q,

o zbieznosci szeregu.

= 1, wiec zastosowane Kkryterium nie rozstrzyga

Czy wiec jest to juz koniec rozwiagzania i mozemy przej$¢ do nastepnego
zadania? Oczywiscie nie. Kryterium d’Alemberta nie dziata dla ¢ = e, ale to
nie oznacza, ze nie mozemy, w tym szczegdlnym przypadku, zbadaé zbiez-
nosci szeregu przy wykorzystaniu innej metody. Zajmiemy sie tym ponizej.
Najprosciej jest odwotaé sie do znanego z wyktadu analizy faktu, iz ciag
b, = (1 4+ 1/n)" jest rosnacy. Poniewaz jest on jednoczesnie zbiezny do liczby
e, wiec wszystkie jego wyrazy musza by¢ od e mniejsze:

1 n
Vnen bn = (1 + —) <e. (14.2.26)
n

Na tej podstawie wykazemy, ze rosnacy jest takze ciag a,, dla przypadku, gdy
parametr ¢ = e. Jedli tak byloby w istocie, to szereg }_, a, nie speinialby
warunku koniecznego dla zbieznosci, gdyz rosnacy ciag wyrazéw dodatnich
nie moze by¢ zbiezny do zera.

Aby zbadaé monotonicznos$é ciagu a,, ponownie napiszemy wyrazenie
na iloraz an4+1/a,. Wykorzystujac (14.2.23), latwo stwierdzimy, ze jest on
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wiekszy od jedynki:

An+1 €

e
=—>1. 14.2.2
o O+ b (14.2.27)

Warunek konieczny zbieznoéci szeregu nie jest wiec spetniony dla ¢ = e, a za-
tem szereg (14.2.22) jest w tym przypadku rozbiezny.

Problem 4

Zbadamy zbieznosé¢ szeregu:

i <M>n (14.2.28)

= \b+cosn

w zaleznosci od wartosci parametrow a,b > 1.

Rozwigzanie

Z zadan podrozdziatlu 5.2 wiemy, ze jesli wyraz ogdlny ciagu zawiera n-
ta potege pewnego wyrazenia, to do badania zbieznoéci takiego ciagu mozna
probowaé zastosowaé kryterium Cauchy’ego. Ma ono takze swéj odpowiednik
dla szeregéw, ktéry przedstawiamy ponizej. Wyznaczamy granice /]ay,| przy
n — oo i jesli

e lim {/|ay| <1, to szereg Zan jest zbiezny,
n

n—~oo

e lim {/|a,| > 1, to szereg Zan jest rozbiezny,
n—oo oy

e lim {/|a,| =1, to kryterium nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu i mu-
n—oo

simy zastosowaé¢ inne kryterium.
Obliczmy wiec:

a+cosn\" a-+cosn
v/ = { = . 14.2.2
] (b+cosn) b+ cosn ( 9)

Nie umiemy w latwy sposob znalezé granicy otrzymanego wyrazenia (o ile
ona w ogéle istnieje). Naturalnie wystarczylaby nam wylacznie wiedza, czy
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granica ta jest wieksza czy mniejsza od jedynki. Stosownego oszacowania
mozemy dokonaé¢ bardzo tatwo, jesli uéwiadomimy sobie, ze funkcja:

a+x
= 14.2.30
fla) = (14.2:30)
okreslona dla x > —1 (bo b > 1) jest rosnaca dla a < b, malejaca dla a > b
oraz stata, gdy a = b. Mamy bowiem:
a—+x a+ T2
flz1) > f(22) g .
— (a+z1)(b+z2) > (a+22)(b+ x1)

< ab+ azrs + bry + 2179 > ab+ axy + bxro + 129

(14.2.31)

<~ (a—b)(xzg —21)>0.

Oznacza to, ze oba wyrazenia w nawiasach albo sa jednoczesnie dodatnie
(czyli dla @ > b mamy 27 < z2 i funkcja jest malejaca), albo jednoczesnie
ujemne (czyli dla a < b mamy x; > x5 i funkcja jest rosnaca). Poniewaz
—1 < cosn < 1, wiec dla tych przypadkéw oszacowania wyrazenia (14.2.29)
sa nastepujace. Najpierw:

a+1 a4cosn _a-—1
b+1  b+cosn  b—1
Gdybysmy mogli zalozy¢, ze granica (14.2.29) istnieje, to z powyzszego osza-
cowania wynikaloby, ze musi zachodzié¢

1< dla a >b. (14.2.32)

a—+ cosn a—+1

lim ¢ = i >1 14.2.33
oo [an] o b+cosn  b+1 ’ ( )
i szereg (14.2.28) bylby rozbiezny. Nastepnie
a+1 _a4cosn _a—-1
1> > dl <b 14.2.34
b+17 b+cosn  b-—1 aa ’ ( )
co pociggaloby za soba
a+cosn _a+1
lim ¢ = i 1 14.2.35
nl—{go ’an’ nl—{%o b+ cosn = b+1 <5 ( )

i szereg bylby zbiezny.

Co jednak mozna powiedzie¢ o zbieznosci szeregu, jesli wyrazenie (14.2.29)
w ogéle nie ma granicy, czego przeciez nie zbadaliSmy (i co faktycznie nie za-
chodzi)? Otéz okazuje sie, ze zalozenia kryterium Cauchy’ego mozna zlago-
dzié. Zamiast przechodzié¢ do granicy z wyrazeniem {/]a,| wystarczy ustali¢,
czy istnieje liczba c spelniajaca dla prawie wszystkich n:

Vl]an| < c<1 (wtedy szereg bedzie zbiezny)
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badz
M >c>1 (wtedy szereg bedzie rozbiezny).
W naszym przypadku znalezliSmy taka liczbe dzieki oszacowaniom (14.2.32)
oraz (14.2.34):
_a+1l
Thero

wiec dla a > b szereg w tresci zadania jest rozbiezny, a gdy a < b — zbiezny.
W szczegdlnym przypadku — pominietym do tej pory — gdy a = b, wszystkie
wyrazy szeregu sg po prostu rowne 1 i jest on w sposdb oczywisty rozbiezny.

Problem 5

Zbadamy zbieznos¢ szeregu:

> 1
Z —_, (14.2.36)
“— nlogn

gdzie a > 0.

Rozwigzanie

Szereg, ktéry mamy zbadaé¢ w tym zadaniu, stanowi dosy¢ ciekawy przy-
padek. Otéz, jak wiemy, szeregi ,harmoniczne” o wyrazach postaci

an = 1/n'"e

gdzie € > 0, s zbiezne nawet dla bardzo matej wartosci €. Jedli jednak poto-
zy¢ € = 0, to szereg taki okazuje sie rozbiezny. Ten podany w tresci zadania
stanowi co$§ w rodzaju przypadku poséredniego pomiedzy oboma wspomnia-
nymi powyzej. Dla odpowiednio duzych wartosci n, zachodzi bowiem uktad
nierownosci: ) ) 1

<= (14.2.37)

nlte < nlogn n
Wynika on stad, ze co prawda logn dazy wraz z n do nieskonczonosci, ale
wolniej niz jakakolwiek potega n, np. n¢. Takie samo oszacowanie dla duzych
n obowiazywaé bedzie takze przy a > 0:

! < ! < ! (14.2.38)
nlte “nlog*n ~n’ -
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Ciekawe jest wiec pytanie, czy ,,poprawienie” zachowania szeregu harmonicz-
nego >, 1/n poprzez dopisanie logarytmu w mianowniku jest wystarczajace
dla uzyskania zbieznosci.

Kryterium, ktére staje sie szczegdlnie przydatne, gdy mamy do czynienia
z funkcjg logarytmiczna w mianowniku, to tzw. kryterium zageszczeniowe.
Ma ono nastepujaca posta¢. Przyjmijmy, ze badamy zbieznos¢ szeregu ), ay,
przy czym jego wyrazy tworza ciag malejacy monotonicznie do zera. Jak pa-
mietamy, zbieganie do zera wyrazéw a,, jest konieczne dla zbieznosci szeregu,
ale monotonicznos¢ juz nie. Stanowi ona pewien dodatkowy warunek. Wow-
czas:

> an jestzbieiny <= Y 2%ay. jest zbieiny. (14.2.39)
n k

Analogiczng wersje tego kryterium mozna udowodnié, zmieniajac 2% na 3"
itp. Zastosujmy to kryterium do naszego szeregu. Zamiast (14.2.36) badamy
wiec zbieznosé szeregu:

1 1 1 1
W =S 2F—— — = — . (14.2.40
Zk: o Zk: 2F log™(2*) Zk: (klog2)®  log™2 Zk: ke ( )

OtrzymaliSmy dobrze znany szereg, ktory zbiezny jest dla « > 1 oraz roz-
biezny dla a < 1. Ze wzgledu na znak réwnowaznosci w (14.2.39) identycznie
brzmia wnioski odnosnie do szeregu (14.2.36). Aby wiec szereg (14.2.36) byt
zbiezny, wykladnik a musi by¢ wiekszy od jedynki.

Warto wspomnieé¢ na koniec, ze bardzo wygodnym kryterium przy tego
rodzaju szeregach jest tez kryterium catkowe, ale bedzie mozna poswieci¢
mu nieco uwagi dopiero wtedy, gdy zapoznamy sie¢ z catkami oznaczonymi
niewlasciwymi.

Problem 6

Zbadamy zbieznos¢ szeregu:

i sin(mvn? 4+ a?) , (14.2.41)

n=1

gdzie a > 0.
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Rozwigzanie

Rozwiazujac to zadanie, mozemy oprzec¢ sie na wynikach otrzymanych w przy-
ktadzie 4 z podrozdziatu 5.1. Wykazaliémy tam, ze granica ciagu a,, zdefinio-
wanego jako:

an = sin (1v/a? +n?) (14.2.42)

gdzie a > 0, jest réwna zeru przy n — oo. Warunek konieczny zbieznosci
szeregu jest zatem spelniony. Co wiecej, mozemy wykorzysta¢ wyprowadzony
tam wzér:
o 2 2 — n a?

an = sin (m/a® + n?) = (=1)"sin <wm+ n) . (14.2.43)
Okazuje sie wiec, ze szereg (14.2.41) jest w istocie szeregiem naprzemiennym.
Narzucajacym sie kryterium jest w takim przypadku kryterium Leibniza,
ktore stosuje sie wtasnie do szeregéw postaci:

D (1), . (14.2.44)

n

Moéwi ono, ze jesli spelniony jest warunek konieczny, tj.
lim b, =0, (14.2.45)

n—oo
a ciag b, jest monotoniczny (wystarczy, ze poczawszy od pewnego n), to
szereg (14.2.44) jest zbiezny. Jedli tak, to zadanie niniejsze sprowadza sie juz
tylko do wykazania monotonicznoéci ciagu:

: a?
Cp 1= sin (ﬂ\/m n n) . (14.2.46)
Dla bardzo duzych wartoéci n argument funkcji sinus jest bardzo maly i na
pewno nalezy do przedziatu [0, 7/2]. W tym przedziale funkcja ta jest rosnaca.
7 kolei wyrazenie

2
a
_— 14.2.47
vaZ+n?+n ( )
w SposOb oczywisty monotonicznie maleje wraz ze wzrostem n:
a? a?
o < =cy . 14.2.48
T @m0+l Va@+n2+n ( )

Zlozenie funkcji rosnacej (oznaczmy ja f) z malejaca (g) jest funkcja male-
jaca, o czym mogg nas przekonaé nastepujace implikacje:

1>y = fly) > f(y2)
x1>x9 =  g(r1) < g(x2) } (14.2.49)

= [r1>7 = g(z1) <glr2) = [flg9(z1)) < f(g(x2))] -
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Zatem ciag ¢, w istocie jest malejacy i na mocy wspomnianego kryterium
szereg (14.2.41) jest zbiezny.

Warto na koniec podkresli¢, ze jesli mamy do czynienia z szeregiem po-
staci (14.2.44), to czesto umiemy stwierdzi¢ jego zbieznosé nawet przy bardzo
zlozonych wzorach na b,. Z tego wzgledu nie warto odrzucaé¢ zadania tego
typu jako zbyt trudnego, nawet jesli posta¢ szeregu wydaje nam sie¢ pozornie
skomplikowana, bo tak naprawde nie musimy znaé¢ szczegbéléw zachowania
bn, a jedynie ustalié¢, czy monotonicznie ciagg ten dazy do zera. Na ogdl jest
to znacznie latwiejsze niz na przyklad znalezienie konkretnego oszacowania
dla zastosowania kryterium poréwnawczego itp.

Problem 7

Zbadamy zbieznos¢ szeregu:
> . v/n+1/1000 - (—1)"

S .

n=1

(14.2.50)
Rozwigzanie

Na tym przykladzie przekonamy sie, jak bardzo wazne w kryterium Leib-
niza, stosowanym w poprzednim zadaniu do szeregu
> (=1)"bn (14.2.51)
n
jest zalozenie o monotonicznosci ciagu b,. Gdyby$Smy w miejsce (14.2.50)
rozpatrywali szereg:

Z(—l)"g = Z(—l)"% : (14.2.52)
n=1 n=1

to jego zbiezno$¢ nie budzitaby watpliwosci. Jest on wszak naprzemienny,
a ciag o wyrazie ogdlnym 1/+/n dazy w sposéb monotoniczny do zera. Wydaje
sie wiec pozornie, ze ,drobna” zamiana w liczniku:

1/1 - (=1)"
yn vyt 1/1000- (=D, - (14.2.53)
n n

ktora polega na dodaniu do duzej (dla duzych n) liczby \/n malego wyrazenia
1/1000-(—1)™, nie powinna wplynaé na nasze wnioski. Tymczasem, jak tatwo
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sie przekonaé¢, mamy:

i(_l)n\/ﬁﬂ/looo-( )" =
n=1

n

i l n1/1000n- (—1)"]
Slors

A
n
1

1 1
] o (14.2.54)
1000 n

Mozna wiec powiedzieé¢, ze wyrazy naszego szeregu sa sumami wyrazow sze-
regu zbieznego (o czym byla mowa wyzej) oraz szeregu rozbieznego do nie-
skonczonosci (harmonicznego). W takim razie szereg (14.2.54) jest rozbiezny
i nic nie pomoze tutaj maly wspodlczynnik 1/1000. Ciag sum cze$ciowych:

g:i l—s + 5
1000 =S8Nt 5N,

n=1

i:: [ 10100 H (14.2.55)
- Y

%\

3

n—

SN SN

jest bowiem suma ciggu ograniczonego i nieograniczonego, wiec takze musi
by¢ nieograniczony.

Pozostaje jeszcze pytanie, dlaczego taka z pozoru niewielka modyfika-
cja (14.2.53) spowodowala tak istotne konsekwencje i szereg przestal byé
zbiezny. W ktorym miejscu zostaly naruszone zalozenia kryterium Leibniza?
W sposéb widoczny ciag utworzony z wyrazéw szeregu zbiega do zera, wiec
pozostaje jedyna mozliwosé, ze przestal on by¢é monotoniczny. Nietatwo jest
to dostrzec na pierwszy rzut oka, ale jest tak w istocie. Aby to sprawdzid,
obliczmy réznice byy1 — by:

vn+1+1/1000 - (—1)7”rl vn+1/1000 - (—1)"
n+1 n

= ( ! ! ) 1" ( Ly 1) (14.2.56)
S \Wn+l Vn 1000 \n+1 n/ " -
Monotoniczno$¢ wymagataby, aby powyzsze wyrazenie miato okreslony znak,

niezalezny od n (przynajmniej poczawszy od pewnej wartosci n). Wiasnosé
ta zalezy od poréwnania moduléw pierwszego i drugiego skladnika sumy.

bn-‘rl - bn =
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Utwoérzmy zatem iloraz:

UVRET U] AT - V)
1000 [+ )+ 1m0 T Avn i i2n 1)
(m+D(Wn+1-vn) Vntl+yn

vivn+1(2n+1) Vn+1+n
nn+1)(n+1—n)
Vi 120+ ) (Vn + 1+ i)
vnyn +1

@n+ )(/nt 1+ Vi)

_ 1000 . V1+1/n .

w2+ 1m)(1+ 1+ 1)

Wyrazenie to zbiega do zera przy n — oo, wiec dla prawie wszystkich n mniej-
sze jest od 1. Fakt ten nie zalezy od tego, jak duzy wspoétczynnik wpisalibysmy
zamiast 1000. Oznacza to, ze od pewnego miejsca drugi wyraz w (14.2.56)
przewaza nad pierwszym (co do modutu). Ze wzgledu na obecno$é czynnika
(—1)" ciag b,, przestaje by¢ monotoniczny, a zaczyna oscylowa¢. Przyklad ten
stanowi przestroge przed ,lekcewazacym” traktowaniem zalozen twierdzenia.
Z inna sytuacja tego typu spotkamy sie w zadaniu 2 nastepnego podrozdziatu.

(14.2.57)

— 1000 2

= 1000

= 1000

14.3 Rozwigzujemy kilka ciekawych probleméw
Problem 1

Zbadamy zbieznos$é¢ szeregu:

i [/a— 0], (14.3.1)

n=1

gdzie a,b > 0.

Rozwigzanie

Zanim przystapimy do badania szeregu (14.3.1), rozwiazemy zadanie po-

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



14.8 ROZWIAZUJEMY KILKA CIEKAWYCH PROBLEMOW 287

mocnicze. Wykazemy mianowicie zbiezno$é i znajdziemy granice ciggu:

an=n(¥Ya-1), (14.3.2)
gdzie a > 0. Po raz kolejny spotkamy sie przy tym z zastosowaniem reguty
trzech ciggdw, z ktéra zaznajomilismy sie w kilku zadaniach podrozdziatu 5.1.
Jednoczesnie przekonamy sie, ze znalezienie odpowiednich ciagéw porownaw-
czych moze by¢ nietatwg sprawa.

Rozpoczniemy od przytoczenia nieréwnosci, ktore beda nam za chwile
potrzebne do oszacowan. Pierwsza z nich:

ef>14+2 (14.3.3)

wykazalidmy juz wezeéniej dla dowolnego = € R (zob. (14.2.5)), wiec nie ma
potrzeby czynié¢ tego ponownie. Druga uzyskamy z (14.3.3), podstawiajac
w miejsce x wielkos¢ —x :
1
e*>1l—-2z = €< . (14.3.4)
dla z<1 1—=2x

Obie otrzymane nieréwnosci mozna potaczyé, piszac:

1
1= r

r<e -1« =
-z l1—=z

dla z <1. (14.3.5)

Jak na razie nie widaé ich zwigzku z trescig naszego zadania. Stanie sie on
jasny, jesli podstawic:
loga
T = .

- (14.3.6)

Dla ustalonego a oraz odpowiednio duzych wartosci n niewatpliwie spelniona
jest nieréwnosé log a/n < 1, wiec mozemy wykorzystaé (14.3.5), piszac:

logageloga/n_1< loga/n  loga

< - . 14.3.7
n 1—loga/n n—loga ( )
Ale:

gloga/n _ log Va _ {l/a . (14.3.8)

Mnozac uklad nieréwnosci (14.3.7) przez n i podstawiajac (14.3.8), otrzymu-
jemy:
1
loga <n(Ya—1) < —2%  _ Joga. (14.3.9)
n —loga n—oo
Reguta trzech ciggdéw daje zatem wynik:
lim n({a—1) =loga . (14.3.10)
n—oo
Mogtby kto$ zadaé teraz pytanie, w jaki sposéb odgadliémy od razu
na poczatku, ktére nieréwnoéci beda uzyteczne i doprowadza do potrzeb-
nego nam oszacowania (14.3.9). Niestety, nie ma na nie dobrej odpowiedzi.
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Doboér sposobu zalezy gléownie od wyobrazni i dodwiadczenia rozwiazujacego.
Przerobienie duzej liczby réznorodnych przykladéw te wyobraznie rozwija,
ale i tak w bardziej ztozonych i niestandardowych problemach trzeba si¢ po-
stuzy¢ zmudng metoda ,,prob i btedéw”.

Przejdzmy teraz do wtasciwej czesci zadania, czyli do zbadania zbieznosci
szeregu (14.3.1). Jesli spojrzec na (14.3.10), to zadanie staje sie bardzo proste.
Zachodzi bowiem:

nh—{%on{{l/__%} = lim n[?/&—l—f—l—%}

= lim [n(¥a—1) = n(Vb-1)]
= lim n({a—1)— lim n(Vo—1)
= loga —logb = log% . (14.3.11)

Céz dato nam obliczenie tej granicy? Otdéz znowu przydaje sie odrobina wy-
obrazni. Rozwiazanie staje si¢ jasne, gdy powyzsze réwnanie przepisa¢ w po-
staci:

lim n {\/_ \/_} = lim \/—7_\/— log% . (14.3.12)

n—oo n—~o0 /n

Wzér ten ma postaé kryterium ilorazowego, znanego nam z problemu 2 z po-
przedniego podrozdzialu, w ktérym jako szereg poréwnawczy wziety zostatby
szereg harmoniczny »_,, 1/n. Jak wiemy, jest on rozbiezny. Poza szczegdlnym
— 1 nieciekawym — przypadkiem a = b, prawa strona (14.3.12) jest skon-
czong i rézng od zera liczba. Zachodzi wiec ten szczelliwy przypadek, gdy
kryterium ilorazowe rozstrzyga jednoznacznie kwestie zbieznoéci. Szereg po-
réwnawczy byl rozbiezny, wiec rozbiezny jest takze szereg (14.3.1).

Problem 2

Zbadamy zbieznos$é¢ szeregu:

Z

=)

n+asinnz ’ (14.3.13)

gdzie |af < 1ixz €R.
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Rozwigzanie

Patrzac na wyraz ogélny:

(=D"

— (14.3.14)
n + asinx

ap —

mozna by odnie$¢ wrazenie, ze szereg (14.3.13) jest wymarzony do zastoso-
wania kryterium Leibniza (zob. zadania 6 1 7 z poprzedniego podrozdziatu).
Szereg jest bowiem naprzemienny, a wydaje sie, ze dla duzych wartosci n
obecnos$¢ asinnr w mianowniku nie ma zadnego znaczenia, gdyz wyraze-
nie to jest ograniczone do przedziatu [—|a|, |a|] C] — 1, 1[. Wynikaloby stad,
ze szereg, o ktéorym mowa, jest zbiezny. Jednakze przekonaliSmy sie juz, ze
trzeba by¢ bardzo ostroznym przy formutowaniu podobnych wnioskéw i pre-
cyzyjnie zbadaé, czy spelnione sg zalozenia twierdzenia. Nie wystarczy tutaj
powierzchowna ocena, jaka zaprezentowaliSmy powyzej, gdyz nie mamy stu-
procentowe]j pewnosci co do monotonicznosci ciagu o wyrazie 1/(n+a sin nx),
choé nie mozemy jej tez na pierwszy rzut oka wykluczyc¢.
Aby sie przekonaé $cidle o zbiezno$ci szeregu, przepiszemy go w postaci:
> (=)™ > 1 1 1]

e =S it

niln—i—asinnaﬂ n+asinnr n n

1 n + asinnx

(14.3.15)

Ostatnia rownosé, w ktérej szereg zapisaliSmy jako sume dwdch innych sze-
regbéw, nie musi by¢ automatycznie stuszna i wymaga sprawdzenia, czy oba
szeregi po prawej stronie sa zbiezne. Tylko wtedy szereg sum réwny jest
sumie szeregow. Ostatni szereg po prawej stronie nie przedstawia zadnego
problemu. Wyrazenie 1/n dazy monotonicznie do zera i w polaczeniu z czyn-
nikiem (—1)" pozwala na wykorzystanie kryterium Leibniza. Taki szereg nosi
nazwe szeregu anharmonicznego i naturalnie jest zbiezny. W zadaniu 3 pod-
rozdzialu 12.2 znalezliSmy nawet jego sume (log 2).
Dla pierwszego z szeregdéw napiszemy:

(14.3.16)

1 1” _ |asinnz| |a]
n+asinnr n

e et | o< .
n(n+ asinnz)  n(n—|al)
Do oszacowania utamka z géry wzieliSmy najwieksza warto$¢ licznika i naj-
mniejszg wartos¢ mianownika. Dalej mozemy napisaé:
o __la____ld
S
nn—laol) = (n—lal)?* =~ (n—-1)

dla n>2. (14.3.17)
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Poniewaz szereg: > oo 5 1/(n—1)? jest zbiezny, wiec zbiezny jest takze szereg:

[e.9]

2 [m - %H - (14.3.18)

Pamietajmy, ze dla zbiezno$ci szeregu nie ma znaczenia, czy suma przebiega
odn =1, od n = 2 czy nawet od n = 100. Wazne jest zachowanie wyrazéw
dla duzych wartosci n. Zbieznosé szeregu (14.3.18) pociaga za soba zbieznos¢:

> 1 1
> (=" {7 - —} . (14.3.19)
el n+asmnr n

Moéwimy w takiej sytuacji, ze szereg powyzszy jest zbiezny bezwzglednie, czyli
nie tylko Y, a, ma sens, ale nawet >, |an|.

Jak wiec widzimy, szereg w tredci zadania okazal sie suma (14.3.15) dwéch
szeregow zbieznych i jako taki sam takze jest zbiezny. Nasz pierwszy powierz-
chowny wniosek okazal sie zatem stuszny, ale sprawa zbieznosci szeregéw
naprzemiennych jest czesto bardzo delikatna i nigdy nie nalezy opieraé sie
wytacznie na ocenie intuicyjnej.

Problem 3

Zbadamy zbieznos¢ szeregu:
i sinn? . (14.3.20)
n=1

Rozwigzanie

Na przykladzie 6 w poprzednim podrozdziale oraz na tych, w ktérych
badaliSmy zbieznos¢ ciagdw, nauczyliémy sie, ze jesli argument funkcji si-
nus czy cosinus ro$nie do nieskoniczonosci, wygodnie jest oddzieli¢ z niego
czes¢ wiodaca, a badaé tylko reszte, ktora po tym oddzieleniu pozostaje.
Jednakze w przywolanych przykladach ta wiodaca czes¢ byta wielokrotno-
Scig liczby 7 badz jej utamkowej czesci, jak np. 7/2, co gwarantowalo nam,
ze bedziemy umieli obliczy¢ dla niej warto$é funkcji trygonometrycznych.
Z zupelnie inng sytuacjag mamy do czynienia w biezacym przykladzie. Sinus
dla argumentu catkowitego nie przyjmuje zadnej ,eleganckiej” wartoéci. Nic
wiec nie da oddzielenie z niego wiodacej czesci, ktéra zreszta réwna sie po
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prostu n?. Trzeba uzy¢ jakiego$§ innego sposobu. Istnieje jedno kryterium,
ktore — jak sie wydaje — moze zadziala¢ w tym przypadku: jest to waru-
nek konieczny zbieznosci szeregdéw, od ktorego zaczynaliémy rozwiazywanie
poprzednich przyktadéow. Gdyby udalo sie pokazaé, ze

an = 0,

n—o0

gdzie a,, = sinn?, to wiadomo byloby, Ze szereg jest rozbiezny. We wczesniej-
szych przyktadach wzglednie tatwo bylo ocenié, czy warunek ten jest spel-
niony. W tym zadaniu nie jest to oczywiste i wymaga nieco wysitku.

Skad bierze sie intuicja, iz wyraz ogélny szeregu (14.3.20) moze nie dazy¢
do zera wraz z rosnagcym n? Otoz stad, ze kolejno podstawiane argumenty
czyli 1,2,...,k,k+1,... prowadza do wyrazow ciggu a,,:

sin1,sin4,...,sink? sin(k +1)%,... (14.3.21)

Argument sinusa zwieksza sie z kazdym krokiem o pewng liczbe naturalna,
ktéra oczywiscie nie jest wielokrotnoscia ani samego 7w (ktére przeciez jest
liczba niewymierna!), ani nawet jego ulamkowej czesci. Wyobraznia podpo-
wiada nam, ze otrzymane wartosci w (14.3.21) powinny by¢ chaotycznie roz-
rzucone w zbiorze wartosci funkcji sinus, czyli w przedziale [—1,1]. A skoro
sg rozrzucone chaotycznie, to nie moga tworzy¢ ciagu zbieznego do zera.

Powyzsze rozumowanie ma jedynie charakter intuicyjny i nie stanowi
Scistego dowodu, ale podpowiada nam, jak go wykonaé. Trzeba mianowicie
przejé¢ od a, do an41, anyo i ewentualnie dalej, aby zobaczy¢, czy wszystkie
te kolejne wartosci moga ukladaé sie wokol zera.

Oprzemy sie na definicji granicy ciagu (5.2.2). Wybierzmy bardzo matle
e > 0 i zalézmy, ze istnieje takie N € N, iz dla wszystkich n > N zachodzi

lan — 0] = |sinn?| < e . (14.3.22)

Poniewaz sinus jest funkcja ciagla wraz z funkcja odwrotna (w otoczeniu

miejsc zerowych), oznacza to, iz jego argument musi by¢ bardzo bliski kg,
gdzie kg jest pewna liczbg naturalng. Mozemy wiec napisaé

n? = kom + € , (14.3.23)

gdzie |eg| < 1, o ile tylko wybraliémy odpowiednio male e na poczatku. Zgod-

nie z definicja granicy ciagu nieréwnosé (14.3.22) musi zachodzié¢ nie tylko

dla pewnego n > N, ale rowniez dla kazdego nastepnego. W szczegdlnosci

dla n 4+ 1 oraz n + 2 powinni$my mie¢:
lans1 — 0] = |sin(n +1)%| < e, (14.3.24)
lanta — 0] = |sin(n +2)%| <e. (14.3.25)
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W konsekwencji musi zachodzi¢
(n+1)?% = ki +e, (14.3.26)
(n+2)% = kyr + e, (14.3.27)

przy czym ki, ko € N, natomiast |e;, [e2| < 1.
Odejmijmy teraz od réwnania (14.3.26) réwnanie (14.3.23). Otrzymamy:

2n+1= (k1 —ko)m+ €1 —¢€p . (14.3.28)
Podobne réwnanie uzyskamy, odejmujac od (14.3.27) réwnanie (14.3.26):
2n+3= (ke —ki)mT+ €2 — €1 . (14.3.29)
Biorac z kolei réznice tych dwoch ostatnich réwnodci, otrzymujemy:
2= (ko —2k1 + ko)m+ €2 — 261 + € . (14.3.30)

Zastandéwmy sie, czy jesteSmy w stanie spelnié powyzszy zwiazek. Jedli za-
chodzitoby ko — 2k1 + kg = 0, to otrzymaliby$my:

2 =€y —2€ + €3, (14331)

co w oczywisty sposéb jest rownoscia sprzeczna, albowiem pamietamy, ze
le2 — 2€1 + €3] jest duzo mniejsze od jedynki. Musimy zatem przyja¢ druga
mozliwodé: ko — 2k + ko # 0, czyli ko — 2k1 + ko = +1,£2,.... Wéwcezas
przepisujac (14.3.30) w postaci

2—¢e+2¢ —e3= (k‘g — 2k + k?o)ﬂ' , (14332)

widzimy, ze modutl lewej strony to liczba z przedziatu |1, 3], a modul prawe;
to liczba wieksza od 3 (bo |ky — 2k1 + ko| > 1). Doszli$my zatem do sprzecz-
nosci. Oznacza to, ze granica a, nie jest zero, nie jest spelniony warunek
konieczny zbieznosci szeregu (14.3.20) i szereg jest rozbiezny.

14.4 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Zbadaé zbieznos¢ szeregéw o wyrazach dodatnich:

o - 21 o - n3+n
a)l.Ztgh e 2.2 log 5
n=1 n=1
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2o
n=1 % n=1 %
1 1 > 1 1
c) 1° — (1 — cos —), 2° — sin —
— 1 S| > 1
d) 1° — °. °
) nZ:Q 210gn’ nz:; 3logn’ 2 (log n)logn
el nlo + 9n Xl nn/2
e) 1°. , 20
nz::l 3n nz::l (2n)!
£) 1°. .. .
) nZ=:2 nlognlog(logn) nZ::g nlog nlog'® (log(log n))
Odpowiedzi:

a) 1°. Zbiezny. 2°. Rozbiezny.
b) 1°. Zbiezny. 2°. Rozbiezny.
1°. Zbiezny. 2°. Rozbiezny.
) 1°. Rozbiezny. 2°. Zbiezny. 3°. Zbiezny.
1°. Zbiezny. 2°. Zbiezny.
f) 1°. Rozbiezny. 2°. Rozbiezny.

Zad. 2. Zbadaé zbieznos¢ szeregéw wyrazéw o znakach zmiennych:

> 2+1 > 1
a) 1°.Zsin<7rn: ) 2°.nzzlsin(7rn:; )

n=1
o o0
(=1)" (=1)"

SIS CH) i S SRS w S > S

= -n?—n+6 “= n +sin(nm/2)
C) 10 = (_1)" 20. i (_1)" .

n=1 {L/ﬁ n=1 n2 + (_1)n
Odpowiedzi:

a) 1°. Zbiezny. 2°. Rozbiezny.
b) 1°. Zbiezny. 2°. Zbiezny.
c) 1°. Rozbiezny. 2°. Zbiezny.

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



Obliczamy catki nieoznaczone

15.1 Calkujemy przez czesSci i przez podstawienie

Problem 1

Zmajdziemy catke nieoznaczong:

[z/(loix>3dx. (15.1.1)

Rozwigzanie

Jednym z najwazniejszych narzedzi stosowanych przy znajdowaniu catek
jest metoda ,calkowania przez czesci”. Przebiega ona wedlug wzoru:

[ @@ = fwyga) - [ f@)g@de (1512)

przy zalozeniu istnienia wszystkich pochodnych i catek. Idea polega na tym,
aby zamiast catki [ f'(x)g(z)dx, ktorej z jakich§ powodéw nie umiemy zna-
lezé wprost, obliczy¢ inna: [ f(x)g'(x) dx, co moze (choé¢ nie musi) okazaé sie
tatwiejsze. Czasami zdarza sie, ze procedure opisana wzorem (15.1.2) trzeba
zastosowac kilkakrotnie, aby doj$¢ do wzglednie prostej catki. Z takim przy-
ktadem mamy wtasnie do czynienia w niniejszym zadaniu.

Pierwsza trudno$é, ktéra pojawia sie, gdy stoimy wobec problemu znale-
zienia catki, to wybodr metody catkowania. Czasami mozliwych do zastosowa-
nia jest kilka alternatywnych metod, a czasami zadna ze standardowych nie
prowadzi bezposrednio do celu. Oczywiscie trzeba tez pamigtaé, ze istnieja
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calki, ktérych obliczyé sie nie da zadng metoda i definiujg one tzw. funkcje
specjalne. Jesli jednak, z pewnych wzgledow, zdecydowalidémy sie wykorzy-
sta¢ metode catkowania przez czesci, to musimy umieé dostrzec w wyrazeniu
podcatkowym iloczyn pewnej funkcji (tj. g) oraz pochodnej innej funkeji (f).
W niektérych przypadkach jest to dosyé oczywiste, a w innych nie.

Przechodzac do naszego przyktadu, widzimy po pierwsze, ze funkcja pod-
catkowa jest na tyle skomplikowana, iz nie potrafimy obliczyé¢ calki wprost,
a po drugie, ze ma ona posta¢ iloczynu (a nie na przyklad funkcji ztozonej),
co sugeruje, aby w pierwszym rzedzie wyprébowaé metode catkowania przez
czedci. Jedli tak, to musimy zdecydowaé sie na podzielenie podcatkowego wy-
razenia pomiedzy funkcje f'(x) oraz g(z). Mozna to uczynié¢ na bardzo wiele
sposobéw, ale sa dwa czynniki, ktére powinnismy przy tym uwzgledniac.
Pierwszy jest taki, ze jesli zdecydujemy sie na oznaczenie jakiego$ wyraze-
nia symbolem f/(x), to musimy umieé stosunkowo latwo znalez¢ takze sama
funkcje pierwotna f, bo wymaga tego prawa strona (15.1.2). Drugi czynnik,
takze bardzo wazny, jest taki, ze po zastosowaniu (15.1.2) funkcja pod catka
powinnna sie uproscié, a nie skomplikowad

Patrzac na (15.1.1), widzimy, ze spelnimy te dwa warunki, jesli wyrazenie
podcatkowe zapiszemy w postaci:

CO
x a3 —— . (15.1.3)
(g
@) g(x)

Funkcje pierwotng do 1/23 mozemy znaleZé w pamieci: wynosi ona —1/(2x?).
Z kolei rézniczkowanie funkcji g po wykorzystaniu faktu, iz [logz]) = 1/z,
prowadzi faktycznie do uproszczenia funkcji podcatkowej: w miejsce jednego
z logarytméw pojawia sie czynnik 1/z, ktéry i tak juz wystepuje pod calka,
wiec co najwyzej zmieni si¢ tylko jego potega. Jesli udatoby nam sie w ogodle
pozby¢ spod calki funkcji logarytmicznej — i to wlaénie bedzie naszym ce-
lem przy stosowaniu kolejnych krokéw — to pozostanie nam do scatkowania
wylacznie wyrazenie potegowe, co umiemy zrobi¢ bez trudnosci.
Skoro mamy juz plan dziatania, to mozemy napisac:

1 3 1 -17
I :/(ng) dx:/— log3xdx:/[—] log® zdz  (15.1.4)
T a3 22

= log® x4+ = / log x m:—i log® x
catk. przez czesci 2.%'2 2 222

1 1 2 3 1 2
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Jak widaé, osiagneliSmy pewien sukces: obnizyliSmy stopien logarytmu o 1,
nie komplikujac przy tym w zaden sposdéb wyrazenia podcatkowego. Wy-
konujac kolejno dwukrotnie analogiczne kroki, pozbedziemy sie logarytmu
catkowicie. Najpierw obliczamy

5/5 log? x dz = 5/ [ﬁ] log® x dx (15.1.5)

3 9 3 71 5 1
— log $+Z/ﬁ [log x} dx

c. I:Tcz. B A2

3, 3,71 2

3 9 3 71
2 log x+§/ﬁ logz dz ,

a nastepnie

3 1 3 -17

3 3 1 ' 3 3 1 1
3 3 1 3 3

gdzie C jest pewna stala (jak wiemy, calka nieoznaczona okreslona jest z do-
ktadnoscia do stalej addytywnej).
Zbierajac otrzymane wyniki razem i wstawiajac do (15.1.4), uzyskujemy:
1 3 3 9 3 3
I:—@ log x—wlog x—@bgw—@—i—C. (15.1.7)
Na zakonczenie zawsze warto upewnié sie, czy nie popehiliSmy pomytki,

zrézniczkowaé (15.1.7) i sprawdzié¢ czy otrzymujemy wyrazenie podcatkowe
w (15.1.1). I tak jest w istocie w naszym przypadku.

Problem 2

Zmajdziemy catke nieoznaczong:

I= /arctgxdx. (15.1.8)
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Rozwigzanie

7 poprzedniego przyktadu wiemy juz, czym kierowaé sie przy rozdzielaniu
wyrazenia podcatkowego pomiedzy funkcje f/(z) oraz g(x), jesli chcemy wy-
korzysta¢ procedure catkowania przez czeéci. Te sama metode zastosujemy
takze i w tym przykladzie. Czytelnik mégtby w tym miejscu zaprotestowad,
gdyz wyrazenie pod calka (15.1.8) w ogéle nie ma postaci iloczynu, wiec
¢6z mielibySmy rozdziela¢ na czynniki? Jesli jednak zastanowimy sie, to doj-
dziemy do wniosku, ze mozna przeciez zawsze napisac:
arctgr = 1 - arctgr = [z - arctgx . (15.1.9)
W ten sposéb nie tylko nadaliémy naszemu wyrazeniu postac¢ lewej strony
(15.1.2) z f(x) = x oraz g(x) = arctg x, ale po przeniesieniu pochodnej tatwo
pozbedziemy sie klopotliwej funkcji arcus tangens, bowiem:
1
/
larctg z] = 152 (15.1.10)
Wracajac jeszcze na chwile do triku zawartego w réwnaniu (15.1.9), warto
zwrécié uwage, ze w innym przypadku moze sie okazaé¢ korzystne dopisanie
pod calka nie tylko jedynki, ale wrecz catego brakujacego wyrazenia f'(z),
tj. zastapienie catki:
1

/g(x) dr  przez catke /f’(x) [f’(x)

o ile tylko trafnie dobierzemy pomocnicza funkcje f(z).
Mozemy teraz przystapi¢ do rachunkéw, ktore, jesli wykorzystaé (15.1.9),
okazuja sie bardzo proste:

I = /arctg:cd:c = /[m]’arctgmdm

1

= xarctgm—/ g dx . (15.1.12)
Na pewno wygodniej jest catkowaé funkcje wymierna niz funkcje cyklome-
tryczne. W podrozdziale 15.3 przekonamy sie zreszta, ze istnieje systema-
tyczny sposob scatkowania dowolnej funkcji wymiernej, o ile tylko umiemy jej
mianownik roztozy¢ na elementarne czynniki. Jednakze w przypadku (15.1.12)
sprawa jest szczegdlnie prosta. Jesli bowiem wyrazenie podcatkowe przepisaé
w postaci:

g(x)] dz (15.1.11)

c. p. cz.

xarctgm—/x[arctg:c]'dm

ol (15.1.13)
X - Z. 1.
1+22 2 1422’
to widaé, ze w liczniku pojawila sie pochodna wielomianu, ktéry mamy
w mianowniku:

2z = [1 + 2% . (15.1.14)
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Wyrazenia takie catkuje sie niemalze w pamieci, bo ze wzoru na réznicz-
kowanie funkeji zlozonej wynika, ze h'(z)/h(z) = [log(h(z))]" dla dowolnej
dodatniej i rézniczkowalnej funkeji h(z) (w naszym przypadku jej role pelni
1 + 2. Oznacza to, ze poszukiwana catka réwna jest:

I = xarctgm—/x

1 2
dx:xarctgx——/ T dr
2) 1+ 22

1
= zarctgr — 3 log(1+2%) +C. (15.1.15)

1+ 22

Problem 3

Zmajdziemy calki nieoznaczone:
I = /sin arsinbrdr oraz Iy = /sin axcosbrdr , (15.1.16)
gdzie state a,b # 0.

Rozwigzanie

Czesto zdarza sie przy catkowaniu przez czesci, ze po zastosowaniu tej me-
tody otrzymujemy po prawej stronie réwnania nie jawny wynik, ale ponownie
poszukiwane wyrazenie, ktére mamy po lewej stronie. Wéwczas powodzenie
naszych rachunkéw zalezy od tego, czy wystapilo ono tam z réznym od je-
dynki wspétczynnikiem. W przeciwnym razie niewiadoma skasuje sie¢ po obu
stronach réwnania i nie bedziemy w stanie jej wyliczy¢. Jedli wspotczynniki
te sa jednak rézne, to otrzymujemy réwnanie z jedna niewiadoma i mamy
szanse na jej znalezienie. 7Z takimi przyktadami bedziemy mieli wlasnie do
czynienia w niniejszym zadaniu. Uzyskane wyniki przydadza nam si¢ dodat-
kowo w problemie 3 nastepnego podrozdziatu.

Wykorzystajmy najpierw metode catkowania przez czesci do catki ozna-
czonej symbolem Igg:

-1
Iy = /sina:csinbxdx = /—[cosa:c]’sinb:cd:c
a

1 1
= —— cosaxsinbr + — / cos az [sin bz]’ dz
c.p.cz. @ a

1 b
—— cosaxsinbx + —/cosaxcosbxdx. (15.1.17)
a a
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Jednokrotne zastosowanie metody nie doprowadzilo do celu, wiec musimy
uczyni¢ to powtérnie:

1 b 1
I,, = - cosaa:sinb:c+a/a[sina:c]'cosbxdx
1 . b . b . /
oo g COSGTSIn br + -7 sinazcos br — o) / sin azx [cos bx] dx

1 . b > :

= —— cosarsinbr + — sma:ccosbx—f——2/sma:csmbxdx
a a a
1 . b . ’

= - cos ax sin bx + 42 sinazcos bx + 2 Iss . (15.1.18)

Jedli tylko a® # b2, to niewiadoma I, nie zniknie z réwnania i da sie z niego
wyliczy¢:

1
Iy = poR—s [b sinax cos bxr — a cos ax sin bz . (15.1.19)
Poniewaz jest to catka nieoznaczona, wiec jak zwykle mozna do wyniku do-
da¢ dowolng stala. W przypadku, gdy a = +b, znalezienie I, nie nastrecza

zadnych trudnosci, jesli skorzystaé¢ z tozsamodci:

1
sin? o = 5 (1 —cos2a). (15.1.20)

Otrzymujemy wéwczas (znowu z dokladnoscia do stalej):
. 9 1
Iy = £ [ sin®axdr = j:§ (1 — cos2ax) dx

1 1 1
=+ (x -5 sin2ax) - j:g Fosin2az.  (15.121)

Latwo sie przekonaé, ze ten sam wynik uzyskalibySmy ze wzoru (15.1.19),
przechodzac w nim do granicy b — +a.

Teraz zajmijmy sie druga z catek (15.1.16). Bedziemy postepowaé podob-
nie, jak w przypadku Igg:

-1
Iy = /sinam cosbx dr = /— [cos ax] cos b dx
a

1 1
= —— cosaxcosbxr + — / cos ax [cos bz] dx
c.p.cz. @ a

1 b
—— cos ax cosbr — — /cos axsinbx dz . (15.1.22)
a a
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Stosujac ponownie procedure catkowania przez czesci, uzyskujemy:

1 b (1, . .
I, = ——cosaxcosbr — — / — [sin ax] sin bz dz
a al a
1 b . . b . . /
= ——cosaxcosbr — — sinarsinbzr + — [ sinax [sinbzx| dx
c.p.cz. a a
b2
= ——cosarcosbr — — sinazsinbr + — [ sinax cos bx dx
a a? a?
1 b . ?
= ——cosaxcosbr — — sinaxsinbr + — I, . (15.1.23)
a a? a?

Dla a? # b?> mozemy z tego réwnania wyznaczy¢ I

1

Iy = Ay [bsin az sin bx + a cos ax cos bx] (15.1.24)

plus dowolna stata.
Gdy a = +b, korzystamy ze wzoru na sinus podwojonego kata:

1
sin v cos @ = 3 sin 2« | (15.1.25)
otrzymujac:
. 1 /. 1
I, = /sm ax cos ax dxr = §/sm 2ar dr = 1 cos 2ax . (15.1.26)
a

Postepujac analogicznie jak w rozwazanych wyzej przyktadach, mozna by
jeszcze wykazaé, ze

I..:= / cos ax cos bx dx = asin ax cos bx — b cos ax sin bz]

(15.1.27)

a2 —p2 [
dla b # +a oraz

1
/cos ax cos ar dr = g + Ta sin 2ax . (15.1.28)

Na koniec warto powiedzie¢, ze caltki w tresci zadania mozna by tez zna-
lez¢ innym — prostszym, pod warunkiem ze zna sie podane nizej formuty —
sposobem. Jest to zreszta dosyé czesty przypadek, ze mozliwe sa do zastoso-
wania rézne alternatywne metody calkowania. Mamy mianowicie do dyspo-
Zycji wzory:

. a+pB . B-a
cosa — cos 3 = 2sin 5 sin 7
sina+sin g = 2sina;—ﬁcosﬁ;a . (15.1.29)
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Wystarczy teraz tak dobra¢ i 3, aby (a + 3)/2 = ax, oraz (f — «)/2 = bx
i zamiast prawych scalkowaé lewe strony (15.1.29), gdzie nie ma juz iloczy-
néw funkeji trygonometrycznych.

Problem 4

Zmajdziemy caltke nieoznaczong:
Iz/\/l—ﬁ dz . (15.1.30)

Rozwigzanie

Tym razem zastosujemy metode catkowania przez podstawienie, choé
w drugiej czesci rozwigzania przekonamy sie, ze takze catkowanie przez czesci
moze by¢ uzyteczne w niniejszym przyktadzie. Rozpoczniemy od przytoczenia
wzoru, z ktérego bedziemy korzystac. Zatézmy, ze istnieje catka nieoznaczona
z funkcji rzeczywistej f okre$lonej na pewnym przedziale P oraz dana jest
rozniczkowalna funkcja zmiennej rzeczywistej g o wartosciach w P. Wowczas
zachodzi

/f(x) d:c:/f(g(t))g’(t) dt . (15.1.31)

Wzoér ten mozna stosowaé, w razie potrzeby, w obie strony, o czym przeko-
namy sie w kilku najblizszych przyktadach. Najczesciej jego wykorzystanie
polega na tym, ze upraszczamy wyrazenie podcatkowe, definiujac x = g(t)
i przechodzac od (pozornie) bardziej skomplikowanej prawej strony do (po-
zornie) prostszej lewej, cho¢ czasami — jak np. w niniejszym przyktadzie —
optaca sie postapi¢ odwrotnie.

Patrzac na wyrazenie podcatkowe w (15.1.30), musimy w nim dostrzec
jakas wskazowke, ktéra pozwolitaby nam zaproponowaé funkcje g(t). Przede
wszystkim zwréémy uwage, ze zakres zmiennosci x ograniczony jest do prze-
dzialu [—1,1]. Moze by¢ wiec korzystne wybranie x = g(t) = sint, gdzie
t €] — w/2,7/2[. Woéwczas wyrazenie pod pierwiastkiem uprosci sie, gdyz
bedzie mozna skorzysta¢ z jedynki trygonometrycznej:

V1—22=1/1—sin?t = Vcos?t = |cost| . (15.1.32)

W przedziale | — w/2,7/2[ funkcja cosinus jest dodatnia, wiec w dalszych
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wzorach mozemy opusci¢ symbol wartosci bezwzglednej. Aby zastosowad
(15.1.31), musimy jeszcze znaé¢ pochodna funkcji g(t), ale to akurat nie sta-
nowi zadnego problemu: ¢'(t) = [sint]’ = cost. Mozemy teraz napisac:

:/\/1—:c2d:c:/ cost -cost dt:/cos2tdt. (15.1.33)
N

fla@®) g'(t)
Najprostszym sposobem obliczenia tej calki jest wykorzystanie wzoru:

2

1
cos2a = cos? o — sin v = 2cos’ v — 1 = cos2a:§(0082a—|—1).

(15.1.34)
Dzieki niemu otrzymujemy:

1 1 /1 1 t
I= 5/(c052t+1) dt = 3 (5 sin2t+t>+0 =1 sin2t+§+C. (15.1.35)

Calke juz wlasciwie znalezliSmy, ale musimy jeszcze wroci¢ do wyjsciowej
zmiennej z. Poniewaz: sint = x oraz cost = v 1 — 22, wigc:

1 t 1
I= 1 2sintcost + 3 +C = 3 (:c\/l —x? —|—arcsin:c) +C. (15.1.36)

Zastanowimy sie teraz, czy udatoby sie otrzymaé ten wynik metoda cal-
kowania przez czesci Nie mamy pod calka iloczynu funkcji, wiec zastosujemy
chwyt z poprzedniego zadania:

/ﬂdmz/l-ﬂdmz/[m]’ﬂdm
.C:cm / 1—302 dx—x\/m

= :c\/l—x2+/
\/1—x2dx

Céz dato nam jednokrotne zastosowanie wzoru (15.1.2)7 Pozornie niewiele,
ale przy odrobinie wyobrazni mozemy dostrzec, ze w calce po prawej stronie
tatwo uzyskamy szukana wielkos¢ I, ktéra dzieki temu bedzie mozna wyzna-
czy¢. Mozemy bowiem napisac:

x 2?2 —1+1
——dx = 7dx:/( V1-—2? 4+ —— )dx
/m V1—a2 \/—x
= —I +arcsinz + C, (15.1.38)

/ —2x d
T ————dx
2v/1 — 22
(15.1.37)

vll

C.

gdzie wykorzystaliSmy znajomo$¢ pochodnej funkcji arcus sinus:
1

= (15.1.39)

[arcsin z]' =
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Wstawiajac (15.1.38) do (15.1.37), otrzymujemy réwnanie na I:

I'=2v1—2%2—1+arcisnz +C, (15.1.40)
z ktérego wynika, ze:
1 C
I= 3 (x\/l — 22+ arcsinx) + 7 (15.1.41)

Wynik ten rézni sie od otrzymanego wezedniej wylacznie definicjg nieistotnej
stalej.

Problem 5

Zmajdziemy catke nieoznaczong:

(15.1.42)

[:/ ¢ dx
Ve 4 2er 42

Rozwigzanie

W tym zadaniu pierwszym naszym celem jest pozbycie si¢ funkcji wy-
ktadniczej spod pierwiastka w mianowniku. Narzucajacg sie¢ wiec metoda
jest catkowanie przez podstawienie i przejécie od calkowania po x do catko-
wania po z, gdzie z = e*. Jednakze, jesli zapisa¢ wyrazenie pod pierwiastkiem

W postaci:
42" +2=("+1)%+1, (15.1.43)
widaé, ze wygodniej bedzie dokonaé¢ od razu podstawienia w formie:
z=¢e"+1. (15.1.44)

Zastosujemy teraz wzér (15.1.31), w ktérym musimy jedynie zmienié¢ na-
zwy wystepujacych zmiennych, czyli zapisaé go w postaci:

/f dz—/f (15.1.45)

Poniewaz 2/(x) = [e* + 1)) = e* = z(x) — 1, wiec otrzymujemy:
z—1

I:/—dx:/—emd
Vet 4 2eT 4 9 Ver 4+ 2et 42 vV z2
z 1
= 7dz—/7dz 15.1.46
/\/z2+1 V22 +1 ( )

11 12
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Pierwsza z otrzymanych catek jest juz tatwa do wykonania, poniewaz

w liczniku mamy (z dokladnoscia do wspélczynnika 2) pochodna z wielo-
mianu pod pierwiastkiem: 2z = [22 4+ 1)'. Oznacza to, ze

z 1 2z

22+1 25.\/224—1 a
L=Vz224+1+C; . (15148)

Z druga z calek w (15.1.46) nie pdjdzie nam juz tak tatwo i bedziemy
musieli wykorzystaé¢ kolejne podstawienie. Gdy spojrzymy na mianownik
w I3, to widzimy tam wyrazenie v/ 22 + 1. Jak wiemy z poprzedniego za-
dania, w przypadku v —22 + 1 wygodne byloby zastosowanie podstawienia
trygonometrycznego ze wzgledu na mozliwosé wykorzystania tozsamosci je-
dynki trygonometrycznej. Tym razem jednak mamy odwrotny znak przy z2,
wiec nie da sie bezposrednio wykorzystaé¢ jej tutaj. Dysponujemy jednakze
analogiczng tozsamoscig dla funkcji hiperbolicznych, w ktérej wlasnie ten
znak jest odwrécony (zob. (10.1.20)):

cosh?u —sinh?u =1 <= cosh®u = sinh?u +1 . (15.1.49)

[V2+1] (15.1.47)

skad wynika:

Jest to dokladnie to, czego nam potrzeba, jesli tylko dokonaé¢ podstawienia
z = sinh u. Zbiér wartosci sinusa hiperbolicznego to przedzial | — oo, 00|, wiec
nie mamy zadnych ograniczen na z. Dla kazdej warto$ci zmiennej z odpo-
wiednie u istnieje.

Zachodzi naturalnie 2’ = dz/du = cosh u 1 mamy:

1 1 1
I = /7dz:/7 coshudu:/i-coshudu
V2241 Vsinh? u + 1 Veosh? u
1
:/ coshudu:/du:u—i—Cg. (15.1.50)
cosh u

Problemu z wyciagnieciem pierwiastka nie bylo, poniewaz cosh u jest zawsze
dodatni. Wracajac do zmiennej z, mamy:

Iy = arsinhz + Cy . (15.1.51)

Funkcja v = arsinh z oznacza funkcje odwrotna do z = sinh u i mozna ja jaw-
nie znalezé¢, rozwigzujac ponizsze rownanie ze wzgledu na u. W analogiczny
spos6b uczyniliSmy to w zadaniu 1 w podrozdziale 2.2.

1
z = sinhu = 5(6“ —e") = e —22"-1=0. (15.1.52)

Jest to réwnanie kwadratowe (w zmiennej w = e): w? — 2zw — 1 = 0, ktére
latwo rozwiazac:

AN=422+4, wi=24+V2+1>0, wo=2—-V22+1<0, (15.1.53)
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przy czym to drugie rozwiazanie nalezy odrzuci¢, gdyz w = e nie moze by¢
ujemne. Skoro zatem:
Y=z+V22+1, to w=arsinhz=1log(z+ v22+1). (15.1.54)
Zmalezlismy juz I i I, wiec mozna zebraé¢ razem otrzymane wyniki:
I=0LH—-1,=v 22 +1 —lOg(Z+ \/Z2 + 1) +Cl — 02 . (15155)
——
C
Pozostaje jeszcze tylko wréci¢ do zmiennej x, piszac z = e*+1, i otrzymujemy
koncowy wzor:

I=/(e*+1)2+1—1log(e” +1+/(e*+1)2+1)+C (15.1.56)

= Ve +2e* + 2 —log(e® + 1+ Ve +2e*+2)+C .

Problem 6

Zmajdziemy caltke nieoznaczong:

1
I = / -4 15.1.57
v+ 1 v ( )

gdzie n € N.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednich przyktadach wykorzystamy metode catkowa-
nia przez podstawienie. Jak wiemy, gtéwna trudnosé stanowi na ogét decyzja,
jakiego podstawienia dokonaé. W sytuacji gdy nie jest to jasne, mozna spré-
bowaé zastosowaé kolejno kilka bardziej elementarnych podstawien. W na-
szym zadaniu narzucajacym sie podstawieniem jest w pierwszym kroku na
pewno t(z) = z". W ten sposéb pozbedziemy sie pod pierwiastkiem jedno-
mianu z". Przy takim podstawieniu mamy:

t'(z) := 5—; = na" !, (15.1.58)
Aby to wykorzystaé, przepiszemy WyraZenie (15.1.57) w postaci:

B 1 1 t'(x) .
= / zv/am +1 /o + 1 n / t(x)y/t(z) + 1 c(i ’ )
15.1.59

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



306 15 OBLICZAMY CALKI NIEOZNACZONE

i zastosujemy wzor (15.1.31), zmieniajac odpowiednio nazwy wystepujacych
w nim zmiennych. Otrzymujemy w ten sposéb:

1 1
= — dt . 15.1.60
n / tvt+1 ( )
Aby pbjéc¢ dalej, dokonamy kolejnego podstawienia. Tym razem bedziemy
chcieli pozbyé¢ sie w ogéle pierwiastka i dlatego napiszemy wu(t) = v/t + 1.
Poniewaz zachodzi: t = u? — 1 oraz:

du 1 1
UWt)i=— == ——, 15.1.61
*) dt 2 t+1 ( )
wiec widaé, ze — znéw opierajac sie na (15.1.31) — naszej calce I nadaé
mozna postac:
2 u'(t) 2 1
=— | —F—dt=— du . 15.1.62
n/uQ(t)—l n/u2—1 " ( )

Te ostatnia catke jest juz bardzo latwo obliczy¢, jesli roztozyé wyrazenie
podcatkowe na utamki proste:

2 11 1 1 1
I === — du = — (1 —1] =1 1

=[5 (- ) du= (oglu— 1)~ loglu+ 1) +-C
1 u—1

= —1 C. 15.1.63
n o8 U+ 1} + ( )

Na koniec pozostaje jedynie powrdci¢ do zmiennej x, piszac:
u=Vt+1l=va"+1. (15.1.64)

Otrzymujemy w ten sposob:

Va1 -1
vt +14+1
Dla parzystego n mozna jeszcze dodatkowo opusci¢ symbol wartosci bez-
wzglednej, gdyz wyrazenie (vz" +1 — 1)/(v/z™ +1 4 1) jest wéwczas nie-
ujemne niezaleznie od wartosci x (oczywiscie mamy x # 0). Dla n nieparzy-
stego nie mozna tego zrobié, gdyz dla —1 < x < 0 licznik, a wraz z nim catle
wyrazenie, jest mniejszy od zera.

1
I= - log’ +C. (15.1.65)
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15.2 Stosujemy metode wzoréw rekurencyjnych

Problem 1

Wyprowadzimy wzér rekurencyjny na catke nieoznaczona:

1

gdzie a jest statg dodatnia, a n € N.

Rozwigzanie

Jedna z metod obliczania catek, ktore sg warte poznania, jest tzw. me-
toda rekurencyjna. Kiedy ma ona zastosowanie? Odpowiemy na to pytanie
na przyktadzie niniejszego zadania. Ot6z wyobrazmy sobie, ze stoimy wobec
koniecznosci obliczenia calki (15.2.1), gdzie n jest nieustalone badZ réwne
jakiej$ ,,duzej” liczbie naturalnej (przez ,duza” liczbe rozumiemy tutaj takze
n = 4,5,6 itd.). Obliczenie calki wprost jest w takim przypadku dosy¢ klopo-
tliwe, a co najmniej zmudne. Z drugiej strony, dla n = 1 zadanie jest bardzo
proste, bo (15.2.1) jest woéwczas znana calka prowadzaca do funkcji arcus
tangens (stala calkowania pomijamy):

1 1 x

Wynik powyzszy uzyskujemy bardzo tatwo, dokonujac w I} podstawienia
T = at:

1 1 1 1
L= ———adt=—- | =——dt = —arctgt, 15.2.3
! /(at)2+a2a a/t2+1 o MO8 ( )

skad natychmiast wynika (15.2.2).

Idea metody rekurencyjnej jest nastepujaca: gdybySmy umieli wypro-
wadzi¢ zwiazek pomiedzy I,11 a I,, to znajomos$¢ I wystarczylaby nam,
aby znalez¢ dowolna catke tego typu. Zamiast obliczaé¢ bezposrednio (15.2.1),
co moze by¢ skomplikowane, tatwo mozna bytoby wtedy zastosowaé n—1 razy
wyprowadzony zwiazek rekurencyjny, tj. znajac I; obliczyé I, a nastepnie
I3, I itd. Trzeba podkresli¢, ze poza obliczeniem [; nie musieliby$my juz
wykonywaé zadnych calek — wszystkie wyzsze znalezlibySmy juz wylacz-
nie metodami algebraicznymi. Podstawowa trudnosé stanowi¢ tutaj jednak
bedzie wyprowadzenie samego wzoru rekurencyjnego. W niektérych przypad-
kach moze to by¢ wzglednie tatwe, w innych bardzo trudne.
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Wracajac do naszego przyktadu, widzimy, ze jesli z I,, chcemy otrzymacé
1,41, to musimy jakims$ sposobem podnie$¢ potege mianownika:

1 1

—_— —_— 15.2.4
(22 + a2)" ~ (22 + a2)n il ( )

Najprostsze, co mozna zrobié, to przepisa¢ catke (15.2.1) w ponizszy sposéb:

1 22 + a?

a? z? 9 x?
- /(xQ T a2)ntl dm—i—/ (22 + a2)n+1 = a"Int1 "’/ (22 + a2)n Tl dz .
Udato nam si¢ uzyskaé I, 11, ale ciagle jeszcze nie znamy wartodci catki
2
T

ktoéra nie jest postaci I;. Jesli wiec chcemy otrzymaé zamkniete réwnanie re-
kurencyjne, to musimy ja albo wykonac¢ jawnie, albo sprowadzi¢ znéw do po-
staci (15.2.1). Jak zobaczymy ponizej, jesli wykonaé catkowanie przez czesci,
to tatwo udaje sie to drugie:

2
/ : z dz (15.2.7)

22 1 a2)ntl
1 / —2nx d 1 / [ 1 ]/ d
=—— | ————zdor=—— [ | —————| zdx
2n ) (22 + a?)ntl 2n (22 + a?)"
1 x 1 1 ,
- .Y = z)d
c.p.cz. 2n (22 +a?)" o / (2 +a?)n [af de
1 T n 1 / 1 d 1 T n 1 I
= —-—— — _ _—— xr = ———+ — e .
2n  (x2+a?)”  2n /) (2?2 +a?)" 2n (z2+a?)*  2n "
Wstawiajac ten wynik do (15.2.5), otrzymujemy zwiazek:
1 T 1
I,=a’lh1 —— ———"—+—1,, 15.2.8
n =@l T oy (2 + a?)" oy i ( )
czyli po przeksztatceniach
2n —1 1
Lnp1 = — i (15.2.9)

2na? " 2na? (a2 + a2

Uzyskalismy potrzebny wzoér rekurencyjny. Korzystajac z niego, mozemy
bez problemu za pomoca prostych operacji algebraicznych znajdowaé kolejne,
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coraz bardziej skomplikowane calki:

[2 — Lh—l—i-L:i-larctgg—i—i-L
2a2 202 22+4+a?2 2ad%2 a a 242 22+ a?
- %“3 -arctgg + % : %W , (15.2.10)
A B AN SN S B I ST S
4a? 4a? (22 +a?)?  4a? |2a3 a 2a®> x2?+a?
1 x 3 x 3 x 1 T
T Pt 88 T P2 T @@ra
i tak dalej.
Na koniec nalezy jeszcze zwrécié uwage na jeden fakt. Ot6z wzor (15.2.9)
opisuje rekurencje ,,0 jeden”, co oznacza, ze aby znajdowac Is, I3, . .., wystar-

czylo nam obliczy¢ jawnie jedna, najprostsza catke, a mianowicie I;. Gdyby
otrzymany wzor definiowal rekurencje .o dwa” (tj. I,+o wyrazaloby sie po-
przez I, i ewentualnie takze I,,1), wéwczas musielibySmy obok I; znalezé
takze (catkujac) Is. Z analogiczna sytuacja mieliSmy do czynienia w proble-
mie 1 podrozdziatu 5.3. Mozliwe sa takze jeszcze wyzsze rekurencje wyma-
gajace obliczania dalszych calek ,,poczatkowych”.

Problem 2

Wyprowadzimy wzér rekurencyjny na catke nieoznaczona

l.a
I, =/ dz 15.2.11
log" x * ( )

gdziea € R, an € N.

Rozwigzanie

W tym zadaniu rekurencja dotyczy¢ bedzie oczywisdcie parametru n, a nie
«. Bedziemy sig starali powiazaé I, z I,,+1, a narzucajacym si¢ sposobem jest
wykorzystanie rownosci:

{ ! ]/ L _1 (15.2.12)
=-—n-——. 2.
log" x z log"z

Obserwacja ta determinuje sposéb rozwigzania zadania: nalezy czynnik z¢
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zapisa¢ w postaci pochodnej, a nastepnie, catkujac wyrazenie przez czedci,
przenies¢ te pochodna na logarytm, tak jak w (15.2.12) i postaraé sie otrzy-
mang catke zapisaé¢ jako I,41. Najpierw rozpatrzymy przypadek a # —1,
dla ktérego zachodzi:

1 !
o a+1
= —— [z (15.2.13)
Mamy wiec:
1 Pl 1 gt
I = atl|" - d — .
" a—l—l/{x } log" x Yepen atl log" x
1 1 1 a+1
+ = /xa“ S N (15.2.14)
a+1 z log"tx a+1 log"z
n 1 1 rotl n

(0%
x = :
+a+1/ log"tz  a+1 log”x+a+1
i po prostych przeksztalceniach otrzymujemy potrzebny wzoér rekurencyjny:

In+1 )

a+1 1 zot!
Lyyy=—1I,——- . 15.2.15
il n " n log"x ( )
Teraz musimy rozpatrze¢ przypadek o = —1. Catka ma wéwczas postac:
1 1
/— LI (15.2.16)
x log"x

i nie ma potrzeby wyprowadzaé¢ dla niej zwiazku rekurencyjnego, bo mozna
od razu znalez¢ ja jawnie. Dostrzegamy bowiem w podcatkowym wyrazeniu
pochodna funkeji ztozonej (1/x jest wszak pochodna logarytmu naturalnego):

L ! o L Qa1
x log"x log" log(log z) dla n=1.

(15.2.17)

Tym przypadkiem nie musimy sie juz wiec zajmowac.

Wracajac do otrzymanego zwiazku rekurencyjnego (15.2.15), wiemy, ze
aby znalez¢ dowolne I,, metodami algebraicznymi, musimy na wstepie wy-
kona¢ jedno catkowanie i znalez¢ Iy. Wszystkie wyzsze I, znajdziemy juz
wtedy tatwo, wykonujac tylko mnozenia i dodawania. Pojawia sie przy tym
trudnoéé, z jaka mozemy sie spotkaé¢ w praktycznych rachunkach. Okazuje

sie, ze pomijajac pewne szczegdlne wartosci a (jak np. o = —1), calka:
03
I = / T dx (15.2.18)
log =

nie daje si¢ wyrazi¢ przez funkcje elementarne. Wprowadzmy nowa zmienna

t réwnaniem: x = e!, a nastepnie przeskalujmy ja czynnikiem o + 1 # 0.
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Otrzymujemy I; w postaci:

at (a41)t u
Ilz/eT etdt:/e —dt = /e—du. (15.2.19)

(a+1)t=u U

Uzyskana calka (z dokladnoscia do stalej addytywnej) definiuje pewna funk-
cje specjalng (tzw. eksponens catkowy Ei), ktéra jest dobrze znana i opisana
w podrecznikach dotyczacych takich funkcji. Zagadnienie to wykracza poza
zakres zainteresowan niniejszej ksigzki i wystarczy nam tutaj wiedza, iz

L= /%du:Ei(u)+C:Ei((a—f—1)t)+C:Ei((a+1)log:c) +C.

(15.2.20)
W potlaczeniu z (15.2.15) daje to pelne rozwiazanie naszego zagadnienia.
Czytelnik moze by¢ nie do konca usatysfakcjonowany tym, ze otrzyma-
nego wyniku (15.2.20), a wraz z nim wzoréw na I,, nie udalo nam sie wyrazié
przez funkcje elementarne. Jednakze trzeba oswoié sie z taka — wecale nie-
rzadka — sytuacja, ze rezultatem calkowania sa funkcje specjalne. Wybor
metody nie ma na to wplywu. Kazda metoda, ktéra bedziemy w stanie za-
stosowaé, doprowadzi do tego samego wyniku (naturalnie pomijajac stala
addytywna i mozliwe rézne formy zapisu tego samego wyrazenia).

Problem 3

Wyprowadzimy wzér rekurencyjny na catke nieoznaczona:

I, = / et 7 (15.2.21)

sin x
gdzie n € N.

Rozwigzanie

Aby uzyskaé wzdr rekurencyjny, napiszemy najpierw wyrazenie na I, 4o
i skorzystamy ze znanego wzoru na sinus sumy katéw:

Lo :/de :/sinnx cos 2x.—i— cos nx sin 2x dr . (15.2.2)
sinx sin x

OtrzymaliSmy pod catka dwa utamki, z ktérych drugi nie powinien spra-
wiaé¢ klopotu: jesli napiszemy bowiem, ze sin 2x = 2 sin x cos x, to mianownik
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skréci sie z sinusem w liczniku i pozostanie nam do scatkowania wyltacznie
iloczyn funkcji trygonometrycznych rozwazany w zadaniu 3 z poprzedniego
podrozdziatu. W pierwszym ulamku wykorzystamy natomiast wzér (15.1.20).
Mamy zatem:

1 _ 2 2 .
Lo = /( sin”z)sinne +2/cosxcosnmdm . (15.2.23)
S T
Inyo It

Korzystajac z (15.1.27), znajdujemy:

ITthQ = m[n coszsinnr —sinzcosnz] dla n>1, (15.2.24)

natomiast 17, rozpada si¢ na dwie catki:

sinnx . .
o :/ . dr — 2/smxsmnmdx. (15.2.25)

Pierwsza to nic innego jak I,,, a drugg wyznaczylidémy juz wczesniej i jest ona
dana wzorem (15.1.19). Mozemy wiec napisac:

Iﬁ+2 =1, +

71 [nsinxcosnz —coszsinnz] dla n>1. (15.2.26)
n2 —

t.aczac otrzymane wyniki, otrzymujemy wzér rekurencyjny obowigzujacy, po-
czawszy od n = 2:

In+2 = I, +

[nsin z cos nz — cos x sin nx|
n?—1

+

1[n cos x sinnx — sin x cos nx] (15.2.27)

2
n2 —
2sin(n + 1)z

n+1 '

Dla n = 1 zamiast wzoréw (15.1.27) oraz (15.1.19) musimy wykorzy-
sta¢ (15.1.28) oraz (15.1.21). Jak latwo sie przekonaé, otrzymujemy ponow-
nie formule (15.2.27) — dla tej wartosci n — ktéra tym samym staje sie
obowiazujaca dla wszystkich naturalnych wskaznikéw.

Jak widaé, otrzymany wzor stanowi rekurencje ,,0 dwa”. Oznacza, ze aby
metodami algebraicznymi znalez¢é dowolne I,,, musimy najpierw, przez cal-
kowanie, obliczy¢ dwie ,wartosci poczatkowe”: I oraz Is.

I = /Smxd:c:/ld:c:x—i—Cl, (15.2.28)

sin x

n2 —

= I, +

1 (n — 1)[cos z sin nx + sin x cos nx]

in 2
I = /Sm xdx:2/cosxdx:281nx+02.

sinx
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W ten sposéb otrzymaliémy pelne rozwiazanie naszego zagadnienia.

Naturalnie moze pojawi¢ sie pytanie, czy skazani byliémy na rekurencje
»,0 dwa” i czy nie lepiej bylo obliczy¢ w pierwszym kroku I, 1, piszac:

Loy = / sin(r'o + 1)z dr — / sin nx cos x + cos nx sin x d
sin x

sinnz cos
/ sin x
i prébowaé uzyskaé rekurencje ,0 jeden”. Patrzac jednak na (15.2.29), wi-
dzimy, ze o ile druga z otrzymanych calek nie przedstawia zadnego problemu,
o tyle pierwszej nie udaloby sie nam tatwo ani wyliczy¢ jawnie, ani wyrazié
poprzez I,,, gdyz nie bylibySmy w stanie pozby¢ sie z licznika funkcji cosinus.
Tego problemu nie ma przy obliczaniu I, y2, gdyz w miejsce cosx wyste-
puje cos 2z, a ten daje sie wyrazi¢ przez funkcje sinus, ktéra skrécié¢ mozna
z mianownikiem. Wybrana przez nas metoda byla wiec na pewno prostsza
i szybciej prowadzaca do celu.

" T
s x

dx + /cos nxdz , (15.2.29)

15.3 Calkujemy funkcje wymierne

Problem 1

Obliczymy catke nieoznaczona:

X
I:/ dz . 15.3.1
B trtl ( )

Rozwigzanie

Postuzymy sie niniejszym konkretnym przyktadem, aby nabra¢ pewnej
praktyki w catkowaniu funkcji wymiernej, a nastepny przykitad bedzie mial
juz charakter bardziej ogdlny. Rozpoczniemy od roztozenia mianownika funk-
cji podcatkowej na czynniki:

Bttt l=22@+ D)+ (@+1)= (@2 +1)(z+1), (15.3.2)
a nastepnie samej funkcji na utamki proste:
x x ax +0b c

— = . 15.3.3
wv+2+x+1 (224 1)(x+1) x2+1+x+1 ( )
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Ogolnym rozktadem funkcji na utamki proste zajmiemy sig szczegbétowo w ko-
lejnym przyktadzie. W biezacym zadaniu funkcja podcatkowa jest stosunkowo
prosta i mozliwe sa tylko dwa takie utamki, gdyz w mianowniku mamy iloczyn
dwdch nierozkladalnych czynnikéw w pierwszych potegach. Zadbaé musimy
jedynie o to, aby wielomiany w licznikach mialy nizszy stopienn niz w mia-
nownikach oraz ustali¢ stale a, b oraz c. Mozna je znalezé, poréwnujac lewa
i prawa strone (15.3.3):

ax +b ¢ (ax+b)(z+1)+c(@®+1)

= 15.3.4
24+1 z+41 (2 4+1)(z+1) ( )
_(atozt+(a+bz+btc x 022 +1-2+0
a (z2 +1)(z +1) @D+ @)@ +1) ]
skad wynikaja réwnania:
a+c=0, a+b=1, b+c=0. (15.3.5)
Rozwiazujac je, otrzymujemy:
1 1 1
= =z =_C. 15.3.
a=g, b 50 © 5 (15.3.6)
Nasza calka przyjmuje wiec postac:
1 r+1 1
I=- — d 15.3.7
2 / Lc? Y1 oz+1] (15.3.7)

i zagadnienie sprowadza si¢ do obliczenia dwoch prostych catek. Druga z nich
znajdujemy praktycznie w pamieci:

1
/x+1dx:10g\x+1\+(§’1 , (15.3.8)

a pierwsza przeksztalcimy w nastepujacy sposéb:

z+1 1 2z 1 1 9 !
dr = — - + == 1 +1
/w2 - T / [2 o+ 1] dx : / [og(x )} dx

1
+ arctgx = 5 log(x? + 1) 4 arctgz + Cy . (15.3.9)

Wstawiajac otrzymane wyniki do réwnania (15.3.7), otrzymujemy koncowy
rezultat:
Cy— 4

1 1 1
I= 1 log(z® + 1) + 3 arctg x — 3 log |z + 1] + 5 (15.3.10)
c
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Problem 2

Obliczymy catke nieoznaczona:

I—/ 35 —dxt 4+ 23 + 22 — 241 — 2
) 26— 225 + 924 — 1623 + 2422 — 322 + 16

Rozwigzanie

dov .  (15.3.11)

Juz wiemy z poprzedniego przyktadu, ze kazda catke z funkcji wymier-
nej jesteSmy w stanie obliczy¢, jesli tylko funkcje podcatkowa uda nam sie
roztozyé na utamki proste (i ewentualnie wielomian). Pierwszym krokiem,
od ktérego powinniSmy wiec zaczaé¢ rozwiazywanie problemu, jest przedsta-
wienie mianownika w (15.3.11) w postaci iloczynu czynnikéw. Jak wiadomo
z algebry, kazdy wielomian w zbiorze liczb rzeczywistych da sie przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu czynnikéow stopnia co najwyzej drugiego. Szukanie ich
jest jednak, w ogbélnym przypadku, skomplikowanym zagadnieniem i zadanie
to moze by¢ w praktyce niewykonalne. Wowczas przedstawiona w niniejszym
przyktadzie metoda obliczania catki zawodzi. Rozwigzanie przedstawimy wiec
przy zalozeniu, ze czynniki te sg znane badZ mozemy je tatwo znalezé. Wtedy
mamy gwarancje, ze uda nam sie obliczyé calke, choé moze to czasami by¢
dosy¢ zmudne.

W przyktadzie podanym w tresci zadania mamy
2% — 225 + 921 — 1623 + 2422 — 3220 +16 = (x — 1)?(22 +4)? . (15.3.12)

Drugim krokiem jest wypisanie wszystkich utamkéw prostych, jakie moga
pojawié sie w rozktadzie funkcji podcatkowej. Decyduja o tym czynniki, jakie
pojawity sie w rozktadzie mianownika, oraz ich potegi. W naszym przypadku
moga wystapi¢ nastepujace utamki

a b cx+d er + f
x—1" (z—12 2244 (22+4)%

(15.3.13)

gdzie a,b,c,d, e, f sa nieznanymi stalymi, ktére bedziemy musieli za chwile
ustali¢. Niektére z nich moga okazaé sie réwne zeru. Ze wzgledu na to, ze
w mianowniku (15.3.12) pojawily sie czynniki w drugiej potedze, moga one
wystapié¢ w rozktadzie, w mianownikach utamkoéw, az do drugiej potegi wlacz-
nie. Powstaje tutaj pytanie, dlaczego na liscie uwzgledniamy wyrazenia typu
(cx+d) /(2% +4), a nie uwzgledniamy wyrazen typu (cx+d)/(z — 1)2. Odpo-
wiedz jest bardzo prosta: one juz znajduja sie na naszej liscie, co widaé, jesli
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przeksztalci¢ odpowiednie wyrazenie w nastepujacy sposob:

cv+d clx—1)+d+c ¢ d+c
(x—1)2 (x —1)2 -1 (z—-1)2°

(15.3.14)

Dotgczenie wyrazeh typu (cx +d)/(x — 1)? prowadzi wiec jedynie do przede-
finiowania statych w (15.3.13). Tego rozumowania nie da sie zastosowaé dla
(cx +d)/(x? +4), gdzie mianownik jest nierozkladalny i nie da si¢ skrocié li-
niowego czynnika. W analogiczny sposob mozna pokazaé, ze nie ma potrzeby
uwzgledniania w licznikach wyrazen z wyzszymi potegami x niz podane.

Jesli mamy juz kompletna liste (15.3.13), to kolejnym krokiem jest zna-
lezienie wszystkich statych. W tym celu piszemy réwnanie

3x5—4x4+x3+x2—24:c—2_ a n b +C:c—|—d+ ex+ f
(x —1)%(x? + 4)2 Cx—1 (z—-1)2  22+4  (22+4)2
(15.3.15)

i sprowadzamy prawg strone do wspolnego mianownika. Po uporzadkowaniu
otrzymujemy po obu stronach utamki o identycznych mianownikach. Mozemy
wiec o nich zapomnieé. Zadajac, aby réwne byty takze liczniki, otrzymujemy:

32° —dat 2P 4w - 24 -2 =
= (a+c)x® + (—a+b—2c+d)x* + (8a+ 5¢c — 2d + e)a®
+(—8a + 8b — 8¢ + 5d — 2¢ + f)z? + (16a + 4c — 8d + e — 2f)x
—16a + 16b + 4d + f (15.3.16)

co prowadzi do ponizszego uktadu réwnan:

a—+c = 3
—a+b—2c+d = —4
8a+5c—2d+e = 1
—8a+8—8+5d—2+f = 1 (15.3.17)
16a +4c—8d+e—2f = -4
—16a + 16b 4+ 4d + f = =2

Jego rozwiazanie jest zmudne, ale nie przedstawia wigkszych trudnosci. Otrzy-
mujemy ¢ =0, b= —1,¢c=3,d =3, e = =8, f = 2. Po wstawieniu otrzy-
manych stalych do funkcji podcatkowej (15.3.15) widzimy, ze mamy do obli-
czenia trzy proste calki, czeSciowo znane nam juz z poprzedniego zadania

1 rz+1 4r — 1
I=— | —d ——dx -2 | ———=dz . 15.3.1
/(m—l)Q x+3/x2+4 x /(:c2+4)2 x (15.3.18)
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Kazda z nich znajdujemy osobno (stale calkowania na razie pomijamy):

1 1
/(:C—l)Qd:C T or—-1

r+1 1
dr —
/x2+4x 2/x2+4 +/x2

= log(x +4)+ 5 arctgi

4r — 1 2x 1

2 1 T 1 ) T
= —— = — — arctg—
24 8 a2+4 160830

gdzie wykorzystaliSmy (15.2.10). Zbierajac wszystko razem, otrzymujemy wy-

nik koncowy

41 1
L 4. (15.3.20)

13 r 3
I =—"arctg=+ = log(z*+4 .
arctg— + og(x+)+x2+4+4 OB R e—

8 2 2

Jakie komplikacje moga pojawié sie przy obliczaniu tego typu
calek?

e Wielomian w mianowniku (15.3.11) moze by¢ wysokiego stopnia. O tej
trudnoéci juz wspominaliémy. Jesli nie umiemy roztozy¢ mianownika
na elementarne czynniki, to nie da si¢ zastosowa¢ omoéwionej metody.

e Wielomian w liczniku ma wyzszy (lub réwny) stopief niz ten w mianow-
niku. W takiej sytuacji przed zastosowaniem rozktadu na utamki proste
nalezy wykonaé dzielenie (z reszta) licznika przez mianownik, co pro-
wadzi do obnizenia stopnia licznika i wydzielenia wielomianu w funkcji
podcatkowej. Naturalnie wielomian ten scalkujemy bez trudu.

e W rozkladzie pojawia sie czynniki typu (cz + d)/(z? + 4)", gdzie n
jest duze. Takie wyrazenia réwniez umiemy scatkowaé¢ metoda rekuren-
cyjna, ktéra omowiliémy w zadaniu 1 z podrozdziatu 15.2.

o W rozkladzie mianownika pojawia sie nierozkladalne czynniki postaci
22 +pz+q. W tym przypadku postepujemy identycznie jak z czynnikami
22472, Jedyna réznica pojawi sig przy obliczaniu calek (15.3.19), gdzie
bedziemy musieli najpierw dokonaé¢ przesuniecia zmiennej caltkowania

/ cx +d de / cx+d g
a2+ pr +q a (z +p/2)* +q—p*/4
cy+d—cp/2
= - dy. 15.3.21
v x+p/2/y2+q—p2/4 Y ( )
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Dla nierozktadalnych czynnikéw zachodzi ¢ — p?/4 > 0, wiec mozna stosowaé
odpowiedni wzér podobny do (15.3.19).

15.4 Catkujemy funkcje wymierne od funkcji try-
gonometrycznych

Problem 1

Obliczymy catke nieoznaczona:

2

I= /wd;p. (15.4.1)
SIN T + COs“ X

Rozwigzanie

Wiadomo, ze catke z kazdej funkcji wymiernej od dwdch zmiennych:
u = sinz oraz v = cosx udaje sie sprowadzi¢ do catki z funkcji wymier-
nej od pewnej nowej zmiennej ¢, jesli dokonaé¢ uniwersalnego podstawienia
t = tg(x/2). Funkcje wymierne z kolei umiemy juz catkowaé¢ metodami z po-
przedniego podrozdziatu. Jednakze podane wyzej podstawienie prowadzi na
ogo6t do wyrazen wymagajacych sporo pracy ze wzgledu na relatywnie wyso-
kie stopnie wielomianéw w liczniku i mianowniku (choé¢ nie jest to, oczywi-
$cie, bezwzgledng regula), jakie w wyniku podstawienia otrzymamy. W kon-
sekwencji funkcja rozklada sie na wiele réznych utamkéw prostych, ktére
trzeba catkowaé, nalezy znalez¢ wiele statlych wystepujacych w tym rozkla-
dzie itp. Z tego powodu, zanim przystapi sie do ,,mechanicznego” stosowania
podstawienia uniwersalnego, warto zawsze si¢ zastanowié, czy nie mozna by
zastosowacé ktéregos$ z podstawien szczegdlnych.
W przypadku naszego zadania widaé, ze je$li w funkcji podcatkowej do-
konamy zamiany
COST —— —COST ,

to otrzymamy

sin? x cos x sin? x(— cos ) sin? x cos x

—_———
sinz + cos?x sinz + (— cos )2 sinz + cos?x
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a zatem funkcja jest nieparzysta w zmiennej cosz (ale nie w zmiennej = !).
W takim przypadku bardzo wygodnem jest podstawienie zmiennej ¢t w po-
staci:

t=sinx. (15.4.2)

Podstawienie to prowadzi do funkcji wymiernej w zmiennej ¢ o stosunkowo
prostej postaci. Mamy bowiem:

coszdr — dt , (15.4.3)

cos’z =1—sin’z — 1 -2, (15.4.4)

a inne niz parzyste potegi cosinusa wystapi¢ nie moga (ze wzgledu na wspo-
mniana wyzej nieparzystos¢ funkcji podcatkowej). Otrzymujemy zatem:

. 9 /2
I:/de:/idt. (15.4.5)
sinz + cos? x t+1—1¢2

Nowg funkcje podcatkows przeksztalcimy w nastepujacy sposéb:

12 2—t—1+t+1 t+1
= =—1-—"" 15.4.6
t+1—1¢2 t+1—1¢2 2 —t—1 ( )

Mozna ja teraz rozkladaé¢ na utamki proste, tak jak czyniliSmy to w poprzed-
nich przyktadach, ale mozna tez utatwi¢ sobie zadanie, uzupetniajac licznik
do pochodnej mianownika, ktéra wynosi: [t? —t — 1)/ =2t — 1:

]:/[_1_L} dt:/{ 1L w} dt
2—t—1 2 P —t-1

1 2t—1 3 1
= —1-=. ——. dt . 15.4.
/[ 2 t2—t—1 2 t2—t—1} (15.4.7)

Kazda z trzech uzyskanych catek obliczamy teraz osobno bez trudnosci. Naj-
pierw:

I = /(—1) dt = —t+Ci (15.4.8)

a nastepnie:

t—1 1 /
= = [ llogl2—t—1
2/t2—t—1 2/[Og‘t t=1l]

= -3 log [t? =t — 1]+ Cy, (15.4.9)
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PP N S R
2) 2—t—1 2. (t—1/2)>—5/4
1

_ _§/ dt
2J (t=1/2-5/2) (t=1/2+5/2)

(15.4.10)

3 1 B 1 »
B 2\/5/ t—1/2—+5/2 t—1/2+/5/2

3 1 V5 1 V5
= ——|log|t— = ——| —log|t — =+ —|| + C
2\/5[() ST ] RN R
3v5 ., |t—1/2—+/5/2 3v5 ., |2t—1—-+/5
= — og 3 = — log +Cs.
10 t—1/2+4/5/2 10 2t —1++5

Ostatecznie, podstawiajac ¢ = sinx i oznaczajac C = C1 4+ Cy + Cs, otrzy-
mujemy wynik koncowy:

1 3v5 2¢inz —1—+5
I =—sinz — = log|sin®z —sinz — 1| — lo +C.
108 30 e — 1B
(15.4.11)
Problem 2
Obliczymy catke nieoznaczona:
2
cos” x
/ , ; dz . (15.4.12)
sinx —cosx +sinzcosx — 1

Rozwigzanie

Rzut oka na funkcje podcatkowa pozwala nam stwierdzi¢, ze nie ma ona
zadnych szczegdlnych wlasnosci parzystosdci ani przy zamianie:

sinz — —sinx,

ani

COST —— —COST ,
ani tez przy zastosowaniu ich obu tacznie. JesteSmy wiec skazani na stosowa-
nie podstawienia uniwersalnego: ¢t = tg(z/2). Najpierw musimy ustalié¢, jak
wyrazaja sie poprzez zmienna t elementy sktadowe wyrazenia podcatkowego.
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Mamy:
sinx = sin (2 . z) = 25in = cos = (15.4.13)
2 2 2
oraz
COS & = COS (2 . z) = cos® = — sin? = , (15.4.14)
2 2 2

skad wynika, ze potrzebne nam beda obie funkcje trygonometryczne katéw
poléwkowych, przy czym mamy dany tangens tego kata (réwny t). Znalezé
je mozna w standardowy sposob, piszac:

sin(z/2)
cos(x/2)
Podnoszac obie strony tego rownania do kwadratu i korzystajac z jedynki
trygonometrycznej, otrzymujemy:

,  sin®(z/2) sin?(z/2)

t= tgg eyl t= (15.4.15)

_ _ , 15.4.16
cos?(z/2) 1 —sin%(z/2) ( )
skad mozemy wyliczy¢ zaréwno sin®(x/2), jak i cos?(x/2):
t? t? 1
sin? = = cos? L =1—sin?% =1 (15.4.17)

2 1427 2 2 142 1427
To wystarcza nam, aby znalezé cos x — nalezy otrzymane wyrazenia wstawié
wprost do (15.4.14):
1 ¢ 1— ¢
ST = T T T (15.4.18)
Aby znalezé sinz, ktére wyraza sie, zgodnie z (15.4.13), przez funkcje
kata potéowkowego w pierwszych potegach, trzeba rozstrzygnaé sprawe znakéow
przy wyciaganiu pierwiastkéw z (15.4.17). Mozna to zrobié¢ bardzo latwo,
jesli uswiadomimy sobie, iz nie potrzebujemy w istocie osobno wyrazehn na
sin(z/2) oraz cos(x/2), ale jedynie ich iloczyn. A jak wiadomo, znak iloczynu
jest taki sam jak znak ilorazu, ktérym jest tg(x/2), czyli po prostu t. Oznacza
to, ze przy wyciaganiu pierwiastkéw musimy wybraé takie znaki, aby iloczyn
w (15.4.13) mial taki sam znak jak ¢ (czyli bierzemy albo dwa plusy, albo
dwa minusy). W ten sposéb otrzymujemy:
2t
1+¢2°
Ostatnim elementem, ktérego jeszcze potrzebujemy, jest dz. Zrdznicz-
kujmy po x obie strony réwnania ¢t = tg(x/2):
d 1 1 144

= . = 15.4.2
dr 2 cos?(x/2) 2 (15-4.20)

sinx = (15.4.19)
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skad wynika, ze pod calka musimy dokonaé nastepujacej zamiany:

2

dx — mdt. (15.4.21)
W tym momencie jesteSmy juz gotowi, aby przejs¢ do nowej zmiennej cal-
kowania w (15.4.12). Zgodnie z uwaga uczyniona w poprzednim przykladzie
otrzymujemy na poczatku dosy¢ ztozone wyrazenie, ktore jednak po uporzad-
kowaniu znacznie sie uproéci. Jest to dzietem przypadku i trzeba pamietaé, ze
na ogdél przy stosowaniu podstawienia uniwersalnego otrzymamy dos¢ skom-

plikowana funkcje wymierna.

(1=)/0+)°
B /2t/(1+t2)—(1—t2)/(1+t2)+2t/(1+t2)-(1—t2)/(1+t2) -1
S S s R ([

L+e27 142 1+¢2 142
= —/ [1 + [log(1 + t2)]’} dt = —t —log(1 +t*) 4+ C . (15.4.22)

Po powrocie do wyj$ciowej zmiennej x otrzymujemy wynik koncowy:

I= —tgg — log (1 + tg? g) +C = —tgg + log (0082 g) +C, (15.4.23)

przy czym skorzystaliSmy z faktu, ze

sin? o cos? a + sin? o 1

l+tg?a=1+—— = > =—.
COS“ v COS“ v COS“ &

15.5 Wykorzystujemy podstawienia Eulera

Problem 1

Obliczymy catke nieoznaczona:

1
I :/ dz . (15.5.1)
i4x2+x+1
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Rozwigzanie

Idea, jaka przyswieca tzw. podstawieniom Eulera, jest podobna do wykorzy-
stywanej w poprzednich przykladach: podstawienia te umozliwiajg pozbycie
sie niewymiernoéci i sprowadzenie funkcji podcatkowej do funkcji wymiernej,
a taka zawsze (o ile tylko umiemy roztozy¢ wielomian w mianowniku na czyn-
niki elementarne) potrafimy scatkowaé. W przypadku podanym w tresci za-
dania wygodnie jest zastosowaé tzw. I podstawienie Eulera. Z pozostatymi
podstawieniami zapoznamy sie w nastepnym zadaniu.

Podstawienia Eulera mozemy stosowaé wowczas, gdy wyrazenie podcal-
kowe ma charakter funkcji wymiernej od dwdch zmiennych. Jedna z nich jest
po prostu z, a druga vaz? + bx + ¢, gdzie a,b, c sa pewnymi stalymi, przy
czym zakladamy, ze a # 0. Pierwsze podstawienie Eulera ma nastepujaca
postaé:

Vaz?+bx+c=+/a(t —z). (15.5.2)

Jasne jest, ze mozna je stosowaé¢ wtedy, gdy wspotczynnik a > 0. Definiuje
ono pewng nowa zmienng t, po ktérej bedzie wykonywana catka. Postugu-
jac sie tym réwnaniem, tatwo z funkcji podcatkowej wyrugowaé pierwiastek
kwadratowy — zamiast niego pojawi sie po prostu prawa strona (15.5.2) —
ale ciggle jeszcze musimy pozby¢ sie zmiennej x. Powstaje zatem uzasad-
nione pytanie, czy wyliczajac z(t) z powyzszego réwnania, nie wprowadzimy
do funkcji podcatkowej nowej niewymiernoéci, tym razem w zmiennej t. Nie-
bezpieczenstwo takie faktycznie istnieje ze wzgledu na to, ze po podniesieniu
obu stron (15.5.2) do kwadratu (co musimy zrobi¢) w réwnaniu tym wy-
stepowaé bedzie zmienna x w drugiej potedze. Wyliczenie x wiaze sie zatem
z wyciagganiem pierwiastka z pewnego wyrazenia — inaczej mowiac, konieczne
jest rozwiazanie rownania kwadratowego — zaleznego od ¢, a zatem z niewy-
mierno$cig.

Istnieje wszakze jeden przypadek, w ktérym wspomniany klopot sie nie
pojawi. Zachodzi on wtedy, gdy kwadratowe wyrazy (w zmiennej z) po obu
stronach beda miaty tak dobrane wspoélczynniki, ze skasuja sie i 2 w ogdle
zniknie z rownania. Jak tatwo sie przekonaé, ma to miejsce wladnie przy
I podstawieniu Eulera (a takze przy IIi III), gdyz po obu stronach réwnania
otrzymamy identyczne kwadratowe wyrazy: ax?.

Dalszy tok postepowania przesledzimy juz na konkretnym przyktadzie.
Pierwsze podstawienie Eulera ma teraz postac:

Vadr2 +x+ 1= Vit —x) =2(t —z) . (15.5.3)
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Po podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymujemy:
4o + x4+ 1 =42 — Stx + 4a? | (15.5.4)
skad tatwo dostajemy wzoér na x:
42 — 1
x = .
3t +1
Jawnie widoczne jest — i jest to istota stosowanego podstawienia — ze za-
lezno$¢ x od t dana jest funkcja wymierng. Wstawiajac ten wynik do prawej

strony (15.5.3), widzimy, ze przy zastosowaniu podstawienia wyrazenie pier-
wiastkowe zostanie zastapione wymierng zaleznoscia od ¢:

42 — 1 42 +t+1
\/4x2 1 — 2(t— -9 1= 15.5.6
AT 8t+1 8t+1 ( )

Musimy jeszcze, zgodnie ze wzorem (15.1.31), zastapi¢ dx przez 2/ (t) dt. Roz-
niczkujac (15.5.5) po t:

8t (Bt+1)— (42 —1)-8 322 +8t+8 AP +t+1

(15.5.5)

/
t = =
z(t) Bt+1)2 Bt+1)2 ®t+1)2
(15.5.7)
dostajemy ostatni brakujacy element:
4a* 4141
d 8§ ———dt. 15.5.8
Xr (8t n 1)2 ( )

Zbierajac wszystko razem, mozemy zapisac szukang catke po nowej zmien-
nej w postaci:

I / 1 42 +t+1
) A1)/t 1) -2 (42t 1)/(8E+ 1) (8t +1)2
z VA2 fo+1 @' (t)
1
=4 | ———dt. 15.5.
/4t2_1dt (15.5.9)

Zgodnie z naszymi wczedniejszymi rozwazaniami otrzymaliémy faktycznie
catke z funkcji wymiernej, i to w dodatku bardzo prostej. Musimy tylko
rozlozy¢ mianownik na dwa czynniki, a nastepnie cale wyrazenie na sume
dwoch utamkéw, z ktorych kazdy catkuje sie do funkeji logarytm:

I= /(t— 1/2)1(t+ 1/2) = / [t—11/2 - t+11/2}

1 1 t—1/2
—loglt—=|—loglt+=|+C =1
8 2‘ 8 +2‘+ Og‘t+1/2‘
2% —1
—log| 2240, 15.5.10
Og2t+1'+ ( )
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Pozostaje jedynie wykorzystaé¢ zwiazek (15.5.3) i w miejsce ¢ podstawié

1
x+§\/4x2+x+1,
uzyskujac wynik koncowy

21 + /122 1-1
[—log| Xt Var tot +C. (15.5.11)

2 +vVar2 +x+1+1

Problem 2

Obliczymy catke nieoznaczona:
T+ 2

dz .
V=12 +2x+1

I = (15.5.12)

Rozwigzanie

Jak wida¢ ze wzoru (15.5.12), pod calka obecna jest funkcja wymierna
od zmiennej x oraz od pierwiastka z tréjmianu kwadratowego. W takiej sy-
tuacji, co wiemy z poprzedniego zadania, mozna wykorzysta¢ podstawienia
Eulera. Nie da sie jednak zastosowaé tutaj (15.5.2), gdyz wspotczynnik przy
22 jest ujemny. Mamy natomiast do dyspozycji dwa inne podstawienia (tzw.
IT i IIT podstawienie):

II: Va2 +tbz+c=at+ e, gdy ¢>0, (15.5.13)
MI: Vax? +br +c=t(x—21), gdy az®+bx+c (15.5.14)

=a(x —z1)(z — x2) .

W tym ostatnim przypadku zaktadamy, ze oba pierwiastki tréjmianu sa rze-
czywiste oraz ze x1 < 2.

Te trzy podstawienia wyczerpuja wszystkie mozliwosci. Jesli bowiem nie
datoby sie zastosowaé¢ dwdch pierwszych podstawien, bo jednoczeénie a < 0
ic < 0, to na pewno da sie zastosowad trzecie. Wynika to z faktu, ze jesli catka
zawierajaca wyrazenie vax? + bx + ¢ ma mieé¢ sens, to musi istnieé¢ taki za-
kres zmiennoéci x, dla ktérego az? +bx+4c > 0. Dla a < 0 ,ramiona” paraboli
sa jednak skierowane w dol, wiec dodatnie wartosci moga by¢ przyjmowane
wyltacznie, gdy tréjmian ma dwa roézne pierwiastki, a wéwczas mozliwe jest
wykorzystanie (15.5.14).
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Poniewaz z (15.5.12) widzimy, ze parametr ¢ jest dodatni, wiec w dalszym
toku rozwiazania wykorzystamy II podstawienie Eulera. Czytelnikowi pozo-
stawiamy zbadanie, czy i jak mozna do obliczenia calki zastosowaé (15.5.14).

Mamy wiec:
V—z?+2x+1=uat+1. (15.5.15)
Po podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymujemy réwnanie:
2?2+ 1= F 2t +1 = zfz(t* +1)+2(t—1)]=0. (15.5.16)
Jesli wiec wybierzemy zalezno$é x(t) w (wymiernej) postaci:
t—1
H)=-2
z(?) t24+17
to zaleznosé (15.5.15) bedzie spelniona i funkcja podcatkowa okaze sie funkcja
wymierng parametru t. Mamy bowiem:

t—1 24+ 2t+1
Va2 +22+1 — 2% — 4 1=— " "° 15.5.18
22 + 2w + 752+1+ o] , ( )

(15.5.17)

oraz ,
- —2t—1
d "(t)dt =2 —5———dt . 15.5.19
x — 2'(t) ZEIE ( )
Po zastosowaniu opisanego wyzej podstawienia otrzymujemy wiec catke
w postaci:

-1
t—1 242t +1 2—2t—1

I= -2 — 4o ——= 2.t
/( t2+1+ >< t2+1 (t?2+1)2

2 —t+4+2 ?+1—t+1
_4/7—'—&:_4/;(&

(12 +1)2 (12 +1)2
=1 [t21+1 - (tgil)Q + (t2—11—1)2] it . (15.5.20)
Dwa pierwsze sktadniki scatkujemy bez trudu:
/ﬁ dt = arctgt + C (15.5.21)
_ /
[t =2 wrme=2/le)
S,

a ostatnim juz zajmowaliSmy sie w zadaniu 1 w podrozdziale 15.2:

1 1 1
/(7 dt = = arctgt + = +C5. (15.5.22)

2 +1)2 2 2 241
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Otrzymane wyniki pozwalaja nam zapisaé poszukiwana catke w postaci:

1 t
I = —4arctgt—2 m —2arctgt—2tm+0
t+1
= —6arctgt — 2 o +C, (15.5.23)

gdzie symbolem C' oznaczyliémy nowa stata: C' = —4C1+4C5—4C3. Pozostaje
jeszcze tylko wyeliminowa¢ zmienng t na rzecz x przy uzyciu zwiazku:

V—x?+2x+1-1

t= 15.5.24
- (15.5.24)
Otrzymujemy w ten sposéb
V—x%+2 1-1 V—x2+2 1 —1
T= —Garctgy L T E T L NTE RS E FTT 0 (15.5.25)
x V—x?+2x+1—-2-1

co mozna probowaé jeszcze dalej uproscié, ale mozna takze pozostawi¢ w po-
danej postaci.

W ostatnich dwéch zadaniach zapoznaliSmy sie z podstawieniami Eulera,
ale warto pamietaé, ze czesto catki mozna oblicza¢ réznymi alternatywnymi
metodami. Tak wlasnie wyglada rzecz rowniez w tym przyktadzie. Mozna na
przyktad przedstawi¢ funkcje podcatkowa w postaci:

2 1 242 3
i - . (15.5.26)

vV—r?+2x+1 _5.\/—$2+2SE+1 Va2 +22+1"

a nastepnie pierwszy wyraz zapisa¢ jako
/
- V=242 11|, (15.5.27)

a drugi (pomijajac wspélczynnik) po dokonaniu przesuniecia i przeskalowania
zmiennej calkowania doprowadzi¢ do
1
Vi—t2’
w czym rozpoznajemy pochodna funkcji arcsint. W wyniku (15.5.25) otrzy-
malismy, co prawda arctg ¢, ale to nie powinno dziwi¢, gdyz istnieje wiele toz-
samosci pozwalajacych jedng z tych funkcji wyrazi¢ poprzez druga. Trzeba
ponadto pamietaé, ze otrzymane wyniki zawsze moga sie réznié¢ o stala.
Fakt, ze w rezultatach pojawiaja sie funkcje odwrotne do trygonometrycz-
nych (badz hiperbolicznych), nie jest dzietem przypadku, o czym przekonamy
sie w nastepnych dwéch przyktadach.

(15.5.28)
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15.6 Wykorzystujemy podstawienia hiperboliczne
i trygonometryczne

Problem 1

Obliczymy catke nieoznaczona:

1?2 — dr —
[:/ x x de.

z+1

(15.6.1)

Rozwigzanie

Oprécz podstawien Eulera, omawianych w poprzednim podrozdziale, fun-
kcje wymierne od zmiennych x oraz var? + bx + ¢, gdzie a # 0, mozna cal-
kowa¢ wykorzystujac podstawienia trygonometryczne badz hiperboliczne. Je-
$li bowiem, dokonujac wstepnego podstawienia, doprowadzi¢ wyrazenie pier-
wiastkowe do jednej z postaci:

Vi-v2, -1, 2+l (15.6.2)
to podstawiajac teraz y = sint albo y = cost w pierwszym przypadku,
y = cosht albo y = 1/sint w drugim, a y = sinht¢ albo y = tgt w trzecim
i wykorzystujac ,,jedynke trygonometryczng” lub jej hiperboliczny odpowied-
nik (10.1.20), pozbywamy sie pierwiastka i otrzymujemy wymierna funkcje
dwéch zmiennych: sint, cost lub tez funkcji hiperbolicznych.

Powstaje jednak pytanie, czy zawsze uda sie otrzymaé jedno z wyra-
zen (15.6.2) bez jednoczesnego skomplikowania pozostalej czesci funkeji pod-
catkowej. OdpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca. Latwo jest ustalié, ze
wstepne podstawienie sprowadza sie do przesuniecia i przeskalowania argu-
mentu, czyli wprowadzenia nowej zmiennej y za pomoca wzoru: x = a(y—f3),
w ktérym « i 3 sa stalymi. Takie podstawienie nie zmieni charakteru catko-
wanej funkcji.

Aby ustali¢ wartos¢ nieznanych statych « i 3, zapiszemy najpierw tréj-
mian kwadratowy pod pierwiastkiem w postaci kanonicznej:

b A

2 2 .

b = — d = —— = —— 15.6.3
ar” +br+ec=a(z—p) +q, gliep=—o-, q=—7- ( )
Zakladamy tutaj, ze A = b — dac # 0, gdyz w przeciwnym przypadku

obliczanie calki nie nastrecza zadnych trudnoéci. Latwo teraz zobaczyé, ze

nowg zmienng y trzeba wprowadzi¢ wzorem:

(x—p)= \/Ey ; (15.6.4)
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co daje
2
a
ar’? +bx+c — aly ‘Q‘ +q=|q| <— y2+i) . (15.6.5)
a |al [

W zaleznoéci od znakéw a i g otrzymamy:

A 41, oraz L =+1 (15.6.6)

lal [

(przy czym oba te parametry nie sa jednoczesnie ujemne), sprowadzajac tym
samym wyrazenie do jednego z przypadkéw (15.6.2).
Zrealizujemy teraz te procedure w odniesieniu do calki w tresci zadania.
Najpierw wyrazeniu pod pierwiastkiem nadamy forme:
—a? —4r —3=—2’—dr—4+1=1-(2+2), (15.6.7)

a nastepnie zdefiniujemy y = x + 2. Catka, ktérg mamy obliczy¢, przyjmie

wowczas postac:
I= / v _y

(15.6.8)

W tym momencie mozemy juz wykorzystac podstawienie trygonometryczne:
y = sint. Caltka I ma sens w takim obszarze, w ktorym —1 < y < 1, wiec
przyjmijmy, iz —7/2 < t < /2. W tym przedziale cost > 0, dzieki czemu:

\/1—92 — /1 —sin?t = Vcos?t = |cost| = cost . (15.6.9)

Ponadto
dy —— costdt . (15.6.10)
Po dokonaniu podstawienia otrzymujemy wiec catke w postaci:
t 2t
_ / €8’ costdt = /& dt . (15.6.11)
sint —1 sint —1

UzyskaliSmy funkcje wymierng od dwdch zmiennych: sint oraz cost. W pod-
rozdziale 15.4 nauczyliSmy sie¢ juz catkowaé¢ podobne wyrazenia, ale nie warto
stosowa¢ ,mechanicznie” przedstawionych tam (ani zadnych innych) metod.
Funkcje podcatkowa mozna bowiem tatwo uproécié¢, a nastepnie scatkowad,

piszac:

_ain2 o .
7 :/1 sin tdt /(1 sint)(1 + sint) it

sint — 1 - sint — 1

= —/(1 +sint)dt = —t +cost+ C . (15.6.12)

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



330 15 OBLICZAMY CALKI NIEOZNACZONE

Na koniec pozostaje jedynie wrécié¢ do zmiennej x, dokonujac podstawien:

t = arcsiny = arcsin(x + 2) , (15.6.13)

cost = \/1—sin?t=1/1—-y2=+vV—-a2—42 -3,

(15.6.14)
co daje wynik koncowy:

I=—arcsin(z+2)+V—-22—40-3+C. (15.6.15)

Problem 2

Obliczymy catke nieoznaczona:
2?2+ 1

[= | ————————dx .
Va2 4+ 2z +2

(15.6.16)

Rozwigzanie

Tym razem wyrazenie pod pierwiastkiem da sie odpowiednim podstawie-
niem sprowadzi¢ do y% + 1. Mamy bowiem:

42 4+2=(x+1)2+1 = 41, (15.6.17)
y=z+1

i nasza catka przyjmie postaé:

—1)2+1 2 _2y+2
I:/ud _ [ty (15.6.18)

N S R

Mozna ja oblicza¢ na wiele sposobéw, a my wykorzystamy podstawienie hi-
perboliczne, o ktérym byla mowa w poprzednim zadaniu:

y = sinht . (15.6.19)
Po zastosowaniu (10.1.20) oraz podstawieniu:

dy —— coshtdt (15.6.20)
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przyjmuje ona wzglednie prosta postaé:

inh? ¢ — 2sinh ¢ + 2
I = smh” ? Smhi + cosh ¢ dt

Vsinh? ¢ + 1
sinh?t — 2sinh ¢ + 2

= / p—— coshtdt (15.6.21)

= /(sinhzt— 2sinht + 2) dt .

Cosinus hiperboliczny jest zawsze dodatni, wiec nie mieliSmy problemu usta-
lenia znaku przy wycigganiu pierwiastka, przechodzac z pierwszej do drugiej
linijki. Jesli teraz wykorzystaé¢ tozsamosé:

cosh 2t = cosh?t + sinh?t = sinh® ¢ + 1 4 sinh? ¢t = 1 + 2sinh?¢, (15.6.22)
to catke (15.6.21) mozna obliczy¢ natychmiast:

1 1
I = /(5 cosh2t—§—281nht+2> dt

1 3
=1 sinh 2¢ — 2 cosh t 4+ 3 t+C. (15.6.23)

Ostatnim krokiem jest, jak zwykle, wyrazenie otrzymanego wyniku po-
przez wyjsciowa zmienng x. Poniewaz sinht =y =z 41, a

cosht =\/y2+1=Va?2+2x+2,
wiec
sinh 2¢ = 2sinhtcosht = 2(x + 1)V a? + 22+ 2, (15.6.24)

i w konsekwencji

1 3
I — 5(gc_|_1)\/gc2_|_295-|-2—2\/3c2—|—2gc—i—2—i—§arsinh(ac—i—1)—i—(3’

1
= §(x+1)\/x2+2x+2—2\/x2+2:c+2

3
t5 log(x +1+ Va2 +2zx+2)+C, (15.6.25)

gdzie wykorzystaliSmy (15.1.54).

Jak wspomnieliémy na poczatku tego podrozdziatu, alternatywnym pod-
stawieniem, jakie mozna by tu zastosowaé, jest y = tgt. Zachecam Czytelnika
do obliczenia calki tg metoda.
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15.7 Zadania do pracy wlasnej

Zad. 1. Catkujac przez czesci lub przez podstawienie, obliczy¢ catki:

Zad.

Zad.

4
x
a) 1°. I:/xzexsinxdx, 2°. I:/idx
) V1 — 22

b) 1°. I = /arcsinxdw, 2°. I = /x3arctg2x dx.

IOI—/ 1—e*rd 201—/
c) v e* dx, T fcﬂ—l

log* = X arccos x
d) 1°. I = d 20l = | ——dx.
) / (L‘4 “ V1 —1‘2 v

Odpowiedzi (stale calkowania pomijamy):

a) 1°. I =e(z — 1)[(z + 1)sinz — (x — 1) cos z]/2.

2°. I = [3 arcsinx — (222 + 32)v/1 — 22]/8.

b) 1°. I = :carcsin:c + V1 —22.

2°. I = [22 — 2x(2? — 3) arctgx + 3(z* — 1) arctg?z — 4log(z? + 1)]/12.
c)1°. I =2(v1—e" —arctgy1 —e”).

2°. 1 =3(Yz+1—arctgy/z+1).

d) 1°. I = —[27log* z + 36 log® = + 36 log® = + 24log = + 8]/(8123).

2°. I = —x — /1 — x?arccosz.

2. Wyprowadzi¢ wzory rekurencyjne dla calek:

1 1
1°. I, = | ——d 2°. J, = d
a) " / sin” s " / cos™ x v

xTL
b) 1°. In:/ zlog" xdx, 2°. Jn:/ida@, a > 0.
) Vzlog 0

Odpowiedzi (stale calkowania pomijamy):

a) 1°. Inyo=n/(n+1)I, —1/(n+1) - cosx/sin" "' z.

2°. Jpsa=n/(n+1)J, +1/(n+1)-sinx/cos" ! z

b) 1°. Iny1 = —2(n+1)/3 - I, + 2 - 2%/% log" x/3.

2°. Jpro = —a?(n+1)/(n+2) - Jp +1/(n+2) - 2""1V22 + a2.

3. Rozkladajac funkcje wymierng na utamki proste, znalezé¢ calki:

20 — 1
a) I:/(x2—|—1)2(x+2)dw

222 —1
b)]:/ e da
(2% 4 22 + 5) (22 + 3z + 2)

Plik zabezpieczony watermarkiem jawnym i niejawnym: 11875623A3862386



15.7 ZADANIA DO PRACY WEASNEJ 333

2
4
c)I:/ z*+x+

s+ a3+ 41
—x+4
d) I = dx.
) /x4—2x3+2x—1 o

Odpowiedzi (stale calkowania pomijamy):

a) I = —[5/(x? + 1) + 4arctgz + 2log(z + 2) — log(x? + 1)]/10.
b) I = [arctg ((z +1)/2) — 2log(x + 2) + log(z? + 2x + 5)] /2.
c) I=log[(z+1)/vVa?2 —x+1]—4/(3z+ 3)

+ Tarctg ((2z — 1)/v/3)/(3V/3).

d) I = (5z —8)/(4(z —1)?) + 5log|(xz — 1)/(x + 1)|/8.

Zad. /. Stosujac odpowiednie podstawienia, sprowadzi¢ funkcje podcat-
kowe do funkcji wymiernej, a nastepnie obliczy¢ calki:

: 2

SInx — CoSx + cos“x cos? rsin

2) 10.1:/ . de, 2°.7= / .
sinx — 1 1 —cosx

-1 V22 —
b)I:/ r dz., 2°.I:/ v oAt
Va2 -2 +2-1 r—1

Odpowiedzi (stale calkowania pomijamy):
a) 1°. I = cosz — log |1 — sinz| + 2tg (x/2)/(tg (x/2) — 1).
2°. I = cosz + 2log | sin(xz/2)| + cos 2z /4.
b) I =2log|x — 1| —log(Va? — 2z 4+ 2+ 1) + Va2 — 2z + 2.
I = z+log |z —1|+v—22 + 22 — 4++/3arctg (v3/vV—22 + 2z — 4).
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Zbieznosc ciggoéw i szeregéw funkcyjnych

16.1 Znajdujemy granice ciggu funkcji

Problem 1

Zbadamy zbiezno$¢ i znajdziemy granice ciagu funkcji:

fux) = van + a— Vvan

n
dla > 0 w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

(16.1.1)

Rozwigzanie

W tym i nastepnym zadaniu zajmiemy sie zbieznosciag punktowa ciagéw
funkcyjnych, ktérych kolejne wyrazy sa funkcjami okreslonymi na pewnym
podzbiorze R i o wartosciach w R. Dla kazdej ustalonej wartosci argumentu
x mamy woéwczas do czynienia po prostu z ciggiem liczbowym f,(z), do ba-
dania ktorego mozna zastosowaé wszystkie metody z rozdzialu 5. Moze wiec
rodzi¢ sie pytanie, jaki jest cel ponownego omawiania zbieznosci ciagow. Od-
powiedzZ na nie jest nastepujaca. Po pierwsze beda nas interesowaé¢ wlasnosci
granicy, ktéra tym razem ma charakter nie liczby, lecz funkcji f(z). Po dru-
gie podrozdzial ten nalezy traktowaé¢ jako wstep do nastepnego, w ktérym
pojawi sie pojecie zbieznosci jednostajnej. Po przeanalizowaniu ich obu sta-
nie sie jasne, jakie wnioski odnoénie do granicy takich ciggéw funkcyjnych
(rozumianej jako funkcja) wyciagna¢ mozna w obu przypadkach.

Ciag w treéci zadania bedziemy wiec traktowaé jako ciag liczbowy z dwo-
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ma parametrami: x oraz a. Gdy z = 0, to sprawa jest prosta. Zachodzi
bowiem: f,(0) = 1/n® i ciag ma wéwczas nastepujaca granice:

. 0 dla a>0,
A £ (0) :{ 1 dla a=0 (16.1.2)

a gdy a < 0, to granica ta nie istnieje.
Z kolei dla = > 0 postuzy¢ sie mozemy znana nam juz z zadania 1 w pod-
rozdziale 5.1 metoda, piszac:

ven+1—y/zn Van+1+4+/zn
fulx) = - . (16.1.3)
n van+14+/zn
n+1—2zn _ 1
ne (\/xn—l—l—i—\/xn) nat1/2 (\/x—i—l/n—i—\/}) .
Ciag ten zachowuje sie réznie dla réznych wartosci a, wiec musimy roz-
patrzeé osobno wszystkie wazne przypadki.

e a > —1/2. W tym przypadku wykladnik zmiennej n jest dodatni, co

oznacza:
Jim fu(z) =0. (16.1.4)

e a < —1/2. Tym razem wykladnik jest ujemny i granica ciagu nie ist-
nieje dla zadnego x > 0.

e a = —1/2. Teraz wyrazy ciagu upraszczaja sie do:
1
z) = , 16.1.5
= e v (16:15)
i otrzymujemy granice:
1
lim f,(x) (16.1.6)

=00 RN
Podsumowujac, otrzymujemy nastepujace wnioski:
1. Dla a < —1/2 granica nie istnieje dla zadnej wartosci x.

2. Gdy a = —1/2, funkcja graniczna okreslona jest jedynie dla > 0 i ma
postaé: f(z) = 1/(2y/x).

3. Dla a €] — 1/2,0[ funkcja graniczna okreslona jest jedynie dla z > 0
i ma postaé: f(z) =0.

4. Gdy a = 0, zachodzi:

1 dla z=0,
f(x):{O dla =z>0.
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5. Dla a > 0 funkcja graniczna réwna jest 0 dla dowolnych x > 0.

Warto zwrécié uwage, ze otrzymana w czwartym przypadku granica (fun-
kcja) nie jest ciagta w zerze (mowa jest tu oczywiscie o ciaglosci prawostron-
nej), pomimo ze wszystkie funkcje tworzace ten ciag mialy te wlasnosé, a sam
ciag byl zbiezny dla wszystkich nieujemnych argumentéw. Jest to bardzo cie-
kawa obserwacja. Jak si¢ przekonamy w nastepnym podrozdziale, z sytuacja
takg mozemy mie¢ do czynienia wylacznie w przypadku zbieznosci punkto-
wej. Gdy zbiezno$¢ jest jednostajna, to graniczna funkcja musi by¢ ciagta,
o ile tylko ciagle sa funkcje f,,(x).

Problem 2

Zbadamy zbiezno$¢ i znajdziemy granice ciagu funkcji:
folx) = Vdra? + an | (16.1.7)
dla z > 0.

Rozwigzanie

Dla kazdego ustalonego x granice ciagu (16.1.7) mozemy znalezé, postu-
gujac sie metodami, ktore wykorzystywaliSmy w zadaniu 3 podrozdziatu 5.1.
Aby latwo dokonaé oszacowan, rozpatrzymy kilka przypadkéw w zaleznosci
od warto$ci zmiennej .

e x = 0. Dla tej wartodci x wszystkie wyrazy ciggu réwne sa zeru (nie-
zaleznie od wartoéci n f,(0) = 0), wiec jego granica takze jest liczba
zero: f(0) = 0.

e 0 <z<1/4. W tym obszarze wartosci x zachodzi:

0<4r<l <= 0<4’<z, (16.1.8)

co pozwala nam zastosowac regute trzech ciagéw w nastepujacy sposéb:

r=Var =0+ 2" < fo(x) = V4ra?n + o0 < Y+ an = V2.

(16.1.9)

Poniewaz /2 — 1, wiec ciagi po obu stronach zbiegaja do z. Dla
n—oo

omawianych wartosci argumentu, postugujac sie regula trzech ciagow,
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mozemy wiec napisacé:

f(z) = Jim fulz) =2 (16.1.10)
e x> 1/4. Tym razem mamy:
e >1 <= 4a° >z, (16.1.11)

co prowadzi do nastepujacego oszacowania
4a? = Vdng2n = {ang2n 40 < f,(z) = VdAna?n 4 gn
< Vang2n 4 4ng2n = /2 422 (16.1.12)

Wynika stad nastepujaca wartosé¢ granicy:
f(z) = lim f,(z) = 42> . (16.1.13)
n—oo

OtrzymaliSmy w ten sposéb pelna postaé¢ funkcji granicznej f(z):

z dla z€][0,1/4],
fla) = { 42 dla z €]1/4,00] (16.1.14)
W przeciwienstwie do sytuacji, z ktéra mieliSmy do czynienia w poprzednim
zadaniu, funkcja ta jest ciagla, co latwo stwierdzié¢, postugujac sie metodami
z podrozdziatu 8.2. Ma ona jednak inna zagadkowsa wtasnosé, ktéra omowimy
ponizej. Otéz wszystkie funkcje f,,(x), jako zlozenie wielomianu i funkcji po-
tegowej, byly rézniczkowalne dla kazdego x > 0, a w szczegdlnosci w punkcie
x = 1/4. Sprawdzimy ponizej, czy otrzymana funkcja graniczna f(z) réwniez
jest w tym punkcie rézniczkowalna. Jest to dla niej ,,punkt sklejenia”, wiec
mozemy postapi¢ tak jak w podrozdziale 9.2, gdzie zajmowaliSmy si¢ wlasnie
badaniem tego typu funkcji. Najpierw utworzymy iloraz réznicowy

1/4+h) — f(1/4
Qp = L1/ })L S/ (16.1.15)
Gdy h <0, to 1/4+ h < 1/4, wiec wykorzystujemy gérny wzoér z (16.1.14).

Mamy wtedy:

1/4+h—-1/4
Qn = B —— 1 Pt 1. (16.1.16)
Lewostronna pochodna w tym punkcie jest wiec rowna 1. Aby znalezé prawo-
stronng pochodng i ustali¢, czy takze jest rowna 1 — czego wymagalibySmy
od funkcji rézniczkowalnej — w (16.1.15) przyjmujemy h > 0 i korzystamy
z dolnego wzoru w (16.1.14):
A(1/4+h)?*—1/4  4(1/16+1/2-h+h?) —1/4

h N h
1/4 +2h +4h% —1/4

_ 9 4h 2. 16.1.17
h T4 R ( )

Qn =
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Pochodna prawostronna istnieje i réwna jest 2. Zatem funkcja f(x) nie jest
rozniczkowalna w tym punkcie, gdyz pochodne z obu stron sa rézne. Widzimy
ponownie, ze wymaganie od ciggu funkcji jedynie punktowej zbieznosci jest
zbyt stabe, aby wlasnodci ciaglodci czy rézniczkowalnoscei funkeji f,(x) prze-
niosty sie automatycznie na funkcje graniczna. Obserwacje te prowadza nas
do pojecia zbieznoéci jednostajnej, ktéra zajmiemy sie ponizej.

16.2 Badamy zbieznos$¢ jednostajng ciggu funkcji

Problem 1

Zbadamy zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciagu funkcji:

< (1—a2*)"

falz) =n N

2

(16.2.1)

dla z € [0, 1].

Rozwigzanie

Przypomnijmy najpierw definicje zbieznosci jednostajnej. Otéz ciag funk-
cji fn + X — Y (ograniczymy sie tutaj do sytuacji, gdzie X, Y C R) jest
zbiezny jednostajnie do funkcji f: X — Y wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ves0 INeN Ynsn Veex [ful(z) — f(2)] <e€. (16.2.2)
W poréwnaniu z definicja zwyklej zbieznosci (tj. punktowej) ma miejsce jedna
istotna zmiana: jest nia kolejno$é kwantyfikatoréw w (16.2.2). Symbol I yen
wystepuje teraz przed symbolem V,cx, co oznacza, ze wybrane N ma by¢
wspdlne dla wszystkich z € X.

Ro6znice pomiedzy zbieznosciag punktowa a jednostajna przesledzimy po-
nizej na rozwazanym przyktadzie. Najpierw bedziemy rozpatrywaé te pierw-
sza, co oznacza, ze mozemy po prostu badaé zbieznosé ciagu f,(z) dla kazdej
ustalonej wartosci x osobno. Bardzo tatwo jest stwierdzié, ze

n—oo

Vaeloa| f(2):= lim fo(z) = lim n- \/% (-2 =0, (16.2.3)

gdyz mamy do czynienia z iloczynem czynnika potegowego (czyli n) i wyklad-
niczego o podstawie mniejszej od jedynki (czyli (1—x2)"2). Jak wiadomo, o za-
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chowaniu ciggu decyduje ten drugi. Ciag funkcji jest wiec punktowo zbiezny, a
funkcja graniczna tozsamosciowo réwna zeru (czyli dla wszystkich x €]0, 1]).
Ponadto dla kazdego n mamy: f,(0) = 0, wiec takze f(0) = 0.

Teraz postaramy sie wykorzystaé¢ definicje (16.2.2), aby sprawdzié, czy
ma miejsce takze zbiezno$é¢ jednostajna. Jesli ustalimy ¢ > 0, to dla kaz-
dego x oraz n > N musialoby zachodzié¢ |f,(z) — f(x)| = |fn(z)] < €, o ile
tylko wybraliSmy wczedniej odpowiednio duze N. Skoro warunek ten musi by¢
spelniony przez wszystkie x, to wystarczy skoncentrowac si¢ na ,najmniej ko-
rzystnej” sytuacji, a wiec takiej, w ktorej wielkosci |f,,(z) — f(x)| = |fn(2)]
osiagaja bezwzgledne maksimum. Jesli w tych punktach warunek, o ktérym
mowa, bedzie spelniony, to we wszystkich innych takze. Funkcje f,(x) sa
w przedziale ]0, 1[ dodatnie, a na jego koncach zbiegaja do zera. Sa one poza
tym ciggle i rézniczkowalne, wiec ewentualne maksimum znajdziemy, obli-
czajac f}(x). Aby ulatwié¢ sobie rézniczkowanie warto przedtem napisac:

falz) =n \/% (1 - 22" = na(l — 22" ~12 (16.2.4)
Woéwezas
frlz(x) = n |:(1 - x2)n2—1/2 —r-9% (nQ o %) (1 - 1‘2)"23/2]
= n(1— 2?21 2? — (202 - 1)2?] (16.2.5)

=n(l-— 3:2)"273/2 [1 — 2n2x2} )

i zadanie f/(z) = 0 daje w przedziale ]0,1[ jedyne rozwiazanie w postaci
z, = 1/(nVv2). Musi to by¢ wiec maksimum dla |f,(z)|. Obliczmy teraz

fn(xn)
fulan) = Ful 5 = 5 = (1 /)

- _11/n2 <1 B 2_1122>" . (16.2.6)

Warto zauwazy¢, ze powyzsze wyrazenie ma nastepujaca granice przy
n — oo:

1 n 1 n?

2

1 1\" 1 1
lim fn(z,) = lim ——m————= (1 - —5 = —.e2=—_—_+0
nto (@) noo 2—1/n? ( 2n2) V2 ‘ V2e 70

(16.2.7)
gdzie skorzystaliSmy z (5.2.43). Granica ta jest rézna od zera, a zatem dla
odpowiednio malego € > 0 na pewno nie moze by¢ spetnione |f,(x,)| < €,
dla prawie wszystkich n.
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Podsumujmy otrzymane rezultaty. Zbieznosé¢ jednostajna wymagataby
dla kazdego € istnienia pewnego uniwersalnego N (czyli wspé6lnego dla wszyst-
kich ), aby spelnione bylo (16.2.2). Tymczasem pokazaliSmy, ze dla kazdego
n > N mozna wybraé¢ argument x = x,,, dla ktérego warunek ten jest naru-
szony. Ciag funkcji (16.2.1) jest wiec zbiezny do f(x) = 0 jedynie punktowo,
a nie jednostajnie.

Rysunek 16.1: Wykresy kilku pierwszych funkeji (16.2.1).

Na rysunku 16.1 przedstawionych jest kilka pierwszych funkeji f,(x). Za-
znaczyliSmy takze wartoéci z,, a dla ktérych kolejne funkcje osiggaja mak-
sima. Wida¢, ze w tych punktach wysokos¢ ,,garbu” nie zmniejsza sie do zera,
a zatem zbiezno$¢ nie moze by¢ jednostajna. Jesli kto$ ustalitby bardzo mate
€ > 01 dowolnie duze N, to i tak jesteSmy w stanie wskazaé¢ x,, o wskazniku
n > N, takie, ze

|fa(@n)| = [fn(zn) = f2n)] > €. (16.2.8)

Problem 2
Zbadamy zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ciagu funkcji:

()

dla z €]0, 1] oraz dla = € [1, 00].

_ arctg(nx) (16.2.9)
— 2.
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Rozwigzanie

Dla wszystkich dodatnich wartoéci x tatwo jest znalezé granice ciggu
(16.2.9). Mamy bowiem:

lim arctg(nz) = g : (16.2.10)

n—oo
skad wynika, ze funkcja graniczna f(x) = w/(2x). Pozostaje tylko rozstrzy-
gnaé, czy zbieznos¢ jest jednostajna, czy jedynie punktowa. W tym celu osza-
cujmy roznice | fn(z) — f(2)]:

arctg nx ™ ™
|fn(z) = f(2)| = — Y T2 arctg nx — 5‘ . (16.2.11)
Skorzystamy tutaj ze znanej tozsamosci (dla dodatnich wartosci y):
1
arctgy + arctg — = g , (16.2.12)
Y
ktora pozwala zapisaé¢ (16.2.11) w postaci:
1 1
— = —arctg — . 16.2.13
[ful) — f(2)| = — arctg (16:2.13)

Pomijajac symbol wartosci bezwzglednej, wykorzystaliémy fakt, ze funkcja
arcus tangens od dodatnich argumentéw jest dodatnia.

Przyjrzyjmy sie teraz uwazniej otrzymanemu wynikowi (16.2.13). Jesli
x > 0 jest ustalone, to ktadac bardzo duze n, jesteSmy w stanie uczynié¢
prawa strone dowolnie mata. Wynika to z faktu, ze

arctgy — 0.
y—0

Jesli wiec wybierzemy ¢ < 1, to dla odpowiednio duzego N bez trudnosci
mozemy spetni¢ warunek:

|fu(z) — f(z)|<e dlan>N. (16.2.14)

Jednakze taka kolejnoé¢ postepowania, czyli ustalenie na poczatku x, a na-
stepnie wyboér odpowiedniej warto$ci N, oznacza jedynie zbieznosé punktowa,
o ktérej juz i tak wiemy z pierwszej czesci rozwigzania. Ciekawa jest wiec te-
raz jedynie zbieznos¢ jednostajna.

Spéjrzmy raz jeszcze na (16.2.13). Teraz x nie jest ustalone. Biorac dowol-
nie duze n, a nastepnie zblizajac x do zera, mozemy sprawié, ze prawa strona
bedzie dowolnie duza, gdyz 1/z I—0>+ oo, a funkcja arcus tangens dla du-

zych argumentéw zbiega do 7/2. Lub tez, alternatywnie, mozemy polozy¢:
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x =z, = 1/n €]0, 1. Wéwczas

1 1
| fa(@n) — f(z)| = — arctg—— = narctgl = = — oo.  (16.2.15)

Tn, NTy, 4 n—oo

Zbieznosé na przedziale |0,1] (lub na dowolnym przedziale typu ]0,al,
gdzie a > 0 (wlaczajac w to takze nieskonczonosé) nie moze byé wiec jed-
nostajna, bo nie istnieje uniwersalne (wspdlne dla wszystkich =) N, tak jak
wymaga tego definicja (16.2.2). Sytuacja, z jaka mamy do czynienia, przed-
stawiona jest na rysunku 16.2.

N W A~ O

1
2

Rysunek 16.2: Wykresy kilku poczatkowych funkcji (16.2.9).

Funkcja graniczna f(x) dazy do +oo, gdy @ — 0T. Z kolei kazda z funkcji
fn(z) ma w zerze konkretna i skoniczona granice:

. . arctg(nx)
lim z)= lim ———————==n. 16.2.16
Jim fo(z) = lim —— ( )
Wartoéé ta wynika stad, ze jedli oznaczyé nx = tgy, to granica x — 0T
odpowiada y — 07. Mozemy wtedy napisaé:

. arctg(nx) . arctg(tgy) ) Yy
lim ————= = lim ————— =n lim —
z—0+ x y—0+ 1/n-tgy y—0t tgy
=n lim cosy=n-1-1=n. (16.2.17)

y—0t sin Y

Roéznice (16.2.13) mozna wiec faktycznie uczyni¢ dowolnie duza (choé¢ wy-
starczyloby nawet, aby byla ona wieksza od pewnej dodatniej liczby), pod-
chodzac z = dostatecznie blisko zera. W tym przedziale ciag funkcji nie jest
wiec zbiezny jednostajnie.
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W przedziale [1, 00| rzecz wyglada inaczej. Oszacowanie (16.2.13) mozna
przeksztalci¢ dalej
|fn(x) — f(2)] = %arctg % < %arctg % = arctg% . (16.2.18)
Skorzystaliémy tutaj z faktu, ze zaréwno czynnik 1/x, jak i arctg(1/(nx))
jest malejacy w zmiennej x, wiec najwieksza warto$é¢ ich iloczynu przypada
na r = 1. Zauwazmy, ze gdybySmy analogiczne oszacowanie chcieli wykorzy-
sta¢ w przedziale ]0, 1[, to w miejsce x musielibySmy wstawié¢ 0, otrzymujac
caltkowicie bezuzyteczne oszacowanie:

[fu(z) = flz)] < oo (16.2.19)

Rysunek 16.3: Zbieznos¢ ciagu funkcji (16.2.9) w przedziale [1, ool.

Aby dopelnié definicji (16.2.2), wystarczy teraz wybraé¢ N > ctge (nieza-
lezne od x 1), a otrzymamy (16.2.14). W przedziale [1, oo[ ciag funkecji (16.2.9)
jest wiec zbiezny jednostajnie. To samo zreszta mozna powiedzie¢ o kazdym
przedziale typu [a, co[, gdzie a > 0. Sytuacja, z jaka tu mamy do czynienia,
przedstawiona jest na rysunku 16.3.

W najmniej korzystnym punkcie, czyli dla z = 1, funkcja graniczna ma
wartos¢ 7/2. Wiadomo tez, ze zachodzi

. : 7r
Jim fa(1) = Jim_arctgn = 5 (16.2.20)

dzigki czemu zbiezno$¢ jest jednostajna.
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16.3 Badamy zbieznos¢ jednostajna szeregu funkcji
Problem 1
Zbadamy zbiezno$¢ punktowa i jednostajng szeregu funkcyjnego:
s 1
V1+niz’

n=1
dla z €]0, a[ oraz dla x € [b, oo], gdzie a,b > 0.

(16.3.1)

Rozwigzanie

Pojecie zbieznoéci jednostajnej ciggu funkcyjnego, znane nam z dwdoch
ostatnich zadan, tatwo jest rozszerzy¢ na szeregi funkcyjne, czyli szeregi po-
staci:

oo
> falz), (16.3.2)
n=1

jesli definicje (16.2.2) zastosowaé do ciagu sum cze$ciowych:

Sp(x) == z": fr(x) . (16.3.3)
k=1

Przyjmujemy, ze ma miejsce zbiezno$é punktowa (co tatwo sprawdzié¢, postu-
gujac sie np. kryterium ilorazowym), a zatem, ze istnieje suma:

oo
S(x):=>_ fulz) dlakazdego v € X CR. (16.3.4)
n=1
Dowdd polegatby zatem na sprawdzeniu, czy uda sie spelnié:

|Sn(x) — S(z)| = <e dlan>N (16.3.5)

> ful(z) = S(x)
=1

dla kazdego € > 0 poprzez wybér odpowiednio duzego N € N wspdlnego dla
wszystkich = € X.

Najwygodniejszym sposobem postepowania — choé¢ mozliwym do zasto-
sowania jedynie dla dowodu zbieznosci jednostajnej, a nie jej braku — jest
na ogdl wykorzystanie tzw. kryterium Weierstrassa. Mowi ono, ze jesli uda
nam si¢ znalezé tzw. majorante, tj. zbiezny szereg

00
> an
n=1
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o dodatnich wyrazach, ktére spetniaja warunek:

[fn(2)] < an (16.3.6)

dla prawie wszystkich n € N oraz dla dowolnego = € X, to szereg funkcyjny
jest zbiezny jednostajnie na zbiorze X.
Kryterium to natychmiast rozstrzyga o zbieznosci jednostajnej szeregu
(16.3.1) na zbiorze [b, o], gdzie b > 0. Mamy bowiem oszacowanie:
1 1

Aot Vit (163.7)
a szereg (o wyrazach niezaleZnych od x)
Z \/W (16.3.8)

zbiezny jest na mocy kryterium 1lorazowego znanego nam z zadania 2 w pod-
rozdziale 14.2. Obliczajac bowiem granice ilorazu:

1/Vi+nf n/3 . n3 1 1

P 1/n4/3 = Trnd S n*3 Y Tn* + b W
(16.3.9)
otrzymujemy skonczona liczbe. Poniewaz szereg poréwnawczy
i 1
4/3
n:17l/

jest zbiezny, to identyczny wniosek mozemy wyciggnaé¢ odnos$nie do szeregu
(16.3.8). Stanowi on wiec poszukiwang majorante i gwarantuje zbieznosé jed-
nostajna szeregu (16.3.1) na rozwazanym przedziale.

Inaczej rzecz si¢ ma, gdy z €]0, a[. Tutaj szereg okaze si¢ zbiezny jedynie
punktowo, wiec kryterium Weierstrassa jest dla nas bezuzyteczne. Musimy
wykorzysta¢ wprost definicje (16.2.2), stosujac ja do ciagu sum czesSciowych.
Poniewaz wszystkie wyrazy szeregu sa dodatnie, wiec dowolna ich suma wick-
sza jest od pojedynczego jej sktadnika. Mamy dzieki temu nastepujace osza-
cowanie:

[Sn(z) — S(z)| = Y fil@) > fara(z)

k=n-+1

= ! (16.3.10)
BT ~

Wyobrazmy sobie teraz, ze wybraliSmy matle € i dowolnie duze, ale ustalone
n. Biorac teraz x, = 1/(n + 1)*, otrzymujemy:

1 1
[Su(en) = Slan)| > s — g 7€ (1631)
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Jak widaé, nie istnieje uniwersalna warto$¢ N, gdyz zawsze, zmniejszajac
odpowiednio z, mozemy naruszy¢ nieréwnosé¢ (16.3.5). Na przedziale |0, a[
mamy wiec do czynienia jedynie ze zbieznoscia punktowa.

Problem 2

Zbadamy zbiezno$¢ punktowa i jednostajna szeregu funkcyjnego:

S ety (16.3.12)
——5 arctg— ..
= x? 4+ n? &0

dla z €]0, 1] oraz dla = € [1, c0.

Rozwigzanie

W tym zadaniu wykorzystamy metody podobne do zastosowanych w po-
przednim. Najpierw zajmiemy sie ustaleniem, czy ma miejsce zbiezno$¢ punk-
towa. W tym celu wystarczy zastanowié sie, czy szereg (16.3.12) zbiezny jest
dla kazdego ustalonego x €]0,00[. Skoro = # 0, wiec dla duzych wartosci
n pierwszy czynnik w (16.3.12) zachowuje sie jak x/n. Identyczne jest tez
zachowanie funkcji arcus tangens: arctg(x/n) ~ x/n.

Oczekujemy wiec, ze wyrazy szeregu maleja jak x2/n?, a zatem wystar-
czajaco szybko, aby zagwarantowaé zbieznosé (16.3.12). Rozumowanie po-
wyzsze nie ma charakteru Scistego, ale podpowiada nam, jaki szereg najlepiej
wybraé jako poréwnawczy dla zastosowania kryterium ilorazowego. Jest nim
naturalnie

i 1

n=1
zbiezny ze wzgledu na to, iz potega n w mianowniku jest wieksza od jedynki.
Parametr ¢ zdefiniowany w (14.2.11) wynosi:

— (16.3.13)

nz/(x? + n?) - arctg(x/n)

ST /2 = e g
2
.n x arctg(z/n) x 9
= 1 —_— P . . . 1 f—
n60 72 z2/n? +1 ’ x/n 0+1 " v
(16.3.14)
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i jest r6zny od zera oraz od nieskonczonosci. W takim przypadku kryte-
rium ilorazowe rozstrzyga jednoznacznie i méwi nam, ze szereg (16.3.12) jest
zbiezny punktowo.

Przejdziemy teraz do zbadania zbieznosci jednostajnej. Rozpatrzmy naj-
pierw z €]0,1[. Bedziemy sie starali wykorzysta¢ kryterium Weierstrassa
i znalezé majorante, tak jak zostalo to przedstawione réwnaniem (16.3.6).
W tym celu zauwazmy, ze funkcje

fu(2) : arctg% (16.3.15)

T 2212
sa §cidle rosnace (w rozwazanym przedziale), o czym mozemy sie przekonaé
obliczajac pochodna:

z]’ nz + (n? — 2?)arctg(x/n)

—— tg—| = . 16.3.1
arctg n @+ n2)2 (16.3.16)

fulz) =

Dla 0 < z < 1 zaréwno licznik, jak i mianownik sa dodatnie, czyli mamy
f'(x) > 0. W konsekwencji w tym przedziale dla wszystkich n spelniona jest
nier6wnosc:

1 1

SEES

n 1 n 1
fa(z) < fn(1) = T arctgg <35 2 arctga <

Skorzystaliémy tutaj ze znanej nieréwnosci

arctgy < vy,

ktora tatwo mozna uzyskaé z (5.1.39). ZnalezliSmy wiec majorante, a tym sa-
mym w omawianym przedziale szereg jest zbiezny jednostajnie. Inaczej rzecz
sie ma w przedziale [1,00[. Tutaj pochodna (16.3.16) zmienia znak, a poza
tym przedzial jest nieograniczony, wiec nietatwo byloby znalez¢ oszacowa-
nie podobne do (16.3.17). Zreszta, jak sie za chwile okaze, takie oszacowanie
po prostu nie istnieje. Wykorzystamy wiec w tym miejscu definicje (16.3.5)
oraz fakt, ze wszystkie funkcje f,,(z) sa dodatnie dla dodatnich argumentéw.
Podobnie postapiliémy w poprzednim zadaniu, aby otrzymaé (16.3.10):

1S(x) = S(@)| = D fule) = S@)| = D falz) > fara(z)
k=1 k=n-+1
- % aurctgnile . (16.3.18)
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Przepiszmy to oszacowanie, podstawiajac pewna wybrana warto$¢ argu-
mentu x, = n + 1 €]1,00[:

(n+1)2 n+1
S, )-8 1 t
|Sn(n+1) (n+ )|>(n+1)2+(n+1)2 an+1
1 1 n
= —arctgl = -+ — = —. 16.3.19
arctg 5 1= 3 ( )
Oczywiste jest, ze prawej strony — a zatem i lewej — nie mozna uczynié¢

dowolnie matla poprzez wybér duzego N i rozpatrywanie tylko n > N, gdyz
jest ona stata od n niezalezna. Zbieznos¢ szeregu jest wiec na tym przedziale
jedynie punktowa.

Warto na koniec odnotowaé, ze gdybysmy rozpatrywali zamiast [1,00]
przedzial [1,a], gdzie a jest dowolna liczba wieksza od jedynki (nawet bardzo
duza), to zbiezno$¢ jednostajna udaloby sie wykazaé. Wybierajac bowiem
N > a, zagwarantowalibySmy dodatnio$¢ pochodnej (16.3.16) w tym prze-
dziale dla wszystkich n > N i mogliby$my napisa¢ nieréwnos¢ analogiczna
do (16.3.17):

Ful@) < fula) an ta,< an ta< 1 a a?
x a) = - arctg— arctg— <a-—-—=—
" " a? 4+ n? &0 S 04 n2 >
(16.3.20)
Widaé, ze majoranta w tym przedziale istnieje i ma postaé:
o0 aQ
> 5 (16.3.21)
n=1

co pociaga za soba zbieznosé jednostajna.

Podsumowujac, mozna powiedzieé, ze szereg (16.3.12) zbiezny jest jedno-
stajnie na kazdym przedziale [a,b], gdzie 0 < a < b < oo, jednakze nie jest
on zbiezny jednostajnie na |0, co[. Gdy taka sytuacja ma miejsce, to méwimy
o zbieznosci niemal jednostajney.
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16.4 Znajdujemy sumy szeregow

Problem 1

Wykazemy zbieznos¢ szeregu:

5= Z (2n + 1) n+1) (16-4.1)

1 znajdziemy jego sume.

Rozwigzanie

Jak wiadomo z wyktadu analizy, wewnatrz obszaru zbieznosci szeregi po-
tegowe mozna rozniczkowac i catkowaé¢ wyraz po wyrazie. Wilasnosé te be-
dziemy mogli wykorzystaé¢ do znalezienia sumy szeregu (16.4.1) w nastepujacy
sposob. Na poczatku zdefiniujemy pewna nowa funkcje f(x) wzorem

00 x2n+1

)= . 16.4.2
f(@) TLZ::O(Qn+1)(n+1) ( )

Prawa strona jest wlaénie szeregiem potegowym, a jego obszarem zbieznosci
jest przedzial | — R, R[, gdzie R dane jest znanym wzorem

~1
. 2n+1 1 _
R = [T}Lnéo \/(2n 1) ] =1. (16.4.3)

Stopien pierwiastka (tj. 2n+1) dyktowany jest potega x w (16.4.2), albowiem
wspolezynnik przy xz2"t! to w istocie ag,i1, a nie a,. Powyzsza wartosé
(tj. R =1) tatwo uzyskaé, gdyz

1 1 1 1
2n+1 n+l N2+l TWn+l
Ciag o wyrazach 1/ *"/2n + 1 to po prostu podciag ciagu 1/ /n, ktéry ma

granice réwng 1 (a zatem tak samo kazdy jego podciag). Z kolei z reguly
trzech ciagdéw 1/ *"/n + 1 takze dazy do jedynki, gdyz:

2n+1

1

1 1 1
— < <
e WD e Vs v
1 2n+\/_
w220 1) T W2n 11 o

i w konsekwencji otrzymujemy (16.4.3).

1
= =1
o 1

)
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W tym miejscu zagadkowa moze wydawac sie potega x, ktérg wybraliSmy,
definiujac funkcje f w (16.4.2), tj. 2n + 1. Za chwile przekonamy sie, czym
kierowaliSmy sie przy jej wyborze.

Wiadomo, ze wewnatrz przedziatu zbieznosci funkcja f jest ciagta i réz-
niczkowalna. Suma S to nic innego jak warto$¢ funkcji f dla x = 1. Punkt
ten znajduje sie jednak na brzegu przedzialu i do niego nie nalezy. Powstaje
zatem pytanie, czy wolno nam znalez¢ sume szeregu (16.4.2) dla —1 < z < 1,
po czym w otrzymanym wyrazeniu po prostu potozy¢ z = 1. Z pomocy przy-
chodzi nam tutaj twierdzenie Abela. Mowi ono, ze jesli szereg

o
= E anx"
n=1

zbiezny jest w przedziale | — R, R], a takze zbiezny jest szereg

[eS)
> anf",
n=1

to warto$¢ tego ostatniego mozna znalezé, obliczajac lim S(z). Innymi sto-
r—R~

wami, oznacza to, ze funkcja S(z) okreslona jest w istocie na zbiorze | — R, R|
i w punkcje x = R jest ona (lewostronnie) ciagta.

Kto$ méglby postawié¢ teraz pytanie, dlaczego mialoby nam byé tatwiej
znalez¢ sume szeregu (16.4.2) niz wyjsciowego szeregu w tresci zadania. Wy-
daje sie bowiem, ze wlaczajac dodatkowo pod znak nieskonczonej sumy po-
tegi zmienng x, skomplikowaliSmy wyrazenie, a nie uprosciliémy je. Jest to
oczywiscie prawda, ale za cene tej komplikacji uzyskaliémy bardzo efektywne
narzedzie, ktérego nie mozna bylto zastosowaé do poczatkowego szeregu: sta-
nowi je mozliwo$¢ rézniczkowania i catkowania (16.4.2) po z. W tym miejscu
wyjasnia si¢ tez zagadka, dlaczego definiujac (16.4.2), wprowadziliémy x27+1,
a nie na przyklad z". Wykladnik zostal po prostu wybrany w taki sposob,
aby po zrézniczkowaniu po z skasowal sie jeden z czynnikow w mianowniku:

/ . /

, o0 x2n+1 x2n+1
flz) = Z(Qn—i—l)(n—i—l) :;0 @n+D(n+1)
o (@n+D2 X ™
_z:: 2n +1) n—l—l)_nz:%n—i-l' (16:44)

Skorzystaliémy tutaj z wlasnosci, ze szereg potegowy (wewnatrz przedziatu
zbieznosci) wolno rézniczkowaé wyraz po wyrazie. Operacja rézniczkowania
znaczgco uprosciliSmy wyrazenie wewnatrz sumy. OtrzymaliSmy ponownie
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pewien szereg potegowy o tym samym (co tatwo sprawdzi¢) obszarze zbiez-
nosci, a zatem znéw mozemy wykorzysta¢ wlasnoéé jego roézniczkowalnosci.
Bedziemy teraz chcieli pozby¢ sie drugiego czynnika w mianowniku. Jednakze
automatyczne zrézniczkowanie (16.4.4) nie doprowadzi do tego celu, gdyz
w jego wyniku otrzymamy pod znakiem sumy utamek 2n/(n + 1), ktéry sie
nie uprosci. Musimy wiec przedtem zmienié potege x z 2n na 2n+2 = 2(n+1),

mnozac f'(z) przez x*:

o o0 2042 ’_ o0 [ p2n+2 ’_ o0 (2n+2)x2n+1
Prer = |5 ) =X ) =5

n=0
oo oo
=2) P =22 2™, (16.4.5)
n=0 n=0

W wyniku tych operacji otrzymaliémy szereg geometryczny o ilorazie z? < 1.
Sume jego mozemy znalez¢é w pamieci, otrzymujac w efekcie rownanie:
2 g1 / 2z
[ f'(z)] = 3 (16.4.6)
Celem naszym jest znalezienie f(z). Nastepnym krokiem bedzie wiec teraz
scatkowanie obu stron powyzszego réwnania, w wyniku czego otrzymujemy
(pamietamy, ze |z| < 1):

2x

/
dx = —/ [log(l - xQ)} dz = —log(1 — 2?) + C .
(16.4.7)

Potézmy teraz po obu stronach x = 0, ktére nalezy do obszaru zbieznosci
szeregbw zaréwno na funkcje f, jak i jej pochodna f’. Ze wzoru (16.4.7)
w polaczeniu z (16.4.4) widaé, ze otrzymujemy: C7; = 0. Uwzglednimy ten
fakt w dalszych rachunkach.

Wyznaczyliémy w ten sposéb f/(z), ktéra postuzy nam teraz do znalezie-
nia samej funkeji f(x). Wzér:

fl(x) = —% log(1 —z?) (16.4.8)

nie obowiazuje jednak dla x = 0. Wiemy wszakze z (16.4.4), ze f'(0) istnieje
i réwna sie jednosci. Formalnie powinni$my wiec napisac:

f,(x):{ —% log(1—22) dla €] —1,0[U]0,1[, 16.49)
1 dla z=0.

Funkcja ta jest zaréwno ciagta, jak i rézniczkowalna (takze w zerze), o czym
mozna sie tatwo przekonaé przy uzyciu metod z podrozdzialéw 8.2 oraz 9.2.
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Tak tez zreszta musialo byé, gdyz jest ona dana szeregiem potegowym. For-
malne wydzielenie punktu x = 0 nie ma jednak zadnego wplywu na wykony-
wanie nastepnych calek. Caltkujac (16.4.9), znajdziemy teraz funkcje f:

fz) =— / % log(1 — x?) dz . (16.4.10)

Calke te wyliczy¢ mozna tatwo przez czesci:

1 2 _ 17’ 2 _ 1 2
_/ﬁ log(l —x )dm-/[ﬂ log(l —x )dxc.p—.cz.; log(1 — z°)
1
x

- /i {log(l - 3:2)}, dr = 1 log(1 — %) —/
1

1 1
og( )+ / 1—x(1+x)dm

+ /(1—x+—) dx:; log(1 — %) — log(1 — )

1
+ log(14+2)+Cy = ; log(1 — 2?) + log 0 i—i +Cy . (16.4.11)

Mamy wiec:

1 1
f(z) = - log(1 — 2*) + log 1 i—i +Cy . (16.4.12)

Funkcja f jest ciggla i rézniczkowalna w zerze, gdyz dana jest szeregiem
potegowym (16.4.2). Mozemy z niego odczytaé, ze f(0) = 0 i taki sam wynik
musimy uzyskaé (ciagloscd!), przechodzac z x do zera w (16.4.12):

1 1
lim f(z) = lim (— log(1 — 2?) +log1+x +02)
— X

z—0 z—0 \ T
1 2 . 1+.%'
= il_}r% - log(1 —z7) + il—% log T Cy (16.4.13)
—2z/(1 — a?
:lir%M—FO—i-CQ:O—i—O—FCb:CQ.
Tr—>

Stad Cs = 0. Formalnie wzor na funkcje f takze powinnidmy byli zapisaé
w formie ,klamerki”, ale nie bedzie to nam potrzebne w tym zadaniu.

Aby znalezé sume szeregu (16.4.1), wystarczy teraz skorzystaé¢ ze wspo-
mnianego powyzej twierdzenia Abela i we wzorze na f(z) dokonaé przejscia
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z—1
1
S = hr?_ f(z) = hnln_ [— log(1 — x?) + log 1 +:c] (16.4.14)
1 1
= Jim | log(1—2)+ - log(1+ ) + log(1 +2) — log(1 —x)]
z—1" [T X
1 1
= hr? ( )10g1—3:)+<—+1) log(1+x)]
r—1— T
[1— 1+2x
= hr? (1—x)+7log(1+x)]:O+210g2:210g2.

Otrzymahsmy w ten sposob szukang warto$¢ sumy. Wykorzystaliémy przy
tym fakt, ze
lim (1 —x)log(l—x)=0,

rz—1—
co wynika z (11.4.18), jesli wprowadzi¢ nowa zmienna y = 1 — = i zauwazy¢,
ze granica x — 1~ odpowiada y — 0.

Problem 2

Zbadamy zbieznos¢ szeregu:
= i niz" (16.4.15)
n=1
w zaleznosci od x i tam, gdzie jest on zbiezny, znajdziemy jego sume.
Rozwigzanie

Rozpoczniemy od okredlenia obszaru zbieznosci szeregu. Jak wiadomo,
w tym celu nalezy znalez¢ wielkosé

-1
R— [ lim { ]an@ , (16.4.16)
n—oo
gdzie, w naszym przypadku, a,, = n®. Zachodzi naturalnie:

lim Vn? = lim ({/n)° = ( lim %)3 —13=1, (16.4.17)
n—oo n—oo

n—oo

skad wynika, ze R = 1, a szereg S(z) zbiezny jest dla x €] — 1,1].
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Aby znalezé wartosé sumy (16.4.15), zdefiniujemy najpierw funkcje:

> x
=> a"= : (16.4.18)
— 11—z

gdzie wykorzystaliémy wzdér na sume szeregu geometrycznego. Na funkcji
tej postaramy sie dokonaé takich operacji, aby otrzymaé S(z). Szereg pote-
gowy (16.4.18) takze zbiezny jest dla x €] — 1,1 i dla argumentéw z tego
przedzialu mozna go rézniczkowaé i calkowaé wyraz po wyrazie.

Jak widaé z (16.4.15), pod znakiem sumy potrzebujemy wspétczynnika n?,
ktory mozna uzyskaé przez trzykrotne zrozniczkowanie funkcji f. Po oblicze-
niu kazdej pochodnej musimy, poprzez mnozenie obu stron przez x, uzupetnicé
potege zmiennej ponownie do n. Kazdy kolejny szereg otrzymany w wyniku
rézniczkowania ma znéw postaé szeregu potegowego o tym samym przedziale
zbieznosci, wiec wszystkie je mozna rézniczkowaé wyraz po wyrazie. Poste-
pujac w ten sposéb, znajdujemy:

o ! o o
= [Zx"] :Z[x"]/:annfl = zf'(z Zn:c
n=1 n=1 n=1
(16.4.19)
Kolejne rézniczkowania pozwola nam uzyskaé wyzsze potegi x:
oo
[zf(z [an] = Znin
n:l
[e.e]
— z[zf'(2)] = Z n?z" (16.4.20)
n=1
, oo ! oo , oo
{:c [xf’(:c)}/} = [Z n2x"] = Z {n%ﬂ"} = Z n3z" 1
n=1 n=1 n=1

= =z {:c [:cf'(x)]/}, = Z n3z™ = S(x) .  (16.4.21)

OtrzymaliSmy zatem wzér na szukana sume:
/!
S@) == [alaf@)])] , eddie f()=1—,
-z

i nasze zadanie sprowadza si¢ do wykonania kilku pochodnych:

1—z

/ /_x(1+x)
z [vf'(z)] —m,
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16.5 ZADANIA DO PRACY WEASNEJ 355

oraz ostatecznie
.ot x(1+dx 4 2?)
S() = [z [f'(@)]'] = oot
Na zakonczenie podkreslmy raz jeszcze: operacje takie, jak catkowanie czy
rézniczkowanie szeregu wyraz po wyrazie, mogliSmy tatwo wykonywaé w obu
ostatnich zadaniach, gdyz mieliSmy do czynienia z szeregami potegowymi.
Szeregi takie, wraz z szeregami ich pochodnych, wewnatrz swoich obszaréw
zbieznosci s zbiezne jednostajnie. Dla innych szeregéw przed zastosowaniem
tego typu operacji musimy upewnié¢ sie, czy w istocie ma to miejsce.

(16.4.23)

16.5 Zadania do pracy wtlasnej

Zad. 1. Zbadaé zbieznos¢ punktowa i jednostajna ciggu funkcji:

a) fo(z) = T ™ Ry.
b) folx) = BP0 01T oraz ma 11,00,
c) fun(x) = nze "’ na [0,1].
d) fu(z) = % na ]0,1[ oraz na ]1,00][.
1
e) fn(x) = m na R.

f) fo(x) :nsiné na |1,00][.

Odpowiedzi:

a) Zbiezny niejednostajnie do funkcji f(z) = 1,1/2,0 odpowiednio dla
r<l,z=1liz>1.

b) Zbiezny niejednostajnie na |0, 1[ i jednostajnie na |1, oo]

do funkcji f(z) = 7/ (2x).

¢) Zbiezny niejednostajnie do funkeji f(z) = 0.

d) Zbiezny niejednostajnie na 0, 1[ i jednostajnie na |1, co[

do funkcji f(z) = 0.

e) Zbiezny niejednostajnie do funkeji f(z) = 1.

f) Zbiezny jednostajnie do funkeji f(z) = 1/z.
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Zad. 2. Zbadaé zbiezno$¢ jednostajng szeregu funkcji:
> 1
a) Z o R.
n=1
o
(="
b) > - na R.
7 +n
> x
C na |0,00
) nz::l(l+n:c)(1+(n+1):c) [ [
oraz na [a,o00|, gdzie a > 0.
> x
d) Z — = na [0,00].
2 b
“— (1+an)
Odpowredzi:
a) Zbiezny jednostajnie.
b) Zbiezny jednostajnie.
¢) Niejednostajnie zbiezny na [0, oo[, jednostajnie zbiezny na [a, co].
d) Zbiezny niejednostajnie.
Zad. 3. Znalezé sumy szeregdw:
0o 1 0o
(-1 2(n + 1)
1°. o 2°. .
2) Z_: 3n—2"7 Z_: n!
n=1 n=0
b) 1°. —— dla z €] - 1,1[, 2°. .
nz::ln(n—i-l) ;(n—i—l)@n—i—l)
Odpowredzi:

a) 1°. v/371/9 +log2/3. 2°. 3e2.
b) 1°. 1+ (1/z — 1)log(1 — z). 2°.7/2—1—log2.
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