REGULA DE L’HOSPITALA, WZOR TAYLORA

Zaczniemy od jeszcze jednej wersji twierdzenia o wartosci sred-
niej, ktora bedzie przydatna w dowodach gtéwnych twierdzen tego

rozdziahu.

Twierdzenie 24.1 (Cauchy’ego o wartos$ci Sredniej)

Jedli funkcje f i g sa ciagle w kazdym punkcie przedziatu domk-
nietego [a,b] i maja pochodne we wszystkich punktach przedziatu
otwartego (a,b) przy czym ¢'(z) # 0, to istnieje co najmniej

- : . fl(e) _ f(b)=f(a)
jeden taki punkt c € [a,b], ze 70 = () —g@ -

Dowdéd. Poniewaz ¢'(x) # 0 dla kazdego x, wiec na mocy
twierdzenia Rolle’a funkcja g jest réznowartosciowa na przedziale
la,b], w szczegdlnoséci g(b) # g(a). Rozpatrujemy pomocnicza,
funkcje h:

h(z) = f(x) = fa) — LH=L (g(x) — g(a)) .
Mamy h(a) = 0 = h(b). Funkcja h jest ciagla jako réznica
funkcji ciagtych; w punktach wewnetrznych przedziatu (a,b) jest

rozniczkowalna, jako réznica funkcji rézniczkowalnych. Mozemy

zastosowa¢ do niej twierdzenie Rolle’a. Istnieje wiec taka liczba
. b)—f(a
ce (ab),ze 0="hr(c)= f'(c) — %g’(e), zatem

Fe) _ fb)—f(a)
70 ~ 90 —gla) W

Czesto trzeba oblicza¢ granice ilorazu dwu funkcji dazacych

do 0 lub oo. Zdarza sie, ze trzeba obliczy¢ granice iloczynu dwu
funkcji, z ktorych jedna ma granice 0, a druga — oo. Ten drugi
przypadek mozna sprowadzi¢ do pierwszego: fg = ﬁ = 1/%'
Bywa, ze interesuje nas granica wyrazenia f9 przy czym granica,
f jest 1, a granica g jest co. Wzér f9 = e9'™/ pozwala prob-
lem zredukowa¢ do obliczania granicy iloczynu, wiec w dalszym
ciggu do obliczania granicy ilorazu. Zdarzaja sie tez inne sytuacje,
w ktorych nie sa spelione zalozenia dotychczas sformutowanych
twierdzen o granicach. Podobnie jak w przypadku ciagéw istnieje

twierdzenie, ktére w wielu sytuacjach utatwia znalezienie granicy.
Jest to tzw. regula de I'Hospitala, francuskiego markiza, ktory
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po wystuchaniu wyktadéw Jana Bernoulliego wydal drukiem no-

24.1
)

tatki z nich pod tytulem Analyse des infiniment petites co

spowodowalo protesty rzeczywistego autora tekstu, ale wtedy nie
istnialo jeszcze pojecie praw autorskich. Twierdzenie, ktére znaj-

duje sie nizej, pochodzi z tej wlasnie ksiazki i — wedlug historykow

matematyki — powinno mie¢ inna nazwe.

Twierdzenie 24.2 (regula de I’Hospitala)
Zalézmy, ze funkcje f,g:(a,b) — R sa rézniczkowalne w kazdym

punkcie przedziatu (a,b) oraz ze g(xr) # 0 # ¢'(z) dla kazdego

x € (a,b). Jedli istnieje granica lim g:g; = G € [—00,+x]

i spelniony jest jeden z dwoch warunkow:
1° lim f(x) =0= lim g(x), 2° lim |g(x)| = +o0,

to iloraz £ ma granice przy * — a oraz G = lim Lz)
g9(z) z—a 9(@)

Dowdéd. Udowodnimy najpierw twierdzenie przy bardzo moc-
nych zalozeniach. Chodzi nam o to, by wyjasni¢ jego sens. Dowodd
w przypadku ogélnym podamy potem. Zalozymy mianowicie, ze
a > —oo, ze zachodzi warunek 1° oraz ze istnieja skonczone

granice lim f'(z) i lim ¢'(z), przy czym ta druga jest rézna
r—a r—a

od 0. W tej sytuacji mozna dookresli¢ funkcje f,g w punkcie a
przyjmujac f(a) =0 = g(a). Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci
sredniej zastosowanego do funkcji f rozpatrywanej na przedziale
f(=)—f(a)

[a, x] wynika, ze — = f'(c;) dla pewnego ¢, € (a,x).

Stad wynika natychmiast, ze lim W = lim f'(z). Wy-

kazaliSmy wiec, ze w tym przypadku funkcje f mozna potrak-

towaé jako okreslona w punkcie a i wtedy f'(a) = lim f'(z).

To samo dotyczy oczywiscie funkcji ¢g. Oczywiscie w obu przy-
padkach mamy na mys$li rézniczkowalno$¢ prawostronna. Niech

r(h) = f(a+h)_f}§a)_fl(a)h dla h # 0 oraz r(0) = 0. Oczywiscie

}lbin%r(h) = 0. Analogicznie niech p(h) = g(a+h)_g£a)_g/(a)h.

24.1 Analiza nieskoriczenie matych. Trzeba jednak powiedzieé, ze tylko nielicz-

ni potrafiag zanotowac¢ zrozumiale wykilad.
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Wtedy }lLin’B p(h) = 0. Stad mozemy wywnioskowaé, ze

flz) _ f(2)=0 _ f(z)=f(a) _ f(a)(z—a)t(z—a)r(z—a) _

g(x) g(x)—0 g(xz)—g(a) g'(a)(z—a)+(z—a)p(z—a)
_ fl(a)+r(z—a) f'(a)
— g'(a)t+p(z—a) ,_,, 9g'(a)”

Ostatnie przejscie graniczne jest wykonalne, bo zalozyliSmy na
razie, ze ¢'(a) #0.

W dowodzie tym wykorzystaliSmy w istotny sposob zalozenia
f(a) = g(a) = 0. Oczywiscie bez tych zalozen teza moze by¢
w konkretnej sytuacji prawdziwa jedynie przypadkiem — pochod-
ne decyduja o wielkosci funkcji w otoczeniu punktu, w ktérym war-
toscia funkcji jest 0, jesli f(a) # 0, to ,,w pierwszym przyblizeniu”
f(x) =~ f(a)!

A teraz dowdd wilasciwego twierdzenia. Niech m, M
beda dwiema liczbami rzeczywistymi, takimi ze m < G < M.
Jesli G = —o0, to oczywidcie nie rozpatrujemy m, jesli G = +oo,

to nie rozpatrujemy M . Niech m, M beda takimi liczbami, dla

ktérych m < m < G < M < M. Poniewaz hm+ J;Eg =G,

wiec istnieje liczba ¢ € (a,b), taka ze m < g,(g <M dla z €

(a,c). 7 twierdzenia Cauchy’ego o wartosci sredniej wynika, ze
jezeli a <z <y <c, to

~ _ fw)—f(=z)
< 9 —g@ < M. (H)
Zalézmy najpierw, ze hm f(xr) = 0 = lim g(x). Z tych dwu

rownosci i z tw1erdzen1a o granicy ilorazu funkcji wynika, ze

fly)—f=) _ fly) « a1
m<ms Imse=m = e SM <M.

Stad i z definicji granicy od razu wynika, ze lim ch Eg; =G.
y—a

Teraz zakladamy, ze lim lg(x)| = +o00. Ustalmy y € (a,c).

Istnieje taka liczba c¢; ( y) C (a,c), ze jesli a < x < ¢1, to
)

9(y) (_ f)=f@) _ g e
e < 1, zatem 1 — e 0. Mamy =g = oaw

Nierownosci mozna mnozy¢ przez liczby dodatnie, wiec nierow-

nosé (H) jest réwnowazna nastepujacej
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m@_%)_,_() ()<M<_9(y)>+
g\r

) ) g(z)
Mamy lim m(l_g(y))+f( y)

r—a g(z) g(x)

(y)
g(z) -

m,bo lim |g(x)| = +o0 iy jest
ustalone. Wynika stad, ze istnieje taka liczba ¢y € (a,c1), ze jesli
z € (a,c2), to m < 771(1 — 5%) + J;gg géxg . Po ewentualnym
zmniejszeniu cy otrzymujemy nierownos¢ podwdéjna.:
~(1 _ 9) foy) _ &) ar(1 - 9w) fy)
m<m(L- o) + I < fo < M (1 - 28) + 48 < .

a z niej wynika, ze m < fgmg < M, wiec lim ggx G . Dowdd

r—a

zostat zakonczony. W

Uwaga 24.3

f(x)
p 9(z)

Twierdzenie pozostaje prawdziwe dla granicy hm po kosme-

tycznych zmianach w zalozeniach i tezie. Stad Wymka, Ze mozna
je tez stosowa¢ w przypadku granic dwustronnych. W

Uwaga 24.4

Istnieje Scista analogia miedzy regula de I’Hospitala i twierdze-
niem Stolza. Te rozwazania nie beda, Sciste, bo méwi¢ tu bedziemy
raczej o intuicjach. Ciag mozna traktowac jako funkcje okreslona
na zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Wtedy b = +oo. Ni-
estety dziedzina nie jest w tym przypadku przedzialem, wiec nie
mozna méwi¢ o pochodnej. Mozna jednak spojrzeé¢ na zagadnie-
nie nieco inaczej. Pochodna byla nam potrzebna do oszacowa-
nia réznicy f(x) — f(a), przy czym interesowata nas minimalna

mozliwa zmiana argumentu. PisaliSmy przy odpowiednich zalo-

. o L@)=f(a)  f(a)
zeniach, ze =y A gy

mozliwa zmiana argumentu to 1. Wobec tego zamiast ilorazu

pochodnych ! ,g g ktéry przybliza interesujacy nas iloraz rézni-

W przypadku ciaggu minimalna

f(zth)—f(x)
i _ fzth)—f(=) . : Gnt1—an
COWY G =@~ g(ath)—g(2) rozpatrujemy iloraz b1 b -

W twierdzeniu Stolza zakladalismy, ze ciag (b, ) jest $cisle mono-
toniczny. W regule de 'Hospitala tez wystepuje to zalozenie,

zakladamy mianowicie, ze pochodna funkcji g nie przyjmuje war-
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0 24.2

tosci , Z czego wynika, ze jest ona albo dodatnia, albo ujem-

na, a to pociaga za soba, $cista, monotonicznosé¢ funkcji g. W

Przykilad 24.1 lim ﬁ—z = 0. Mozemy probowaé zastosowac

T— 00

regule de ’Hospitala, bo mianownik ma granice nieskonczona, i je-
go pochodna, e*, jest rézna od 0 wszedzie. Nie jest wazne jaka jest
granica licznika, a nawet czy licznik ma granice. Iloraz pochodnych

a—1

to %-—, wiec jest to wyrazenie tego samego typu co wyjsciowe.

e"L’

Istotne jest pojawienie sie w wykladniku a —1 w miejscu a. Jesli
a < 1, to licznik jest ograniczony z géry na polprostej [1,+o0),
a mianownik dazy do +oo, wiec iloraz dazy do 0.

Niech k oznacza dowolna liczbe naturalng. Zalézmy, ze twier-

dzenie jest prawdziwe dla wszystkich wyktadnikéw a < k. Niech
a < k+1. Wykazemy, ze lim i—j = 0. Zastosujemy regule

r— 00

de 'Hospitala. Poniewaz (xa)/ =z tia-1<k+1-1=k,

. . . . . . ail
wiec — na mocy zalozenia indukcyjnego —  lim *—— =0.
r— 00

Stad i z twierdzenia de ’'Hospitala wynika, ze lim ﬁ—: =0,

co konczy dowod. W

Uwaga 24.5
Oczywiscie wynik z ostatniego przykladu mozna otrzymac sto-
sujac jedynie elementarne metody: wykladnik a mozna zastapic

liczba naturalna m wieksza od a, potem skorzystac z nieréwnosci
e’ > (1 + %)n prawdziwej dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej
liczby x > 0, nastepnie skorzystac z tego, ze granicg ilorazu wielo-
mianu stopnia m przez wielomian stopnia n > m przy x — o0
jest liczba 0. PokazaliSmy tu po prostu jak mozna wykorzystac

twierdzenie de I’Hospitala, ta metoda pozwala na obliczanie granic
w wielu sytuacjach, w ktérych metody elementarne bywaja trudne

w uzyciu, bo wymagaja dobrego pomystu! B

Przyklad 24.2 lim 22 = 0 dla kazdego a > 0 — te

r—-+0o0

24.2

"~ bo ma wlasnosé Darboux (przyjmowania wartosci posrednich), niezaleznie od
tego, czy jest ciagla.
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réwnosé juz poznaliSmy, ale pokazemy jak mozna ja uzyskaé za
pomoca reguly de ’'Hospitala. Poniewaz mianownik jest funkcja
Scisle rosnaca o granicy +oco, wiec obliczymy granice ilorazu po-
1/x

axre—1

1

ax?®

lim
xr——+00

chodnych: lim

r—+00

= (0. Wobec tego istnieje tez

granica ilorazu funkcji i rowniez jest rowna 0. B
Jest jasne, ze funkcje x® mozna w ostatnim przykladzie za-

stapi¢ dowolnym wielomianem dodatniego stopnia.

T zlnx

Przykilad 24.3 lim z¥ = 1. Mamy bowiem: z* = e

z—0t

Funkcja wykladnicza jest ciagla, wiec wystarczy udowodnié¢, ze

lim zlnzx =0. Mamy
x—07t

lim zlnz= lim inl=— lim 2¥ —9
x—0+t x—-+oo Y Y y—-+oo Y

— ostatnia réwnos¢ wynika z wyniku uzyskanego w poprzednim

przyktadzie dla a = 1, przedostatnia — z tego, ze In i =—lny. W

Przyklad 24.4 lim th;I . Mamy lir% tgrx—z =0 = lim 23,

x—0 x—0

wiec mozna zastosowaé regule de I’'Hospitala. Zachodzi réwnosé

(tgz) = —4— =1+ tg?r. Mamy

cos?

. te z—zx)’ . 2 . 2
hmM: hml"'tg—flzéhm (tg—m) :%.
x—0 €] x—0 z x—0 z

tgr—x

Stad i z twierdzenia de I’Hospitala wynika, ze lin% B = [
Xr—

1
5 B
Przykiad 24.5 Znalez¢ taki wielomian w: R — R, jesli istnieje,

ze lim :1:_4(sin:1: — w(:z:)) = 0. Jest rzecza oczywista, ze jesli

z—0
taki wielomian istnieje, to istnieje rowniez wielomian stopnia nie
wiekszego niz 4 speliajacy ten warunek (bo hn’%) 7 = 0 dla
xXTr—

k>4 ). Zaldzmy, ze w(z) = wo + w1z + wez? + wax® + wyx?.

Mamy —wg = lin’%) (sinz — w(z)) = lim Shw;—f](m) a2t =0. Jedli

x—0

w istnieje, to wg = 0. Wobec tego

0 = lim sin z—w(x) .23 — lim sin z— (wy z+woz? +wz x> +waz?)
= — =
x

- :1—w1,

x—0 x—0

wiec w; = 1. Kontynuujac otrzymujemy (teraz stosujemy regute

de 'Hospitala dwa razy)
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0 = lim Sinx_(w+w2x2jw3x3+w4w4) cp? = lim SnEZ=T g, =
X LE
x—0 x—0
— lim €sz=1 _ . = lim =S22% _ 0 = wH .
x—0 2 2 x—0 2 2 2

Powtarzamy to rozumowanie stosujac regute de 1’Hospitala

dwa razy i otrzymujemy

sin z— (x4ws3 :E3—|—w4ac4)

= lim -x = lim 35—+ —wg =
O 1 = 1 Slnl"g X 3
z—0 r z—0 T
. cosx—1 . —sinx _ 1
= Hm =3 —ws = lim =5 —wy = —5 — ws.
Stad mamy ws = —i . Powtérzymy rozumowanie jeszcze raz.
1 sin x— (x—lx +w4x) sin x— m-i—l 3 .
. cosx—1+lm2 . &
= lim —— 52— —wy = hm%m—uq:
z—0 z z—0 z
= lim —===*t= COZ”l — Wy = —Wy .
z—0
1.3

Udowodnilismy, ze wielomian x — zx° spelia zadany waru-

6
nek. Oczywiscie spelnia go tez wielomian = — %:1:3 + 141021683

i wiele innych. Wgérdd nich jedynym wielomianem, ktérego stopien

jest mniejszy (ostro) niz 5 jest wielomian z — 2. W

W ostatnich przyktadach stosowalismy regute de 1’Hospitala
nie sprawdzajac zawczasu tego, czy iloraz pochodnych ma granice.
Okazywalo sie w koncu, ze ma i dopiero wtedy cala procedura byta

uzasadniona, wczesniej nie byly sprawdzone zalozenia twierdzenia,
wiec z formalnego punktu nie wolno bylo go jeszcze stosowac.

Mogtoby okazac¢ sie, ze granica nie istnieje i wtedy nie bylibysmy

w stanie nic wywnioskowaé, o czym Swiadczy ponizszy przyktad.

1

Przykiad 24.6 Znajdziemy granice hn%) :csmz lim '130 .

z—0 =
Stosujemy regute de I’Hospitala, bo 11 L W = oo. Mamy wiec
. sin L . COS% —21 1 . .. . .
lim —* = lim —%*= = lim cos -, a ta granica nie istnieje,
z—0 = z—0 =2 z—0

wystarczy przyjac¢ by sie o tym przekona¢. Wobec

n7r’

tego reguta de ’Hospitala nie pomogla nam w rozwiagzaniu tego
problemu.
Oczywiscie |zsin=| < |z|, zatem lim zsini =0. W
xr z—0 X
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z(In(cos z+z*-/1422)) .

tgxr—sinx

Przykiad 24.7  Obliczymy granice lim

x—0

Jasne jest, ze zaréwno licznik jak i mianownik maja granice 0.
Jednak pochodne wypisanych funkcji nie wygladaja zbyt przyjaz-
nie. Postaramy sie uprosci¢ problem zastepujac niektére funkcje

wielomianami. Zaczniemy od mianownika. Znajdziemy taka licz-

be naturalng k, ze granica lim tgw;w bedzie skoniczona i rézna

z—0
od 0. Stosujemy regute de I’'Hospitala:

tg z—si :
g ksmm — lim
x z—0

1+tg? z—cosx __ li 2tg x(1+tg? z)+sinz
T = lim e e

lim
x—0

Jesli k£ < 2, to ta granica jest rowna 0, jesli k£ > 4, to granica

x—0

prawostronna jest rowna co. Wobec tego k = 3 i1 wtedy

. 2 .
. tgx—sinx __ 1. 2tgz(1+tg” x)+sinz _ 2.1 1 1
}}E% 3 = ili% 3(3—1)z3-2 =352 t33=73"
Skorzystalismy ,,po drodze” z réwnosci lim S82Z = 1 = lim 8%,
x—0 % x—0 <

Mozemy wiec obliczaé¢ granice korzystajac z réwnosci

lim z(In(cos z+z*-v/1+x2)) — lim z(In(cos z+a*-v1+a?)) ) x3 _
20 tg z—sinT 20 3 tg x—sinx
. | V1422 . 1 4. 1t z2
— 92lim z(In(cos :E-l—xxs +x2)) — 9lim n(cos x—|—§2 V1tax?) .
z—0 z—0
. In(1+h . . .
Mamy }1L11’I1 % = 1, wiec obliczymy granice
—0
lim =lteossts'sVIEST _ Ji =lbcoss _ Jip =sine — 1
z—0 z z—0 z—0 z

z(In(cos z+x*-/14+22)) —92. (_%) =—1. 1

tgx—sinx

Wynika stad, ze lin%

W kilku przypadkach obliczaliSmy pochodna pochodnej. To
oczywiscie zdarza sie czesto, gdy trzeba ustali¢ jakie wlasnosci ma

funkcja. Przyjmuje sie nastepujace okreslenie.

Definicja 24.6 (pochodnej wyzszego rzedu)

Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze zawierajacym prze-
dzial otwarty I zawierajacy punkt p. Niech f(O(z) = f(z) dla
kazdego x z dziedziny funkcji f. Zalézmy, ze funkcja f ma po-
chodna (n—1)—ego rzedu f"~Y w kazdym punkcie przedzialu I.
Jesli funkcja (=Y ma w punkcie p pochodna (f("_l))/ (p), to te
pochodna nazywamy pochodng n—tego rzedu funkcji f w punkcie
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p i oznaczamy przez [ (p). Jedli pochodna n-tego rzedu jest
skonczona, to méwimy, ze funkcja f jest n—krotnie rozniczkowal-
na w tym punkcie. H

Jest jasne, ze f' = f). Zamiast pisa¢ ) piszemy na

ogél f". Niektérzy matematycy zamiast f(3) pisza f'.

Przyklad 24.8 Niech f(x) = ax +b. Wtedy dla kazdego
x mamy f'(x) = a, wiec f’(x) = 0 dla kazdej liczby rzeczy-
wistej 2. Wobec tego réwniez f©®)(z) = 0, a stad wynika, ze
réwniez (™ (z) = 0 dla kazdej liczby naturalnej n > 1 i kazdej

liczby rzeczywistej =. B

Przyklad 24.9 Niech f(z) = ax? + bz +c. Wtedy f/(z) =
=2ax + b, wiec f"(xr) = 2a, zatem dla kazdej liczby naturalnej

n > 2 ikazdego x € R zachodzi réwnoéé f(™(z) =0. m

Przyklad 24.10 Niech f bedzie wielomianem stopnia m , tzn.
istnieja takie liczby rzeczywiste ag, a1, ...,a,,, Przy czym
am # 0, ze dla kazdej liczby = € R zachodzi réwnosé f(z) =
=ag + a1z + asx® + - + apx™. Wtedy f(m)(x) = mla,, dla
kazdego € R oraz f("(z) = 0 dla kazdej liczby naturalnej
n > m i kazdej liczby rzeczywiste] x.

Twierdzenie to wykazaliSmy juz w przypadku m = 1,2. Zalézmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomianéw stopnia
mniejszego niz. m. Wynika stad, ze dla wszystkich liczb rzeczy-
wistych x zachodzi réwnoéé f'(x) = ay +2as + -+ +ma,z™ 1.
Poniewaz f’ jest wielomianem stopnia m—1, wiec (/)™= 1 (z) =
=(m —1)!-ma,, = mla,, dla kazdej liczby rzeczywistej = . Ponie-
waz (f)m=1) = (™) wiec dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy
fm)(z) = mla,,. Stad oczywiécie wynika, ze jesli n > m jest

liczba naturalna, to f(™)(z) =0 dla kazdego 2 € R.

Przyklad 24.11 Niech f(z) = e*. Zachodzi wtedy réwnosé
fW(x) = f'(x) = e*. Wobec tego dla kazdej liczby naturalnej n

i kazdej rzeczywistej x zachodzi réwnoéé f(™(z) = e®.

Przyklad 24.12  Niech f(z) =sinz. Zachodzi wtedy réwnosé
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fO(z) = f'(x) = cosz. Zatem fP)(z) = f'(z) = —sinz =
= — f(z). Stad wynika, ze f®(z) = —f'(z) = —cosx oraz
fW(x) = —f"(x) =sinz. Jasne jest, ze od tego momentu beda
sie kolejno pojawiaé, cosx, —sinx, —cosx i znow sinx itd.
Mozna wiec napisaé f3™(z) = (=1)"sinz oraz fC"tH(z) =
=(—1)"cosx dla dowolnego n € {0,1,2,...} iz €R. &

Przykiad 24.12 Tak jak w poprzednim przykladzie wykazuje-

my, ze (cos x)(Qn) = (=1)"coszx i (cos x)(2n+1) = (=1)""lsinz. m

Przyklad 24.13 Niech f(z) = Inxz. Mamy wiec nastepujaca
réwnosé¢ fM(z) = f/(z) = L = 271, Wobec tego f?(z) =
=f"(x) = (=) = (~1)z7 "' = —z~2. Nastepnie f®(z) =
= (—:1:_2)’ = 2273, Stad f®(z) = 2(-3)z* = —3lz~*. Ana-
logicznie f©®)(z) = 41275 itd. Ogdlnie mozemy napisaé

f™ (@) = (@)™ = (~1)" "} (n - 1)lz="
dla kazdej liczby calkowitej n > 1 i kazdej liczby x € R. .

Przykiad 24.14  Obliczymy kilka pochodnych funkcji tangens.
Mamy (tgz) = 14+tg?x. Wobec tego zachodzi réwnoéé (tgz)” =
= (1 + tg? :c)/ =2tgz(1+tg?x) = 2(tgx +tg® x) — skorzystalis-
my z wzoru na pochodna funkcji ztozonej. Stad
(tgz)® =2(1 +3tg22)(1 + tg2z) = 2(1 + 4tg?z + 3t 2),

a stad otrzymujemy rownosc
(tgz)M =2(8tgz + 12tg32)(1 + tg2z) =

=8(2tgx +5tgdx + 3tg’ x).
Te obliczenia mozna kontynuowac, jednak w tym przypadku nie da
sie napisa¢ réwnie prosto jak w poprzednich przypadkach ogélnego
wzoru na n—ta pochodna funkcji. Mozna jednak zauwazy¢, ze
dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taki wielomian w,, zmien-
nej t stopnia n + 1, o nieujemnych wspoétczynnikach, podzielny
przez wielomian 1+ t2, ze (tgz)™ = w,(tgz). Wielomian w,,
jest funkcja parzysta, gdy n jest liczba nieparzysta, a funkcja
nieparzysta, gdy n jest liczba parzysta.
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Przykiad 24.15 Znajdziemy teraz wzér na n-ta pochodna

funkcji TEoTE = ac-?—?) x+2 Wystarczy znalez¢é n—ta pochodna
/
funkcji postaci ——. Mamy (x_li_c) = —(z +¢)~2. Wobec tego
/!
(mic) = —(=2)(x + )72 = 2(x + ¢)~3. Nastepnie otrzymu-
(3)
jemy (x-li—c) = —6(x +¢)™* = —6!(z + ¢)~*. Bez zadnych

trudnodci piszemy wzor ogdlny na n—ta pochodna tej funkcji:

(n)
(mic) = (=1)"n!(z + ¢)"""!. Stad wynika juz od razu, ze

(n)
(m> = (—1)”71' (S(CU + 3)—n—1 — 2($ + 2)—n—1) . Wypa—
da jednak zaznaczy¢, ze bez rozlozenia na czynniki mianownika
nasze szanse na sukces bylyby mniejsze. B

Przyklad 24.16 WykazaliSmy poprzednio, ze jesli funkcja jest
rézniczkowalna na pewnym przedziale i jej pochodna jest na tym
przedziale rowna 0, to funkcja ta jest stala. Zalézmy teraz, ze
f"(zx) = 0 dla wszystkich = € (a,b) dla pewnych a,b € R.
Wtedy na mocy poprzednio wykazanego stwierdzenia funkcja f’
jest stata na przedziale (a,b). Niech f'(z) = A dla wszyst-
kich x € (a,b). Niech g(z) = f(x) — Ax. Zachodzi oczywista
réwnosé ¢’'(x) = 0 dla kazdej liczby z € (a,b). Wobec tego g jest
funkcja stala. Oznaczajac jej jedyna wartos¢ przez B otrzymu-
jemy réwnosé¢ B = g(z) = f(x) — Ax. Stad od razu wynika, ze
f(x) = Az + B dla kazdej liczby x € (a,b). WykazaliSmy wiec,
ze jesli druga pochodna jest tozsamosciowo réwna 0, to funkcja
jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz 1. Podobnie mozna
wykazac, ze jesli trzecia pochodna jest tozsamosciowo réwna 0 na
pewnym przedziale, to funkcja jest na tym przedziale wielomianem
stopnia nie wiekszego niz 2. Jedli bowiem f®)(z) = 0 dla kazdego

€ (a,b), to na mocy poprzedniego stwierdzenia funkcja f”jest
wielomianem postaci Ax + B. Zgadujemy, ze (%A:cz + Bm)’ =
=Az+ B. Stad wynika, ze (f(z) — %A:cz — B:c)/ = 0 dla wszyst-
kich z € (a,b). Wobec tego funkcja f(z) — 3 Az? — Bz jest stala,

co konczy dowodd tego, ze f jest wielomianem, ktorego stopien
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jest mniejszy niz 3. Jest catkowicie jasne, ze kontynuujac to rozu-
mowanie wykazemy, ze jesli n—ta pochodna pewnej funkcji jest
réwna 0 w kazdym punkcie pewnego przedziahu, to funkcja ta na
tym przedziale jest wielomianem, ktorego stopien jest mniejszy
niz n. N

Przyklad 24.17 Zalézmy, ze f jest funkcja rézniczkowalna
na pewnym przedziale oraz ze dla pewnej liczby rzeczywistej k
réwnos¢ f'(x) = kf(x) zachodzi dla wszystkich x. Wykazemy,
ze w tej sytuacji istnieje stala C' € R, taka ze dla kazdej liczby
rzeczywistej x zachodzi réwnoéé f(x) = CeF®. W celu uzyskania

f(z)

61{:9:

tej rownosci starczy wykazac, ze iloraz jest funkcja stala,

czyli ze pochodna tego ilorazu jest wszedzie réwna 0. Mamy

( f() ) @)t — ket (@) (@)~ kf(2)

= :O

ek:a: e2k:a: ek:a:

— ostatnia réwnos¢ wynika z zatozenia o funkcji f. WykazaliSmy
wiec, ze iloraz jest funkcja stala. Te stala oznaczamy przez C'.

Jasne jest, ze f(x) = Ce**. m

Przyklad 24.18 Rozwazymy nieco bardziej skomplikowana za-
lezno$¢ niz w poprzednim przyktadzie. Mianowicie zalozymy, ze f
jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie prostej

243 oraz ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

x

f"(x) = f(z). Bez trudu stwierdzamy, ze funkcje gi(z) = e

T gspelniaja to rownanie. Majac dwie, mozna ich

oraz go(z) = e~
znalez¢ nieskonczenie wiele. Jesli ¢; i ¢co sa dowolnymi liczbami

rzeczywistymi, to funkcja c1g1(x) + cogo(x) = c1€® + coe™™ tez

spelnia to réwnanie. Funkcja u(x) = f(x) — c191(x) — cag2(x)
réwniez spelnia to réwnanie. Liczby ¢; i ¢o mozna dobraé¢ w ta-
ki sposéb, ze u(0) = 0 = u/(0) — wystarczy rozwiazaé¢ uklad
réwnan: f(0) = ¢ + c2, f'(0) = ¢ — cp traktujac c¢1 1 ¢y

jako niewiadome, a f(0) i f’(0) jako dane liczby. Otrzymujemy

c1 = =3 (f(0) + f/(0)) oraz c2 = 5 (f(0) — f'(0)). Szukamy wiec
takiej dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji u, ze dla kazdego = za-

24.3 Nie jest istotne, ze dziedzing jest prosta, moze by¢ dowolny przedzial.
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chodza wzory u”(x) = u(z) i v (0) =0 =u(0). Wykazemy, ze u
to funkcja zerowa. Niech v(x) = v/(z) —u(x). Funkcja v jest réz-

) —u(z) + v (z) —u(x) =0 dla
kazdej liczby x i v(0) = 0. Istnieje wiec takie C', ze v(x) = Ce™*

niczkowalna, v'(z) +v(z) = v (x

dla kazdego x — twierdzenie z poprzedniego przyktadu dla k£ = —1.
W tej sytuacji 0 = v(0) = Ce™? = C, zatem v(z) = 0 dla kazdej
liczby =. Wynika stad, ze u'(x) = u(x) dla kazdej liczby z, wiec
istnieje taka liczba C', ze u(z) = Ce® dla kazdego x — znéw sto-
sujemy rezultat z poprzedniego przyktadu, tym razem dla k = 1.
Poniewaz 0 = u(0) = Ce® = C, wiec u(z) = 0 dla kazdego =,
zatem f(z) = c191(x) + c2g2(x). W

Przykiad 24.19 WykazaliSmy w poprzednich przyktadach, ze
jesli ktéraé z réwnosci f(M(z) = 0, f'(x) = kf(z), f'(z) =
=f(x) jest spelniona w kazdym punkcie pewnego przedziatu, to
funkcje f mozna opisaé¢ prostym wzorem. Omoéwimy jeszcze je-
den przykiad tego typu. Zalozymy, ze dla wszystkich punktow
pewnego przedzialu I spelniony jest wzér f”(z) = —f(x). ***

Wykazemy, ze w tej sytuacji istnieja liczby a,b € R, takie ze
dla kazdej liczby = € I zachodzi rownosé f(x) = acosx + bsinzx.
Niech p oznacza dowolny punkt przedziatu I. Jasne jest, ze w kaz-
dym punkcie x € I zachodzi réwnosé

(acosz + bsinz)’ = — (acosz + bsinz),

tzn. funkcja postaci acosx + bsinx spelnia rozpatrywane réw-
nanie. Wybierzemy liczby a i b tak, by mialy miejsce réwnosci

f(p) = acosp + bsinp oraz f'(p) = —asinp + bcosp, czyli
a= f(p)cosp— f'(p)sinp oraz b= f(p)sinp+ f'(p)cosp.
Niech u(x) = f(x) —acosz — bsinz. Mamy u”(x) = —u(x)

dla kazdej liczby = € I oraz ze u(p) = 0 = u/(p). Stad wynika,
ze (' (@) + (u(x))?)" =2 (u" (@)u' () + o' (z)u(x)) = 0. Wobec
tego funkcja (u'(z))? + (u ( )) jest stata na przedziale I, zatem
(u'(2))* + (w(@))? = (u'(p))* + (u(p))® = 0 dla kazdego = € R.

24.4 Taka zalezno$é, a dokladniej f”:—%f pojawia sie przy analizowaniu ruchu

wahadta matematycznego o dlugosci | przy zalozeniu, ze amplituda jest tak
mala, ze przyblizenie f=ssin f jest dostatecznie dokladne, g to przyspieszenie
ziemskie.
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Suma kwadratéow liczb rzeczywistych jest rowna 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy obie te liczby sa zerami. Wobec tego dla kazdego x € R

zachodzi réwnos¢ u(z) = 0, a zatem f(z) = acosx + bsinz dla

kazdego x € R. Okazalo sie, ze réwniez w tym przypadku mozna

latwo opisaé¢ wszystkie funkcje speliajace réwnanie " = —7f.
Tego typu rownania nazywane sa rOwnaniami rézniczkowymi

zwyczajnymi. Istnieje obszerna teoria réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych. Nie mamy tu mozliwosci omawiania jej. Jest ona sto-
sowana réwniez w wielu dziedzinach poza matematyka, przede

wszystkim w fizyce, w chemii, w technice, rowniez w ekonomii. W
Znajdowanie pochodnych wyzszego rzedu polega na oblicza-

niu pochodnych rzedu pierwszego, wiec wlasciwie juz sie z tym za-
poznaliSmy. Jesli chodzi o wzory ogdlne, to oczywistym — w za-
sadzie niewartym wspomnienia — jest wzor na n-ta pochodna
sumy dwu funkcji rézniczkowalnych n—krotnie:

(f+9)" (2) = [0 () + g (2).
Leibniz zauwazyl, ze jesli funkcje f i ¢g sa n—krotnie réznicz-
kowalne, to zachodzi réwnosé¢ przypominajaca wzor dwumianowy

Newtona:

o)™ @)=Y (”) FD ()9 () (L2)

j=0

Prosty dowdéd tego wzoru wykorzystujacy wzér na pochodna ilo-

czynu dwu funkcji i znang réwnosé (’;) + ( jil) = (’;ji), dzieki
ktérej wspotczynniki dwumianowe mozna oblicza¢ za pomoca troj-
kata Pascala, pozostawiamy Czytelnikom w charakterze ¢wiczenia.
Wzory na n—ta pochodna zlozenia i funkcji odwrotnej sa na tyle
skomplikowane, ze wlasciwie w ogole nieprzydatne, zreszta trudno

je znalez¢ w literaturze.

Przejdziemy teraz do sformulowania jednego z najwazniej-
szych wzorow analizy matematycznej, tzw. wzoru Taylora. Pierw-
szg pochodna funkcji wprowadziliSmy po to, by modc przyblizy¢
funkcje w poblizu interesujacego nas punktu wielomianem stopnia
pierwszego. Drugie pochodne i pochodne wyzszych rzedéw po-

jawily sie w kilku miejscach w zwiazku z bardziej szczegdtowym
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badaniem funkcji . Okazuje sie, ze definicje pochodnej, zwigzana

z przyblizaniem funkcji wielomianem stopnia pierwszego lub ze-
rowego, mozna uogolni¢. Tym zajmiemy sie teraz. Efektem bedzie

zapowiadany wzor Taylora.

Poprzednio blad przyblizenia mial by¢ maly w poréwnaniu
z pierwsza potega zmiany argumentu. Teraz zazadamy, by byt
maly w poréwnaniu z wyzszymi potegami h. Zmusi nas do uzycia

wielomianéw stopnia wyzszego niz 1.

Jedli 0 < |h| < 1,to |h] > h% > |h]> > h* > .... Jasne jest
tez, ze jesli h jest bardzo blisko 0, to h? jest znacznie bliZej zera

niz h, h® znacznie blizej niz h? itd. Jest tak, bo }ILIH%) - =0

i ogdlnie, jesli m > n, to }lll L h_” = 0. Mozna mysle¢ o tym tak:

jezeli h jest bardzo male i m > n, to liczba A"™ = A™™" .- A"
stanowi znikoma, cze$¢ liczby h™, oczywiscie obie sa wtedy bardzo
male, ale jedna jest istotnie mniejsza niz druga.

Wobec tego, z naszego punktu widzenia, réznica miedzy dwie-
ma funkcjami f i g bedzie mala, jesli bedzie dazy¢ do 0 po podzie-
leniu przez h™ , gdzie oznacza liczbe naturalna. Nastepujacy lemat

podaje warunek konieczny i dostateczny na to, by jedna funkcja
byta bliska drugiej w tym sensie.

Lemat 24.7 (o funkcjach Scisle przylegajacych)
Jesli funkcje f i g sa n—krotnie rézniczkowalne w punkcie 0, to

f(x)—g(x)

lim = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy pochodne funkcji f i g

z—0
w punkcie 0 sa réwne do n-tego rzedu wlacznie: fU)(0) = ¢()(0)
dla 7 € {0,1,...,n}.

Dowéd. Zalézmy, ze hn%w = 0. Ogznaczamy r(x) =
=f(x) — g(x). Udowodnimy, ze r(0) =7r'(0) =...=7r™(0)=0.
Jeslize 0 < 7 < n, to hn% r(z) _ 111’% réx) llr%x” I =0, bo

pierwsza granica jest réwna 0, a druga 0 lub 1 w zaleznosci od
tego, czy j < m czy tez j = n. Mamy lin%) r(x) = 0. Stad
xr—

i z tego, ze funkcja r jest ciagla w punkcie 0, jako rézniczkowalna,
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wynika, ze r7(0) = 0. Mamy 0 = lin%) @ — 1113% M = 7/(0).
Wobec tego 7/(0) = 0.
Teraz wykazemy, ze r”(0) = 0 (zakladajac, ze n > 2). Sto-

sujemy teraz regule de 1’Hospitala:
r(x) r'(x) 1 r'(x) — r'(0) 1

0= lim —*~ = lim — lim = —7r"(0
z—0 2 r—0 2x 2 z—0 X ( )
Trzecia pochodna tez rowna jest 0:
i @ o @) e (@) e (@)= (0) ()
0= i 5 = i 5 = iy ) = o ) = e

Powtarzamy procedure az do uzyskania rownodci %r(”)(O) = 0.
Wykazemy teraz, ze jesli 7(0) = r'(0) = ... =r(™(0) =0, to

lim M

z—0 "

= 0. Stosujemy regute de ’'Hospitala:

i @) o, @) oy V@)
z—0 " r—0 nxrn—1 z—0 n(n — 1) 2x
(n—1) (n—1) (n—1)
Mamy Tim ) _ lim ) =) ) —
Tr— xr xr— xr

co konczy dowod lematu. W

Whniosek 24.8 (z dowodu)
Jedli funkcja r jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie 0 oraz

r(0) =(0) ="(0) =+ D(0) =0, to lim "2} = =0

n!

Z lematu o funkcjach Scisle przylegajacych wynika, ze jesli
chcemy przyblizyé¢ funkcje w otoczeniu punktu p wielomianem
w tak, by blad przyblizenia byl maly w poréwnaniu z h™, to
pochodne tego wielomianu w punkcie 0, do n—tego rzedu wilacznie,
musza by¢ rowne odpowiednim pochodnym funkcji f w punkcie
p: fO(p) = w(0). Jezeli w(z) = ag+ajztasx®+- - Fa,z™ dla
kazdego * € R, to w)(0) = jla; dla j =0,1,2,...,n. Wynika

€}
stad, ze powinno by¢ a; = % To motywuje wprowadzenie

nastepujacego okreslenia.

Definicja 24.9 (wielomianu Taylora i reszty)
Zalézmy, ze funkcja f ma w punkcie p pochodna n—tego rzedu.

n—tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p nazywamy
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wielomian

By = 5005 P L0 LD

zmiennej h. n—ta reszta nazywamy réznice
rn(h) = f(p+h) = Tpn r(h) =
12 (TL)
= o+ 1)~ (F0) + F'@h+ 528 4 L)

Oczywiscie wielomian Taylora okreslony jest dla wszystkich
liczb h, natomiast reszta tylko dla takich h, dla ktorych punkt

1),

n!

p + h znajduje sie w dziedzinie funkcji f. Jasne jest tez, ze
po to, by méc méwié o pochodnej f(™)(p) trzeba zalozy¢ istnie-
nie pochodnej f("~1 oraz wszystkich pochodnych nizszego rzedu

w pewnym otoczeniu punktu p. Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 24.10 (G.Peano)
Jesli f jest funkcja n—krotnie rézniczkowalna w punkcie p, to

(B
zachodzi rownos¢ %lm h(”) 0.
—0

Réwnosé f(p+h) = f(p)+f (p)h+ L8 p2y. 4 L@ o ()
nazywana bywa wzorem Taylora z reszta Peano, Jesh dodamy in-
formacje zawarta w twierdzeniu Peano.
Twierdzenie Peano wynika natychmiast z lematu o funkcjach Scisle
przylegajacych. B

Rowniez z tego lematu wynika, ze innego wyboru nie ma,
jesli chcemy mie¢ tak doktadne przyblizenie i nie chcemy zwiekszac

stopnia wielomianu ponad niezbedne minimum.

Twierdzenie 24.11 (o jednoznacznos$ci wielomianu Taylora)

Jesli funkcja f jest m razy rozniczkowalna w punkcie p, w jest
wielomianem stopnia nie wiekszego niz n , tzn. istnieja takie liczby
ag, ai,...,a, ,ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza wzory
™ i lim

h—0

f(P-l-f}Ll)n—w(P) =0, to dla

w(x) = ag+ a1+ asx®+ -+ anx
kazdego j € {0,1,2,...,n} zachodzi wzér fU)(p) = jla;, wiec
w jest wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p. B

Nadmieni¢ wypada, ze Taylor byl wspolczesny Newtonowi,
wzor Taylora znaleziony zostal od razu. Idea przyblizania dokiad-
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niejszego niz liniowe byla obecna w omawianej teorii od samego
poczatku! Réowniez wspolczesny Newtonowi byt Szkot o nazwisku

Maclaurin, ktérego nazwiskiem opatrywany jest wzér Taylora dla
p = 0. Zaznaczmy jeszcze, ze z wzorem Taylora zwiazane jest sze-

oo

(n)
reg Taylora funkcji: Zf—(mh”. Szereg ten moze mie¢ dodatni

n!
n=0

promien zbieznosci lub zerowy. Chcac o nim mowi¢ trzeba zalozy¢,
ze funkcja ma w punkcie p pochodne wszystkich rzedéw. Nawet
wtedy moze mie¢ on zerowy promien zbieznosci lub mie¢ sume

r6zng od f(p+ h). Gdy p =0 méwimy o szeregu Maclaurina.

Czytelnik poznal juz rozwiniecia w szereg Maclaurina

(e.@)
funkcji wykladniczej o podstawie e: e* = Z% :
n=0

(0.@)

funkcji sinus: sinx = Z(—l)”% :
n=0
funkeji kosinus: cosx = Z(—l)”% :
n=0
(e.@)
2n—+1
funkcji arkus tangens: arctgx = Z(—l)" énil :
n=0
oraz rozwiniecie w szereg Taylora:
oo
funkcji In wokét punktu p=1: In(1 +z) = Z(—l)”_l% :
n=1

funkcji potegowej o wykladniku a € R wokdét punktu p = 1:

oo

(14 z)* = Z(g)xn.

n=0

Przykiad 24.20 Rozwiniemy wokét punktu x = 2 funkcje

T T _ 3 2 3 2 _
rsage s Mamy e = s~ e T oo s T o2 d
_ 3 2 _ 3 n{x—2\"

— 5[(x—2)/5+1]  2[(xz—2)/4+1] — EZ(_l) (T) o
n=0
30N ER) = ) (e - ) -2
n=0 n=0
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Wobec tego n—ty wielomian Taylora w punkcie 2 rozwijanej funk-
cjijest réwny 15— (m—3)(@—2)+ -+ (-1)" (527 — 757) (z—2)"
Bez sztuczek algebraicznych, od ktérych zaczeliSmy rozwijanie

tej funkcji w szereg, otrzymanie krétkich wzoréw na wspolczynniki
wielomianu Taylora bytoby trudniejsze. B

Uwaga 24.12
(e.@)
Jesli f(z) = ap + a2 + apa® + -+ = Y apa™ dla z € (—r,7),

r > 0, to n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie 0
jest ag + a1x + -+ + a,x™. Dla dowodu wystarczy przekonac sie,

(©.@]
1 n+1 n+2 4 .. 1 ol —
ze 31712% (an+1x + Apt2T + )— hn%) — E ajx! =0.
j=n-+1
(©.@]
Wynika to jednak tatwo z réwnosci: hn% xin E a;jr’ =
Xr—
j=n+1
(e.e) oo
lim ajz! ™" = lim E aj+nx = E aj+n07 =0.
xz—0 x—>0
j=n+1 Jj=1

Przedostatnia réwnosé Wynlka np. z jednostajnej zbieznosci sze-
regu na jakimkolwiek przedziale postaci [—c,¢] dla ¢ € (0,7). &

Przyklad 24.21  Przedstawimy funkcje arcsinx w postaci su-

my szeregu Maclaurina. Jesli |x| < 1, to

oo

(arcsin:z:), = ﬁ = (1 - 3;2)—1/2 — Z(—2/2>(_x2)n — 14+
n=0
I —1+213 SGnshgan =

. - 1.3....(2n—1) 2n _ ~(2n—1) _ont1)
=1+ 24...(2n) ¥ = <:c—|— 224 @n)-@nD) L > y Za-

n=1

tem funkcja arcsinz — (:1: + Z ST (2TE§TE2733_1)$2”+1) jest stala

na przedziale (—1,1), na ktorym szereg Z 1/2 —x2)™ jest
n=0
zbiezny. Wartos¢ tej funkcji w punkcie 0 jest rowna 0. Stad
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wniosek: arcsinx = :c—l—zz T (255752731):62”"'1 dla x € (—1,1).

n=1

Wyjasnimy jeszcze kwestie x = +1. Zauwazmy, ze ( — )

<A-HA-H, (=D <0-DHO-. o (0-F)<

(1 — —) (1 — 2n+1) . Wobec tego

3 (2 2 2 2
2.41..?.(275?-(27114)-1) - 2n1-|-1 \/(1 - %) (1 - i) Tl (1 - %) <
< /(=1 (=D -1 (=) (- 52) =
:2n1+1‘/2n1+1 = (2n+11)3/2. Wynika stad, ze dla =z = 1 szereg

@ + 224 oy Gy @ Jest zbieny 217, co wiecej # kry-

terlum Welerstrassa wynika, ze szereg ten jest zbiezny jednostaj-
nie na przedziale [—1,1], zatem jego suma jest funkcja ciagla na
tym przedziale. Poniewaz ta suma i funkcja arcsinz sa rowne
w przedziale (—1,1) i ciagle w punkcie x = —1 i w punkcie

xr = 1, wiec sa tez rowne w punktach +1. Dodajmy jeszcze, ze

jesli |x| > 1, to szereg 33+Zz T (275?72273_1) 2n+1 jest rozbiezny,

o czym Czytelnik moze przekonac sie np. stosujac kryterium ilo-
razowe d’Alemberta. Stad wynika, ze (2n + 1)—-szy wielomian

Taylora funkcji arcsinz jest rowny

1 .3, 13 .5 . 1-3-...-(2n—1) 2n+1
T+ 332" T 3250 t 3 @n) @D © - |

Przyklad 24.22 Niech f(0) =0 i f(z) = e V/* dla 2 #£0.
Jedli © #£0, to f'(z)=2z"3e" /7" f/(z)= (—$_4+4$_6)6_1/$2
i ogdlnie dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje taki wielomian
w, stopnia 3n, ze f™(z) = wn(%)e_l/":2 dla kazdego x # 0.
Dowodzimy tego przez indukcje wzgledem n. Dla n =1 teze juz
sprawdziliémy. Jesli f(™(x) = wn(%)e_l/””2 , to

FOr (@) = (— 22w, (1) + 2x_3wn(%))e_1/x2 :

24.5 Mozna tez postuzyc¢ sie kryterium Raabe’go, jesli kto$ je pamieta.
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wiec wn11(y) = 2ywn(y) — y*w),(y) . Mamy teraz lim £ (z) =

=lim wn(l)e_l/“32 = lim wn(y)e_y2 = lim w”—gy) = (0. Ta ostat-
z—0 z Y—00 y—oo €

nia réwnos¢ wynika z tego, ze dla kazdej liczby rzeczywiste] a

zachodzi réwno$¢ lim 4 = 0, wiec tym bardziej lim 45 = 0.
y—oo € y—00 €

Poniewaz f jest funkcja ciaglta w punkcie 0 i lin%) f'(x) =0, wiec

f'(0) = 0 — wynika to wprost z twierdzenia Lagrange’a o wartosci
sredniej, mozna tez zastosowac regule de I’Hospitala. Stad, w taki
sam sposéb, wnioskujemy, ze f”(0) = 0 itd. (indukcja). Wobec
tego dla kazdego n mamy f(™(0) = 0. Z tych rozwazan wynika,
ze funkcja f ma pochodne dowolnego rzedu oraz, ze Ty, f(h) =0
dla kazdego h. Stad wynika, ze w tym przypadku dzieki badaniu
wielomianu Taylora nic o funkcji dowiedzie¢ sie nie mozna! Tym
razem cala informacja jest ukryta w reszcie.

Oczywiscie 0 = f(0) jest najmniejsza wartoscia funkcji f,
ale to wynika wprost z definicji tej funkcji. B

Przyklad 24.23 Niech g(z) = xf(x), gdzie f oznacza funkcje
zdefiniowana, w poprzednim przyktadzie. 7Z wzoru na pochodna
iloczynu dwu funkcji i tego, ze f(™(0) = 0 dla dowolnej liczby
calkowitej n > 0 wynika, ze ¢(™(0) = 0 dla kazdego calkowitego
n > 0. Funkcja g przyjmuje wartosci dodatnie dla = > 0, a dla

r < 0 — ujemne. Wobec tego w punkcie 0 nie ma lokalnego
ekstremum. H

Przyklad 24.24 Niech ¢(z) =sini- e~ V7" dla z # 0 oraz
©(0) = 0. Rozumujac tak, jak w przyktadzie 24.22 dowodzimy,
ze funkcja ¢ jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna oraz
ze o™ (0) = 0 dla kazdej liczby calkowitej n > 0. Bez trudu
mozna stwierdzi¢, ze nie istnieje taka liczba § > 0, ze na przedziale
(0,0) funkcja ¢ jest wypukta lub wklesta. Wobec tego 0 nie jest
punktem przegiecia funkcji ¢. W punkcie 0 funkcja ¢ nie ma
tez lokalnego ekstremum.

Podobnie jak w dwoch poprzednich przyktadach przyjrzenie
sie wielomianowi Taylora w punkcie 0 nic nie daje, cala informacja

o funkcji ¢ jest ukryta w reszcie, ktora jest rowna funkcji. B
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Twierdzenie 24.13 (o lokalnych ekstremach)
Zalézmy, ze funkcja f jest n—krotnie rézniczkowalna w punkcie

p oraz ze zachodza réwnoéci 0 = f/'(p) = f(p) = ... = f=V(p)
i nieréwnoéé (™ (p) # 0. Wtedy

1. jesli n jest liczba nieparzysta, to funkcja f nie ma w punkcie
p lokalnego ekstremum — w dowolnie malym otoczeniu punk-
tu p przyjmuje zarowno wartosci wieksze niz w punkcie p jak
i wartosci wieksze niz w punkcie p,

2. jesli n jest liczba parzysta, funkcja to f ma w punkcie p
lokalne ekstremum wlasciwe: minimum, gdy f™(p) > 0;
maksimum, gdy (™ (p) < 0.

Dowéd. Skorzystamy z wzoru Taylora: flp+h) = f(p) +

(p)h_|_f (p)h2+ +f(( ))(P)hn 1+f( )(p)h”—l—rn(h). Wobec

zalozen o pochodnych funkcji f w punkcie p mozemy napisac

F"(p)

n!

flp+h)—fp) =

n!

FO®) e <f<”) 0) ol

Poniewaz lim "(n)
h—0 h

0 < |h] <9, to

= 0, wiec taka liczba istnieje 6 > 0, ze jesli

s Znak sumy dwu liczb jest

7 () <VW@

taki sam jak znak tej z nich, ktorej wartos¢ bezwzgledna jest
£ (p) 4 ulh)

n! h™

wieksza. W przypadku sumy jest on wiec, przy

zalozeniu, ze 0 < |h| < 4, taki jak znak liczby f(™ (p) (n! nie ma
wplywu znak). Jesli n jest liczba nieparzysta, to znak iloczynu

(n)
h" (f ) 4 T”(h)) zmienia sie wraz ze zmiana znaku h. Jesli

n jest liczba parzysta, to znak ten jest niezalezny od znaku h:

w przypadku f™(p) < 0 liczba A" (f( '(p) + T”( )) jest ujemna,

za$ w przypadku f(™(p) > 0 — dodatnia. Stad wynika teza. W

Twierdzenie 24.14 (o punktach przegiecia)
1. Jesli p jest punktem przegiecia funkcji f, ktora jest dwukrot-

nie rézniczkowalna w tym punkcie, to f”(p) = 0.
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2. Jezeli n > 2 i funkcja f jest mn—krotnie rézniczkowalna
w punkcie p oraz 0 = f"(p) = fO(p) = ... = fF=(p)
i f(p)#0, to jesli n jest liczba nieparzysta, to p jest
punktem przegiecia funkcji f, jesli natomiast liczba n jest

parzysta, to p nie jest punktem przegiecia funkcji f.

Dowdd. 1. Z definicji punktu przegiecia wynika, ze istnieje ta-
ka liczba § > 0, Zze na jednym z przedzialow (p — 6,p|, [p,p +9)
funkcja f jest wypukta, a na drugim — wklesta. Dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze na przedziale (p — §,p] funkcja f jest wy-
pukla, a na przedziale [p,p + 6) — wklesta. Poniewaz f jest
dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie p, wiec jest réozniczkowalna
w punktach pewnego przedziatu o Srodku w punkcie p. Bez straty
ogblnosci mozna przyjaé, ze tym przedziatem jest (p — d,p + 9).
Wobec tego na przedziale (p — §,p] pochodna f’ funkcji f jest
niemalejaca i wobec tego jej pochodna, czyli f”, jest nieujemna
w kazdym punkcie, w ktorym jest okreslona, wiec w szczegdlnosci
f"(p) =2 0. Na przedziale [p,p+¢) funkcja f jest wklesta i wobec
tego f”(p) < 0. Poniewaz f”(p) <0< f"(p), wiec f"(p) =0.
2. Zastosujemy wzér Taylora do funkcji f” w punkcie p
biorac pod uwage zerowanie sie kolejnych pochodnych. Mamy

(n) T —
£+ 1) = 1 (p) = i (F + ).
Niech 6 > 0 bedzie taka liczba dodatnia, ze jesli 0 < |h| < 4, to

o f) ) (n) _— G
h”z_(Qh)‘ < |(n—(21))')| : LICZby J(cn—(21))? + h"z_(zh) 1 J(cn—g))')

maja wiec

taki sam znak. Jedli liczba n jest nieparzysta, to liczba h" ™2
jest dodatnia dla dodatnich h i ujemna dla h ujemnych. Wobec

tego liczba f”(p + h) = h" 2 <"(c:_)(21;,) + T’;Lf_(zh)> jest na jednym

z przedzialéw (—6,0), (0,6) dodatnia, a na drugim — ujemna.
Wobec tego na jednym z przedzialéw (p —6,p|, [p,p+9) funkcja
f jest Scisle wklesta, a na drugim — $cisle wypukla. Wynika stad,
ze p jest punktem przegiecia funkcji f. Jezeli natomiast liczba

n jest parzysta, to wtedy funkcja f” ma w punkcie p lokalne
ekstremum wlasciwe, wiec albo na catym przedziale (p — §,p + 9)

z wyjatkiem punktu p funkcja f” jest dodatnia, albo na calym
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przedziale p — §,p + 6 funkcja f” jest ujemna. W pierwszym
przypadku funkcja f jest Scisle wypukta na calutkim przedziale
(p—0,p+0), aw drugim — $cisle wklesta. W zadnym z tych
przypadkéw p nie jest punktem przegiecia funkcji f. Dowdd zos-
tal zakonczony. W

Dowody dwoch ostatnich twierdzen ilustruja, jak stosowany
jest wzor Taylora: pewna wlasnos¢ przystuguje wielomianowi Tay-
lora, reszta nie jest w stanie jej zmienic¢, bo jest za mata. Oczywis-
cie istotnym zalozeniem jest f(™)(p) # 0 — bez niego nie mamy
podstaw do twierdzenia, ze reszta jest mata w poréwnaniu z wielo-
mianem Taylora funkcji f(x) — f(p), przeciwnie w takim przy-
padku wszystkie informacje o zachowaniu sie funkcji w poblizu
punktu p zawarte sa w reszcie, o ktorej niewiele wiemy! Wypada
podkresli¢, ze méwimy tu jedynie o zachowaniu sie funkcji w pobli-
zu punktu p, na nic wiecej nie mozemy liczy¢, bo zalozenia, ktore
uczyniliSmy dotycza, jedynie pochodnych w tym jednym punkcie!
O wielkosci liczby 6 réwniez nic nie mozemy powiedzie¢. Jezeli
w konkretnej sytuacji musimy czegos konkretnego o niej dowiedzieé¢
sie, to wymaga to dalszego badania konkretnej funkcji.

Konczac przytoczymy twierdzenie pozwalajace napisa¢ resz-
te r,, w konkretnej postaci przy dodatkowym zalozeniu, ze istnieje
nastepna pochodna funkcji w pewnym otoczeniu interesujacego
nas punktu. Z trzech czesto przytaczanych wzoréw podamy tylko
jeden, bo ich stosowalnosc¢ jest dosy¢ ograniczona z wyjatkiem jed-

nego, w ktéorym wystepuje catka, wiec na razie niedostepnego.

Twierdzenie 24.15 (Lagrange’a o postaci reszty)
Jesli funkcja f:(a,b) — R jest (n + 1)—krotnie rézniczkowalna
w przedziale (a,b), to miedzy dowolnymi liczbami z,y € (a,b)

mozna znalez¢ taka liczbe ¢, ze 74 . f(y—z) = %(y—x)”+1 :
)
Dowéd. Niech g(z) =y, r(y—2x) (Z"” @) (y—x )

G+1) () (4
Wtedy ¢'(z) = Zf @) (y — ) +ij Gty — 2yt =
7=0
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- _ W(y — )™, Niech w(z) = (y — )", wiec w'(z) =

=—(n+1)(y—x)". Z twierdzenia Cauchy’ego o wartosci $rednie;
wynika, ze miedzy liczbami x i y mozna znalez¢ taka liczbe c, ze

T)— "(c (n+1) (¢ n n
sy = g = -0/ (- D - ) =
(n+1) (o . (n+1) (.
=Lt wiee g(x) = g(2) — g(y) = Lo (w(e) — w(y)) =
_ (e

—W(y — )" | a wlagnie ten wzér chcieliémy udowodni¢. W

Uwaga 24.16

Mozna uzyska¢ inne postaci reszty zastepujac w dowodzie twier-

dzenia Lagrange’a wielomian (y — )" innym wielomianem ze-
rujacym sie w punkcie y, np. y — x. Ogdélny wzor wyglada wte-

dy tak: 75, (y — 2) = =L f(FD(c) wiz)  Dodajmy jeszcze, ze

w’(c)
dowod twierdzenia jest bardzo krotki, ale jednak jest oparty na
pomysle: traktujemy reszte ry . f(y — ) jako funkcje zmiennej x
przy ustalonym vy, cho¢ w pierwszej chwili mamy ochote zmieniac

y przy ustalonym z. B

Zadania
1. Obliczy¢ granice lin}) f(z), jesli f(x) =

1 sinrx—x . 2 x

e L xvy

. st R

5. “,;g_;—if; : 6. S(ii(ltf(ﬁc;sg)? , a € R;
7. weige—l. g x(em—l—l)x—?)Z(em—l);

9. %; 10. arcsin(Zml;Zarcsina:;
11. 2% —1, 12. 2Z—I235i”;

13, z2/(+na) . 14 Cos(sin;l)—cosx ;

15. x~—3 (1 — (cos ZC)SinI) : 16. (In %)“T .

17. (Inz)-In(1 —z)); 18. z°Inx, gdzie € > 0;
19, (1— 1): 2. (ctgz—1);

21. L. (14 2)/" —e); 99, (axcsinz)~1/T,
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i 1/z? z In(cos x)
sinz . .
23. ( x ) ’ 24. sinz—tgx ’
In(1+tgx)—sinx | In(cos z4arcsin ) |
25. sin® x ) 26. er tgx ’
27 tg(tg x))+arcsinx | 928 sin(sinz)—z /1—xz2 |

) x5 )

x

29 sin(sin z)+e! "% tg x4 YT—x—+/cosx |

' Vx—sin z+ %/ac—tg z+(23/3) ’

1 x> z° z” : .

30 Cinteos2))7 (z— % + i — 5020 —sinz);
31 (sin(tg z))®/3 Ywer—1 |
" (Inx)1/3.(V1—22 V1422’

39. 1 ) (( 1 )sinx-tga:_l>;

In(cos x cosw e
33.

wlx (\/§arctg \/g— \/garctg \/g) .

2. Obliczy¢ granice

a. lim (%—:1:) tgx; b. lim (tg z)t=)
P e

c. lirr; Tt d. lim 2'990(1.001)~%;
2 Z=>00

e. Tim (tg575) /" £ lim a2 /100,

g. lim i h. lim gl/(1-2) .

i. lim (2 — x)te(m2/2). jo In(z+e)(1+1)* —e).

r—1

z? sin(1/x)
sinx

3. Obliczy¢, jesli istnieje, granice lirr%) . Czy mozna uzy¢

regute de 'Hospitala (bez dodatkowych przeksztatcen)?

xr+sinx
T—sin x

4. Obliczy¢, jesli istnieje, granice lim

r—0o0

regute de 'Hospitala (bez dodatkowych przeksztatcen)?

. Czy mozna uzy¢

5. Obliczyé, jedli istnieje, granice lim Ltztsinzcose

r—oo (Ttsinzcosz)esinz

Cazy
mozna uzy¢ regule de I'Hospitala (bez dodatkowych prze-

ksztalcen)?

2
e ?*(cosz+2sinx)+e * sinx
e~ (cos xz+sinx)

6. Obliczy¢ granice wh_)rrolo lub wyka-
zac, ze ta granica nie istnieje. Czy mozna zastosowaé regule
de I’'Hospitala (bez dodatkowych przeksztatcen)?

7. Niech P(x) oznacza pole odcinka kota o promieniu 1 od-
cietego cieciwa c(z), na ktérej oparty jest kat z. Znalezé
trzeci wielomian Taylora w punkcie 0 funkcji P. Wykazac,
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ze P(x) ~ 2c(z)h(x), gdzie h(z) jest réwne réznicy promie-
nia okregu i wysoko$ci tréjkata réwnoramiennego 15 , ktorego
podstawa jest cieciwa ¢ a wierzchotkiem lezacym naprzeciw
niej — srodek okregu.

8. Oszacowaé blad r(x) popelniany przy stosowaniu nastepuja-
cego przyblizenia: dlugo$é tuku A(x), na ktérym oparty jest
kat o wielkosci x, jest réwna sumie sumie ramion tréjkata
réwnoramiennego 77 , ktérego podstawa jest cieciwa c(z), na

ktérej oparty jest tuk A(x) a wysokoscia jest odcinek o dtu-
gosci /3 odleglodci srodkéw A(z) i c(z).

9. Dowiesé, ze (tgz)™ (0) > 0 dla dowolnego nieparzystego n.
10! Dowieéé, ze wielomian w jest podzielny przez (z —c)*¥ wtedy
i tylko wtedy, gdy 0 =w(0) =w'(0) = ... =w®*~1(0).

11. Niech f oznacza funkcje trzykrotnie rézniczkowalna i niech

3) (g )N 2 C1 e 1. , .

Si(z) = ff,(g(c)) — %(‘?,((x))) dla kazdej liczby z, dla ktérej
f(x) # 0. Dowied¢, ze jesli Sy <01 S; <0 izlozenie fog
jest zdefiniowane, to Sf.y < 0.

12. Dowies¢, ze jesli Sy < 0 dla pewnej funkeji f, to funkcja f
nie ma miniméw lokalnych (S z poprzedniego zadania).

13. Dowiesé, ze jesli f:[a,b] — R jest funkcja (p + ¢) —krotnie
rézniczkowalna, w punktach przedzialu [a,b] i ma pochodna
rzedu p+q+1 w punktach przedzialu (a,b) i f(a) = f'(a) =
=f"(a) = ... = fPa) = 0= f90) = ... = f'(b) = f(b),
to istnieje taka liczba ¢ € (a,b), ze fPTatl(c) =0.

14! Dowies¢, ze jesli wielomian ag + a1 + - - - + a,x™ ma n pier-
wiastkow rzeczywistych liczonych z krotnosciami, to k-ta

pochodna tego wielomianu ma n — k& pierwiastkéw rzeczy-
wistych liczonych z krotnosciami.

15. Dowies¢, ze funkcja e* (:1:”6_55) (m) jest wielomianem, ktéry ma

n roznych pierwiastkow dodatnich.
16. Udowodnié, ze jedli f(™)(z) = 0 dla kazdego = € R, to funkcja
f jest wielomianem stopnia mniejszego niz n .
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17

18

197

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Dowies¢, ze jesli f:R — R jest funkcja nieskonczenie wiele
razy rézniczkowalng i dla kazdego = € R istnieje taka liczba
naturalna n, < 100, ze f("=)(z) = 0, to funkcja f jest
wielomianem stopnia mniejszego niz 100 .

Dowies¢, ze jesli f:R — R jest funkcja nieskonczenie wiele
razy rozniczkowalna i dla kazdego x € R istnieje taka liczba
naturalna n, , ze f(™)(z) =0, to f jest wielomianem.
Dowies¢, ze jesli f:[0,00) — R jest taka funkcja nieskon-
czenie wiele razy rézniczkowalna, ze 0 = f(0) = f/(0) =
=f"(0) = ... i f™(x) >0 dla kazdej liczby = > 0 i kazdej
liczby catkowitej n > 0, to f(x) =0 dla kazdego x > 0.
Dowiesé, ze jesli f:R — R jest taka funkcja dwukrotnie
rézniczkowalna, ze f”(z) = —w?f(z) dla kazdego x € R, to
f(x) = f(0)cos(wzx) + f'(0) sin(wzx) dla kazdego z € R.
Dowies¢, ze jesli f:R — R jest taka funkcja dwukrotnie
rézniczkowalna, ze f’(z) = w?f(x) dla kazdego = € R, to
F(£)=5]f(0)(e*+e *)+f(0)(e®—e~*)] dlakazdego z€ R.
Dowies¢, ze jesli f:R — R jest taka funkcja dwukrotnie
rézniczkowalna na przedziale [a,b], ze f'(a) =0 = f'(b), to
istnieje takie ¢ € (a,b), ze |f"(x)| > ﬁ‘f(b) — f(a)].
Dowies¢, ze jesli f:R — R jest funkcja dwukrotnie réznicz-
f($+h)+f(}zcz—h)—2f($) .

kowalna w punkcie z, to f"(z) = }lbin%)

Dowiesé, ze jesli f:la,b] — R jest taka funkcja n—krotnie
rézniczkowalna, ze f(z;) = 0 dla pewnych xg,z1,...,2z,
z przedziatu [a,b], 7 = 0,1,...;,n 1 29 < 1 < ... < @y,
to istnieje taka liczba ¢ € (a,b), ze f(™(c) =0.

Dowies¢, ze jesli T, (z) = 217™ cos(arccos x), gdy |z| < 1, to
(1 —2)T"(x) — 2T (x) + m?*T,(z) = 0.

Dowies¢, ze jesli P, (x) = gy (22 — 1)m)(m) , to

(1 —2?)P!(z) —xP! () + m(m +1)P,(z) =0.

Czy szereg > fL—T jest jednostajnie zbiezny na calej prostej?
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28

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Wyjasnié¢, czy szereg Z(—l)”% jest jednostajnie zbiezny

na calej prostej.

Niech f(0) =01 f(x) = et/ sinl dla z # 0. Wykazad,
ze funkcja f jest nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalna.
Podac przykiad takiej nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnej
funkcji f, ze xf(x) >0 dla x # 0 i Zze na zadnym przedziale
postaci [0,6], > 0, funkcja ta nie jest wypukta ani wklesta.
Dowiesé, ze jesli f:(0,00) — R jest funkcja dwukrotnie réz-
niczkowalng i M; = sup{|fY)(z)]: z > 0} dla j =0,1,2,
to My < 2MyMs oraz ze w tej nieréwnosci wspolczynnika 2
nie mozna zmniejszyc.

Dowiesé, ze jesli f:(0,00) — R jest funkcja dwukrotnie réz-

niczkowalna, lim f(z) = 0 i funkcja f” jest ograniczona,
r— 00

to lim f'(x)=0.

Zaltézmy, ze funkcja f jest k—krotnie rézniczkowalna w punk-
cie p, a funkcja g jest k—krotnie rézniczkowalna w punkcie
f(p), to zachodzi réwnosé

(go )M (p) =

= X e ) ()™ ()™ ()™,
gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie takie ukiady liczb
naturalnych (ni,ng,...,n;), ze ng +2ny+---+jn; =k.
Dowiesé¢, ze jesli dwukrotnie rézniczkowalna na R funkcja f
spelia warunki (f(:I:))2 <ai (f’(a:))2 + (f”(:I:))2 < b dla
kazdego = € R, to V,cr (f(:I:))2 + (f’(a:))2 < max(a, b) .
Dowiesc¢, ze istnieje taka nieskonczenie wiele razy rézniczko-

walna funkcja f:R — R, ze f(z) = 0, gdy = < 0 oraz
f(x) >0,gdy z>0.

Dowies¢, ze istnieje taka nieskonczenie wiele razy réznicz-
kowalna funkcja f:R — R, ze f(x) = 0, gdy = < 0,
0< f(x)<1l,gdy 0<zx<1oraz f(x)=1,gdy z>1.
Dowies¢, ze istnieje taka nieskonczenie wiele razy réznicz-
kowalna funkcja f:R — R, ze f(z) = 0, gdy || > 2,
0< f(x)<1l,gdy 1<|z| <2 oraz f(z)=1,¢gdy || <1.
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Wykazaé, ze dla kazdego Wielomianu w i kazdych h,p € R
zachodzi 16wnosé w(p + h) = S o0 Erw™ (p).

Udowodnié, ze jesli f(x) =Inz i p > |h| > 0, to zachodzi
réwnosé f(p+h) =Y oo B f(p).

Udowodni¢, ze jesli f(x) = ﬁ, p € R, to istnieje taka
liczba 7 >0, ze jesli |h| <7, to f(p+h) =30, Lo f™(p).
Dowiesé, ze jesli f(x) = 1+3$f_'§3232+x3 , p # —1, to istnieje taka
liczba 7 >0, ze jesli |h| <7, to f(p+h)=>» 2 fM(p).
n=0

Dowiesé, ze jesli f(x) = vz +2, p > =2, to istnieje taka
liczba 7> 0, ze jedli|h| <7, to f(p+h)=> oy Zr F™M(p).
Dowiesé, ze jesli f(z) = sin(l +2?), p € R, to 1stn1eJe taka

liczba 7> 0, ze jesli || <7, to f(p+h)= o0, 21 FM (p).
Dowiesé, ze jesli f(x) = v/1+x, p # —1, to 1stnleJe taka

liczba r >0, ze jesli [h| <7, to f(p+h)=30°", 20 f)(p).
z—(a+bcosz)sinx —0?

x5

Dla jakich a,b € R zachodzi wzoér lim

x—0

Dla jakich a,b,c,d € R funkcja z7°(e™* — %) jest

ograniczona w pewnym otoczeniu liczby 07
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