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Wprowadzenie

Wezly w codziennym zyciu, poza osobami zajmujacymi si¢ naukami Scistymi,
dostrzegane sa u: zeglarzy, alpinistéw, rybakéw, chirurgéw, magikéw, dekorato-
réw czy wreszcie przy powszechnych czynnosciach jak zabezpieczanie pakun-
kéw, zawiazywanie krawata lub sznuréwek czy rozsuptywanie lampek choinko-
wych lub kabli stuchawek. W dziedzinach Scistych wezly sa waznym elementem
w naukach, takich jak chemia, biologia czy fizyka, gdzie modele weztéw sa uzy-
wane do opisu skomplikowanych struktur molekularnych i chemicznych.

Wezly sa réwniez waznym elementem sztuki w Azji Wschodniej, zwlaszcza
w Chinach i Japonii. W Japonii wezly sa uzywane w dekoracji, sztuce walki
i ceremonii herbacianej. Jednym z najbardziej znanych weztéw japonskich jest
wezel Mizuhiki, ktéry jest stosowany jako dekoracja w réznych ceremoniach,
takich jak wesela, urodziny i $wieta.

Matematyczna teoria weztéw to gataZz topologii, ktéra powstata z inspiracji
powyzszymi wezlami. Topologia zas, méwiac bardzo skrétowo, bada wiasno-
Sci geometrycznych obiektéw, ktére zachowane sa przy jego nieznacznym prze-
ksztalcaniu jak gdyby byly wykonane z elastycznego materiatu (czyli przy tzw.
ciagtych deformacjach i ciaglych deformacjach odwrotnych). Wezty sa jednym z
nielicznych dzialéw topologii, w ktérej sformutlowania probleméw daja sie wy-
ttumaczy¢ osobom spoza matematyki. Rozwiazania ich, z drugiej strony, czesto
korzystaja z zaawansowanej wiedzy na styku réznych dziedzin matematyki.

Wedtug znanego matematyka E.C. Zeemana, podstawowe trzy problemy w to-
pologii sa nastepujace: kiedy dane dwie przestrzenie sa homeomorficzne? (czyli
tzw. problem klasyfikacji topologicznej) kiedy dana przestrzer zanurza sie w in-
na przestrzen? (czyli tzw. problem zanurzenia lub osadzenia jednej przestrzeni
w innej) kiedy dane dwa zanurzenia sa w niej izotopijne? (czyli tzw. problem
klasyfikacji weztéw i splotéw) Na temat ostatniego z tych pytann wiadomo, ze
dowolne dwie sfery gtadko zanurzone w przestrzen euklidesowa wymiaru co
najmniej o trzy wiekszego lub o jeden wiekszego, sa w niej (topologicznie) izo-
topijne. W przypadku gdy réznica wymiaréw jest rowna dwa, kompletna klasy-
tikacja nie jest ani znana ani oczekiwana.



Wezlem (matematycznie juz ujmujac) nazywamy kowymiaru dwa zanurzenie
zamknietej rozmaito$ci, zwykle rozumie sie przez to zanurzenie sfery w sfere
(lub réwnowaznie, w przestrzeni Euklidesowa tego samego wymiaru). Tematyka
tego opracowania to teoria klasycznych weztéw (czyli zanurzen S' w R3) oraz
zawezlonych powierzchni (4. rozmaitoéci dwuwymiarowych) potozonych w R*%.
Ta ostatnia jest co najmniej tak samo bogata jak teoria klasyczna, biorac cho¢by
pod uwage fakt, iz geometryczny $lad okrecenia supta ma grupe podstawowa
dopelnienia izomorficzna z grupa podstawowa dopelnienia wezla z ktérego po-
wstal. Ta konstrukcja dokonana zostala w artykule E. Artina z 1925 roku, uwa-
zanym za najwczes$niejsza publikacje na temat zaweZlonych powierzchni.

Badanie wyzej wymiarowych wezléw jest niezwykle trudne i wymaga nie tyl-
ko wyobrazni, ale takze wyrafinowanych metod algebraicznych. Ludzie normal-
nie postrzegaja fizyczna rzeczywistoé¢ jako 4-wymiarowa, czyli 3-wymiarowa
przestrzeni: géra-dol, tyl-przéd i z boku na bok plus jedno-wymiarowy czas:
przeszlos$é-przysztos¢. Podstawowymi dwiema metodami na pokonanie trudno-
Sci jest: wykonanie rzutowania prostopadlego z 4-wymiarowej przestrzeni do
3-wymiarowej przestrzeni i badanie zbioru uzyskanych w tym procesie samo-
przecie¢, jak rowniez badanie potozenia nizej-wymiarowych poprzecznych, réw-
noleglych cie¢ badanej powierzchni. Niezmiennikiem bedzie co$, co zachowane
bedzie przy rzutowaniach lub cieciach wszelkich réwnowaznych weziéw lub
splotéw powierzchniowych. Jednak sam zbiér punktéw osobliwych, przy rzu-
towaniu w potozeniu ogélnym lub na poprzecznych cieciach, moze wygladac
réznie z matematycznego punktu widzenia, przy dokonywaniu ciagtych prze-
ksztalcerr powierzchni przed dokonaniem rzutowania czy ciecia.

Warto przypomniec legende Platona o jaskini w ktérej wieZniowie widza jedy-
nie cienie na $cianie naprzeciw. Dla nich wszystko co realne to te dwuwymiaro-
we cienie obiektéw, postugujac sie dalej analogia wnioskujemy, ze nasza postrze-
gana tréjwymiarowa rzeczywistos¢ moze by¢ jedynie projekcja bardziej ztozonej
czterowymiarowej rzeczywisto$ci. USwiadomienie sobie, ze grawitacja jest zwia-
zana z krzywizna przestrzeni sugeruje, ze by¢ moze inne sity natury moga by¢
zwiazane z krzywizna w innych, nieobserwowalnych wymiarach. Idea dodat-
kowych wymiaréw przestrzennych wywodzi sie z teorii piecio-wymiarowych
wektorow Nordstoma z 1914 r., a nastepnie z teorii Kaluzy-Kleina w 1921 r,,
w celu ujednolicenia ogoélnej teorii wzglednosci i elektromagnetyzmu w piecio-
wymiarowej czasoprzestrzeni (4 wymiary na przestrzeri i 1 na czas).

Niniejsza ksiazka podzielona jest na dwie (zblizone objetosciowo) czesci: We-
zty i sploty w wymiarze 3 czyli przypadek nazywany klasycznym; Wezly i sploty
w wymiarze 4 czyli inaczej zwane powierzchniowymi. Wiele z tematéw oczy-
wiscie nie zostato tu oméwionych, natomiast zaprezentowana tematyka przesu-
nieta jest naturalnie w strone bardziej odpowiadajacej zainteresowaniom autora.



Czesc 1

Wezly i sploty klasyczne



Rozdziat 1

Wstep

1.1 Rys historyczny

Ludzkos$¢ rysowata diagramy weztéw od tysiecy lat. Rozmaite przyklady sztu-
ki weztowej mozna znalez¢ we wszystkich starozytnych cywilizacjach. Jednym
z najstarszych przykladéw weziéw w sztuce i religii jest odbicie cylindrycznej
pieczeci (ok. 26002500 p.n.e.) z Ur w Mezopotamii, gdzie przedstawiony jest
wijacy sie waz polykajacy swdj ogon. Ekspedycja archeologiczna w Lernie w
Gregqji (pod przewodnictwem J.L. Caskeya) odkryla pieczecie zawierajace wezly
i sploty z ok. 2200 p.n.e. Podobnie, piecze¢ z Anatolii (ok. 1700 p.n.e) zawiera
splot. Wezly byly réwniez przedstawiane na rzymskich mozaikach.

Istnial réwniez uzywany przez Inkéw kipu, czyli sposéb zapisu z wykorzy-
staniem sznurka, na ktérym réznym rodzajom wezléw oraz ich kombinacjom
przypisuje sie odrebne znaczenia. Niektére z najwczes$niejszych dowodéw za-
wezlania w Chinach sa zachowane na naczyniach z brazu z Okresu Walczacych
Krélestw (481-221 p.n.e). W Chinach, wezly byly réwniez czesto uzywane jako
symbole szczescia i dlugowiecznosci, a takze jako dekoracje na ubraniach i bi-
zuterii. Celtowie szeroko wykorzystywali obrazki z weziéw tworzone do celéw
dekoracyjnych i religijnych.

W swoim eseju na temat wezléw ortopedycznych grecki lekarz Heraklas (I
w.n.e.) opisat i wyjaénil, podajac instrukcje krok po kroku, osiemnascie sposo-
béw wiazania zawiesi ortopedycznych. Oprécz Heraklasa, ktéry opisat wiele
wezléw ortopedycznych, inny stynny lekarz z czaséw starozytnych, Galen, réw-
niez pisat na temat weztéw medycznych. Wezly ortopedyczne byly uzywane do
utrzymywania ztamanych kosci w miejscu lub do stabilizacji innych urazéw.

Kombinatoryka, teoria graféw i teoria wezléw maja swe wspodlne korzenie
w ideach formutowanych przez G.W. Leibniza (1646-1716) jako ars combinatoria i



geometria situs (czyli geometrii polozenia, w ktérej nie bierze sie pod uwage wiel-
kosci). Pierwszy przekonywajacy przyklad geometrii situs zostal zaproponowany
przez H. Kiihna (1690-1769), gdariskiego matematyka urodzonego w Krélewcu,
w liscie z 1735 roku do L. Eulera (1707-1783). Euler rozwiazat i uogdlnit pro-
blem mostéw krélewieckich a jego praca (opublikowana w 1736 r.) uwazana jest
za narodziny teorii graféw i topologii.

Pierwsza praca wspominajaca wezly w matematycznym kontekscie, jest pra-
ca A.T. Vandermonde’a (1735-1796) z 1771 roku, ktéry konkretnie umiejscawia
warkocze i wezly jako przedmiot geometrii potozenia. C.F. Gauss (1777-1855)
interesowal sie wezlami co najmniej od 1794 r. W notatkach Gaussa napotyka-
my wiele rysunkéw weztéw z kodem Gaussa (jak to teraz nazywamy), ponadto
mamy zdefiniowany przez niego indeks zaczepienia z 1833 roku, zdefiniowany
przy pomocy pewnej catki podwdjnej i uzyty przy badaniach nad elektrodyna-
mika. Gauss niczego jednak o weztach nie opublikowal; pozostawit to swojemu
studentowi J.B. Listingowi (1808—1882), ktéry w 1847 roku opublikowal mono-
grafie w duzej mierze poswiecona weztom, grafom i kombinatoryce.

W latach 1860. panowalo przekonanie, ze substancja nazywana eterem (beda-
ca medium dla elektrycznosci i magnetyzmu) przenika cala przestrzen. W celu
wyjasnienia r6znych form materii Szkot William Thomson (1824-1907), pézZniej
znany jako Lord Kelvin, wysnul przypuszczenie, ze atomy sa wezlami (liniami
wirowymi) w eterze. Na przyklad wezel trywialny, tréjlistnik i wezel 6semko-
wy mogly reprezentowa¢ wodor, wegiel i tlen (odpowiednio). Tak wiec w dru-
giej polowie XIX wieku teoria wezléw rozwijana byla gléwnie przez fizykéw,
takich jak: Thomson, J.C. Maxwell (1831-1879), P.G. Tait (1831-1901). Ekspery-
ment Michelsona-Morleya z 1887 roku ostatecznie rozbil wirowa teorie atomu,
zaprzeczajac istnieniu eteru, ale nie miato to znaczenia dla teorii weztéw jako
dzialu matematyki, réwniez badania wezléw i topologii, ktére wywodzity sie z
tych badan, przyczynity sie do rozwoju matematyki i fizyki w XX wieku. Ma-
xwell ponadto, podat przyklad dwoch krzywych zamknietych, ktérych nie da
sie oddzieli¢, ale ktérych indeks zaczepienia jest réwny zero.

W 1907 roku, w stynnej encyklopedii matematycznej, M. Dehn (1878-1952)
i P. Heegaard (1871-1948) zarysowali systematyczne podejécie do topologii. W
szczegOlnosci, Scisle okreslili zakres teorii weztéw. Aby omina¢ nieformalny opis
deformacji krzywej w przestrzeni, wprowadzili wezly kratowe i Scista definicje
(kratowej) rownowaznosci, ktéra nazwali izotopia. Heegaard znany jest réwniez
z tego, ze znalazt btad (dotyczacy dualnosci liczb Bettiego) w pracy Poincarégo.
W. Wirtinger (1865-1945), na swoim wykladzie wygloszonym na zjezdzie Nie-
mieckiego Towarzystwa Matematycznego w 1905 roku, zarysowat metode znaj-
dowania grupy podstawowej dopelnienia wezla (przedstawienie grupy zwane
teraz prezentacja Wirtingera grupy wezta). Dehn oglosit w 1907 roku jeden z
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wazniejszych wynikéw swojej pracy z 1910 roku (konstrukcja sfery Poincarégo
z uzyciem weztéw). Pierwszy dowdd istnienia nietrywialnych weztéw podaje
H. Tietze (1880-1964) w 1908 r., uzywajac wspomnianej grupy wezla.

Tait byl pierwsza osoba, ktéra zauwazyla zwiazek pomiedzy weztami a pta-
skimi grafami. Kolorowal on w szachownice regiony w dopetnieniu diagramu
na plaszczyznie. Nastepnie konstruowat graf przez wybranie jednego wierzchot-
ka w kazdym bialym regionie i faczyt wierzcholki krawedziami idacymi przez
skrzyzowania wezta. Maxwell byl pierwsza osoba, ktéra rozwazata pytanie do-
tyczace réznych diagraméw weztéw reprezentujacych réwnowazne wezly. Roz-
wazal on pewne elementarne ruchy, ale nie opublikowal swoich badan. Réwno-
wazno$¢ wezléw w jezyku ruchéw na diagramach zostata formalnie zapisana
i dowiedziona w 1927 roku przez K.W.F. Reidemeistera (1893-1971), ].W. Ale-
xandera (1888-1971) i jego studenta G.B. Briggsa. W latach 1930. po odkryciu
pierwszego niezmiennika wielomianowego przez Alexandera w 1928 r., teoria
wezlow stata sie galezia topologii.

W 1961 roku W. Haken znalazt algorytm na wykrycie diagramu wezla trywial-
nego, cze$ciowo rozwiazujac jeden z wazniejszych probleméw teorii weztéw.
Przez wiele lat nikt nie podjal sie z sukcesem implementacji tego algorytmu,
udato sie to B.A. Burtonowi, R. Budneyowi oraz W. Petterssonowi w 1999 r.
w komputerowym programie Regina. W 1969 r. J. Conway opublikowal nowa,
szybka metode wyznaczania wielomianu Alexandera. W 1971 r. R. Riley jako
pierwszy rozréznil dwa wezlty: wezet Conwaya i wezet Kinoshita-Terasaka, sa to
wezly o 11 skrzyzowaniach ktére sa swoimi wzajemnymi tzw. ,mutantami" co
powoduje trudnos$¢ w ich rozréznieniu.

Pod koniec lat 1970. W. Thurston wprowadzit, jako znaczacy element, teorie
hiperbolicznych 3-rozmaito$ci do teorii weztéw. Za swoje prace na temat geo-
metrii hiperbolicznych Thurston otrzymal w 1982 medal Fieldsa. Wiosna 1984
r. V. Jones znalazt odpowiednio$¢ pomiedzy warkoczami a studiowanymi przez
niego skoriczenie wymiarowymi algebrami von Neumanna. Odkryt on pierwszy
wielomian od czasu odkrycia wielomianu Alexandera. W maju tegoz roku Jones
(i niezaleznie W.R. Lickorish z K. Millettem w lipcu 1984 r.) pokazali, ze wielo-
mian Jonesa moze by¢ zdefiniowany rekurencyjnie formuta podobna do liniowej
formuly spetnianej przez wielomian Alexandera. Jones otrzymal w 1990 medal
Fieldsa. Wielomian Jonesa okazat sie pomocny do rozstrzygniecia hipotez Taita,
na temat diagraméw weztéw alternujacych, jedna z nich pokazali niezaleznie:
L. Kauffman, K. Murasugi oraz M.B. Thistlethwaite w 1987 r. Druga z nich za$
rozstrzygneli Thistlethwaite oraz W. Menasco w 1991 r.

Niezmiennik zorientowanych splotéw, bedacy wielomianem Laurenta dwdéch
zmiennych, zostat odkryty pare miesiecy po wielomianie Jonesa, w lecie 1984 r.
przez cztery grupy matematykéw w skladzie: R. Lickorish i K. Millet, J. Hosta,
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A. Ocneanu oraz P. Freyd i Y. Yetter, niezaleznie znaleZli go takze jesieniq 1984
J.H Przytycki i P. Traczyk. Uzyskany wielomian jest czasem nazywany HOM-
FLYPT od pierwszych liter nazwiska jego odkrywcéw.

Na poczatku lat 1990. V.A. Vassiliev i M.N. Goussarov odkryli niezmienniki
wezléw tzw. skoriczonego typu, ktére zawieraja w sobie miedzy innymi wielo-
mian Jonesa. W 1993 r. M. Kontsevich skonstruowat pewna catke, otrzymujac
uogolnione niezmienniki Vassilieva z pewna algebraiczna struktura. Kontsevich
w ramach swoich badan opracowal m.in. metody kategoryfikacji algebry, ktére
znajduja zastosowanie w réznych dziedzinach matematyki i fizyki teoretycznej,
otrzymat on w 1998 medal Fieldsa.

W 2000 r. ukazata sie praca M. Khovanova w ktérej zdefiniowal on swoje
homologie Khovanova. Charakterystyka Eulera tych homologii odtwarza wie-
lomian Jonesa. W 2003 roku P. Ozsvath, Z. Szab6 i niezaleznie ]. Rassmusen
zdefiniowali weztowe homologie Floera. Charakterystyka Eulera tych homologii
odtwarza wielomian Alexandera a ponadto wykrywa genus wezlta. (Po wiecej o
historii weztéw i ilustracje odsytamy czytelnika do [69, 129, 130].)

1.2 Zastosowania w naukach poza-matematycznych

1.2.1 W biologii i chemii

Biochemicy odkryli zawezZlanie w czasteczce DNA (EH.C Crick, J.D. Watson)
i w biatkach. Odcinek DNA jest skomplikowanym wezlem molekularnym, no-
we niezmienniki wielomianowe weztéw pozwolily na nowa metode rozréznia-
nia tych splatanych struktur, ktére moga by¢ wykrywane przy uzyciu elektro-
forezy zelowej albo mikroskopu elektronowego. W biatkach natomiast, giow-
ne taficuchy biatkowe tworza wezty. Odkrycie bialek posiadajacych taki wezet
budzi pytania o zwijanie takich bialek i funkcje wezla. Zrozumienie roli we-
ztéw w procesach prowadzonych przez biatka moze mie¢ szczegélne znaczenie
przy zwalczaniu choréb, w ktérych kluczowa role odgrywaja agregaty biatko-
we. (Po wiecej zastosowan teorii weztéw w tej dziedzinie odsytamy czytelnika
do [37, 39, 41, 42, 43, 121, 161].)

1.2.2 W fizyce

Wezly, suply i warkocze ktére rozwazaja matematycy w zasadzie mozna trak-
towac tak, jakby byly wykonane w sposéb fizyczny (z elastycznego materiatu).
Nie r6znia sie w tym aspekcie od tych, ktére spotykamy w zyciu codziennym (na
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zwyklym sznurku). Uzycie ich w fizyce siega ponadto glebiej. W 1987 r. L. Kauf-
fman znalazl interpretacje statystyczno-mechaniczna dla wielomianu V. Jonesa.
Powiazanie pomiedzy weztami a mechanika kwantowa obejmuje tak zwane po-
la cechowania. Ponadto teoria weztéw jest dzialem, ktéry okazuje sie by¢ blisko
zwiazany z kwantowa teoria pola, czyli teoria fizyczna, ktérej zasadniczym ce-
lem jest opis fundamentalnych sktadnikéw naszego Wszechswiata. Powiazania
wezlow z fizyka kwantowa dokonat E. Witten, jeden z najwybitniejszych wspot-
czesnych fizykéw teoretykéw, ktory otrzymat medal Fieldsa w 1990 1. (Po wiecej
zastosowan w tej dziedzinie odsylamy czytelnika do [13, 99, 127].)

1.2.3 W innych dziedzinach

Teoria warkoczy znajduje zastosowanie miedzy innymi w kryptografii [48]
oraz do konstrukgji algorytmoéw kryptograficznych odpornych na ataki.

1.3 Tablicowanie

W przypadku klasycznym, tabulacja weztéw i splotéw prowadzona jest pod
wzgledem niezmiennika, jakim jest liczba skrzyzowaniowa, czyli minimalna
liczba przecie¢ w diagramie. W tym rozdziale mamy zawsze na mysli niezo-
rientowane diagramy minimalne wezléw i splotéw pierwszych (tzn. nierozkila-
dalnych wzgledem sumy spdjnej) z doktadnoscia do odbicia lustrzanego.

P.G. Tait zaczat tablicowanie weziéw w 1867 roku w celu ich klasyfikacji, do
roku 1877 stablicowal wszystkie wezly do liczby skrzyzowaniowej réwnej 7 bez
uzywania niezmiennikéw a w roku 1885 opublikowal tablice weziéw z diagra-
mami do liczby skrzyzowaniowej réwnej 10. Niezaleznie od niego a pdZniej
facznie z nim miala miejsce wspétpraca pomiedzy wielebnym T.P. Kirkmanem
(1806-1895) i C.N. Little (1858-1923), efektem ktorej byta lista wszystkich pierw-
szych i alternujacych (naprzemiennych) weztéw do wartosci 11 liczby skrzyzo-
waniowej (zajeto im to okres okoto 25 lat).

Profesor Little wyprodukowal w 1899 roku katalog skladajacy sie z 43 nieal-
ternujacych wezléw z wartoscia 10 liczby skrzyzowaniowej. Dopiero od 1974 r.
dzieki obserwacji nowojorskiego prawnika K. Perko wiemy, ze lista ta zawiera je-
den duplikat (widoczny na Rysunku 1.1 zob. [68]). Wszystkie wezly do wartosci
11 liczby skrzyzowaniowej zostaly wyznaczone przez J.H. Conwaya przed 1969
r., weczedniej czeSciowe wyniki otrzymata w pracy doktorskiej M.G. Haseman
z roku 1917. Wezly do liczby skrzyzowaniowej réwnej 13 zostaly wyznaczone
przez C.H. Dowkera i M.B. Thistlethwaite’a w 1983 r.
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Rysunek 1.1: Para diagraméw Perko. [68]

Conway znalazt jeden duplikat oraz 11 pominie¢ w tablicach Little’a, ale sam
popelnil cztery pominiecia. Przeoczyt miedzy innymi stynny duplikat w nie-
alternujacej tablicy Little’a, pare Perko. Pominiecia w tablicy Conwaya znalazt
Caudron w 1978 r. publikujac pierwsza poprawna liste wezléw pierwszych do
liczby skrzyzowaniowej réwnej 11.

J. Hoste razem z grupa studentéw (przy uzyciu superkomputera Cray) znalez-
li alternujace wezly do wartosci 14 liczby skrzyzowaniowej, jednoczes$nie spraw-
dzajac poprawnos$¢ istniejacych tabel Thistlethwaite’a. Hoste i H. Doll stabli-
cowali zorientowane sploty do liczby skrzyzowaniowej réwnej 10, natomiast
C. Cerf w 1998 r. zidentyfikowat wszystkie zorientowane alternujace sploty do
wartosci 10 liczby skrzyzowaniowej. Okoto roku 1998 Hoste z J. Weeksem (oraz
niezaleznie Thistlethwaite) znaleZli wezly pierwsze do wartosci 16 liczby skrzy-
ZOwWaniowej.

W roku 2003 S. Rankin, O. Flint oraz J. Schermann stablicowali wszystkie we-
zly alternujace do wartosci 23 liczby skrzyzowaniowej. B.A. Burton stablicowat
wszystkie wezly do liczby skrzyzowaniowej 19 w roku 2020. (Po wiecej o historii
tablicowania weztéw odsylamy czytelnika do [63, 64, 65].)



n | wezly alternujace wezly niealternujace sploty alternujace sploty niealternujace
2 0 0 1 0
3 1 0 0 0
4 1 0 1 0
5 2 0 1 0
6 3 0 5 1
7 7 0 7 2
8 18 3 21 8
9 41 8 55 28

10 123 42 174 113

11 367 185 548 459

12 1.288 888 2.020 2.256

13 4.878 5.110 7.539 11.344

14 19.536 27.436 31.811 64.180

15 85.263 168.030 137.332

16 379.799 1.008.906 637.176

17 1.769.979 6.283.414 3.029.541

18 8.400.285 39.866.181 14.901.494

19 40.619.385 253.511.073 74.786.430

20 199.631.939 381.439.722

21 990.623.857 1.973.169.539

22 4.976.016.485 10.307.310.665

23 25.182.878.921 54.361.609.151

Tabela 1.1: Liczebno$¢ weztéw i splotéw (z co najmniej dwoma ogni-
wami) pierwszych, z podzialem na alternujace i niealternujace.
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Rysunek 1.2: Tablica weztéw i splotéw pierwszych z niska liczba

skrzyzowaniowa (ze strony Knotplot R. Schareina).



Rozdzial 2
Wezly wielokatne

Weztem wielokqtnym nazywamy sume skoniczonej liczby prostych odcinkéw w
R3 (lub $® = R3 U ), takiej ze nie ma brzegu oraz kazdy punkt brzegowy
odcinka faczy dokfadnie jeden inny punkt brzegowy. Splotem wielokgtnym za$
nazywamy skoriczona rozlaczna sume weziéw wielokatnych. Splot wielokatny
moze mie¢ jedna skladowa.

Przyklady wezltéw wielokatnych pokazane sa na Rysunku 2.1.

ZA

A,

o\

Rysunek 2.1: Wezly wielokatne. [35, 68]

Dwa sploty wielokatne sa delta réwnowazne jesli istnieje skoriczony ciag defor-
magji typu A pomiedzy tymi splotami wielokatnymi, gdzie A oznacza zamiane
jednej krawedzi (odcinka) na dwie potaczone krawedzie w R® jak pokazano na
Rysunku 2.2 lub ruchu odwrotnego takiego, ze nie ma zadnego wierzchotka lub
krawedzi w tréjkacie odpowiadajacym A. Ruch delta na splocie wielokatnym K
moze by¢ réwniez zapisany bardziej SciSle jako zastapienie K przez

(K\(KNA))U @A\ (KN A)).

Rzutowanie 7t : R3 — R? wielokatnego splotu jest rzutowaniem regularnym jesli
kazdy punkt z 71(L) pochodzi z co najwyzej dwdch punktéw z L, jest jedynie

16
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Rysunek 2.2: Lokalna deformacja w przestrzeni tréjwymiarowej na-
zywana A-ruchem. [68]

skoficzenie wiele punktéw podwdjnych, oraz zaden punkt podwdjny nie jest
obrazem wierzchotka z L.

Twierdzenie 2.1 ([36]). Kazdy wielokgtny splot jest delta réwnowazny, poprzez nie-
wielki obrét w R3 do splotu wielokqtnego z rzutowaniem regularnym.

Konwencja 2.2 (cyt. [70]). Prostokqtny uktad Kartezjariski OXY Z jest tak dobrany, ze
wszystkie sploty lezq po tej samej (dodatniej) stronie ptaszczyzny rzutowania, ktdrq jest
z=0.

Diagramem splotu nazywamy obraz rzutowania regularnego tego splotu z za-
znaczeniem informacji w otoczeniu kazdego punktu podwdjnego, ktéry odcinek
lezat wyzej (tzn. mial wieksza wspo6trzedna z). Informacje te zwykle oznacza sie
poprzez usuniecie niewielkiego fragmentu z dolnego odcinka. Punkt podwoéjny
(wraz z jego niewielkim planarnym otoczeniem) z taka informacja nazywamy
skrzyzZowaniem.

o4 LD

Rysunek 2.3: Diagramy réwnowaznych splotéw wielokatnych. [83]

Informacja na skrzyzowaniach pozwala nam z dowolnego diagramu odtwo-
rzy¢ jak lezal splot w przestrzeni przed dokonaniem rzutowania. Przykiad
dwoch diagraméw réwnowaznych splotéw wielokatnych pokazane sa na Ry-
sunku 2.3.
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Konwencja 2.3 (cyt. [70]). Jesli fragment diagramu jest pokazany na plaskim rysun-
ku, domysinie pozostata czes¢ diagramu jest zaktadana i nie podlega ona zmianie jesli
wykonujemy zmiany na tym pokazanym fragmencie diagramu.

L} ' 4
TGP S e
. ~ |
Rysunek 2.4: Relacje planarnej izotopii. [70]

Dwa wielokatne sploty sa powiazane planarng izotopiq jesli sa powiazane skon-
czona liczba ruch6éw na Rysunku 2.4, gdzie katy pomiedzy odcinkami i dtugosci
odcinkéw moga sie zmieniac.

Twierdzenie 2.4 ([9, 134]). Dwa diagramy reprezentujq ten sam wielokgtny splot (z
doktadnoscig do delta réwnowaznosci) wtedy i tylko wtedy, gdy mozna z jednego do
drugiego przejs¢ ciggiem wielokatnych ruchéw Reidemeistera typu RI, RII oraz
RIII (pokazanych na Rysunku 2.5) oraz planarng izotopiq.

HK ﬂ,l\ \/HZ\/

>
r Y N

Rysunek 2.5: Wielokatne ruchy Reidemeistera. [70]

Dowéd tego twierdzenia mozna znalezé réwniez w podrecznikach, jak na
przykiad [70, 83, 121].

Splotowi mozemy nadaé orientacje poprzez wyboér kierunku poruszania sie,
gdy wedrujemy dookota kazdego jego ogniwa. Dany splot o ¢ ogniwach mo-
ze by¢ zatem zorientowany na 2° sposobéw. Zakladamy ponadto, ze diagram
danego splotu jest zorientowany zgodnie z jego orientacja.

Prowadzac podobne rozumowanie co w dowodzie Twierdzenia 2.4 lecz ze
zorientowanymi wielokqtnymi ruchami Reidemeistera, tzn. ruchami ze wszystkimi
mozliwymi kombinacjami orientacji fukéw uzytych w ruchach RI, RII oraz
RIII, mozemy wyprowadzi¢ co nastepuje.

Whniosek 2.5. Dwa zorientowane diagramy reprezentujq delta réwnowazne wielokgtne
zorientowane sploty, wtedy i tylko wtedy, gdy mozna z jednego diagramu do drugiego
przejsé ciggiem zorientowanych wielokqtnych ruchéw Reidemeistera.



Rozdzial 3
Wezly i sploty w r6znych wymiarach

Rozmaitosci to geometryczne obiekty ktére w matym otoczeniu kazdego swo-
jego punktu wygladaja jak przestrzen Euklidesowa ustalonego wymiaru. Roz-
maito$¢ spéjna wymiaru 1 nazywamy krzywa, kazda zwarta krzywa, tzn. okrag
S!, zanurza sie jednoznacznie w IR? oraz w R*. Z drugiej za$ strony zanurzefi w
torus T2 = S! x S! jest nieskoriczenie wiele nieréwnowaznych.

Rozmaito$¢ wymiaru 2 nazywamy powierzchnia, kazda powierzchnia zanu-
rza sie w IR?, jedli jest spojna to zanurza sie jednoznacznie w IR°. Homeomorfizm
dwoch rozmaitoéci to przeksztalcenie, ktére przeksztalca jedna z nich w druga,
nic przy tym nie sklejajac i nie rozrywajac.

Myslac o jak najlepszym matematycznym opisie zjawiska, polegajacego na fi-
zycznym ruchu zanurzonych elastycznych obiektéw w zadanej przestrzeni, roz-
wazmy nastepujace pojecie.

Niech Xy oraz X; beda podprzestrzeniami przestrzeni topologicznej Y. Mowi-
my, ze Xy jest izotopijna z X; jesli istnieje zbiér X oraz ciagta funkcja F : X x I —
Y nazywana izotopiq taka, ze dla kazdego t € I funkcja Fi(x) := F(x,t) jest
zanurzeniem X w Y oraz Fy(X) = Xoi F1(X) = X3.

Definicja ta okazuje sie jednak dla nas tu zbyt ogélna, powodujac np. mozli-
wos¢ deformacji czesci zaweZlenia z petelka do punktu, co da nam sprzeczna
z intuicja, mozliwo$¢ rozplatania dowolnego wezta 5! — R3 (zobacz Rysunek
3.1). Zawezmy zatem powyzsze pojecie, uwzgledniajac réwniez wlasciwa trans-
formacje otoczenia poruszanego obiektu.

Niech Xy oraz X; beda podprzestrzeniami przestrzeni topologicznej Y. Mo-
wimy, ze X jest ambientalnie izotopijna z X; jedli istnieje ciagla funkcja H :
Y x I — Y nazywana ambientalng izotopiq taka, ze dla kazdego t € I funkcja
H:(y) := H(y,t) jest homeomorfizmem Y na Y oraz Hy = idy i H1(Xp) = X;.

19
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Rysunek 3.1: Izotopia rozwiazujaca supetek. [35]

Twierdzenie 3.1 (Brown, Zeeman 1960). W przypadkachn —m = 1orazn —m > 3
zanurzenia sfery S™ w sfere S" sq jednoznaczne z topologicznego punktu widzenia.

Wezlem nazywamy kowymiaru dwa zanurzenie zamknietej rozmaitosci, zwy-
kle rozumie sie przez to zanurzenie sfery w sfere (lub réwnowaznie, w prze-
strzeri Euklidesowa tego samego wymiaru). Przez réwnowazno$¢ dwoéch we-
ztow (lub) splotéw bedziemy rozumie¢ istnienie pomiedzy nimi wspomnianej
ambientalnej izotopii (zakladajac, ze sa podprzestrzeniami tej samej ambiental-
nej przestrzeni), ktéra to jest relacja rownowaznosci, oznaczana czasami symbo-
lem =.

Twierdzenie 3.2 (cyt. [36]). Kazdy autohomeomorfizm R" rozszerza si¢ jednoznacznie
do autohomeomorfizmu S" = R" U {oco}. Kazda izotopia przestrzeni R" rozszerza sie
jednoznacznie do izotopii przestrzeni S".

Jesli przestrzeri ambientalna to IR?, wtedy méwimy o przestrzennej izotopii. Jesli
przestrzenn ambientalna to R?, wtedy moéwimy o planarnej izotopii lub o ruchu
Q). Jesli przestrzeri ambientalna to 2, wtedy méwimy o sferycznej izotopii lub
réwniez o ruchu (g (lub o ruchu Qe gdy przechodzimy przez punkt co nie
zawartym w planarnym przedstawieniu).

3.1 Rozmaitosci w kategorii TOP, PL oraz DIFF

Mamy trzy rodzaje rozmaitosci (i przeksztalceri pomiedzy nimi): topologiczne
(ozn. TOP, najogélniejsze), kawatkami liniowe (ozn. PL, inaczej: swojskie, wielo-
Scienne lub kombinatoryczne) oraz gladkie (ozn. DIFF inaczej: nieskoniczenie
rézniczkowalne). W wymiarach 0,1,2,3 réznica nie jest zbyt istotna. Wiecej o



21

kategorii PL czytelnik znajdzie w ksiazce [137], o kategorii DIFF w ksiazce [59],
natomiast o kategorii TOP wiecej mozna przeczyta¢ w ksiazce [38].

Uwaga 1. W dalszych czesciach tego opracowania, bedziemy uzywaé terminu
klasyczny, myslac o wspomnianej w tym podrozdziale teorii zanurzeni okregéw
S'U...US! < R3 z doktadnoscia do ambientalnej izotopii w IR3.

Twierdzenie 3.3 ([21]). Niech L oraz L' bedq klasycznymi wielokginymi splotami.
Wowczas nastepujgce zdania sq réwnowazne:

(i) L oraz L' sq delta réwnowazne,

(ii) L oraz L' sq ambientalnie izotopijne,

(iii) istnieje zachowujqcy orientacje PL homeomorfizm h : R® — R3 taki, ze h(L) = L.

Twierdzenie 3.4 ([36]). Klasyczne sploty wielokqtne sq ambientalnie izotopijne gtadkim
splotom. Dwa sploty wielokqtne w R3 sq réwnowazne, wtedy i tylko wtedy, gdy sq
réwnowazne w S°.

Odtad domyslnie bedziemy sie po-
ruszaé w kategorii gtadkiej, tzn. wszyst-

kie rozmaitosci i przeksztalcenia beda
O gladkie (tzn. klasy C*). Przyktad we-
\ zla gladkiego jest pokazany na Rysun-
,\/\ ku 3.2.

§ Ponadto dla R* (4-wymiarowej
Q/ przestrzeni Euklidesowej) oraz S* (4-
wymiarowej sfery jednostkowej) wy-

Rysunek 3.2: Wielokatny i gtadki wezet. bieramy standardowa (nieegzotyczna)
[35] strukture gtadka.

Bedziemy zaklada¢ gladkos$¢ zanu-

rzen gtéwnie w celu pominiecia tzw.

dzikich przypadkéw (ktére nie odpowiadaja intuicji fizycznych weztéw). Przy-
ktad wezta dzikiego (wprowadzonego przez R.H. Foxa) jest pokazany na Ry-
sunku 3.3, gdzie mamy nieskoniczenie wiele malejacych fragmentéw diagramu
zbiegajacych do punktu na po lewej stronie. Wiecej o dzikich weztach znajdzie

czytelnik w [139].
Twierdzenie o gladkim rozszerze- 7%
niu izotopii daje nam réwnowaznos¢, rf‘/'\{/\ / /
. om rownowaznosé, o A
pomiedzy gladka izotopia a izotopia \/

ambientalna (cyt. [136]). Stad mozemy
uzywac gladkiej izotopii w przeksztal-
ceniach zanurzen, pamietajac ze kryje

sie za tym jednoczesnie odpowiednia Rysunek 3.3: Przyktad dziko potozone-
izotopia ambientalna. go wezla. [21]




Rozdzial 4
Diagramy, cienie i ruchy

W tej czesci ksiazki zajmujemy sie weztami i splotami klasycznymi, w celu
zwiezlosci zapisu bedziemy o nich méwi¢ po prostu wezly i sploty. Przypomnij-
my zatem, ze wezlem nazywamy obraz zanurzenia homeomorficznego okregu
S! — RR3. Splotem o n sktadowych (zwanych niekiedy jego ogniwami) nazywamy
za$ obraz zanurzenia sumy roztacznej n okregéw S'U...IS! < R3. Splot o

n
jednym ogniwie jest wowczas réwniez weztem.

Czasami, dla wygody, lepiej jest uzy¢ innej tréjwymiarowej przestrzeni, tzw.
3-sfery: 8 = {x = (x1,...,%1) € R*: ||x]|? = 22 + - -- + 23 = 1}, 3-sfere moz-
na uzyskaé jako jednopunktowe uzwarcenie przestrzeri R3. Mozna to zobaczy¢
na przykladzie rzutu stereograficznego projekcji w analogicznym przypadku S%:
Poprzez te mape, usuwajac jeden punkt {co} ze sfery, mozemy uzyskac¢ home-
omorfizm od 5%\ {0} do R?, odwzorowujac Oznacza, ze praktycznie wiekszo$¢
dyskusji, ktére mozemy prowadzi¢ na temat wezléw w S, mozna przeprowa-
dzi¢ w R®, poniewaz mozemy po prostu przesunaé kazdy wezet lub splot, aby
unikna¢ punktu oo, jesli to konieczne. Ogélne wiasciwosci topologiczne krzy-
wych beda takie same, poniewaz uzwarcenie implikuje, w szczegdlnosci, ze za-
réwno S, jak i R® maja trywialna grupe podstawowa, poniewaz kazda petla w
S3 jest homotopijna do tej, ktéra nie zawiera jednego punktu w S3. Przyktadem
kiedy uzycie S® jest wygodniejsze, jest sytuacja definiowania takiego niezmienni-
ka, ktérego obliczenie wymaga aby przestrzen bedaca dopetnieniem wezla byla
zwarta.

Méwimy, Ze rzutowanie prostopadte 7 : R® O L — IR? wezta lub splotu L jest
reqularne, jesli spelnione sa warunki:

(1) jest tylko skoriczona liczba punktéw wielokrotnych, tzn. |{p € (L)
ImY(p)NL| > 1}| < +oo oraz punkty te sa jedynie podwdjne tzn. dla
kazdego p € m(L) mamy |t~ 1(p) NL| <2,

22
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(2) obraz splotu w otoczeniu punktu wielokrotnego przecina sie¢ w nim po-
przecznie (tzn. transwersalnie).

Zbiér rzutéw regularnych danego splotu jest otwarty i gesty w zbiorze wszyst-
kich rzutéw. Dla danego splotu istnieje réwnowazny splot dowolnie blisko dla
ktérego rzutowanie jest regularne. Odtad domyslnie zakladamy regularnos¢ te-
go typu rzutowania.

Diagramem wezla lub splotu L nazywamy jego obraz przy rzutowaniu, czyli
n(L) z dodatkowa informacja o samoprzecieciu, oznaczana za pomoca usunie-
cia niewielkiego otoczenia skrzyzowania, z dolnego (wzgledem kierunku rzu-
towania) tuku (przyklad dwoéch diagraméw tego samego wezla podany jest na
Rysunku 1.1, przykltad rzutowania regularnego i utworzonego z niego diagramu
podany jest na Rysunku 4.1.

&7

L)

Rysunek 4.1: Rzutowanie regularne oraz diagram. [91]

Nieformalnie. Dwa sploty sa réwnowazne jesli maja te sama liczbe ogniw
oraz moga zosta¢ fizycznie przeksztalcone jeden w drugi w przestrzeni (po-
przez obroét, zgniatanie, skrecanie, rozciaganie, itp.), bez rozcinania ani sklejania
oddzielonych fragmentéw. Mozemy sobie wyobraza¢, ze te sploty sa wykonane
z wysoce elastycznych strun ktérych rozmiary mozemy skalowac¢ do woli.

Formalnie. Przypomnijmy, ze pracujemy domyslnie w kategorii gtadkiej, za-
tem (formutujac definicje w tej kategorii) dwa sploty L; oraz L, sa réwnowazne
jesli spetniaja jedna z ponizszych trzech réwnowaznych definicj:
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(1) sa ambientalnie izotopijne, czyli istnieje homotopia F; : $> — S taka, Ze
kazdy F; jest dyfeomorfizmem (t € [0,1]), Fy jest przeksztalceniem tozsa-
mosSciowym oraz F; przeksztatca L na Ly,

(2) istnieje zachowujacy orientacje dyfeomorfizm F : §*> — S przeksztatcajacy
Ll na Lz ’

(3) ich diagramy sa powiazane skoficzona sekwencja ruchéw Reidemeistera, po-
kazanych na Rysunku 4.2 oraz planarna izotopia diagramu.

\ \ S v
a0 | e 221 ( /\ = X
[© <

N @/

Rysunek 4.2: Zorientowane gtadkie ruchy Reidemeistera. [126]

W przypadku gdy zajmujemy sie niezorientowanymi splotami, powyzej
wspomniany zestaw ruchéw (lecz bez strzalek na rysunku) jest réwniez wy-
starczajacy. Nie jest znany algorytm podajacy kolejnos¢ i miejsce wykonywania
ruchéw Reidemeistera, tak aby przejs¢ z danego diagramu wezta do innego da-
nego diagramu tego wezla.

B. Trace [157] zauwazyl, ze dwa diagramy jednego wezla sa zwiazane tylko II
i IIl ruchem (ale nie I) wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam spin oraz indeks
punktu wzgledem krzywej. Z prac O. Oestlunda [125] oraz T. Hagge’'go [54]
wynika, ze dla kazdego wezla istnieje para diagramoéw, takich, ze aby przejéc
pomiedzy mini trzeba wykorzysta¢ wszystkie trzy typy ruchéw. A. Coward [33]
udowodnit, ze nawet jesli wszystkie trzy ruchy sa potrzebne, mozna je wykony-
waé w specjalnej kolejnosci: najpierw tylko I ruchy zwiekszajace liczbe skrzyzo-
wan, potem tylko II ruchy zwiekszajace liczbe skrzyzowan, nastepnie tylko III
ruchy i na koricu ponownie II ruchy ale te zmniejszajace liczbe skrzyzowar. M.
Lackenby w [109] dowodzi, ze kazdy diagram wezla trywialnego z ¢ skrzyzo-
waniami moze by¢ rozplatany do trywialnego diagramu z uzyciem co najwyzej
(236¢)!! ruchéw Reidemeistera.

Konwencja 4.1. Czasami, w réznych opracowaniach i kontekstach, pod pojeciem wezta
(lub splotu) L rozumie si¢ catq klase [L] weztéw (lub splotéw) réwnowaznych z L a
nie konkretng jego geometryczng realizacje. Przewaznie ta konwencja nie prowadzi do
nieporozumien.
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Wezet (odp. splot) nazywamy weztem trywialnym (odp. splotem trywialnym) jesli
posiada diagram bez skrzyzowan. O weZle trywialnym méwi sie czasem niewe-
zet.

Twierdzenie 4.2 (cyt. [91]). Dla dowolnego splotu L nastepujgce zdania sq réwnowaz-
ne:

(i) L jest trywialnym splotem,

(ii) L jest brzegiem pewnych parami roztgcznych dyskéw zanurzonych w R?,

(iii) istnieje ambientalna izotopia w R> przeprowadzajgca L w splot lezgcy w plaszczyz-
nie w R>.

Stwierdzenie 4.3 (cyt. [70]). W kazdym diagramie splotu da si¢ zamieni¢ informacje o
skrzyzowaniach (na przeciwng) tak, aby byt to diagram splotu trywialnego.

Podstawowa operacja taczenia dwoch weztéw jest suma (spdjna), ktéra ozna-
czamy jako Kj#K; i definiujemy nastepujaco. Wybierz lokalnie ptaskie przedzia-
ty na obu weztach. Wytnijmy te przedziaty. Potaczmy konce (w przypadku ka-
tegorii gladkiej, splaszczajac je w razie potrzeby) z brzegiem prostokatnej taSmy.
Tasma musi przecinac separujaca sfere 52 w pojedynczym przedziale (wymaga-
nie to ma zapobiec splataniu lub zaplataniu samej tasmy), jak na Rysunku 4.3.
Gdy wezly sa zorientowane to wymagamy dodatkowo aby Iaczenie przedziatéw
odbywatlo sie z sposéb zgodny z orientacja.

Podobnie mozemy, w sposéb naturalny, zdefiniowaé sume spdéjng diagramow.

® o 0D

Rysunek 4.3: Suma spdjna dwéch weziéw. [83]

Suma spdjna zorientowanych weztéw jest dobrze okreslonym dziataniem, na-
tomiast suma spdjna nie jest dobrze okre$lona dla niezorientowanych weztéw
(potaczenie na dwa rézne sposoby moze powodowaé nierdwnowazne wezly)
oraz splotéw z co najmniej dwoma ogniwami, gdyz nie istnieje kanoniczny wy-
bor, ktére ogniwa wybra¢ do sumowania. Suma spdjna jest dziataniem facznym
oraz przemiennym. Wezel trywialny stanowi jej element neutralny.

Twierdzenie 4.4 (B. Mazur [112]). Jesli Ky jest nietrywialnym weztem to réwniez
nietrywialnym weztem jest Ky#Kj dla kazdego wezta Kj.

Wezet K nazywamy pierwszym jesli jest nietrywialny oraz jesli kazde przed-
stawienie K = Kj#K, implikuje, ze K; lub K; jest wezlem trywialnym. Wezet
nietrywialny ktory nie jest pierwszy nazywamy ztozonym.
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Twierdzenie 4.5 (Schubert 1947). Kazdy wezet ma jednoznaczny (z doktadnoscig do
porzadku sktadnikéw) rozktad na czynniki pierwsze.

Podobnie mozemy, w sposéb naturalny, zdefiniowaé diagram/cien pierwszy oraz
diagram/cieri ztoZony.

Jezeli splot L mozna zanurzy¢ w przestrzeni R? tak, ze niektére jego ogniwa
beda leze¢ po jednej stronie pewnej rozlacznej ze splotem plaszczyzny, zas po-
zostale po drugiej stronie, to powiemy,ze splot L jest rozszczepialny. Gdy splot
nie jest rozszczepialny to méwimy, ze jest nierozszczepialny.

Podobnie mozemy, w spos6b naturalny, zdefiniowa¢ diagram rozszczepialny
oraz diagram nierozszczepialny.

4.0.1 Trudne sploty trywialne

Trudne wezty i sploty trywialne to diagramy trywialnych weztéw i splotéw, ktére
trzeba bardziej skomplikowaé, zanim bedzie mozna je uprosci¢ do diagramu
bez skrzyzowan, tzn. trzeba uzy¢ ruchu Reidemeistera I lub II zwiekszajacego
liczbe skrzyzowan, lub ruchu III. W klasycznej teorii weztéw maja one dos¢
dtuga historie, siegajaca przykladu Goeritza (z 11 skrzyzowaniami). Ostatnie
badania trudnych wezléw sa zwiazane z badaniem rekombinacji DNA (patrz
np. [97], [98]), sa tez przedmiotem testowania ostro$ci nowych gérnych granic
liczby ruchéw Reidemeistera potrzebne do rozwiazania wezta (patrz np. [100]).

h8 h12

Rysunek 4.4: Minimalny trudny diagram pierwszy splotu trywialne-
go o dwoch i o trzech skladowych.

Autor rozszerza tabele minimalnych trudnych pierwszych klasycznych we-
ztéw i splotéw wspomnianych powyzej i generuje wszystkie trudne pierwsze
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klasyczne wezly i sploty do 12 skrzyzowar.

Twierdzenie 4.6 (J. [74]). Z dokiadnoscig do odbicia lustrzanego, jedyny minimalny
trudny diagram pierwszy splotu trywialnego o dwdch sktadowych jest to h8, oraz jedyny
minimalny trudny diagram pierwszy splotu trywialnego o trzech sktadowych jest to h12
pokazane sq one na Rysunku 4.4. Jedyne minimalne trudne diagramy pierwsze wezta
trywialnego sq to h9a, . .., h9d pokazane na Rysunku 4.5.

ow

h9a hob

q
D

Rysunek 4.5: Minimalne trudne diagramy pierwsze wezla trywialne-

go.

hod
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4.1 Metody kodowania

Notacja Alexandera-Briggsa

Najbardziej tradycyjny, wprowadzony w 1927 roku spos6b opisu weztéw do
9 skrzyzowan. Wezly kodowane sa przez indeks skrzyzowaniowy z dolnym in-
deksem informujacym o miejscu w tablicy weziéw. Porzadek jest umowny i nie
ma zadnego glebszego znaczenia, jego wybor nalezy do osoby, ktéra jako pierw-
sza znajdzie wszystkie wezly o danej liczbie skrzyzowan. Jedyna regularnoscia
jest to, ze wezel skrecony wystepuje zawsze po wezle torusowym.

Rolfsen w 1976 stworzyt z kilkoma btedami tablice diagraméw pierwszych
wezléw do 10 skrzyzowan. Para Perko 10141, 1016, przedstawia ten sam wezet,
za$ gorne skrzyzowanie w 10144 powinno by¢ zmienione. Ostatnie cztery wezly
dostaly nowe numery, by unikna¢ duplikatu. Kolejna usterka tablicy jest to, ze
notacja Conwaya oraz wielomian Alexandera dla weztéw 10g3 oraz 10gs sa za-
mienione miejscami. Stoimenow, nowe wydanie ksiazki Rolfsena, atlas weztéw
Bar-Natana oraz tablica niezmiennikéw wezlowych Livingstona naprawiaja to
przez wymiane podpiséw. Podrecznik Kawauchiego wymienia diagramy.

Dla splotéw jest podobnie, maja jedynie w tej notacji dodatkowy gérny indeks,
ktéry wskazuje na to z ilu skladowych (ogniw) powstat splot.

Dla weztéw i splotéw ktore nie maja diagraméw o mniej niz 11 skrzyzowa-
niach stosuje si¢ nieco inny zapis informujac jednoczesnie czy jest to wezet (lub
splot) alternujacy czy niealternujacy. W pakietach i bazach komputerowych sto-
suje sie zapis splotu jako np. L14n63195, orz gdy mamy na mysli konkretne
orientacje jego ogniw dodaje sie na konicu zapisu kodujac je jako 0 lub 1 kazda.

Nazwy zwyczajowe

Niektore wezly czy sploty maja swoja ogdlnie znana nazwe zwyczajowa sa to
miedzy innymi: wezet trywialny 04, splot trywialny o n-ogniwach T, tréjlistnik
31, 6semka/wezel Listinga 4;, pieciolistnik 5;, wezet dokerski 6,, wezet Conwaya
11134, wezet Kinoshita-Terasaki 11142, suma spdjna takich samych tréjlistnikow
to inaczej wezet babski, suma spdjna lustrzanych tréjlistnikéw to wezel plaski
lub wezet kwadratowy, splot Hopfa 22, piecze¢ Solomona 42, splot Whiteheada
52, gwiazda Dawida 67, pierscienie Boromeuszy 63.
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Notacja Dowkera-Thistlethwaite’a

W 1983 roku, Dowker i Thistlethwaite zmodyfikowali notacje Taita w celu
uzywania kodéw weztéw przy pomocy komputera. Tak otrzymane DT kody
byly pdzniej rozszerzone na sploty przez Dolla i Hostego.

Konstrukcja DT kodu jest nastepujaca, najpierw nalezy ustali¢ diagram wezla,
dowolny punkt poczatkowy oraz kierunek i zacza¢ przemierza¢ wezet od punk-
tu poczatkowego. Za kazdym razem, kiedy mijamy skrzyzowanie, przypisujemy
mu kolejna liczbe naturalna, zaczynajac od 1. Jezeli znajdujemy sie nad skrzyzo-
waniem, parzyste etykiety zapisujemy z przeciwnym znakiem. Po zakoniczeniu
podrézy kazde skrzyzowanie bedzie miato dwie etykiety: jedna parzysta i dru-
ga nieparzysta. Ciag parzystych liczb wystepujacych na diagramie kolejno przy
1,3,... nazywamy kodem Dowkera-Thistlethwaite’a (inaczej: DT kodem). Przy-
ktad pokazany jest na Rysunku 4.6.

Opisany powyzej kod nie jest ideal-
ny, poniewaz odtworzony z niego we-
zel moze by¢ lustrzanym odbiciem wyj-

1
Sciowego. Ogolniej, odbicie dowolnego 7\ -6
sktadnika sumy spéjnej nie zmienia ko- N5
du catego wezta. Zauwazmy ponadto,
ze kod z samymi dodatnimi lub samy- o4
3

mi ujemnymi etykietami oznacza dia-
gram alternujacy. 10

Uwaga 2. Zaczynajac od zredukowane- Rysunek 4.6: Diagram z DT kodem:
go diagramu o n skrzyzowaniach nie (108 -2 4). [83]

mozna doprowadzi¢ do sytuacji, gdzie

do pewnego skrzyzowania przypisane

sa dwie kolejne liczby catkowite. Dzieki

temu problem mozna przettumaczy¢ na jezyk teorii graféw. Rozpatrzmy graf G,
ktérego wierzchotkami sa liczby 1,2, ..., 2n. Polaczmy niesasiadujace modulo 2n
wierzchotki o r6znej parzystosci krawedziami. Graf ten powstaje przez usunie-
cie cyklu Hamiltona (faczacego kolejne liczby) z pelnego grafu dwudzielnego.
Zbiér par etykiet przy skrzyzowaniach wezla to skojarzenie doskonate w grafie
G.

Dla splotéw wybieramy dla kazdej sktadowej punkty poczatkowe, oraz prze-
mierzamy je w kolejnosci od najmniejszej liczby sktadowych. Dalej postepujemy
z kazda sktadowa jak przy wezle. Dodatkowo w wynikowym DT kodzie oddzie-
lamy kreska pionowa do oddzielenia etykiet dla ktérych nieparzyste etykiety
odpowiadaja tej samej sktadowe;.
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Notacja Gaussa

Gauss wprowadzil nastepujaca notacje dla weziéw. Wybierzmy punkt na dia-
gramie, ktéry nie jest skrzyzowaniem i przemierzajmy go zgodnie z orienta-
cja. Gdy mijamy nowe skrzyzowania, przypisujemy im kolejne liczby 1,2,...,
za$ dla starych skrzyzowan przepisujemy numer. Jezeli mijamy skrzyzowanie
dotem kodujemy je liczba z minusem. W ogélnym przypadku nie mozna od-
tworzy¢ wezla z jego kodu, ale mozna delikatnie zmieni¢ notacje, by bylo to
mozliwe. Kiedy mijamy skrzyzowanie drugi raz, stawiamy minus sprzed liczba,
jezeli skrzyzowanie jest lewoskretne i plus w przeciwnym wypadku. Nazywa
sie to rozszerzonym kodem Gaussa.

Notacja PD

Rysunek 4.7: Przyktad diagramu splotu z etykietami ramion.

Uzyta przez Bar-Natana w pakiecie komputerowym, notacje PD dla zorien-
towanego diagramu polega na sporzadzeniu czteroelementowych list odpo-
wiadajacych kazdemu ze skrzyzowan na danych diagramie. Wszystkie ramio-
na wezta (lub splotu),czyli czedci znajdujace sie pomiedzy skrzyzowaniami,
beda numerowane wzgledem kierunku wezta (lub ogniw skladowych splo-
tu). Najpierw czytamy numer ramienia, ktére przechodzi pod skrzyzowa-
niem, nastepnie zapisujemy numery ramion wzgledem ruchu wskazéwek ze-
gara (czasami w réznych pakietach komputerowych ta konwencja jest na od-
wroét). Przyktad na Rysunku 4.7 dotyczy splotu L10n72{0;1} o PD kodzie:
[6,1,7,2],[18,3,19,4],(7,14,8,15], [9,20,10,11], [19,12,20,13], [15,8,16,9],
[11,10,12,5],[13,16,14,17],(2,5,3, 6], [4,17,1,18]].



Rozdzial 5
Typy symetrii

Niech K bedzie zorientowanym weztem, oznaczmy przez rK ten sam obraz za-
nurzonego okregu co K lecz z przeciwna orientacja. Wezel rK to wezet odwrotny
do K, oznaczany réwniez jako —K.

Niech K bedzie weztem, oznaczmy przez mK obraz K poprzez odwracajacy-
orientacje dyfeomorfizm S3. Wezet mK to wezet lustrzany wzgledem K, oznacza-
ny réwniez jako K lub K*.

Wyrézniamy pie¢ typéw symetrii weziow:
e catkowicie chiralny albo skretny (wezly K, rK, mK sa parami nieréwnowaz-
ne),
¢ odwracalny (K = rK),
¢ zwierciadlany ujemnie (K = mrK),
¢ zwierciadlany dodatnio (K = mK) oraz

¢ catkowicie zwierciadlany (rK = K = mK).

Mamy réwniez przemienno$¢ operacji brania odwrotnoéci i brania lustrza-
nego odbicia (Rysunek 5.4). Wezel 93, jest catkowicie skretny, tzn. wszystkie
K,rK, mK, mrK sa parami rozne.

Osemka (wezet 4) jest zwierciadlana (Rysunek 5.1), tréjlistnik (wezet 31) jest
odwracalny (Rysunek 5.2), za$ 87 to najprostszy przykiad wezta nieodwracal-
nego (jest to natomiast nieoczywiste). Wezel 8,7 jest zwierciadlany ujemnie, ale
nie odwracalny (Rysunek 5.3). Wezet 12a427 jest zwierciadlany dodatnio, ale
nieodwracalny.

31
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H. Trotter odkry? rok nieskoriczona rodzine nieodwracalnych precli. Obecnie
wiadomo, ze prawie wszystkie wezly sa nieodwracalne. Wszystkie wezly toru-
sowe sa skretne.

Tait odnosit wrazenie, ze zwierciadlane wezly maja parzysta liczbe skrzyzowa-
niowa, ale J. Hoste, M. Thistlethwaite oraz ]J. Weeks znaleZli w 1998 r. kontrprzy-
klad o pietnastu skrzyzowaniach, wezet 151139717. Jest on jedynym znanym
nam dzisiaj. Hipoteza Taita jest prawdziwa dla wezléw pierwszych, alternuja-
cych.

5)- 13-

Rysunek 5.1: Wezet 4;. [70]

-K

Rysunek 5.2: Wezet 3. [91]

Sposréd wszystkich 2977 typow wezléw pierwszych do 12 skrzyzowan jest:
1580 odwracalnych, 47 zwierciadlanych ujemnie, 1 zwierciadlany dodatnio, 1319
calkowicie chiralnych oraz 30 catkowicie zwierciadlanych.

Uwaga 3. Definicje odwracalnosci i lustrzanego odbicie naturalnie rozszerzaja
sie na wszystkie sploty, w przypadku odwracalnosci zamieniamy orientacje na
kazdym ogniwie danego splotu.






Rozdziatl 6

Popularne rodziny i sposoby
przedstawienia wezlow i splotow

6.1 Wezly skrecone

Wezet skrecony ztozony z n po6t-skretéw, oznaczany J(2,n), uzyskuje sie przez
skrecenie dwoch réwnoleglych pasm 7 liczbe razy a nastepnie zahacza sie korice
razem tak, ze otrzymany wezel jest alternujacy, jak pokazano na Rysunku 6.1

(zob. [83]).
o)

IRl

J(2,2) J(2,3) J(2,4) J(2,5)

f\%\@

Rysunek 6.1: Przyktady weztéw skreconych. [83, 132]

6.2 Sploty torusowe

Rozpatrzmy zanurzenia gl sy T2 w standardowy torus z dokladnoscia do
ambientalnej izotopii w R® O T?. Dla wzglednie pierwszych liczb r,s > 2, we-
zlem torusowym nazywamy T(r,s) = {(x,y) € C* : |[x[*+|y]> =¢ " =y*} dla
dostatecznie matego ¢ > 0. W przypadku gdy 7, s nie sa wzglednie pierwsze to
analogicznie mozemy zdefiniowaé splot torusowy. Przykltady weztéw i splotow
torusowych sa na Rysunku 6.2.

34
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T, 4 @ Ty

Rysunek 6.2: Przyklady splotéw torusowych. [83]
Witasnosci: [103]

1. T(#£1,s), T(r,£1) sa trywialnymi weztami.
2. T(r,s) =T(s,r), T(r,s)* = T(r,—s).
3. Nietrywialny wezet T(7, s) jest odwracalnym i chiralnym.

4. Wezet T(r,s) = T(r',s') wtedy i tylko wtedy , gdy (7, s’) jest jednym z:
(r,s), (s,r), (—=r,—s), (—s, —71).

6.3 Wezly i sploty preclowe

Splot preclowy P, ... 4, jest zdefiniowany poprzez polaczenie n zbioréw skrzyzo-
wan a; w spirale. Gdy znak a; jest dodatni, przeciecia odbywaja sie ,,przeciwnie
do ruchu wskazoéwek zegara", a gdy a; jest ujemne, informacje o przecieciach
sa odwrécone. Na Rysunku 6.3 pokazany jest splot preclowy Ps _3 7. Wybierajac
r6zne wartosci dla a;, powstaje z tego nieskoriczona liczba splotéw.

6.4 Wezly i suply wymierne

Inna wazna rodzina splotéw i weztéw to tzw. sploty (i wezly) wymierne, inaczej
(p/q)-wymierne. Ogniwo sktada sie z C(ay;...;a,), gdzie p/q ma rozwiniecie
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Rysunek 6.3: Splot preclowy P5 _37. [83]

w postaci utamka taficuchowego:

p/q=

—_

Ll1—|— 1
a2_|_... 1

Ap_1+ —
n a,

Na Rysunku 6.4 pokazany jest przyklad wezla wymiernego.

g . S~
%IA\J\/C/‘J‘/\/\/‘\/‘/\_J \'r\’\

Rysunek 6.4: Wezet wymierny C(3;4; —2;3;3). [91]

Twierdzenie 6.1 (Conway [32]). Dwa wezty lub sploty wymierne sq réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajgce im utamki taricuchowe sq réwne.

6.5 Sploty alternujace

Diagram splotu D jest alternujgcy lub naprzemienny, jesli podczas podrézy
wzdtuz kazdego jego ogniwa przechodzi sie przez skrzyzowania naprzemien-
nie ,nad"i,pod" (tzn. raz mostem a raz tunelem). Alternujgcy lub naprzemienny
splot to taki, ktéry posiada alternujacy diagram.
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Wiasnosci:
1. Niech L bedzie splotem z alternujacym diagramem D, wéwczas splot L jest
rozszczepialny wtedy i tylko wtedy, gdy diagram D jest rozszczepialny.

2. Niech L bedzie splotem z alternujacym diagramem D, wéwczas splot L jest
splotem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy diagram D jest diagramem
pierwszym.

Twierdzenie 6.2 (Tait). Regularny cieri dowolnego wezta mozna zamieni¢ na diagram
alternujgcy przypisujqc kazdemu skrzyzZowaniu jeden z typow.

6.5.1 Hipotezy Taita

Hipotezy ktére teraz uméwimy zostaly sformutowane pod koniec XIX wieku
przez P. G. Taita, kiedy tworzyl tabele weztéw. Udowodnienie ich zajeto okoto
100 Iat.

Hipoteza 6.3 (I hipoteza Taita). Zredukowany alternujgcy diagram splotu ma mini-
malny indeks skrzyZowaniowy.
Najpierw znaleziono dowo6d korzystajacy z wielomianu Jonesa (Kauffman

[94], Murasugi [119], Thistlethwaite [156]).

Znakiem skrzyzowania zorientowanego diagramu D nazywamy liczbe 1 lub —1
w zaleznosci od przypadku pokazanego na Rysunku 6.5.

A X

+1 -1
Rysunek 6.5: Znak skrzyzowania. [70]
Spinem (zwanym tez skreceniem) zorientowanego diagramu D nazywamy sume
znakoéw wszystkich jego skrzyzowan.
Hipoteza 6.4 (Il hipoteza Taita). Alternujqcy diagram splotu achiralnego ma zerowy
spin.
Hipoteza ta wynika tacznie z hipotez pierwszej i trzecie;.

Niech <y bedzie zamknieta krzywa przecinajaca diagram splotu poprzecznie
doktadnie cztery razy w odlegle od skrzyzowan, z dwoma przecieciami w sa-
siedztwie skrzyzowania na zewnatrz 7. Flype to ruch na diagramie ktéry obraca
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obszar wewnatrz y o kat 180°, przesuwajac skrzyzowanie przylegajace do 7 tak
aby stalo sie skrzyzowaniem przylegajacym do <y, ale miedzy dwoma przeciw-
leglymi pasmami (Zobacz Rysunek 6.6).

XU

Rysunek 6.6: Flype. [132]

Hipoteza 6.5 (III hipoteza Taita). Niech D1, Dy bedq zredukowanymi alternujgcymi
diagramami zorientowanego pierwszego splotu. Wtedy diagram D, mozna otrzymac z
D; korzystajgc jedynie z ruchu flype.

Te hipoteze udowodnit Menasco z Thistlethwaitem w 1991 roku [113]. Wyni-
ka z niej, ze dwa zredukowane diagramy alternujace tego samego wezla maja
ten sam spin: ruch flype nie zmienia spinu (dla niektérych to jest II hipoteza).
Uzywajac wielomian Jonesa, udalo sie pokaza¢ ze wszystkie trzy hipotezy sa
prawdziwe.

C. Sundberg i Thistlethwaite pokazali w 1998 roku [154], Ze liczba splotéw
alternujacych ros$nie co najmniej wykltadniczo, wraz ze wzrostem liczby skrzy-
zowan.

Okoto 1961 roku Fox zapytat ,,Co to jest wezel alternujacy?”. Szukano takiej
definicji wezla alternujacego, ktéra nie odnosi sie bezposrednio do diagraméw,
az w 2015 roku niezaleznie J. E. Greene [53] oraz ]J. Howie [66] podali geome-
tryczna charakteryzacje.

6.6 Sploty dodatnie

Zorientowany diagram nazywamy diagramem dodatnim gdy wszystkie jego
skrzyzowania sa dodatniego znaku. Splot nazywamy splotem dodatnim jesli po-
siada on dodatni diagram.

Wezet 111183 jest dodatnim wezltem chociaz zaden jego minimalny diagram
nie jest dodatni.

6.7 Sploty okresowe/periodyczne

W matematyce interesujace jest znalezienie symetrii w zadanej przestrzeni.
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Wezel K nazywamy n-okresowym (lub, ze ma okres n), jesli istnieje obrét w R3
o kat 27t /n wokoét pewnej prostej I/, roztacznej z wezlem, taki ze f(K) = K.

Trojlistnik jest 3-okresowy, wezet 5; jest 5-okresowy oraz 2-okresowy. Jasne
jest, ze jesli wezet ma okres g, to kazdy dzielnik g tez jest okresem tego wezta.

Zbior wszystkich okreséw jest niezmiennikiem weztéw. Z konstrukcji weziéw
torusowych wynika, ze jedyne okresy wezta T(r,s) to sa dzielniki liczb r oraz s.

Istnieja warunki jakie wezet K musi spelnia¢ aby by¢ n-okresowym, wyrazo-
ne poprzez warunki na niezmienniki wezta K takie jak: wielomian Alexandera,
wielomian Jonesa i ich uogélnienia; homologie Khovanova i Floera.

6.8 Posta¢ warkoczowa

Diagramy splotéw mozna réwniez rozpatrywaé w postaci tzw. warkoczy na n
pasmach, czyli zanurzonych n odcinkéw w R® o poczatkach na wspélnej prostej i
konicach na wspdlnej prostej (lezacych na ptaszczyznie réownoleglej do plaszczy-
zny, gdzie leza poczatki), tak ze przeplataja sie one w spos6b monotoniczny (tzn.
wektor styczny do nich nie jest nigdzie w pozycji wertykalnej). Laczac p6zniej
ich poczatki z odpowiednimi koticami, otrzymujemy domkniety warkocz.

6.8.1 Twierdzenie Alexandera

Twierdzenie 6.6 (Alexander [7]). Kazdy splot moze by¢ przedstawiony jako domknie-
cie pewnego warkocza.

Istnieje réwniez algorytm Vogela opracowany przez P. Vogela w 1990 r. [160]
ktéry przeprowadzany na diagramie dowolnego wezla (lub splotu) doprowadzi
do otrzymania zagniezdzonych okregéw Seiferta jednakowo zorientowanych, co
ma potwierdza¢, iz dany wezet (lub splot) mozna przedstawi¢ w postaci warko-
czowej. Prowadzi¢ moze on jednak do zwiekszenia poczatkowej liczby skrzyzo-
wan diagramu.

6.8.2 Twierdzenie Markowa

Dany warkocz na n pasmach mozemy kodowac¢ jako stowo skladajace sie z
symboli o;, Uifl dla 1 < i < n—1. Kazde z tych symboli ¢; oznacza jedno
skrzyzowanie pomiedzy pasmami i a i +1 w warkoczu a wyktadnik méwi o
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Rysunek 6.7: Dziatanie (konkatenacji) na warkoczach oraz generator
0j. [70]

znaku skrzyzowania. Dziatanie na warkoczach i generator ¢; sa pokazane na
Rysunku 6.7.
Twierdzenie 6.7 (Markow 1936). Dombkniecia dwéch warkoczy dajg réwnowazne splo-
ty wtedy i tylko wtedy gdy z jednego do drugiego da sie przejs¢ sekwencjq ponizszych
operacji.

Lo ' =1dla1<j<n—1

2. 0j01410j = 074100741 dla 1 <j<n—2

3. 00j =0jo; dla |i—j| >1

4. crjwaj’l =w dla 1<j<n—1 (koniugacja)

1

5. woy, = wo,, " =w (stabilizacja)

Reprezentacja warkoczowa splotu torusowego T'(r, s) jest stowo (0102 - - - 05_1)"
(zob. [120]).
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6.9 Wezly satelitarne

Niech K, C oznaczaja wezly. Zal6zmy, ze wezet K jest zanurzony w torusie
pelnym T, natomiast niech e : T — S% oznacza zanurzenie takie, ze e(T) jest
regularnym otoczeniem wezta C. Wtedy e(K) nazywany jest weztem satelitarnym
z wzorcem K i towarzyszem C.

-
- - -————

Rysunek 6.8: Przykiad wezla satelitarnego. [132]

Mozna pokaza¢, ze suma spdjna K = K #K; powstaje jako wezel satelitarny z
wzorcem Kj i towarzyszem K.

6.10 Wezly hiperboliczne

Wezet K nazywamy hiperbolicznym jesli jego dopelnienie w S° posiada metryke
o stalej krzywiZnie réwnej —1.

Twierdzenie 6.8 (W. Thurston, lata 1970). Kazdy wezet nalezy do jednej z trzech
roztqcznych rodzin weztéw: torusowych, alternujgcych, hiperbolicznych

Sposréd wszystkich weztéw pierwszych w tablicach do 16 skrzyzowan, jest:
13 torusowych, 20 satelitarnych, pozostatych 1.701.903 jest hiperbolicznych.

Sposrod wszystkich weztéw pierwszych w tablicach do 19 skrzyzowan, jest:
14 torusowych, 380 satelitarnych, pozostatych 352.151.858 jest hiperbolicznych.
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6.11 Pary mutantow

Znakowany supet (lub 2-supet) t to okragta kula B, ktéra zawiera dwa roztaczne
prawidiowo zanurzone tuki i (by¢ moze pusty) zestaw roztacznych zanurzonych
petli o nastepujacej wlasnosci. Cztery korice tukéw przecinaja sie ze sfera ogra-
niczajaca B w punktach, ktére sa réwnomiernie rozmieszczone wokoét wielkiego
kota (zwanego réwnikiem); oznaczamy je w kolejnosci wokét okregu za pomoca
NW, NE, SE i SW oraz ustalmy widok tak jak na Rysunku 6.9. Luki i petle sa
zorientowane: kazdy tuk jest kierowany od wejscia do wyjécia, a my wybieramy
NW i SE jaklo wejSciami, a NE i SW jako wyjscia. Znakowany supet bez etykiet
to po prostu supet.

NW NE

SW SE

Rysunek 6.9: (Znakowany) supet. [35]

O, pO%

Kinoshita-Terasaka (11n42) Conway (11n34)

Rysunek 6.10: Para mutantéw. [35]

Niech L; bedzie zorientowanym splotem, ktéry zawiera znakowany supet t.
Usunimy ¢, obré¢ go o kat 180° wokét jednego z jego trzech gtéwnych osi, w razie
potrzeby odwracajac wszystkie orientacje, i przyklejmy z powrotem do pozycji
tak, aby utworzy¢ nowy splot L,. Jesli t ma pewien typ symetrii, to L; i L, moga
by¢ takie same. Jesli L1 i L, sa rézne, nazywa sie je wzajemnymi mutantami.
Przyklad wezléw mutantéw znajdziemy na Rysunku 6.10
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6.12 Sploty Brunna

Splot nazywamy splotem Brunna jedli jest to nietrywialny splot oraz po usunie-
ciu z niego dowolnego ogniwa, pozostate ogniwa tworza splot trywialny. Splot
Hopfa oraz pierécienie Boromeuszy sa przykltadami splotéw Brunna, inny przy-
ktad mozna zobaczy¢ na Rysunku 6.11

Rysunek 6.11: Przyklad splotu Brunna. [14]

e

Przykladem splotu
Brunna o 4 ogniwach (Q\\ /
jest splot L14163195 H
pokazany na Rysunku
6.12, mozna pokazaé @

(komputerowo), ze to
najprostszy (w sensie
liczby skrzyzowan) ta-
ki splot.

Rysunek 6.12: Splot Brunna o 4 ogniwach.



Rozdziat 7

Niezmienniki

Niezmiennikiem nazywamy dowolna funkge K — f(K) ktéra przyporzadko-
wuje kazdemu weztowi (lub odpowiednio splotowi) K obiekt f(K) w ten sposéb,
ze réwnowazne wezly (lub sploty) otrzymuja réwnowazne obiekty. Pozadane
woéwczas jest aby obiekty f(Kj) oraz f(Ky) byly relatywnie tatwiejsze do rozréz-
nienia niz Kj oraz K,. Czasami zdarza sie tak, ze tatwiej jest dany niezmiennik
wyznaczy¢ jednak niewiele mozemy dzieki niemu splotéw odrézni¢, w poréw-
naniu do innego niezmiennika trudniejszego do wyliczenia. W tym rozdziale,
dla skrécenia zapiséw zakladamy, ze dla kazdej z wymienionych w podrozdzia-
le funkcji na splotach/diagramach zostata udowodniona jej niezmienniczos¢.

7.1 Dopelnienie splotu

Jesli dwa wezty lub sploty sa réwnowazne to ich dopetnienia (do ambientalnej
przestrzeni tréjwymiarowe;j S3 lub 1R3) sa homeomorficzne.

Twierdzenie 7.1 (Gordon, Luecke [52]). Wezty o homeomorficznych (z zachowaniem
orientacji) dopetnieniach sq réwnowazne.

Istnieja dwa nieréwnowazne sploty z homeomorficznymi dopetnieniami. Bli-
skie pojeciu dopelnienia jest pojecie zewnetrza splotu w ktérym oprocz samego
splotu wyrzucamy z S° réwniez otwarte otoczenie tubularne tego splotu, tak
aby powstata 3-rozmaitos¢ byla zwarta.

44
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7.2 Liczba zaczepienia

Niech L bedzie zorientowanym splotem ze sktadowymi Ly,...,L, i D bedzie
zorientowanym diagramem dla L ze skladowymi Dy, ..., D;. Liczbg zaczepienia
lub indeksem zaczepienia 1k(i,j) splotu L, gdzie i,j € {1,...,n} oraz i # j, jest
suma znakow wszystkich skrzyzowarn pomiedzy ogniwami D; i D; diagramu D.

(DD

(a) lk=+2 (b) Ik=-2

(d) k=0

Rysunek 7.1: Przykltady splotéw i ich liczby zaczepienia. [70]

7.3 Liczba skrzyzowaniowa

Liczba skrzyzZowaniowa lub indeks skrzyZowaniowy wezta K, oznaczona jako c¢(K),
jest minimalna liczba skrzyzowar wymaganych na kazdym diagramie wezta K.
Twierdzenie 7.2 (Lickorish). Jesli wezty Ky oraz Ky sq alternujgce, wowczas

c(K1#K3) = ¢(K7) + ¢(Kp).

W przypadku ogélnym weziéw niealternujacych jest to otwarty problem.

Twierdzenie 7.3 (Murasugi 1991). Dla splotéw torusowych T(r,s), mamy

c(T(r,s)) = minf|s|(|r| = 1), |r[(s| = 1)}.

7.4 Liczba kolorujaca

Zacznijmy najpierw od szczegdlnego przypadku jakim jest od trdjkolorowalno-
$ci weztéw i splotéw. Diagram weztéw nazywamy tréjkolorowalnym, jesli kazdy
tuk w diagramie mozna pokolorowa¢ za pomoca jednego z trzech koloréw, np.
czerwonego, z6ltego, i niebieskiego, w taki sposob, ze spelnione sa nastepujace
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dwa warunki. 1) Na calym diagramie zastosowano co najmniej dwa rézne ko-
lory. 2) Na kazdym skrzyzowaniu albo wszystkie tuki maja ten sam kolor, albo
wszystkie tuki sa r6znego koloru.

Wezet lub splot nazywamy trdjkolorowalnym gdy posiada diagram tréjkoloro-
walny.

Twierdzenie 7.4. Jesli splot jest tréjkolorowalny, to kazdy jego diagram jest trdjkoloro-
walny.

Liczbe trdjkolorujgcq, oznaczana jako tri(L), jest to liczba wszystkich mozliwosci
tréjkolorowania diagramu D dla splotu L i nie zalezy ona od wyboru diagramu
(zachowuje sie przy ruchach Reidemeistera). Mamy oczywiscie dla splotéw try-
wialnych tri(T,) = 3". Tréjlistnik ma nietrywialne tréjkolorowania, doktadniej
tri(31) =9, zatem tréjlistnik jest nietrywialnym weztem.

Trojkolorowalnoé¢ uogélnia sie do dowolnej liczby koloréw 1, méwi sie wtedy
o n-kolorowalnosci Foxa . Nadajemy wtedy tukom liczbe ze zbioru {0,1,...,n —
1} natomiast diagram ma spetnia¢ nastepujace warunki. 1) Co najmniej dwie
etykiety tukéw sa r6zne. 2) Na kazdym skrzyzowaniu zachodzi relacja 2x = y +
z (mod n), gdzie x jest etykieta ,mostu”, a y oraz z to pozostate dwie etykiety
tukéw skrzyzowania.

7.5 Indeks warkoczowy

Indeks warkoczowy lub inaczej liczba warkoczowa splotu L, oznaczana b(L), jest
to minimalna liczba pasm, takich, ze ich domkniecie daje splot réwnowazny L.

Twierdzenie 7.5 (Yamada 1987). Jesli s, (L) to minimalna liczba okregéw Seiferta,
sposréd wszystkich mozliwych diagraméw splotu L, to b(L) = S, (L).

Twierdzenie 7.6 (Murasugi 1996). Dla weztéw torusowych T(r,s), gdzier # 0 # s
mamy

b(T(r,s)) = min{|r|,|s|}.

7.6 Liczba rozwiazujaca/gordyjska

Niech L bedzie splotem. Minimalng liczbe skrzyzowan, ktére trzeba zamienic
na przeciwne (czyli podmiany ,doliny” z ,mostem”, czyli inaczej przechodzeniu
wezla przez siebie) na pewnym jego diagramie, by dostaé splot trywialny, nazy-
wamy liczbg rozwigzujgcq lub liczbg gordyjskq splotu L i oznaczamy u(L). Liczba
u(L) wynosi zawsze mniej niz polowa liczby skrzyzowaniowej c(L).
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Zgodnie z , klasyczna” definicja, miedzy odwracaniem kolejnych skrzyzowan
mamy prawo wykona¢ izotopie otaczajace; natomiast zgodnie ze ,,standardowa”
definicja, takie izotopie sa zabronione. Obie definicje sa rtéwnowazne [2].

Twierdzenie 7.7 (Bleier 1984). Liczba rozwigzujqca niekoniecznie jest realizowana na
diagramie minimalnym dla wezla.

Twierdzenie 7.8 (Scharlemann 1985 [148]). Niech K bedzie weztem. Jezeli u(K) = 1,
to K jest weztem pierwszym.

Twierdzenie 7.9 (Kronheimer, Mrowka 1993). Dla weztéw torusowych T(r,s), gdzie
r,s > 0 mamy

u(T(r,s)) = %(r —1)(s —1).

7.7 Liczba mostowa

Niech D bedzie diagramem wezla. Liczbe mostéw, czyli dlugich tukéw, kto-
re biegna tylko przez nadskrzyzowania, nazywamy liczbg mostowq diagramu D.
Minimalna liczbe mostowa wsréd wszystkich diagraméw D dla wezta K, ozna-
czana przez br(K), nazywamy liczbg mostowq wezla K.

Tylko jeden wezel jest jednomostowy, to niewezet. Kolejne w hierarchii skom-
plikowania, czyli dwumostowe, to domkniecia wymiernych suptéw (czyli wezty
wymierne).

Twierdzenie 7.10 (Shubert [150]).

 Niech K1, Ky bedq weztami, wtedy br(Ky) + br(Ky) = br(K1#Kp) + 1.

* Dla weztéw torusowych T(r,s), mamy br(T(r,s)) = min{|r|, |s|}.

7.8 Objetos¢ hiperboliczna

Objetosciq (hiperboliczna) wezta hiperbolicznego nazywamy sume objetosci
pojedynczych hiperbolicznych czworos$cianéw tworzacych dopeinienie danego
wezla. Jest to dodatnia liczba, ktéra mozna obliczy¢ z dowolna doktadnoscia w
rozwinieciu dziesietnym. Objetos¢ jest niezmiennikiem, czesto w tablicach dla
wezléw niehiperbolicznych przyjmuje sie jego wartos¢ jako zero, przyklady we-
ztéw 1 ich objetosci sa na Rysunku 7.2. Obecnie fatwo jest wyznaczy¢ objetosc
zadanego diagramem wezla przy pomocy pakietéw komputerowych.
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2.02988321... 2.82812208... 5.69302109... 12.81031000...

Rysunek 7.2: Objetoé¢ wybranych weziéw. [2]

Twierdzenie 7.11 (Ruberman [138]). Pary mutantéw majq te samg objetosé.

Twierdzenie 7.12 (Cao, Meyerhoff [22]). Najmniejsza mozliwa objetos¢ wezta hiper-
bolicznego jest réwna objetosci wezta 41, czyli 2,02988321 . . ..

7.9 Wielomian Alexandera

Wielomian Alexandera byl pierwszym niezmiennikiem wielomianowym wy-
nalezionym w 1928 r. [8], byl on wéwczas zdefiniowany przy uzyciu bardziej
skomplikowanych koncepcji niz réwnowazny z nim wielomian Conwaya (zdefi-
niowany w 1969 r.) ktéry teraz zaprezentujemy.

Kazdy wezet i splot ma jednoznacznie wyrazony wielomian Conwaya.
L — Cr(z) € Z|[Z]
Wyraza sie go jednoznacznie przez ponizsze dwa warunki.
Cr,(z) = Cr_(2) = zCpr,(2)

Co(z) =1, gdzie O jest weztem trywialnym, oraz sploty L, L_, Ly r6znia sie w
okolicach jednego skrzyzowania jak na Rysunku 7.3.

XX

Rysunek 7.3: Ly, L_, Ly.

Stwierdzenie 7.13. Jesli L to splot trywialny z k > 1 sktadowymi, to Cr(z) = 0.
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Wielomian (znormalizowany) Alexandera (zwany tez wielomianem Alexandera-
Conwaya): Ap(t) = CL(t7/> — %) € Z[t,t7]

AL+(t) — AL (1) = (tl/Z — til/z)ALO(t)
Ap(t) =1, gdzie O jest weztem trywialnym.

Znane sa przyklady weztéw nietrywialnych z wielomianem Alexandera réw-
nym 1.

Wtlasnosci:

1. Ar(t) = Ap(t7h).

2. Dla dowolnego wezta K, Ag(1) = £1. Dla dowolnego splotu L o wiecej niz
jednej sktadowej, A (1) = 0.

A_L(t> = AL(f), C_L(Z) = CL(Z).
Ar(t) = Ap(t), Cp(z) = Cu(z).
Apar, (t) = Ar, (DAL, ().

Ar,uL,(t) = 0, dla splotu roztacznego L; U L.

S

7. Jesli S jest weztem satelitarnym ze wzorcem P i towarzyszem C i spinem n
wowczas Ag(t) = Ap(£)Ac ().

Wielomian Alexandera wezla torusowego jest nastepujacy:

1 —1)(t—1
Ar(pq)(t) = Eﬂ? — 1))(§q - 1;.

Twierdzenie 7.14 (Murasugi 1958). Jesli a; to kolejne wspdtczynniki wielomianu Ale-
xandera wezla K oraz ay,, a_y, to skrajne (niezerowe) wspdtczynniki, to

1. Zadne z a; nie jest rowne zero, dla —m < i < m,

2. aja;yq < 0 nie jest réwne zero, dla —m < i< m— 1.

Twierdzenie 7.15 (Hosokawa [61]). Dla dowolnego wielomianu p(t) € Z[t,t71] ta-
kiego, ze p(1/t) = p(t) oraz p(1) = +1 istnieje taki wezet K, ze p(t) jest wielomianem
Alexandera dla K.

Uwaga 4. Istnieje kilka innych definicji wielomianu Alexandera, réwnowaznych
w tym sensie, ze rézniq sie o przemnozenie przez czynnik £t* dla pewnego
€.
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7.10 Wielomian Jonesa

Kazdy wezet i splot ma jednoznacznie wyrazony wielomian Jonesa [84].
K — Vi(t) € Z[t"?,t /7]

Wyraza sie go jednoznacznie przez ponizsze dwa warunki, z ktérych pierwszy
tradycyjnie nazywany jest relacjqg motkowg.

VL (8) — 1V () = (£ — ) Vi (1)
Vo(t) =1, gdzie O jest weztem trywialnym.

Relacje motkowa nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze wybieramy w naszym
wezle K jedno skrzyzowanie L. Nastepnie obserwujemy jak sie ma nasz (jeszcze
nam nieznany) wielomian do wielomianéw weztéw (lub splotéw) otrzymanych
przez podstawienie do relacji w odpowiednie miejsca skrzyzowan pozostatych
rodzajéw. W ten sposéb bedziemy nieustannie ,schodzi¢” az do otrzymania od-
powiedniej liczby okregéw, a wiec weztéw ktérych wielomian jest znany. Zdefi-
niujmy dokladnie;j.

Niech D bedzie zorientowanym diagramem o n skladowych oraz niech b =
(b1,...,by) oznacza punkty bazowe na D, po jednym punkcie na kazdej sktado-
wej D (wybieramy punkty rézne od skrzyzowan). Méwimy, ze D jest diagramem
opadajgcym wzgledem b, jedli zachodzi co nastepuje: gdy poruszamy sie wzdiuz
orientacji D zaczynajac od punktu b, potem, gdy juz wrécimy do by, zaczynamy
dalej od by, ..., w koricu od b, wtedy kazde skrzyzowanie, ktére napotykamy
po raz pierwszy, pokonujemy mostem. (Jesli rysujemy na tablicy diagram ,bez
wycierania", zawsze otrzymamy diagram opadajacy)

Twierdzenie 7.16. Diagram opadajqcy reprezentuje zawsze trywialny splot.

Dla diagramu z punktami bazowymi, ztozonos$¢ diagramu to (uporzadkowa-
na leksykograficznie) para (c,d), gdzie c jest liczba skrzyzowan diagramu D, a d
liczba skrzyzowan nie nalezacych do czesci ktora jest juz opadajaca (od poczat-
ku); d mierzy jak daleko jesteSmy od diagramu opadajacego.

W algorytmie uzytym do obliczenia wielomianu Jonesa dla D, uzywamy mot-
kowej relacji do pierwszego ,ztego" skrzyzowania. Po czym zamieniamy skrzy-
zZowanie v na przeciwne i na wygtadzenie. Konstrukcja ta pozwala na indukcje
po ztozonosci diagramu, redukujaca diagram do diagraméw opadajacych.

Stwierdzenie 7.17. Jesli L to splot trywialny z k skfadowymi, to

Vi(t) = (_tl/z _ tl/z)k_1 .
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Twierdzenie 7.18 (Eliahou, Kauffman, Thistlethwaite 2003). Istnieje nieskoriczenie
wiele nietrywialnych splotéw (o co najmniej dwdch sktadowych) majgcych wielomian
Jonesa taki sam jak dla splotéw trywialnych.

Twierdzenie 7.19 (Przytycki [128]). Dla dowolnego zorientowanego diagramu D za-

chodzi:
i 2

tri(D) = 3 ‘Vﬁ (e?)‘ .
Wiasnodci:
L VE(t) = vi(th).
2. Vi+(t) = Vk(t), dla wezta K.
3. Vi (t) = t3KL=K)y (p),

gdzie L* powstalo z L poprzez zamiane orientacji jej sktadowej K.

4. Vigur, (1) = Vi, () Vi, (8).
5. Vi, (1) = (£72 = %)V, (t) VL, (t), dla splotu roztacznego Ly LI L.
6. Vi(1) = (—2)comp(L)-1,
7. avgt(t) l;=1 = 0, dla kazdego wezta K.
8. ([158]) Jesli dla wezta nietrywialnego K zachodzi ¢(K) < 24, to Vi (t) # 1.

Wielomian Jonesa wezta torusowego jest nastepujacy:

tr—1)(g-1)/2

VT(p,q)(t) — th(l - tp+l - tq+l + tp+q)

Twierdzenie 7.20 (Thistlethwaite 1987). Jezeli splot L posiada spdjny, nieredukowal-
ny i alternujqcy diagram z n skrzyzowaniami, wtedy:

1.

Wspétczynniki przy maksymalnym i minimalnym stopniu t w wielomianie Vi (t)
wynoszq +1 lub —1.

VL(t) jest alternujgcym wielomianem (znaki przy wspdtczynnikach sq naprze-
mienne).

Span (VL (t)) wynosi doktadnie n.



52

4. Jesli L jest pierwszy i nie jest splotem torusowym (2,k), wtedy Vi (t) ma postaé:
m

t" Z a;t', gdzie kazdy a; # 0.
i=0

Twierdzenie 7.21 (Kauffman, Murasugi, Thistlethwaite 1986).
1. Jezeli splot L posiada spojny diagram z n skrzyZowaniami, wtedy
span(Vi(t)) < n.
2. Jesli splot L z n skrzyzowaniami jest pierwszy i niealternujgcy to

span(VL(t)) < n.

Wielomian Jonesa odréznia od siebie dowolne dwa wezly pierwsze o co naj-
wyzej 9 skrzyzowaniach.
7.10.1 Wielomian Jonesa z nawiasu Kauffmana

Inna definicja wielomianu Jonesa bazuje na nastepujacych dwoéch péinie-
zmiennikach odczytanych z diagramu D splotu L: skreceniu w(D) (zwanego

tez spinem) oraz Nawiasie Kauffana dla niezorientowanego diagramu (D) €
Z[A, A1), zdefiniowanym rekurencyjnie [94] jak na Rysunku 7.4.

)00 (=)

AN N

sz<:> = (-A*— A% (D),
O)-+

Rysunek 7.4: Relacje Nawiasu Kauffmana.

Woéwczas wielomian Jonesa

J(L) = (—A)3“PIH(DY | 41



53

7.11 Wielomian HOMFLYPT

Kazdy wezet i splot ma jednoznacznie wyrazony wielomian HOMFLYPT.

Nazwa pochodzi od inicjatéw oséb, ktére ja odkryly. Pierwszych szes¢ liter
oznacza J. Hoste, A. Ocneanu, K. Millett, PJ. Freyd, W.R. Lickorish i D.N. Yetter,
ktérzy odkryli wielomian w maju 1984 r. [46], natomiast dwa ostatnie litery od J.
Przytyckiego i P. Traczyka z Polski, ktérzy kilka miesiecy p6zniej opublikowali
swoj artykut [131].

1

K — Px(a,z) € Z[a,a ,z,zfl]

Wyraza sie go jednoznacznie przez ponizsze dwa warunki.
aPp, (a,z) —a ‘P (a,z) = zP;,(a,z)
Py(a,z) =1, gdzie O jest wezlem trywialnym.

Inne uzywane (réwnowazne) definicje/normalizacje tego wielomianu, to:
IPL, (1,m) +17'Py_(I,m) +mPr,(l,m) =0,

o 'P (a,z) —aPr (a,z) = zPr,(a,2).

Z tego otrzymujemy zaleznos$ci: a = —il, | = ia,z = im,m = —iz.

Stwierdzenie 7.22. Jesli L to splot trywialny z k sktadowymi, to

Pi(a,z) = <ﬂ —Za—1>k1 |

Wi1asnosci:

1. Pr(a,z) = P(a” 1, 2).

2. Pr+(a,z) = Pr(a,z),
gdzie L* powstalo z L poprzez zamiane orientacji jej kazdej sktadowe;.

3. Pru1,(a,z) = P (a,z)Pp,(a,z), bez wzgledu na jednoznacznos¢ sumy spéj-
nej splotéw.

4. Prur,(a,z) = <”+“_1> Pr,(a,z)Pr,(a,z), dla splotu roztacznego L; U Lo.

Z

5. Pr(a,z) = Pyuy1)(a,z), gdzie mut(L) jest mutantem splotu L.
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6. P88 == Pm

Twierdzenie 7.23 (Franks, Williams, Morton 1985-1987). Jesli E jest najwigkszym
wyktadnikiem przy zmiennej | we wielomianie Pr (I, m), a e najmniejszym takim wy-
ktadnikiem, oraz b(L) to indeks warkoczowy splotu L, wéwczas:

b(L) > =(E —e) +1.

N =

Powyzsza nieré6wnos$¢ nie jest réwnoscia tylko dla 5 weztéw (dla weztéw do
10 skrzyzowan).

712 Wielomian Kauffmana dwdch zmiennych

W sierpniu 1985 roku L.H. Kauffman odkryl wielomian dwéch zmiennych
Fi(a, x) [96] uogdlniajac wielomian jednej zmiennej dla niezorientowanych splo-
tow zdefiniowany wczeéniej (wiosna, w tym samym roku) przez zespét w skla-
dzie R. Brandt, W.B.R. Lickorish, K.C. Millet oraz niezaleznie C.F. Ho.

Wilasnosci:

1. Fr(a,x) = F (a7}, x).
2. Fg«(a,x) = Fx(a, x), dla wezta K.

3. Frs(a,x) = a**KL=K)F; (g, x),
gdzie L° powstalo z L poprzez zamiane orientacji jej skladowej K.

4. Fru1,(a,x) = Fr (a,x)F,(a,x).

5. Frur,(a,x) = (% - 1) Fr,(a,x)Fr,(a,x), dla splotu roztacznego Ly LI
L,.

6. F(a,x) = Fyu1)(a,x), gdzie mut(L) jest mutantem splotu L.

7. Frx11430 = Fx11a189-

8. Fo,, = Fy;, ale 94 # 9y
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7.13 Glebokos¢ drzewa motkowego

Relacje motkowe mozna wykorzysta¢ do obliczenia wielomianéw Jonesa,
Alexandra-Conwaya i bardziej ogélnego wielomianu HOMFLYPT. Iteracja tej
relacji motkowej w celu obliczenia wielomianu dla splotu zorientowanego pro-
wadzi do skonstruowania rozwiazujacego drzewa zwanego drzewem motkowym,
tj. drzewa binarnego z danym wezlem lub splotem jako korzeniem, ktérego
wszystkie liScie sa splotami trywialnymi. Gtebokosé drzewa motkowego jest mak-
symalna dlugo$cia najkrotszej Sciezki od liscia do korzenia drzewa, sposrod
wszystkich liSci. Glgbokosciq drzewa motkowego zorientowanego wezla lub splo-
tu L, oznaczana jako td(L), jest minimalna glebokoscia sposréd wszystkich jego
drzew motkowych. Daje ona miare ztozonosci obliczeniowej wielomianéw dla
splotéw, liczonych reakcja motkowa.

Na Rysunku 7.5 przedstawiamy drzewo motkowe dla wezla 914, ma on glebo-
kos¢ 6, drzewo motkowe na Rysunku 7.6 dla tego samego diagramu w korzeniu
ma glebokos¢ 5. Zauwazmy zatem, ze nawet jesli korzenie dwoéch drzew motko-
wych to ten sam minimalny diagram wezla, glebokosé powstatych drzew moga
sie réznic.

714 Wybrane inne zaleznosci pomiedzy powyzszy-
mi niezmiennikami

L Vi(t) = Fp(—t 4 /4 774,

2. Wielomian Py (a,z) uogélnia wielomiany Vi (t) = Py (t,t'/2 —t"/?), AL(t) =
P (1,2 —+7/2) oraz Cr(z) = P.(1,2).

3. (Murasugi [121]): V (—1) = (=1)©mP(L)-1A; (~1).

4. (cyt. [127]): u(K) > log,(colp(K)) — 1, dla liczby pierwszej p.
5. (cyt. [127]): tri(L) = 3|VZ(e¥™¢)| = 3|FL(1, —1)|.

6. (cyt. [30]): Vi(=1) = Cp(2i).

7. (Lickorish 1987): (Vi(—g~2))* = (=1)<mP(L)-1F; (43,4 + g7 ).
8. |AL(—1)| = det(K) jest to tzw. wyznacznik wezta.

9. Jesli L jest splotem alternujacym to det(L) > ¢(L).

10. Wezet K jest p-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy p dzieli det(K).
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Rysunek 7.5: Drzewo motkowe dla wezta 914 o wysokosci 6.
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Na Rysunku 7.7 widzimy 1.215.034 punktéw, we wnetrzu gérnego jednost-
kowego kota w plaszczyznie zespolonej, bedacych miejscami zerowymi wielo-
mianu Jonesa dla wszystkich weziéw do 15 skrzyzowan. Wiadomo, ze miejsca
zerowe dla wszystkich wezléw sa geste w calej ptaszczyznie.

Rysunek 7.7: Miejsca zerowe wielomianu Jonesa.

Na Rysunku 7.8 widzimy miejsca zerowe wielomianu Alexandera, na gérnym
jednostkowym kole w plaszczyZnie zespolonej, dla wszystkich weztéw do 16
skrzyzowan. Punkty niebieskie dotycza wezléw zwierciadlanych i sa na punk-
tach czerwonych dotyczacych weztéw chiralnych alternujacych i sa na punktach
zielonych dotyczacych weztéw chiralnych niealternujacych.

Rysunek 7.8: Miejsca zerowe wielomianu Alexandera.
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7.15 Grupa wezla lub splotu

Uzyjemy tutaj fundamentalnego narzedzia Topologii Algebraicznej jakim jest
grupa podstawowa przestrzeni. Dla przypomnienia, bardzo ogélnikowo, elemen-
tami tej grupy sa klasy homotopii wszystkich petli zaczepionych w ustalonym
punkcie, a dzialaniem w grupie jest konkatenacja dwoéch petli w jedna petle. Je-
sli wybierzemy inny punkt bazowy w tej samej sktadowej, to wynikowe grupy
podstawowe beda izomorficzne.

Grupq wezta lub splotu K nazywamy grupe podstawowa dopelnienia (do prze-
strzeni ambientalnej) tego wezta lub splotu, oznaczamy ja przez G(K)

Wezet K jest nietrywialnym weztem wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G(K)
jest nieskoniczenie cykliczna. Jesli K; i K, sa weztami pierwszymi z izomorficz-
nymi grupami, to ich dopelnienia weztéw sa homeomorficzne. Jesli Kj i K; sa
niezorientowanymi weztami w S i istnieje zachowujacy orientacje homeomor-
fizm miedzy ich dopelieniami, to K; i K, sa réwnowazne jako niezoriento-
wane wezly. Grupa wezla torusowego jest izomorficzna z grupa o prezentacji
G(T(r,s)) = vy |2 =v).

Z diagramu wezla i splo-
tu mozemy odczyta¢ jego gru-
pe w postaci tzw. prezentacji
Wirtingera nastepujaco. Niech K
bedzie zorientowanym wezlem

(lub splotem). Rozwazmy dia- a; Yl { { z
gram D dla K, ktory jest polacze- > > /T
niem pewnych wzajemnie roz-

facznych zorientowanych tukéw.
(Diagram D moze zawiera¢ pe-
tle bez przecie¢. Dla uproszcze-
nia tak zwanymi tutaj takze tu-
kami.) Niech Arc¢(D) = {ay,...,an} bedzie zbiorem zorientowanych tukéw dia-
gramu D. Przypisujemy litere x; tukowi g; (dlai =1,...,m) i rozwazamy wolna
grupe o prezentacji (xi,...,xy). Niech v bedzie wybranym skrzyzowaniem D i
niech 4;, aj, a; beda pojawiajacymi sie tukami wokét v. Zat6zmy, ze 4; jest nad-
tukiem w v. Kiedy patrzymy na v w kierunku orientacji dla 4; zat6zmy, ze tuk
po prawej stronie to 4;, a fuk po lewej stronie to ax. Zobacz Rysunek 7.9. Wéw-
czas definiujemy relacje rel(v) przez X XiXj = X (Zauwazmy, ze w definicji
rel(v), nie uzywamy orientacji a; ani a.) Rozwazmy relacje rel(vy),...,rel(v,)
dla wszystkich skrzyzowan vl,...,v, w D. Stad mamy prezentacje grupy:

Rysunek 7.9: Relacja przy skrzyzowaniu. [91]

G(K) = (x1,...,xm | rel(v1),...,rel(vy)) .



Rozdziatl 8

Homologie Khovanova

Homologie Khovanova zdefiniowane w [106] jest teoria homologii z podwdjna
gradacja, ktéra kategoryzuje wielomian Jonesa. Wiadomo, ze homologie Khova-
nova sa istotnie silniejszym niezmiennikiem niz wielomian Jonesa. Dla alternu-
jacych weztéw wielomian Jonesa i sygnatura okreslaja wielomian Khovanova.

W tym rozdziale zdefiniujemy homologie Khovanova (czyt. Chowanowa), ko-
rzystajac gléwnie z prac O. Viro [159] oraz [129]. Konstrukcja Viro bazuje na
nawiasie Kauffmana. Homologie Khovanova kategoryfikuja nawias Kauffmana
co wyjasnimy pézniej. Symbol [D] oznacza renormalizacje nawiasu Kauffmana
wedtug wzoru [D] = (—A%2 — A2) < D >.

Mozemy wiec zrenormalizowany nawias Kauffmana zdefiniowa¢ nastepujaco:

-t X140 D

Suma statystyczna przyjmuje postac:

D= Y A7) (— A% — A72)IDsl
SEKaitfé;zl);na

gdzie o(s) = liczba dodatnich wygtadzert minus liczba ujemnych wygtadzen,
czyli o(s) = |s~1(1)] - [s~1(~1)].

Niech V oznacza zbiér skrzyzowan diagramu D. Wéwcezas stan Kauffmana
mozna interpretowac jako funkcje s : V. — {+1, -1}

60
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+1L/<—>x
/!

X
N\
—1*%)(

Na rysunku powyzej naniesione na skrzyzowanie kreski (pozioma i pionowa)
to tak zwane markery wygladzenia. Symbolem D; oznaczamy zbidr okregéw,
otrzymanych z diagramu D przez zastosowanie markeréw s.

Q —A? - A2, Cj;z, ng

Na rysunku powyzej ilustrujemy fakt, ze w stanie Kauffmana okrag odpo-
wiada wielomianowi. We wzbogaconych stanach dodatniemu okregowi przypi-
sujemy jednomian AZ, natomiast ujemnemu okregowi jednomian A2 (znaki w
sumie ponizej grupujemy oddzielnie).

Wzbogaconym stanem Kauffmana S, nazywamy stan Kauffmana s wraz z funkcja

D, % {+1, —1}. Zauwazmy, ze z kazdym stanem Kauffmana s zwiazanych jest
2/Psl wzbogaconych stanéw Kauffmana. W takiej notacji mozemy nasza sume
statystyczna zapisac¢ jako:

D] = Z (—1)IPsl A7) +27(5)

wzbogacone
stany

s€

gdzie T(s) = |b_1(1)| — \b‘l(—1)|, (zachodzi (—1)‘DS‘ = (—1)|T(s)‘).

Homologie Khovanova okreslamy jako homologie kompleksu faricuchowego
z podwdjna gradacja C;; i rézniczka stopnia (—2,0): 9 : Cjj — C;_».

Definiujemy C;; = ZS;;, gdzie
Sij = {S € {wzbogacone stany}|c'(s) = i,0(s) +27(S) = j}
Rézniczke d : Cjj — C;_o ; definiujemy nastepujaco.
Niechdla § € 5;;,9(S) = Y (-1)!¢*)[s, 8¢’
5/651‘72,]'

gdzie [S,S'] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
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(1) s i ¢’ r6znia sie w dokladnie jednym skrzyzowaniu (np. v) gdzie s(v) = 1,
/

s'(v) = —1,
(2) mamy 7(S") = 7(S) + 1, ponadto zaktadamy, ze okregi D, ktore zachowuja

sie przy przejsciu z Ds; do Dy zachowuja znak;
w przeciwnym razie [S, S'] = 0.

Wybér znakéw okregéw Ds i Dy zilustrowany jest ponize;.
Przypadek: |Dy| = |Ds| — 1 (potaczenie)
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Przypadek: |Dy| = |Ds| 4 1 (rozszczepienie)



63

Znak (—1)!) definiujemy dla stanéw s, s’ rézniacych sie tylko w skrzyzo-
waniu v jak nastepuje.
Uporzadkujmy skrzyzowania diagramu D. Liczba (s, s’) jest liczba skrzyzowan
dodatnich w s mniejszych od v w wybranym porzadku.
Z powyzszych definicji nietrudno jest sprawdzi¢, ze 9> = 0.

Homologiami Khovanova nazywamy homologie kompleksu (Cjj, 9) czyli

Hi]'(D) = ker 9/im a.

Khovanov wykazal, ze H;j(D) jest niezmiennikiem regularnej izotopii (zacho-
wuje sie przy ruchach Reidemeistera R; i R3).
Podejscie Viro jest elementarne, mozemy jednak zinterpretowac je w bardziej
wyrafinowany nastepujacy sposob.
Przypadek faczenia okregéw mozemy zakodowa¢ nastepujaca tabelka mnoze-
nia:

Przypadek rozszczepienia mozemy zakodowac¢ jako komnozenie i zapisa¢ na-
stepujaco:

Bardziej algebraicznie musimy rozpatrywac pierscien Z[x]/(x2).

Jesli — zastapimy przez 1 a + zastapimy przez x, to powyzsza tabelka mno-
zenia da nam standardowe mnozenie oznaczone przez m w Z[x]/(x?).
Natomiast komnozenie przyjmie forme:
Al)=1®x + x®1
Alx) =x®x
Mnozenie m i komnozenie A spelniaja warunek Am = (m ® Id)(I1d ® A) zwanym
warunkiem Frobeniusa.
To ten warunek sprawit, ze 9> = 0 w kompleksie taicuchowym Khovanova.
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Algebra Z[xl/(x2) jest przyktadem algebry Frobeniusa, ktéra w szczeg6lnosci spet-
nia aksjomat tacznosci i kotacznosci, przedstawiony na ponizszych rysunkach.

aksjomat tacznosci

aksjomat kotacznosci

Algebra Frobeniusa jest SciSle zwiazana z TQFT (topologiczna kwantowa teoria
pola Wittena) w wymiarze 1 + 1.

Przypomnijmy, ze homologie matej kategorii C ze wspdtczynnikami w funktorze
F : C — R — Mod zdefiniowane sa nastepujaco.
Zaczynamy od definicji kompleksu tanicuchowego C(C%%, F):
n

Cl = B Flxo),on =Y. (-1)d; A € F(x), gdzie
xofgxlgmfn;lxn =0
do()\,’ X0 g X1 —> — xn) = (}"(xo ﬁ) xl)(A); X1 g ce fn—_>1 xn), dlai > 0:

Q 0 - i—1
d;(A; x0i>x1—>-~~—>xn):()t; xoi>~-- = X1 Xig = — Xp).

W przypadku kiedy kategoria ma obiekty dobrze zdefiniowanego ,,rozmiaru",
mozemy budowa¢ kompleks taricuchowy w uproszczony sposéb. Taka sytuacja
zachodzi, gdy mam do czynienia z kategoria abstrakcyjnych komplekséw sym-
plicjalnych.

Niech K = (V, P) bedzie abstrakcyjnym kompleksem symplicjalnym z uporzad-
kowanymi wierzchotkami V ktére porzadkujemy oraz sympleksami P C 2V.
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Rozpatrujemy K jako mata kategorie z Ob(K) = P a morfizmy sa inkluzjami.
Niech K bedzie kategoria przeciwna do kategorii K, tzn. Ob(K) = Ob(KP)
oraz MOT’K(Sl, 52) = MOT’KOP(SQ, 51).

Niech F : K°? — R — Mod bedzie kowariantnym funktorem z kategorii K°/
do kategorii modutéw nad przemiennym pierScieniem R. Konstruujemy teraz
kompleks taricuchowy C, (K, F) jak nastepuje.

Cu(K?,F)= @ Fls)
dim(s)=n

Rézniczka 9, : Cu(K?,F) — C,_1(K°P,F) jest zdefiniowana przez 9, =
" (=1)'d;, gdziejesli s = (vo, vy, ...,v,) jest zorientowanym sympleksem wy-

miaru 7 to na module F(s) mamy: d; = F(s D (s — v;)).

Mamy wiec dwie definicje homologii dla abstrakcyjnego kompleksu faricucho-

wego o wspélczynnikach w funktorze. Okazuje sie, ze obie definicje daja ten

sam wynik.

Twierdzenie 8.1.

Dla kompleksu symplicjalnego K:
Hy(C*(K)) = Hy(C(K))

Powyzsze twierdzenie jest zwiazane z podzialem barycentrycznym komplek-
su symplicjalnego. W szczegélnosci dla statego funktora F twierdzenie to méwi,
ze klasyczne homologie kompleksu symplicjalnego K sa réwne homologiom je-
go podziatu barycentrycznego K. Podziat barycentryczny jest zilustrowany na
ponizszych rysunkach. Niech s bedzie sympleksem, s = {xp, x1, x2 }:

X2

X0 X1
Rysunek 8.1: Sympleks.

Wiemy, ze wierzchotki s% to {xo}, {x1}, {x2}, {x0, x1}, {x0, X2}, {x1, X2}, {x0, x1, x2}

Ciekawego przyktadu homologii malej kategorii ze wspétczynnikami stano-
wia Homologie Khovanova diagramu D.

Diagramowi przypisujemy K = {V,2"} ktérego wierzcholki to skrzyzowania
diagramu D, a sympleksy odpowiadaja stanom Kauffmana w ten sposéb, ze
stanowi s przypisujemy s~ !(1).



66
X2

odcinek:

{XZ} C {xo, XQ} —

tréjkat: X0
{XO} - {x()/ xl} C {xOI X1, xZ} /‘ X1

Rysunek 8.2: Podziat barycentryczny sympleksu.

Funktor F : K°” — R — Mod definiujemy nastepujaco. Niech A = Z[x]/(x?)
wtedy F(s) = A®IPs, odpowiada to modutowi generowanemu przez wzboga-
cone stany Kauffmana.

Dla A € F(s) definiujemy F(s D s — v;) uzywajac mnozenia i komnozenia w
algebrze A = Z[x]/(x?).

Z homologii Khovanova mozemy uzyska¢ wielomianowy niezmiennik (dwoch
zmiennych) dla splotu L, nazywany wielomianem Khovanova, zdefiniowany naste-
pujaco ([106]). o .

Khi(t,q) =Y t'¢rank(H"(L)).
ij

Z tego wielomianu mozemy uzyska¢ wielomian Jonesa (w wersji z q) poprzez
Ju(q) = Khe(=1,9).

Mamy ]51 (0]) = ]10132(0]) ale Kh51 (t/ 0]) 7é Kh10132(t, q)

Homologie Khovanova wykrywaja wezly trywialne [108] i sploty trywialne
[57]. Wykrywaja réwniez jednoznacznie (miedzy innymi) wezel tréjlistny 31 [17],
wezel 6semkowy 41 [15], pieciolistnik T(2,5) [16], splot Hopfa [18].

Z homologii Khovanova mozemy uzyskaé réwniez liczbowy niezmiennik dla
wezla K, nazywany s-niezmiennikiem Rasmussena, oznaczany jako s(K).

Mamy réwniez nastepujaca wlasnos¢, dla kazdego wezta K zachodzi

s(K*) = —s(K).



Rozdziat 9

Powierzchnie

9.1 Wprowadzenie

Przypomnijmy, ze jedyna spdjna rozmaitoscia 0-wymiarowa jest punkt. Do-
wolna rozmaito$¢ 0-wymiarowa jest homeomorficzna z przeliczalna przestrze-
nia dyskretna. Dowolna spéjna rozmaito$¢ 1-wymiarowa (bez brzegu) jest ho-
meomorficzna z okregiem lub z prosta rzeczywista. Dowolna spdjna rozmaito-
Scia 1-wymiarowa z brzegiem jest homeomorficzna z pétprosta rzeczywista lub
odcinkiem domknietym. W tym rozdziale zajmiemy sie rozmaito$ciami dwuwy-
miarowymi (2-rozmaito$ciami) inaczej zwanymi powierzchniami oraz ich klasyfi-
kacja.

9.2 Powierzchnie orientowalne

Sferq nazywamy S = {x = (x1,x2,x3) € R®> : x2 + x5+ x5 = 1}. Zobacz
Rysunek 9.1.

Rysunek 9.1: Sfera z natozona siatka. [93]
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Powierzchnia walca jest to powierzchnia powstala przez obrét odcinka wo-
kot osi réownolegtej do tego odcinka, jest ona homeomorficzna z przestrzenia
[—1,1) x [-1,1]/{(=1,t) ~ (1,t) }. Zobacz Rysunek 9.3.

Torus T? jest to powierzchnia powstata przez obrét okregu wokot osi lezacej
w plaszczyZnie zawierajacej ten okrag, jest on homeomorficzny z przestrzenia
[—1,1] x [-1,1]/{(=1,t) ~ (1,t) oraz (t,—1) ~ (t,1)}. Zobacz Rysunek 9.4.

Sfera i torus nie sa jedynymi zwartymi i spdjnymi powierzchniami orientowal-
nymi. Od XIX wieku matematycy znaja pelny (nieskoriczony) katalog wszyst-
kich takich powierzchni.

Liczbe tréjwymiarowych dziur ("na wylot") nazywamy rodzajem powierzch-
ni (lub z ang. genusem, aby odrézni¢ ja od zbyt niejednoznacznego stowa: ro-
dzaj). Kanonicznym dotqczeniem rqczki do powierzchni nazywamy wyciecie z niej
dwoch, bezposrednio sasiadujacych ze soba dyskéw i wklejeniem (bez zacze-
piania ani przecinania z zadnym fragmentem powierzchni) powierzchni walca
wzdluz brzegéw dyskéw. Zauwazmy, ze torus jest to sfera z dotaczona kano-
nicznie jedna raczka. Zobacz Rysunek 9.2.

Rysunek 9.2: Kanoniczne dotaczenie raczki oraz konstrukcja z nia
réwnowazna. [93]

9.3 Powierzchnie nieorientowalne

Wstega Moebiusa jest to powierzchnia powstata przez jednoczesny obrét odcin-
ka wokot osi i wokoét Srodka obracanego odcinka o kat 77, jest ona homeomor-
ficzna z przestrzenia [—1,1] x [-1,1]/{(—1,t) ~ (1, —t) }. Zobacz Rysunek 9.3.

Plaszczyzna rzutowa P? jest przestrzenia powstajaca ze zwyklej plaszczyzny
przez uzupelnienie jej kierunkami prostych réwnolegtych, jest ona homeomor-
ficzna z przestrzenia [—1,1] x [-1,1]/{(—1, —t) ~ (1,t) oraz (—t,—1) ~ (t,1)}.
Zobacz Rysunek 13.4(a).

Plaszczyzna rzutowa jest jednopunktowym uzwarceniem otwartej wstegi Mo-
ebiusa,
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.« <

Rysunek 9.3: Powierzchnia walca oraz wstega Moebiusa. [93]

Butelka Kleina jest to powierzchnia homeomorficzna z przestrzenia [—1,1] x
[—1,1)/{(—=1,—t) ~ (1,t) oraz (t,—1) ~ (t,1)}. Zobacz Rysunek 9.4.

>,

Rysunek 9.4: Torus oraz immersja butelki Kleina w R3. [93]

Na kazda zwarta powierzchnie da sie nanieé¢ tzw. siatke (T. Rado 1925) czy-
li powierzchnia jest homeomorficzna z powierzchnia utworzona ze sklejenia ze
soba wielokatéw catymi ich bokami, mozemy zawsze dokonac¢ takiego podziatu,
ze wielokatami sa same trojkaty méwimy wtedy, ze powierzchnia jest triangulo-
walna.

Niech S, K, W beda kolejno liczbami $cian, krawedzi i wierzchotkéw siatki
powierzchni F.

Charakterystyka Eulera powierzchni F, to x(F) = S — K+ W. Jest to niezmien-
nik topologiczny niezalezny od podzialu danej powierzchni na wielokaty. Dla
dowolnej zatem siatki sfery mamy S — K+ W = 2 jest to tzw. wzdr Eulera znany
od 1752 r.

Genus i charakterystyka Eulera sa ze soba zwiazane. Dla powierzchni oriento-
walnych X z n skladowymi brzegowymi mamy x(X) = 2 — 2¢(X) — n, rézni sie
od wzoru dla powierzchni nieorientowalnych, gdzie nieorientowanym genusem g*
oznacza maksymalna liczbe ptaszczyzn rzutowych w rozkladzie powierzchni na
sume spojna. Wtedy x(X) =2 — ¢*(X) — n.
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Ani plaszczyzna rzutowa ani butelka Kleina nie moga by¢ umieszczone w
trjwymiarowej przestrzeni tak, aby nie przecinata sie sama ze soba.

9.4 Klasyfikacja 2-rozmaitosci

Kluczowy dla rozstrzygniecia klasyfikacji jest nastepujacy:

Lemat 9.1.
T2#P? = P2#P2#P2,

Twierdzenie 9.2. Kazda zamknigta powierzchnia jest homeomorficzna albo ze sferq albo
ze sferq z dolqczong skoriczona liczbg rqczek albo ze se sferq ze skoticzong liczbg dyskéw
wycietych i wklejonych w to miejsce wsteg Moebiusa. Zadne dwie z wymienionych po-
wierzchni nie sq homeomorficzne.

Powierzchnie o x = 2: sfera.

Powierzchnie o x = 1: sfera z jedna dziura czyli 2-dysk; sfera z wklejona jedna
wstega Moebiusa czyli ptaszczyzna rzutowa.

Powierzchnie o x = 0: powierzchnia walca; wstega Moebiusa; dwie sklejone
wstegi Moebiusa czyli butelka Kleina; torus.

Sfere odréznia, od innych tu powierzchni, jednosp6jnosc.

9.5 Powierzchnie i macierz Seiferta dla splotu

Niech K bedzie zorientowanym wezlem badzZ splotem. Powierzchnia Seiferta
dla K jest to orientowalna, zwarta powierzchnia Sk z brzegiem ktéry jest réwny
K, tzn. dSg = K, oraz taka, Ze kazda jej skladowa spdjnosci posiada niepusty
brzeg. Przyklad pokazany jest na Rysunku 9.5.

Twierdzenie 9.3 (Frankl, Pontrjagin, Seifert).

Kazdy splot posiada powierzchnie Seiferta.
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Rysunek 9.5: Przyklad powierzchni Seiferta dla wezla. [5]

9.6 Genus wezla

Genusem wezta (lub splotu) K, oznaczanym jako g(K) jest minimalny genus
powierzchni Seiferta dla tego wezta (lub splotu).

Algorytm Seiferta:

Niech K bedzie zorientowanym wezlem lub splotem. Przesuwajac K ambien-
talna izotopia, zaktadamy, ze K jest w ogdlnym polozeniu wzgledem rzutu na
plaszczyzne i rozwazmy jego taki diagram D.

Przesurimy wiecej K o ambientalna izotopie tak, aby wiekszo$¢ czesci K jest
zawarta w plaszczyznie xy, tuki gérne K na skrzyzowaniach znajdowaty sie w
gornej polprzestrzeni R3, a tuki dolne byly w dolnej podprzestrzeni. Przetnij-
my kazde skrzyzowanie, zastepujac tuk gérny i dolny tuku dwoma tukami w
plaszczyznie xy, jak przy wygtadzeniu Ly w relacji motkowej wielomianéw we-
ztowych.

Stosujac wygladzanie na kazdym skrzyzowaniu D, otrzymujemy zorientowa-
ny splot, powiedzmy L. Ten diagram dla L nie ma przecie¢, a L zawiera sie
w plaszczyzZnie xy. Zatem L jest trywialnym zorientowanym splotem. Kazdy
okrag w L jest nazywany okregiem Seiferta. Niech D bedzie suma wzajemnie roz-
facznych zorientowanych dyskéw zanurzonych w dolnej pétprzestrzeni tak, ze
0D = L. Dla kazdego skrzyzowania D, przymocujmy p6t-skrecona tasme do D,
w odpowiedni sposéb skrecajac aby odpowiadalo dawnemu znakowi skrzyzo-
wania przed wygladzeniem. Otrzymamy zwarta zorientowana powierzchnie S z
wlasnoscia 0S = K. Genus tak otrzymanej powierzchni (dla c-liczba skrzyzowan
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diagramu poczatkowego, s-liczba okregéw Seiferta, r-liczba ogniw w splocie)

Wynosi §(2+c —s—r).

Rysunek 9.6: Przyktad zastosowania algorytmu Seiferta dla wezla 3;.
[101]

Wi1asnosci:

1. Dla weztéw Kj, Kp, mamy: g(K1#Ky) = g(K1) + g(Kz).
2. K jest weztem trywialnym wtedy i tylko wtedy gdy, g(K) = 0.

3. Niech K bedzie weztem. Jezeli g(K) = 1, to K jest weztem pierwszym.
Postugujac sie genusem wezla mozna wyciagna nastepujace wnioski.

1. Suma dwoch nietrywialnych weziéw nie moze daé wezta trywialnego.
2. Istnieje nieskoniczenie wiele réznych typow weziéw.
3. Kazdy nietrywialny wezet jest skoriczona suma weziéw pierwszych.

Twierdzenie 9.4 (Gabai). Stosujgc algorytm Seiferta dla diagramu alternujgcego pew-
nego splotu otrzymujemy powierzchnig Seiferta o minimalnym genusie dla tego splotu.

Twierdzenie 9.5 (cyt. [21]). Genus wezta torusowego T(r,s) dla r,s > 0 wynosi

§(T(r,)) = 57— 1)(s ~ 1),
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9.7 Wielomian Alexandera z powierzchni Seiferta

Z powierzchni Seiferta S dla K mozemy skonstruowa¢ macierz Seiferta V dla K
nastepujaco. Wybierajac petle ¢; na S reprezentuje baze dla pierwszej homologii
dla S, gdzie H{(S) = Z?¢ i wypychajac te petle w kierunku normalnym poza S
tworzac wowczas dodatkowe petle ¢, dostajemy macierz V rozmiaru 2g x 2g
+

)

zawierajaca elementy réwne indeksowi zaczepienia Ik(c;, ¢ j

Podczas gdy macierz V zwana macierzq Seiferta sama w sobie nie jest niezmien-
nikiem wezla K, to V mozna uzy¢ do skonstruowania wielomianu Alexandra
nastepujaco.

Ax(t) = det(VT —tV).

Z macierzy Seiferta mozna otrzymac tez wyznacznik wezta

det(K) = |det(V + VT)|.

9.8 Sygnatura

Jesli V jest macierza Seiferta splotu L, to sygnaturg splotu L, oznaczana o (L)
nazywamy algebraiczna sygnature macierzy V + V7.

Wtlasnosci:

S|

1. o(—L) =0o(L)

2. o(L) = —o(L)

3. 0(Li#Ly) = o(L1) + o(Ly)

4. Jesli K jest weztem, to o(K) jest liczba parzysta.

5. Jesli L jest splotem zwierciadlanym, to o (L) = 0.



Rozdzial 10

Wezly plastrowe, wstegowe i pary
konkordantne

Wezel nazywamy plastrowym jesli jest brzegiem gladkiego 2-dysku potozonego
w R% . Réwnowaznie mozemy powiedzie¢, ze wezel jest plastrowy jesli znajdu-
je sie na klatce filmu zawezlonej sfery w R%, ktére to pojecia zdefiniujemy w
drugiej czesci ksiazki.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla kazdego wezta K, wezel K#(—K*) jest plastrowy.

Wezel nazywamy wstegowym jesli ogranicza dysk w R3 ktory przecina sie¢ w
jedynie w krzywych punkéw podwoéjnych ¢ w sposéb wstegowy tzn. przeciwo-
braz 7y sktada sie z dwéch krzywych z czego co najmniej jedna lezy catkowicie
we wnetrzu tego dysku.

Twierdzenie 10.1 (cyt. [21]). Kazdy wstegowy wezet jest plastrowy.

Od weczesnych lat 1960. nie wiadomo czy kazdy wezel plastrowy jest weztem
wstegowym.

Twierdzenie 10.2 ([45]). Wielomian Alexandera wezta plastrowego moze byc¢ roztozo-
ny (z doktadnosciq oczywiscie do przemnozenia przez jednomian) na iloczyn A(t) =
F(t)f(t71) dla pewnego wielomianu f ze wspétczynnikami catkowitymi.

Twierdzenie 10.3 (cyt. [121]). Dla wezta plastrowego K, mamy sygnature: o(K) = 0.

Na zbiér wszystkich weztéw mozna wprowadzié relacje konkordancji zdefinio-
wana nastepujaco. Dwa wezly K; oraz K sa konkordantne jesli wezet Kqi#(—K3)
jest plastrowy. Relacja ta jest relacja réwnowaznosci, klasy réwnowaznos$ci wraz
o operacja sumy (spojnej) tworza grupe abelowa o przeliczalnej liczbie elemen-
tow.
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Rozdzial 11

Wezly i sploty na diagramach z
punktami potréjnymi

Wiemy, co najmniej od obserwacji V.ER. Jonesa z 1999 r. (Planar Algebras I
[85]), ze kazdy wezel i splot posiada diagram, na ktérym w kazdym z jego
wielokrotnych punktéw na ptaszczyZnie moga sie przecina¢ dokladnie trzy nici
parami poprzecznie.

N/
VEAVURN

AR,

Rysunek 11.1: Utworzenie i dekompozycja potréjnego skrzyzowania.

Rzutowanie wezla lub splotu K C R? jest jego obrazem w standardowym
rzutowaniu 77 : R3 — R2 (lub w 2-sfere) tak, ze ma tylko skoriczona liczbe
samoprzecie¢, zwanych punktami wielokrotnymi, a w kazdym punkcie wielokrot-
nym kazda para jej nici (ni¢ to fragment tuku, ktéry biegnie przez skrzyzowanie)
jest wzgledem siebie poprzeczna.

Jesli kazdy wielokrotny punkt projekcji ma krotnoé¢ trzy, to nazywamy to rzu-
towanie rzutowaniem potréjnego przeciecia. Potrdjne skrzyzowanie to skrzyzowanie
trzech nici kazda z jedna etykieta sposréd T, M, B (od wyrazéw: top, middle,
bottom).

Diagramem potréjnych skrzyZowar jest rzutowaniem potréjnego przeciecia ta-
kim, ze kazdy z jego punktéw potrdjnych jest potréjnym skrzyzowaniem, oraz
takim ze 71! nici oznaczonej T (w sasiedztwie tego punktu potréjnego) znajduje
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sie na gorze nici odpowiadajacej nici oznaczonej M, a ta ostatnia ni¢ znajduje sie
na gorze nici odpowiadajacej nici oznaczonej B (patrz Rysunek 11.1). Przykfa-
dy diagraméw potréjnych skrzyzowan z diagraméw (klasycznego) podwdjnych
skrzyzowan przedstawiono na Rysunku 11.2.

D (@

v v

Rysunek 11.2: Najprostsze nietrywialne diagramy potréjnych skrzy-
zowan. [6]

Indeks potréjnych skrzyzowani wezta lub splotu K, oznaczona jako c3(K), jest
najmniejsza liczba potréjnych skrzyzowan dla dowolnego diagramu potréjnych
skrzyzowan dla K. Minimalny diagram potréjnych skrzyzowarn wezta lub splotu K
jest diagramem potréjnych skrzyzowan dla K, ktéry ma doktadnie c3(K) potrdj-
nych skrzyzowan.

Naturalna orientacja (patrz réwnowazna definicja w [4]) na diagramie potrdj-
nych skrzyzowan to taka orientacja kazdego ogniwa tego sploty, ze w kazdym
skrzyzowaniu nici sa zorientowane do wewnatrz-na zewnatrz-do wewnatrz-na
zewnatrz-do wewnatrz-na zewnatrz, kiedy okrazamy skrzyzowanie. Mamy cie-
kawa obserwacje. Kazda orientacja diagramu potréjnych skrzyzowan otrzyma-
nego z zorientowanego wezla jest orientacja naturalna (zob. [4]).

W [4] pokazano, ze zestaw pieciu typéw ruchéw na diagramach potréjnych
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Rysunek 11.3: Ruchy typu-].

punktéw (1-ruchy, 2-ruchy, ruchy punktu bazowego, ruchy pasma i ruchy try-
wialnego przerzucenia) sa wystarczajace do przejscia miedzy dowolnymi dwa
diagramy tego samego splotu (z dokladnoscia do pewnej réwnowaznosci).

W pracy napisanej przez autora ze swoim uczniem [76] zmniejszyliSmy liczbe
ruchéw (np. ruch punktu bazowego wynika z pozostatych ruchéw). Wprowa-
dzajac ruchy typu-] udowadniamy, ze zbiér wszystkich pieciu wspomnianych
ruchéw jest generowany przez dwa rodzaje ruchéw (ruch typu-J i ruch trywial-
nego przerzucenia). Tak wiec dwa diagramy potréjnych skrzyzowan dla weztéw
sa powiazane sekwencja wylacznie ruchéw typu-J (patrz Rysunek 11.3), wtedy
i tylko wtedy, gdy definiuja ten sam typ wezla. Dalej w tej pracy systematycz-
nie generujemy rzutowania weztéw i splotéw pierwszych, a nastepnie klasyfi-
kujemy wszystkie wezly i sploty pierwsze z indeksem potréjnych krzyzowan
rownym co najwyzej cztery.

Znamy tez minimalny zbiér zorientowanych ruchéw taczacych diagramy po-
tréjnych skrzyzowan tego samego zorientowanego wezla.

Twierdzenie 11.1 (J. [80]). Dwa zorientowane diagramy potréjnych skrzyzowan dla
weztow sq powigzane sekwencjq zorientowanych ruchéw Jg i Ji (zob. Rysunek 11.4)
oraz sferyczng izotopig, wtedy i tylko wtedy, gdy definiujg ten sam typ wezta.

W ruchu Jr moze by¢ skoriczenie wiele potrdjnych skrzyzowan (tutaj zazna-
czonych na niebiesko), tak ze dla kazdego potrdjnego skrzyzowania tuk najbliz-
szy literze T zawsze lezy na gorze. W ruchu Ji, ktory jest ruchem lustrzanym
do Jr, moze by¢ skoriczenie wiele potréjnych skrzyzowan (tu pokolorowanych
na niebiesko) takich, ze dla kazdego potréjnego skrzyzowania tuk, najblizej lite-
ry B, lezy zawsze na spodzie. Orientacje niebieskich tukéw sa okreslone przez
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Rysunek 11.4: Minimalny zbiér ruchéw na zorientowanych diagra-
mach potréjnych skrzyzowan.

wladciwos¢ naturalnej orientagji.

Mamy nastepujace wartosci indeksu potréjnych skrzyzowan dla nieskoriczo-
nej rodziny weztéw i splotéw (patrz [3]). Dla splotéw torusowych L = T(2,2n)
mamy c3(L) = n. Dla splotéw torusowych L = T(3,3n) mamy c3(L) = 2n. Dla

1
wezléw skreconych K = J(2,n) mamy c3(K) = ! er + 1.

Istnieja ograniczenia dolna na indeks potréjnych skrzyzowan: z uzyciem (kla-
sycznego) indeksu skrzyzowaniowego c3(L) > 1c(L), oraz gdy L jest alternu-
jacym splotem wowczas c3(L) > 3c(L) (zobacz [3]); z uzyciem indeksu war-
koczowego c3(L) > b(L) — 1 (gdzie L jest nierozszczepialnym splotem, zobacz
[122]).

Znana jest nieréwno$¢ miedzy genusem g splotu L, a genusem kanonicznym
gc (4. najmniejszemu genusowi orientowalnej powierzchni ktérej brzegiem jest
dany wezet lub splot otrzymanej w wyniku algorytmu Seiferta) i jego liczbie
skrzyzowaniowej, mianowicie ¢(L) > 2 - ¢.(L) > 2 - g(L). Laczac powyzsze nie-
réwnosci widzimy, ze c3(L) > % - gc(L). Autor poprawil te dolna granice w
nastepujacy sposob.

Twierdzenie 11.2 (J. [78]). Niech L bedzie weztem lub splotem, woéwczas:

cs(L) >2-g.(L)+r(L)—1.

Jako zastosowanie pokazano réwniez, ze to ograniczenie jest wystarczajaco sil-
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ne, aby uzyskaé indeks potréjnych skrzyzowan dla wszystkich weziéw toruso-
wych c3(T(p,q)) = (p —1)(g — 1) i wielu innych weztéw (w tym tzw. dodatnich
warkoczy) i ich sum spéjnych.

Przedstawiamy nastepujaca tabele znanych wartosci indeksu potréjnych skrzy-
zowan dla weztéw pierwszych (do wartosci 8 tego niezmiennika), ktéra jest
kombinacja wynikéw z prac [76, 78, 80, 81].

Tabela 11.1: Indeks potréjnych skrzyZzowan weziéw pierwszych.

c3 || wezty

3,4,

57,61.

51,62,63,72,74,76,77,81, 83,812, 820,821, 942, 944, 945, 946, 948, 10132, 10136,
10137, 10140, 11138, 111139, 12144>.

5| 75,75,84,86,88, 811,813, 814, 815,92, 95, 98, 912, 914, 915, 919, 921, 925, 935,937,
939,941, 949,101, 103, 1013, 1035, 1058, 10129, 10130, 10131, 10133, 10135, 10144,
10145, 10146, 10147, 10162, 10164, 10145, 1111, 1113, 11n1o, 11117, 11n4g, 11ny,

11nyg, 11ny9, 11ny9, 11ngp, 11ngs, 11ngg, 11ny9, 11ngs, 11n9q, 111199, 111101,
1m0, 11n113, 111114, 11n116,11n117, 110123, 110133, 110140, 111141, 110142,
11n4¢p, 111479, 12111, 121413, 12155, 12n4¢, 12n4g, 12149, 12n¢5, 121151,
12n145, 12n300, 121974, 121283, 121310, 121311, 121323, 121358, 121359, 1211414,
121449, 121443, 120453, 121478, 12n533, 121583, 12n608, 12ng38, 131469,
13n1021, 1311475, 1311482, 1311513, 1311817, 1312067, 13112148, 13112328, 13112527,
1313158, 1313523, 1313504, 13113506, 13113600, 1313602, 1313617, 141110417,
14n11995, 14112152, 14112440, 14115687, 14116441

6 || 71, 82, 85, 87, 89, 810, 816, 817, 818, 819, 923, 928, 931, 11413, 11asy, 11ae,
11ags, 11aog, 11a193, 11a14s, 11a1g¢, 11a195, 11azg1, 11azge, 11az1g, 11az11,

11az14, 11ang, 11az19, 11a226, 11a228, 11az9, 11azsg, 11a247, 11a343, 124197,
12a487, 12a690, 12a691, 12as03, 1241124, 1241166, 1201202, 1241287, (- - -)

7 || 14a12741, 14016442, 14017385, 14a17730, 14418053, 14419429, (.- )

941, 105, 105, 109, 1097, 1044, 1047, 1048, 1042, 1064, 1079, 10g2, 10g5, 1091,
1094, 1099, 10100, 10104, 10106, 10109, 10112, 10116, 10118, 10123, 10124, 10139,
10152, (.- .)




Rozdzial 12

Nierownosci pomiedzy
niezmiennikami
calkowitoliczbowymi

Podajemy tutaj przeglad informacje o znanych nieréwnoéciach miedzy kla-
sycznymi niezmiennikami weztéw o wartosciach catkowitoliczbowych. Podaje-
my wizualny graf relacji, przyklady pokazujace, Ze niektére niezmienniki sa
nieporéwnywalne w ogdélnosci, oraz pokazujemy wybrane relacje, ktére nie sa
rozstrzygniete z propozycja kierunku mozliwej nieréwno$ci.

Przedstawiamy graf wybranych nieréwnosci pomiedzy niezmiennikami dla
dowolnego wezla K — S%. Na pierwszym diagramie, pokazanym na Rysunku
12.1, strzatka — oznacza >. Na drugim diagramie, pokazanym na Rysunku 12.2,
strzatka z podwoéjnymi grotami <> oznacza, ze sa przyktady weztéw, w ktérych
mamy relacje > i przyklady weztéw, w ktérych mamy < relacja. Strzatki —
z etykieta conj. to relacje, w ktérych nie znamy przykltadéw, w ktérych mogli-
by$my mie¢ odwrotna relacje < (wiec przypuszczamy ze te zaznaczone relacje
zachodza w pokazana strone).

Doktadne definicje tych niezmiennikéw i pokazane nieréwnoéci mozna zna-
lez¢ w nastepujacych pozycjach.
Relacja 1 w [34], 2, 9 w [3], 3 w [77], 5 w [107], 6 w [116], 7 w [117], 8 w [49], 4,
11,19, 25, 29, 35, 30 w [151], 26 w [55], 13 w [118], 14 w [133], 17, 18, 33 w [88],
15, 16 w [62], 20, 21 w [92], 22 w [124], 23, 24 w [60], 12, 31 w [123], 27 w [149],
10, 28 w [58], 32 w [1], 34 w [40], 36 w [81].
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Rysunek 12.1: Relacje I

W grafach na Rysunkach 12.1-12.2, oznaczone niezmienniki to w rozwinieciu
w j. angielskim (dla tatwiejszego odszukania w literaturze) znane sa jako:

¢ - the crossing number (liczba skrzyzowaniowa), c3 - triple crossing index
(indeks potréjnych skrzyzowan), cp - the delta-crossing number, g - the (Seifert)
three-genus (rodzaj/genus wezta), ¢ - the free genus, g - the canonical genus,
u - the unknotting number (liczba rozwiazujaca), u;, - the band-unknotting num-
ber, ul, - the band-unlinking number, g4 - the slice genus, g, - the ribbon slice
genus, g, - the doubly slice genus, o - the knot signature (sygnatura), T - the
Ozsvath-Szabo’s Tau-Invariant, s - the Rasmussen’s s-invariant, spA; - the span of
the Alexander polynomial A(t) (rozpieto$¢ wielomianu Alexandera), spV; - the
span of the Jones polynomial V(t) (rozpieto$¢ wielomianu Jonesa), degP; - the
z-degree of the HOMFLYPT polynomial P(v, z) (najstarsza potega z wielomianie
HOMFLYPT), cly - the 4D clasp number, c! - the clasp number, vt - the Hom
and Wu'’s invariant, u; - the slicing number, td - the skein tree depth (glebokos¢
drzewa motkowego), tr - the trivializing number, u, - the concordance unknot-
ting number, u; - the weak ribbon unknotting number, ¢y, - the "double-cover"
epsilon invariant, Ord, - the torsion order.
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Rysunek 12.2: Relacje II

Nastepujace niezmienniki nie moga by¢ powiazane ze soba nieréwnoscia dla
dowolnego wezta w ogdélnosci.

—_

N

®

e

o

10.
11.

12.

13.

. uig, naprzyklad u(6a2) < g(6a2), u(7a6) > g(7a6);

c3 i 2cl, na przyklad c3(9440) < 2¢1(9440), c3(5a1) > 2cl(5a1);

c3 1 2u, na przyklad c3(9440) < 2u(9a40), c3(5a1) > 2u(5al);

|| 1 |s|, na przyktad |o(10n13)| < |s(10n13)|, |c(9n4)| > |s(9n4)];

|| 12|7|, na przykiad |c(10n13)| < 2|7(10n13)|, |c(9n4)| > 2|T(9n4)|;

Q4s 1 2¢ly, na przyktad g45(7a6) < 2¢ly(7a6), g4s(6a3) > 2cly(6a3);

cly i g, na przyktad cly(6a2) < g(6a2), cly(9a36) > g(9a36);

spVi/2 1 spAy, na przyklad spVi(7a7)/2 < spA(7a7), spVi(7a4) /2 > spA(7a4);
spVi/2 1 degP,, na przyklad spVi(6a1)/2 < degP,(6al), spVi(6a3)/2 > degP,(6a3);
tr i cs, na przyktad tr(9a36) < c3(9436), tr(9n8) > c3(9n8);

spAr 1 2|t|, na przyklad spA;(12n293) < 2|t(12n293)|, spA¢(4al) >
2|t (4al)l;

2cp 1 ¢, na przyklad 2cp(3a1) < ¢(3al), 2cp(9a31) > ¢(9a31);

2gidegP,, 2¢(K15n14891) > degP,(K15n14891), dla 2¢ < degP, zob. [117].



Czesc 11

Wezly i sploty powierzchniowe
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Rozdzial 13

Zawezlone powierzchnie w
czteroprzestrzeni

Niech F oznacza zamknigtq powierzchnig, tzn. zwarta dwuwymiarowa rozma-
ito$¢ bez brzegu. Jesli inaczej nie zaznaczymy, dana powierzchnia moze by¢ nie-
orientowalna, posiada¢ niezerowy rodzaj (genus), nawet moze by¢ niespdjna.
Kazda taka powierzchnia zanurza sie w R*. Obraz zanurzenia homeomorficz-
nego f : F — R* nazywamy zaweZlong powierzchnig, dodatkowo F nazwijmy
bazowq powierzchnig dla niej.

Z twierdzenia klasyfikujacego powierzchnie wiemy, ze bazowa powierzchnia
to topologicznie element z rodziny skladajacej sie z: sfery S?, skoficzonej sumy
spéjnej toruséw T2, skoriczonej sumy spéjnej rzeczywistych plaszczyzn rzuto-
wych P? oraz roztacznej sumy ich wszelakich skoficzonych kombinadji.

Czasem dla podkreSlenia, ze bazowa powierzchnia moze by¢ niespdjna be-
dziemy zamiast terminu zaweZlona powierzchnia, uzywa¢ sformutowania splot
powierzchniowy. Natomiast aby zaznaczy¢, ze bazowa powierzchnia jest spéjna
bedziemy moéwié wezet powierzchniowy. Zawezlona powierzchnie nazywamy 2-
weztem, gdy jest to zaweZlona sfera s2,

Dwie zaweZlone powierzchnie sa rdwnowazne (maja ten sam typ), gdy istnieje
homeomorfizm zachowujacy orientacje R* na siebie, przeprowadzajacy jedna
powierzchnie na druga.

Twierdzenie 13.1 (cyt. [152]). Dwie zaweZlone powierzchnie sq réwnowazne wtedy i

tylko wtedy, gdy sq ambientalnie izotopijne.

Zalézmy, ze mamy powierzchnie F oraz przeksztalcenie ¢ : F — R3. Zbiér
dwupoziomowy T jest to topologiczne domkniecie w F zbioru {p € F
171 (¢(p))| > 1}. Natomiast zbiér punktéw podwdjnych to ¢(T') oznaczany u nas
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réwniez jako I'*.

Moéwimy, ze g(F) jest w potozeniu ogélnym, gdy zbiér punktéw podwdjnych
sktada sie z punktéw, ktérych otoczenia (jak na Rysunku 13.1) sa lokalnie home-
omorficzne z:

(i) dwoma poprzecznie przecinajacymi sie kawatkami ptaszczyzny,

(ii) trzema poprzecznie przecinajacymi sie kawatkami ptaszczyzny,

(iii) tzw. parasolem Whitneya.

R3 R3
e
——e - :
N
@) (ii)

Rysunek 13.1: Otoczenia punktéw osobliwych w IR3. [146]

Punkty odpowiadajace przypadkom (i), (ii), (iii) nazywamy odpowiednio:
punkt podwdjny, punkt potréjny oraz punkt rozgatezienia, przy przeksztalceniu g.

Okres$lmy rzutowanie ortogonalne 7 : R* — R> wzorem:

(x1, %2, x3,1) = (x1, X2, X3).

Przeciwobraz 71~ 1(T') zbioru punktéw podwdéjnych nazywamy zbiorem dwupozio-
mowym.

Twierdzenie 13.2 ([136]). Dowolna zaweZlona powierzchnia L1 jest réwnowazna (oraz
lezy dowolnie blisko) zaweZlonej powierzchni Ly takiej, ze 1t(Ly) jest w potoZeniu 0gol-
nym.

Nieformalnie oznacza to, ze jesli nie jest w potozeniu ogélnym to mozemy nia
dowolnie mato , potrzasna¢" aby byla, formalnie sprowadza sie to do wybrania
z przestrzeni wszystkich funkgji, takiej funkgji, ktéra jest w potozeniu ogélnym
i aproksymuje wyjsciowa funkgje.

Bedziemy zatem odtad zaklada¢ potozenie ogélne obrazu rzutowania, ponie-
waz wtedy zbiér samoprzecie¢ jest tak prosty (w sensie wymiaru) jak to tylko
mozliwe.
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Diagramem (przerywanym) Dk dla zawezlonej powierzchni K nazywamy 77(K)
z dodatkowa informacja o samoprzecieciu, oznaczana za pomoca przerwania
dolnego (wzgledem zmiennej t) kawatka powierzchni wzdtuz krzywej punktow
podwdjnych. Odpowiednie nazewnictwo dla otrzymanych kawatkéw plaszczy-
zny (gorny, srodkowy badz dolny) ilustruje Rysunek 13.2.

gorny

K k srodkowy

dolny

Rysunek 13.2: Poprzerywane fragmenty diagramu powierzchni. [141]

Punkt rozgalezienia diagramu z otoczeniem jak przedstawiono na Rysunku
13.3(b) otrzymuje znak +1, natomiast punkt z Rysunku 13.3(c) otrzymuje znak
—1. Suma znakéw wzieta po wszystkich punktach rozgalezienia diagramu, da-
je nam tak zwana normalng liczbe Eulera e(K) zawezlonej powierzchni K, ktéra
nie zalezy od wyboru diagramu [25]. Zatem jest algebraicznym niezmiennikiem
zawezlonych powierzchni. To nie jest wprawdzie oryginalna definicja, lecz twier-
dzenie réwnowazne (Banchoff [19]), ktére pozwala nam zastapi¢ trudniejsza de-
finicje.

+1 —1

(a) (b) (c)
Rysunek 13.3: Znak punktu rozgalezienia. [140]

Zawezlona powierzchnie orientowalna nazywamy trywialng, gdy jest ona réw-
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nowazna zanurzonej powierzchni potozonej w R® x {0} C R*. Plaszczyzne rzu-
towa P? zawezlona w R* nazywamy trywialna, jesli jest ona réwnowazna po-
wierzchni, ktérej rzutowanie do R wyglada jak na Rysunku 13.4(a). Ponadto
rozrézniamy ja na dodatnig, gdy jej diagram jest taki jak na Rysunku 13.4(b)
i ujemng gdy jest to sytuacja z Rysunku 13.4(c). Zawezlona powierzchnie nie-
orientowalna nazywamy trywialng, gdy jest ona r6wnowazna pewnej skoriczonej
sumie spdjnej trywialnych ptaszczyzn rzutowych.

2

A AN
(I S e I
NI AN AN

(a) (b) (©)

Rysunek 13.4: R6znie polozone trywialne ptaszczyzny rzutowe. [140]

Normalna liczba Eulera nieorientowalnego wezla powierzchniowego F moze
jedynie przyjmowac wartosci: 2g,2¢ — 4,...,4 — 2g, —2g, gdzie g jest liczba P?
skladnikéw spéjnych F. Bylta to hipoteza Whitneya i udowodniona zostata przez
Masseya, p6zniej Kamada podal inny dowdéd tego twierdzenia w [89].

DP graf to rozlaczna suma okregéw i graféw majacych wierzchotki stopni
jeden lub szes¢. Wokoét wierzchotka stopnia sze$¢ mozemy wyodrebnic trzy pa-
ry krawedzi tak, ze kazda dobrana para taczy sie ,na wprost" (tzn. otoczenie
tego wierzchotka jest homeomorficzne z przecieciem sie osi wspotrzednych kar-
tezjariskich w R® tak, ze dobrane pary sa wspoétliniowe). Przyklad DP grafu
pokazany jest na Rysunku 13.5.

Rysunek 13.5: Przyktad DP grafu. [146]

Widzimy, ze kazda powierzchnia w potozeniu ogélnym w R® ma zbiér punk-
tow podwojnych bedacy zanurzonym homeomorficznie (by¢ moze nawet nietry-
wialnie) DP grafem.
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Na DP graf da sie wprowadzié BW orientacje, jesli kazda krawedzZ tego gra-
fu jest zorientowana i w niewielkim otoczeniu kazdego wierzchotka stopnia 6
spelnione sa warunki:

1. dwie krawedzie w kazdej z trzech dobranych par sa obie zorientowane do
tego wierzchotka lub obie od wierzchotka,

2. liczba krawedzi ktoérych orientacja wskazuje do wierzcholka jest réowna
dwa albo cztery.

Powierzchnia w potozeniu ogélnym g : F — R3 podnosi sie do zanurzonej
powierzchni w R?, jesli istnieje zanurzenie f : F — R* takie, ze g = mo f. Takie
zanurzenie nazywamy podniesienien.

W przypadku klasycznym, kazda petla w polozeniu ogélnym na plaszczyz-
nie ma podniesienie, co wiecej ma podniesienie do trywialnego wezta w R3.
W przypadku powierzchni juz tak by¢ nie musi, tzn. istnieja powierzchnie bez
podniesienia, co bedzie pokazane dalej.

Lemat 13.3 ([141]). Niech ¢ : F — R3 bedzie powierzchniq w polozeniu ogélnym,
wtedy ¢(F) dzieli R® na obszary ktére mozna pokolorowaé w szachownice (tzn.
dwukolorowo tak, ze przylegte obszary majg inne kolory).

Dowdéd. Ustalmy py € R3\¢(F). Dla kazdego obszaru D C R3\g(F) bierzemy
punkt p € D i krzywa regularna v C R>\I'y (gdzie I' to zbiér punktéw podwdj-
nych dla obrazu g) faczaca po i p tak, ze y przecina g(F)\I'y poprzecznie, skon-
czona liczbe razy. Niech o bedzie inna krzywa jak wyzej. Skoro Hy (]R3) =0, to
Z;-liczba przeciecia petli v U (—7') i ¢(F) w R® wynosi zero. Zatem parzystos¢
liczby #(y N g(F)) nie zalezy od wyboru krzywej 7. Teraz mozemy pokolorowa¢
obszar D na czarno (bialo), gdy #(y N g(F)) jest liczba parzysta (nieparzysta). W
rezultacie otrzymujemy pokolorowany szachownica zbiér R3\ ¢(F). O

Ustalmy zatem jedno, z dwéch mozliwych, pokolorowan obszaréw w IR3.

Punkt rozgatezienia nazywamy czarny (B) (biaty (W)), gdy otoczenie jego (jako
parasola Whitneya) ma , wewnatrz parasola" kolor czarny (biaty).

W otoczeniu punktu potréjnego wybieramy czarny obszar B (sposréd czte-
rech mozliwych). Wybieramy wektory normalne vy, v, v3 do odpowiednio: gor-
nego, srodkowego i dolnego kawatka ptaszczyzny tak, ze leza w B i wskazuja
na B. Wtedy taki punkt potréjny nazywamy dodatni (T ) jesli orientacja tréjki
(v1,v2,v3) zgadza sie z orientacja R® (tzn. spelnia tzw. regute prawej reki). W
przeciwnym przypadku jest to ujemny punkt potréjny (T-).
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Stwierdzenie 13.4 ([27, str. 9-11]). Obraz odwzorowania w potozeniu 0gélnym po-
wierzchni do R3 podnosi sie do zanurzenia w R*, wtedy i tylko wtedy, gdy da sie go
poprzerywaé do diagramu przerywanego.

Istnieje nastepujacy warunek konieczny i dostateczny na istnienie podniesie-
nia powierzchni, ktéry korzysta wylacznie ze zbioru punktéw podwdjnych, czyli
DP grafu.

Twierdzenie 13.5 ([141]). Obraz odwzorowania w potoZeniu 0gélnym powierzchni do
IR3 podnosi sig do zanurzenia w R*, wtedy i tylko wtedy, gdy na zbiér punktéw podwdj-
nych da si¢ wprowadzi¢ BW orientacje.

Poniewaz naprzeciwlegle krawedzie w otoczeniu punktu potréjnego maja
przeciwne orientacje wzgledem BW-orientacji (Rysunek 13.6) mamy nastepujacy
wniosek.

L » L ok
I B

Rysunek 13.6: Zmiana orientacji przy przejsciu przez punkty potréjne.
[146]

Whniosek 13.6 ([141]). Zatézmy, ze DP graf I zawiera petle takq, ze liczba elementdéw
przeciwobrazu punktéw potréjnych na niej jest nieparzysta. Wtedy kazda powierzch-
nia w potozeniu ogélnym w R3 posiadajgca taki zbidr punktéw podwdjnych T nie ma
podniesienia.

Przyklad 1. Obraz plaszczyzny rzutowej P> w potozeniu ogélnym w R® majacy
zbiér punktéw podwojnych bedacy bukietem trzech okregéw, realizowany jest
przez tzw. powierzchni¢ Boya (Werner Boy byt jedynym uczniem Hilberta zajmu-
jacym sie geometria).

13.1 Filmy

Niech dana bedzie zawezZlona powierzchnia K, wybierzmy wektor v & R%.
Dla kazdego t € R niech R} oznacza hiperptaszczyzne prostopadia do v i za-
wierajaca punkt fv. Mozna w razie potrzeby zmieni¢ nieznacznie v, tak aby dla
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prawie kazdego parametru t przekréj Ky = R? N K byt klasycznym splotem badz
pusty. Poniewaz powierzchnia bazowa dla K jest przestrzenia zwarta, to istnieje
przedziat [a, b] taki, ze K C Uyes ) R3.

00900

Rysunek 13.7: Ciecia torusa ustawionego wertykalnie. [93]

Rysunek 13.8: Punkty krytyczne. [11]

Niech py : R* — R, bedzie rzutowaniem na prosta Ry = {tv € R*:t e
R}. Mozemy zatozy¢ na podstawie teorii Morse’a, ze krytyczne punkty py|x :
K — Ry sa niezdegenerowane i przyjmuja rézne krytyczne wartodci. W tym
przypadku niech t; < t, < ... < t; beda krytycznymi wartoéciami w przedziale
[a,b]. Niech a; € (t;_1,t;) oraz b; € (t;,tiv1), gdzie b; < a; ;1 dlai =1,...,n
Umownie przyjmujemy fo = a,t,11 = b. Wtedy Use[s,p,) Kt zawiera pojedynczy
punkt krytyczny indeksu 0,1 lub 2. Zobacz Rysunek 13.7.

Punkt krytyczny indeksu 0 to punkt minimum, odpowiadajacy pojawieniu sie
trywialnie zanurzonego okregu; punkt krytyczny indeksu 1 to punkt siodfowy;
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punkt krytyczny indeksu 2 to punkt maksimum, odpowiadajacy zniknieciu try-
wialnie zanurzonego okregu (Rysunek 13.8). Rodzina {K; C R?}te[a,b] jest nazy-
wana ruchomym obrazem lub krocej filmem dla K. Natomiast K; to klatka tego
filmu. Metoda ta zostata wprowadzona przez Foxa i J. Milnora i zaprezentowana

| e
g
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Rysunek 13.9: Klatki filmu dla zawezlonego torusa. [27]

Kazda zaweZlona powierzchnia daje nam film oraz z kazdego filmu mozemy
zbudowaé odpowiadajacy mu splot powierzchniowy. Ponadto wiadomo, Zze wy-
starczy tylko skoriczona liczba klatek do opisu zaweZlonej powierzchni, zatem
jedynie te sie uzywa w praktyce i méwi o nich film (cyt. [24, str. 3]).

Przyklad filmu dla powierzchni, przedstawiony jest na Rysunku 13.9. Nale-
zy zauwazy¢, ze przejécia pomiedzy niektérymi klatkami sa jedynie izotopia
klasycznych splotéw, sa one jednak istotne i typ zawezlenia powierzchni moze
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sie zmieni¢ uwzgledniajac jedynie te klatki pomiedzy ktérymi wystepuje punkt
osobliwy.

Stwierdzenie 13.7 ([27, str. 12]). Przy rzutowaniu, I (odp. I1I) ruchowi Reidemeistera
na klatkach filmu, odpowiada na diagramie punkt rozgatezienia (odp. potréjny). Ukazuje
to Rysunek 13.10.

| >, >

N[

Rq Ry R3

Rysunek 13.10: Odpowiednios¢ ruchéw Reidemeistera z punktami
osobliwymi przy rzutowaniu. [11]

13.2 Ruchy Rosemana

Zaprezentujemy teraz elementarne lokalne ruchy w R3, ktére charakteryzuja
rownowazne sploty powierzchniowe.

Twierdzenie 13.8 ([135]). Dwa diagramy reprezentujq rownowazne sploty powierzch-
niowe wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich mozna otrzymaé z drugiego za pomocq
skoriczonej liczby ruchéw wzietych z listy pokazanej na Rysunku 13.9 oraz izotopii dia-
gramu w R3.

Nalezy zauwazy¢, ze pokazane wyzej tzw. ruchy Rosemana nie maja zaznaczo-
nej informacji na samoprzecieciu, ktéry kawatek powierzchni jest dolny a ktéry
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Rysunek 13.11: Ruchy Rosemana. [29]

gorny. Dla prostoty jednak nie uwzglednia sie podziatu na r6zne mozliwe przy-
padki.

Ponadto w powyzszym twierdzeniu pokazano, Ze jest to wystarczajacy ze-
staw elementarnych ruchéw, co nie oznacza ze najprostszy, tzn. pewien z nich
moze dac sie otrzymacé z pozostatych (cyt. [135, str. 360]). Rzeczywiscie wedlug
pracy [163] ruch II jest pewna kombinacja ruchéw IV oraz I. Minimalny zestaw
generujacy ruchy zostal uzyskany w [102].
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13.3 Grupa wezla oraz splotu powierzchniowego

Niech K bedzie zawezZlona powierzchnia w S%. Niech N (K) oznacza otoczenie
tubularne dla K (twierdzenia o otoczeniu tubularnym wiemy, ze zawsze takie
istnieje), czyli gladkie zanurzenie N : D? x F takie, ze dla kazdego p € F mamy
N(0,p) = piniech X = S$*\int(N(K)). Wéwczas zbiér X nazywamy zewnetrzem
K. Natomiast o grupie podstawowej 711 (X) skrotowo méwimy grupa powierzchni
K.

Z klatek filmu dla zawezZlonej powierzchni K mozna wyczyta¢ prezentacje
jej grupy. W kazdej z klatek K N IR? zadajemy orientacje na kazdy klasyczny
splot. Wybieramy tak diagram dla K aby poszczegélne dwie kolejne klatki filmu
réznily sie jedynie na niewielkim dysku, poprzez pojawienie sie lub znikniecie
matego okregu, badZ zmianie odpowiadajacej punktowi siodfowemu.

Grupa powierzchni K jest wowczas dana poprzez zastosowanie dobrze zna-
nego twierdzenia van Kampena przy sklejaniu ze soba sasiednich klatek K N IR?.
Doktadniej, jesli punkt osobliwy (0,0,0,0) lezy w cieciu t = 0, to stosujemy
dwukrotnie twierdzenie van Kampena do trzech zbioréw otwartych U\K, W\K
oraz V\K, gdzie U = {(x,y,z,t) | t > max(—e,—/x2+y>2+22)}, W =
{(x,y,z,t) | P+y>+22+12 <€}, V={(x,y,z1t) | t <min(e, /x2+ 12 +22)}.

Konkretnie, jesli (x;| r;) , (y;| s;) to prezentacje Wirtingera sasiadujacych klatek
KNR3 oraz KN RY, wtedy prezentacja dla grupy 7 ((Ute[a,b] R?)\int(N (K)))
dana jest poprzez (x;,yi| ri,si, R;), gdzie relacje R; polegaja na przyréwnaniu
generatoréw odpowiadajacych im tukéw diagramu. W przypadku siodla nowa
relacja przyréwnuje generatory biorace udzial w tym przeksztalceniu, natomiast

w przypadku pojawienia sie okregu nowy generator jest wprowadzany (cyt. [44,
str. 133]).

13.4 Gloéwne klasy obiektow

Jednym z dwoéch gléwnych klas obiektéw badan w teorii splotéw dwuwymia-
rowych jest klasa powierzchni wstegowych (przyklad diagramu wstegowego jest
na Rysunku 13.12), zdefiniowana nastepujaco.

Niech A = AjU...UAg oraz B = By U...U B; beda rozlacznymi sumami
3-dyskéw zanurzonych w R*. Kazda sktadowa A jest nazywana baza, a kazda
sktadowa B nazywana jest wstega. Sparametryzujmy kazda wstege B; jako b; :
D? x [0,1] — R*. Zalézmy, ze dla kazdego i = 1,...,] spelniona jest réownosé
A Nb;(D? x [0,1]) = b;(D? x 9[0,1]) oraz jesli b;(D? x (0,1)) przecina pewna
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Rysunek 13.12: Przyklad diagramu powierzchni wstegowe;j. [67]

baze Aj, to ich przekr6j jest rowny b;(D? x {t}) dla pewnego t € (0,1). W6éwczas
zawezlona powierzchnie K nazywamy wstegowq, gdy jest ona postaci:

K= (aA\ LZJ b;(D? x a[o,1])> U LlJ b;(0D?* x [0,1]).
i=1

i=1

Druga, nie mniej badana klasa, jest rodzaj zaweZlonych powierzchni zwanych
weztami skrecono-okreconymi, zdefiniowanymi nastepujaco.

Myslimy o R* jak o tzw. dekompozycji otwartej ksigzki, czyli okrecenie (w usta-
lonym kierunku) IRi wokot R2. Dla wezta klasycznego K bierzemy jego supet T,
czyli zanurzony tuk w R3, o koricach bedacych réznymi punktami a,b € alR:j’r
taki, ze T U [a,b] C R3 jest weztem réwnowaznym z K. Woéwczas $lad okrecenia
T wokét R? z jednoczesnym skreceniem go (w ustalonym kierunku) podczas
okrecania m-razy w kuli B®, nazywamy m-skreconym-okreconym 2-weztem wezta
K i oznaczamy przez " (K), gdy m = 0 méwimy krocej, ze to okrecony wezet K.

Istotnie zaweZlona cze$¢ supta T musi by¢ jedynie we wspomnianej kuli B3,
natomiast ramiona supta znajdujace sie poza kula, nie zawezlaja sie podczas do-
konywania skreceri. Omawiana sytuacje dla K = T(2,3), czyli tak zwanego tréj-
listnika, ilustruje Rysunek 13.13. Przykiad filmu dla 2-skreconego-okreconego
tréjlistnika prezentuje Rysunek 13.14.
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Rysunek 13.13: Intuicja pojecia okrecenia ze skreceniami. [67]

Twierdzenie 13.9 ([166]). Mamy nastepujgce wtasnosci:

(i) TV(K) jest trywialnym 2-weztem,
(it) T "(K) = v"(K),

dla kazdego wezta klasycznego K oraz m € Z.

Twierdzenie 13.10 ([110] w wersji dla powierzchni niezorientowanych). Dla kaz-
dego wezla klasycznego K oraz m € Z, mamy nastepujqcq wlasnosc:

(i) (T"(K))* = "(K),
gdzie X* oznacza wziecie odbicia lustrzanego X.

Jesli dwie zaweZlone powierzchnie sa rownowazne to ich zewnetrza sa home-
omorficzne (cyt. [24]).
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Rysunek 13.14: Film dla 2-skreconego-okreconego tréjlistnika. [67]

Twierdzenie 13.11 (Gluck [50]). Istniejg co najwyzej dwa nierdwnowazne 2-wezty z
homeomorficznymi dopetnieniami. Okrecone 2-wezty (tzn. bez skreceri) oraz wstegowe
2-wezty sq jednoznacznie wyznaczone przez swoje dopetnienia.

Twierdzenie 13.12 (Gordon [51]). Istniejqg dwa nieréwnowazne 2-wezly z homeomor-
ficznymi dopetnieniami. Istnieje nieskoriczona rodzina skreconych-okreconych 2-weztéw
ktore nie sq jednoznacznie wyznaczone przez swoje dopetnienia.



Rozdzial 14

Minimalna liczba punktéow
potréjnych

Minimalna liczba punktéw potréjnych splotu powierzchniowego F, oznaczona
T (F) jest to najmniejsza liczba punktéw potréjnych przy rzutowaniach, sposrod
wszystkich splotéw powierzchniowych réwnowaznych F.

Analogicznie definiujemy inny niezmiennik: minimalng liczbe punktéw rozga-
fezienia, oznaczana jako B(F), ktéra zostata zdeterminowana przez normalna
liczbe Eulera, w nastepujacy spos6b.

Twierdzenie 14.1 ([25]). Dla wezta powierzchniowego F, zachodzi B(F) = |e(F)].

Pomyst dowodu powyzszego twierdzenia polegal na geometrycznym zblize-
niu, po czym usunieciu z obrazu par punktéw rozgatezienia majacych przeciwne
znaki (II ruch Rosemana). Zauwazmy, ze podczas takiej operacji punkt rozgate-
zienia moze przebic¢ sie przez kawatek powierzchni powodujac pojawienie sie
punktu potréjnego (VI ruch Rosemana), stad usuniecie punktéw rozgalezienia z
diagramu moze nie sprzyja¢ minimalizacji liczby punktéw potréjnych.

Whniosek 14.2 ([142]). Dla splotu F = F; U F, U ... U F, zachodzi réwnosé¢ B(F) =
le(Fy)| + - - -+ |e(Fn)|, gdyz punkt rozgatezienia przy rzutowaniu w potoZeniu ogélnym
pochodzi z tej samej sktadowej.

Mamy jednakze ponizej pewien wzoér wiazacy liczbe badanych punktéw oso-
bliwych. W praktyce nie daje on nam nic istotnego do wyznaczania minimalnej
liczby punktéw potréjnych (gdyz wystepuja w nim réznice a nie sumy wybra-
nych punktéw potréjnych).

Twierdzenie 14.3 ([26]). W diagramie mamy zawsze réwnosé¢ 2(Ty —T-) =
(Wy —W_) — (B4 — B_) , gdzie W, W_, By, B_ to liczba punktéw rozgatezienia

98
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odpowiednio: biatych dodatnich, biatych ujemnych, czarnych dodatnich, czarnych ujem-
nych; T, T_ to liczba punktéw potréjnych odpowiednio: dodatnich i ujemnych.

Dowdd. Uzasadnienie tego wzoru jest latwe gdy postuzymy sie BW orienta-
cja zbioru punktéw podwdjnych nastepujaco [141]: zliczajac liczbe krawedzi
wladciwych (nie petli) w DP grafie mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby. Licz-
ba krawedzi liczona jako punkty koricowe (wzgledem orientacji) jest réwna
2T, +4T_ + B_ 4+ W, drugi sposoéb liczenia krawedzi (jako punkty poczatkowe)
daje nam analogicznie liczbe 4T +2T_ + B, + W_. Przyréwnujac obie warto$ci
otrzymujemy teze. [

Niech dla splotu powierzchniowego F zbiér I'r oznacza zbiér punktéw po-
dwodjnych diagramu Dr. Jest to suma zanurzonych petli i zanurzonych tukéw w
R3 tak, ze korice tych tukéw sa punktami rozgatezienia. Zal6zmy, ze I'r zawie-
ra zwykly tuk (tzn. zanurzony homeomorficznie tuk bez punktéw potréjnych
wewnatrz). Taki zwykly tuk nazywamy a-tukiem (odp. m-tukiem) jesli dwa punk-
ty rozgalezienia na jego kranicach maja przeciwne znaki (odp. te same znaki).
Zauwazmy, ze otoczenie (podniesionego do R*) a-tuku (odp. m-tuku) jest home-
omorficzne z pierScieniem (odp. wstega Moebiusa). Oznaczamy ponadto liczbe
punktéw potréjnych (odp. rozgatezienia) przez t(Dr) (odp. b(Dr)) dla diagramu
Dr.

) 7 ) /T@\f?\
o

\ /
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N N/ \_/ N NI AN
(a) (b) (©)
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Rysunek 14.1: Usuniecie punktéw rozgatezienia z a-tuku. [142]

Lemat 14.4 ([142]). Jesli I'r zawiera a-tuk, to F jest rdwnowazny splotowi powierzch-
niowemu F' takiemu, ze t(Dp/) = t(Dp) oraz b(Dp') = b(Dp) — 2.

Dowdd. Otoczenie a-tuku wyglada jak na Rysunku 14.1(a), mozemy je zdeformo-
wac do postaci potaczonych ,rurka" dwéch kawatkéw powierzchni, gdzie jedna
strona faczenia odbywa sie poprzez wystawiony z jednego kawatka powierzchni
,babelek" jak na Rysunku 14.1(b). Dalej deformujemy rurke (w R*) tak aby to
faczenie nie odbywato sie na babelku tzn. zsuwamy je catkowicie tak, ze znaj-
duje sie teraz w diagramie ,wejscie” do rurki z ,zewnatrz" powierzchni, oraz
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rurka nie przecina juz powierzchni w czesci babelkowej (tylko obok), jak na Ry-
sunku 14.1(c). Powoduje to pojawienie sie okregu punktéw podwojnych, tak jak
w przypadku III ruchu Rosemana. Nastepnie wykonujemy na czesci babelkowej
I ruch Rosemana eliminujac caly wyjsciowy a-tuk, czyli pozbywamy sie dwéch
punktéw rozgatezienia. O

Lemat 14.5 ([140]). Zatézmy, ze punkt rozgalezienia b i punkt potréjny t diagra-
mu Dr sq koricami zanurzonego tuku punktéw podwdjnych tak, ze tuk ten jest po-
przeczny w stosunku do goérnego kawatka ptaszczyzny lub dolnego kawatka ptaszczy-
zny w punkcie t. Wtedy F jest réwnowazny splotowi powierzchniowemu F' takiemu, ze
t(Dpr) = t(Dp) — 1 oraz b(Dg) = b(Dg).

It It It

(a) (b) (©)

Rysunek 14.2: Usuniecie punktu potréjnego w specyficznej sytuacji.
[142]

Dowdd. Poniewaz poprzeczny do tuku kawatek ptaszczyzny nie jest kawatkiem
srodkowym (wzgledem wysokosci przy rzutowaniu) zatem mozemy w R* prze-
suna¢ go nieznacznie z nad (lub z pod) otoczenia punktu ktéry bedzie rzutowa-
ny na punkt rozgalezienia b. Na diagramie ruch ten odpowiada sytuacji na Ry-
sunku 14.2, gdzie wykonujemy ruch ciagly niewielkiego otoczenia punktu t w
poprzecznym do tuku kawatku ptaszczyzny, wzdtuz tuku w strone punktu roz-
galezienia i dalej przez niego (VI ruch Rosemana). Deformacja ta nie wprowadza
nowego punktu potréjnego, a redukuje punkt potrdjny ¢. O

Twierdzenie 14.6 ([140], [141]). Dla kazdego splotu powierzchniowego F dla ktérego
T (F) # 0, zachodzi T (F) > 2.

Dowéd. Zat6zmy nie wprost, ze dla pewnej powierzchni F mamy 7 (F) = 1, wte-
dy BW zorientowany DP graf zbioru punktéw podwdjnych rzutowania F, sklada
sie z jednego wierzcholka t stopnia 6. Rozpatrujemy teraz wszystkie przypad-
ki. Jesli graf ten nie ma innych wierzchotkéw to mamy sprzeczno$é¢ z warun-
kiem podniesienia (omawiany wczesniej bukiet trzech okregéw). Jesli posiada
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on wierzcholek inny niz ¢ (nazwijmy go b), to wéwczas jesli krawedz o koricach
t,b jest prostopadta do goérnego badz dolnego kawatka ptaszczyzny to mozna
usuna¢ ten punkt potréjny na mocy Lematu 14.5.

Zostala nam zatem jedynie mozliwo$¢, ze ta krawedz (o koficach w punktach
t i b) jest prostopadia do srodkowego kawatka ptaszczyzny, lecz wtedy wséréd
pozostalych pieciu krawedzi sa cztery zorientowane tak samo. Nie kazda z nich
moze wiec tworzy¢ petli (mamy jeden punkt potréjny), gdyz petla wchodzi do
wierzchotka t z przeciwna orientacja niz wychodzi. Stad wsrdéd tych czterech
krawedzi musi istnie¢ jedna krawedz zakoriczona wierzchotkiem réznym od ¢
i b, ale wtedy nie bedzie ona poprzeczna do srodkowego kawatka ptaszczyzny.
Stosujac ponownie Lemat 14.5 otrzymujemy sprzecznos¢. [

Splot powierzchniowy F jest P?-redukowalny jesli F jest rtéwnowazny sumie
spojnej niezawezlonej plaszczyzny rzutowej i pewnego splotu powierzchniowe-
go. F jest P2-nieredukowalny jesli nie jest P2-redukowalny.

)

[
\

(a) (b)

Rysunek 14.3: P?-redukowalnosé¢. [142]

Lemat 14.7 ([140]). Jesli Tr posiada m-tuk, to F jest P>-redukowalny.

Dowdd. F jest P?-redukowalny, gdyz domkniete otoczenie m-tuku jest izotopijne
z trywialnie zanurzona plaszczyzna rzutowa z usunietym niewielkim dyskiem
otwartym, co ilustruje Rysunek 14.3. O

Otoczenie tubularne N(F) powierzchni F jest ID?>-wiazka nad F, a jego brzeg
ON(F) jest S'-wiazka nad F. Wtedy wiékno S! x {x} dla * € F nazywamy po-
tudnikiem dla F. Dla splotu powierzchniowego F = F; U F, Ll... U F,; niech my
oznacza potudnik F (k =1,2,...,n). Kazdy my odpowiada wéwczas elemento-
wi grupy 711 (R*\F).

Stwierdzenie 14.8 ([142]). Jesli rzqd kazdego my jest rozny od 2 w 7ty (R*\ F), wtedy
F jest P?-nieredukowalny.
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Twierdzenie 14.9 ([142]). Dla P?-nieredukowalnego splotu powierzchniowego F =
hRuhbkU...UF, mamy

T(F) = 5 (le(F)[ 4 ...+ le(Fa)]) -

N —

Dowéd. Wobec Wniosku 14.2 wystarczy pokazaé, ze T (F) > 3B(F). Niech M
bedzie zbiorem wszystkich diagraméw splotéw powierzchniowych F/ réwno-
waznych z F takich, ze t(Dp) = T (F). Wezmy taki diagram D ze zbioru M, ze
b(D) jest minimalny. Niech I' bedzie zbiorem punktéw podwoéjnych diagramu
D. Skoro F jest P>-nieredukowalny, wiec z Lematu 14.7, T nie zawiera m-tuku.
Co wigecej I' nie zawiera a-tuku na mocy Lematu 14.4, gdyz inaczej istniatby dia-
gram D' w M taki, ze b(D) > b(D’) co przeczy minimalnosci D. Mamy zatem,
ze kazdy punkt rozgalezienia w I’ jest potaczony prostym tukiem w I' z jakims$
punktem potréjnym.

Gdyby liczba punktéw rozgatezienia potaczonych z pewnym punktem po-
tréjnym byla réwna co najmniej trzy, wtedy mielibySmy pare: punkt rozga-
fezienia oraz punkt potréjny spetniajace zatozenia Lematu 14.5. Wéweczas ist-
niatby diagram Dp» splotu powierzchniowego F” réwnowaznego z F taki, ze
t(Dpr) < T (F) co daje nam sprzeczno$¢. Zatem liczba punktéw rozgalezienia
jest nie wieksza niz podwojona liczba punktéw potréjnych. Mamy zatem osza-
cowanie 7 (F) = t(D) > 1b(D) > I B(F). O

Twierdzenie 14.10 ([142]). Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n, istnieje splot po-
wierzchniowy F taki, Ze T (F) = 2n.

Dowdd. Niech zanurzona w [0, 1] x R3 powierzchnia A bedzie dana przez klatki
jak na Rysunku 14.4. Jest to powierzchnia o dwéch sktadowych z ktérych kazda
jest homeomorficzna z plaszczyzna rzutowa z usunietymi dwoma wnetrzami
standardowych dyskéw. Zbiér punktéw podwdjnych przy rzutowaniu [0,1] x
R3 — [0,1] x R? sktada sie z czterech punktéw rozgalezienia i dwéch punktéw
potréjnych (oraz z krzywych punktéw podwojnych) na mocy Stwierdzenia 14.8.
Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n konstruujemy splot powierzchniowy
nastepujaco:
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(BUB dla

x=0
AN ({x} xR dla 0<x<1
AN({x—1} x R?) dla 1<x<2
F(n) N ({x} xR%) =
AN({x—n—-2)} xR3) dla n—-2<x<n—1
AN({x—(n-1}xR% dla n—1<x<n
BUB’ dla x=mn
% w  przeciwnym przypadku,

\

gdzie B U B’ jest suma dwoch standardowych 2-dyskéw ograniczonych try-
wialnym splotem A N ({0} x R3) = AN ({1} x R3).

Zauwazmy, ze zbiér punktéw podwdjnych diagramu Dr, sktada sie z n ko-
pii zbioru jak na Rysunku 14.4 po prawej stronie. Kazda z dwéch sktadowych
to trywialny nieorientowalny wezet powierzchniowy z charakterystyka Eulera
réwna 2 — n. Jedna ze skladowych ma normalna liczbe Eulera réwna 2#n, a dru-
ga za$ —2n. Mamy réwniez nieréwnos¢ 7 (F(n)) < 2n, gdyz nasze rzutowanie
ma dokladnie n razy po 2 punkty potréjne w kazdej kopii A.

Grupa podstawowa tego splotu jest izomorficzna z grupa o prezentaciji:
(a,blaba = b, bab = a)

(bardziej szczegdtowe wyznaczenie jest w [24, str. 87-88]). Jest to znana grupa
tzw. kwaternionéw, wobec tego kazdy z tych generatoréw ma rzad réwny 4 (a, b
odpowiadaja potudnikom F(#n)). Ze Stwierdzenia 14.8 mamy zatem, ze F(n) jest
P2-nieredukowalny, wiec na mocy Twierdzenia 14.9 otrzymujemy T (F(n)) >
3(|2n] + | —2n]) = 2n. Co ostatecznie daje nam zadana réwnos¢ 7T (F(n))
2n.

O

Dla kompletnosci stanu aktualnej wiedzy podamy teraz skrétowo inne wyniki
i oszacowania niezmiennika.

Twierdzenie 14.11 ([162]). 2-wezet F jest wstegowy <= T (F) = 0.

Przed pojawieniem sie wyznaczenia konkretnych niezerowych wartosci roz-
patrywanego niezmiennika dla pewnych powierzchni, wiadomo bylo iz takie
istnieja i przyjmowac¢ moga nieograniczona minimalna liczbe punktéw potréj-
nych, w szczeg6lnosci mamy nastepujacy wynik.
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Twierdzenie 14.12 ([90]). Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje 2-wezet F taki, Ze
T(F) > n.

Przypadek istnienia rzutowania bez punktéw potréjnych w klasie powierzchni
bedacych wezlami skrecono-okreconymi, rozstrzygniety zostal nastepujaco.

Twierdzenie 14.13 ([31]). 7 (t"(K)) = 0 <= m = 0,1 lub K jest trywialnym
weztem klasycznym.

Stwierdzenie 14.14 ([144]). Jesli wezet klasyczny K ma diagram z s skrzyZowaniami,
to T(t"(K)) <2-s-m.

Powyzsze oszacowanie mozna poprawi¢ przy nastepujacym zatozeniu.

Twierdzenie 14.15 ([146]). Jesli wezet K ma diagram z s skrzyZowaniami w ktérym
jest co najmniej jedna para skrzyzowatn z Rysunku 14.5, wéwczas T (7™(K)) < 2- (s —
2) - m.

Twierdzenie 14.16 ([146]).

T (% (tréjlistnik)) = 4.
Twierdzenie 14.17 ([147]).

T (T3 (trdjlistnik)) = 6.

Twierdzenie 14.18 ([145]). Dla kazdego 2-wezta F dla ktérego T (F) # 0, zachodzi
T(F) > 4.

Twierdzenie 14.19 ([56]).
6 < T (T2 (6semkowy)) < 8.
Twierdzenie 14.20 ([56] w polaczeniu z [164]).
6 < T(t*(T(2,5))) <8.

Twierdzenie 14.21 ([164]). Dla 2 < r < s zachodzi nieréwnos¢:

r

TE(T0s) <2 (0 -26-D+r || = 0-1[]]),

gdzie zapis [x] oznacza czes$é catkowitq liczby x.
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Rysunek 14.4: Fragment powierzchni z Twierdzenia 18.2 i jej zbior
osobliwy. [142]

LA XX

Rysunek 14.5: Para skrzyzowan z zatozenia twierdzenia. [146]

~



Rozdzial 15

Struktury dystrybutywne zwigzane z
weztami

Niech (X; *) bedzie zbiorem z dwuargumentowym dzialaniem x*, pare ta na-
zywamy potkg (ang. shelf) jesli spelnia

Aksjomat (1): (axb) xc = (a*c)* (bx*c) (prawa samorozdzielnos¢).

Dzialanie * jest odwracalne, jesli dla kazdego b i c istnieje doktadnie jedno a
takie, ze a x b = c (takie a oznaczamy przez c*b). Rownowaznie niech *; : X —
X takie, ze *5(a) = a b, wtedy odwracalnos$¢ dziatania * oznacza, ze % jest
bijekcja (¥, = #, ).

Podajmy teraz kilka mozliwych wlasnosci dziatania *, ktére przyjmowane w
réznych zestawieniach jako aksjomaty, definiuja pewne algebry uzyteczne w teo-
rii weztoéw (cyt. [129]). Aksjomat (2): dzialanie * jest odwracalne. Pétka (X; )
spelniajaca (1) i (2) nazywa sie wrakiem (ang. rack, nazwa stworzona przez ].H.
Conwaya w 1959 roku). Aksjomat (3): dla kazdego a zachodzi réwnos¢ a xa = a
(wlasnos¢ idempotentnosci).

Wrak (X; *) spelniajacy (1), (2) i (3) nazywa sie kwandlem (ang. quandle), termi-
nologia wprowadzona przez Joyce’a w 1979 roku. Te polska terminologie zapro-
ponowat J. H. Przytycki, w dalszej czesci pracy zastapimy ja jednak pierwotna,
angielska nazwa. Pétka (X; ) spelniajaca (1) i (3) nazywa sie wrzecionem (ang.
spindle).

Jesli warunek (2) w definicji quandla zastapimy warunkiem (2'): (axb) xb = a,
to otrzymamy strukture wprowadzona przez Takasakiego w 1942 roku i nazwa-
na przez niego kei. Podstawowym przykltadem kei podanym przez Takasakiego
jest grupa abelowa z dziataniem a x b = 2b — a. Joyce uog6lnit te definicje na
grupy nieabelowe definiujac dzialanie a x b = ba~'b, strukture te nazywamy
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rdzennym kei (ang. core kei).

Przypomnijmy, ze quandle jest to niepusty zbiér Q wraz z dzialaniem x :
Q x Q — Q spelniajacym warunki:

(i) Voeg axa=a (idempotentnosc)
(1) Vapeq Jlecg cxa=Db (prawostronna odwracalnoéc)
(iil) Vapeeq (axb)*c= (axc)*(bx*c) (samorozdzielnosc)

Warunek (ii) moze by¢ réwnowaznie zamieniony na warunek:

(ii") Va,eq przeksztalcenie xa : Q — Q zdefiniowane jako x — x * a jest bijekcja,

wtedy definiujemy odwzorowanie odwrotne do *a oznaczane jako xa L.

Najczesciej spotykane przyktady quandli to:

1. quandle trywialny (z dziataniem oznaczanym jako *g), gdy Vi cq X *oy =
X,

2. elementy dowolnej grupy (G, -) z dzialaniem quandla okreslonym jak na-
stepuje V,pec a*xb=0b""-a-b", gdzien € N,

3. tak zwany quandle diedralny R, dla n > 2, jest to zbiér odbi¢ (symetrii)
w grupie diedralnej D,, (izometrii n-kata foremnego na siebie). Wtedy R,
mozna identyfikowa¢ ze zbiorem Z, = {0,...,n — 1} z dziataniem quan-
dlowym i*j=2j—i (mod n),

4. quandle Alexandera, czyli dowolny A-modut M, gdzie A = Z[t,t7!] to pier-
Scierh wielomianéw Laurenta nad Z zmiennej ¢. Dziatanie quandlowe okre-
Slone jest tutaj jako V, pepr a* b =ta+ (1 —t)b.

5. Sy jako zbiér czteroelementowy {0, 1,2,3} z dziataniem okreSlonym poniz-
szymi zalezno$ciami.
0 = 0x0 = 1%x2 = 2x3 = 3x1
1 = 0«3 = 1x1 = 2x0 = 3%2
2 = 0x1 = 13 = 2%x2 = 3x%0
3 = 0x2 = 10 = 2%x1 = 3%3
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Ustalmy quandle X, niech D bedzie diagramem zorientowanej zaweZlonej po-
wierzchni, oraz A zbiorem skltadowych tego diagramu. Quandlowym kolorowa-
niem C nazywamy odwzorowanie C : A — X takie, ze wokoét kazdej krzywej
punktéw podwojnych zachodzi relacja ¢ = a x b dla oznaczeni przedstawionych
na Rysunku 15.1 (z wektorem normalnym do gérnego kawalka plaszczyzny).
Warunek ten jest zgodny wokét kazdego punktu rozgalezienia oraz kazdego
punktu potréjnego na mocy aksjomatéw dla quandla. Oznaczmy przez Colx (D)
zbiér wszystkich kolorowan diagramu D quandlem X.

v

a

Rysunek 15.1: Quandlowe kolorowanie w otoczeniu krzywej punktéow
podwdéjnych. [28]

Dla quandla Q oraz dowolnej, ustalonej grupy abelowej G niech C*(Q, G) be-
dzie wolna grupa abelowa generowana przez odwzorowania 6 : Q" — G spel-
niajace warunek: 6(xy,...,x,) = O jesli xy = x, 1 dla pewnegok =1,...,n—1.
Operacja brania kobrzegu 6" : C"(Q,G) — C"*1(Q, G) zdefiniowana jest wzo-

rem
n

(6"0)(x1, ..., Xpy1) = Z(—l)k((?(xl, e X1, Xk, e Xpt1)F
k=2

—O(X1 * Xy e o) X1 * Xpoy X1y + -+ Xyt 1) )-

Grupa kocykli Z"(Q, G) to jadro ker(4") natomiast kobrzegi B"(Q, G) to ob-
razy im(6"~!). Wtedy grupy kohomologii definiujemy jako grupy ilorazowe
H"(Q,G) =Z7"(Q,G)/B"(Q,G).

Niech T(D) oznacza zbiér wszystkich punktéw potréjnych diagramu zorien-
towanego D, dla kazdego t € T(D) oznaczmy przez e(t) € {£1} jego znak, oraz
kolor C(t) = (a,b,c) € Q> zdefiniowany przy ustaleniu wektoréw normalnych,
jak na Rysunku 15.2.

Dla kocyklu 8 € Z3(Q, G) i zorientowanego wezta powierzchniowego K, defi-
niujemy tzw. niezmiennik kocyklowy wzorem:

D)= Y T ect)e® e z[q).

CeColn (D) teT(D)
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1

Rysunek 15.2: Otoczenie punktu potréjnego z naniesionymi wektora-
mi normalnymi. [28]

W powyzszym wzorze wartoé¢ 0(C(t))(*) jest elementem grupy G zapisywa-
nym multiplikatywnie.
Stwierdzenie 15.1 ([114]). Zachodzi H*(Ry, Z,) = Z, oraz generatorem tej grupy
jest klasa kocyklu:
(2z —y)P +yP —2zF
p

Twierdzenie 15.2 ([28]). Powyzej zdefiniowany niezmiennik kocyklowy jest dobrze
zdefiniowany tzn. nie zalezy od wyboru diagramu D dla powierzchni K. Ponadto jesli 6
i 0 sq wzajemnie kohomologicznymi kocyklami, wéwczas ®y(K) = Dy (K).

0,(x,y,2) = (x —y) € Z3(Ry, Zp).

Niech Q bedzie skoriczonym quandlem rzedu n, oraz niech 6 € 73 (Q,G)
bedzie kocyklem z abelowa grupa wspétczynnikéw zapisywanych addytywnie.

i==%1
Dla 2n(n — 1)? zmi h X = (X definiuj bior 1+ 2n(n —
a2n(n —1)* zmiennyc ( pqr>p#q#reg efiniujemy zbiér 1+ 2n(n

1) funkgji liniowych {FQ(X), Gflb(X)} 0 nastepujaco:

a#tbe
F(X) = ), pqu(p,q, r), natomiast G] ZXHb ) X]xb—l—
k, P#q#r x7a,b
Y, - ZX LAY X ZX‘j-lb L .]eéliA:(Alpqr)l_il
x#b xEap T e T p#q#reQ

jest rozw1azamem uktadu

] . . o e .
{ 0(X) #0,G,,(X) = O} Lbeo w liczbach catkowitych, to definiujemy

7(f) =min )’ |A;,W|,
I, pEqFT
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gdzie minimum bierzemy po wszystkich takich A. Jesli nie ma rozwiazania to
przyjmujemy t(6) = 0.

Twierdzenie 15.3 ([147]). Jesli ®y(F) ¢ Z C Z[G] dla zorientowanej zawezlonej
powierzchni F, wowczas T (F) > t(6).

Dowdd. Dla dowolnego zorientowanego diagramu D wezla powierzchniowego
F istnieje pokolorowania szachownica obszaréw A(D) w R® oddzielonych po-
wierzchnia odpowiadajaca D na dwa sposoby. Ustalmy jeden z nich i przypo-
rzadkujmy kolorom wartosci +1 poprzez ustalenie funkgi A : A(D) — {£1}.
Niech E(D) oznacza zbiér krawedzi tzn. tukéw punktéw podwdéjnych diagramu
D, punkt brzegowy kazdej takiej krawedzi to punkt potréjny badz punkt rozga-
tezienia. Dla krawedzi e € E(D) definiujemy styczny wektor 7(e) tak, ze wraz
goérnym i dolnym kawatkiem powierzchni sa tréjka zgodna z orientacja R3. Jako
A(e) przyjmujemy A(R) dla R € A(D) jednego z czterech obszaréw przylegtych
do e na ktére wskazuja normalna do gérnego i dolnego kawatka ptaszczyzny.

Oznaczmy goérny kawatek przez p oraz przez a oznaczmy jeden z dwdéch dol-
nych kawatkéw tak, ze normalna do B wskazuje od a. Kiedy D jest pokoloro-
wany przez C € Colg(D), wtedy uporzadkowana pare (C(«), C(B)) nazywamy
kolorem krawedzi e i oznaczamy C(e) € Q2. Zauwazmy, ze jesli jednym z punk-
tow brzegowych krawedzi e jest punkt rozgalezienia to C(e) = (a,a) dla pewne-
goa € Q. Dla kazdego j € {£1} ia,b € Q oznaczmy przez Ei/b(D) podzbiér
E(D) zawierajacy krawedzie e takie, ze A(e) = j oraz C(e) = (a, D).

Dla punktu potréjnego t € T(D) definiujemy A(t) € {£1} jako A(R), gdzie
R € A(D) jest jednym z o$miu obszaréw wokét punktu ¢ do ktérego wskazuja
normalna do gérnego, srodkowego i dolnego kawaltka plaszczyzny. Zauwazmy,
ze punkt potréjny t ma réwniez swoj zdefiniowany znak e(t) oraz kolor C(t) €
Q.

Dla kazdego i,s € {+£1} oraz p,q,r € Q definiujemy T};3,(D) podzbior
T(D) sktadajacy sie z takich punktéw potréjnych ¢, ze A(t) = i, e(t) = s oraz

C(t) = (p,gq,r), oznaczmy A;;fq,r jako liczbe elementéw tego zbioru. Ponadto
, . , o\ i==1
niech A}, = Ayt — A oraz przyjmijmy Ac = (A;MLV> ot Widzimy,
ze Fo(Ac) = ) €e(t)8(C(t)) (tu zapis w postaci addytywne;).
teT(D)

Pokazemy teraz, ze Gé,b(AC) = 0 dla kazdego j € {£1} oraz a # b € Q. Zli-

czajac liczbe krawedzi w Eé ,(D), a kazda z nich ma na brzegu punkty potréjne
(gdyz a # b € Q), mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby: jako liczbe punktéw kon-
cowych wzgledem orientacji krawedzi, badz jako liczbe punktéw poczatkowych.
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Pierwszy z tych sposobéw daje nam liczbe:

+1 j—1 +1 —j—1 —j+1 —j—1
Z Aic,a,b_F Z Afz,x,b_F Z Afz,b,x_'_ Z Ax,z]z,b + Z Aa>|<]x*1,x,b+ Z Aa*xfl,b*xfl,x
xeQ xeQ xeQ xeQ xeQ xeQ

uzyskana nastepujaco. Zatézmy, ze krawedz e € E£ b(D) ma punkt konicowy
t e T;;’,S[i,r(D) wzgledem orientacji ¥(e). Jesli s = +1 = €(t) to wtedy e musi
by¢ jednym z przypadkéw eq,e3 lub es, na przykiad jesli e = e; wtedy i = j
oraz (q,r) = (a,b), zatem A(t) = j oraz C(t) = (x,a,b) dla pewnego x € Q i
liczba tych krawedzi uwzgledniona jest przy pierwszej sumie powyzej. Liczby w
przypadkach e = e3 lub e = e5 dane sa analogicznie przez odpowiednio trzecia
i piata sume.

W przypadku s = —1 = ¢(t) sytuacja jest podobna do poprzedniej za wy-
jatkiem orientacji krawedzi, ktéra jest przeciwna. Tutaj e musi by¢ jedna z e, e4
lub eg. Jesli na przyktad e = eg wtedy —i = j oraz (p*r,q*r) = (a,b) mamy
zatem A(t) = —j oraz C(t) = (a*xx~!,bxx~1,x) dla pewnego x € Q i liczba
tych krawedzi dana jest przez sz6sta sume powyzej. Podobnie przypadki e = e;
i e = e5 realizuja krawedzie w drugiej i czwartej sumie.

Zliczajac teraz punkty poqzajckowe krawedzi (wzgledem orientacji) analogicz-
nie jak wyzej, ich liczba w E/ , (D) wynosi:
ji—1 i+l ji—1 —j+1 —j,—1 —j,+1
Z Ax,a,b+ Z Aa,x,b+ Z Aa,b,x+ Z Ax,a,b + Z Aa*x—l,x,b + Z Aa*x—l,b*x—l,x'
xeQ xeQ xeQ xeQ xeQ xeQ

Sumy te sa rowne w obu przypadkach, stad po uproszczeniu tych samych
wyrazéw otrzymujemy G/, (Ac) = 0.

WezZmy teraz zorientowany diagram D dla F realizujacy minimalna licz-
be punktéw potréjnych T (F). Z zatozenia twierdzenia istnieje Q-kolorowanie
C € Colg(D) spetniajace warunek Y €(t)0(C(t)) # 0, poniewaz gdyby

teT(D)
wszystkie kolorowania dawaty trywialna sume to niezmiennik kocyklowy bylby
trywialny. Mamy z powyzszych rozwazan, ze Ac jest rozwiazaniem uktadu

- =£1
{FQ(X ) #0, Gi’b(X) = O}jZ w liczbach catkowitych, zatem

#beQ
T(F) = Z A;fq,r > Z |A§9,q,r‘ > T(Q),
;’i;:rgé I, pAq#r

gdzie pierwsza réwnos$¢ wynika z tego, ze zliczamy wszystkie punkty potréjne
diagramu D. Pierwsza nieréwno$¢ powyzej to zastosowanie algebraicznej zalez-
nosci |x| + |y| > |x — y| oraz faktu, ze pomijamy w tej sumie niektére elementy
(warunki pod znakiem sumy), natomiast ostatnia nieréwnos¢ wynika wprost z
definicji 7(0). O



Rozdzial 16

Niezmienniki wybranych ruchow
Rosemana

Moéwimy, ze diagram Dr jest p-diagramem jesli nie posiada punktu potréjne-
go, tzn. dla kazdego x € Dp mamy # (7~ !}(x) NF) < 3 (nie ma on na filmie
wykonanego III ruchu Reidemeistera).

Dwa p-diagramy Dr oraz Dy sa p-réwnowazne, jedli istnieje skoriczony ciag
p-diagraméw Dr = Dy — D, — --- — D, = Dp taki, ze dla kazdego
i =1,2,...,n—1 przejScie D; — D;; jest jednym sposréd czterech ruchow
Rosemana, ktére facza wylacznie p-diagramy (czyli ruchy I-IV), badZ izotopia
diagramu w IR3.

Zastanéwmy sie nad nastepujacym problemem.

Pytanie 1. Czy istnieja dwa p-diagramy réwnowaznych powierzchni, ktére nie
sa p-rownowazne?

Analogiczne pytanie, lecz dla punktéw rozgalezienia (zamiast punktéw po-
tréjnych w powyzszej definicji), rozwazat S. Satoh w pracy [143], dajac pozy-
tywna odpowiedz oraz podajac przyktad dwoéch takich diagraméw bez punktéow
rozgatezienia.

Niech F C R* bedzie zorientowanym splotem powierzchniowym takim, ze
Dr jest p-diagramem. Zdefiniujmy Ay jako zbior tych okregéw ¢ C I' (gdzie I
to zbiér dwupoziomowy), ze (=1 (71(c))) N F ma niepusty przekréj z dwiema
réznymi sktadowymi powierzchni F.

Na wszystkie okregi w zbiorze A f zadajmy orientacje nastepujaco.
Niech Gj oraz G; beda dwoma kawatkami ptaszczyzny w F*, przecinajacymi

sie wzdtuz krzywej punktéw podwdjnych c*. Niech ¢; C Gy oraz c; C G, beda
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krzywymi na zbiorze dwupoziomowym, bedacymi przeciwobrazami krzywej c*
przy rzutowaniu. Niech 717 oraz 7, beda wektorami normalnymi odpowiednio
do Gj oraz Gj.

Woéwczas orientacja wektora 77 na ¢ jest okre$lona poprzez warunek, ze upo-
rzadkowana tréjka (171,71, 71(71)) jest zgodna z orientacja na R3. Ukazuje to Ry-
sunek 16.1 . Analogicznie definiujemy orientacje wektora 7, na c.

Gik n
= A
C* C1 Co
G; 1’12*
G G2
1
F* F

Rysunek 16.1: Orientowanie krzywych ze zbioru dwupoziomowego.
[143]

Bedziemy réwniez potrzebowac rozrézniania dwéch typéw obszaréw.

Lemat 16.1 ([153]). Zbiér F\I' moze by¢ pokolorowany w szachownice, tzn. mozemy
pokolorowaé kazdg ze sktadowych jednym z dwdch koloréw 0 Iub 1, tak ze przylegte
(poprzez wspdlng krawedz) obszary majq rozne kolory.

Z lematu tego mozemy wywnioskowaé przydatny fakt dotyczacy naszego spe-
cjalnego zbioru okregow.

Whiosek 16.2 (]. [71]). Zbidr (U Af) U (F\T') moze by¢ pokolorowany w szachownice,
poniewaz mozemy kolorowac kolejno obszary na kazdej ze sktadowych powierzchni F,
traktujqc je jako oddzielne wezty powierzchniowe.

Pokolorujmy zatem nasz zbiér (U As) U (F\T') w (jedna z dwéch mozliwych)
ustalona szachownice. Bedziemy wreszcie potrzebowa¢ jeszcze jednej definicji
dla rozrézniania pomiedzy dwoma typami elementéw ze zbioru Ay.
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Niech zbiér X C A ¥ sktada sie z okregéw d lezacych na obszarach koloru 1,
ktére leza ,wyzej" wzgledem osi kierunku rzutowania, niz (7! (71(d)) N F) \d.

Autor udowodnit nastepujaca obserwacje.

Twierdzenie 16.3 (J. [71]). Niezmiennikiem p-diagraméw, wzgledem p-réwnowaznosci
dla zorientowanego splotu F C R* jest klasa

(U{ceap: (77 (n(e)) nF) \c € x}| € Hi(F, 2).

Dowéd. Mozemy procedowac sprawdzajac wszystkie cztery elementarne ruchy
zawierajace p-diagramy.

Dla I oraz II ruchu Rosemana, teza twierdzenia jest spelniona, poniewaz za-
réwno umiejscowienie jak i kolor obszaréw otaczajacych krzywe ze zbioru Ay
nie zmieniaja si¢ jako, ze ich obrazy rzutowania nie biora udzialu w tych ru-
chach. W przypadku ruchu I11 jesteSmy w sytuacji pojawienia sie lub znikniecia
pary okregéw na zbiorze dwupoziomowym. Jesli okregi te nie naleza do zbioru
Af, woéwcezas uzywamy tego samego argumentu, jak w przypadku poprzednich
ruchéw. Jesli natomiast okregi te naleza do zbioru A ftoz faktu, ze ich klasa
homologii, jako 1-taficucha, jest elementem zerowym, nie wplywa to na nasz
niezmiennik.

Bardziej interesujaca jest ostatnia z transformacji. W przypadku ruchu IV,
pokazanego na Rysunku 13.11 mozemy zaobserwowaé, ze wszystkie (biorace
udzial w tym ruchu) krzywe ze zbioru dwupoziomowego naleza albo do okre-
gow ze zbioru Ay albo sa podzbiorami okregéw z poza zbioru Ay (zaréwno
przed jak i po transformagji). Jesli jest to ostatni za wspomnianych przypadkéw,
wtedy uzywamy argumentu jak w przypadku ruchu numer II. W przeciwnym
razie wnioskujemy, ze krzywe ze zbioru dwupoziomowego (w tym lokalnym
obszarze ktory przeksztalcamy), lezace “wyzej” w stosunku do kierunku rzuto-
wania, leza obie na obszarze o tym samym kolorze. Co wiecej, ta sytuacja sie
nie zmienia po przeprowadzeniu tego ruchu. Klasa homologii 1-taficucha (z na-
sza zdefiniowana orientacja) na ktérym leza odpowiednie “nizsze” krzywe, nie
zmienia sie (z addytywnosci grupy), co koriczy dowdd. O

Dzieki temu twierdzeniu mozemy teraz rozwiaza¢é wspomniany wczesniej
problem.

Twierdzenie 16.4 (J. [71]). Istniejg dwa p-diagramy réwnowaznych powierzchni, ktére
nie sq p-réwnowazne.

Dowéd. Rozpatrzmy dwa diagramy Dr oraz Dy zdefiniowane przy pomocy fil-
méw, jak na Rysunku 16.2. Sa to diagramy splotu sfery S? i torusa T?. Reprezen-
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tuja one p-diagramy, poniewaz nie dokonujemy I1] ruchu Reidemeistera pomie-
dzy zadnymi klatkami. Nasze diagramy sa otrzymane ze splotéw powierzch-
niowych F oraz F’ ktére sa réwnowazne.

Dr

Rysunek 16.2: Filmy dwoéch diagraméw dla Dy oraz Dy

Jednakze, p-diagramy Dr oraz Dp nie sa p-rOwnowazne. Z Rysunku 16.3
bazowej powierzchni dla F z zaznaczonym zbiorem dwupoziomowym (osiem
okregéw, z czego dwa leza na “czarnym” polu szachownicy, skiadajacej sie z
dwoch pol), mozemy wywnioskowaé, ze wspomniany wczeéniej niezmiennik
dla przypadku diagramu Dr, daje nietrywialna klase (ktéra to jest klasa jednego
z okregéw naniesionych na torus), w odmiennoéci do przypadku diagramu Dy
dla ktérego zbiér dwupoziomowy jest pusty. O

Rysunek 16.3: Powierzchnia bazowa dla F z kolorowaniem oraz z za-
znaczonym zbiorem dwupoziomowym
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16.1 Hiperboliczne rozszczepienie i diagramy mar-
kowane

Niech R? oznacza teraz R3 x {t} dla t € R (poréwnaj podrozdziat 13.1).

Twierdzenie 16.5 ([89], [104], [111]). Dla dowolnej zawezlonej powierzchni F C R*
istnieje réownowazna z nig zawezlona powierzchnia F', majgca skoviczong liczbe punktow
krytycznych Morse'a taka, Ze wszystkie jej punkty siodtowe lezq w hiperprzestrzeni R3,
maksima lezqg w RS oraz minima lezqg w R3 | (jest to tzw. hiperboliczne rozszcze-
pienie). Zobacz pogladowy Rysunek 16.4 dla standardowego, trywialnie zawezlonego
torusa.

Ciecie zerowe R} N F’ hiperbolicz-
nego rozszczepienia powierzchni da-
je nam graf o wierzchotkach stopnia = ' i
cztery (mozliwe sa petle bez wierz- |
chotkéw). Zadajmy na kazdy wierz- |
chotek tzw. marker, informujacy o ty- ‘ °
pie punktu siodlowego (Rysunki: 16.5 —
oraz 16.6). Wykonujac teraz rzutowa-
nie tego grafu w polozeniu ogdélnym
do R? oraz oznaczajac typy skrzyzo-
wan tukéw, jak w przypadku klasycz-
nych wezléw, otrzymujemy tzw. dia-
gram markowany (termin ten dotyczy
réwniez tego typu graféw, ktére nie powstaty z ciecia powierzchni).

g &,

Rysunek 16.5: Dwa typy punktéw siodtowych. [93]

i

Rysunek 16.4: Hiperboliczne rozszcze-
pienie torusa.

Twierdzenie 16.6 ([104]). Kazdq zaweZlong powierzchnie mozna zakodowac jako dia-
gram markowany, oraz z kazdego jej diagramu markowanego mozemy odtworzyé catq
informacje o typie zaweZlonej powierzchni, z ktorej powstat.



117

A

Rysunek 16.6: Regula wygltadzenia markeréw.

Dla diagramu markowanego D oznaczamy przez L (D) oraz L_(D) diagra-
my otrzymane z D poprzez usuniecie kazdego z wierzchotkéw, wygtadzeniem
sasiadujacych tukéw w konwengji pokazanej na Rysunku 16.6 dla +e€ oraz —e
odpowiednio.

Mamy nastepujaca charakteryzacje markowanych diagraméw odpowiadaja-
cych zawezlonym powierzchniom.

Twierdzenie 16.7 ([104]). Diagram markowany D jest diagramem pewnej zaweZlo-
nej powierzchni w R* wtedy i tylko wtedy, gdy L (D) oraz L_(D) sq klasycznymi
planarnymi diagramami trywialnie zanurzonych splotéw w R>.

O takim diagramie jak w powyzszym twierdzeniu méwimy, ze jest dopuszczal-
ny lub, ze jest ch-diagramem. Ch-indeks diagramu markowanego to suma skrzy-
zowan klasycznych i wierzchotkéw z markerami.

Przyklad diagramu markowanego dla trywialnej sfery pokazuje Rysunek 16.7.

16.2 Ruchy Yoshikawy

Zaprezentujemy teraz elementarne ruchy na ptaszczyznie, ktére charakteryzu-
ja rownowazne sploty powierzchniowe, zatem sa réwniez réwnowazne ruchom
Rosemana.

Twierdzenie 16.8 ([155], hipoteza podana przez Yoshikawe w [165], wiecej szcze-
gotow dowiedziono w pracy [105]). Dwa sploty powierzchniowe sq réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy ich markowane diagramy mogq by¢ przeksztatcone jeden na
drugi izotopig w R? oraz skoriczong sekwencjq dziesieciu typéw ruchéw ze zbioru
{,...,08,0), O} (zwanych ruchami Yoshikawy) pokazanych na Rysunku 16.8
(ich lustrzanych ruchéw oraz ruchéw majgcych wszystkie markery, w pokazanym frag-
mencie diagramu, zamienione na przeciwne).
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Rysunek 16.7: Trywialnie zanurzona sfera.

Twierdzenie 16.9 ([86], [87]). Kazdy ruch Yoshikawy ze zbioru
{1, Oy, Q3,Q, O, Oy} jest niezalezny od pozostatych dziewieciu typow ruchdw.

Autor pokazal niezaleznos¢ ostatniego ruchu, co bylo otwartym problemem
przez co najmniej kilka lat.

Twierdzenie 16.10 (J. [77]). Ruch Yoshikawy Qg jest niezalezny od pozostatych dzie-
wieciu typow ruchow.

Przyklad 2. Diagram D; z Rysunku 16.9 nie moze by¢ przeksztalcony w diagram
D, z uzyciem jedynie dziewieciu typéw ruchéw Yoshikawy (), ..., Qy, Q) Qf
oraz planarnej izotopii w R?.

Markowany diagram dla trywialnej sfery S? pokazany jest na Rysunku
16.10(a), trywialny torus T? pokazany jest na Rysunku 16.10(d). Markowany
diagram dla trywialnej dodatniej plaszczyzny rzutowej P2 pokazany jest na Ry-
sunku 16.10(b) (dla ujemnej P? zob. Rysunek 16.10(c)).

Na Rysunku 16.11 zaprezentowane jest jak ruchy Q¢, (37, (0g odpowiadaja po-
fozeniu odpowiednich punktéw siodtowych na powierzchni.
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52 P_Z’_ PE TZ
(a) (b) (¢) (d)

Rysunek 16.10: Przyklady trywialnie zanurzonych weziéw po-
wierzchniowych.

Rysunek 16.11: Ruchy (g, 7, ()g z punktu widzenia punktéw siodto-
wych. [105]



Rozdzial 17

Monoid zawezlonych powierzchni,
zwiazany z ruchami Yoshikawy

17.1 Prezentacja

Moéwimy, ze diagram markowany jest w postaci warkoczowej, jesli zapominajac
o markerach jest geometrycznym domknieciem pewnego warkocza singularnego
tzn. klasycznego warkocza z dodatkowa mozliwoscia transwersalnego przecina-
nia sie pasm (termin wprowadzony niezaleznie w pracach [12] oraz [20]) stopnia
m, dla pewnego m € Z (tzn. posiadajacy m numerowanych pasm).

Stwierdzenie 17.1 ([72]). Dla kazdej zaweZlonej powierzchni istnieje jego diagram
markowany w postaci warkoczowej.

Dowdd. Pozbywamy sie markeréw pozostawiajac w ich miejscu punkty singu-
larne, dalej stosujemy twierdzenie typu Alexandera dla singularnych warkoczy
z pracy [20] (méwiace o tym, ze kazdy splot singularny jest réwnowazny do-
mknieciu pewnego warkocza singularnego). Ponownie nakladajac w odpowied-
ni sposéb markery na wierzchotki otrzymujemy postaé warkoczowa diagramu
markowanego. Zauwazmy, ze w tej procedurze uzywamy na diagramie jedynie
ruchéw typu Qy,(, ..., Q5. O

Autor wprowadZmy monoid SSB,;, odpowiadajacy markowanym diagramom
w postaci warkoczowej z m pasmami (nazwa powstata przez analogie do struk-
tury singularnych warkoczy SB,, oraz grupy warkoczy By;). Elementy tego mo-
noidu, tzw. singularne warkocze powierzchniowe sa generowane przez elementy
a;, b;,c;, Ci_l dlai =1,...,m—1, gdzie odpowiednio$¢ typéw skrzyzowan i ty-
péw markeréw pomiedzy i-tym a (i + 1)-szym pasmem (w horyzontalnym po-
fozeniu z numerowanymi od géry pasmami) prezentuje Rysunek 17.1. Pozostate
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i+ 1><
i
Xz +1 i
Rysunek 17.1: Odpowiednioé¢ generatoréw monoidu.

pasma w warkoczu sa prostymi odcinkami bez skrzyzowan czy wierzchotkéw,
dzialaniu w monoidzie odpowiada konkatenacja pasm (tzn. zestawienie ich obok
siebie i potaczenie korficami o tych samych numerach).

Nasze domkniecie diagramu markowanego oznacza¢ bedziemy poprzez do-
faczenie nawiasu kwadratowego [] (oraz czasem umieszczajac do niego indeks
dolny, informujacy o liczbie pasm ktére taczymy).

Przyklad 3. Mamy dwa typy trywialnie zanurzonych plaszczyzn rzutowych
[c1a1] oraz [c; 'a;]. Standardowy torus T2 moze by¢ przedstawiony jako [bya;].
Standardowa butelka Kleina to [bya;c;].

Symbol As niech oznacza znany z teorii warkoczy (jako podstawowy warkocz
Garside’a) dodatni p6t-skret w R® liczby s pasm bioracych udziat w danym wy-
razeniu (jasne jest z kontekstu ktérych pasm), zawiera on jedynie iloczyn gene-
ratoréw typu c¢; (np. As na czterech pierwszych pasmach jest réwny cqicacscicacy).

Niech m € Z oraz i, k,n € {1,.. — 1} takie, ze |k — i| = 1, ponadto niech
xi,yi € {ai, bi, ¢, c; w mon01d21e SSBm wprowadzamy nastepujace relacje:
Al) ¢t =1,
A2) xiyy = yux;dlan #k,
A3) xjcxc; = ckCixy,
A4) xicglcfl = c;lclflxk,
A5) a;b = bya;,
A6) a;b;_»(ci_ici_ncici_1)? = aibj_r dlai > 2,

A7) biai_z(ci_lci_zcici_l)z =ba;_,dlai > 2,
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A8) a? = g,
A9) b? =1,
AlO) aibicg = aibi,
All) a;b A3 = aibkAgl.
Oznaczmy przez CSB,, podzbiér SSB,, skladajacy sie jedynie z tych elemen-
tow x, ze L4 ([x]) oraz L_([x]) sa diagramami trywialnych klasycznych splotéw.
Zdefiniujmy ponadto nastepujace relacje typu Markova (przyjmujac n € Z,
X; € {ai, b;,c;, Ci_l})Z
C1) [x;Su], = [Suxi], dlai < n oraz x;S, € CSB,,
C2) [Su], = [Suxn],,q dla S, € CSB,.

Twierdzenie 17.2 (J. [72]). Dokonujgc zamiany w algebraicznym zapisie zaweZlonej
powierzchni, poprzez zastosowanie na stowach jednej z relacji A1)-A11) lub C1)-C2),
otrzymamy zapis powierzchni réwnowaznej.

Bezposrednio z obserwadcji podczas dokonania dodatniego pét-skretu w IR3
liczby n pasm zawierajacych x;, zachodzi nastepujaca relacja.

Lemat 17.3 (J. [72]). Przy zatozeniach jak w definicji monoidu SSB,, zachodzi relacja:
Al2) xiNy = DApxy_jypq dlat<i<n+t—1<m orazt € Z;.

Uzywajac diagramu podanego przez Montesinosa [115], mozemy zapisa¢ al-
gebraicznie formute dla kazdej skreconej-okreconej powierzchni nastepujaco.

Stwierdzenie 17.4 (J. [72]). Niech klasyczny wezet K jest plat domknigciem warkocza

K na 2m + 1 pasmach, wtedy
m m
[Tooi | K]0 | K AT ]
i=1 i=1

Uzyjemy teraz tej algebraicznej metody do potaczenia twierdzeri Zeemana
(Twierdzenie 13.9) oraz Litherlanda (Twierdzenie 13.10).

™(K) =

Twierdzenie 17.5 (J. [72]). Rownania T="(K) = v"(K) oraz (t"(K))* = 7" (K) sgq
réwnowazne. Doktadniej, mamy:
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Dowod. Niech K = ﬁ, wowczas

e ]
_ [(ﬁazi> R (ﬁ zm) RAZ

Niech indeks singularnych warkoczy zawezlonej powierzchni F, oznaczany przez
Indg(F), oznacza minimalny stopieni (tzn. ogélna liczbe pasm) sposréd wszyst-
kich singularnych warkoczy powierzchniowych, ktérych domkniecie daje dia-
gram powierzchni réwnowaznej z F.

*
odbicie lustrzane

relacja Al12)

= (K

]

Latwo zauwazy¢, ze jesli Indg(F) = 1 (czyli F = [1]1) wtedy F jest trywialna
sfera §?. Zbadajmy to pojecie dalej.

Twierdzenie 17.6 (J. [72]). Jesli Inds(F) = 2, wtedy istnieje doktadnie szeS¢ réznych
typow zawezlonych powierzchni F. Natomiast istnieje nieskoriczenie wiele parami r6z-
nych zaweZlonych powierzchni F takich, zZe Inds(F) = 3.

Dowéd. Rozpatrzmy elementy CSB,, z relacji A2) wynika, ze wszystkie sa prze—
mienne. Zatem kazda powierzchnia jest postaci [a{ bPcy 161C1 %y, dla a, B,7y,6 > 0.
Dalej z relacji A8) oraz A9) wynika, ze wszystkie takie zawezZlone pow1erzchn1e
sa postaci [a bﬁc1 1 °)2, gdzie a, B € {0,1} oraz 7,5 > 0.

Jesli o - B = 1 wtedy dzieki relacji A10) mamy v,6 € {0,1} dajac nam dwa
rodzaje powierzchni [a1b1] oraz [a1bicq]. Jesli natomiast o - B = 0 wtedy wy-
gtadzenie L; lub L_ jest splotem torusowym T(2,6 — ). Splot ten musi by¢
trywialny (na podstawie Twierdzenia 16.7), wiec |6 — | € {0,1} (korzystajac z
relagjii A1) w razie potrzeby) mamy, ze v, € {0,1}. To daje nam dalsze cztery
typy powierzchni: (1], [c1], [a1c1], [a1c] Y]

Wszystkie wspomniane sze$¢ zawezZlonych powierzchni sa znane, jako parami
réznego typu.
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Co do przypadku Inds(F) = 3, mozemy wzia¢ rodzine zawezlonych po-
wierzchni 72(T(2,k)) dla nieparzystej liczby pierwszej k. Sa one parami nie-
réwnowazne (patrz praca [10]) oraz sa 3-pasmowym domknieciem elementu
arcy kbzc’{A‘L zgodnie ze Stwierdzeniem 17.4. O

W pracy [23] podane sa trzy pary diagraméw klasycznych splotéw takich, ze
przeksztalcajac diagram jednego z pary w drugi musimy wykona¢ minimalnie
dwa (lub trzy w innych przypadkach) III ruchy Reidemeistera. Podamy ponizej
rodzine o podobnej wilasnosci, uzyskanej kompletnie inna metoda.

Twierdzenie 17.7 (J. [72]). Istnieje rodzina klasycznych diagramoéw D,y dla n > 2
oraz nieparzystego k > 3 splotéw (o dwéch sktadowych) z 6n + 2k skrzyzowaniami taka,
ze potrzeba co najmniej czterech III ruchéw Reidemeistera do przeksztatcenia diagramu
D,, x do trywialnego diagramu bez skrzyzowar.

Dowdd. Rozpatrzmy D, jako (zmodyfikowane) plat domkniecie elementu
c’l‘A2”cf ¥ (zobacz Rysunek 17.2).

CJ” mm \ﬁ

Rysunek 17.2: Diagram D,, .

Wiadomo, ze kazdy III ruch Reidemeistera na klatkach filmu odpowiada jed-
nemu punktowi potréjnemu w diagramie powierzchni (Stwierdzenie 13.7). Z
jednoznacznosci typu zawezlonej powierzchni dla ustalonego diagramu marko-
wanego (patrz Twierdzenie 16.6) wynika, ze wystarczy pokazaé istnienie zawez-
lonej powierzchni F takiej, ze spelnione sa nastepujace trzy warunki: L_(F) jest
diagramem D, , L, (F) moze by¢ rozplatany bez uzycia III ruchu Reidemeiste-
ra, powierzchnia F musi mie¢ co najmniej cztery punkty potréjne przy kazdym
jej rzutowaniu do RR3.

Ostatnia ze wspomnianych rzeczy wynika z polaczenia twierdzeni: Sato-
ha (Twierdzenie 14.18) oraz Cochrana (Twierdzenie 14.13), dla F bedacym n-
skreconym-okreconym weztem torusowym T (2, k), dla n > 2 oraz nieparzystego
k> 3.

Dowies¢ mozliwosci rozplatania L. (F) mozna wprost, uzywajac jedynie ru-
chéw Reidemeistera typu I lub II. Diagram L, (F) jest na poczatku (zmodyfiko-

wanym) plat domknieciem stowa ¢}’ kc’{AZ", po oczywistej redukgji stowa ¢ kc’{,
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dalej stopniowo redukujemy kazde plat domkniecie (z jednej strony) wyrazenia
A?. Otrzymujemy na koticu diagram zlozony z dwéch roztacznych okregéw.

Widzimy wreszcie, ze L_ (F) jest zmodyfikowanym poprzez planarna izotopie
zaprezentowanym na Rysunku 17.2 diagramem D, ; poniewaz t"(T(2,k)) =
[azc] ¥ back A2, O

17.2 Reprezentacja

Dobrze znana reprezentacja Artina grupy warkoczy B, moze by¢ wykorzysta-
na do obliczenia grupy wezla. Stosujac wolny rachunek ré6zniczkowy Foxa do tej
reprezentacji, mozemy wyprowadzi¢ reprezentacje Burau. Jego nieredukowalna
cze$¢ moze by¢ wykorzystana do obliczenia wielomianu Alexandra wezta. Ge-
mein rozszerza reprezentacje Artina i Burau na reprezentacje monoidu pojedyn-
czego warkocza Baeza-Birmana SB;,. Méwimy, Ze monoid jest liniowy, jesli jest
izomorficzny z submonoidem macierzy M, (K) dla pewnej liczby naturalnej # i
pewnego ciala K. O.T. Dasbach i B. Gemein wykazali wierno$¢ dwuwymiarowej
rozszerzonej reprezentacji Burau SB3, wiec ten monoid jest liniowa.

Naturalne jest wiec poszukiwanie wiernego odwzorowania monoidu po-
wierzchniowego warkoczy singularnych SSB,. Autor pokazal, ze dowolna re-
prezentacja SSB;;, dla dowolnych n > 3, do monoidu multiplikatywnego wszyst-
kich 2 x 2 lub 3 x 3 macierzy z elementami w ustalonym ciele, nie jest wierna.
Wyprowadza réwniez nowe prezentacje monoidu powierzchniowego, jeden ze
zmniejszona liczba relacji definiujacych, a drugi ze zmniejszona liczba definiuja-
cych go singularnych generatoréw.

Stwierdzenie 17.8 (J. [75]). Monoid SSB;, dla n € Z dla n > 1 jest generowany
przez a,b i c, c;l dlai =1,...,n—1 i posiada nastepujgce relacje (w stosunku do



wczesniejszych oznaczen uprosciliSmy tez oznaczenia a = ay, b = by):

cici_1 =1= ci_lci,
CiC]' = C]'Cl'
CiCit1€Ci = Ci41CiCit1
ac; = c;a
bCi = Cib
aczc%cz = CZC%Cza,

bczc%cz = C2C%Czb,

(6102C3C1C2)2 = (C2C361C2a)2,

(b02C3C1C2)2 = (C2C361C2b)2,

uczbcz_l = czbcz_la,

ab = ba,
> =a,
b =b,

acib = acl_lb,

a(cicoc1)b = a(cicact) b,

a(cacscicp)b = a(cacscicy) b,

dlai+1<j<n,
dlai<n-—1,
dlai #2,

dlai #2,
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(m1)
(m2)
(m3)
(m4)
(m5)
(m6)
(m7)
(m8)
(m9)
(m10)
(m11)
(m12)
(m13)
(m14)
(m15)
(m16)

Stwierdzenie 17.9 (J. [75]). W monoidzie SSB,, dlan € Z i n > 1 zachodzq nastepu-

jace relacje.

abcy # ab,
acs # a,
bet # b,

acp, # coa

bcy # cob

c1c2 7# €201
(c1coc1)? # 1

dlan > 2,
dlan > 2,
dlan > 2,
dlan > 2.

(el)
(e2)
(e3)
(e4)
(€5)
(e6)
(€7)

Stwierdzenie 17.10 (J. [75]). Dla n,m > 2 i dowolnej wiernej reprezentacji ¢ :

SSBy, — My, (K), istnieje wierna reprezentacja p : SSBy, — My, (K) taka, Ze:
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p(a) =Is & 0p—s gdzies € {1,...,m —1}, (p1)

p(b) & {Om, I}, (p2)

p(a) # p(b), (p3)

p(a)p(b) # p(a), (p4)
p(a)p(b) # p(b), (p5)
p(a)p(b)p(c1) # p(a)p(b), (p6)
p(a)p(ca) # p(ca)p(a) dlan > 2, (p7)
p(b)p(ca) # p(ca)p(b) dlan > 2, (p8)
p(c1)p(ca) # p(e2)p(e1) dlan > 2, (P9)
(p(c1)p(c2)p(c1))? # L dlan > 2, (p10)
o(a)p(c1)® # p(a), (p11)
o(b)p(c1)* # p(b). (p12)

Stwierdzenie 17.11 (J. [75]). Jesli reprezentacja p : SSBy, — My (K) dla n,m > 2
spetnia rank(p(a)) = 1 or rank(p(b)) = 1, wtedy p nie jest wierna.

Ze Stwierdzenia 17.10 oraz Stwierdzenia 17.11 mamy natychmiast nastepujace.
Whniosek 17.12. Zadna reprezentacja p : SSB, — My (K) dla n > 2 nie jest wierna.

Przyklad 4. Wierna reprezentacja p monoidu SSB, moze by¢ zdefiniowana (w
ciele charakterystyki zero) nastepujaco:

100 000 2 0 0
pa)=1010 ]|, plb)=1010], plci)=] 0 =1 0
000 001 0 0 2

Twierdzenie 17.13 (J. [75]). Zadna reprezentacja p : SSB, — Mj5(K) dla n > 3 nie
jest wierna.



Rozdzial 18

Powierzchnie jako klasyczne sploty z
zaczepionymi wstegami

Wstega zaczepiona na splocie L jest obrazem zanurzenia b : [ x [ — RR® przeci-
najacego tacze L doktadnie w podzbiorze b(dI x I), gdzie I to domkniety prze-
dziat jednostkowy. Splot ze wstegami LB w RR® to para (L, B) sktadajaca sie ze
splotu L w R3 i zbioru skoriczonego B = {by,...,b,} parami rozlacznych n
wsteg rozpietych na L.

\ /

| |

S\

L L

Rysunek 18.1: Wstega odpowiadajaca markerowi.

Poprzez izotopie ambientalna R3 skracamy wstegi w splocie ze wstegami LB
tak, ze kazde pasmo jest zawarte na malym 2-dysku. Zastepujac sasiedztwo kaz-
dej wstegi sasiedztwem zaznaczonego wierzchotka z markerem, jak na Rysunku
18.1, otrzymujemy graf markowany, zwany grafem markowanym stowarzyszonym
z LB.

Na odwrét, gdy dany jest markowany graf G w R3, zastepujac kazdy marko-
wany wierzchotek wstega jak na Rysunku 18.1, otrzymujemy splot ze wstegami
LB(G), zwany splot ze wstegami z G.

Niech D bedzie dopuszczalnym diagramem markowanym stowarzyszonym
ze splotem ze wstegami LB(D) = (L,B), L = L_(D), B = {by,...,bs} i
A1,...,A; C R3 beda wzajemnie roztacznymi dyskami z B(U;?IlA]-) = L. (D)
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i niech A},..., A} C R3 beda wzajemnie roztacznymi dyskami z a(u,bczlA;c) =
L_(D). Definiujemy S(D) C R® x R = R* jako splot powierzchniowy odpowiadajq-
ce diagramowi D poprzez przekroje w nastepujacy sposob.

p

(R3, @) dlat>1,
(R% L (D)U(U_4))) dlat=1,
(R3,L, (D)) dla0<t<1,
(R}, S(D)NR?) = (R3,L_(D)U (UL,b;)) dlat=0,
(R?,L_(D)) dla—1<t<0,
(R3,L_(D)U (Wb_,AL) dlat=—1,
| (R%2) dlat < —1.

Wiadomo, ze typ splotu powierzchniowego S(D) nie zalezy od wyboru try-
wialnych dyskéw (por. [104]). Z konstrukgji S(D) wynika wprost, ze D jest mar-
kowanym diagramem przedstawiajacym S(D). Wiecej materialéw na ten temat
mozna znalez¢ w [91].

Rysunek 18.2: Ruchy na splotach ze wstegami.
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Mamy analogiczne (do przypadku markowanych graféw) ruchy dla splotéw
ze wstegami ([155], [105]), tj. dowolne dwa sploty ze wstegami reprezentujacy-
mi ten sam typ splotu powierzchniowego sa powiazane skoriczona sekwencja
lokalnych ruchéw przedstawiona na Rysunku 18.2 (oraz izotopia w R3). Ruchy
M, My, M3, My nazywane sa w j. angielskim odpowiednio cup move, cap move,
band-slide, band-pass.

Twierdzenie 18.1 (J. [77]). Zbiér { M1, Mp, M3, My} jest minimalnym zbiorem gene-
rujgcym zbidr ruchéw na splotach ze wstegami.

Przyklad 5. Rozwazmy diagram markowany dla okreconego tréjlistnika. Odpo-
wiada on domknieciu singularnego stowa warkoczowego. Modyfikujemy go aby
uzyskac splot ze wstegami pokazany na Rysunku 18.3. Ten wezet powierzchnio-
wy (a dokladniej 2-wezet) jest nietrywialny, co mozna pokaza¢ obliczajac jego
grupe, ktora jest izomorficzna z grupa klasycznego tréjlistnika.

~
S

Rysunek 18.3: Okrecony trojlistnik.

Indeksem wstegowym wezta powierzchniowego F, oznaczanym przez bn(F), na-
zywamy minimalna liczbe wsteg wymagana dla kazdego splotu ze wstegami
reprezentujacego F.

Widzimy, ze jedli bn(F) = 0 wéwczas F jest trywialna 2-sfera S2.

Twierdzenie 18.2 (J. [73]). Jesli wezet powierzchniowy F spetnia bn(F) = 1 wtedy F
jest jedng z trywialnych plaszczyzn rzutowych P3 lub P2,
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Twierdzenie 18.3 (J. [73]). Niech F bedzie n-skreconym-okreconym (n # +£1) nietry-
wialnym 2-mostowym klasycznym weztem, wtedy bn(F) = 2.

Twierdzenie 18.4 (J. [73]). Niech n = 0,1, 2, ... wéwczas istnieje wezel powierzch-
niowy F taki, ze bn(F) = n.

Autor wprowadzil tez tzw. plaskq postac splotu ze wstegamiptaska! postac splotu ze
wstegami zobacz Rysunek 18.4 ktéra opisuje nastepujace twierdzenie o jej istnie-
niu. Przyktad dla dla n-skreconego-okreconego wezta torusowego T(2,2k + 1)
pokazany jest na Rysunku 18.5

Twierdzenie 18.5 (J. [73]). Dla kazdego wezta powierzchniowego F ze splotem ze wste-
gami BL = (L,B) dla L = {ay,...,ay}, istnieje taki splot ze wstegami BL; = (L;, B))
dla F, w postaci plaskiej, ze L; = {c1,...,cn} oraz By = {by, ..., by} i dyski d; rozpi-
najgce cj, dlai =1,...,n;m>n—1;k >2norazn =1,2,... spelniajqg nastepujgce
warunki.

1. Wstega b; ma swoje kovica na c; oraz ciyq dlai=1,...,n—1.

2. Wszystkie wstegi by, . .., by, majq oba kotice na cy,.

3. Jeslin > 2 wtedy d1 N B; # @.

€1 Co

Rysunek 18.4: Plaska postaé splotu ze wstegami.

18.1 Sploty z wigzaniami

Niech L bedzie zorientowanym splotem w R3, niech B = {by,b,,...,b,} be-
dzie zbiorem wigzan (domknietych odcinkéw) wiadciwie zanurzonych w R3\L i
niech ) : B — Z bedzie dowolna funkcja, zwana tu funkcjg kolorujgcqg. Diagram z
wigzaniami jest to regularny rzut splotu L i wiazan na plaszczyzne z informacja
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k-razy

Rysunek 18.5: Plaska posta¢ dla n-skreconego-okreconego wezla to-
rusowego T(2,2k +1).

o nad/podskrzyzowaniach i kolorowaniu (tj. wartosci funkgji kolorujacej wiaza-
nia). Wiecej informacji na temat diagraméw z wiazaniami w przypadku weztéw
i splotéw klasycznych, mozna znalez¢ w [47] i [95].

Powierzchniowy diagram z wigzaniami D = (L, B) jest diagramem z wiazaniami,
w ktéorym kazde wiazanie jest zastepowane k-krotnoscia pot-skreconej wstegi
(zob. Rysunek 18.6), oba sploty L (D’) i L_(D’) to diagramy klasycznych we-
ztow lub splotéow trywialnych, gdzie D’ to graf markowany stowarzyszony z
LB. Tak wiec funkcja kolorujaca tutaj nadaje wiazaniu liczbe pét-skretéw odpo-
wiadajacej mu wstegi. Takie zastapienie bandazowaniem.

Transformacje odwrotna nazywamy rozbandazowanie (kiedy wystepuja ujemne
pot-skrecenia, kazdy z nich liczymy jako pot-skrecenie o wartodci —1).

Autor zdefiniowat planarne ruchy na powierzchniowych diagramach z wiaza-
niami ktére generuja ruchy pomiedzy powierzchniowymi diagramami z wiaza-
niami odpowiadajacymi réwnowaznym splotom powierzchniowym i udowod-
nit, ze jest to minimalny zestaw. Zauwazmy, ze w przypadku planarnych ruchéw
Yoshikawy problem czy jest on minimalnym zestawem pozostaje otwarty.

Twierdzenie 18.6 (J. [79]). Dwa powierzchniowe diagramy z wigzaniami sq zwigzane
planarng izotopiq i skoriczong sekwencjq ruchéw ze zbioru M = {M1,..., M12} po-
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k pot-skrecen

Rysunek 18.6: Wstega i wiazanie.

kazanych na Rysunku 18.7 wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentujq réwnowazne sploty
powierzchniowe. Ponadto, kazdy ruch z M jest niezalezny od pozostatych ruchéw ze

zbioru M.
: p CoM1 ComM2 : M3 )
K ; ﬁ, k M, LIRS ;
o\ M7 M9
0 ; —> «—>

w ¢

Rysunek 18.7: Lokalne ruchy na powierzchniowych diagramach z
wigzaniami.

Z ruchéw w M mozemy tatwo wyprowadzi¢ uzyteczne ruchy z ogélnymi
kolorami wiazan jak na Rysunku 18.8.

Przyklad 6. Na Rysunku 18.9 widzimy przeksztalcenia pomiedzy diagramem 1-
skreconego okreconego trdjlistnika (zdefiniowanego jako domkniecie warkocza
axc3bocy 3A?) a diagramem trywialnie zanurzonej sfery (nie pokazujemy tu ru-
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Rysunek 18.8: Wyprowadzone ruchy pochodne.

.

chéw M1, ..., M8, poniewaz mozna je fatwo uzyska¢ w IR3). Na Rysunku 18.10
z kolei widzimy rozplatanie trywialnej sfery z Rysunku 16.7.

Analogicznie do plaskich postaci splotéow ze wstegami LB, mozemy zdefi-
niowac plaskie postaci powierzchniowych diagraméw z wigzaniami jako diagramy, w
ktoérych sploty odpowiadajace L, jako klasyczne trywialne sploty sa okregami
bez przecie¢ w plaszczyznie diagramu.

Plaskie postaci powierzchniowych diagraméw z wiazaniami dla splotu po-
wierzchniowego F jest szczegélnie przydatna do odczytywania prezentacji gru-
py slotéw powierzchniowych, tj. 7r; (R*\int(N(F))), gdzie N(F) jest tubularnym
otoczeniem F. Dzieje sie tak dlatego, Ze nie mamy ani relacji z przecinania sie
pasm (tj. skrzyzowan splot-splot), bo ich nie mamy, ani nie mamy relacji z prze-
cinania sie wiazan (tj. przecinania sie wiazanie-wiazanie), gdyz nie wnosza no-
wych relacji do prezentacji tej grupy. Dlatego interesujace sa tutaj tylko tréj-
walencyjne wierzchotki i skrzyzowania miedzy splotami i wiazaniami.

W nastepujacej tablicy wyprowadzamy plaskie postaci powierzchniowych
diagraméw z wiazaniami kazdego nietrywialnego splotu powierzchniowego z
tabeli Yoshikawy [165].
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Tabela 18.1: Nietrywialne sploty powierzchniowe w ptaskiej postaci z
ch-indeksem < 10.
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Rysunek 18.9: Rozplatanie 1-skreconego-okreconego tréjlistnika.

|
N

IMll

‘; :;
O
M9 M11
— —
M10 0
0

Rysunek 18.10: Rozplatanie trywialnej sfery z Rysunku 16.7.



Rozdzial 19

Immersje powierzchni w
czteroprzestrzen

Niech X,Y beda gladkimi (C*) rozmaitoéciami. Niech f : X" — Y bedzie
gladkim odwzorowaniem. Nazywane jest ono immersjg jesli dla kazdego punktu
x € X indukowane odwzorowanie pochodne jest monomorfizmem.

Z twierdzenie Whitneya o immersjach kazde gltadkie odwzorowanie f : X" —
Y™ moze by¢ z dowolna dokladnoscia aproksymowane homotopijnie przez im-
mersje gdy m > 2n. Rozwazamy zatem gladkie immersje f : X" — Y?" takie, ze
nastepujace warunki sa spetnione:

@ #fF)) <2,
(ii) jest tylko skoniczenie wiele punktow takich, ze #|f~1(f(x))| = 2,
(iii) w kazdej osobliwosci p = f(x) = f(y), istnieje uktad wspotrzednych wokoét
p gdzie te dwie wspoéirzedne podprzestrzenie R" x 0 oraz 0 x R" sa dokladnie
obrazami immersji f w poblizu x oraz y odpowiednio. Méwimy wtedy, Ze to
odwzorowanie jest samopoprzeczne.

Dzieki twierdzeniu o potozeniu ogélnym, kazde odwzorowanie f : X" — Y?"
moze by¢ z dowolna doktadnoscia aproksymowane homotopijnie z immersja
samopoprzeczna. JesteSmy tu zainteresowani przypadkiem gdy n = 2, m = 4,
gdzie mamy zaréwno skoriczenie punktowe samoprzeciecia, jak i nietrywialna
teorie zawezlenn kowymiaru 2.

Immersje w tym przypadku wymiaréw (lub ich obrazy gdy nie prowadzi to do
nieporozumiert) zamknietej (czyli zwartej i bez brzegu) powierzchni F w czte-
roprzestrzeri Euklidesowa R* (lub réwnowaznie w S* = R* U {c0}) bedziemy
nazywacé immersyjny splot powierzchniowy (lub immersyjny wezet powierzchniowy
jesli powierzchnia bazowa jest spdjna).

138



139

Rysunek 19.1: Otoczenia markera i punktu osobliwego.

Dwa immersyjne sploty powierzchniowe sa réwnowazne jesli istnieje zachowu-
jacy orientacje autohomeomorfizm R* (lub S$*) przeprowadzajacy jedna z nich w
druga.

Osobliwy graf markowany lub inaczej osobliwy diagram markowany jest to 4-
walencyjny graf zanurzony (ze sztywnymi wierzchotkami) w plaszczyzne, z
wierzchotkami etykietowanymi na jeden z trzech typéw: klasyczne skrzyzowa-
nia, markowane skrzyzowania, osobliwe skrzyzowania.

Kazdy taki graf D bedziemy nazywaé dopuszczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiednie wygladzenia markeréw oraz odpowiednie zmiany skrzyzowan
osobliwych punktéw zgodnie z Rysunkiem 19.1, przy interpretacji podniesie-
nie do czteroprzestrzeni jak w przypadku markowanych diagraméw opisanych
w jednym z poprzednich rozdziatéw, daja diagramy trywialnych klasycznych
splotéw Lp, oraz L_. Przyklad takiego diagramu/grafu podany jest na Rysun-
ku 19.2.

Autor wprowadzil zestaw planarnych ruchéw na dopuszczalnych osobliwych
grafach markowanych taczacych réwnowazne immersje splotéw powierzchnio-
wych.

Grupg immersyjnego splotu powierzchniowego nazywamy grupe podstawowa
jego dopetnienia w R*.

Stwierdzenie 19.1. Dla kazdego osobliwego diagramu markowanego D dla immer-
syjnego splotu powierzchniowego F z dowolnie ustalong orientacjq nitek (niezaleznie
czy powierzchnia jest orientowalna), grupa F jest generowana poprzez spdjne sktadowe
ujemnego wygtadzenia L_ (D) diagramu D oraz relacji przedstawionych na Rysunku
19.3.
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Rysunek 19.2: Przykiad dopuszczalnego diagramu.

h=g4"1 c=a,d=>b, ab=ba

Rysunek 19.3: Reguly odczytania prezentacji grupy immers;ji.

Twierdzenie 19.2 (J. [82]). Dwa immersyjne sploty powierzchniowe w R* sq réwno-
wazne wtedy i tylko wtedy, gdy ich osobliwe markowane diagramy sq powigzane planar-
nq izotopiq i zestawem ruchéw ze zbioru pokazanego na Rysunku 19.4.
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hipotezy Taita, 37
homologie

Khovanova, 60

matej kategorii, 64

idempotentnos¢, 107
immersja, 138
immersyjny
splot powierzchniowy, 138
wezel powierzchniowy, 138
indeks
potréjnych skrzyzowan, 76
singularnych warkoczy, 124
skrzyzowaniowy, 45
warkoczowy, 46
wstegowy, 131
zaczepienia, 45
izotopia, 19
izotopijne przestrzenie, 19

kanoniczne dotaczenie raczki, 68
kategoria gtadka, 21
kawatek ptaszczyzny
srodkowy, 86
dolny, 86
gorny, 86
kei, 106
rdzenny, 107
klatka filmu, 91
kod
Alexandera-Briggsa, 28
DT, 29
Gaussa, 30
PD, 30
kolor punktu rozgalezienia, 88
kolorowanie

quandlowe, 108

w szachownice, 88
konkatenacja, 122
konkordancja, 74
kwandl, 106

liczba
gordyjska, 46
mostowa, 47
rozwiazujaca, 46
skrzyzowaniowa, 45
tréjkolorujaca, 46
warkoczowa, 46
zaczepienia, 45

macierz Seiferta, 73

maksimum powierzchni, 91

marker, 116

minimalna liczba punktéw
potréjnych, 98
rozgaltezienia, 98

minimum powierzchni, 90

mutanty, 42

naturalna orientacja, 76
Nawias Kauffmana, 52
ni¢, 75
nieorientowalny genus, 69
niewezel, 25
niezmiennik kocyklowy, 108
normalna liczba Eulera, 86
notacja

DT, 29

Gaussa, 30

PD, 30

objetos¢ hiperboliczna, 47
odbicie lustrzane, 31
ogniwo splotu, 22
okrecony wezet, 95
okregi Seiferta, 71
orientacja splotu, 18
osobliwy

diagram markowany, 139
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graf markowany, 139

potka, 106
plaszczyzna rzutowa, 68
para konkordantna, 74
parasol Whitneya, 85
pasmo warkocza, 39
piecze¢ Solomona, 28
pierscienie Boromeuszy, 28
planarna izotopia, 18, 20
polozenie ogélne powierzchni, 85
potudnik, 101
podniesienie zanurzenia, 88
podstawowy warkocz Garside’a, 122
posta¢ warkoczowa, 121
potréjne skrzyzowanie, 75
powierzchnia, 67

bazowa, 84

Boya, 89

wstegowa, 95

zamknieta, 84

zawezlona, 84

Seiferta, 70

walca, 68
powierzchniowy diagram z

wigzaniami, 133

prezentacja Wirtingera, 59
przecinanie wstegowe, 74
przestrzenna izotopia, 20
punkt

podwdjny, 85

potréjny, 85

rozgalezienia, 85

siodtowy, 90

wielokrotny klasycznego splotu,

22

punkty wielokrotne rzutu, 75

quandle
Alexandera, 107
diedralny, 107
trywialny, 107
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roOwnowazne
zawezlone powierzchnie, 84
immersyjne sploty, 139
réwnowazno$¢ splotéw, 23
regularne rzutowanie, 22
relacja motkowa, 50
rodzaj powierzchni, 68
rozbandazowanie, 133
ruchy
Reidemeistera, 24
Reidemeistera wielokatne, 18
Rosemana, 92
Yoshikawy, 117
typu Jr, 77
typu-J, 77
rzutowanie
potréjnego przeciecia, 75
regularne, 16

s-niezmiennik, 66
samopoprzeczne odwzorowanie,
138
samorozdzielnos¢, 107
sfera, 67
sferyczna izotopia, 20
siatka powierzchni, 69
singularne warkocze
powierzchniowe, 121
skrecenie, 37
skrecony-okrecony 2-wezel, 95
skrzyzowanie, 17
spin, 37
splot
klasyczny, 22
powierzchniowy, 84
alternujacy, 36
Brunna, 43
dodatni, 38
Hopfa, 28
naprzemienny, 36
nierozszczepialny, 26
preclowy, 35



rozszczepialny, 26
torusowy, 34
tréjkolorowalny, 46
trudny, 26
trywialny, 25
Whiteheada, 28
wielokatny, 16
wymierny, 35
ze wstegami, 129
zorientowany, 18
stan Kauffmana, 60
stowarzyszony splot ze stegami, 129
suma spojna
diagramoéw, 25
weztow, 25
supet, 42
znakowany, 42
sygnatura, 73
sympleks, 65

teoria klasycznych weztéw, 21

torus, 68

towarzysz wezla, 41

tréjkolorowalnos¢, 45

tréjlistnik, 95

triangulacja powierzchni, 69

trywialnie zawezZlona powierzchnia,
86

ujemna plaszczyzna rzutowa, 87
ujemny punkt potréjny, 88

wezly
konkordantne, 74
wezet
Osemka, 28
klasyczny, 22
powierzchniowy, 84
torusowy, 34
alternujacy, 36
babski, 28
chiralny, 31
Conwaya, 28
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dokerski, 28
dziki, 21
hiperboliczny, 41
Kinoshita-Terasaki, 28
kwadratowy, 28
Listinga, 28
lustrzany, 31
naprzemienny, 36
odwracalny, 31
odwrotny, 31
okresowy, 39
ptaski, 28
periodyczny, 39
pieciolistnik, 28
pierwszy, 25
plastrowy, 74
preclowy, 35
satelitarny, 41
skrecony, 34
tréjkolorowalny, 46
trudny, 26
trywialny, 25
wielokatny, 16
wstegowy, 74
wymierny, 35
zlozony, 25
zorientowany, 18
zwierciadlany, 31

warkocz, 39

domkniety, 39
singularny, 121

warunek Frobeniusa, 63
wielomian

Alexandera, 49

Alexandera-Conwaya, 49

Conwaya, 48

HOMFLYPT, 53

Jonesa, 50

Kauffmana dwoéch zmiennych,
54

Khovanova, 66

wrak, 106



wrzeciono, 106
wstega, 129
Moebiusa, 68
wyznacznik wezla, 55
wzor Eulera, 69
wzbogacony stan Kauffmana, 61
wzorzec wezla, 41
zbibr
dwupoziomowy, 84, 85
punktéw podwdjnych, 84
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zewnhetrze

splotu, 44

zawezlonej powierzchni, 94
zmiana skrzyzowania, 46
znak punktu

potréjnego, 88

rozgalezienia, 86
znak skrzyzowania, 37
zorientowane ruchy Reidemeistera

wielokatne, 18
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