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PRZEDMOWA

Ksiazka ta powstata

’ jako wyraz dlugoletnich zainteresowan obu autorow
kombmatorykac ijej zas

\ tosowaniami. Prowadzilismy wyklady z tej dziedziny
na Uniwersytecie Warszawskim oraz w Instytucie Podstaw Informatyki
PAN. Brak podrecznika, ktory pokrywalby nowoczesnie pojety wyklad
kombinatoryki, skionil nas do proby wypelnienia tej luki w pi$miennictwie
polskim.

Ze wzgledu na rdéznorodnoséé zastosowan kombinatoryki ksigzka nasza
dzieli si¢ wyraznie na dwie czesci. Rozdzial wstepny, w ktorym czynimy
elementarny przeglad calej kombinatoryki, stanowi podstawe, na ktorej
opieraja si¢ wszystkie pozostale rozdzialy. Czytelnik poszukujacy najprost-
szych informacji moze zakonczyé lekture na tym rozdziale. Mimo to znajdzie
w nim prawdopodobnie wigcej informacji niz w dostepnych w jezyku polskim
ksiazkach Wilenkina [1] i Flachsmeyera [1]. Drugd cze$¢ zawierajaca
bardziej zaawansowane wyniki rozbija si¢ w sposéb naturalny na kilka
dziatow. W pierwszym z nich przedstawiono zagadnienia zwiazane z algebrag
incydencji 1 funkcjami tworzacymi (rozdziaty 2 i 3); decydujacy wplyw na
sposéb przedstawienia przez nas materialu poswigconego tym zagadnieniom
miat cykl prac G.-C. Roty 1 jego wspoipracownikéw pod wspdlnym tytulem
“On the foundations of combinatorial theory”. Dalsza czg$¢ ksiazki poswie-
cona jest kolejno problematyce zagadnien minimaksowych (grupujacych sig
wokot twierdzen Halla 1 Dilwortha), nastgpnie wlasnosciom podzialowym
(twierdzenia Ramseya, van der Waerdena, Halesa-Jewetta i inne). Nast¢pna
cze$¢ pracy skiada si¢ z rozdzialow dotyczacych konfiguracji kombinatorycz-
nych, kodow korygujacych biedy oraz cial skonczonych. Rozdziat 6, napisany
przez M. Jaegermanna, poSwigcony jest teorii zliczania Redfielda, Polya i de
Bruijna.

Ksiazka nasza pomija wicle waznych fragmentéw kombinatoryki wspot-
czesnej, przede wszystkim teori¢ grafow; Czytelnik znajdzie tylko nieliczne
wyniki zwigzane z ta dziedzinag. Pomijamy wreszcie wazng problematyke
matroidow.

Konsekwencja przyjetego podzialu ksigzki na dwie czgsci sa nieliczne



Przedmowa

powtorzenia w dalszym tekécie materialu, ktory znajdowal si¢ we wstepie.
Zyskala na tym, mamy nadziejg, ciggtos¢ wykladu. ‘

Ksigzka ta nie powstataby, gdyby nie pomoc licznych o0sé6b, ktére
zachecaly nas do jej napisania: prof. dr. Jerzego Losia, prof. dr. Zdzistaw,
Pawlaka, doc. dr. Barbary Rokowskiej i innych. Oddzielne i specjalne
podzigkowania naleza si¢ dr. Michatowi Jaegermannowi. Ciagla z nim
_ wspolpraca pomogla nam uniknaé wielu bledéw i usterek.

Czesé tej ksiazki powstata, gdy pierwszy autor pracowal na Uniwersytecie
Stanu Illinois w Urbana-Champaign, drugi zas§ w Wenezuelskim Instytucie
Badan Naukowych w Caracas.

Witold Lipski
Instytut Podstaw Informatvki PAN

Wiktor Marek

Uniwersytet Warszawski




ROZDZIAL |

WPROWADZENIE DO KOMBINATORYKI

§ 1. Pojecia wstepne

W niniejszym paragrafie przypomnimy pewne podstawowe pojgcia teorio-
mnogosciowe. Nie nalezy w zadnym razie traktowaé go jako wykladu elementow
teorii mnogosci. Czytelnika zainteresowanego takim wykladem odsylamy do
odpowiednich podrecznikéw (np. Rasiowa [1] lub Marek i Onyszkiewicz [1]).
Naszym celem jest raczej ustalenie terminologii i oznaczen.

Bedziemy uzywali standardowych oznaczen logicznych, takich jak spdjniki
logiczne: 1 (megacja), v (alternatywa), A (koniunkcja), = (implikacja), <>
(rownowaznosc).

Zbiory bedziemy na ogo6t oznaczali duzymi literami A, B, C, ..., zbior pusty
symbolem . Bedziemy pisali xe 4 lub x¢ A w zaleznosci od tego, czy x jest
elementem, czy tez nie jest elementem zbioru A, natomiast oznaczen 4 < B, A & B,
A < B bedziemy uzywali odpowiednio dla oznaczenia faktu, iz 4 jest podzbiorem
zbioru B, A nie jest podzbiorem zbioru B, oraz A jest podzbiorem wlasciwym
zbioru B (tzn. A < B i A # B). Operacje teoriomnogosciowe sumy, przeciecia i
roznicy zbiorow A 1 B oznaczamy odpowiednio przez AuB, AnB, A\B.
Bedziemy mieli do czynienia glownie ze zbiorami skonczonymi. Kazdy taki zbior
mozemy okresli¢ przez wyliczenie jego elementow. Zbior, ktorego elementami sy
Xy, ...5 X, 1 tylko te elementy, oznaczamy przez 1 X1, .0y X . W szczegblnosci <4 x}
jest zbiorem, ktorego jedynym elementem jest x. Bedziemy tez pisali {xe X: P(x)]
(lub !x: P(x)} jesli jasne jest jaki zbior X mamy na mysli) dla oznaczenia zbioru
tych elementéw zbioru X, ktore maja wlasnos¢ P. -

Terminow zbior, rodzina, klasa bedziemy uzywali zamiennie. Terminu ,rodzina”
na ogét bedziemy uzywali w odniesieniu do zbioru, ktorego elementami sg zbiory,
terminu ,klasa” natomiast w przypadku zbioru, ktérego elementami sa rodziny
zbiorow. Jesli of jest rodzing zbioréw, to definiujemy

\J o = {x: istnieje zbior Be o/ taki, ze xe B},

N o = {x: dla kazdego Be o/ xeB}.
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Jesli f jest funkcja przeprowadzajaca elementy zbioru X w zbior Y, to piszemy
fi: X > Y (odwzorowanic to przedstawiamy tez czasem jako x+—f(x)). Dla
dowolnego xeX element f(x) nazywamy obrazem elementu x, podobnie dla
dowolnego 4 < X zbi6r '

f(4) = {f(): xeA}

nazywamy obrazem zbioru A (oczywiscie przez |f(x): x€A} rozumiemy zbior
{yeY: istnieje element xe A taki, ze y =f(x)}). Podobnie dla dowolnego yeY i
dowolnego B < Y zbiory

f'o)={xeX: f(x) =y}, Sf7'(B)={xeX:f(x)eB]

nazywamy przeciwobrazem odpowiednio elementu y.i zbioru B. Jesli f: X - Y, to
9(f) = X nazywamy dziedzing funkcji f, zas R(f) =f(X) przeciwdziedzing funkcji
f. Jezeli f(x)#f(y) dla dowolnych x, yeX, x#y, to f nazywamy funkcjq
roznowartosciowq. Jesli R(f) = Y, to f nazywamy funkcjq z X na Y. Funkcje z X
na Y, ktéra jest réoznowartoéciowa, nazywamy odwzorowaniem wzajemnie jedno-
znacznym zbioru X na zbiér Y. Dowolne wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
f: X —» X nazywamy permutacjq zbioru X. Jesli f: X —»Y oraz A < X, to przez
f | A oznaczamy ograniczenie funkcji f do zbioru A, tzn. funkcje g: A =Y taka,
ze g(x) =f(x) dla kazdego xe A. Zbior wszystkich funkcji f: X — Y oznaczamy
przez Y*.

Je§li f+ XY, g: Y Z, to definiujemy zlozenie gf: X — Z funkcji f 1 ¢
nastepujaco:

gf(x) =g(f(x).

Przez funkcje identycznosciowq na zbiorze X rozumiemy funkcje f: X = X
taka, ze f(x) = x dla dowolnego xe X.

Funkcje f: I — Y bedziemy czasem oznaczali przez {f;);,,, gdzie f; oznacza
f(i). Jesli f; jest zbiorem dla kazdego iel, to méwimy o indeksowanej rodzinie
zbiorow. Jesli (A;);, jest indeksowang rodzing zbioréw, to definiujemy

(J 4; = {x: istnieje i€ takie, Zze x€ A,},
iel

N A; = |{x: dla kazdego iel x€A,}.

iel

W teorii mnogosci dwa zbiory A, B uwazamy za réwne wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy element zbioru A nalezy do zbioru B i kazdy element zbioru B nalezy
do zbioru A. A wiec na przyklad {a, a, b} = |a, bj. W kombinatoryce wygodnie
jest rozwazaé twory ogolniejsze od zbioréw, zwane zbiorami z powtdrzeniami, W
ktérych kazdy element wystgpuje okreslong liczb¢ razy. Mozemy oznaczy¢ przez
(a, a, b) zbibr z powtdrzeniami, w ktérym element a wystgpuje dwukrotnie,
element b za$ jednokrotnie (zakladamy a # b). W Zyciu codziennym spotykamy sie
czesto z sytuacjami, ktére w naturalny sposob odpowiadaja pewnym zbiorom 2z
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powtorzeniami. Mozemy na przyklad méwié o zbiorze z powtérzeniami monet
(lub banknot6w) znajdujacych si¢ w pewnej portmonetce, zbiorze z powtorzeniami
znaczk6w bedacych w posiadaniu pewnego filatelisty, zbiorze z powtorzeniami
figur szz‘lchowych itd. Choé pojecie to jest intuicyjnie oczywiste, pokazemy jak
moin’a Je sformalizowa¢ w jezyku klasycznej teorii mnogosci, tak by zbiory z
powtorzeniami staly sig »legalnymi” obiektami matematyki. Zal6zmy w tym celu,
ze wszystkie rozpatrywane przez nas elementy naleza do pewnego zbioru X.
Wtedy kazdy zbior z powtdrzeniami A (o elementach ze zbioru X) mozemy
reprezentowac przez funkcje r,, ktéra kazdemu elementowi xe X przyporzadko-
wuje nieujemng liczbe catkowitg r, (x) zwana wspolczynnikiem repetycji elementu x
w zbiorze z powtdérzeniami 4. Na przyktad dla zbioru z powtdrzeniami biatych
figur szachowych wspdtczynnik repetycji piona jest rowny 8, skoczka 2, krola 1
itd. Powiemy, Ze element x wystgpuje w zbiorze z powtorzeniami A s razy, jesli
ra(x) =s. Zbiory — bedziemy je czasem nazywali zbiorami bez powtérzen —
traktujemy jako szczegdlny przypadek zbioréw z powtdrzeniami, w ktorych kazdy
element wystepuje co najwyzej raz. Jesli A jest zbiorem bez powtérzen, to r, jest
po prostu funkcjq charakterystyczng tego zbioru:

I, jesli xeA,

"(")z{o, jesli x¢A.

Bedziemy rozwazali gléwnie zbiory z powtodrzeniami skonczone, tzn. takie, dla
ktorych wspolczynnik repetycji jest rozny od zera tylko dla skonczonej liczby
réznych elementow. Kazdy taki zbior z powtorzeniami A bedziemy reprezentowali
przez ciag jego elementdéw (ujetych w nawiasy okragle), w ktorym kazdy element
wystepuje tyle razy, ile wynosi jego wspolczynnik repetycji. Dla przykiadu zbiér z
powtOrzeniami bialych figur szachowych mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

F =(k, h,w,w,s,s,4g,9, P, PP, Ps P> P> Ps P)s

gdzie k, h, w, s, g, p oznaczaja odpowiednio kroéla, hetmana, wiezg, skoczka, gonca
i piona. Bedziemy tez uzywac krotszego oznaczenia

F=(1xk,1xh, 2xw, 2%s, 2%g, 8 xp).

Czesto zamiast ,,zbior z powtdrzeniami (s; * Xy, ..., 5, *x,)” bedziemy moéwili po
prostu ,zbior (s; * X, ..., Sy *X,)” lub tez ,zbiér s, nierozréznialnych elementow
Xis ooy S nierozroznialnych elementow x,”.

Dzialania A u B, A B, A\ B, AU B definiujemy na zbiorach z powtérzeniami
nastepujaco:
r4.p(x) = max ("A (x), rg(x)),

rans(X) = min("A (x), "a(x)),
4 ras(X) = max(r, (x)—rg(x), 0),

raop(X) = r4(x)+rg(x).
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Zauwazmy, ze jesh A jest zbiorem bez powtérzen, to réwnosé
A= Al U...U A,

oznacza, ze Ay, ..., A, sa zbiorami bez powtdrzen, 4 = Ay V...UA, oraz A0 4
=0, 1 <i<j<t Licznosé¢ zbioru A =(5; *X,, ..., 5, *X,) Oznaczamy przez |4] i
deﬁnliujemy nast¢pujaco:

A=Y s
i=1

(oczywiscie definicja ta stosuje sie w szczegblnosci do skoniczonych zbiorow bez
powtorzen). Jesli |A| = k, to moéwimy, ze A jest k-elementowy.
Dla dowolnej funkcji f: X - Y zbior z powtérzeniami A =(f(x):. P(x)
definiujemy podobnie jak zbir {f(x): P(x)}, z tym ze
ra(y) =l{xeX: P(x) A y =f(x)]|
dla kazdego yeY. Na przyklad jesli B= -2, —1,0, 1, 2!, to
(b*: beB) =(1%0,2%1, 2%4),
{b*: beB} =10, 1, 4}.

Dla dowolnego zbioru z powtorzeniami A piszémy x€A, jesh r (x) > 1, oraz
B < A, jesli dla zbioru z powtdrzeniami B mamy rg(x) < r,(x) dla kazdego x. W

tym ostatnim przypadku mowimy, ze B jest podzbiorem zbioru z powtorzeniami A.
Definiujemy

#(A)=1{B: Bc A}
oraz dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej k
#(A)={B: BS A A|B =k.
Zauwazmy, ze jesli B S A = (s, #X,, ..., 5,%X,), to
0<rg(xy) <54, ..., 0<rg(x,) <ss,.

Jesli wspolczynnik repetycji elementu x, mozemy wybraé¢ na s;+1 sposobow,
elementu x, na s,+ 1 sposobow, itd., to

|2(A) =(sy+1)...(s,+1).

W szczegdlnosci, jesli A jest zbiorem bez powtédrzen, to Al =n, 5, =... =5, =11
w konsekwencji
|2 (A)] = 241,

Dla dowolnego, niekoniecznie skonczonego zbioru z powtérzeniami A piszemy
Bc,A, jesli B< A oraz B jest skoﬁczonym. zplorem z po.wtérz’cman.n
(zauwazmy, ze nasza definicja zbioru z powtdrzeniami dqpuszcza meskongzeme
wiele réznych elementéw, z ktorych kazdy wystepuje w zbiorze skoriczona liczbg
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razy). Definiujemy réwniez
Pin(A) = {B: B S A}

Przez ciqg dlugosci n rozumiemy dowolna funkcj¢ okreslonga na zbiorze
{1,...,n}. Ciag c taki, ze c(i)=c; dla 1<i<n bedziemy oznaczali przez
€1y ooy €y lub ¢y,...,c,, albo po prostu przez c;...Cn Podobnie cigg
nieskoriczony definiujemy jako dowolng funkcj¢ okreslona na zbiorze liczb
naturalnych.

Warto poréwna¢ pojecie ciggu, zbioru z powtorzeniami i zbioru bez
powtorzen. Jesli zalozymy, ze a # b, to wszystkie trzy ciagi

{a, b, a)>, <(a,a,b), <a,b,b)
sq rézne, natomiast
(a, b, a) = (a, a, b) # (a, b, b),
ta, b, a) = la, a, b} = {a, b, b} = {a, bj.

W przypadku ciagéw istotna byta zaréwno liczba wystapien kazdego z elementow
jak i kolejnos¢ elementéw, w przypadku zbioréw z powtérzeniami wazna byla
jedynie liczba wystapien kazdego z elementow, w przypadku zbioréw odgrywato
role jedynie to, jakie elementy wystgpuja w zbiorze.

Hoczyn kartezjanski ciagu zbioréw Ay, ..., A, definiujemy nastgpujaco:

Ag % oo XAZ=A1y v0ny By)s B €AY N oo Aa,eA,

(stosujemy tez oznaczenie A", gdy A; =...=4,=A). Ogodlnie, jesli (A, ;. jest
dowolna indeksowana rodzina zbiorow, to iloczyn kartezjanski tej rodziny
definiujemy jako zbior wszystkich funkcji {a; ;. takich, ze a;€ A; dla kazdego iel.
Iloczyn ten oznaczamy przez
X A;.
iel
Ciag dlugosci 2 nazywamy parq uporzqadkowang, zbiér dwuelementowy
natomiast parq nieuporzqdkowang. Tak wigc X x X jest zbiorem par uporzadkowa-
nych elementéw zbioru X, natomiast #,(X) zbiorem par nieuporzadkowanych
elementéw zbioru X. Jesli f jest funkcja okreslong na X, x ... x X,, to zamiast
f({xy, ..., X,)) piszemy £ ¢ T 5
Relacjq n-argumentowq o0 dziedzinach A, ..., A, nazywamy dowolny podzbiér
RS A, x ... xA, Zamiast {ay, ..., a,y€ R bedziemy réwniez pisali R(a,, ..., a,).
W przypadku R € A x A moéwimy o relacji binarnej na zbiorze A, o dziedzinie

7(R) = la€ A: istnieje be A takie, ze {a, b>€eR)
i przeciwdziedzinie

#(R) = {be A: istnieje ae A takie, ze (a, b)eR].
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W przypadku relacji binarnej zamiast <a, b)> € R bedziemy réwniez pisali aRb. Dia
dowolnego B < A4 relacje R N (B x B) nazywamy ograniczeniem relacji R do zbioru
B i oznaczamy przez R | B.

Relacje binarng R na zbiorze A nazywamy
zwrotng, jesli dla dowolnego ae A

aRa;
symetryczng, jesli dla dowolnych a, be A
aRb <>bRa;

przechodniq, jesli dla dowolnych a, b, ce A

aRb A bRc = aRc;
antysymetryczng, jeSli dla dowolnych a, be 4

aRb A bRa<>a = b;
spojng, jesli dla dowolnych a, be 4

aRb v bRa.
Relacje binarng R < A x A, ktéra jest zwrotna, symetryczna i przechodnia,

nazywamy relacja réownowaznosci na zbiorze A. Jedli E jest relacja rOwnowaznosci
na zbiorze A oraz ae A, to zbior

[a]g = |be A: aEb}

(zwykle zamiast [a]g piszemy [a]) nazywamy klasq abstrakcji elementu a
(wzgledem relacji E). Rodzina klas abstrakcji relacji E, tzn.

Alg = [alg: ae A]
jest rodzing niepustych i parami rozlacznych podzbioréw zbioru A, ktérych suma
jest caly zbior A. Kazda rodzing o tej wlasnosci nazywamy podzialem zbioru A.
Zbiory tej rodziny nazywamy zwykle blokami podziatu.

Przyporzadkowanie kazdej relacji rownowaznosci E na zbiorze A podziatu A/
oraz kazdemu podzialowi =n = |B,,..., B, relacji rownowaznosci (B,
x By)u...u(B, xBy) definiuje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy
relacjami rOwnowaznosci na zbiorze A i podzialami tego zbioru.

Innymi waznymi przykiadami relacji binarnych sa relacje porzadku czesciowe-
go, ktéorym poswigcamy nastgpny paragraf.

Grafem (niezorientowanym) nazywamy dowolna par¢ G = (V, E), gdzie
E < 2,(V). Zbior V nazywamy zbiorem wierzcholkéw, E za$ zbiorem krawedzi. O
krawedzi e = |x, y/ mowimy, 2ze jest incydentna z wierzcholkiem x i 2z
wierzchotkiem y, lub Ze taczy x z y. Podobnie dowolng pare G = (¥, E>, gdzie
E < V x V, nazywamy grafem zorientowanym o zbiorze wierzchotkéw V i zbiorze
krawedzi E. O krawedzi (x, y)eE méwimy, ze prowadzi od x do y, lub e
odchodzi od x i dochodzi do y. Krawgdz postaci (x, x) nazywamy petlq. Przez
podgraf grafu G = (¥, E) rozumiemy dowolny graf G’ = V. E5 VeV PFPSE
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(zorientowany lub niezorientowany, w zaleznosci od tego czy G jest zorientowany,
czy niezorientowany). Podgraf grafu G = (V, E) indukowany przez zbior WV
definiuiemy jako Gy = (W, En 2,(W)), jesli G jest niezorientowany, lub Gw
= (W, En(WxW)), jesli G jest zorientowany. Drogq z x do y dtugosci n w grafie
G = (¥, E) nazywamy dowolny ciag Xo, X;, -.., X, wierzcholkoéw taki, ze x = Xo,
Y = X, 0Taz {Xo, X1}, {X{, X3}, ..., {Xa-1, Xa) €E (jesli G jest niezorientowany) !ub
(Xos X1 Dy X1y X2, oovy {Xpoy, X, €E (jeSli G jest zorientowany). Droga taka jest
elementarna, jeli ciag x,, ..., x, jest roznowartosciowy, oraz cyklem, jesli xo = X,
(cyk] ten jest elementarny, jesli ciag Xq, ..., X,—; jest roznowartosciowy). Latwo
zauwazyc, ze jesh G = (V, E) jest grafem niezorientowanym, to relacja binarna =~
zdefiniowana na zbiorze V przez

x ~ y<>istnieje w G droga z x do y

jest relacja réwnowaznosci. Grafy indukowane postaci G,, gdzie A jest klasa
abstrakeji relacji ~, nazywamy skladowymi spojnymi grafu. Podobnie definiujemy
skladowe spojne grafu zorientowanego G = (V, E), z tym ze w takim przypadku
nasza relacj¢ rownowaznosci definiujemy przez

x ~ y<>istnieje w G droga z x do y,
gdzie G = <V, E), E = {{a, b}: {a, byeE A a# b}. Jesli graf skiada si¢ z jednej
skladowej spoOjnej, to nazywamy go spojnym.

Bedziemy mowili, ze grafy G, = (V;, E,> 1 G, = (V;, E,) (oba niezoriento-
wane lub oba zorientowane) sa izomorficzne, jesli istnieje wzajemnie jednoznaczne
odwzorowanie ¢: V; —V, takie, ze
{x, yjeE; <= {p(x), o(y)jeE, (G,, G, niezorientowane)

{x,yyeE;<{p(x), p(y))€eE, (G,, G, zorientowane).

lub

Grafy przedstawiamy zwykle za pomoca rysunku, na ktéorym wierzchotkom

odpowiadaja punkty plaszczyzny, a krawgdziom linie ciagle laczace te punkty, z
ewentualnie zaznaczona orientacja (p. rys. 1).

2 3 1
6
5
1 4 5 2
7 3 %

Rys. 1 (a) Gral niezorientowany (spojny), (b) Graf zorientowany (niespdjny)
G=(V,E) ‘ G=(VE)
Vil ...; T} v=1{1,...,5}
E={{1,2},{2,3}, 3,4}, {14}, E={q1,2), 2 1) 3), (5,4, ¢, 5>}
{4, 5}, {5, 6}, {5, 7}} .
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Graf niezorientowany, w ktéorym kazda para réznych wierzcholkéw jest
polaczona krawedzia, nazywamy grafem pelnym. Graf taki, o n wierzchotkach,

oznaczamy zwykle przez K,.
Ponizej podajemy niektdre oznaczenia czgsto wystgpujace w tekscie:

N — 2zbiér liczb naturalnych 1, 2, ... (0 nie uwazamy za liczbg naturaing),

N, =Nul0},

Z — zbior liczb catkowitych,

R — zbiér liczb rzeczywistych,

R*  — zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych,

C — zbior liczb zespolonych,

Lx] — najwigksza liczba calkowita mniejsza lub rowna liczbie rzeczywistej x
(L2341=2,L31=3,L-241=-3),

x1 — najmniejsza liczba catkowita wigksza lub réwna liczbie rzeczywistej x
(M241=3,131=3,-241=-2).

Wspomnimy jeszcze o pewnej konwencji — szczegdlnie czgsto stosowane)

w rozdziale 2 — dotyczacej jawnego wskazywania wskaznika sumowania. Jesl

P(i) jest pewna formuta zawierajacy i, to
> f)
i: Pi)

oznacza sume wszystkich f(i) dla i przebiegajacego zbior iz P(i)}.

§ 2. Zbiory czeSciowo uporzadkowane

Pojecie zbioru czgsciowo uporzadkowanego odgrywa w kombinatoryce rolg
podstawowg. Wiele wlasnosci kombinatorycznych jest scisle zwigzanych z po-
rzadkiem wséréod rozpatrywanych obiektow, 1 zbadanie struktury niektérych
sposréd tych porzadkow stanowi jedno z centralnych zagadnien kombinatoryki.
W niniejszym paragrafie podamy ogolne definicje i fakty dotyczace zbiorow
czesciowo uporzadkowanych.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Relacj¢ binarng < na X nazywamy
czesciowym porzqdkiem (lub krotko porzqdkiem), jesli jest ona zwrotna, przechodnia
i antysymetryczna, tzn. jesli

VAN

X X,

XSYyAysz=xs<z,
XSYPAYSX=>X=Y

dla dowolnych x, y, ze X. Pare (X, <), gdzie < jest czgSciowym porzadkiem na
X, nazywamy zbiorem czeSciowo uporzqdkowanym. Czgstokro€, jesli wiadomo o
jaka relacj¢ < chodzi, sam zbiér X nazywamy zbiorem czg¢sciowo uporzadko-
wanym. Je§li x < y lub y < x, to méwimy, Ze elementy x, y sa poréwnywalne. Jesli
dowolne dwa elementy x, ye X sa porownywalne, tzn. jesli < jest relacja spojna,
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to < nazywamy porzqdkiem liniowym, (X, <) za§ — zbiorem liniowe
uporzqdkowanym. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego zbioru czgsciowo uporzadko-
wanego (X, <) i dowolnego Y < X ograniczenie relacji < do zbioru Y jest
rowniez czgsciowym porzadkiem (zwykle oznaczamy go tym samym symbolem <,
co nie prowadzi do nieporozumien). Jesli x < y i x # y, to piszemy x < y; zamiast
X<y, x <y piszemy réwniez y = x, y > x. Element xe X nazywamy

minimalnym, jesli nie istnieje element ye X taki, ze y < X,

maksymalnym, jesli nie istnieje element ye X taki, ze y > x,

najmniejszym, jesh x < y dla kazdego ye X,

najwigkszym, jesli x 2> y dla kazdego ye X.
Element najmniejszy i najwigkszy nazywamy tez zerem i jedynkq zbioru czgsciowo
uporzadkowanego i oznaczamy zwykle przez 0 i 1. Oczywiscie nie kazdy zbiér
czgsciowo uporzadkowany ma zero i jedynke, natomiast zero, jesli istnieje, jest
jedynym elementem minimalnym; podobnie jedynka jest jedynym elementem
maksymalnym. Element minimalny (maksymalny itd.) podzbioru Y < X definiu-
jemy jako element minimalny (maksymalny itd) w <Y, <). Jesli x<y 1 dla
dowolnego ze X

XZS)Yy=>zI=XVI=Yy

(gdzie x<z<y jest skrotem dla (x<z) A(z<)y). to mowimy, ze y jest
bezposrednim nastepnikiem elementu x (x natomiast jest bezposrednim poprzedni-
kiem elementu y) i piszemy x < y.

Wygodnym sposobem reprezentacji skonczonego zbioru czesciowo uporzad-
kowanego jest gral zorientowany zwany diagramem Hassego. Sklada si¢ on z
wierzchotkéw odpowiadajgcych elementom xe X, przy czym {x, y) jest krawedzig
grafu wtedy i tylko wtedy, gdy x < y. Na og6l nie zaznaczamy orientacji krawedzi
diagramu Hassego, przyjmujac, ze jesli x <y, to wierzcholek y znajduje si¢ na
diagramie wyzej niz wierzchotek x. Oczywiscie x < y wtedy i tylko wtedy, gdy w
diagramie Hassego istnieje droga z x do y.

Zilustrujemy teraz wprowadzone pojecia na przykladzie zbioru czgsciowo
uporzadkowanego, ktorego diagram Hassego przedstawiono na rys. 2. Nasz zbior

(2)

Rys. 2. Diagram Hassego zbioru czesciowo uporzadkowanego
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sklada si¢ z elementéw a, b, ..., m. Elementy b,f sa poréwnywalne, gdyz b < £
natomiast elementy b, g, czy tez b, m, nie s3 porownywalne. Element a jest
elementem minimalnym, natomiast f; m sa elementami maksymalnymi. Nasz zbiér
ma zero — jest nim element a — nie ma natomiast jednosci.

Niech (X, <) bedzie dowolnym zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech
Y = X. Jesli kazde dwa elementy x, ye Y sa poréwnywalne, tzn. jesli porzadek <
ograniczony do zbioru Y jest porzadkiem liniowym, to Y nazywamy lancuchem.
Jesli zadne dwa rdézne elementy x, ye Y nie sa porownywalne, to Y nazywamy
antylaricuchem. Dla zbioru przedstawionego na rys. 2 przyktadami lancuchow sa
{a,j, k,m}, {a,b,d}, la,f), {d}, przykladami antylaricuchéw sa natomiast
iy gk bk, 1y, e, d, g, k, 1), Dla dowolnego skonczonego niepustego lancucha
L przez jego poczqtek i koniec rozumiemy element najmniejszy 1 najwigkszy zbioru
L, dlugos¢ za$ tego lancucha definiujemy jako |L|—1. Przez lancuch maksymalny
mi¢dzy a i b rozumiemy lancuch o poczatku a i koncu b, nie bedacy podzbiorem
wlasciwym Zzadnego tancucha o poczatku a i koncu b. Na rys. 2 lancuchami
maksymalnymi migdzy a i f sa

P f . 3
:a, gsf}’ 'lras ba d, e,_/:, (av b,(,e._/,.

Widzimy, Ze te lancuchy sa roéznej dlugosci (odpowiednio 2, 4 i 4). Jesh dla
dowolnych a, b wszystkie lanicuchy maksymalne migdzy a i1 b sa tej samej dlugosci
(zaleznej od a, b), to méwimy, ze zbiodr czgsciowo uporzadkowany spelnia warunek
Jordana-Dedekinda.

Waznym przykladem zbioru czgsciowo uporzadkowanego jest dowolna rodzina
o = Z(X) uporzadkowana przez inkluzjg, tzn. (7, < ). Pozostawiamy Czytelni-
kowi sprawdzenie, ze jest to istotnie porzadek czesciowy. Okazuje sig, ze w
pewnym sensie kazdy zbior czgsciowo uporzadkowany jest postaci {.«Z, ). Aby
to stwierdzenie uscislic, wprowadzimy nastgpujaca definicj¢. Dwa zbiory czesciowo
uporzadkowane <{X,, <,) 1 {X,, <,) sa izomorficzne (fakt ten zapisujemy
(X, €;1)={X,, €,)), jesli istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f
zbioru X, na zbior X, takie, ze dla dowolnego x, ye X,

X< y<ef(x) <,/ ().
Mamy nast¢pujace twierdzenie o reprezentacji:

TwiernzeNie 2.1. Kazdy zbior cze$ciowo uporzqdkowany (X, <) jest izomor-
ficzny z pewnym zbiorem postaci (oA, <), o < P(X).

Dowo6d. Wprowadzmy oznaczenie
A(x)={yeX: y<x}, xeX,
i niech

o ={4(x): xe X}.



/
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Oczywiscie A(x) # A(y) dla x#y, gdyz A(x)=A4(y) pociaga za soba x<y
1y<sx czyli, na mocy antysymetrii, x = y. Mozemy zatem okre$li¢ wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie f: X - </ nastepujaco:

J(x) =4(x).

Odwzorowanie to ustala izomorfizm (X, €Y~ <{d, <), gdyz oczywiscie
xsy<dx)cs4(y. O

Niech (X, <) bedzie dowolnym zbiorem czgéciowo uporzadkowanym i niech
xe X. Oznaczmy przez %, rodzing wszystkich tancuchow o koncu x. Jesli istnieje
liczba naturalna n taka, ze dlugo$é zadnego lancucha Le %, nie przekracza n, to
definiujemy range elementu x (w (X, < ») jako najwigksza dlugos¢ lancucha w &, :

r(x) =max {|L|—1: Le Z,}.

W przeciwnym przypadku méwimy, ze ranga elementu x jest nieskorczona.
Oczywiscie ranga kazdego elementu minimalnego jest rowna zeru. Elementy
rangi 1 nazywamy atomami. Latwo zauwazy¢, ze element jest atomem wtedy i
tylko wtedy, gdy jest bezposrednim nastgpnikiem elementu minimalnego. Na rys. 2
przy kazdym elemencie umieszczono w nawiasie jego rangg. Szczegolnie latwo
znalez¢ range elementu, jesli w naszym zbiorze istnicje zero 1 jest spetniony
warunek Jordana Dedekinda. Wtedy bowiem ranga dowolnego elementu x (jesli
jest skonczona) jest rowna diugosci dowolnego lancucha maksymalnego o
poczatku w 0 i koncu x. Niech L bedzie takim fancuchem i niech x < y. Wtedy
Lo |y| jest oczywiscie lancuchem maksymalnym o poczatku w 0 i koncu x, a
zatem
(2.1) x<y=r(y)=r(x)+1

(oczywiscie fakt ten jest prawdziwy réwniez dla elementow rangi nieskonczonej,
jesli przyjaé r(x) = o0, 0o +1 = o0).
Odcinkiem w zbiorze czgsciowo uporzgdkowanym (X, <) nazywamy kazdy
zbior postaci
[x,y]=lzeX: x<z<y], x,yekX.

Wiegkszos¢ zbiorow czesciowo uporzadkowanych, z ktorymi mamy do czynienia
w kombinatoryce, ma t¢ wlasnos¢, ze kazdy odcinek jest skonczony. Zbiory o tej
wlasnosci nazywamy lokalnie skonczonymi. Zauwazmy, ze w zbiorze lokalnie
skoniczonym z zerem kazdy odcinek [0, x] jest skonczony, a wigc ranga
dowolnego elementu jest skonczona.

Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego porzadku czesciowego < na zbiorze X
relacja <* zdefiniowana przez

xX<*yey<x

jest réwniez czeéciowym porzadkiem na X. Nazywamy go porzqdkiem duainym do
<.

2 — Analiza kombinatoryczoa
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Jesli (X;, <,>, iel, sa zbiorami czeciowo uporzadkowanymi, to w iloczynie
kartezjanskim X X, mozemy wprowadzi¢ porzadek czgsciowy w nastgpujacy

iel

sposob:
f < g<>dla kazdego i€l f; <;4;

dla dowolnych f, ge X X, (pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze jest to
el
istotnie porzadek czesciowy).
Zbior { X X;, <) nazywamy iloczynem kartezjariskim zbioréw czgsciowo
iel
uporzadkowanych {(X;, <;), iel.

Zauwazmy, ze iloczyn kartezjanski nieskoriczonej liczby zbioréw lokalnie
skoriczonych na ogét nie jest lokalnie skonczony. Na przyktad, jesli dla kazdego
ieN zbiér ¢X,, <,> jest zbiorem !0, 1] z porzadkiem naturalnym 0 <1, to
iloczyn kartezjanski zbioréow czesciowo uporzadkowanych (lokalnie skonczonych)
(X,, <>, ieN, nie jest lokalnie skonczony, gdyz odcinek [0, 1], gdzie 0
=<0,0,...5 1= (1, 1,...), zawiera wszystkie nieskoniczone ciagi zero-jedynkowe.

Zalézmy teraz, ze kazdy ze zbioréw (X, <;), iel, ma zero (bedziemy je
oznaczali dla kazdego ie I tym samym symbolem 0). Oznaczmy przez @ X, zbiér

iel
tych elementow fe X X;, dla ktérych zbior
iel

I, = liel: f; # 0},

zwany nosnikiem elementu f, jest skonczony. Zbior czesciowo uporzadkowany
(@ X,, <) nazywamy sumq prostq zbiorow czgsciowo uporzadkowanych
iel "
(z zerem) <{X;, <,), iel.
TwiERDZENIE 2.2. Suma prosta <@ X;, < ) zbioréw czesciowo uporzqdkowanych
el

lokalnie skonczonych jest lokalnie skonczona.

Dowé6d. Niech f,ge® X; oraz f <g. Rozwazmy odcinek [f, g]. Jeslh
iel
f < g, to oczywiscie I, < [,. Latwo zauwazycC, ze odcinek [ f, g] jest izomorficzny
z iloczynem kartezjanskim X [f, ¢:], co wobec skonczonosci zbioru I,
iel
i lokalnej skonczonosci zbioréw "’ (X;, <), iel,, dowodzi twierdzenia. [
Niech ¢ X, <) bedzie dowolnym zbiorem czgsciowo uporzadkowanym i niech
Y c X. Element ae X nazywamy ograniczeniem gérnym zbioru Y, jesli x < a dla
kazdego x € X. Podobnie, element be X nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Y,
jesli b < x dla kazdego xe€ X. Oznaczmy przez A(Y) i B(Y) odpowiednio zbiér
wszystkich ograniczenn gérnych i dolnych zbioru Y. Jesh w A(Y) istnieje element
najmniejszy, to nazywamy go kresem gérnym zbioru Y (w <X, <)) i oznaczamy
przez sup Y. Podobnie, jesli w B(Y) istnieje clement najwigkszy, to nazywamy go
kresem dolnym zbioru Y (w (X, <)) i oznaczamy przcz inf Y. Zwykle uzywamy
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oznaczen x v y =sup |x, y!, x A y =inf |x, y}. Na przykiad dla zbioru czesciowo
uporzadkowanego z rys. 2 mamy bvg=f, cvd=e, iAj=h gnre=a,
elementy i, j nie maja kresu gornego, podobnie jak g, k czy tez f, m; elementy k, |
niec maja kresu dolnego.

Zbior czgsciowo uporzadkowany (X, <), w ktorym dla kazdej pary
elementow x, ye X istnieje kres gorny x v y i kres dolny x A y, nazywamy kratq.
Kratg¢ nazywamy -zupelnq, je$li istnicje supY i infY dla dowolnego Y < X.
Z definicji kresu dolnego i gornego wynika natychmiast, z¢ w dowolnej kracie

XKSVSXAY=XSXV Y=Y,
Kratg (X, <) nazywamy rozdzielng, jesli dla dowolnych x, y, ze X
xviyaz)=(xvy A(xvz),

xA(yvz)=(xAy vixAaz).

Przykladem kraty rozdzielnej jest {.o/, <), gdzie .2/ jest dowolna rodzing zbioroéw
spelniajaca warunek

Au B, An Be .o/ dla dowolnych A4, Be .«/.

Krat¢ taka nazywamy kratq zbiorow. W kracie takiej oczywiscie A v B = AU B,
AAB=AnNnB.

Innym przykladem kraty rozdzielnej jest (N, |), gdzie | jest relacja podziel-
nosci na zbiorze liczb naturalnych. W takim przypadku oczywiscie m A n = (m, n)
(najwiekszy wspoOlny podzielnik), m v n=[m, n] (najmniejsza wspdlna wielo-
krotnosc).

Bedziemy mowili, ze w dowolnej kracie z zerem i1 jedynka element y jest
dopelnieniem elementu x, jesli x A y =01 x v y = 1. Jedli krata jest rozdzielna, to
kazdy element moze mie¢ co najwyzej jedno dopelnienie. Istotnie, jesli y, y' sa
dopelnieniami elementu x, to

Y=y al=y alxvy)=0arx)vy ap=0v(y apy=yay,

i podobnie y =y Ay, a wigc y'=y. W takim przypadku jedyne dopelnienie
elementu x oznaczamy przez — x. Krat¢ rozdzielna, w ktorej kazdy element ma
dopelnienie, nazywamy algebrq Boole’a. Typowym przykiadem-algebry Boole’a jest
cialo zbioréw, tzn. dowolna niepusta rodzina .# podzbioréw ustalonego zbioru X
zamknieta ze wzgledu na operacje dopetnienia, sumy i przecigcia. Mozna wykazaé,
ze wszystkie algebry Boole’a sa, z dokladnoscia do izomorfizmu, tej postaci (por.
Rasiowa i Sikorski [1]).

Zbior czesciowo uporzadkowany (X, <) nazywamy ufundowanym, jesli kazdy
niepusty podzbiér Y < X ma (co najmniej jeden) element minimalny. Ufundowany
zbiér liniowo uporzadkowany nazywamy zbiorem dobrze uporzqdkowanym lub
porzqdkiem dobrym. Latwo zauwazy¢, ze zbidér (X, <) jest ufundowany wtedy
i tylko wtedy, gdy nie zawiera nieskonczonych ciagow malejacych postaci
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X; > x5 > ... Istotnie, jesli taki cigg istnieje, to Y = {x,, X3, ...} niec ma elementu
minimalnego. Z drugiej strony, zalozmy, ze pewien zbiér Y < X nie ma elementu
minimalnego. Wybierzmy dowolny element x,. Nie jest on minimalny, istnieje wigc
w Y element x, < x,. Element x, rowniez nie jest minimalny, istnieje wigc w Y
element x; < x, itd. Rozumowanie to prowadzi do wniosku, ze zbiér Y zawiera
ciag nieskoniczony postaci x; > x, > ...

Twierpzenie 2.3 (Zasada indukcji dla ufundowanych zbioréw czesciowo
uporzadkowanych). Niech (X, <) bedzie ufundowanym zbiorem czesciowo uporzqd-
kowanym i niech Y = X bedzie podzbiorem spelniajgcym dla kazdego xe€ X warunek

(2.2) fyeX: y<xl s ¥Y=xeY.
Wtedy Y = X.

Dowod. Przypusémy, ze Y # X, tzn. X Y # (3. Niech x bedzie dowolnym
elementem minimalnym zbioru X '\Y. Wobec minimalnosci mamy oczywiscie
\VeX: y<x} <Y i na mocy warunku (2.2) wnioskujemy, ze xeY. Tak wiec
zalozenie, iz X\ Y # () doprowadzilo nas do sprzecznosci. [

Warto tu zauwazy¢, Ze jesli x jest elementem minimalnym w (X, <), to
warunek (2.2) implikuje xeY.

Jesli jako zbidr (X, <) przyjmiemy w twierdzeniu 2.3 zbior liczb naturainych
ze zwykla relacja niewigkszosci — ktory oczywiscie jest ufundowany — to
otrzymamy znang zasad¢ indukcji dla liczb naturalnych.

Latwo zauwazy¢, ze kazdy lokalnie skonczony porzadek czesciowy z zerem jest
ufundowany. Istotnie, nie moze w nim istnie¢ ciag nieskonczony x, > x, > ...,
gdyz kazdy element tego ciagu nalezy do odcinka [0, x,], a odcinek ten jest
skonczony. Podamy obecnie kilka prostych lecz uzytecznych faktow dotyczacych
zbiorow ufundowanych.

TwierpzENIE 24. Iloczyn kartezjanski dowolnej skonczonej liczby ufundowanych
porzqdkow czesciowych jest ufundowany.

Dowoéd. Niech (X, <) bedzie iloczynem kartezjanskim ufundowanych po-
rzadkow czgsciowych (X;, <;>, iel. Rozwazmy dowolny podzbiér Y < X. Dla
kazdego A < X oznaczmy przez p;(A) rzut zbioru A na i-ta 0§, tzn.
pi(4) = |x;: xeAj. Oznaczmy A, =Y. Zbior Y, = p,(4,) < X, zawiera pewien
element minimalny a,. Utworzmy zbiory A, = |x€d,: x;=a,}, Y,=
= py(A,) € X,. Zbior Y, zawiera pewien element minimalny a,. Powtarzajac te
konstrukcj¢ otrzymujemy ciag {a,, ..., a,>€ X, ktory jest oczywiscie elementem
minimalnym zbioru Y. [J

W podobny spos6b mozna wykaza¢, ze suma prosta dowolnej rodziny
ufundowanych porzadkéw czesciowych z zerem jest ufundowana (por. zad. 27).

Niech (X;, <>. i=1,..., n beda dowolnymi zbiorami liniowo uporzadko-
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wanymi. Wyznaczaja one nastgpujacy porzadek liniowy < — zwany porzqdkiem
leksykograficznym — na zbiorze X = ;< X
i=1
<x1, vey xn> S <y1, vy yn><=>
<> (X1, oo X0 = Py, ..., o> lub istnieje k < n takie, ze x; = y;

dla 1 <i<k oraz x, <gJ.
TwierDZENIE 2.5, Jesli (X;, <,>, i=1,...,n, sq porzqdkami dobrymi, to

x:

porzqdek leksykograficzny na X = X X, jest porzaqdkiem dobrym.

Dowo6d. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.4 rozwazamy dowolny
podzbior Y = X, wyodr¢bniamy z niego elementy o minimalnej pierwszej
wspolrzednej, sposrod nich elementy o minimalnej drugiej wspotrzednej itd. Latwo
sprawdzi¢, ze po n krokach pozostaje nam element minimalny zbioru Y. [J

Na zakonczenie podamy twierdzenie dotyczace definicji indukcyjnych, ktore
bedzie istotne w nastepnym rozdziale.

TwierpzeNie 2.6 (O definiowaniu przez indukcj¢ w ufundowanych zbiorach
czesciowo uporzadkowanych). Niech (X, <) bedzie ufundowanym zbiorem
czesciowo uporzgdkowanym, Y zas dowolnym zbiorem. Oznaczmy

2= Y™

xeX

gdzie B, = {ye X: y < x|. Dla kazdej funkcji
h: -Y

istnieje dokladnie jedna funkcja f: X =Y taka, ze dla kazdego xe X
S(x)=h(fBy.

owodu tego twierdzenia wyjasnimy jego intuicyjny
sens. Funkcja h wyznacza regulg, ktora okresla wartos¢ deﬁniowaqej indukcyjr'nie
funkcji dla elementu x na podstawie wartoscl fancji dla wszystkich -elemejntow./
y < x. Zauwazmy, Z¢ jesli x jest elemente.m.mimmz{lnym, tp B,=0Q,i poniewaz
istnieje dokladnic jedna funkcja o dziedzinie puste), funkqa' ’h wyznacza jedno-
znacznie wartoé¢ definiowanej funkcji dla elementu x (wa'rtosc' ta jest taka sama
dla wszystkich elementow minimalnych; por. zad. .29)-. Roéwnosé f(x) = h(f | By
rdzo ogolna postac definicji indukcyjnej.

Dowéd twierdzenia 2.6. Wykaierny najpierw, ze dla. kazdego elementu
xe X istnicje co najwyZzej jedna funkcja g: 4(x) =Y, gdzu_'. 4(x) = B, v {x},
spelniajaca warunek g(y) = h(g [ B,) dla kazdego y < x. Istotnie, oznaczmy przez
T zbiér tych xeX, dla ktérych istnieja co najmniej dwie takie funkcje.

Zanim przystapimy do d

to wlasnie ba
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Przypusémy, ze T # Q; wykazemy, ze doprowadzi nas to do sprzecznosci. Niech x
bedzie dowolnym elementem minimalnym zbioru T i niech g;, g,: 4(x) > Y beda
dwiema réznymi funkcjami spetniajacymi nasza definicj¢ indukcyjna dla kazdego
y < x. Musi byé g, | B, =g, | B,, gdyz ye T dla kazdego y < x. Lecz réwniez

g1 (x) = h(g, [ B,) = h(g, [ By) = g2(x),

czyli g, = g,, co daje zapowiedziang sprzecznosc.

Niech teraz Z oznacza zbiér tych xe X, dla ktérych nie istnieje funkcja
g: A(x) - Y spelniajaca warunek g(y) = h(g | B,) dla kazdego y < x. Podobnie jak
poprzednio przypusé¢my, ze Z # @, i wybierzmy dowolny element minimalny x
zbioru Z. Dla kazdego y < x istnieje wtedy funkcja f,: 4(y) — Y spelniajaca nasza
definicj¢ indukcyjna (oczywiscie f,(z) =f.(z) dla z <y). Niech u: B,—> 7Y bedzie
funkcja taka, ze u(y) = f,(y) dla kazdego y < x, i zdefiniujmy funkcje f.: 4(x) =Y
nastepujaco:

u(y) dla y <x,

L= h(uy dla y=x.

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja f, spelnia nasza definicj¢ indukcyjng dla kazdego
y < x, wbrew wyborowi x jako elementu zbioru Z. Sprzecznos¢ ta dowodzi, iz
musi by¢ Z = Q.

Wystarczy teraz przyja¢ f(x) =f.(x) dla kazdego xe X. Wtedy

S (x) =f:(x) =h(f | B,) = h(f [ B
dla kazdego xe X. [

§ 3. Funkcje, permutacje, rozmieszczenia

Jednym z klasycznych zagadnien kombinatorycznych jest zadanie nastepu-
jacego typu. Majac dane zbiory X, Y, gdzie |X| = n, |Y| = m, znalez¢ liczbe funkcji
f: X =Y spelniajgcych pewne ograniczenia. Tradycyjnie problem taki formutuje
si¢ jako pytanie o liczb¢ rozmieszczen n obiektow w m pudetkach spetniajacych
zadane warunki; ,obiekt” xe X jest umieszczony w ,,pudetku” ye Y wtedy i tylko
wtedy, gdy f(x) = y. Inng tradycyjng interpretacj¢ otrzymujemy traktujac Y jako
zbioér L kolorow”, f(x) natomiast jako ,kolor elementu x”. Wtedy kazda funkcja
f: X - Y odpowiada jednoznacznie pewnemu pokolorowaniu elementéw zbioru
X kolorami ze zbioru Y.

Najprostsza sytuacja jest oczywiscie wtedy, gdy nie nakladamy zadnych
ograniczen na funkcj¢ f.
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TWIERDZENIE 3.1. Jesli |X| =ni|Y| =m, to liczha funkcji f: X =Y jest réwna
m".

Do wo6d. Bez zmniejszenia ogélnoéci mozemy przyja¢, ze ‘X =11, ..., nj.
Wtedy funkcje f: X - Y to nic innego jak ciagi dlugosci n o wyrazach ze zbioru
Y. Kazdy sposrod n wyrazOw takiego ciggu mozemy wybraé na m sposobdw,
wszystkich ciagéw jest wiec m". []

.Lat.wo :iest rowniez znalez¢ liczbe rozmieszczen, dla ktérych w kazdym pudf:lku
znajduje si¢ co najwyzej jeden obiekt. Mamy bowiem nastgpujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.2, Jedli |X| =ni|Y|=m, to liczba funkcji réznowartosciowych
fi XY jest réwna

(3.1) [m], =m(m—1)...(m—n+1) .
(przyjmujemy [m], = 1). |
Dowoéd. Podobnie jak poprzednio przyjmujemy X = {1, ..., n}, co sprowadza

nasze zadanie do problemu znalezienia liczby ciagéw réznowartosciowych diugosci
n. Zaldzmy, ze n < m. Wéwczas pierwszy element ciggu mozemy wybra¢ na m
sposobow, drugi na m—1, i ogolnie, dla kazdego wyboru pierwszych i—1
wyrazéw, i-ty wyraz mozemy wybraé na m—(i—1)=m—i+1 sposobow.
Wszystkich takich ciagow dhugosci n jest zatem m(m— 1)...m—n+1). Jesli n > m,
to oczywiscie nie istnicje zadna funkcja réznowartosciowa fr X-Y, a jedno-
czesnie jeden z czynnikow w (3.1) jest rowny zeru. []

Uwaga. W starszej literaturze funkcje f: {1,....n! oY, gdzie |Y|=m,
nazywane byly wariacjami n-wyrazowymi ze zbioru m-elementowego, natomiast
funkcje ré6znowartosciowe f: |1, ..., n} - Y wariacjami n-wyrazowymi ze zbioru m-
elementowego bez powtérzen. ‘

Jesli m = n, to kazda funkcja féznowartos’ciowa fi X>Y jest funkcja z X na
Y. W takim przypadku [m], oznaczamy tradycyjnie przez n! (0! = 1). Mamy wiec

TwierpzeNie 3.3. Jesli (X| =|Y| =n, to liczba odwzorowan wzajemnie jedno-
znacznych f. X — Y jest rowna
n'=nn-1)...1.

W szczegolnosci istnieje dokladnie n! permutacji zbioru n-elementowego. [

Wyznaczenie liczby funkcji z X na Y odkladamy do paragrafu 7, obecnie
natomiast zajmiemy si¢ znalezieniem rozmieszczer specjalnego typu, ktére nie
podpadaja bezposrednio pod schemat funkcji spelniajacych pewne ograniczenia.
Bedziemy rozwazali rozmieszczenia obiektow ze zbioru n-elementowego X w m
pudetkach, przy czym zakladamy, ze obiekty w kazdym pudelku sa uporzad-
kowane w cigg (pudetko moze byé puste). Dwa rozmieszczenia uwazamy za
identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy w obu przypadkach zawieraja w kazdym
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pudelku ten sam ciag. Oto dla przyktadu wszystkie 12 rozmieszczen elementéw a,
b w trzech pudetkach:

(e ] [ [
e ] ) ]
= ) o] L]
o J [ ][ |
1 [es ] [
C1 Eemd ]
1 1 [Le |
[ 1L 8 1l = |
[« ]| 3l
e ]| | [ a ]
| ] | | [ab |
[ | | | [ b.a ]

Rozmieszczenia opisanego przez nas typu bedziemy nazywali rozmieszczeniami
uporzqdkowanymi elementéw zbioru X w m pudetkach.

TwiernzeNie 34, Jesli |X| =n, to liczba rozmieszczen uporzqdkowanych
elementow zbioru X w m pudelkach jest rowna

(3.2) [m]"=m(m+1)...(m+n—1)
([m]° = 1).
Dowéd. Niech X = {xy, ..., x,}. Bedziemy rozmieszczali kolejno elementy

Xy, ---» X, Mamy dokladnie m mozliwosci rozmieszczenia elementu x, (tyle ile jest
pudelek) i m+1 mozliwosci rozmieszczenia elementu x,, gdyz mozemy go
rozmie$cic w jednym spo$réd m—1 pustych pudelek oraz na dwa sposoby W
pudel.ku _zawierajacym x, — przed x; lub za x,. Ogdlnie, zalézmy, Ze
rozmiesciliSmy juz elementy x,, ..., x,_,, przy czym w i-tym pudetku znajduje si¢
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r elementéw,’ i=1,..., m Element x, mozemy rozmiesci¢ w i-tym pudetku na
r;+1 sposobéw, w sumie wiec na

Y r+l)=m+Y rp=m+k-1
i=1 i=

sposobow. Liczba wszystkich rozmieszczen uporzadkowanych elementéw zbioru X
w m pudetkach jest zatem rowna m(m+1)...(m+n—1). [

§ 4. Rozklad permutacji na cykle, liczby Stirlinga
pierwszego rodzaju

Oznaczmy przez S, zbior wszystkich permutacji zbioru X = {1, ..., n}.
Dowolna permutacje f €S, bedziemy oznaczali w nastgpujacy sposob:
@.1) (/1 .2 .n )
) J2) .. Jn)

Kazdej takiej permutacji mozemy przyporzadkowac graf zorientowany o zbiorze
wierzchotkéw X i zbiorze krawedzi E = {{x, f(x))>: xe X}. Zauwazmy, Ze W
takim grafie od kazdego wierzcholka odchodzi dokladnie jedna krawedz (gdyz f
jest funkcja), oraz do kazdego wierzchotka dochodzi’ doktadnie jedna krawedz
(gdyz f jest funkcja roznowartosciows). Wybierzmy dowolny element xe X i
rozwazmy ciag Xo =X, X; =/f(Xo), Xz =f(xy), ... Niech x, bedzie pierwszym
elementem tego ciggu o tej wlasnosci, ze x; = x; dla pewnego | < k. Mamy [ =0,
gdyz w przeciwnym przypadku f(x;-,) = f(Xg—1), X1—y # Xx—1, Whrew roéznowar-
tosciowosci funkcji /. Stad wniosek, ze kazda skladowa spojna naszego grafu jest
cyklem elementarnym. Przyklad permutacji i odpowiadajacego jej grafu pokazano
na rys. 3. Permutalcjc taka zapisujemy zwykle jako

(4.2 f=[1967][314] [812] [510] [2].

Zapis taki nazywamy rozkladem permutacji f na cykle, lub rozkladem kanonicznym
tej permutacji.

Zauwazmy, ze jesli cykl [ao, ..., - ,] traktowa¢ jako permut_acjc @€S,, gdzie
?(a;) = G; 4 {(moary OTAZ @(x) =x jesh x‘%{ac,.---z ?k—x}, to ZaPlS.(4-2) moie.my
traktowaé jako zlozenie cykli. Kolejnos¢ w !aklej cfykle wystepuja w (4.1) jest
nicistotna, gdyz zadne dwa cykle nie zawieraja wspolnych elementéw: . .

Bedziemy mowili, ze permutacja fe€S, jest typu Ay ooes A, jESli W jej
rozkladzie kanonicznym wystepuje 4, cykli dlugoéci i dla i=1,2,...,n

. . Al Ad2 An ap-e
Tradycyjnie typ taki oznaczamy przez symboliczny zapis 1"' 27*...n"". Oczywiscie
typ 1*1 22 n*" kazdej permutacji f€S, spetnia warunek

Ay+24;4 ... +nd, = n.
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99— > ?5
12
8
‘ r
ZD N
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10
3 - A 5

Rys. 3. Permutacja i jej rozklad kanoniczny

. (1234 567 89101112
“\9211310711265 4 8

Kazda permutacje typu n' (tzn. 1°2°...n') nazywamy cykliczng.

Mozna poda¢ teoriogrupowa charakteryzacj¢ permutacji tego samego typu.
Aby to uczyni¢, wprowadzmy nastgpujaca definicjg. Permutacje f, ge S, nazywamy
sprzezonymi, jesli istnieje permutacja heS, taka, ze y = hfh™ L.

TwierDZENIE 4.1. Permutacje f, g sq sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy sq tego
samego typu.

Dowé6d. Zalézmy, ze g = hfh™! i niech

43)  f=[aPa®..a J[aPaP...a?_]...[aaP...a%_,].
Oznaczmy

(4.4) h@?) =b, 1<j<k, 0<i<n,.

Mamy wtedy

g(b.g’) =hfh" . h(af-j’) = hf(a}j)) = h(ag)-l(modnj)) = b}’l L(mognj)s

CO Oznacza, Ze
4.5) g= [b‘o“b‘,“...bﬁ,‘l’_,] [by b(,l)...bs,g'_,]...[bg) . Y
Tak wigc f i g sa tego samego typu.
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Na odwrét, zalozmy, ze f i g sa tego samego typu. Wtedy f i g mozemy
zapisa¢ odpowiednio w postaci (4.3) i (4.5). Zdefiniujmy permutacj¢ he S, wzorem
(44). Mamy wtedy g =hfh '. [

Znajdzmy dla przykladu wszystkie permutacje feS, typu 1'3'. Latwo
sprawdzi¢, Ze jest ich osiem:

[11[234], [1]1[243],
(2101 3 4], [2][14 3],
(3101 24], [3]1[142],
(4101 23], [4]1[132].

TwierpzeNie 4.2 (Cauchy). Liczba permutacji typu 1*12*2 _ n*" zbioru n-
elementowego (4 +2A,+ ... +nk, = n) jest réwna

|
4.6 (s oo ) = .
(4.6) (4 /) 112%2 _phmp12,0...4,!

Dowod. Niech f bedzie dowolna permutacja typu 1*12%2 p'n, Zapis

(4.7) f=[ag"a"...al0- ] [ag P ..oal- o]

bedziemy nazywali znormalizowanym, jesli wystgpuje w nim najpierw A4, cykli
dtugosci 1, potem 4, cykli dlugosci 2 itd. Zauwazmy, ze w takim zapisie mozemy
— bez zmiany permutacji definiowanej przez ten zapis — zmienia¢é na 4!
sposobow porzadek, w jakim wystepuja cykle dlugosci i, oraz kazdy taki cykl
przesuwac cyklicznie na i sposobow:

[aoal ...a,—-,] —"[al az...a"_]ao] —*.-._’[ai_lao...ai_z].

v A A A . .
Wida¢ stad, ze kazda permutacja typu 1712 2...n"" jest definiowana przez
1°1 2;'2...n;'")., '/,!...4,! zapisow znormalizowanych. Oczywiscie dla ustalonego

typu 171272, n"" wszystkich zapisow znormalizowanych postaci (4.7) jest tyle, ile
wszystkich ciagéw réznowartosciowych dl’pg()s'ci; n o elementach z (1, ..., n}, tzn.
n!. Liczba roznych permutacji typu 1712°2...n"" jest wigc dana przez (4.6).

Zajmiemy si¢ teraz liczba permutacji zbioru n-elementowego, ktore w
rozkladzie kanonicznym maja dokladnie k cykli. Oznaczmy liczbg takich
permutacji przez c(n, k) (przyjmujemy c¢(0, 0) = 1).

Twiernzenie 4.3. Liczby c(n, k) spelniajq zaleznosci
(4.8) c(n, k) =c(n—=1,k=1)+(n=Decn=1,k), 0<k<n,
(4.9) cn,my=1, n=0,
(4.10) ¢(n,0)=c(0,k)=0, n k>0.
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Dowod. Rownosé (49) wynika z faktu, iz jedyna permufafIJQ majag w
rozkladzie kanonicznym n cykli jest permutacja identycznosciowa. _ Rownie
oczywiste sa rownosci (4.10). Zalozmy teraz, ze 0 <k < n. Permutacje feS,
majace w rozkladzie kanonicznym k cykli mozemy podzieli¢ na dwie rozigczne
klasy A i B. Do A zaliczymy te permutacje, dla ktérych f (_n’) =n, tzn. te, dla
ktorych [n] jest jednym z cykli. Permutacji takich jest oczywiscie c(n.—l, k—1).
Klasa B zawiera pozostale permutacje, tzn. te, w ktorych n wyfte;puje w cfyklu
dlugosci wigkszej od jednosci. Zauwazmy, ze z kazdej permutacji f€B mozemy

utworzy¢ permutacje geS,_; o k cyklach, przyjmujac
(), jeslif()=n,
9() = 1) w pozostatych przypadkach.

Przy tej konstrukcji ta sama permutacja g€S,_; o k cyklach powstaje z doktadnie
n—1 permutacji f;eB, 1 <j<n—1, gdzie
g(j), jeslii=n,
fi) =< n, jesli i = j,
g(i), w pozostalych przypadkach
(p. rys. 4). Stad |B| =(n—1)c(n—1, k), co dowodzi twierdzenia. []

g glj)
1 e n
e ’
gE Spy fl€ S,

Rys. 4. Rozszerzenie permutacji geS,_, do permutacji fie S, (p. dowdd twierdzenia 4.3)

Rozwazmy teraz, przez analogie do wzoru (3.1), nastepujace wyrazenie:
[x]a = x(x—1)...(x—n+1).

Okredla ono pewien wielomian zmiennej

\ _ X stopnia n o wspobiczynnikach
catkowitych, mozemy wigc napisaé

4.11) [x]a= 3 s(n, k)x.

i=0
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Okreslone w ten sposob liczby s(n, k) zwane sa liczbami Stirlinga pierwszego

rodzaju (przyjmujemy s(n, k) = 0 dla k > n, oraz s(0, 0) = 1, co jest konsekwencja
umowy [x]o = 1). Liczby s(n, k) dla 0 < n, k <10 przedstawiono W tabl. 1.

Tablica 1. Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju s(n. k)

n\k|0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 |! 0 0 0 0 0 0 0 0 0o O
1 (0 | 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 10 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 O
310 2 -3 1 0 0 0 0 0 0 O
4 |0 -6 11 -6 1 0 0 0 0 0o 0
510 24 -50 35 -10 1 0 0 0 0o 0O
6|0 —120 274 -225 85 —15 1 0 0 0 O
710 720 —1764 1624 —735 175 —21 1 0 0 O
8 |0 —5040 13068 —13132 6769 — 1960 322 —28 1 0 0
9 10 40320 — 109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —36 1 0

10 |0 —362880 1026576 — 1172700 723680 —269325 63273 —9450 870 -—45 1

Wartoéci liczb s(n, k) tatwo obliczac korzystajac z nastgpujacego twierdzenia.

TwierDZENIE 4.4. Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju spelniajq zaleinosci

4.12) s(n,k)=s(n—l,k——l)—(n—l)s(n—],k), 0<k<n,
(4.13) s(imyn)=1, n=0,
(4.14) s(n, 0)=s(0,k) =0, n, k>0.

Dowdd. Rownosci (4.13), (4.14) sa oczywiste, niech wigc 0 < k < n. Mamy
wtedy
[x], = [x]a-1 (x—n+1),

a stad

Z": s(n, k)x* =(x—n+1) "i s(n—1, k)x* =
k=0

k=0

n—1
=Y sin—1, k=1)x*—(n—=1) ) s(n—1, k)x*.
k=1 k=0
Rownosé (4.12) otrzymujemy teraz przez porOwnanie wspolczynnikéw przy x*
O<k<n. O

Z twierdzen 4.3 i 4.4 wynika juz latwo, Ze warto$¢ bezwzgledna liczby s(n, k)
Jest réwna liczbie permutacji zbioru n-elementowego o k cyklach w rozklacizie
kanonicznym.
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TwierDzENIE 4.5. Dla dowolnych n, k > 0
4.15) c(n, k) = |s(n, k)| = (=1)"**s(n, k).
Dowod. Oznaczmy a(n, k) =(—1)"**s(n, k). Mamy wtedy
a(n,n)=(=D*s(n,n)=1=c(n,n), n=0,
a(n, 0) = a(0, k) = (—1)"s(n, 0) = (—1)*s(0, k) =
=0=c¢c(n,0=c(0,k), n k>0,
oraz dla 0 <k <n
a(n, k) =(=1)y"**s(n, k) =
=(=1D)""*s(n—1, k=1)—(=1)"**(n—1)s(n—1, k) =
=(=1"" DD 1 k—1)4+(=1D)""V**n—-1)s(n—1, k) =
=a(n—1,k—1)+(n—1)a(n—1, k).

Widac stad, ze liczby a(n, k) speiniaja te same zaleznosci rekurencyjne i te same
warunki poczatkowe, co liczby c(n, k) (p. twierdzenie 4.3). Tak wigc a(n, k)
= c(n, k) dla dowolnych n, k = 0 (szczegblowy dowod tego faktu przez indukcje
wzgledem n+k pozostawiamy Czytelnikowi). [

Ze wzgledu na wzor (4.15) liczby c(n, k) sa czasem nazywane nieoznakowanymi
liczbami  Stirlinga pierwszego rodzaju. Liczby s(n, k) maja wiele ciekawych
wlasnoséci. Bedziemy do nich jeszcze powracali. -

§ 5. Kombinacje, wspélczynnik dwumienny

Zajmiemy si¢ teraz struktura zbioru czgsciowo uporzadkowanego (#(X), <),
gdzie X jest zbiorem n-elementowym (p. rys. 5). Porzadek ten jest oczywiscie
wyznaczony z dokladnoscia do izomorfizmu przez n = |X|, zatem bez zmniejszenia
ogoblnosci zakladamy zwykle X = [1, ..., nj. W {(2(X), <) istnieje zero i jednosc,
sa nimi odpowiednio @ i X. Latwo rowniez zauwazy¢, ze ranga elementu
Ae 2Z(X) to nic innego jak licznos¢ zbioru A:

r(A4) =|A4|.

Jednym z najprostszych, a jednoczesnie waznych z kombinatorycznego punktu
widzenia pytan dotyczacych struktury porzadku czgSciowego jest pytanie o liczbg
elementéw rangi k. W naszym przypadku pytamy o liczb¢ podzbiorow k-
elementowych zbioru n-elementowego. Podzbiory takie sa czasem nazywane
tradycyjnie kombinacjami k-wyrazowymi ze zbioru n-elementowego bez powtorzen, a

ich liczba jest oznaczana przez (:) (uzywane sa tez czasem oznaczenia C(n, k), Cg,
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Rys. 5. Czgéciowy porzadek (2(X), S), X=11,2 3,4

.Ci). Symbol (n) zwany jest symbolem Newtona lub wspolczynnikiem dwumiennym,
k

ze wzgledu na nastgpujacy wzoOr na n-ta potege dwumianu podany przez Newtona
w roku 1676:

8 n
(5.1) (x+y)"= X (k)x"y"““.
k=0

Wzor ten staje sig oczywisty, jesh zauwaiymy,. ze .Wsp(')lczyrtnik przy xk Yk w
rozwinigciu iloczynu (x+ y)...(x+y) jest réwny llqzble Sposobou'/, jakimi SPOéréd
n czynnikow x-+y mozna wybra¢ k nawiasow Jakf) te, z ktorych wybieramy
skladnik x. Latwo zauwazy¢, ze wzor ten jest prawdziwy w dowolnym pierscieniu
przemiennym, a nawet W zupelnie dowolnym pierscieniu, jesli xy = yx (np. gdy
x=1).

Zauwazmy, Ze (") — 0 dla k >n=>0. W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze
* k
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liczby pojawiajace si¢ we wspolczynnikach Newtona sa calkowite nieujemne
(zalozenie to, dla gornego wskaznika, potem ostabimy).

Znana jest olbrzymia liczba tozsamosci zwiazanych ze wspolczynnikami
dwumiennymi (p. np. Riordan [1, 2], Kaucky [1]). Podamy obecnie parg prostych
przykladow.

Zliczajac podzbiory zbioru n-elementowego wedlug ich licznosci, innymi stowy
korzystajac z faktu, iz 2(X) = Z,(X) U 2, (X)U...0 2,(X), otrzymujemy

£0)->

(inny prosty dowod polega na podstawieniu x =y =1 w (5.1). Odwzorqwam't?
f(A) = X\A ustala odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczng miedzy podzbiorami
k-elementowymi a podzbiorami (n—k)-elementowymi zbioru n-clementowego X,
zatem

(5.3) (:) - <nik)’ k< n.

/

To samo odwzorowanie ustala odpowiednioé¢ wzajemnie jednoznaczng migdzy
podzbiorami o licznosci parzystej a podzbiorami o licznosci nieparzystej, jesli n
jest nieparzyste. W przypadku n parzystego wystarczy zauwazyC, ze istnieje tyle
samo podzbiorow o licznosci parzystej co i nieparzystej, zawierajacych pewien
ustalony element, jak roéwniez tyle samo podzbiorow o licznosci parzystej co i
nieparzystej, nie zawierajacych tego elementu. Otrzymujemy stad tozsamos¢

n n
(5.4) Y (=1 )=0,
k=0 K,
ktéra mozna réwniez udowodni¢ podstawiajac x =1, y = —1 do wzoru (5.1).
Wykazemy teraz tozsamos¢ Cauchy’ego

"= 5 0"

W tym celu obliczymy na dwa sposoby liczb¢ podzbiorow k-elementowych
zbioru (n+ m)-clementowego M U N, gdzie [M| =m, [N| =n, M N = Q. Wszyst-
kie k-elementowe zbiory K < M U N mozemy podzieli¢ na grupy roztaczne wediug
parametru r =|K n N|. Kazdy podzbior K w takiej grupie mozemy utworzy¢
wybierajac najpierw r-elementowy podzbior A =N (4 = KN N), a nastgpnie
(k—r)-elementowy podzbior B < M (B = K n M). Podzbiér A mozemy wybraé na
(:) sposobdéw, podzbiér B za$ na (

" ) sposobow, liczno$¢ naszej grupy wynosi

-r

n\/ m
zatem (r)(k_r). Parametr r moze przyjmowaé wartosci 0, 1, ..., k, co daje
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ostatecznie wzor (5.5). Zauwazmy, ze dla k = n =m wzor ten przyjmujc postaé

(5.6) (2:) -3 ( 'r' )
Dla tozsamosci

7 ()©)=GG)

m/ \k k) \m—k
fatwo znalez¢ interpretacje kombinatoryczng zwiazana ze zliczaniem na dwa
sposoby par (M, K), gdzie KcM<c X, |K|=k, |M|=m, |X|=n. Z jednej

strony podzbior M mozemy wybraé¢ na (") sposobow, a dla kazdego takiego
m

wyboru podzbior K < M na (’:) sposobow. Daje to (") (’:) mozliwych par (lewa

m
strona (5.7)). Z drugiej strony podzbior K < X mozemy wybraé¢ na (:) sposobow,
a dla kazdego takiego wyboru podzbiér M taki, ze K < M = X mozemy wybraé

—k
na (n ) sposobow, tyle ile jest podzbioréow (m— k)-elementowych zbioru X' K.

m—k
: n\ /n—k" S
Daje to (k)( A) mozliwych par (prawa strona (5.7)).
m-—K

Udowodnimy teraz dwie tozsamos$ci zwigzane z sumami wspolczynnikow
dwumiennych:

(5.8) y (”L‘): ("“:“;).

k=0  k

LTS (H+P

15:5) ,;, (k) a ‘k+l)'
Pierwsza z tych tozsamosci jest zwigzana ze zliczaniem na dwa sposoby n-
elementowych podzbiorow A< X =|l,....r+n+1]. Podzbiory te mozemy
podzieli¢ na grupy rozlaczne ze wzglgdu na parametr j = min(X'A). Latwo

; : ; r+n+l—y
zauwazyé, ze dla kazdego j, 1<j<n+]l, grupa taka zawiera ( )

n—(j—1) .

= ('H"—H”) podzbiorow. Wystarczy teraz dokona¢ podstawienia k =n—j+ 1.
n—j+1

W podobny sposob (5.9) ,zlicza™ podzbiory (k+ 1)-elementowe zbioru (1, ...,

n+1! ze wzgledu na parametr r = n+1—j, gdzic j jest elementem minimalnym
podzbioru.

Inng pozyteczna tozsamoscig jest

n n/m—1
.10 (k) Tk -1)' e L

3 — Analiza kombinatoryczna



34 1. Wprowadzenic do kombinatoryki

Otrzymujemy ja tatwo, zliczajac na dwa sposoby pary <{a, K), gdzie ae.K, KSX

|K| =k, | X| = n. Z jednej strony, wybierajyc najpierw a, widzimy, ze takich par jest
- . . o " n

n(k :) Z drugiej strony, wybierajac najpierw K otrzymujemy wynik (k)k'

Wzor (5.10) zastosowany k-krotnie daje

(5.11)

= = !
(n) _ n(n 1)...(n—k+1) N [n]y _nt . gk e
k k(k—1)...1 k! k!'(n—k)!

Roéwnosc¢ (:) = [n]/k! ma prosta interpretacj¢ kombinatoryczna. Wiemy, Ze [n],

jest liczba ciagéw roznowartosciowych <a,. ..., a,> o elementach ze zbioru
n-elementowego. Kazdy taki ciag okresla podzbior k-clementowy (a,, ..., |, przy
Czym ten sam podzbiér powstaje z dokladnie k! ciagéw odpowiadajacych jego
wszystkim mozliwym permutacjom.

Warto zauwazy¢, ze kazdy podzbior zbioru |1, ..., n! mozna Jednoznacznie
reprezentowac przez ciag rosngcy clementow tego podzbioru. Tak wigc (")

</
mozemy rowniez interpretowac jako liczbe ciggéw rosnacych dtugosci k o
elementach ze zbioru |1...., n] (lub dowolnego innego zbioru n-elementowego
liniowo uporzadkowanego).

Dotychczas glowna uzywana przez nas metoda dowodu tozsamosci zwiazanych
ze wspotczynnikami dwumiennymi bylo nadanie obu stronom pewnej interpretacji
kombinatorycznej. Dla odmiany przedstawiamy teraz cztery rozne metody dowodu
na przyktadzie tozsamosci

1 - B
(5.12) (:)=(1k )F(: :) n, k> 0.
Dowoéd I (,rachunkowy”):

\

n=1\ m-1_ (=t =~ (-1
( k )+(\k—1)—k!(n-—k—l)!+(k—1)!(n—kﬁ a

= n_k ;A..'_‘" _+I_‘ _____'ﬂ - n‘k k n n
T on k!'(n—k)! nk!'(n—ky! —n'_+r.1 (k)_(k>'
Dowdd II (,algebraiczny™):

n

P (:)x" =(14+x)" = (1+x)(1+x)""" =(1+x) Z; (n;l)xk

k
A=t -1 . /-1 »
_ (n )xk+z ( ).\,k01=

]
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c(;)bne lstrony sq wielc_;mianami stopnia n, przy czym réwnos$¢ zachodzi dla
dowolnego x. S,tad w'mosek, ze wiclomiany te s3 tozsamosciowo rowne. Wystarczy
teraz poréwna¢ wspolczynniki przy kolejnych potegach x.

Dowéd III (,indukcyjny™): Stosujemy indukcje wzgledem k i pomocniczo

::sirr:ézc (5.10). Dla k = 1 mamy ('l’) =n=(n-1)+1= (”:')+(";‘), natomiast
(=76 == 0= )]
= (e e-( )] -
=Gk (T o] = ()0

Dowod IV (,kombinatoryczny™): Niech |X| = n, oraz ae X. Zbior wszystkich

podzbiorow k-elementowych K < X rozpada si¢ na dwie rozlaczne klasy, w
zalezno$ci od tego czy a¢K, czy tez acK. Licznosé pierwszej klasy wynosi

ey s =1 .. . ‘n—1
oczywiscie ( i B drugiej natomiast (k 1)'

Tozsamos< (5.12) mozna zilustrowa¢ na nastepujacym trojkqcie Pascala:

...............

Jesli wiersze tego trojkata ponumerujemy liczbami 0. 1, ..., to n-ty wiersz zawiera

liczby (n), (n) (") przy czym rownosé ('f)=("_l)+("—l> dla 0<k<n
0o/” \u n k k k-1

oznacza, ze kazdg liczbe w n-tym wierszu — z wyjatkiem skrajnych, rownych
jedno$ci — mozna otrzymac jako sume¢ dwoch bezposrednio nad nig wystgpuja-
cych liczb w wierszu n—1. Fakt ten dostarcza prostego algorytmu obliczania
wspotczynnikéw dwumiennych. Wartosci (:) dla 0 < n, k <10, przedstawiono w
tabl. 2. o . ' y ,

Aby Czytelnik nie odnidst wrazenia, ze kazdg tozsamosc dotyczacg wspolczyp-
nikdw dwumiennych mozna latwo udowodni¢ nadajgc obu stronom interpretacje

kombinatoryczna, wykazemy teraz nastgpujaca tozsamos¢ Li-Zen-Szua:
2

(5.13) ]éo (Ilc)z (n+;kk——j) " (n:k) >
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Tablica 2. Wspoélczynniki dwumienne (:)

n \Kk| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0|1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o
1|1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3|1 3 3 I 0 0 0 0 0 0 0
4 |1 4 6 4 1 0 0 0 0 0 0
&L i 5 10 10 5 | 0 0 0 0 0
6 | 1 6 1S 20 15 6 I 0 0 0 0
711 7 2 35 35 21 7 o 0 0 0
8 |1 8 28 56 70 56 28 8 1 0 0
9 |1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 0
0|1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

dla ktorej interpretacja kombinatoryczna jest dos¢ skomplikowana (Surdnyi [1]; p.
tez Kaucky [1]). Ponizszy dowod ,rachunkowy” pochodzi od Huszdra [1].
Najpierw mnozymy obie strony przez

(2k)!'n!

(n+k)'k!

Lewa strona przyjmuje posta¢
- (L) k! (n+2k—:i)v!i_-(»2k)!n!

Lz, k=i (2K (n—j)! (n+k) 'k

=0

) Ji (k)l ! (:ij) ! ("(:::)grk(;i_)’-').’ B é:o C)C) (":2_"!—/)

=0 \J

J

natomiast po prawej stronie olrzymujemy

e S ()

Korzystajac z tozsamosci Cauchy’ego (5.5) mamy:
k-J

L= Fio k) C) ,Z:o (": j) (k -2;'k— r)’

albo, podstawiajac s = r+j, czyli r =s-J,

- £ (02 (62~ 00 £ )
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i po zamianie porzadku sumowania

e 2 (%) £ 00

Stosujac tozsamos¢ Cauchy’ego do prawej strony mamy
k

P=(0) 506)

Zauwazmy, ze wystarczy teraz wykazaé, ze skladniki (odpowiadajace wskazni-
kowi s) sa rowne po obu stronach, tzn. ze

- 2k 5k n—j N AYAYAL
(k—. ) j=ZO (1)(;)(s-—1) B (.k )(s)(k-—s).
ROwnos¢ ta istotnie zachodzi, o czym mozna si¢ przekonaé stosujac tozsamosci
(5.3), (5.5) i (5.7):

U505 000 £ 60

_(" ( 2k )(”\"FS . ’H\(' 2k )(’\"‘\ N
.s‘)-k+s \ 8 ) (\) k+s/\ k )
_(n (‘Zk (?.k—k B (n)(Zl\ (k‘ _ ’n) 2k k
B .s') k)‘k+s—k) oy k) ,.s‘)—(s (k)(k—.\‘).
Dowod tozsamosci Li-Zen-Szua jest tym samym zakonczony.

Inne dowody tej tozsamosci. jak rowniez dowody wielu innych tozsamosci
zwiazanych ze wspolczynnikami  dwumiennymi, Czytelnik moze znalezé w
monografii Kaucky'ego [1]. .

Symbol Newtona mozna latwo uogolni¢ na przypadek, gdy gorny wskaznik
. . . . X
jest dowolng liczba rzeczywisty (lub zespolona), korzystajyc ze wzoru (A) = [x]./k!
i traktujac [x], jako wielomian zmiennej x stopnia k, tak jak w poprzednim

.t . . . g ’ » - -
paragrafie. Tak wiec (k) jest wiclomianem stopnia k, ktérego wspotczynniki

wyrazajq sig, zgodnie ze wzorem (4.11), przez liczby Stirlinga pierwszego rodzaju:

23 k sk, j) .
()- £, 0

Wigkszos¢ pokazanych przez nas tozsamosci wielomianowych jest prawdziwa,
gdy gorne wskazniki interpretujemy jako liczby rzeczywiste (idzie tu o zmienne nie
Zwigzane operatorem sumowania, nie wyslgpujace jako ograniczenia dolne lub



3% 1. Wprowadzenie do kombinatoryki

gorne wskaznikow sumowania i nie wystgpujace nigdzie jako czes¢ skladg
dolnego wskaznika w symbolu Newtona). Na przyklad tozsamos¢ (5.12) “
prawdziwa, gdy n jest dowolna liczba rzeczywista. Zauwazmy jednak, ze 2adejneSI
czt'erech przytoczonych przez nas dowodéw nie obejmuje bezposrednio te :
ogolnego przypadku (dowdd indukcyjny bylby dobry, gdybysmy przedtegn(:
udowodnili tozsamosé (5.10) dla przypadku n rzeczywistego; dowod rachunkowy
mozna .m'eco zmodyfikowa¢, tak by obejmowal dowolna warto$¢ n). Jednaksze
prawdziwos$¢ tozsamosci (5.12) dla n rzeczywistego wynika z bardzo ogolnegg
faktu: po obu stronach mamy wielomiany zmiennej n, przy czym rownos
zachodzi dla nieskonczenie wielu wartosci n (dowolnego n naturalnego). A zatem
wielomiany po obu stronach sa rowne tozsamosciowo, gdyz wielomian bedacy ich
roznicy, gdyby nie byl tozsamosciowo rowny zeru, to mialby jedynie skoriczona
liczbg zer.

Na zakonczenie tego paragrafu zajmiemy si¢ pewnym uogélnieniem wzoru
(5.1). Niech

.. ‘p,

(5.15) Xy 4 .o +x) = Y % )x’," xP
nl,....n’,ZO ngny...n,

nygt+.. +np=n

przy czym roéwnosc te¢ traktujemy jako rownos$¢ wielomianow definiujaca

wspOtczynniki ( )jest liczba sposobow,na jakiew
: Ny Ny Ny,
iloczynie (X, + ... +X,)...(x; + ... +X,) mozna wybraé¢ x; w n, czynnikach, x; W

n, czynnikach itd. (z kazdego czynnika wybieramy dokladnie jeden sktadnik).

). Zauwazmy, 7€ (
nyng...n,

Innymi slowy jest to liczba funkcji e A1, e ) =2 11 o ) Cakichy 28 Lf
=n, 1<i<p W terminach rozmieszczen jest to liczba rozmieszczen n elementow
w p pudetkach takich, ze i-te pudetko zawiera n; elementow, dlai=1,....,p

TwierDzeNIE 5.1, Liczba funkcji f: 11, ..., n' -1, ..., p) takich, Ze Lf =Gl
=n, i=1,...,p jest rowna

n n!
( n n)—n 'n,! n I
nl 2...', l. 2..-. p.

przy

Dowod. Zbiér n, elementow, ktore przechodza na element 1 “
wszy

odwzorowaniu f — tzn. zbior elementow, ktore umieszczamy W Ppler

pudelku — mozemy wybra¢ na (") sposobow. Sposrod pozostalych n—m

\n‘
2 ; . : - u
elementow zbiér tych n, elementow, ktore umieszczamy W drugim pude”‘

- A . e
mozemy wybra¢ na (" "') sposobow itd. Powtarzajac 1o rozumowan
n;
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dochodzimy do wniosku, ze poszukiwana liczba funkcji (rdzmieszczer’x) jest rowna

)i i e

_ n! (n‘-nl)! (n—nl—nz)! np! .
n l(n—ny)! nyl(n—n,—ny)! nyl(n—ny—ny—nz)! =~ mp!
n!
- 3 D

nl!nz!...np!

§ 6. Zbiory z powtérzeniami, podzielnosé liczb naturalnych

Niech X bedzie dowolnym zbiorem i ustalmy w X dowolny porzadek liniowy.
Kazdemu zbiorowi z powtdrzeniami (ay, ..., @) o elementach z X mozemy wtedy
przyporzadkowa¢ ciag dlugosci k zawierajacy elementy ay, ..., @ uporzadkowane
niemalejaco wzgledem naszego porzadku liniowego. f.atwo zauwazyc, ze przypo-
rzadkowanie to ustala odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczna migdzy k-
elementowymi zbiorami z powtérzeniami o elementach z X a ciggami
niemalejacymi diugosci k o elementach z X. Jest to oczywiscie rozszerzenie
rozwazanej w poprzednim paragrafie odpowiedniosci migdzy zbiorami bez
powtdrzen a ciggami rosnacymi.

Obliczymy teraz liczbe k-elementowych zbiorow z powtorzeniami o elementach
ze zbioru n-elementowego X (sa one tradycyjnie nazywane w starszej literaturze
kombinacjami k-wyrazowymi ze zbioru n-elementowego z powtdrzeniami). Bez
zmniejszenia ogolnosci mozemy zakladaé, ze X = |1, ..., n]. Zauwazmy teraz, ze
przyporzadkowujac ciggowi {ay, ..., @) ciag {a;, a;+1, ..., a,+(k— 1)) ustalamy
ody-owiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna migdzy ciggami niemalejacymi o elemen-
tach ze zbioru ‘1, ..., n! a ciagami rosnacymi o elementach ze zbioru ..., n+k—
—1). Istotnie, warunek &; < G;+1 jest rownowazny warunkowi a;+(i—1) < a4, +1.
Na mocy naszych poprzednich uwag i twierdzenia 5.1 otrzymujemy nastgpujace
twierdzenie:

TwiERDZENIE 6.1. Liczba k-elementowych zbiorow z powtdrzeniami o elementach

ze zhioru n-elementowego jest rowna

n+k—1°
ks PO
k
Odnotujemy jeszcze inne sformulowanie tego samego faktu:
+k—1 & ;
Twiernzenie 6.2. Istnieje dokladnie (" i ) funkcji niemalejgcych f: |1, ..., k|

= 3 T | W
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2 . A n+k—1" . " :
Zauwazmy, ze wspolczynnik dwumienny ( : ) mozna zapisa¢ jako

(6.1) (H:—I)JZ_T'

Fakt ton ma prosta interpretacjc kombinatoryczna. Rozwazmy wszystkie
rozmieszczenia uporzadkowane k elementéw w n pudelkach. Niech x,, ..., x, bedy
dowolnymi elementami (x; # x; dla i # j). Przyporzadkujmy dowolnemu rozmie.
szczeniu zawierajgcemu r; elementow w i-tym pudelku (i=1,...,n; ry+ ... +r,
= k) k-elementowy zbiér z powtdrzeniami (ry * X, ..., F, * X,,). Zauwazmy, ze w
przyporzadkowaniu tym istotna jest jedynie liczba elementow znajdujacych Si¢ w
kazdym pudelku, nieistotne jest natomiast jakie to sa elementy. Tak wiec
otrzymamy ten sam zbiér z powtorzeniami, jesli dokonamy dowolnej permutagji
elementow na zajmowanych przez nie k pozycjach w naszym rozmieszczeniu,
Wszystkich rozmieszczen uporzadkowanych jest [n]* (p. twierdzenie 3.4), liczba
podzbioréw k-elementowych zbioru (k+*x,, ..., k*x,) jest wiec réwna [n)*/k!.
Oczywiscie rozumowanie to, wraz z réwnoscia (6.1), stanowi niezalezny dowdd
twierdzenia 6.1.

Oznaczmy przez .#(X) rodzing wszystkich zbiorow skonczonych z powtorze-
niami o elementach ze zbioru (niekoniecznie skonczonego) X. Wtedy twierdzenie
6.1 okresla liczb¢ elementow rangi k zbioru czesciowo uporzadkowanego
(-#(X), ) (przypomnijmy, ze A < B wtedy i tylko wtedy, gdy r,(x) < rg(x) dla
kazdego xe X). Zauwazmy, ze skoro kazdy zbior z powtorzeniami Ae.#(X)
mozemy utozsamia¢ z funkcja r,: X — N,, ktéra przyjmuje wartosci rézne od
zera jedynie dla skonczonej liczby argumentow, to zbiodr (AH(X), ©) jest
izomorficzny z sumga prosta & P,, gdzie P, jest laficuchem {Ny, <) dla kazdego

xeX

x € X. Szczeg6lnie wazny jest przypadek, gdy X jest zbiorem przeliczalnym, np. X
=N.

TwierDZENIE 6.3. (.#(N), <> ~ (N, |).

Dowod. Niech py, p,, ... beda kolejnymi liczbami pierwszymi. Na mocy
fundamentalnego twierdzenia o rozkladzie na czynniki pierwsze kazda liczb¢

naturalng n mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci n = [1 py, gdze
i=1 _
2;(n) # 0 tylko dla skonczonej liczoy wskaznikow j. Okreslmy odwzorowanic
f: .#(N)— N nastgpujqco:
o

f(A) =[] rY.

J=1

Z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze wynika, ze f jest odwzorowal;
nictn  wzajemnie jednoznacznym .#(N) na N. Co wigcej, dla dowolny¢
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A, Be .#4(N)

A < B<f(A)|f(B),
jako ze njm wtedy i tylko wted

w rozkladzie liczby n na ¢z
wykladnika w rozk
cz¢sciowo uporzad

Y, gdy wykladnik w potedze kazdej liczby pierwszej
ynniki pierwsze jest niewigkszy od analogicznego

ladzie liczby m. Funkcja f okresla zatem izomorfizm zbiorow
kowanych ¢.#(N), S>i N, D. O

Rys. 6. Izomorfizm pomiedzy odcinkiem [1, 2250] porzadku (N, |> a porzadkiem (#(A), <), gdzie
6 po A=(a. 2+b. 3%0)
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Na rys. 6 przedstawiono odcinek [1, 2250] porzadku ¢(N, |> oraz izomorficzny
z nim porzadek (2(A), <), gdzie A =(a, 2%b, 3*c) (2250 = 2-32-5%). Rysunek
ten ilustruje tez fakt — oczywisty wobec powyzszych rozwazan — 2ze ogélnie,
krata podzbioréw zbioru (r, =ay, ..., r,*ay), a wigc i izomorficzna z nia krata

podzielnikéw liczby pi'-...-pk, jest izomorficzna z iloczynem kartezjanskim
G, x... xC,, gdzie C, jest fancuchem dlugosci r; (tzn. skladajacym sig

z r;+1 elementéw). Zauwazmy, ze w kracic podzbiorow dzialania kratowe sa
zwyklymi dzialaniami sumy i przecigcia zbioréw z powtdrzeniami,
AvB=AuB, AAB=AnNB,

w kracie podzielnikow natomiast odpowiednie dzialania, to
avb=1[a,b] (najmniejsza wspolna wielokrotnosc),
anb=(a,b) (najwigkszy wspolny podzielnik).

§ 7. Zasada wlaczania-wylaczania

Typowy problem, ktéorym bedziemy si¢ zajmowali w tym paragrafie, mozna
sformutowaé nastepujaco: Dany jest ciag Py, ..., P, podzbiorow zbioru skonczo-
nego X (a wiec k wlasnosci elementow zbioru X, jako ze wilasnos¢ mozemy
identyfikowaé ze zbiorem elementow, ktore ja maja). Nie zakladamy przy tym, ze
zbiory te sa rozne. Dla dowolnego r <k i dla dowolnego ciagu 1<1i, <...

< i, < k oznaczmy

(7.1) Niis <ori) = 1Py, O .on P
oraz
(7.2) W) =) N, ..., i),

gdzie sumowanie rozciaga si¢ po wszystkich ciggach postaci 1 <i, <...<i, <k

(przyjmujemy W (0) = |X[). Niech wreszcie D(r) oznacza licznos¢ zbioru tych xe X,
ktére naleza do dokladnie r sposréd zbioréw Py, ..., P,. Naszym zadaniem bedzie
wyznaczenie wartosci D(r) na podstawie wartosci W(s), | <s <k.

Zanim podamy ogélny wzor, rozwazmy kilka prostych przypadkéw szczegol-

nych. Niech r =0, k= 2. Wiedy
" D(0) = [ X|—|Py U Pyl = |X|=|P\| = |Py| +|Py " Py| =

=W(0)-W(D)+W(Q2).
Podobnie dla r =0, k=3 otrzymujemy
D(0) = |X|—|Pyu P, P3| =
= |X|—|Py| = P2l = [Ps| +IPy
=W -WH+W(2)- W (3).

f‘Pz|+|P2“P3|+|P1 APy =|P,nPy NPy =
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Wzory te zilustrowano na rys. 7.

Rys. 7. Proste przypadki zasady wlaczania-wylgczania
AU Bl =|X|-W(0)=W()-W(2) =|A| +|B|—]A~C|
[AUBUC =|X|-W(0)= W(1)-W(2)+W(3) =
=|A|+|B|+|C|=|ANnB|—-|AnC|-|BAC|+|AnBA~C|

Podamy teraz wzor ogélny dla dowolnego k i r.

Twierpzente 7.1. Dla dowolnych k > 0 oraz r < k
‘ k=r P4 )
D =Y (—¥( ") Wir+)).
i=0 F
Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze lewa i prawa strone naszej rownosci mozemy

zapisa¢c odpowiednio jako Z L(x) oraz ) R(x), gdzie wklad L(x) wnoszony
xeX xeX
przez element x do lewej strony jest roOwny

1, jesli x nalezy do dokladnie r sposrod zbiorow P;, '..., Pis

L= 0, w przeciwnym przypadku,

i podobnie, udzial R(x) elementu x w prawej stronie wyraza si¢ wzorem
k—r

(7.3) R(x)= Y (—l}’(

j=0 '

)Rr+j(x)a

r+j
r .
gdzie R,.;(x) jest liczbg ciagow postaci | <i, < ... <« i,+; <k takich, ze
Xe P,ln...mP,Hi. Wykazemy, ze dla kazdego xe X mamy L(x) = R(x), co
zakonczy dowod. '

Niech xe X i zal6zmy, ze x nalezy do dokladnie u sposrod zbioréw P,, .. £
Mozliwe sa trzy przypadki:

u <r. Wtedy oczywiscie L(x) =0. Podobnie R(x)=0, dla kazdego bowiem
m=r i kazdego ciagu 1<i, <...<i, <k mamy x¢P,.ln,,.np'_k i A
konsekwencji R,,(x) = 0.
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u =r. Mamy wtedy L(x) =1 i podobnie R(x)= 1, jako ze R,,;(x)=0 dia
j>0 oraz (-1)°('+r°)k,+o(x) s o w1,

u P
u > r. Wtedy oczywiscie L(x) = 0. Zauwazmy, Ze R, (x) = (m), jako ze na tyle

wlasnie sposobow mozemy sposrod u wskaznikow zbioréw zawierajacych element
x utworzyé cigg rosnacy dlugosci m. Podstawiajac (¢ wartos¢ do wzoru (7.3),
korzystajac nastgpnie z tozsamosci (5.7), (5.3) i wreszcie z tozsamosci (5.4)
otrzymujemy:

w=F ()3 5 -

o \: W=

SE w0 )

j=0
Dowdd jest tym samym zakonczony. [

Il

0.

W zastosowaniach wazny jest przypadek r = 0. Wtedy ( rﬂ) =1 i twierdzenie
r
7.1 przyjmuje nast¢pujaca postac:

Wniosex 7.2 (Zasada wlqczania—wylqczania)
k
DO)= Y (~1yW(). O
j=0

Wzor ten jest tez czasem nazywany formulg sita.
W rozdziale 2 znajdzie Czytelnik inny dowod twierdzenia 7.1 oraz innych

wzoréw tego typu, jak rowniez wiele zastosowan tych twierdzen. W tym miejscu
podamy jedynie kilka najprostszych zastosowan.

Twierpzenie 7.3. Jesli | X| = n, |Y| =m, to liczba s, wszystkich funkcji z X na
Y jest rowna

Sam ™= Y (—l)"(",')(m—j)"-
i=0 M

Dowéd. Niech Y = !y,, ..., y,.! i niech P; bedzie zbiorem funkcji f: X — Y,
dla ktérych y,¢f(X). Funkcja J: X =Y jest odwzorowaniem na caly zbior
Y. wtedy i tylko wtedy, gdy nie nalezy do zadnego ze zbiorow P, | <i<m.
Liczba funkcji z X na Y jest wiec — przy oznaczeniach wprowadzonych w tym
paragrafie — réwna D(0). Aby skorzysta¢ z zasady wlgczania-wylaczania
wyslarczy zalem wyznaczy¢ licznosé przecigcia P, , Moo Py dla dowolnego ciggu
1< ki <...<k;<m. Latwo zauwazyé, ze przeci¢cie to jeét zbiorem wszystkich
funkcji f: X -1 Diys -+ i)y jego licznosé wynosi wiec (m—j)", tyle, ile jest



§ 8. Podzialy zbiory 45

wszystkich funkcji ze zbiory n-elcmentowego w zbiér (m—j)-elementowy (por.

twierdzenie 3.1). Ciag 1 <k, < ... < kj < m mozemy wybraé na (m) sposobdw, co
j

. 3 m
daje W(j) = (j)(m—j)" 1 ostatecznie

m=DO= T (<YW = T (~1p(")m-ir. O

Na zakoriczenie tego paragrafu wyznaczymy jeszcze liczbe tzw. nieporzadkow.
Nieporzqdkiem na zbiorze X nazywamy dowolng permutacje f: X — X taka, ze
f(x) # x dla kazdego xe X. Oznaczmy przez D, liczb¢ niepcrzadkéw na zbiorze
n-elementowym.

TwierDZENIE 7.4.
D= ¥ (~1¥(")m-p.
j=0 J

Dowod. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyja¢ X = |1, ..., n}. Oznacz-
my przez P; zbior tych permutacji f: X — X, dla ktorych f (i) = i. Licznos¢ zbioru
wszystkich nieporzadkéw, to wtedy nic innego jak D(0). Dla dowolnego ciagu
1 <k, <...<k;<n przecigcie P, n...Nn P, jest oczywiscie zbiorem wszystkich
tych permutacji f, dla ktorych f(k) =k, s=1,...,j. Takich permutacji jest
(n—j)!, tyle, ile wszystkich permutacji zbioru X\ {ky, ..., k;}. Biorac pod uwagg

fakt, izciag 1 <k, <...<k;<n mozemy wybra¢ na C) sposobow i korzystajac z

zasady wlaczania-wylaczania otrzymujemy ostatecznie
n n

D= 3 (-0 =T y()m—it. O

Zauwazmy, z€ pOWYZSZYy wzOr mozemy zapisa¢ nieco inaczej:

. ./ n - (_l}i
—)! = n! D e
Dn=jZ=o(—l)’<n_j)(" it 2 55

ki stanowia asymptotycznie ) (—1)Vi!

. oo nieporzad
To znaczy, ze przy n— g i=0

=e ! = (.36788... wszystkich permutacji.
§ 8. Podzialy zbioru, liczby Stirlinga drugiego rodzaju
Przypomnijmy, Z€ Przez podzial zbioru X na k blokéw rozumiemy dowolna

. 7 = JialSB OrﬂlB¢(Ddla]<'
w {B,, ..., By} taka, 26 X =By U..0 B <igk,
rzosi:: QWZ,,,,L?Q{, podz.ialbw zbioru X na k blokéw bedziemy oznaczali przez
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IT(X), zbiér za§ wszystkich podziatéw zbioru X przez I1(X). Jesli |X| =n, to
nX)=m0,X0v...0l,X),
co wigeej, [1,(X), ..., IT,(X)) jest podzialem zbioru IT(X), gdyz zbior IT,(X) jest
oczywiscie niepusty dla i=1, ..., n. - . .
Jak juz wspomniano w paragrafie 1, istnieje .odpowiednios¢ wzajemnie
Jednoznaczna pomigdzy podzialami zbioru X a relacjami rc')wnow’a{znoécx na
zbiorze X, przy ktorej podzialowi n odpowiada relacja rownowaznosci

E(n)= U (BxB),

Ben
relacji rownowaznosci R natomiast odpowiada podzial P(R) zbioru X na klasy
abstrakcji tej relacji:
P(R) = |[x]r: xe X].

Niech 7, g € [T1(X). Bedziemy mowili, ze podzial n jest rozdrobnieniem podziatu
o, co bedziemy oznaczali przez n < o, jesli kazdy blok Beo jest suma pewnej
liczby blokow podziatu . Na przyklad
U1 12,4513, 50, 060 1T < {11, 60, 12,3, 4,5}, (7))

Oczywiscie n < ¢ jest réGwnowazne temu, by kazdy blok Ben byt zawarty w
pewnym bloku podzialu o. Latwo zauwazy¢, e ten ostatni warunek jest z kolei
rownowazny warunkowi E(n) < E(q).

Relacja < jest oczywiscie porzadkiem czgsciowym na zbiorze I1(X) (p. rys. 8).
Co wigcej, zachodzi nastepujace twierdzenie:

TwierpzeNIE 8.1. Zbior czesciowo uporzqdkowany <I1(X), <>

Jjest kratq, przy
czym

(8.1) nAc=]ANB: (Aen) A (Bea) A(ANB @),

tzn.

E(n A 0) = E(n) N E(0),
podzial m v o jest natomiast okreslony nastepujqco:

(8.2) <x,yy>eE(n v o)< istnieje k > | oraz ciqg x,, ..., x, taki, e x = X1

Yy =Y oraz {x;, x;y e E(n) lub (X Xieq Y E (o)
dlai=1,..., k—1.

Dowéd. Zauwazmy przede wszystkim, Ze bezposrednio z definicji relacji
réwnowaznosci wynika fakt, iz przeciecie dowolm.:j rodziny relacji réownowaznosci
na X jest relacja rownowaznosci na X (Jako przeciecie ’rodziny pustej przyjmujcm_y
relacje rownowaznosci X x X). Wynika stad,. ze z!nor A(X) wszystkich relacji
réwnowaznosci na X uporzadkowany przez inkluzj¢ tworzy krate. Istotnie, dla



Rys. 8. CzeSciowy porzadek (I1(X), <), X =1,2,3,4} (podzialy sa oznaczone w uproszczony

sposob, np. 14|23 oznacza {|1, 4}, {2}, (3]}

‘dowolnych R, S€ Z(X) mamy
RAS=RnNS,
RvS=NiTeA(X): (RcT) A(ScT)).

Zbior (I1(X), <), izomorficzny na mocy naszych poprzednich rozwazan z
(A(X), £, jest wigc rowniez krata. '

Nalezy jeszcze wykazac, ze dziatania w tej kracie okreslone sa istotnie wzorami
(8.1) i (8.2. W przypadku pierwszego wzoru wystarczy zauwazyé, ze
{x, y>e E(n) N E (o) wtedy i tylko wtedy, gdy x i y naleza do pewnego bloku Aern
i pewnego bloku Beo, tzn. x, ye AN B.

Aby udowodni¢ wzor (8.2), zalozmy, Ze R jest relacja binarng ztozona z tych
par {x, y>e X x X, ktore spelniaja prawa stron¢ tego wzoru. Latwo sprawdzié, ze
jest to relacja rownowaznosci: x Rx (wystarczy przyja¢ k = 1), xRy pociaga za
soba y R x (wystarczy rozwazy¢ ciag Xy, Xx-y, ---, ¥1) oraz xRy, y Rz pociaga za
soba xRz (wystarczy rozwazy¢ konkatenacj¢ odpowiednich ciagéw). Niech B
bedzie podziatem odpowiadajacym relacji R, tzn. E(f) = R. Oczywiscie E(n) < R
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=E(f) i E(6) SR =E(p), a wigc n < f i ¢ < f. Rozwazmy dowolny podziat p
taki, z¢ #<fB, o <f, i niech (x,y>eE(f). Istnicje wtedy ciag x,, ..., x,
spetniajacy prawa strone rownowaznosci (8.2, i 0w konsek wengjj
Xis Xi+1 )€E(MUE(e) S E(f), | <i<k. Wobec przechodniosci relacji R(f)
mamy {x,;, x> = {x, y>e E(f'). Wykazalismy wiec, ze E(f) S E(p), tzn. B< B,
Co oznacza, iz f§ jest istotnie najmniejszym ograniczeniem goérnym elementéw =, ¢
zbioru czesciowo uporzadkowanego (J1(X), <). [

Bedziemy mowili, ze podzial n zbioru n-elementowego X jest typu A
= {4y, ..., A,), jesli zawiera on dokladnie 4; blokow licznosci i. Zauwazmy tu
zwiazek z rozwazanym w paragrafie 4 pojeciem typu permutacji: permutacja
zbioru X jest typu A wtedy i tylko wtedy, gdy podziat zbioru X okreslony przez
rozklad tej permutacji na cykle jest typu i. Podobnie jak w przypadku permutacji

An

typ {4, ..., 4,» podzialu bedziemy zapisywali symbolicznie jako 1*12*2, p
Oczywiscie typ dowolnego podziatu zbioru n-elementowego speinia zalezno$é

i=1

TwierpzenNie 8.2. Liczba podzialow typu 1*12°2 ™ zbioru n-elementowego
(Ay+24,+ ... +nd, = n) jest rowna

n!
P(Ayy ..., A)) = —7— — A
(41 ) i YAy AN 22 (n)
Dowo6d. Skorzystamy ze wzoru na liczbe h(4,, ..., 4,) permutacji typu

1402*2 __n*" (por. twierdzenie 4.2).

Jak juz zauwazyliSmy, kazdej permutacji typu [#12%2  ptn odpowiada podzial
tego samego typu okreslony przez rozklad permutacji na cykle. Ten sam podzial
powstaje z dokladnic (11)°2(2)*2...((n—1)!)"" permutacji, gdyz kazdy blok
licznosci i mozemy zorientowa¢ cyklicznie na (i—1)! sposobow. Stad

hys .oy 2
Py oy dy) =i A
(Y220 ((n= 1))
n!
Tt 2R (= )
n!

T A A YT

Liczbe podzialéw zbioru n-clementowego na k blokéw oznaczamy przez S(n, k)
i nazywamy liczbq Stirlinga drugiego rodzaju. Tak wigc

S(n, k) = |1, (X)], gdzie |X|=n.
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Jm Inacze} mozemy powiedziec, ze S(n, k) jest liczbg elementéw rangi n—k w
zbiorzé  czesciowo uporzadkowanym (J1(X), <), gdzie |X|=n np. X
= i gors nj. Istotnie, zerem w tym zbiorze — a wiec jedynym elementem rangi
zero — Jest podzial najdrobniejszy (/1) ..., n) e, (X). Jesli nell,(X) oraz @
jest b?szred“im nastgpnikiem podzialu n wzgledem porzadku <, to latwo
ZRUWASY X 25 o powstaje z m przez zastapienie pewnych dwoch blokéw podziatu 7
ich suma, a wigc oell,_,(X). Stad juz latwo wynika, ze IT,(X) jest dokladnie
zbiorem elementéw rangi n—k w (J1(X), <.

Z twierdzenia 8.2 wynika nastgpujacy wzér na liczby Stirlinga drugiego
rodzaju:

' '
S(n, k) = n! ,
2 AL A AN YR (n)y
gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie ciagi {4, ..., 4,» takie, ze A, +4;+
+...+4, =k oraz 4, +2,+ ... +ni, = n. W dalszym ciagu pokazemy znacznie
prostszy wzor.

Istnicje Scisty zwiazek liczb Stirlinga drugiego rodzaju z rozwazang Ww
poprzednim paragrafic liczba s, wszystkich funkcji ze zbioru n-elementowego na
zbior k-elementowy. Kazdej funkcp f: X — Y, gdzie [(X)= Y, mozemy przypo-
rzadkowac¢ podzial zbioru X na k blokow '

’ N(f)=1f"'(»: yeY},

zwany jgdrem funkcji f (warunck f(X)=Y gwarantuje, ze¢ podzbiory f~ '(y) sa
niepuste). Jadro funkcji okresla dokladnie, ktore elementy zbioru X przechodza na
te same elementy zbioru Y, nie wyznacza jednak konkretnie tych elementow.
Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego podzialu me [T, (X) istnieje dokladnie k! funkcji z
X na Y takich, ze N(/f) = n. Kazda taka [unkcja odpowiada pewnemu sposrod k!
wzajemnie jednoznacznych przyporzadkowan elementow zbioru Y blokom
podziatu 7. Otrzymujemy stad nast¢pujaca prosta zaleznos¢:

(8.3) s = k!S(n, k).

Korzystajac z twierdzenia 7.3 mamy wigc
.2 [k
o Bi1 ( k—j.
(84) Stn 0 =7 X (1Y) )=

Wygodniejszym od uzycia powyZszego Wzoru qusobem wyznaczania liczb
Stirlinga drugiego rodzaju jest skorzystanie z zaleznosci rekurencyjnych bedacych
trescia nastepnego twierdzenia.

Twiernzenig 8.3. Liczby Stirlinga drugiego rodzaju spelniajq zaleznosci

(8.5) S(n,my=1 dlanz0,
(8.6) S(n,00=0 dla n>0,
(8.7) S(n, k):S(n—l,k—l)+kS(n—l,k) dla 0 <k <n.

4 - Apaliza kombinatoryczoa
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Dow6d. Pierwsze dwa wzory sa oczywiste. (Zauwazmy, ze S(0, 0) = 1, gdyz
pusta rodzina blokéw jest — zgodnie z definicja — jedynym podzialem zbiory
pustego na zerowa liczb¢ blokow). Dla dowodu zaleznosci (8.7) rozwazmy zbidr
wszystkich podziatow zbioru |1, ..., m| na k blokéw. Zbior ten rozpada si¢ na
dwie rozlaczne klasy: tych podzialow, ktore zawieraja blok postaci |n), oraz tych,
dla ktorych element n wystgpuje w bloku co najmniej dwuelementowym. Licznosé
pierwszej klasy wynosi oczywiscie S(n—1, k—1), tyle, ile jest podzialow zbioru
1, ..., n—1] na k—1 blokéw. Liczno$¢ drugiej klasy wynosi kS(n—1, k), gdyz
kazdemu podziatlowi n = |B,, ..., B,! zbioru /1, ..., n—1! odpowiada doktadnie
k podzialow w tej klasie powstalych przez dodanie elementu n kolejno do
B,, B,, ..., B,. O

Tablica 3. Liczby Stirlinga drugiego rodzaju S(n. k)A

nN\k| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o1 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 [0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
210 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
310 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0
4 |0 1 7 6 | 0 0 0 0 0 0
510 1 15 25 10 1 0 0 0 0 0
6 [ 0 1 31 90 65 15 | 0 0 0 0
710 1 63 301 350 140 21 l 0 0 0
8§ [0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 0
9 [0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 | 0

10 | 0 1 A1 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

Liczby S(n, k) dla 0 < n, k < 10 przedstawiono w tabl. 3. Zauwazmy, ze tablicg
t¢ mozna traktowa¢ — na podobienstwo trojkgta Pascala — jako ,trojkat
Stirlinga”, w ktérym kazda warto$¢, oprocz skrajnych, rownych jednosci, mozna
otrzymac z liczb wystepujacych bezposrednio nad nig; dokladniej, jest ona suma
liczby wystepujacej dokladnie nad nia pomnozonej przez k oraz liczby nad nig po
lewej stronie.

Oto przyklad innej zaleznosci rekurencyjnej zwigzanej z liczbami S(n, k):

TwierDzeNIE 84. Dia k = 2
n—1

n—1

S(n, k) = )83, k—=1).
( I=kz—l( ' )

Dowéd. Niech X =!1,...,n| i niech B bedzie podzbiorem zbioru X

zawierajacym element n. Dla kazdego takiego zbioru B istnicje - dokladnie

S(n—|B|, k—1) podzialow me 11,(X) zawierajacych B jako jeden z blokow. Zbior

n—1
B < X o b elementach zawierajacy n mozemy wybra¢ na (h- l) sposobéw, mamy
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zatem
n-(k—1)

s =8 (s in="§ " (Jsw-nion-
n=1

= 2 (")ser-n. o

i=k-1 \

.Fundgme.ntalna’ w_'lasnoécia liczb Stirlinga drugiego rodzaju jest nastgpujacy
zwiazek, jaki okreslaja one migdzy wielomianami x" i [x],.

TWIERDZENIE 8.5. Dla kazdego n =0

(8.8) X" = Z S(n, k) [x]i-
k=0

Dowdd. Zalozmy najpierw, ze x jest nieujemna liczba catkowita i policzmy na
dwa sposoby liczbe wszystkich funkcji f: A4 — B, gdzie |A| = n, |B| = x. Z jednej
strony, takich funkcji jest x" (por. twierdzenie 3.1). Z drugiej strony, nasze funkcje
mozemy sklasyfikowa¢ ze wzgledu na obraz f(A). Dla kazdego C < B istnieje
doktadnie s,, funkcji f: A — B takich, ze f(A) = C, przy czym oznaczyli$my |C|

= k. Dla kazdego k zbiér k-elementowy C = B mozemy wybrac na (:) sposobow.

Korzystajac ze wzoru (8.3) mamy wigc

e W (l)s,,,‘z @-k!S(n, k)= Y [x1S(n, k)
k=0 \K k=0 k! k=0

(gérny wskaznik sumowania mogliémy zmieni¢ z x na n, gdyz S(n, k) =0 dla k

> n oraz [x], = 0 dla k > x). Udowodnilismy wigc zadana rownos¢ wielomianow

dla nieskonczenie wielu wartosci zmiennej x. Stad wynika natychmiast, ze

wielomiany te sa tozsamosciowo rowne. []

Niech po(x), py(x), ... bedzie dowolnym ciagiem wielomianéw takim, ze dla
kazdego i wielomian p;(x) jest stopnia i. Kazdy wielomian P(x) stopnia n mozna

n

wtedy oczywiscie jednoznacznie przedstawi¢ jako P(x) = z a px(x). Innymi
k=0

stowy, kazdy taki ciag po(x), pi(x), ... stanowi baz¢ w przestrzeni liniowej
wszystkich wielomianow. W tych terminach wzory (4.11) i (8.8) orzekaja po prostu,
iz liczby Stirlinga pierwszego 1 drugiego rodzaju sa wspoélczynnikami macierzy
przejécia odpowiednio z bazy 1, x, x? ... do bazy 1, [x]y, [x]a, ... i w przeciwna
strong. .

Porownujac wspofczynniki przy kolejnych potggach x po obu stronach
réwnosci - " g

x" = Z S(n, k)[x]k= Z S(", k) Z s(k,j)x’:
k=0 k=0 j=0

=3 % SeRsk )= Y Y S, ksk, )

1= /=0 J=0 k=0
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otrzymujemy nastgpujaca zalezno§¢ pomiedzy liczbami Stirlinga pierwszego j
drugiego rodzaju

(8.9) Y. S(n, k)s(k, j) = 0,
k=0

gdzie &,; jest delta Kroneckera, tzn. 6,; =0 dla n#j i d,, = 1. Jest to oczywiscie
réwniez bezposredni wniosek ze wspomnianej juz interpretacji liczb Stirlinga jako
wspolczynnikéw macierzy przejscia migdzy pewnymi bazami przestrzeni liniowej
wielomianow.

Na zakonczenie tego paragrafu zdefiniujemy tzw. liczby Bella. Liczbe Bella
B, okreslamy jako liczbe wszystkich podzialow zbioru n-elementowego, tzn.

B, =|1(X), gdzie |X|=n.

Tablica 4. Liczby Bella B,

n B,
0 |
1 1
2 2
3 5
4 15
5 52
6 203
7 877
8 4140
9 21147
10 115975
11 678570
12 4213597
13 27644437
14 190899322
1S 1382958545
16 10480142147
17 82864869804
18 682076806159
19 5832742205057
20 51724158235372

Oczywiscie ,
B" = Z S(n. ’\)

k=0

Prosta metod¢ rekurencyjna wyznaczania liczb Bella daje nast¢pujace twierdzenie:
(o 1] ¥

TwierRDZENIE 8.6. K
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Dow6d. Podzielmy wszystkie podzialy zbioru {1, ..., n+1} na rozlaczne klasy
w zaleznosci od bloku zawierajacego element n+1. Taki blok B zawierajacy i

elementow oprocz elementu n+1 mozemy wybraé na <n> sposobow, przy czym
1

klasa odpowiadajaca blokowi B zawiera dokladnie B,_; podzialow, tyle ile jest
wszystkich podziatow zbioru (1, ..., n+ 1]\ B. Stad

Bn“ = i (é)Bn—i = zn:o (nii)Bpr-i = é:o (:‘)B. O

i=0

Liczby Bella B,, 1 <n < 20, przedstawiono w tabl. 4.

§ 9. Skonczone ciala zbiorow

Przypomnijmy, Ze cialem zbiorow nazywamy dowolna rodzing .# podzbiorow
pewnego zbioru X spelniajaca nastepujace dwa warunki:

Ae F=>X\Ae 7,
Ae 7 A Be #=>AuBe#.

Jest oczywiste, ze kazde cialo zbiorow jest zamknigte rowniez wzglegdem przecigcia
i roznicy zbiorow; wystarczy zauwazyc, iz AnB = X\((X\A)u(X\B)) oraz A\ B
= AN (X \B). Dla dowolnej rodziny 9i < Z(X) istnieje najmniejsze cialo .Z (M)
zawierajace rodzing Y jest nim mianowicie czg¢S¢ wspolna wszystkich cial
zawierajacych .

Interesowaé nas bedzie giownie przypadek, gdy 9 jest rodzing skonczona.
Ustalmy pewne poindeksowanie M,, ..., M, zbioréw takiej rodziny. Dla
dowolnego ciggu zero-jedynkowego & = {&y, ..., &, definiujemy

S(e)=M'n...o0M",

gdzie dla kazdego M < X stosujemy oznaczenie M° =M, M' = X\M. Zbi ory
postaci S(¢) nazywamy skladowymi rodziny i (nie musimy tu, ani w dalszym
ciagu zakladaé, ze zbiory My, ..., M, sa parami rozne — w istocie mozemy méwi¢
o skladowych dowolnego ciagu podzbiorow zbioru X). Udowodnimy teraz kilka
prostych wiasnosci sktadowych.

TwiernzeNie 9.1. (a) Jesli ¢ # &, to S(e)nS() = @.

(b) Sumq wszystkich skladowych jest zbior X.

(c) Sumq wszystkich skladowych S (e) takich, ze g =0, jest zbior M,;.

Dowéd. (a) Jesli z # ¢, tzn. & # & dla pewnego i, to Mi' 0 M} = M, (X \ M,)
=0 i w konsekwencji

SensSE) = 1‘n...an‘n...an,"nM’,"n...nM:’n__.nM:&=¢.
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(b) Nalezy wykaza¢, ze kazdy element xeX nalezy do pewnej skladowe;j.
Ustalmy taki element x i zdefiniujmy

0, jesli xeM,,

&=

1, jesli x¢M,.
Wiedy xe M, 1 <i<n a wigc xeS(e), gdzie & = (&, ..-s &)
(c) Zauwazmy, ze dla kazdego ciagu ¢ = {&y, ..., &) takiego, ze & = 0 mamy
S(e) = M n...a Mi n M; n MY A DM e M.
Z drugiej strony, dla kazdego elementu xe M; ciag ¢ = <&, ..., g,> zdefiniowa-

ny w dowodzie punktu (b) — ktéry ma te wiasno$¢, iz xeS(g) — ma zero na i-tej
pozycji. [

Wykazemy teraz, ze jesli 9 < #(X) jest rodzing skonczona, to najmniejsze
cialo zbiorow .7 (M) zawierajace M jest tez skonczone.

TwierDZENIE 9.2. Jesli | = n, to |7 (M)| < 22"

Dowéd. Niech S,, ..., S,, beda niepustymi sktadowymi rodziny YR Oczywis-
cie m< 2" gdyz kazda niepusta skladowa odpowiada innemu ciagowi zero-
jedynkowemu {gy, ..., &,». Wykazemy, ze # (W) jest rodzing wszystkich

mozliwych sum skladowych, tzn.
FO={US;: Jeil,...m}
jed

Oznaczmy przez N prawa strong powyzszej rownosci. Aby udowodnié, iz N
= .7 (W) wystarczy oczywiscie stwierdzi¢ nastgpujace trzy fakty:

(a) M SN,

(b) Y jest cialem zbiorow,

(c) N< #(IM).

Punkt (a) wynika bezposrednio z twierdzenia 9.lc. Punkt (b) jest réwniez
wnioskiem z twierdzenia 9.1, gdyz wobec faktu, iz |S,, ..., S,] jest podzialem
zbioru X mamy:

U S}U U Sk - U Sj)
jeJ

keK jeJ UK
xus= U §
jeJ Jel,...mi\J
eszcie wynika z faktu, ze skoro kazda skladowa, a wigc i kazda sum¢
skladowych mozna otrzymac ze zbiorow My, ..., M, za pomoca operacji U, M »
to kazda taka suma nalezy do kazdego ciala zbioréw zawierajacego . Liczno
ciala Z (M) jest wieC rowna liczbie wszystkich podzbioréw J < {1, ..., m], a wige

»<2¥. 0 . . o
. czo’.

dziny M= My, - M.} lpoina jeszcze spojrzeé nieco inac
Zbizahslk 1;‘:3;%?;(1;81 m - (M,, X\ M,} i latwo zauwazy¢, Ze podzial zbiory
i

Punkt (c) wr
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X na skiadowe wyraza si¢ jako 7, A
poprzednie r Ozwa.zanla.prze.nosza si¢ W oczywisty sposob na sytuacje, gdy podzialy
m; sa. dowolne, niekoniecznie 0 dwoch blokach. Istotnie, niech danych bedzie n
podzialdow zbioru X m={M?, .. Mi ', 1<ign Powtarzajac nasze po-

przednie rozumowania mozna latwo udowodnié, ze skladowe rodziny I
=mV...Um, s postaci

.+« AT, (por. twierdzenie 8.1). Nasze

SE)=M'n...A M

gdzie & = ey, ..., g,5€ 0, ..., ry=1) x...x[0,...,r,—1). Stad wniosek, ze liczba
niepustych skladowych nije przekracza ry...r,. Podobnie jak poprzednio, zbiér X
jest suma rozlaczng wszystkich skladowych oraz M jest doktadnie suma tych
sktadowych S(¢), dla ktorych ¢; = j.

Czgsto w praktyce wygodny jest nastgpujacy standardowy system numeracji
sktadowych. Definiujemy liczby

1 kazdej niepustej sktadowej S(¢), gdzie 0< ¢ <r, dla 1 <i<n, przyporzadkowu-
jemy numer

9.1) Nig= X s

Zauwazmy, ze jesli r; =...=r, =2, to ¢ jest po prostu binarnym r_ozwini.¢ciel'n

liczby N(g). Podobnie, jesli ry =...=r, =.k > 2, to N(c).odpowmda liczbie

reprezentowanej przez & w systemie pozycyjnym o' podstawie k. W przypgdku

ogolnym, gdy liczby ry, ..., r, sa niekoniecznie rowne, mamy do czynienia z

»brytyjskim systemem pozycyjnym” (sprzed reformy walut.o»\fej funta). _
Na zakonczenie tego paragrafu podamy przyktad podzialow =, ..., m, takich,

ze wszystkie r,...r, skladowe sa niepuste; o takich podzialach méwimy, ze sg
l ... n : i
niezalezne. W tym celu przyjmiymy
X =80, coiy Pp= 1350 ven X Y0 vens =14,

I | .
i |
mo=MP, ., M, 1S

A
¥

gdzie '
Mi=leeX: g=jj, 1<is<n0<j<n.
: ' i iscie S(e) = l8), kazda
' ej rodziny podzialow mamy oczywi i8], ka
3];(1?\:,(3 z?:sf:m:?;n Jniepusta. W szczegblnodei, dla ry =...=r, =2, zbiory
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M,..... M, o wszystkich 2" skladowych niepustych nazywamy roéwniez niezale.-ény.
mi.1 ‘Rodziny zbioréw niezaleznych dla n = 2, 3, 4 przedstawiono schematycznie ng

rys. 9.

Rys. 9. Rodziny zbiorow niezaleznych dla n = 2, 3, 4. Kazdy spojny obszar wewnatrz kwadratu
odpowiada skiadowej

§ 10. Zaleznosci rekurencyjne, funkcje tworzace

W wielu zagadnieniach kombinatorycznych mamy do czynienia z sytuacjq, w
ktorej poszukiwane rozwigzanie mozemy reprezentowac przez ciag liczbowy ay,
ay, ay, ... Typowym przykladem jest przypadek, w ktorym a, jest liczba pewnych
obiektow kombinatorycznych ,wymiaru n” spetniajacych ograniczenia okre§lone
warunkami zadania. Czesto struktura problemu umozliwia latwe znalezienie
zaleznosci rekurencyjnej okreslajacej a, jako funkcje ciagu a, ..., a,_, (najprost-
szy jest przypadek, w ktorym ta funkcja zalezy jedynie od a,_,), naszym zadaniem
zas jest znalezienie na podstawic tych zaleznosci rekurencyjnych ogélnego wzoru
na a, w jawnej i mozliwie zwartej postaci.

Rozwazmy nastepujacy prosty przyklad. Niech a, oznacza liczbg permutacji
zbioru |1, ..., nj (przyjmujemy a, = 1). Zauwazmy, 7ze a, = 1, oraz ze a, = na,_,
kazda permutacj¢ zbioru [1,..., n) mozemy bowiem otrzymaé z pewnej
jednoznacznie okreslonej permutacji  zbioru I, ...,n—1} przez wstawienie
elementu n na jeden z n mozliwych sposobéw: przed pierwszy wyraz, miedzy
pierwszy a drugi wyraz itd. (permutacje zbioru {1, -+-» Nj utozsamiamy z ciggiem
roznowartosciowym dlugosci n). Stad latwo Juz wynika wzor a, =nl,

Zajmiemy si¢ teraz problemem prowadzacym do nieco bardziej skomplikowa-
nej zaleznosci rekurencyjnej. Bedzie to klasyczne zadanie o krélikach rozwazane w
XII w. przez Leonarda Fibonacciego z Pizy. Przypusémy, ze kazda nowo
narodzona para krélikéw wydaje co miesiac jedng par¢ potomstwa, poczynajac od
drugiego miesigca Zycia. Oznaczajac przez N, M, D odpowiednio pare krolikow
nowo narodzonych, miodych (jednomiesigcznych) i dojrzalych mozemy nasz
proces, rozpoczynajacy si¢ od jednej nowo narodzonej pary, przedstawi¢
nast¢pujgco:
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Stan poczatkowy N
Po 1 miesigcu M,

Po 2 miesiacach "D, N,

Po 3 miesigcach D, M, N,
Po 4 miesiacach D, D, M, N, N,
Po 5 miesiacach D, D, D, M, M, N, N, N,

Oznaczmy przez f, liczbe krolikow po n miesigcach (przy za}ozenit.l, ze kl:élfki
nie zdychaja), oraz przedstawmy f, jako sume £+ +/" odpowiednio krolikoéw
dojrzatych, mlodych i nowo narodzonych. Dla n > 2 mamy wtedy

(10.1) Lo =far ¥t =for HfP =Sy Hfo-2-

Ostatnia rownos¢ wynika stad, ze pary dorosle po n miesigcach to wszystkie pary
po n—2 miesiacach i tylko one.

Opiszemy teraz technik¢ pozwalajaca na wyznaczenie ogolnego wzoru na f,.
Technika ta oparta jest na pojeciu tzw. funkcji tworzacej. Funkcje tworzace maja
wiele innych zastosowan — niektore z nich omowimy w tym paragrafie. Stanowia
one jedno z podstawowych narzedzi w kombinatorycznych zagadnieniach
zliczania.

Funkcjq tworzqcq dla ciagu liczb zespolonych dg, @y, dy,... nazywamy
nastgpujacg funkcj¢ zmiennej zespolonej x:

(10.2) Ax)= ) a,x"

n=0
Czasami uzywa si¢ tez nazwy funkcja tworzqca zwyczajna, dla odréznienia od
funkcji tworzacej eksponencjalnej wprowadzonej w dalszym ciggu tego paragrafu i
innych rodzajow funkcji tworzacych rozwazanych w rozdziale 3.
. W niniejszym paragrafic wszystkie rozwazane Przez nas ciagi a,, @y, Gy
beda miaty te wlasnosé, ze szereg (10.2) jest zbiezny w pewnym otoczeniu punktu 0
(tzn. dla wszystkich x takich, ze |x| < r, gdzie r > 0). W takim ‘Przypadku z analizy
matematycznej wiadomo, ze suma A(x) rozwazanego szeregu jest funkcja
analityczna w tym otoczeniu i wspolczynniki a, wyrazaja si¢ jednoznacznie
Wzorem - by
(10.3) _ a, = 2 =

w el 2. ..

gdzie A™(0) oznacza wartos¢ n-tej pochodnej funkcji A(x) dla x=0 (p. np
Kuratowski [1]). Wzory (10.1) i (10.2) okreslaja odpowiednio$¢ wzajemnie
jednoznaczna migdzy funkcjami analitycznymi w otoczeniu zera j ciagami q,, g

@2, ... takimi, ze szereg (10.2) jest zbiezny w otoczeniu zera. Co vgi’ i
elementarnym faktem z analizy matematycznej jest to, ze jesli e,

A(x) = E a, X", B(x) = i b.x.

n=0 n=0
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sq funkcjami analitycznymi w otoczeniu zera, to iloczyn przez dowolng liczbe
cA(x), suma A(x)+B(x), iloczyn A(x)-B(x) i pochodna A’(x) sa funkcjami
analitycznymi w otoczeniu zera, przy czym

(10.4) cA(X)= ) ca,x"
n=0

(10.5) A(X)+B(x)= ) (a,+b,)x",
n=(

(10.6) AXx)'B(x)= Y () aba-i)x"
n=;_0 k=0

(10.7) A(x)= ) (n+1)a,,, x"
n=0

W istocie, stosujac funkcje tworzace do problemow zliczania nigdy nie obliczamy
wartosci szeregu (10.2) dla konkretnej wartosci zmiennej x, wyznaczamy jedynie
wspolczynniki funkcji powstalej z pewnych funkcji tworzacych przez zastosowanie
dzialania sumy, iloczynu i rozniczkowania. W rozdziale 3 pokazemy, ze mozemy
nie zajmowac si¢ zupetnie problemem zbieznosci funkcji tworzacych, traktujac je
jako tzw. szeregi formalne, a wigc jedynie jako wygodna formalna reprezentacjg ich
wspolczynnikéw. Przy takim podejsciu wzory (10.4)(10.7) traktujemy jako
definicje dzialan na szeregach formalnych. Zanim jednak scisle uzasadnimy taka
czysto algebraiczna teori¢ funkcji tworzacych, pozostajemy przy podejsciu
analitycznym.
Powrd6¢my do zaleznosci rekurencyjnej (10.1) 1 rozwazmy funkcje tworzaca

(10.8) Fx)=Y fix"
n=0

Zalézmy, ze szereg ten jest zbiezny w pewnym otoczeniu zera. Wtedy na mocy
naszych zaleznosci rekurencyjnych otrzymujemy

F(x) = Zoj;,xﬂ=fo+flx+ ng"x"= l+x+ iz (foe g gy 5" =

=14x+x Y fix"+x* Y fux"=14xF(x)+x2F(x) = 1 +(x+x?) F(x),
1 n=0

a stad

F(x) = T
Latwo sprawdzi¢, ze Wspélczyn{lil.ci powyzszej funkcji analitycznej w otoczeniu
sera istotnie spelniaja zaleznosci fo=fi=1 fi=f- +f,-, dla n>0, co
nasze zalozenie o zbieznosci szeregu (10.8) w otoczeniu zera. Wystarczy
zynniki rozwinigcia funkcji (1—x—x%)"", tzn. rozwina¢ ja
W tym celu znajdujemy najpierw pierwiastki rownanid

uzasadnia :
teraz wyznaczy< wspolc
w szereg Maclaurina.
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|—=x—-x2=0i otrzymujemy rozklad
l—x—x% =(1-ax)(1-px),
gdzie
a=(1+5)2, B=(1-./5)2

Stosujemy teraz metod ; .
1k ¢ wspolczynnikow nieoznaczonych d alezienia wspot-
czynnikow A, B takich, ze y o znalezienia Wspo

1 _ A B _A+B—(4B+Bo)x
(I—ax)(1-Bx) 1—ax 1—-fx (1—-ax)(1—Pfx)
Poréwnujac wspotczynniki w liczniku otrzymujemy A+ B = 1, Af+Bx = 0 a stad

- _—B
A S a—p B_a-—ﬁ'

Stosujac teraz znany wzoOr na sume nieskonczonego postgpu geometrycznego:

°° 1
Y r=1— (pl<))
n=0 -

p
otrzymujemy
A B x &) \ o Czn+ 1 [)m+ 1
F(x)=——+—:-=A4 a"x"+B " x" = > i
( ) —0X 1 — ﬂx ,,;O ngo / ,,go o—
i ostatecznie

f= _l_ (l+\,/§‘n+l—(’1_\/§‘n+l’
VA A 2 J I

Liczby f, nazywamy liczbami Fibonacciego. N |
Uzyta tu metode mozna uogolni¢ na dowolne liniowe rownania rekurencyjne o

statych wspotczynnikach, tzn. zaleznosci postaci

an=Alan—l+A20n'2+"'+Akan-—lu nzk,

gdzie k, Ay, ..., A 5@ ustalone (por. zad. 66). ‘
Znajdziemy teraz funkcje tworzace dla kilku rozwazanych przez nas juz

wczesniej Ciagow.
Zaczniemy od licz

Ao, Gy, A2, s gdzie a,

samej definicji liczb s(n, k) (por. (4.11)).

b Stirlinga pierwszego rodzaju. Funkcja tworzaca dla ciagéw
— s(n, k), jest oczywiscie wielomian [x],; wynika to z

Funkcja tworzaca dla ciagu 0, 1, 2, 3, ... jest
o0 o0 o d B
Y nx"=x T - zox"==xa—;(l—x) l = x(1—x)"2

n=0 n=1
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Wazna role odgrywa funkcja tworzaca dla wspolczynnikow dwumiennych (:)

(n ustalone). Na podstawie wzoru (5.1) mamy:

£ ()2 £, () -0er

k=0
Rozwazmy interpretacje kombinatoryczng tego wzoru analggiczna do om.awia-
nej przy okazji wzoru (5.1). Niech X = le,, ..., €,) bedzie pewnym zbiorem

n-elementowym. W iloczynie (1 +x)" = (I +x)...(14x) ity czynnik 1+ x mozemy

traktowaé jako odpowiadajacy elementowi ¢; i reprezentujacy dwie mozliwe liczby
wystapien tego elementu w podzbiorze: zero razy (sktadnik x° = 1) lub jeden raz
(sktadnik x! = x). Oczywiscie, kazdy podzbioér zbioru X okreslony jest jednozna-
cznie przez podanie liczby wystapien w nim kazdego z elementow ey, ..., €, a
wigc przez wybor skiadnika z kazdego czynnika iloczynu (1 +x)...(1+4x). Sktadnik
rozwinigcia odpowiadajacy takiemu wyborowi ma oczywiscie swoj udziatl rowny
jednosci we wspolczynniku przy x*, gdzie k jest licznoscia naszego podzbioru.

Rozumowanie to przenosi si¢ w oczywisty sposob na sytuacje, w ktorej liczba
wystapien elementu w podzbiorze moze by¢ wieksza od jednosci, tzn. na zbiory z
powtorzeniami. Niech na przyklad X =(3*a,, | xa,, 2*xa;) 1 oznaczmy przez ¢
liczbe podzbioréw k-clementowych tego zbioru z powtorzeniami. Wtedy

Y axt=(1+x+x+x})(1+x)(1 +x+x%) =
k=0

=1+4+3x+5x2+6x>+5x*4+3x° + x5,

Na liczbc_ w.ys'tapieﬁ elementu ¢, mozna naklada¢ dowolne ograniczenia. Na
przyklad, jesli liczba tych wystapien ma by¢ niezerowa, to odpowiadajacy czynnik
ma postac

(x+x2+x*+..)=x(1-x)"",
jesli ma by¢ parzysta, to czynnik ten jest rowny
(1+x24+x*+..)=(1=x?)"1,
jesli nieparzysta, 10
(x4+X3+x3+..)=x(1-x?"!
itd. Obserwacje te prowadza w oczywisty sposob do nastgpujacego ogolnego
twierdzenia:

Twierpzentie 10.1. Niech X = ey, ..., e,) bedzie zbiorem n-elementowym i
oznaczmy przez Cy liczbe k-elementowych zbiorow z powtorzeniami A o elementach z
X takich, zedlai=1,....n wspolczynnik repetycji elementu e; w A nalezy do zbioru

1
{Fis Fizs - 0gr <rp<..)
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Wrtedy funkcja tworzqca dla ciggu c,, Cy, Ca, ... jest réwna

Q0

C) =Y X =(""4x"124 )2 +x24 ) ... (™ +x"+..). O
k=0

W szczegolnosci, jesli nie nakltadamy zadnych ograniczen na liczbe wystapien
kazdego z elementow, to funkcja tworzaca ma postaé

(I+x+x24+ ) (l4x+x3+ . )=(1=x)"'...(1-x)" ' =(1-x)""
Rozwinmy t¢ funkcj¢ w szereg Maclaurina. Mamy
k

e (I1=x)""=(=n)(=n=1)...(=n—k+ 1)1 =x)"""%(=1¢ =[n]*Q —x)" "k,

a wigc

B ~ [n]* Z /m+k—1
l-x)"= Y —xt= X",
=3 =2 (")

= "
co stanowi jeszcze jeden dowodd twierdzenia 6.1.

Zajmiemy si¢ obecnie zliczeniem liczby ciagow okreslonej dtugosci o zadanych
ograniczeniach na liczb¢ wystapien poszczegolnych elementow. Wygodnym

narzedziem do tego celu bedzie funkcja tworzqca eksponencjalna okreslona dla
danego ciagu a,, a,, a,, ... jako
= il
) = — x".
B(x) ,,;, n!
Prawdziwy jest natgpujacy analogon twierdzenia 10.1:

Twierpzenie 10.2. Niech X = ley, ..., ¢,; bedzie zbiorem n-elementowym i
oznaczmy przez c, liczhe ciagow dlugosci k takich, Ze dla i=1, ..., n liczha
wystgpien elementu e; nalezy do zbioru

‘:rn»"iz----} (0<r51<r,‘2<...).

Wiedy funkcja tworzqca eksponencjalna dla ciagu co, ¢y, Ca, ... jest réwna

\

L X x'12 X'ZI +x’22 N ) x'nl X' "2 \
C(X)= Z FXk=(——+___'-+.”) —‘" A L m '+ '+._.).
k=0 "

rg! na! F21° Taze s Tz

Dowéd. Oznaczmy przez D(x) = Yy dy x* iloczyn szeregdw po prawej stronie.
k=0

Podobnie jak przy zliczaniu podzbiorow z powtérzeniami wspdlczynnik d, jest
rowny sumie

k!
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h ciagach iy, ..., i, takich, ze ry; 4.
prawej stronie to nic inncgo jak liczba
wystapien elementu ey, ry, -
awej stronie jest wigc
i w konsekwencji c,

gdzie sumowanie przebiega po wszystkic
+7, = k. Lecz kazdy skladnik sumy po
ciagéw dlugosci k zawierajacych doktadnie ry;,
wystapien elementu e; itd. (por. twierdzenie 5.1). Suma po pr
réwna liczbie wszystkich ciagow diugosci k jakie zliczamy,
sy, k=0, Loes [

Zilustrujemy to twierdzenie na kilku przyktadach. Jesli na liczbe wystapier
elementu ¢; nie narzucamy zadnych organiczen, to zliczamy po prostu wszystkie
ciagi dlugosci k o elementach ze zbioru n-elementowego, czyli wszystkie funkcje ze

zbioru k-elementowego w zbior n-elementowy:
2

C(x) = (1 + 244 ) — () =™ = f

1! 2!

Stad ¢, = n*, w pelnej zgodnosci z twierdzeniem 3.1.
Jesli kazdy element wystgpuje w ciagu €o najwyzej raz, a wigc gdy zli-
czamy wszystkie funkcje roznowartoéciowe ze zbioru k-elementowego w zbidr

n-elementowy, to

s 4]

\n ) 'm " 0 [
C(x)=(1+—x—) —(1+x"= Y (k')x =k§0_l’:%xk

I

i ¢ = [n]k, co stanowi inny dowod twierdzenia 3.2.

Na zakonczenie rozwazymy przypadek, gdy kazdy element wystgpuje w ciggu
co najmniej raz. Odpowiada to oczywiscie zliczaniu wszystkich funkcji ze zbioru
k-elementowego na zbior n-elementowy. Mamy wtedy

n

2 \n
C(X)=<%+%+...) =(e*=1)"= ) (;')ef"(—l)"“f=
12! :

n o0 1

j=0 \
n i (i—)k_ o 5 (n W=
=j§o (j)(_l) kgo%—kgoﬁjgo (j)(—l) ijxk.

Stad otrzymujemy wzor

) (") =1y = z (—1y (:T)(n—j)*,

=0 M

znany juz z twierdzenia 7.3.
Zauwazmy jeszcze, ze z powyzszych zaleznosci — zliczajac tym razem funkcié

ze zbioru n-elementowego na k-elementowy i korzystajac z zaleznosci (8.3) —
otrzymujemy funkcj¢ tworzaca eksponencjalng dla liczb Stirlinga drugiego rodzajy

S(n, k) (k ustalone):
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(-1 = Zs,,,-"—'—ZS(n k)k"‘"‘

n=0

czyli

© n x__ 1)}k
2 St k)% = k!l) :

§ 11. Podzialy liczby

Zajmiemy si¢ obecnie nastgpujacym problemem: Na ile sposobéw mozna dana
liczbe¢ n zapisa¢ w postaci sumy

n=b1+ "'+bk

o skladnikach calkowitych dodatnich. Jesli rozklady rézniace si¢ jedynie
kolejnoscia skladnikow uwazamy za rozne, to zagadnienie nie jest zbyt interesujace.
Liczba takich rozkladéw na k sktadnikow i na dowolna liczbg sktadnikoéw jest

X 2 . . , oy . U TI—
bowiem réwna, jak latwo si¢ przekona¢, odpowiednio (: 1) i 2"~ 1 (p. zad. 69).

Znacznie ciekawszy jest przypadek, w ktorym utozsamiamy rozklady rézniace si¢
jedynie kolejnoscia skladnikow. W dalszym ciggu bedziemy dokonywali zawsze
tego utozsamienia i klas¢ rozkladow rownowaznych bedziemy reprezentowali
przez rozklad o nierosnacych skladnikach. Formalnie, podzialem liczby n na k
skladnikéw bedziemy nazywali ciag liczb catkowitych <(b,, ..., b;) taki, ze b; > b,
>...2 b, >0oraz by + ... + b, = n. Podzial taki zapisujemy zwykle symbolicznie
jako n=b,+ ... +b,. Liczbe¢ wszystkich podzialow liczby n na k skladnikow
oznaczamy przez P(n, k), a liczb¢ wszystkich podziatow liczby n na dowolng liczbe
skladnikow — przez P(n) (przyjmujemy P(0, 0) = P(0) = 1). Oczywiscie

P(n) = z": P(n, k).
k=0

Bardzo pomocnym pojeciem przy badaniu podzialow liczby jest tzw. diagram
Ferrersa. Diagram Ferrersa dla podzialu n = b, + ... +b, sklada si¢ z k w1erszy
odpowiadajacych skladnikom podzialu, przy czym i-ty wiersz sklada si¢ z b,

punktéw (p. rys. 10). Podamy teraz par¢ przykladow zastosowania techmkl
diagramow Ferrersa.

Twierpzenig 11.1. Dlan=2k =20

k
(11.1) P(n, k)= Y P(n—k,i).

i=0



[ 1. Wprowadzenie do kombinatoryki

e o e o bbe e e
¢ o e o o
e o ® e o o
e o e o o

®

Rys. 10. Diagram Ferrersa (a) podziatu 16 = 6+4+4+2, (b) sprzgzonego wzgledem niego podziaky
16 =4+4+3+3+1+1

Dowo6d. Wystarczy zauwazyé, ze operacja usuwania pierwszej kolumny
diagramu Ferrersa ustala odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczng pomigdzy
wszystkimi podziatami liczby n na k skladnikow a wszystkimi sktadnikami liczby
n—k na co najwyzej k skladnikow. [

Latwo zauwazy¢, ze zalezno$¢ rekurencyjna (11.1) wraz z oczywistymi wzorami

P(n,k)=0 dla n <k,
Pn,n)=1 dlan=0,
Pn,0)=0 dla n>0.

okresla jednoznacznie wartosci P(n, k) dla dowolnych n, k.
Podzial sprzezony wzgledem podzialu n = b, + ... + b, okreslamy jako podzial
n=b¥+ ... +bf, gdzie

b*=|: 1<j<kabjzill=maxij: | <j<k Anb;>i].

Zauwazmy, ze podzial sprzg¢zony, to nic innego jak podzial okreslony przez
transpozycj¢ (zmiang roli wierszy i kolumn) w diagramie Ferrersa (p. rys. 10).
Transpozycja diagramu Ferrersa okresla odpowiednios¢ wzajemnie jednoznacznd
miedzy podziatami liczby n na k sktadnikéw a podziatami tej liczby o najwigkszym
skladniku rownym k. Odnotujmy ten fakt:

TwierDzENE 11.2. Liczha podzigiow liczby n na k skladnikow jest rowna liczbie
podzialow liczby n o najwickszym skladniku réwnym k. [

Podzial rowny podzialowi sprzgzonemu wzglgdem siebie nazywamy samosprz¢
zonym. Uzycie techniki. diagramow Ferrersa pozwala na latwe udowodnient
nastepujacego twierdzenia. |
NiE 11.3. Liczba podzialow samosprzezonych liczby n jest réwna liczbié

zby n na skladniki nieparzyste parami rozne.

Dowod Odpowiednioﬁé migdzy podzialami obu typow jest pokazana na rys..
- " .wi samosprzgzonemu n = b+ ... +b'k odpowiada podzial n =0 + °":y
1. POdle. ¥ _ b, —2i+1, przy czym wiersz diagramu Ferrersa odpowiadaja
F¢,, BATC 6= < ’ .

TwIERDZE
podzialéw lic
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sktadnikowi ¢; mozemy traktowa¢ jako powstaly z tych punktéw i-tego wiersza
i i-te] kolumny diagramu Ferrersa podziatu n = b, + ... +b,, ktére sa polaczone
linig na rys. 11. [

— 9o o o o o o oo

* —o—0—o—o—0—0
I—Q *—o—o
@ ®

Rys. 11. Wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy podzialami samosprzezonymi a podzialami
na skladniki nieparzyste parami rdzne

Mamy tez fakt nastepujacy:

TwierpzeNiE 11.4. Liczba podzialow liczby n na skladniki parami rézne jest
rowna liczbie podzialow liczby n na skladniki nieparzyste.

Dowod. Wykazemy odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczna migdzy podziata-
mi, o ktorych mowa w twierdzeniu. Rozwazmy dowolny podzial liczby n na
sktadniki nieparzyste a,, ..., a,, w ktorych sktadnik a; wystepuje r; razy, i
=1, ..., p. Niech

ri=2‘“+2q2+... ((!l>‘h>-")

bedzie przedstawieniem binarnym liczby r;. Suma naszego podziatu nie ulegnie
zmianie, jesli zastapimy r; skladnikow a; przez parami rozne sktadniki

q 92
a.-zl, a,-2 9 e

Dokonujgc takiej zamiany dla i =1, ..., p i porzadkujac otrzymane sktadniki w
ciag nierosngcy, otrzymujemy pewien podzial liczby n na sktadniki parami rozne.
Wynika to z faktu, iz kazda liczba ma jednoznaczne przedstawienic postaci a24,
gdzie a jest nieparzyste i ¢ = 0. Latwo zauwazyC, .2e transformacji odwrotnej
mozna dokona¢ przedstawiajac w postaci a2’ (a nieparzyste, ¢ > 0) kazdy ze
skladnikow podziatu na skladniki parami'r()inc._ n.as.tcpme. grupujac sktadniki
wedlug ,.czynnika nieparzystego™ 4, 1 queszcne zamlema'me‘ kazdft takyq grupe a2_'“,
a2 (g, >¢q;>..) na r=2ql+2.2'f"... s!dadanqw rownych a. Nasza
transformacja okresla wigc odpowiedniosc e Jednognflczp 4 pomiedzy
podzialami na skladniki parami rozne a p.od'zmla.ml na skladniki nieparzyste. [

Oznaczmy przez E(n) i O(n) liczbe .poc'i?lalow liczby n na odpowiednio parzysty
I nieparzysta liczbg sktadnikow parami Foznych. Ostatnim przyk!adem zastosowa-
Nia techniki diagraméw Ferrersa jaki tu podamy jest dowod nastgpujacego
twierdzenia.

5 ~ Analiza kombinatoryczna
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TwierpzeNie 11.5 (Euler).
(—1y, jesli n jest postaci (3k*+k)/2,

E(n)—-0(n) = { 0, w przeciwnym przypadku.

Dowéd (Franklin [1]). Dla danego podziatu n=b,+... +b, gdzie
b, > ... > b, wprowadzmy dwa parametry:

b=bk‘ l=max:j: b]=b|+l-j}.

s amng s anuns e

& O

Rys. 12. Do dowodu twierdzenia Eulera (b =2, = 3)

Parametry te sa licznosciami odpowiednio podstawy diagramu Ferrersa, tzn. jego
ostatniego wiersza, oraz przekqtnej, tzn. prawego gornego ograniczenia diagramu
Ferrersa (p. rys. 12). Okreslimy teraz transformacje, ktéra przyporzadkowuje
podzialowi liczby n na parami rozne skladniki, podzial tej samej liczby na o jeden
wigksza lub o jeden mniejszg liczb¢ parami réznych skladnikow. Jesli b < r, lub tez
b =t oraz podstawa i przekatna s rozlaczne, to nasza transformacja polega na
utworzeniu z podstawy nowej przekatnej, tzn. na usunigciu podstawy i dodaniu po
jednym punkcie na koniec kazdego z pierwszych b wierszy diagramu Ferrersa (p.
rys. 12). Jesli b > t+1, lub tez b > oraz podstawa i przekatna sa rozlaczne, to
tworzymy z przekatnej nowa podstawe, tzn. usuwamy po jednym punkcie z konca
kazdego z pierwszych b wierszy diagramu Ferrersa i dodajemy nowy wiersz
licznosci b. Zauwazmy, ze w ten sposob okreslilismy nasza transformacje dla
wszystkich podzialéw na parami rozne skladniki, z wyjatkiem podzialéw o
diagramie Ferrersa. w ktorym podstawa ma punkt wspdlny z przekatna, przy
czym oznaczajac liczb¢ wierszy — réwna w naszym przypadku licznosci przekatnej
— przez k, mamy b =k lub b = k+ 1. Suma podzialu wynosi w takim przypadku
odpowiednio

n=k+k+1)+... +(2k—1) = (3k*—k)/2
lub
n=k+1)+k+2)+ ... +2k = (3k*+k)/2.

Latwo zauwazyé, ze nasza transformacja jest inwolucja na kla}sie wszyst.kich
podzialéw, dla ktorych jest okreslona, tzn. wykonujac ja dwukrot.me otrzymujemy
podzial wyjsciowy. Stad juz oczywisty wniosek, ze wéréd podzialdow na parami
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rézne skladniki nie bedacych postaci

(11.2) n=2k-1)+(2k—=2)+... +k
ani tez
(11.3) n=2k+2k—1)+... +(k+1)

okresla ona odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczna miedzy podzialami na parzysta
i nieparzysta liczbg¢ skiadnikow. Wystarczy teraz zauwazyé, ze dla n postaci
(3k?+k)/2 istnieje jeden dodatkowy podzial na k skladnikéw postaci (11.2) lub
(11.3), ktory nie ma swojego odpowiednika wsréd podzialoéw liczby n o przeciwnej
parzystosci liczby skladnikéw. [

Podobnie jak w przypadku podzialow zbioru (por. § 8) typem podziatu n = b,
+ ...+ b, bedziemy nazywali ciag {4, ..., 4,) taki, ze 4; jest liczba skladnikow
rownych i w tym podziale. Oczywiscie

(11.4) Av+24+ ... +ni, =n.

W odréznieniu od podzialow zbioru, typ podziatu liczby wyznacza oczywiscie ten
podzial jednoznacznie. Liczb¢ P(n) mozemy wigc interpretowac jako liczbe

rozwigzan rownania (11.4) w liczbach catkowitych nieujemnych 4,, ..., 4,, liczbe
P(n, k) za$ jako liczbg¢ tych rozwiazan, ktore spetniaja dodatkowo warunek 4,
+...4+4,=k.

Oznaczmy przez P,(n) liczb¢ podzialow liczby n na skladniki nie przekraczaja-
ce h i niech ¢,(x) bedzie funkcjg tworzaca dla ciagu P,(0), P,(1), ...

TwierDzENIE 11.6.
op(x) = Y Py(m)x"=
n=0

=(1+x+x24+x3+ )1 +x2+x*+x+ ) (T+x "+ x4 344 ) =
=(1-x)"11-x"1...0-x"""L

Dowdd. Zgodnie ze wzorem na iloczyn szeregow, prawa strona jest sumg

skladnikow postaci
l‘xuz...x“" IR AR

(4; jest numerem wyrazu wybranego z i-tego szeregu). Wspolczynnik przy x" jest
wigc rowny liczbie ciagow {4y, ..., Ay takich, ze 4, +24,+ ... +hi, = n, a wiec,
zgodnie z naszymi poprzednimi uwagami, jest on rowny P,(n). [

Mozna wykazaé, ze ciag funkcji analitycznych ¢, (x), @2(x), ... jest zbiezny
jednostajnie w pewnym otoczeniu zera do pewne;j funkcji analitycznej ¢ (x) bedacej
funkcja tworzaca dla ciagu P(0), P(l), ..., tzn. ze zachodzi wzor

S P(n)x"= [Ta-x"

n=0 i=1

(por. zad. 71). Do wzoru tego powréocimy jeszcze w rozdziale 3.
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§ 12. Geometrie skonczone

. Jak wiadomo, kazde cialo skoficzone liczy p™ elementow, gdzie p jest liczby
pierwsza a meN. Co wiecej, dla kazdego p i m istnieje, z dokladnoscig do
1izomorfizmu, dokladnie jedno cialo o g = p™ elementach, oznaczane zwykle prze;

GF (). Podstawowe wiadomosci o cialach skoniczonych Czytelnik moze znalez¢ w
Dodatku. '

Kazda przestrzen liniowa n-wymiarowa nad cialem GF(q) jest oczywiscie
izomorficzna z przestrzenia V(n, q) zlozona z ciagow <{xy, ..., X»), X;€GF(g), 2
naturalnymi dzialaniami:

<xl’ xn>+<yla e .vn> = <xl +.vla L xn+yn>’
P TC TP 0, 3R o - . R
Rozwazmy zbior wszystkich podprzestrzeni liniowych przestrzeni V(n, q) czgscio-

wo uporzadkowany przez relacj¢ zawierania. Latwo sprawdzi¢, ze zbior ten jest
krata, przy czym

ZAT=ZnT,
ZvT=!z+t: zeZ A teTj.

Zerem i jedynka w tej kracie sa odpowiednio podprzestrzen zerowa, ktorej
jedynym elementem jest 0 = <0, ..., 0), oraz cala przestrzen V(n, q). Krate t¢
bedziemy oznaczali przez #(n, q). Zauwazmy, Ze ranga elementu Z tej kraty, to
nic innego jak wymiar podprzestrzeni Z (oznaczamy go zwykle przez dim Z).

V(3,2)

on

101

Z(3,2)

0

Rys. 13. Przestrzen liniowa V(3, 2) i krata jej podprzestrzeni .#(3, 2)
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Na rys. 13 przedstawiono schematycznie przestrzen liniowa V(3, 2) oraz kratg
£3,2). ?Odpr.zestrzenie jednowymiarowe przestrzeni V(3, 2) maja postaé |0, a},
gdzie a jest _mezerowym elementem przestrzeni V(3, 2). Elementy rangi 1 w
£(3,2) HEOAnA wigc identyfikowaé z elementami niezerowymi przestrzeni.
Podprzestrzenie dwuwymiarowe sa nastepujace (kazda z ponizszych podprzestrzeni

jest z.b 1)orem elementéw (x,, x,, x;) spetniajacych rownanie wypisane po prawej
stronie):

H; = {000, 001, 010, 011}, x, =0
H, = {000, 001, 100, 101}, X, =0,
H; = (000, 010, 100, 110!, x; =0,
12.1) H, = {000, 011, 100, 111}, Xs+x; =0,
Hs = {000, 010, 101, 111}, x;  +x3=0,
H, = {000, 001, 110, 111}, x,4+x, =0,

H, = {000, 011, 101, 110}, x,+X,+x;3 = 0.

Podprzestrzenie H,, H,, H; odpowiadaja bokom szescianu z rys. 13 zawierajacym
000, podprzestrzenie H,, Hs, H, natomiast , plaszczyznom” przechodzacym przez
krawedz szescianu zawierajaca 000 i rownolegla do niej krawedZ zawierajacg 111.
Podprzestrzeni H, nie mozna nada¢ takiej prostej interpretacji, ktéra uzywalaby
intuicji zwiazanych z geometryczna struktura zwyklej przestrzeni euklidesowej R®.

Podobnie jak w przypadku innych rozwazanych przez nas zbiorow czesciowo

uporzadkowanych, bedzie nas interesowala liczba elementow rangi k w Z(n, q).

\ 'l‘ b » - -
Liczbe te oznaczamy przez (A) i nazywamy wspolczynnikiem Gaussa.
q

TwierpzeNie 12.1.

n (@"—D@"—a).(¢"—¢" ") _@"=DE" " =D...(¢" 1)
(k),, T (G =1(g*—q)...(¢"—¢*"") G- ' =1)...(g=1)

(przyjmujemy (;) = 1).

Dowé6d. Policzymy dwoma sposobami wszystkie bazy {e,, ..., e,) wszystkich
k-wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni V.(n, q) (baz¢ traktujemy jako ciag, w
ktorym kolejnosé elementow jest istotna). Z jednej strony, element e, takiej bazy
mozemy wybraé na g"—1 sposobow, element e, na q"—q sposobéw, i ogblnie:
element ¢, na ¢"—q' ' sposobow, e, moze bowiem byé dowolnym elementem
przestrzeni V(n, g) nie nalezacym do (i—1)-wymiarowej podprzestrzeni rozpietej
przez e,, ..., e-,. Daje to (@"—1)(G"—q)...(¢"—¢*"") mozliwoéci. Z drugiej

. . n
strony, na mocy podobnego rozumowania, dla kazdej sposréd (k) podprzestrzeni

9

k-wymiarowych przestrzeni V(n, q) istnieje dokladnie (q"—l)(q"~q)“.(qk_ ¢ Y
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baz, ktore ja rozpinaja. Stad liczba wszystkich baz wszystkich podprzestrzep
k-wymiarowych jest rowna (:) (@ —=1(q"-q)...(¢"—¢"""). Wystarczy teraz py.
rowna¢ wyniki otrzymane tymi dwoma sposobami. [ e

(12.2) Y (7).

k=0 k q4
Mozna latwo wykazaé, ze podane w twierdzeniu 12.1 wyrazenie okreslajace
(:) dazy do (:) przy q— 1. Okazuje si¢, ze wiele tozsamosci zwigzanych ze
‘ /

wspolczynnikami Gaussa daje znane tozsamosci dla wspélczynnikéw dwumien-
nych przy podstawieniu ¢ = 1. Co wigcej, tozsamosci dla wspotczynnikoéw Gaussa
maja cz¢sto podobne dowody , kombinatoryczne” jak odpowiednie tozsamosci dla
wspolczynnikéw dwumiennych. Przytoczymy teraz niektore z nich.

-0

Wz6r ten wynika bezposrednio z drugiego wyrazenia na (:) w twierdzeniu 12.1.

9

Pokazemy jednak inny dowdd, ktory przy okazji powie znacznie wigeej 0
strukturze kraty £(n, g). Przypomnijmy najpierw pewne elementarne fakty z
algebry liniowej. Przestrzenia dualng wzgledem danej przestrzeni liniowej W nad
cialem K nazywamy przestrzen liniowa W* zlozona z wszystkich funkcjonalow
liniowych f: W — K z dzialaniami okreslonymi w naturalny sposéb:

(S+9) (W) = f (W) +g(w),
(A1) (w) = Af (w).

Kazda baza {e,, ..., e,) przestrzeni W okresla baze dualng ef, ..., e* w W%
gdzie ef(e;) =4;; (delta Kroneckera). W przypadku przestrzeni skonczeni
wymiarowych przestrzenie W i W* sa wigc izomorficzne. Niech teraz W = V(n, 9)-
Dia kazdej podprzestrzeni T < W oznaczmy przez T* zbior tych funkcjonatow f,
ktérych jadro f~'(0) zawiera T Oczywiscie T* jest podprzestrzenia przestrzeni
W*, przy czym

TcS=Tios'

tzn. przyporzadkowanie T+ T okresla monotoniczne odwzorowanie kraty
£ (n, q) w kratg dualng £*(n, q) (tzn. krat¢ powstala z £ (n, g) przez odwrécenic
czesciowego porzadku). Pozostawimy Czytelmkq\{v'l sprawdzenie, ze odwzorowa.me
to jest izomorfizmem (por. zad. 73). Udowodmhsn.n-/ wigc, ze krata Z(n, q) _|_dt
samodualna, tzn. izomorficzna z krata wzgledem niej dualng. Wzér (12.3) wynik
wiec z faktu, iz element rangi k w ¥ (n, q) ma range n—k w £*(n, q).
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Udowodnimy obecnie analogon tozs i zwi : ;
wzor (5.12)). ’ amosci zwigzanej z tréjkatem Pascala (p.

(12.4) (") _ n—l) (=1
k), (k—l 4 ( " ).'

Dowdd. Ustalmy w ¥ (n, g) dowolna podprzestrzeri jednowymiarowa U. Zbiér
wszystkich podprzestrzeni k-wymiarowych przestrzeni V(n, q) rozpada si¢ na dwie
rozlaczne klasy: tych, ktére zawieraja U, i tych, ktére podprzestrzeni U nie
zawieraja. Na mocy samodualnosci kraty #(n, g) liczno$é pierwszej klasy wynosi
tyle, ile jest podprzestrzeni (n—k)-wymiarowych przestrzeni (n— 1)-wymiarowej,

czyli

n—1 n—1 n—1

(n—k), a ((n—l)-—(n-—k))‘, B (k—l),’
co pokrywa si¢ z pierwszym skladnikiem po prawej stronie wzoru (124).
Wyznaczymy teraz licznosé¢ drugiej klasy. Mamy |U| = g, a wigc mozemy wybrac
baze podprzestrzeni k-wymiarowej nie zawierajacej U na

(qn_q)(qn_qz)”‘(qn_qn-|) =qk(q""—l)(q"'l—q)...(q"_'—q"'—l)

sposobow. Lecz kazda taka podprzestrzen jest wyznaczona przez' dokladnie
(¢ —1D(g*—q)...(¢"—¢* ") roznych baz. Stad licznos¢ drugiej klasy wynosi

k-l)

g ' —-1¢" '—q)...(¢" '—q =qk(n—l)
@*—1(g*—q)...(¢"—=¢""" k)

co konczy dowod. [
Udowodnimy teraz tozsamos¢, ktéra w pewnym sensie mozemy uwazaé za

analogon wzoru dwumiennego (5.1).

TwierpzeNie 12.3.

(12.5) = ¥ (:) (x—1)(x—=q)...(x=g*"").
k=0 4q

Dowo6d. Wystarczy wykazac te tozsamos$¢ dla nieskonczenie wielu wartosci
zmiennej x — stad oczywiscie wyniknie rownos¢ wielomianéw po obu stronach.
Obliczymy dwoma sposobami liczbg odwzorowa'iﬂ linipwych f: V(n, q) = X, gdzie
X jest przestrzenig liniowa o x elememac!\ (x jest wiec post§0i ™, m=1,2 ..)
Z jednej strony, kazde takie odwzorowanie jest jednoznacznie wyznaczone przez
wybranie jednego z x mozliwych obrazéw kazdego z elementow pewnej ustalonej
bazy (e, ..., € przestrzeni V(n, g), a wiec wszystkich odwzorowan jest x" (lewa
strona wzoru (12.5). Z drugiej strony, policzmy ile jest odwzorowan liniowych
o ustalonym jadrze T wymiaru k. Ustalmy w tym celu bazg {e,...,e,)
przestrzeni V(n, q) taka, Ze ey, ..., e jest baza podprzestrzeni T. Kazde od-
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wzorowanie liniowe [ V(n, ) > X takie, ze f “10) =T jest wyznaczone jedno.
znacznie przez wybranie liniowo niezaleznych obrazéwlelementon €t S
Takich wyboréw jest oczywiscie (x—1)(x—g)...(x—¢*""). Dla kazdego k jadro

wymiaru k mozemy wybra¢ na (:) sposobéw, prawa strona wzoru (12.5) wyraza
q

wiec rowniez liczbe wszystkich odwzorowan liniowych z V(n, q) w X. [
Podobienistwo wzoru (12.5) do wzoru dwumiennego polega na tym, Ze przy

" /n , .
g—1 prawa strona przechodzi w sumg Z (k)(x—l)", w ktorej latwo
k=0

rozpoznajemy rozwinigcie wyrazenia ((x—1)+1)"

Zauwazmy, ze w istocie twierdzenie 12.3 moéwi, iz wspolczynniki Gaussa
okreslaja przejicie z bazy (x—1)(x—gq)...(x—¢*" "), k=0,1,..., do bazy
x*, k=0,1,... Wspolczynniki przejscia w przeciwna stron¢ poznamy w
nastegpnym rozdziale.

Niech T bedzie dowolna przestrzenia liniowa, Z za$ dowolna jej podprze-
strzenia. Relacja binarna = okreslona na T wzorem

a=b<a—-beZ
7

jest oczywicie relacja rownowaznosci. Jej klasy abstrakcji nazywamy warstwami
przestrzeni T wzgledem podprzestrzeni Z. Zgodnie z definicja kazda taka warstwa
ma postac

a+Z = la+z: zeZ),

przy czym a+Z =b+Z wtedy i tylko wtedy, gdy a—be Z. Latwo tez sprawdzié,
ze zbior A € T jest warstwa wzgledem podprzestrzeni Z wtedy i tylko wtedy, gdy
—a+A =7 dla pewnego z_zeA (lub réownowaznie, dla wszystkich ae A). Wymiar
warstwy a+Z'dehmu1emy Jako wymiar podprzestrzeni Z. Zauwazmy, ze przeciecie
dowolnej rodziny ¢ Ai>!-F, war.stw (niekoniecznie wzgledem tej samej podprzestrzeni)
jest albo puste, albo jest tez warstwg. Istotnie, zalozmy, ze ae () A;. Przeciecie
podprzestrzeni liniowych .-Q (—a+4;) =S jest podprzestrzeniy lir;;é)wq i oczywis-
cie () A; = a+S. Stad wniosek, ze zbior wszystkich warstw wzgledem dowolnych
pOd.;’rzestrzeni przestrzeni T, u-zupe!niony 0 gbi.(')r pusty, tworzy krate, w ktorej
AAB=ANB, Av B natomiast jest przecieciem wszystkich warstw zawiera-
jacych A u B. Mozna tez latwo wykazaC, ze jesli T jest przestrzenia liniowa nad
cialem K, to A v B jest zbiorem wszystkich glementéw postaci 4, a, 4 ... + A, ap,
gdziem>= 1,4, ..., An€K, 41+ ... +'l... i liay, ..., ane AU B (p. zad. 76). Kratg
warstw n-wymiarowej przestrzeni liniowe .nad cialem GF(q? bedziemy oznaczali
przez .</(n, q). Na rysunku 14 przedstawiono schematycznie przestrzeri liniowa

V(2, 2) oraz krate </(2, 2).



Rys. 14. Przestrzen liniowa V/(2, 2) i krata jej warstw .o7(2, 2)

Krate .oZ(n, gq) opisuje si¢ czesto w bardziej ,geometrycznych” terminach,
uzywajac pojecia tzw. geometrii afinicznej AG (n, g) (uzywana jest tez czasem nazwa
geometria euklidesowa i oznaczenie EG(n,q)). O elementach przestrzeni V(n, q)
(ktore mozemy oczywiscie utozsamiac¢ z elementami rangi 1 w «/(n, g)) mowimy, 7e
sa punktami geometrii AG(n, ), natomiast o warstwach jednowymiarowych
przestrzeni V(n, g) (tzn. o elementach rangi 2 w ./(n, q)), ze sa prostymi tej
geometrii. Jesli punkt a nalezy do prostej L, to méwimy tez, ze prosta L
przechodzi przez punkt a, lub ze jest incydentna z a. Zauwazmy, ze przez kazde
dwa rozne punkty a, b geometrii AG(n, g) przechodzi dokladnie jedna prosta —
jest nia mianowicie prosta

L="'ia+(1=A)b: ieGF(q)).

Ogblnie, przez podprzestrzen k-wymiarowq geometrii AG(n, g) rozumiemy do-
wolna warstwe k-wymiarowa przestrzeni V(n, q), tzn. element rangi k+1 w
</ (n, q). Latwo sprawdzi¢, ze zbior A < V(n, q) jest podprzestrzenia geometrii
AG (n, g) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych dwoch réznych punktéw a, be 4
prosta przechodzaca przez te punk'ty jest zawarta w A (p. zad. 77).

Zajmiemy si¢ obecnie konstrukcja tzw. geometrii rzutowej PG (n, q). Rozwazmy
w tym celu przestrzen liniowa V(n+1,4). O dowolnych dwéch elementach
a, beV(n+1,¢q)\ |0} bedziemy mowili, ze sa proporcjonalne, jesli a =ib dla
pewnego AeGF(q) (tzn. jesli ab sq liniowo z?leine). Proporcjonalno$é¢ jest
oczywiscie relacja rOwnowaznoscl na V‘(n+l. q)\‘.O}. Klasy abstrakcji tej rela-
cji — mozemy O nich mysle¢ .jako 0 ,,klerur!kac'h’ w V(n+1,q) — przyjmujemy
jako punkty geometrii rZutowe PG (.n, q). Jesli .T jest podprzestrzenig k-wymiarowsg
przestrzeni V(n+1,4), to T! 0 Jest oczywiscie suma rozlgczng pewnej liczby
naszych klas abstrakcji. O zbiorze tych kla§ abstrakcji — a wigc punktéw
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geometrii PG(n, q) — bedziemy mowili, ze tworzy podprzestrzen (k— 1)-wymiarowg
geometrii PG (n, q) wyznaczona przez T (przyjmujemy, ze @ jest podprzestrzenig
wymiaru —1 geometrii PG(n, q)). W szczegdlnosci, podprzestrzenie wymiaru |
geometrii PG(n, g), zwane prostymi tej geometrii, s3 wyznaczone przez podprze-
strzenie dwuwymiarowe przestrzeni V(n+1, q). Zgodnie z ta definicja istnieje
odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna migdzy podprzestrzeniami geometrii
PG(n, q) a podprzestrzeniami przestrzeni V(n+1, q), ktora, co wigcej, ustala
izomorfizm kraty podprzestrzeni geometrii PG(n, q) (gdzie czgsciowy porzadek
odpowiada inkluzji) z kratg Z(n+1, q).

Szczegodlnie prosty jest przypadek g = 2. Mozemy bowiem wtedy utozsamiaé
punkty geometrii PG(n, q) z niezerowymi elementami przestrzeni V(n+1, g).

Latwo sprawdzi¢, ze podobnie jak w przypadku geometrii afinicznej przez
kazde dwa rozne punkty geometrii rzutowej przechodzi dokladnie jedna prosta;
wynika to z faktu, iz kazde dwie rozne podprzestrzenie jednowymiarowe
przestrzeni liniowej rozpinaja pewna podprzestrzen dwuwymiarowg.

Wyznaczymy obecnie liczb¢ podprzestrzeni danego wymiaru dla AG(n, g) i
PG(n, q).

Twierpzenie 124. (a) Liczba podprzestrzeni k-wymiarowych geometrii AG(n, g),
tzn. liczba elementow rangi k+1 w .</(n, q), jest rowna q""‘( :) .

K/,
(b) Liczha podprzestrzeni k-wymiarowych geometrii PG(n, q), tzn. liczba

1
elementow rangi k+1 w Z(n+1, q), jest rowna (n+ )
k+1/,
Dowéd. (a) Kazda podprzestrzen k-wymiarowa T przestrzeni V(n, g) liczy ¢*
elementow i indukuje podzial przestrzeni V(n,g) na ¢" * warstw przestrzeni

V(n, q) wzglgdem T. Podprzestrzen k-wymiarowa mozemy wybra¢ na (:)

e d

sposobow, stad liczba wszystkich warstw k-wymiarowych jest réwna q""‘(:)-
q

Punkt (b) jest oczywisty. [
W przypadku n = 2 termin ,geometria” zastgpujemy terminem ,plaszczyzna”, i
mowimy o plaszczyznie afinicznej AG(2, q) i plaszczyZnie rzutowej PG(2, q).

Plaszczyzna AG(2, q) zawiera g* punktow ¢x, y> (x, ye GF (9)), oraz, zgodnie Z
twierdzeniem 124,

2
2-1(" — q -1 = g2
q (l) Ty et

prostych. Latwo zauwazy¢, Ze jest to g prostych ,pionowych” (o ,nieskoniczonym
nachyleniu”) o réwnaniach

x=c (ceGF(qg),
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oraz, dla kazdego aeGF(g), po 4 prostych o ,nachyleniu” a, o réwnaniach

y=ax+b (beGF(q)).

Oczywiscie, kazde dwie rézne proste albo si¢ przecinaja w dokladnie jednym
pu'nk.me, a.lbo $3 rozlaczne. Jesli dwie proste L,, L, sq rozlagczne lub rowne, to
mowimy, Z€ sa one rownolegle i piszemy L,||L,.

Odnotujmy nastepujace trzy wlasnosci plaszczyzny AG(2, g):

PALl. Przez kazde dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.

PA2. Dla kazdej prostej L i kazdego punktu p nie lezqcego na tej prostej istnieje

dokladnie jedna prosta L' przechodzqca przez p i réwnolegla do L.

PA3. Istniejq cztery réine punkty, z ktérych zadnme trzy nie leiq na jednej
prostej.

Wiasnosci PA1 i PA3 sg oczywiste, wlasnos¢ PA2 (,postulat Euklidesa™)
sprawdzamy rozwazajac jako L' odpowiednia prosta o tym samym — by¢ moze
nieskoficzonym — nachyleniu co L i zauwazajac ponadto, iz proste o réznych
nachyleniach zawsze si¢ przecinaja.

Wiasnosci  PA1, PA2, PA3 moga sluzyé jako system aksjomatow w
abstrakcyjnej definicji plaszczyzny afinicznej. Bedziemy mianowicie mowili, ze para
(X, #), gdzie X jest zbiorem (ktorego elementy nazywamy punktami), za§ #
pewna rodzing podzbioréw zbioru X (zwanych prostymi), jest plaszczyznq
afiniczng, jesli spetnione sa warunki PA1, PA2, PA3. Oczywiscie kazda plaszczyzna
AG(2, q) jest szczegélnym przypadkiem takiego abstrakcyjnego pojecia plaszczy-
zny afinicznej. mozna jednak wykazac (por. M. Hall [3]). Ze istnieja skonczone
plaszczyzny afiniczne — tzn. plaszczyzny afiniczne o skoficzonym zbiorze punktow
— ktore nie sy izomorliczne z zadnag plaszczyzna AG(2, q) (przez izomorfizm
ptaszczyzn (X,, #,), (X,, #,) rozumiemy oczywiscie istnienie odwzorowania
wzajemnie jednoznacznego f zbioru X, na =zbiér X, takiego, ze
Le#,< f(L)e 4,).

Zauwazmy, ze w dowolnej plaszczyznie afinicznej relacja rownoleglosci (tzn.
rownosci lub rozlacznosci) jest relacja rownowaznosci na zbiorze prostych. Jest
ona oczywiscie zwrotna i symetryczna, wystarczy wigc wykazaé, ze jest
przechodnia. W tym celu zatoézmy, ze Ly||L; i Lo||Ly. Jesli L, =L, lub L, = e
to oczywiécie L,[|L;. Niech wiec L, # L, oraz L, # Ly. Przypusémy, ze
peL, N L,. Zgodnie z PA2 istnieje dokladnie jedna prosta przechodzaca przez p i
rownoleglta do L,. Stad L=L, =L;.

Klasy abstrakcji relacji rownoleglosci nazywamy kierunkami. Oczywiscie w
przypadku plaszczyzny AG (2, ) mamy g +1 klerunk(?w, kazdy ztozony z prostych
o tym samym, by¢ moze nieskoniczonym nachyleniu (p. rys. 14, gdzie mozna
rozpoznaé plaszczyzne AG(2, 2)). .

W podobny sposob mozemy wprowagizné abstrakcyjne pojecie Plaszczyzny
rzutowej jako pary (X, #), gdzie X jest zbiorem elementéw zwanych punktami, 2
rodzing jego podzbiorow, zwanych prostymi, oraz speinione sg nastepujace
warunki:
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PR1. Przez kaide dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.
PR2. Kaide dwie rozne proste przechodzq przez dokladnie jeden wspdlny punk,

PR3. Istniejq cztery rézne punkty, z ktérych Zadne trzy nie lezq na jednej
ostej. . '
i Oézywiécie, plaszczyzna PG(2, q) jest szczeg6lnym przypadkiem takiego
abstrakcyjnego pojecia plaszczyzny rzutowej. Wiasnos¢ PR2 dla plaszc.zyzny
PG(2, q) wynika z oczywistego faktu, iz przecigcie kazdych dwéf:h.réznych
podprzestrzeni dwuwymiarowych w V(3, g) jest pewna podprzestrzenia jednowy-

miarowa (jest to tez wniosek z PR1 i samodualnosci kraty Z(3; q))-

Przypatrzmy si¢ blizej ptaszczyznie PG(2, 2). Jej punkty mozemy utoZsamiac
z siedmioma niezerowymi elementami przestrzeni V(3, 2), jej siedem prostych
otrzymujemy natomiast usuwajagc element zerowy z siedmiu podprzestrzeni
dwuwymiarowych H,, ..., H, przestrzem V(3, 2) wyznaczonych juz poprzednio
przy konstrukcji kraty Z(3, 2) (p. rys. 13). Plaszczyzng PG (2, 2) (jest ona takze
zwana plaszczyzng Fano) przedstawiono schematycznie na rys. 15. Jej proste sg
reprezentowane przez odcinki faczace odpowiednie trojki punktow, z wyjatkiem
prostej (011, 101, 110}, ktora jest reprezentowana przez okrag.

100

10 101

010 on 001

Rys. 15. Plaszczyzna rzutowa PG (2,2) (plaszezyzna Fano)

Mozna wykazac, ze istnieja skonczone Plaszczyzny rzutowe —

rzutowe o skoriczonej liczbie punktow — ktére nie sq izomortfzigénz}aimgg:y
plaszczyzna PG (2, g) (p. np. M. Hall [3) 2

Wprowadzimy obecnie pojecie rzgdu plaszczyzny rzutowej. Do tego celu bedzie
nam potrzebny nastgpujacy lemat.

LEMAT 12.5. Dla kazdej skoriczonej plaszczyzny rzutowej istnieje liczba m taka, 2e

kazda prosta liczy dokladnie m+1 punktéw i przez kazdy punkt przechodzi dokladnie
m+1 prostych.

Dowéd. Rozwazmy dowolne dwie proste L,, L,. Udowodnimy, ze |Ly| = |L4l-
Wykazemy najpierw, ze istnieje punkt p¢ L, U L,. Istotnie, niech q, b, ¢, 4 beda
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caterema; punkan, l.“,érych istnienie orzeka PR3. Jesli wszystkie one naleza do
L,vlL, to l?ez Zmnigjszenia ogoélnodei mozemy przyjaé, ze a, be L,\ L, oraz c,
deL,\L,. Nxech L,, L4’ beda prostymi przechodzacymi odpowiednio przez a, c i
b & orez niech p bedzie punktem przecigcia prostych L i L,. Nie moze by¢
pely: gyt V.vte(.iy, wobec PRI, byloby L, =L, i w konsekwencji ce L;, wbrew
naszemu za!ozemu. Podobnie niemozliwy jest przypadek peL,; a wiec p¢ L, U L,.

Dla kazdego punktu qeL, istnicje, wobec PRI, dokladnie jedna prosta

Przechodzqca przez p 1 a. Na mocy PR2 prosta ta przecina L, w dokladnie
jednym punkcie — oznaczmy go przez S (a). Okreslona w ten sposob funkcja
fi Ly = L, wyznacza oczywiscie odwzo

. rowanie wzajemnie jednoznaczne punktoéw
prostej L; na punkty prostej L,.

Niech teraz p bedzie dowolnym punktem, L za§ dowolna prosta nie
przechodzaca przez ten punkt (istnienie takiej prostej jest latwym wnioskiem z
PR3). Dla kazdej prostej K przechodzacej przez p oznaczmy przez g(K) punkt
przecigeia prostej K z prosta L. Wobec PR1 i PR2 okreslona w ten sposob funkcja
g jest odwzorowaniem wzajemnie Jednoznacznym zbioru prostych przechodzacych
przez punkt p na punkty prostej L. [

Liczbe m, o ktorej mowa w lemacie 12.5 nazywamy rzedem plaszczyzny
rzutowej. Oczywiscie PG (2, q) jest plaszczyzna rzedu g.

Pokazemy obecnie, jak z danej skonczonej plaszczyzny afinicznej <X, #)
skonstruowa¢ pewna plaszczyzng rzutowa. Niech 2, ..., 2, beda kierunkami w
(X, #). Dla kazdej takiej klasy #; rozwazmy pewien nowy punkt p; (tzw. »punkt
w nieskonczonosci”). Oznaczmy L = {p,, ..., p,| (,prosta w nieskonczonosci”) oraz
Pr={Pulp}: PeP}dlai=1,...,r. Wtedy (XUL, 2fU...02*U L} jest
plaszczyzna rzutowa; pozostawiamy Czytelnikowi latwe sprawdzenie faktu, iz
spetnione sa warunki PRI, PR2, PR3. Na rysunku 16 pokazano konstrukcje
plaszczyzny rzutowej rzedu 3 z plaszczyzny afinicznej AG(2, 3).

Zauwazmy, ze z naszej konstrukcji 1 z lematu 12.5 wynika, ze w dowolnej
skoniczonej ptaszczyznie afinicznej (X, #) kazda prosta ma t¢ sama licznosc.
Licznos¢ t¢ nazywamy rzedem plaszczyzny afinicznej (X, 4). Zgodnie z tg
definicja, rzad danej plaszczyzny afinicznej jest taki sam jak rzad plaszczyzny
rzutowej otrzymanej z niej przez opisana powyze] konstrukcje. Oczywiscie
AG(2, q) jest plaszczyzna rzedu gq.

Twierpzenie 12.6. Kazda plaszczyzna afiniczna rzedu m zawiera dokladnie m?
punktéw oraz m+ 1 kierunkéw liczqcych po m prostych, w sumie m?+m prostych.
Kazda prosta zawiera dokladnie m punktow, a przez kazdy punkt przechodzi m+ 1
prostych.

Dowdd. Niech <X, #) bedzie ptaszczyzng afiniczng rzedu m. Skonstruujmy z
niej, w uprzednio opisany sposob, ptaszczyzne r-zutow:a rzedu m. Liczba kierunkéw
W (X, @) jest rowna licznosci proste] w meskpnczonoéci naszej plaszczyzny
rzutowej, tzn. m+ 1, zgodnie z lematem 12.5. l:,lcznoéé kazdego kierunku jest
rowna m, tyle ile jest, wobec lematu 12.5, w naszej plaszczyznie rzutowej prostych,



1. Wprowadzenie do kombinatoryki

Rys. 16. Konstrukcja plaszczyzny rzutowej rzedu 3 z plaszczyzny afinicznej AG(2, 3)

réznych od prostej w nieskoriczonosci, przechodzacych przez punkt w nieskonczo-
nosci. Stad liczba wszystkich prostych jest rowna m(m+ 1) = m®+m. Liczno&
kazdej prostej jest rowna m, zgodnie z definicja rzedu plaszczyzny afinicznej. Przez
kazdy punkt plaszczyzny (X, #), zgodnie z nasza konstrukcja, przechodzi tyle
samo prostych co w plaszczyznie rzutowej, czyli m+ 1. Mamy wreszcie |X| = m’,
wystarczy bowiem zauwazyC, ze kazdy kierunek jest podzialem zbioru X na m
blokéw licznosci m. [

Latwo podac¢ rowniez konstrukcje odwrotna wzgledem poprzednio opisanel-
Jesli (X, #) jest dowolna plaszczyzng rzutowa rzedu m, to wybierajac jako
»prosta w nieskonczonosci” dowolng prosta Le 4, usuwajac ja z 4 oraz usuwajac
dla kazdej z pozostalych prostych jej punkt przecigcia z I otrzymujemy, jak latwo
sprawdzi¢, pewna plaszczyzng afiniczng rzedu m. Z wiazki prostych przechodzd:
cych przez dowolny ,,punkt w nieskonczonosci” otrzymujemy przy tej konstrukcjl
pewien kierunek. Uzyskujemy stad, wobec twierdzenia 126 i lematu 125
nastgpujacy wniosek:

; TWIERDZENIE 12.7. Kazda plaszczyzna rzutowa rzedy m zawiera dokladni¢
m=+m+1 punktéw i m*+m+1 prostych. Kazda prosta zawiera dokladnie m+
punktow, a przez kazdy punkt przechodzi m+ 1 prostych.



Zadania Ls J

= p::rzutgw: r;:dzﬁdalez-’ nie dla kazdej liczby naturalnej m > 2 istnicje
. m. Z opisanych przez nas tu konstrukcji wynika jednak

nastepujacy fakt.

TWIERDZENIE 128. Plaszczyzna rzutowq istniej
; o rzedu m ist j
istnieje plaszczyzna afiniczna rzedu m, ¢ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

Zadania

1 (Wzory de Morgana). Udowodni¢, ze dla dowolnej indeksowanej rodziny (A, podzbiorow

zbiorn X
X Ud=0N(X" 4,

icl iel

X N4 =UX A).

icl iel
2. Oznaczmy przez A= B roznicg symetryczng zbiordow A i B, tzn. AGB=(AuB) (AN B).
Wykazac, ze
ACA=Q, A=O = A,

A®B =B~ A,
(A B)~C = A~(B~(),
An(B=C)=(A4 B)y=(A: (),

oraz z¢ dla kazdego n=1 zbior A, - A, zawiera dokladnie te eclementy, ktore naleza do
nieparzystej liczby zbioréw sposrod A,
3. Udowodnié¢ nastgpujace wlasnoéci r(‘)irnicy symetrycznej:
U A= B« i) (4 & B),
iel il icd
N A« (B CU(A “ B;).

iel ll

4. Udowodnié, ze
UAarUB= U (A4; " B)).
iz il

(AL BN

X A,'n X Bj= X (A,f\B;).

iel Jjel iel

8. Niech f: X — Y.  Udowodni¢, Zze dla dowolnych indeksowanych rodzin <A;)iy, <B)

podzbiorow odpowiednio X i Y
f(u A)—Uf(A).

il <

;Y B=Y S B)

f(N A< {‘f(Aﬁ-

iel

1N B)= (\f '(B).
iel
ze wzorow zachodzi rownosc.

Wykazac, 2 jeslhi funkcja f jest roznowartosciowa, 1o réwniez w trzecim
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bedzie indeksowang rodzing zbioréw, z ktérych co najmniej jeden jest “‘°‘5@0ny_

6. Niech {4)ia gdy N A # @ dla kazdego J Spnl. Wykazag,
iel

Udowodni¢, ze ) 4 # 0 wtedy i tylko wtedy,
' . .

warunek skoﬁcz:noéci jednego ze zbiorow jest istotny. ‘
7 (Tarski [1]). Udowodni¢, ze kazde odwzorowanie F: 2(X) — 2(X) takie, ze dla dowolnych 4

Bc X
AcB=F(A) cF(B),

ma punkt staly, tzn. istnieje C < X takie, ze F(C)=C.

Wskazowka: C = |A€?(X): A < F(A)).

8 (Banach [1]). Udowodni¢. Ze dla dowolnych odwzorowan f: X—Y oraz g: Y — X istnicjy
zbiory X,, X3, Y. V2 takie. ¢ X =X, u X, ¥ = Y,uY [(X)=Y, g(Y2) = X,.

Wika=éwka: Zastosowaé wynik z poprzedniego zadania dla odwzorowania F: 2(X) = 2(X)
okreslonego przez F(4) =X g(Y 1(X)).

9 (Twierdzenie Cantora- Bernsteina). Udowodnic, Ze jesli istniejq odwzorowania roznowartosciowe
fi X->Y g Y->X 10 istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne zbioru X na zbior Y.

Wskazéwka: Skorzysta¢ z wyniku poprzedniego zadania.

10. Znalez¢ wszystkie nieizomorficzne grafy niezorientowan
wszystkie nieizomorficzne grafy zorientowane o czterech wierzcholkach.

11. Udowodnié, ze jesli Xo, ..., X, jest dowolna droga w grafic (zorientowanym lub niezorientowa-
nym), to pewien podciag tego ciagu okresla droge elementarnd Z Xo do x,.

12. Stopienn d(v) wierzchotka v grafu G = (V, E) definiujemy jako liczbe krawedzi eeL
incydentnych z v. Udowodni¢, ze Y d(v) = 2|E|.

veV

e o czterech wierzchotkach oraz

13. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x. y
(@) LxJ+Lyd <Llx+yd,

(b) Fx+y1<Ix1+0yh,

() L—xJ=—Ix1,

(d) Ly/Lxdd=L/x] (x> 0),

© M x11=T/x1 (x=0),

() LLxJ/n)=Lx/nl (neN),

(g) MMx/m1=x/n1 (neN),

(h) Y Lij2J =Ln?/4],
i=1

(i) Y li/21="n(n+2)y4],
i=1

14 (R. J.'McElicce). Niech funkcja silnie rosnaca i ciaghi i D'- R bidzie okeelloni i odcinks
D <R postaci [a, ), (=%, b, [a, o) lub R, gdzie a, be Z. Wtedy nastepujace trzy warunki s4
rownowazne:

(a) Lf(x)]= Lf(LxJ)] dla kazdego xeD.

(b) [ f(x)]= [f(TxNT dla kazdego xeD.

(c) Dla kazdego Xx€ D, jesli f(x) jest catkowite, to x jest calkowite.

15. Wyznaczy¢ wszystkie nieizomorficzne porzadki czgSciowe na zbiorze czteroelementowym-

16. Udowodni¢, ze przecigeie dowolnej rodziny porzadkéw czgsciowych na zbiorze X jest

porzadkiem czg$ciowym na zbiorze X. . |
17. Relacj¢ binarng R < X x X nazywamy preporzadkiem, jesli jest ona zwrotna i — dnié-

Okreslmy
xzyany/\ny.
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wykazaé, 28 = jest relacja rownowaznosci na zbiorze X, oraz ze wzér
[x]g S [}’]= <X R y

definiuje (zbada¢ poprawno§¢ definicji!) relacje porzadku czgSciowego na X/~

18. Udowodnié, 2e jesli " zbiorze FZ;éciowo uporzadkowanym skoriczonym istnieje dokladnie
jeden element maksymalny, to jest on najwickszym elementem zbioru. Czy zalozenie skoriczonosci jest
istotne? :

19. Poda¢ przyklad 'zbioru czegsciowo uporzadkowanego, w ktérym nie jest spelniony warunek
(2.1). Wykazad, e w zbiorze o skoficzonej randze kazdego elementu spelnienie tego warunku dla
wszystkich x, v jest rownowazne warunkowi Jordana-Dedekinda.

21. Czy w .zbiorze czgsciowo uporzadkowanym niepustym lafcuch maksymalny musi mieé
niepuste przeciecie z antylaricuchem maksymalnym?

22. Czy zbior kol na plaszczyznie o dowolnym $rodku i dowolnym promieniu uporzadkowany
przez zawieranie tworzy kratg?

23. Udowodni¢, ze w dowolnej kracie warunki
xvyaz)=(xvy a(xvz) dla wszelkich x, y, z

oraz

xAa(pva)=(xay vixaz) dla wszelkich x, y, z

sq rownowazne.

24. Sprawdzi¢, ze (N, |) jest krata rozdzielna.

25. Udowodni¢, ze porzadek czgsciowy (X, <) jest ufundowany wtedy i tylko wtedy, edy kazdy
lancuch L < X jest dobrze uporzadkowany.

26. Udowodnié, ze jesli (X, <) i porzadek dualny (X, <*) sa porzadkami dobrymi, to zbior X
Jest skonczony.

27. Udowodnié, zé suma prosta dowolnej rodziny ufundowanych porzadkow czesciowych z zerem
jest ufundowana.

»

28. Niech (X, <) bedzie porzadkiem dobrym (|X] > 1). Okreslmy na zbiorze X* = ’Ul X' relacje

< nastgpujaco:
(Xgy enns XD € (Pys vees Yy Sistnicje k <n,m takie, ze x; =y; dla 1 <i<k

oraz X, < Jx, lub tez n<m ix=ydal<i<n

Czy ta relacja dobrze porzadkuje zbior X*?
9. Udowodni¢ zmodyfikowana wersj¢ . ‘
indukcyjna ma posta¢ f(x) = h(f | Bx, X) (funkcja J okreslona przez 1
rbine wartosci dla roznych elementow minimalnych).

30. Udowodnié, ze liczba sposobow. ktorymi moir_m roz_safi
stole, jest rowna [m],/n (utozsamiamy rozsadzenia roznigce si¢ Je
wokol stolu).

31. W turnieju pigsciarskim uczestniczy |

twierdzenia 2.5, w ktérej h: #xX =Y, i definicja
¢ delinicj¢ moze przyjmowac

7i¢ n sposrod m 0séb przy okraglym
dynie cyklicznym przesunigciem 0s6b

6 zawodnikow. lle jest mozliwych sposobow rozdzielenia

medali: zlotego, srebrnego i dwoch rownorzednych brazowych.'.’. (Zakla}damy. ?c :;Iozstawigie
Zawodnikéw nie jest ustalone, lecz wybrane losowo na poczatku lurm-qu.) !,lc jest mgzlnwyc sposob: “t,
Tozdzielenia medali dla kazdego ustalonego rozstawienia zawodnikow? (Turniej rozgrywany Jes

Systemem: } finalu, éwieréfinaly, polfinaly i final)

6 - Analiza kombinatoryczna
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000 i 10000 skiada si¢ z cyfr nieparzystych, a ile z cyfr foinyey,

33. lle jest mozliwych rezultatéw, ktorymi moga §i¢ zakgr’nczy.é zawody,.w ktorych .Sla.rtuje 8 oxg
w trzech konkurencjach, jesli kazda osoba startuje W !edpq, do'woln.le przez 'slcbne Wybran.:
konkurencji? (Przez rezultat zawodéw rozumiemy zestawienie kolejnoéf:l 'WSZ)VS::;lCh zawodnikg,,
startujacych w kazdej z konkurencji; nie zaktadamy, ze kazda konkurencja jest obsadzona pre, &

najmniej jedna osobe.)

34. lle palindromow dlugosci n mo
nazywamy dowolne slowo, ktore brzmi ta

32. Ile sposrod liczb pomigdzy 1

sna utworzyé uzywajac m  liter alfabetu? (Palindromg,
k samo czytane W przéd, jak i wspak, na przyklad

Ada, panna, pocalowana wola: Co pan napada?!

— po pominigciu spacji, znakow interpunkcyjnych, oraz utozsamieniu matych i duzych liter.)

35, Inwersjg permutacji f€S, nazywamy dowolng parg <i,j) taka, Ze 1<i<j<n org
f(i) > f(j). Znak permutacji okreslamy nastepujaco:
sgn(f) = (=",

gdzie I(f) jest liczba inwersji permutacji f. Permutacje f nazywamy parzystq, jesli sgn(f) =1, oraz
nieparzysiq, jesli sgn(f) = —1. Udowodni¢, ze

(a) Kazda permutacje mozna przedstawi¢ w postac zlozenia I(f) transpozycji sasiednich
elementéw, tzn. permutacji postaci pojedynczego cyklu [i i+1], 1<i<n

(b) sgn(fg) = sgn(f) sgn(g) dla dowolnych f, g€S§,.

ic1 7bidr A, permutacji parzystych zbioru {1, ..., n} tworzy grupg wzgledem sktadania permutacji,
mzy czvin dla n > 1 mamy |4,| =1S,//2=n!/2.

(d) Jesli f jest cyklem dlugosci k, to sgn(f) =(—1)"".

(e) Znak permutacji f typu (f12%2 g’ wyraza si¢ wzorem

sgn(f) =(=1)"2"""

(Wz6r ten pozwala' méwi¢ o znaku permutacji dowolnego zbioru skornczonego X — niekoniecznie X
=/l,...,n] — mimo iz w takim przypadku traci sens pojecie inwersji.)

36. Inwolucjq nazywamy dowolng permutacj¢ f taka, ze ff jest permutacja identycznosciows.
Udowodnic, ze fe.S, jest inwolucja wtedy i tylko wtedy, gdy jest typu 1t 2‘2, iy 421, =n, oraz 2
dowolna permutacja jest zlozeniem dwoch inwolucii.

‘37. Dla permutacji {fy, ..., f,» zbioru |1, ..., n] definiujemy wekror inwefsyjny jako {d,, .. dy)-
gdzie i

di=|y:j<ina;>a]ll.

Udowodni¢, ze kazdy ciag {d,,...,d,>, gdzie 0<d <i—1. i % : I

s e 1 n)s gdzie 0 <d; <i—1, jest wektorem inwersyjnym dokladni¢

: '38. Udowodni¢, Ze wszystkic n! permutacji zbioru |1,....n!, n> 1. mozna ustawic W Cia8

cykliczny t.ak. ze kazda nastepng permutacje mozna otrzymaé z poprzedniej przez zlozenie z peW™

transpozycja elementow sasiednich. 4

39. Bqdzicmy‘méwili, Ze clement f; stanowi dla permutacji ¢ f
g d!a wszelkcih j < i (f, jest zawsze minimum lokaln %
dokladnie k minimach lokalnych jest réwna |s(n, k).

Wskazowka: KaZdej permutacji o k cykl : i i

yklach odpowiada jed i : inimach
lokalnych, otrzymana przez zapisanie kazdego cyklu pocz e e e
nastgpni¢ przez ustawicnie cykli w kolejnoéci malejgcych

40. Udowodnié, ze érednia liczba cykli
wynosi

ooy Ju» €S, minimum lokalne, jesti
ym). Udowodni¢, ze liczba permutacji /€5 °

ynajac od jego najmniejszego elementt: :
clementéw minimalnych.
dla losowo wybranej permutacji zbioru n-elementoWee®
%l
e K
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i & n
oF |S n, k) k = : 1
n! kgl ( )| kgl k'

41. Dla kazdej permutacji [ = (f, £3 i
L s+ Ju) zbioru |1,...,n! niec =|'i: i
en nfi>fisril+ 1 tzno a(f) jest liczba odcinkéw rosnacych, zl Jakich s'klaz; s?q 5%[) !,'l} Ilf-‘.ib;
’ e . . -

Eulera A, definijemy nast¢pujaco:
Ak =18, a(f) =k)).
Udowodni¢, ze
@ A =0dla k>n>1, 4,0=0, 4y, =1,
A =kAy-1x+(n—k+1)A,_ ;-4 dla n>1,

(b) 2 An.k - n!a
k=0
(C) An.k =S Au.n+1—k (" > 1)»

" m+k—1
@ ¥ A,.k( )= m" (n = 0),
k=0 n

©@=Y A,_k(”"_l),
k=1

n

* : it
O A=Y (—U‘(k—n"("f ) k>0,
i=0 ;
" Bt
® Y A"_k< )=m!S(n, m).
k=1 n—m

42 (Lipski i Preparata [1]). Udowodni¢, ze dla kazdego n zbior wszystkich permutacji zbioru
{1,...,n} mozna ustawi¢ w ciag fi, f2,..»Su © tej wiasnosci, ze dla kazdego ie{l,..., n} ciag
£, £, ..., f4 (i) jest taki sam z dokladnoscia do cyklicznego przesuniecia.

43. Oznaczajac [x]" = x(x+1)...(x+n—1) wykaza, ze
[x]"= 3 Isn, klx"
k=0

44. Udowodnié, ze dla dowolnych p, g, n€ No

[pgl= Y (:)mk[q]n-..

k=0

[p+q) = io (:) [pY [q1" "

k=
amosci obliczy¢ na dwa sposoby liczb¢ wszystkich funkcji
réinoWartoﬁciowych f: X —Y, gdzie |X|=n, Y=PuO, |IPl=p 10l =4 Dla drugiej tozsamosci
Znalez podobng interpretacje w terminach rozmieszczen uporzadkowanych W p+q .pudelk.ach:
45. Udowodnié, ze liczba f (n, k) podzbioroéw k-elementowych zbioru {1, ..., n! nie zawierajacych
dnej pary kolejnych liczb jest rowna

n—k+1)
k="
i iaj nek a4y >
Wskazowka: . lementéw zbioru {1, st spelniajacych warunck di.
> G+1,1g ia<. k(a;v,t ed; (:,& ljkit :::g;er:d; ea“ az—1, oo a,—k+1 jest ciggiem rosnacym elementow
Zblol’ll {1. — n_k+1}_

Wskazéwka: W przypadku pierwszej t0zs
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46. Udowodni¢, Ze zbiory rodziny 2,(X), gdzie 0 < k < |X|, mozna ustawi¢ w ciag cykllczny taki,
2e¢ kazdy nastgpny podzbiér powstaje z poprzedniego przez usuniecie pewnego elementu i dodanie
innego. Udowodni¢, ze zbiory rodziny #(X) mozna ustawi¢ w ciag cykliczny taki, Zze kazdy nastepny
podzbiér powstaje z poprzedniego przez usunigcie lub dodanie pewnego elementu.

47. Udowodnié, ze
n n ( n _( n )) ><n)
(o>< (1)<‘" % Ln/ZJ)_ rm21)” 7 \n)

48. Udowodnié, ze iloczyn dowolnych kolejnych k liczb naturalnych jest podzielny przez k!,
n+k
Wskazéwka: Rozwazy¢ wspblczynnik dwumienny ( )
n

49. Udowodmé nastgpujace tozsamosci:

(a) Z k’( )-n(n+1)2" 2

k=1

b Y jesli n # j,
o Z( . (k)(:) % 1y, jesli n=j,

li+l n
o)
X

—

k=1

) Eo(-w(n k)(>:) (r y—l)
(6)-(" )

«Seor e )00
(0 ,-Zo(—l)‘(’:)( " )
(Z)(i)( )

(g Z (—1)- el
(2

ol -

b 3 (-1 ("

k=0 (x+k) T x+n’
k
o2 WM N Joxmpr

50. lle liczb naturalnych nie przekraczajacych 1000 nie dzieli si¢ przez 3, 7 ani przez 11?

51. Iloma sposobami mozna na szachownicy wymiaru 8 x 8 rozmiesci¢ 8 wiez tak, by zadne dwie
nie atakowaly si¢ wzajemnie i Zadna z nich nie byla umieszczona na wybranej przekatnej );zachowmcy

52. Znalezé liczbe ciagow dlugosci 2n takich, ze kazda liczba ie [}
dwa razy, przy czym zadne dwa kolejne wyrazy nie sq rowne.

Wiskazowka: Zastosowac zasade¢ wlaczania-wylaczania.

53. Stosujac zasad¢ wlaczania-wylaczania znalezé liczbg podzbioréw 11-elementowych zbior¥
z powtérzeniami (4xa, 3+b, 70).

54. Udowodni¢, ze

P, ®...@ P =W(1)—2W(Q2)+4W () -8W &)+ ... +(— 2P W (k).

gdzie W(i) jest okreslone wzorem (7.2).

=
o —
=

., n! wystepuje dokiadni¢



8

g8, Udowodni¢ nastepujace zaleZnodci dotyczace i .
mentowym: liczby D, nieporzadkéw na zbiorze meele-
Dy =(n+1)D,+(=1)"*1,
Dl+l - n(D.+D._|),

56. Podac przyklad pokazujacy, iz krata IT(X) nie jest rozdzielna dla |X| > 3

§7. Udowodnic, ze |m v a|l+|r A o] 2 |r|+|o] dla dowolnych =, ¢ ell(X) .

s8. Udowodni¢, ze wszystkie podzialy ustalone : . v

) ; . g0 zbioru X mozna ustawi . i
pastepny Podznal powstaje z poprzedniego przez usunigcie elementu z pewl:fc:: ‘gl:;c:‘as tak;,u ze kazdy
blok byl Jednoclen.lentov»"y, to ulega on likwidacji) i albo przeniesienie go do in bl ” Uﬁh' e
bo tez utworzenie Z Ni€go nowego bloku jednoelementowego. nego bloku podzialu,
59. Niech M(n) oznacza t¢ wartos¢ k, dla ktorej & i i
i . . ’ j warto$c liczby S . 5

(dokladme), najwigksza z liczb k o tej wlasnosci). Udowodnié, iez abeotlrlmga S(n, k) jest najwigksza

al

S(n, 0) < S(n, 1) <...<S(n, M(n) > S(n, M(n)+1)>...> S(n, n),

albo tez
S(n,0)<Sn, 1)<...<S(n, M(n)— 1)=S(n, M(n)) >...>S(n, n).

Wykaza¢ ponadto, ze 0 < M(n—1)—M(n) < 1.
60. Udowodni¢, ze

" .
(a) (' _J)s(n, i+j) = z (")s(k. i)s(n—k, j),
L k=0 k. ) .

,.+.~ n
o ()5 ien= X ()5t o0k
0 \

k=

61. Udowodni¢ wzory

(@) |s(n, k)| = 3, My ms - My
0<m, <m2<...<mn_k<n _
(b) S(n, k) = Y My M oo e My s
25

C0SmySmy< . Smy <K

62. Oznaczmy dla kazdego k =0
d* g &
W= _gx), [M=3/0)
977 ax* gl S dy* g y=g(x)

Udowodnié, Ze n-ta pochodna zlozenia flg(x)) wyraza sie nastgpujacym wzorem Faa di Bruno:.
ky (n\*n
d" : i
2 fgx) = f k'
dx"f(g( )) ;go k,+k2§.+kn=j kx!(l!)kl-'-kn!("!)n
kl*ﬂ(z"‘---"""‘n:"
kl,kz.....kn?o

v . . DN o !
aktowali jako wielomian zmiennych g i=1,..,mto

t rowna liczbie Bella B,.
X nazywamy Zrownow

:Zykazaé, ze jesli to wyrazenie bedziemy (r
ma wspélczynnikow tego wielomianu jes

n 63. Rodzing M podzbioréw zbioru skonczonego
LR eMm

azong, jesli dla wszelkich

9, = 9l =N Al =10 9y|-

: 3 . . . . t m
Udoden'é‘ ze rodzina M = My, .- M, podzbnorbw zbioru X jest srownowazona wtedy 1 tylko
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wtedy, gdy jej skladowe speiniaja, dla wszelkich ¢, &'¢ [0, 1}", warunek
lef = &' =|S (&) = |S (&),
gdzie |o| =g, + ... +¢

64. Udowodni¢ nastgpujace wlasnosci liczb Fibonacciego:
@) fusm =SofatSfom1fu-1,

(b) (.fm,rm) =.’(.n+ Lm+ -1, M, n > l‘

gdzie (a, b) oznacza najwigkszy wspolny dzielnik liczb a, b,

B 0 ki ¢ A
(©) 10J -f.. f..-,J'">0

(przyjmujemy f_, =0, podobnic w nastgpujacym punkcie),

(d) fnz—fn*‘ lj;l- 1 =(_ l)lv
Lin+1)2]

n—k+1

@ fi= T ( X )
rnl—l

e n+1 "

O f=2" % (2k+]>5.

65. Udowodni¢, ze liczba sposobow, w jakie mozna szachownice wymiaru n x 2 pokryé , kostkami
domino™ (wymiaru 2 x 1), jest rowna liczbie Fibonacciego f,.

66. Opisa¢ metode rozwiazywania réwnan rekurencyjnych postaci
a,, = A‘ a"- 1 +Aza,,_l+ e +Ak“ll‘£

(z warunkami poczatkowymi okreslajacymi wartosci dy,...,4) za pomoca funkcji tworzacych,
analogiczng do metody uzytej Przy wyznaczaniu liczb Fibonacciego.
67. Niech a, bedzie liczbg ciggow réznowartosciowych o elementach ze zbioru n-elementowego,
n
tzn. a, = ) [n). Udowodni¢, ze
k=0

o«

Y Rxmt
n=0n! 1-x

X

68. Niech a, bedzie liczba inwolucji w S, (por. zad. 36). Udowodni¢, ze

¥ e X" = **+(x%2)
n! =
n=0 -

69. Udowodni¢, ze liczba podzialow uporzadkowanych liczby n na k skladnikéw (tzn. liczba

s o . o " n—1" - ba
ciagow <by, ..., b) takich, ze by, ..., by >0 oraz by + ... + b, = n) jest rowna (k I). oraz ze licz

wszystkich podzialéw uporzadkowanych liczby n na dowolng liczbe sktadnikow jest rowna 2" %
70. Udowodni¢, ze liczbg podzialow liczby n na k skladnikéw mozna przedstawi¢ w postaci

o |

(k—1)!k!

P(n, k) = + Ry 2(n),

. . ; ; p nniki

. . ielomianem zmiennej n stopnia co najwyzej k—2, ktérego wspéla)_' A
gdzie ’z‘&’(") JS; p;::: J;:? (::: dla ustalonego k mozemy zdefiniowaé¢ P(n, k) przez k! wielomiano¥
zale2a reszty - S



Zadania p

miennéj 7 stopnia k—1). Wykaza¢ w szczegblnosei, ze

n

> jesli n = 0(mod 2),
P(n, 2) =
n—

Tl, jesli n = l(mod 2),
(n
= jesli n = 0(mod 6), .
n? 1 g g
TR jesli n = 1(mod 6),
n* 1 i
_ T jesli n = 2(mod 6),
n? 1 . '
b jesli n = 3(mod 6),
n? 1 e
B jesli n = 4(mod 6),
n? 1 .
| 55 jesli n = 5(mod 6)

(tzn. P(n, 2) = Ln/2J, P(n, 3) zas jest liczba catkowita najblizsza n%/12).
Znalezé analogiczny wzor dla P(n, 4).
71. Udowodnic, ze

Z P(n)xn =y n (|—Xi)-l,
n=0

i=1

e w pewnym otoczeniu zera.

przy czym iloczyn po prawej stronie jest zbiezny jednostajni
dowodni¢ nastepujaca rozsamosé Eulera:

72. Korzystajac z twierdzenia Eulera (twierdzenie 11.5 u

8

(l—x‘) s} i (_l)k(x(sz—k)/Z+x(3k2+k)l2)
i=1 k=1

po prawej stronie).

(zbadaé zbiezno¢ iloczynu po lewej i szercgu
u faktu, iz krata “(n,

73. Uzupetni¢ brakujace fragmenty dowod

74. Udowodnié, ze
") (! ) () 2> ()
(0>“ “ (1),, o <(Ln/2_l),, Mn/27/, /e

k czgsel, Z ktorych zadna nie

q) jest samodualna (p. §12).

75. Niech g; bedzie liczba podziatow liczby i na co najwyzej

Przekracza n—k. Udowodnié, ze
 ad=(;)
a;q =
{=0 k "

(4 jest potega liczby pierwszej).

prz.;& U_dowodnié, 7e warstwa przestrze .
" #8SUzeni jest zbiorem wszystkich elementow postacl Ay

A N
B N +4n =1 oraz Ay vovs ameA.
71. Udowodni¢. ze podzbior A zbioru punktow 8

pigta przez podzbiér.A tej

i K roz
- 21, Ay oer tm€ K,

+ .. +}~mam’ gdlle m

q) jest podprzestrzenia tej

ni liniowel nad

eometrll AG ("v



38 1. Wprowadzenie do kombinatoryki

geometrii wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych dwoch réznych punktow a, be A prosta przechodzacy
przez te punkty jest zawarta w A.

78. Geometriq rzutowq nazywamy kazdq par¢ (X, #4), gdzie X jest zbiorem, ktorego elementy
nazywamy punktami, # za$ pewna rodzina jego podzbioréw, zwanych prostymi, oraz spelnione sy
warunki:

GRI1. Przez kazde dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.

GR2. Dla kazdych punktéw a, b, ¢ nie lezacych na jednej prostej, oraz kazdych punktow d, e
réznych od a i takich, ze zaréwno a, b, d jak 1 a. ¢, ¢ leza na jednej prostej, proste przechodzace
odpowiednio przez b, ¢ oraz d, e przecinaja si¢.

GR3. Kazda prosta zawiera co najmniej trzy rézne punkty.

Udowodni¢, ze w kazdej geometrii rzutowej wszystkie proste sa tej samej licznosci, oraz ze przez
kazdy punkt przechodzi ta sama liczba prostych. Wykaza¢, ze warunki GR1, GR2, GR3 s3 spelnione
w kazdej geometrii PG (n, q).

79. W kazdej geometrii rzutowej (X, #) (p. poprzednie zadanie) definiujemy indukcyjnie
podprzestrzern wymiaru n w nastgpujacy sposob. Przez podprzestrzen wymiaru O rozumiemy kazdy
punkt geometrii. Podzbiér 4 < X jest podprzestrzenia wymiaru n, jesli istnieje podprzestrzen B
wymiaru n—1 oraz punkt pe X\B taki, ze 4 = | L, gdzie L, oznacza prosta przechodzaca przez

beB

punkty p 1 b.
Udowodni¢, ze ta definicja jest poprawna, tzn. ze niemozliwa jest sytuacja, w Ktorej

bUB L, = g L, przy czym be X\B, scX\C oraz B i C sa podprzestrzeniami roznego wymiaru)

Wykaza¢, ze w przypadku geometrii PG(n, q) wymiar okreslony przez te¢ definicje pokrywa si¢
z wymiarem zdefiniowanym dla geometrii PG (n, q) w § 12

80. Udowodni¢, ze podprzestrzenie kazdej geometrii rzutowej (z dolagczonym zbiorem pustym

traktowanym jako podprzestrzei wymiaru — 1) uporzadkowane czesciowo przez zawieranie tworz
kratg, w ktorej

A2B=A4 ABvC)=Bv(AAOQ),
dla dowolnych podprzestrzeni 4, B, C. Udowodni¢, ze
dim(A4 v B)+dim(4 A B) = dim 4 +dim B,

gdzie dim oznacza wymiar okreslony w poprzednim zadaniu,

81. Udowodni¢, ze kazda geometria rzutowa wymiaru 2 (p. zad. 78 i 79) jest pla cZutowd
tzn. spelnia warunki PR1, PR2, PR3. ) jest plaszczyzna

82. Udowodni¢, ze opisarlla W § 12 konstrukcja plaszczyzny rzutowej z plaszczyzny afiniczné)
zastosowana do AG(2,q) daje plaszczyzne izomorficzna z PG(2, q). Wykazac, e opisana tam
konstrukcja odwrotna zastosowana do plaszczyzny PG (2, q) daje plaszczyzng izomorficzng z AG( "
niezaleznie od wyboru ,prostej w nieskonczonosci”.

83. Udowodni¢, ze jedyna, z dokladnoicia do izomorfizmu, plaszczyzng rzutowa rzedu 2 jest

PG(2,2).



ROZDZIAL 2

ALGEBRA INCYDENCJI T TWIERDZENIA INWERSYJNE
w ZBIORACH CZESCIOWO UPORZADKOWANYCH

W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ uogolnieniem oczywistej zaleznosci

Gi)= Y F()=F@)=GH-G(—1)
Jiysi
(o funkcji F zakladamy, ze jest okreslona dla dowolnych liczb catkowitych, oraz
F(j)=0 dla j mniejszych od pewnej liczby). Zamiast zbioru liczb catkowitych,
uporzadkowanego przez relacie <, mozemy mianowicie rozwazac dowolny
lokalnie skoniczony zbiér czesciowo uporzadkowany. Okreslmy dla kazdggo
elementu x takiego zbioru
G(x)= ) FO)
y:iysSx

gdzie o funkcji F zakladamy, ze dla kazdego x suma po prawej stronie zawiera
jedynie skoficzong liczbe sktadnikow réznych od zera. Powstaje naturalne pytanie:
w jaki sposob wyznaczy¢ funkcje F majac dana funkcj¢ G? Odpowiedz na to
pytanie, jak sie przekonamy, jest dana przez wWzor inwersyjny Mobiusa postaci

F(x)= Y G auly,x),
yiys$x
gdzie 4 jest pewna funkcja, zwana funkcja M&biusa, zalezna jedynie od struktury
rOZWE}ianego zbioru czeéciowo uporzadkowanego. W rozdziale tym wyznaczymy
funkcje Mébiusa dla wielu zbioréw czgsciowo uporzadkowanych i pokazemy
Zastosowania otrzymanych w ten sposob wzorow inwersyjnych.

§ 1. Algebra incydencji

dkowany P = (P, <) nazywamy
korniczony dla dowolnych x, yeP.

alnie skorics e : :
on esli odcinek [x, y] Jest § !
o L%, 7 o zbioru czgsciowo uporzadko-

Algebra incydencji o7 (P) lokalnie skoficzoneg
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wanego P = (P, <) sklada sie z wszystkich funkcji rzeczywistych f: Pxp - p
spetniajacych warunek
(1.1) xgy=f(x, =0

(innymi stowy: f(x,))#0=x<y) dla dowolnych x, yeP, z dzalaniami
dodawania, mnoZenia przez skalar oraz splotu okreslonymi nastepujaco:

(f+9)(x, y) =f(x, »+g(x, y)
(€N (x, ) =cf(x, p),
(1.2) (fxg)(x, = 2 [(x, 29

z:xSzxYy
dla dowolnych f, g w /(P), x, y€P, ceR. Jesli x £y, to sume¢ pustego zbioru -
skladnikéw po prawej stronie (1.2) interpretujemy — jak zwykle — jako zero.
Definicja splotu wyjasnia, dlaczego w naszych rozwazaniach ograniczamy si¢ do
zbiorow lokalnie skonczonych: gwarantuje to skonczonosé sumy (1.2). Zauwazmy
jeszcze, ze jesli w naturalny sposéb zdefiniuyjemy sumg dowolnego zbioru liczb,
z ktorych tylko skoniczona iloS¢ jest rézna od zera, to splot (1.2) mozemy zapisac

po prostu jako Y f(x, 2)g(z, y). Zamiast ciala R mozemy przyja¢ dowolne inne
zeP
cialo, a nawet pierscien przemienny z jedynka, bez istotnych zmian w teoril

rozwazanej w tym rozdziale.
Zdefiniujmy pewien szczegdlny element o algebry </ (P) nastgpujaco:
1, jesli x=y,

5(x, y) =
(x,7) %o, jesli x # .

Wykazemy teraz, ze </ (P) jest algebrq z jedynkgq, tzn. przestrzenia liniowa (nad
cialem R) z dodatkowym dzialaniem — w naszym przypadku splotem — ktore jest
laczne, obustronnie rozdzielne wzgledem dodawania, ma element neutralny

(jedynke) oraz speinia warunek (¢f)xg =f *(cg) = c(f *g).
TwierDZENIE 1.1. </ (P) jest algebrq z jedynkq o.

Dowéd. Wykazemy najpierw lacznos¢ splotu:

(f*g)*h)(x, )= 3 (f*g9)(x,2)h(z,y)=

=:xSz<y

= 2 Z: f(x, 09, 2)h(z, y) =
z:x<z<y 1:xS1Sz

= Y  f(x,0g(t, 2)h(z, y) =
z0:xS1€:z8y

= Y fe,n( Y g 2hiy)=
1x<1<y FHE Y £ 37

Y f(x, 0g*h (e, y) = (S *(g*h)(x )

1Hx€t1<y
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Funkcja o jest istotnie jedynka, gdyz
ONx, )= Y 0(x,2)f(z,9)=05(x,xf(x,y)=f(x, ),

z:x€z<y
i podobnie fxd =f Pozostale warunki sa oczywiste, pozostawiamy je do
sprawdzenia Czytelnikowi. [

tatwo si¢ przekona¢, ze dzialanie splotu na ogoét nie jest przemienne (p. zad. 2).
Zauwazmy, ze jesli pominiemy dzialanie mnozenia przez element ciala, to .«/(P)
mozemy traktowac jako pierécier (na ogédt nieprzemienny) z jedynka. Wiasnie ta
struktura pierscienia okaze si¢ najbardziej istotna w dalszym ciagu.

Element f algebry z jedynka 1 nazywamy odwracalnym, jesli istnieje element g

taki, z¢ f-g=g'f=1. Element g — jesli istniee — jest wyznaczony
jednoznacznie przez f. Istotnie, jesli g’ f =1, to
(1.3) g =9"1=g"(f9=¢fg=1g=g.

Ten jednoznacznie wyznaczony element g nazywamy odwrotnosciq elementu f
i oznaczamy przez f~'. Zauwazmy, iz z (1.3) wynika, Ze jesli g jest odwrotnos-
cia prawostronna, g’ za$ odwrotnoscia lewostronng elementu f (tzn. f-g =1,
gf=1,t0g=g=f""

TwierDzeNIE 1.2. Element f algebry incydencji .</(P) jest odwracalny wtedy
i tylko wtedy, gdy f(x, x) # 0 dla kazdego xe P.

Dowéd. Niech f(x, x) # 0 dla kazdego xe P. Udowodnimy, Ze element f jest
odwracalny. W tym celu ustalmy dowolny element xe P. Zbior |yeP: y > x|
wraz z relacja porzadku dziedziczona z P jest ufundowany (p. § 1.2), mozemy
zatem stosowaé twierdzenie o definiowaniu przez indukcj¢ (twierdzenie 1.2.6).
Przyjmujemy

1
(1.4) g(x, x) =9
oraz

1 .
(1.5) gx, =—1(— 2 4g(x, 2 f(z)

f(."’ ,V) z:xScz<y
przy zalozeniu, ze wartosci g(x, z) zostaly juz okreslone dla wszystkich z takich, ze
x <z < y. Na mocy twierdzenia o definiowaniu przez indukcje wzory (1.4), (1.5)
okreslaja jednoznacznie ¢g(x, y) dla wszystkich y > x. Powtarzajac t¢ konstrukcje
dla kazdego xe P oraz przyjmujac g(x, y) =0 dla x € y okreslamy pewna funkcje
ge o/ (P). Obliczmy splot gf. Mamy

(g *f)(x,x) =g(x, x) f(x, x) =1

oraz

@*Nx M= Y 9g(x,2/(zy =0,

=2:x€z8y
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je§li x <y (mnozymy obie strony wzoru (1.5) przez f(y, y) i przenosimy prawa
strone na lewa). Tak wigc g=f = d i g jest odwrotnoscig lewostronna elementu /.

W podobny sposéb, stosujgc wzory

g'(x, x) =m’

(- ¥ f(x 24 »)

d (x, y) =f(x' X) z:x<zSy

definiujemy odwrotno$¢ prawostronng g'. Z poprzednich rozwazan wynika, ze
g=g=f""
Na odwrét, jesli element f/ ma odwrotnos¢ lewostronna lub prawostronng, to
g(x, x) f(x, x) =1 (odpowiednio f(x, x)g'(x, x) = 1), czyli f(x, x)#0. [~
Uwaga: Jesli rozwazamy algebre incydencji zlozona z funkcji o wartosciach
w pewnym pierscieniu z jedynka R, to zamiast f(x, x) # 0 musimy zadac, by
f(x, x) byl elementem odwracalnym w tym pierscieniu. Zauwazmy, ze z dowodu

twierdzenia 1.2 wynika, ze kazda odwrotno$é¢ lewostronna (prawostronna) jest
automatycznie odwrotnoscia, o ile wiasnos¢ ta przystuguje pierscieniowi R.

Definicja splotu wykazuje pewne podobienistwo do iloczynu [Y fugw]
k=1

macierzy [f;], [g;;]. Istotnie, ograniczajac si¢ do przypadku, gdy zbié.r P jest

skonczony, powiedzmy P = |x,, ..., x,}, mozemy przyporzadkowac kazdej funkcji
S macierz M(f) = [f;;] wymiaru nxn zdefiniowana nastg¢pujaco:
fij =f(x;, xj)-

tatwo zauwazy¢, ze splotowi fxg odpowiada wtedy iloczyn macierzy M ( f),
M(g):

M(fxg)=M(f) M(g).

Kazdy porzadek cze$ciowy mozna rozszerzy¢ do porzadku liniowego, mozemy
zatem zakladaé, ze ’

algebra incydencji n-elementowego
podalgepra — wlasciwa, jesli P nie jest tancuchem — algebr
rzeczywistych wymiaru n x n. Warunek
Jacy w twierdzeniu 1.2 sprowadza si¢ do 23
bedacy oczywiscie iloczynem elementow fix, 2,

przekatnej glownej, byt rozny od zera, XeP, wystepujacych na



§ 2. Funkcja Mobiusa i wz6r inwersyjny 93
§ 2. Funkcja Maobiusa i wzoér inwersyjny

Obok funkcji 6 wazng role w algebrze incydencji .«/(P) odgrywa funkcja ¢
zdefiniowana nastepujaco:

I, jeslix<y,
(i py=q, XSV
'0, w przeciwnym przypadku.

Innymi stowy, { jest funkcja charakterystyczna porzadku <. Mamy {(x, x) # 0 dla
dowolnego x € P, a wigc w mysl twierdzenia 1.2 element { jest odwracalny w ./ (P).

Odwrotno$¢ u = (' nazywamy Junkcjq Mobiusa zbioru czgéciowo uporzadkowa-
nego P. Tak wigc

(xp=pux{ =34,
CO oOznacza, iz
(2.1) u(x, x) =1,
oraz dla dowolnych x < y
(2.2) Y {(x2)ui = ulz, y) =0,
z:xSzsy . z: x<z<y
(2.3) 2 wx2lzn= Y uxz=0,
z:xS€zSy z:x<z<y
czyli
(2.4) ux, )=— 3%  ulz, ),
N zix<TKYy
(2.5) pulx,y)=— 3%  plx, 2).
z:xSz <y

Kazdy z tych dwoch ostatnich wzoréw, wraz z (2.1), moze stuzy¢ do
indukcyjnego obliczania funkcji Moébiusa. Zilustrowano to na rysunku 17

h@i
f 2
-1
‘ ula, a) =1
ula, b)=(a,c)=(a,d) =(a,e)= -1
ula,f)=—(=1+1)=0
pua,gl=—(1-1-1-1)=2
A pla, = ~(1=1-1=1-140+2) =1

Rys. 17. Wyznaczanie funk;:ji Mdobiusa zbioru czgiciowo uporzgdkowanego
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(ograniczyli$my si¢ do obliczenia tylko tych wartosci ,u(x y), dlg ktéryf:h ke a).
Oczywiscie funkcja Mobiusa przyjmuje tylko wartosci catkowite (o‘gol'm.cj,.dla
algebry incydencji zlozonej z funkcji o wartosciach w.do.wolnym pierscieniu 2z
jedynka, funkcja Mobiusa przyjmuje wartosci z podpierscienia generowanego przez
jedynke; dla pierscienia charakterystyki k podpierscien ten jest OcCzywiscie
izomorficzny z pierscieniem Z, liczb catkowitych modulo k, gdy k>0, lub z
pierscieniem Z liczb catkowitych, gdy k = 0). .

Udowodnimy teraz podstawowy wzor inwersyjny Mobiusa, ktory bedzie
stanowil motywacje dla badania w nastgpnych paragrafach wiasnosci funkcji
Mobiusa réznych zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Twierdzenie to zostalo
w pelnej ogdlnosci podane niezaleznie przez Weisnera [1] i P. Halla [2], cho¢
wczesniej znane byly jego szczegdélne przypadki, takie jak klasyczna formuia
inwersyjna Mdbiusa w teorii liczb, czy tez zasada wlaczania-wylaczania (p. § 1.7).
G.-C. Rota w klasycznej pracy [1] na temat algebry incydencji i wzoru
inwersyjnego Mobiusa wykazal fundamentalng rolg, jaka pojecia te odgrywaja
w kombinatoryce.

Potrzebny nam bedzie nastepujacy prosty fakt:

LeMAT 2.1. Wartos¢ u(x, y) zalezy jedynie od odcinka [x, y]. Co wiecej, jesli
odcinek [x, y] jest izomorficzny z odcinkiem [z, t], to u(x, y) = u(z, 1).

Dowod. Istotnie, ze wzoréow (2.1) oraz (2.4) lub (2.5) mozemy wyznaczyc
u(x, y) indukcyjnie, ,,nie wychodzac” poza odcinek [x, y]. Druga cze$¢ lematu
dowodzona jest indukcyjnie ze wzgledu na range elementu y w odcinku [x, y].
przy wykorzystaniu faktu, iz izomorfizm zachowuje range. [

W szczegolnosci, jeshi i jest funkcja Mobiusa zbioru P = (P, <) oraz x, yeP,
to u(x, y) = p'(x, y), gdzie ' jest funkcja Mobiusa zbioru [x, v] z porzadkiem
dziedziczonym z P.

Niech P = (P, <) bedzie lokalnie skoficzonym zbiorem czesciowo uporzadko-
wanym. Bedziemy moéwili, Zze funkcja F: P — R jest sumowalna (wzglgdem <), jesli
dla kazdego xe P w sumie

(2.6) G(x)= ) E(y

yiysSx
wystepuje tylko skonczona liczba skladnikow niezerowych. Zauwazmy, ze jeslhi
F jest fupkcja sumowalng, to funkcja G okreslona przez (2.6) jest tez sumowalna.
[stotnie, jesli F(y,), ..., F (y,,).sa wszystkimi sktadnikami niezerowymi sumy (2.6).
to G(y) #0, y<x moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy y nalezy do zbioru

U [y, x], ktéry jest skoniczony na mocy lokalnej skoriczonosci zbioru P

i=1
W zastosowaniach mamy czesto do czynienia z sytuacja,
jest skonczony dla kazdego xe P; jest tak w szczegolnos
ma element najmniejszy (zalozenie o lokalnej skonczono
mocy). Wtedy oczywiscie kazda funkcja F: P R iest

gdy zbior {ye P: y < x|

ci wtedy, gdy nasz zbior
Sci pozostaje caly czas w
sumowalna.
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TWIERDZENIE 2.2 (wzér inwersyjny Mébiusa). Niech P = (P, < bedzie lokalnie

skonczonym zbiorem czesciowo uporzgdkowan
ym, za$ F_: P -
wzgledem <. Okresimy funkcje F < nastepujgco: - R funkcjq sumowalng

(2.7) F¢(x) = Z F_(y).
y:iySx
Wiedy
(2.8) Fo()= ¥ Fe(uly, 0,
yiysSx

gdzie p jest funkciq Mobiusa zbioru P.

Dowod. Utwérzmy zbiér czesciowo uporzadkowany P przez dodanie do P
nowego elementu m takiego, ze

m < x <>istnieje y < x takie, ze F_ (y) # 0.

Okrf:élmy dodatkowo F_ (m) = 0. Latwo sprawdzié, ze P’ jest porzadkiem lokalnie
skonczonym. Okreslmy funkcje fe.«/(P) nastepujaco:

fx, 9 = %gi i :sgr;e;iv:;,ym przypadku.
Niech
(2.9) g=f=»{."
Wiedy

gmy)= Y fm2lzn= ) F.(@=F¢y
y

z:m<z< z:z28y

(przyjmujemy F ¢ (m) = g(m, m) =0). Z réwnosci (2.9) otrzymujemy
S=g+{"" =g,

w szczegblnosci

Fox)=f(mx)= Y gmyuy,x)= 3} Fenulb, .

ymEy<x ymiy€x
Rowno$¢ ta dowodzi twierdzenia, jako Ze F¢(m) =0. UZyliémy tu tego samego
symbolu u do oznaczenia funkcji M&biusa zbiorow P 1 P — moghsmy tak

uczyni¢ wobec lematu 2.1. [~ . . o
W tym miejscu zauwazmy nastepujacy fakt natury algebraiczne). W rodzinie
¥ funkcji sumowalnych z P w R wprowadzamy dodawanic ,po wspdirzednych™

(f+g)(x) = f(x)+g(x), oraz mnozenic elementéw zbioru X przez elementy algebry
incydencji .«/(P) jak nastgpuje: Jesli FeZ, f€/(P), to

(2.10) FoNx= Y FOS.x.

y:y€x



9% 2. Algebra incydencji i twierdzenia inwersyjne

Czytelnik zechce sprawdzi¢ nastgpujace fakty: o .
(a) Dzialanie O jest okreslone poprawnie, tj. nie wyprowa:dza ze zbioru X.
(b) £ wraz z dzialaniami + i  jest prawostronnym unitarnym «/ (P)-mo-
dulem (por. Bialynicki-Birula [1]), w szczegdlnosci

(2.11) (FOfIOg=FO(f*9),
(2.12) FOO=F.

Teraz juz twierdzenie 2.2 otrzymujemy latwo w nastgpujacy sposob. Jesli Flapa jest
funkcja sumowania F_, to zdefiniowana wzorem (2.7) funkcja F< — to nic innego
jak F. O Mnozac rownos¢ F¢ = F_ ©( prawostronnie przez funkcje u i
Korzystajac z (2.11) i (2.12) otrzymujemy '

FcOu=(F-00)0Ou=F-O*p=F.Qo=F._.

Tak wigc F_ = F< O pu, co jest wlasnie algebraicznym. rownowaznikiem (2.8).

Zauwazmy, ze z powyzszych uwag wynika, iz elementy algebry incydencji
dzialaja jako operatory liniowe w przestrzeni funkcji sumowalnych (z dzialaniami
dodawania 1 mnozenia przez ce R ,,po wspotrzednych”). Wazna rolg¢ odgrywa w
szczegoOlnosci operator sumacyjny S okreSlony przez

SHX)=(FOHMX= ) F().
y:iySx

Wzor inwersyjny Mdbiusa orzeka, iz istnieje operator D odwrotny do S, i wyraza
SI¢ wzorem

DG =GOWNW= Y G()uly. ).

yiysSx
Operator D nazywamy operatorem roznicowym w P.
Na zakonczenie niniejszego paragrafu zauwazmy, ze wzoOr inwersyjny Mobiusa
jest prawdziwy dla funkcji F. o wartosciach w dowolnej grupie przemiennej G

(zapisywanej addytywnie), jesli iloczyn elementu grupy przez liczbg calkowitg we
wzorze (2.8) zdefiniujemy w naturalny sposob:

(2.13) 9:0=0, g:(n+tl)=g'n+tg, g:(—n)=(—g)-n.
Istotnie, podstawiajac (2.7) do (2.8) oraz zmieniajac  porzadek sumowania
otrzymujemy

Y Fcuy, =Y Y F.@uly, x) =

y:y€x y:ySx zz<y

=2 ¥ F.@utnx= ¥ F.(y

2:28x y=<ysx 2:8 %%

Y oy =
yizSy<x
= 2, F.(2)d(z, x)=F.(x).

2:2€x

Jest to oczywiscie rowniez niezalezny dowod twierdzenia 2.2, 1]
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Odnotujmy otrzymany wniosek, jako przydatny dla niektérych zastosowan.

TwierDZENIE 2.3. Wzor inwersyjny Mobiusa (2.8) jest prawdziwy dla funkcji F. o
wartoSciach w dowolnej grupie przemiennej (iloczyn elementu grupy przez liczbe
calkowitq okreslamy wzorem (2.13)).

.Zauwz'iimy jeszcze, ze jesli dziatanie grupowe zapisujemy multyplikatywnie, to
twierdzenie 2.3 przyjmuje nastgpujaca postac:

Jesli
(2.14) Fc(w= [] F-0
yiysx
1o
(2.15) F.(x)= [] F<(uly, x)
yipsx

(0 funkcji F. :zakladamy, e dla kaidego x istnieje jedynie skonczona liczba
elementéw y < x takich, ze F_ (y) # 1).

§ 3. Wlasnosci funkcji Mobiusa

W niniejszym paragrafie zajmiemy si¢ podstawowymi wlasnosciami funkcji
Mobiusa i korzystajac z nich wyznaczymy funkcj¢ Mdbiusa dla wielu zbiorow
czesciowo uporzadkowanych. Otrzymamy stad potem odpowiadajace tym zbiorom
wersje wzoru inwersyjnego.

O wszystkich rozpatrywanych zbiorach czgéciowo uporzadkowanych zaklada-
my. ze sa lokalnie skonczone. Funkcje Mdbiusa zbioru P bedziemy oznaczali
niekiedy przez pp. Przypomnijmy, ze porzadek dualny do P = (P, <) definiujemy
jako P* = (P, <*), gdzie x<*yey <X

TwIERDZENIE 3.1. Jesli P* = (P, <*) jest porzqdkiem dualnym do P = (P, <),
10
(3.1) wp (X, ¥) = pp(y. Xx).

Dowéd. Ustalmy element xe P. Wzor (3.1) jest oczywiscie prawdziwy dla
y = x. Niech wigc z > X, | zaldzmy, ze jest on prawdziwy dla wszystkich y < z.
Ze wzordw (2.4), (2.5) otrzymujemy

u,-(x, Z) = - Z I‘r‘(X, Y) = - Z l"?(ys X) = “p(z, x).
yix<ty<®z yiz<ysx

Tak wiec twierdzenie wynika z zasady indukcji. [

Inny dowod otrzymujemy bezposrednio sprawdzajac, ze funkcja f zdefiniowa-
na przez f(x,y) = up(y, X) jest istotnie odwrotnoscia funkcji Cp.:
CperNx, )= Y lpelx,2f(p) = Y up(y,z) =0p(y, x) = dpe(x, y).

2:x<°%2 <% z:ySzS€x

7 ~ Analiza kombinatoryczoa
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Odnotujmy jako wniosek z tego twierdzenia wygodna dla zastosowanh dualng

wersj¢ wzoru inwersyjnego Mdbiusa.
TwierDzENIE 3.2. Niech P = (P, <) bedzie lokalnie skonczonym zbiorem
czesciowo uporzqdkowanym, zas F.: P—R funkcjq sqmowalnq wzgledem 2>,

Okreslmy funkcje F nastepujgco:
Fs(x)= Z F_(y).

yiyZ2x
Wiedy
Fo(x)= ) wu(x, nF:().

yiyZx
Dowod. Jest to bezposredni wniosek z twierdzenia 2.2 i twierdzenia 3.1. [~
Przypomnijmy, ze iloczyn kartezjanski porzadkow P, =<{P;, <) 1 .Pz
= /P,, <) definiujemy nastepujaco:

PlXP3=(PlXP3, <>,
przy czym
X PIEEZ,tHDSx €z Ay L

Okazuje si¢, Zze funkcje Mobiusa iloczynu kartezjanskiego mozna wyznaczyc
w bardzo prosty sposob znajac funkcje Méobiusa czynnikow.

Twiernzenie 3.3. Jesli Py, P, sq porzqdkami lokalnie skonczonymi, to
(3.2) By e (X, 930 G20V =ty (x, 2) gy, (3, 1),
Dowod. Oczywiscie
,llpl X ’2(('_\‘. y>_ X ">) =1 = “Pl (X, x) '“P’(y' y).

Niech ‘u, v) (.x, y>. Przyjmujac jako zalozenie indukcyjne prawdziwos¢ wzoru
(3.2) dla wszystkich <z, 1) < <u, v) i korzystajac ze wzoru (2.5) otrzymujemy

Hp, an((xv Y, (u, v)) = — Z Hp, ’PZ((,xs ), €z, 1)) =

(o) ix,p) < (zt) <<uw)

= — 2 ey (X5 2) pp, (v, 1) =

S CXY) Sz ) < ()

= y Koy (X, 2) pp (y, D)+ g, (x, u) pp, (p, v) =

)XY Sz ) Sue)

=(= Y #nlx2 ¥ oy Vs 1)+ pip (x, u) ftp, (y, v) =

z:x€z<u nysi<p
= —0p, (x, u)0p, (y, O)+ up, (X, u) pp

(y D) = )
. 2V Hp (x, u) , OY,
gdy2 zalozyliSmy (x, y) < (u, v, [ 1 Hey (y, v
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Nieco prostszy dowdd otrzymujemy bezposrednio sprawdzai )
'_f € o/ (P, x P,) zdefiniowana przez o prawdzajac, Ze funkcja

f(<x’ y>¢ <zo t>) = #r, (x’ z)”Pz(yy t)
jest istotnie odwrotnoscia elementu {p, xp, W algebrze o/ (P, xP,):
(C’l xPy ‘f)((x’ }’>» (U, v>) =

x p § R , A : =5
DO — Coyxpy (<X, ¥D, <z, ) pp, (2, u) pp, (1, V)

Z ”P, (Z, u) Z #’2(1’ U) =

s:xSzsu t:y<t<v

=0p, (X, U)0p, (v, V) = 3p xp, (<X, ¥, <u, D))

Twierdzenie to przenosi si¢ w oczywisty sposob na iloczyn dowolne;
skonczonej liczby porzadkéw. Korzystamy tu milczaco z faktu, iz iloczyn
kartezjanski skonczonej liczby porzadkéw lokalnie skonczonych jest lokalnie
skonczony, Wlasnos¢ ta na ogol nie przenosi si¢ na iloczyn nieskonczonej liczby
czynnikow (p. zad. 8). Zalozmy teraz, ze porzadki P, i€l, sa lokalnie skonczone
oraz kazdy z nich ma zero (element najmniejszy), ktére oznaczamy przez 0 (uzycie
tego samego symbolu dla oznaczenia zera w kazdym ze zbiorow P; nie prowadzi
do nieporozumien). Wtedy lokalnie skoficzona jest rowniez suma prosta & P; (p.

iel
tw. 1.2.2). Przypomnijmy, Ze t¢ sum¢ prosta okreslamy jako zbior tych elementow
xe X P,, dla ktorych zbiér I, = {iel: x; # 0} jest skoficzony. Latwo zauwazyc,

iel
ze jesli x < y, y # 0, to odcinek [x, y] zbioru @ P; jest izomorficzny z odcinkiem
iel
[, ¥] zbioru X O;, gdzie X; =X, Ji = )i dla iel,.
iel
Korzystajgc 'z poprzedniego twierdzenia mozemy wigc obliczy¢ [funkcje
M&biusa w sumie prostej:

TwiernzeNie 3.4. Jesli P = @ P,, gdzie porzqdki P; sq lokalnie skoriczone, to dla
iel
dowolnych elementow x, y tej sumy takich, ze x <y mamy
pplx, y) = [ e, (x5 v). O

uly

Twierdzenia 3.3 i 3.4 umozliwiaja wyznaczanie funkcji Mobiusa skomplikowa-
nego zbioru czgsciowo uporzadkowanego przez jego 'rozklad‘ na iloczyn lub sume
prosta zbioréw o proste] strukturze. Podamy teraz jeszcze jeden fa!('t. klé'ry. jest
pomocny przy obliczaniu funkcji M&biusa w przypadku, gdy nasz zbior czesciowo
uporzadkowany jest kratg.

Twierpzenie 3.5 (Weisner [1]). Niech u bedzie funkciq Mobiusa kraty
skonczonej L, oraz niech a, belL.
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(a) Jesli a> 0, to
3.3) Y u(0,x)= 0.
x:xva=b
(b) Jesli a< 1, to
(3.4) : Yy ulx, 1)=0.
x:xaa=bh

Dowdd. (a) Jesli a € b, to {x: x va=b] =@ i oczywiscie twierdzenie nasze
jest prawdziwe. Zalozmy wiec, ze a < b. Jesli twierdzenie jest falszywe, to mozemy
wybrac takie minimalne b, Ze suma po prawej stronie (3.3) jest niezerowa. Mamy
wtedy

(3.5) Y wO0,x= Y pO,x+ Y Y w0 x.

x:xva<bh x:xva=h c:c<b x:xva=c

Lecz x v a < b oznacza dokladnie tyle, co 0 < x < b, a wigc zgodnie z (2.3) lewa

strona jest rowna zeru. Druga czeS¢ prawej strony jest roOwniez rOwna zeru, na
mocy wyboru elementu b. Tak wigc (3.5) redukuje si¢ do

0= 3 w0, x),

x:xva=h
wbrew naszemu zalozeniu.

Czgs¢ (b) otrzymujemy rozwazajac porzadek dualny do < i korzystajac
z twierdzenia 3.1. [

Przyst¢pujemy teraz do wyznaczania funkcji Mdbiusa dla konkretnych zbiorow
czgsciowo uporzadkowanych.

A. Zbiory liniowo uporzqdkowane. Niech P = (P, <) bedzie (lokalnie skofczo-
nym) zbiorem liniowo uporzadkowanym. Rozwazmy jego dowolny odcinek
{x1, ..., X}, gdzie x; <... < x,. Zgodnie z wzorami (2.1) i (2.5) mamy

pxy, xy) =1,
KXy, X3) = —p(xy, x;) = —1,
u(xy, x3) = —(p(xy, X))+ p(xy, xp)) = —(1=1) =0
i ogdlnie
u(xy, x)=0 dla k> 3.
Mamy stad nastgpujace twierdzenie:
TwierDZENIE 3.6. Funkcja Mobiusa zbioru liniowo uporzqdkowanego Jjest réwna
1, Jjeslix=y,

p(x, y) =< =1, jesli y jest bezposrednim nastepnikiem elementu x,
0, w pozostalych przypadkach. [
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Warto zauway¢, e zgodnie z tym twierdzeniem zastosowanie wzoru

inwersyjnego (2.8) do zbioru liczb naturalnych z porzadkiem naturalnym daje po
prostu

F<m=Y F_()=F_(n)=Fcm—Fc(n—1).
i=1
Przy dowodzeniu twierdzenia 3.6 korzystalismy jedynie z faktu, ze
kazdy odcinek jest laficuchem. Zatem twierdzenie to pozostaje w mocy dla
znacznie szerszej klasy porzadkow czesciowych niz porzadki liniowe, np. dla
porzadkéw o strukturze drzewa.

B. Podzbiory skonczone ustalonego zbioru. Dla dowolnego zbioru X zbior
czgSciowo uporzadkowany <2, (X), =) jest lokalnie skonczony. Jest on
izomorficzny z suma prosta | X| kopii zbioru (|0, 1}, <), gdyz dowolny podzbior
A S5 X mozemy identyfikowaé z funkcja y,: X — {0, 1! taka, ze

1, jesli xeA,

x‘(")={o, jesli x¢A.

Wobec twierdzenia 3.6 posta¢ funkcji Mobiusa dla zbioru <{0, 1}, <) jest
nastgpujaca

Korzystajac z twierdzenia 3.4 fatwo juz otrzymujemy wzoér na funkcje Mobiusa
zbioru{ 2, (X), <).
TwierDzeNIE 3.7. Funkcja Mobiusa zbioru {#y(X), =) wyraza sie wzorem
(—1)BI-14" jesli A < B,
u(4, B) = ol ,
0, w przeciwnym przypadku. [
C. Liczby naturalne :z relacjq podzielnosci. Niech p,, p,, ... bedzie ciggiem
kolejnych liczb pierwszych. Na mocy twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie
dowolnej liczby naturalnej na czynniki pierwsze, zbior (N, |) jest izomorficzny 2

suma prosta é P;, gdzie kazde P; jest nieskonczonym lancuchem 0 < | < 2 «
i=1

Istotnie, kazdej liczbie n mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé element « naszej

sumy prostej taki, ze []| pi' jest rozkladem kanonicznym liczby n. fatwo
iel,

zauwazy¢, ze jesli przy tym przyporzadkowaniu a odpowiada liczbie n, p zas
liczbie m, to

nm<a<f (tzn. o < f; dla kazdego i).
Wobec twierdzenia 3.6 wiemy, jaka jest postac funkcji M&biusa dla lancuchéw P,.
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Wystarczy teraz skorzystaé z twierdzenia 3.4, aby otrzyma¢ wzdr ma funkcje
Mobiusa zbioru (N, |):
u(n, m) = n pp, (@i B) =
ielg
(=% 5 sedli p—o; < 1 dla kazdego iely,

0, w przeciwnym przypadku,

gdzie njm, n =[] pi', m=[] pli. Mamy stad

iel, ielp

TwierDzeNIE 3.8. Funkcja Mobiusa zbioru (N, |> jest rowna

(=1),  jesli nim i m/n jest iloczynem k réznych liczb pierwszych,

AR, ) = {0, w przeciwnym przypadku. [

D. Podzialy zhioru. Obliczymy teraz funkcje Mdbiusa dla zbioru {I1(X), <).
Przypomnijmy, ze IT(X) oznacza zbidr wszystkich podzialéw zbioru X, oraz ze
n < o oznacza, iz podzial 7 jest drobniejszy niz o, tzn. kazdy blok podziatu ¢ jest
suma pewnej liczby blokéw podzialu n. Bez zmniejszenia ogodlnosci mozemy
zaklada¢ w naszych rozwazaniach, ze X ={1,...,n;. Bedziemy w takim
przypadku uzywali oznaczenia [1(X) = IT,. Udowodnimy najpierw nastepujacy
prosty lemat.

LEMAT 3.9. Niech n, cell,, n < 0. Zaloimy, ze || = k oraz j-ty blok podzialu ¢
jest sumq n; blokow podzialu m, 1 <j < k. Wredy

[m 0] = Iy, % .0 XM

Dowdd. Niech ¢ = [By, ..., B;j. Kazdy blok B; jest sumg n; blokow po-
dzialu =: '

Bj= Ay U, gdzie Ayendlal <I<n;.

Dowplny podzial t taki, Z¢ n <7 <o jest jednoznacznic wyznaczony przez
podzialy

1;=1B;: CetAnCcB), 1<j<k,

ktore indukuje on na blokach podzialu ¢. Skoro rozwazamy tylko podziaty © 2™
to mozemy z kolei kazdemu podzialowi 1, jednoznacznie przyporzadkowac podzial
tjell, powstaly z t; przez zastapienie kazdego bloku C €T; przez

C - ”' Ajl < C}.

f_atwo sprawdzié, .ie opisane przez nas odwzorowanie i+ <{T, ..., x> okresl2
zomorfizm przedzialu [z, ¢] z iloczynem Iy % o %l O3
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Wobec lematu 39 i twierdzenia 3.2

k
(3.6) kn,(m, 0) = [1 Iin,,j(o, 1),
J=1

gdzie przez 0 i 1 oznaczamy odpowiednio podzial ,najdrobniejszy” na bloki
jednoelementowe oraz podzial ,najgrubszy” skladajacy si¢ z jednego bloku.

Zauwazmy, ze zarowno 0 jak i 1 moze oznacza¢ rozne podzialy w roznych
czynnikach iloczynu (3.6).

Wystarczy teraz obliczy¢ #n,(0, 1) dla dowolnego n. Jak wiemy, podzialy
zbioru tworza kratg, przy czym

nAc={ANB: Aen A Bea AANB# Q)

(p. tw. 1.8.1). Mozemy wigc skorzysta¢ z twierdzenia Weisnera (twierdzenie 3.4).
Niech n bedzie nast¢pujacym elementem kraty I1,, n > 1:

n=1{{1,..., n—1}, .

Przyjmijmy w twierdzeniu Weisnera (czes¢ (b)) a=n, b=0 (tzn. b=
= {{1}, ..., {n}}), i zobaczmy co oznacza réownos¢ x Aa=>b, tzn. x An=0.
Skoro bloki podzialu x A m sq przecigciami blokéw podziatu x z blokami podziatu
n, to oznacza ona dokladnie tyle, ze x =0 lub x jest podzialem na n—1 blokéw
postaci

g; = {{1}, {2}, ..., {i—-1}, {i+1}, ..., {n—=1}, iy m}}, L1<j<n—-1.

Z twierdzenia Weisnera dostajemy wigc
n—1

(37) ﬂ""(o, 1)+ Z ﬂnn(oj, 1) =0,

j=1

Lecz z lematu 3.9 wynika, ze kazdy z odcinkow [a;, 1] w 1T, jest izomorficzny
z I1,_,. Zatem z (3.7) otrzymujemy wzor rekurencyjny

p, (0, 1) = —(n—=1Dup,_, (O, 1),
ktéry po uwzglednieniu rownosci pp, (0, 1) =1 daje
(38) i, (0, 1) = (= 1" (n=1)L.
Podstawiajac tg rownos¢ do (3.6) otrzymujemy ostatecznie
Twiernzente 3.10 (Schiitzenberger [1], Rota [2]). Funkcja Mébiusa kraty 11,
wyraza sie wzorem

lof
p(m, o) = (=1~ [I (nj—1)!

dla dowolnych m < @, przy czym h; oznacza liczbe blokéw podzialu m zawartych
w j-tym bloku podzialu o. O
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Pokazemy jeszcze inny sposéb wyznaczania funkcji _M'b'biug dla kraty
podzialéw. Polega on na zastosowaniu metody wspélczynqlkow meoznacz_onych
do wzoru inwersyjnego. Niech X = {1, ..., n} i niech Y bedzie do.wolnym zbiorem,
Przypomnijmy, ze kazdej funkcji f: X —Y odpowiada podzial N(f)ell(X),
zwany jej jadrem:

N()={f"'0): yeY Af () # B}
Oznaczmy przez F_ (n) liczbe funkcji f: X — Y takich, ze N(f) ==, a przez F (n)
takich, ze N(f) = n. Oczywiscie

Fsm= Y F.(o),

g.ag=zm

a wigc zgodnie z twierdzeniem 3.2

F.m= Y ulx o)Fs (o).

W szczegdlnosci
(39) F_(0)= Y u(0,0)F; o).
aell,

Lecz F. (0) to nic innego jak liczba funkcji réznowartosciowych f> X — Y, a wiec
F_.(0) =[x],, gdzie x=|Y|. Z kolei kazda funkcja f taka, ze N(f)=zo
wyznaczona jest jednoznacznie przez podanie elementdw zbioru Y. na ktore
przechodza elementy kazdego z blokéw Beo (rozne bloki moga przechodzi¢ na

ten sam element). Takich funkcji jest wigc x'“/. Rownos¢ (3.9) mozemy Wwigc
przepisac¢ jako

(3.10) x(x=1)...x=n+1)= Y u(0, 0)x'.

oell,
Rowno$¢ ta zachodzi dla kazdego x > 0 c;’lkowitego, gdyz zbiér Y moze byé
dowolny. ‘A wigc wielomiany zmiennej x po obu stronach (3.10) sa rowne.
Poréwnujac wspolczynniki przy x otrzymujemy (3.8). Zauwazmy przy okazji, ze
wspolczynnik przy x* w (3.10) jest rowny Y (0, o). Z drugiej strony wiemy,

o:|la|=k
ze [x], = Z s(n, k) x*, gdzie s(n, k) sa liczbami Stirlinga pierwszego rodzaju
k=1
(p- (1.4.11)). Otrzymujemy stad nastgpujaca rownosé (pochodzaca od Roty [1]):
(3.11) s(n, k) =% u(0, 0).
o:la|=k

Do zaleznosci tej powrdcimy jeszcze w nastgpnym paragrafie.

E. Podprzestrzenie przestrzeni liniowej. Wyznaczymy teraz funkcje Mdobiusa dla
£(n, q). Przyppmni_prpy, ze przez ¥ (n, q) oznaczamy krate wszystkich podprze-
strzeni n-wymiarowej przestrzeni liniowej V(n, g). Mozna tu skorzysta¢ z
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tWierdzem'a V.Vslsnera, w podobny sposob jak w przypadku kraty podzialow,
mozna réwniez zastosowa¢ do wzoru inwersyjnego metodg wspélczynnikow
nieoznaczonych. PokaZemy ten drugi sposob, gdyz dostarcza on pewnych
dodatkowych informacji.

Niech Y b;dzie dowolna przestrzenig liniowa nad cialem GF(g). Dla dowolne)
podprzestrzeni Z < V'(n, q) oznaczmy przez F_(Z) liczbe odwzorowan liniowych
f: V(n, g = Y, ktérych jadrem jest Z (tzn. f~'(0) = Z). Podobnie, niech F (Z)
oznacza liczb¢ odwzorowan liniowych f: V(n, q)— Y, dla ktérych Z =f~'(0).
Mamy

Fs(Z)= Y F-(T),

T.T2Z

a wiec zgodnie ze wzorem inwersyjnym

F:(Z) = Z #(Za T)FZ (na

TT2Z

co dla Z =0 daje
(3.12) F_(0)= Y w0, TF;5(T).

TeZ(nq)

Zauwazmy, ze F_(0) jest liczba roznowartosciowych odwzorowan liniowych
f: V(n, q) — Y. Kazde takie odwzorowanie okreslone jest jednoznacznie przez ciag
n liniowo niezaleznych wektoroéw przestrzeni Y, jesli ciag taki traktowac jako obraz
ustalonej bazy e, ..., e, przestrzeni V(n, q). Oznaczmy |Y| = x. Wektor f(e;)
mozemy wybra¢ na x—1 sposobow. Rozpina on jednowymiarowa podprzestrzen
Zlozong z g wektorow, f(e;) mozemy zatem wybra¢ na x—gq sposobow, podobnie
f(e3) na x—g? sposobow itd. Stad F_(0) = (x—=1)(x—q)(x—¢?)...(x—¢"""). Aby
obliczyé F. (T), zalozmy, ze ey, ..., €, jest baza przestrzeni V(n, q) taka, ze
ey, ..., ey, r jest baza przestrzeni T runek T <f '(0) oznacza, ze f(e,) =...
=f(ey.;) = 0, natomiast f(e), dimT <is<n, s3 dowolnymi elementami prze-
strzeni Y, Stad F.(T) = K -dimT Jeéli teraz uwzglgdnimy fakt, ze odcinki [0, T7],
[0, T'] kraty Z(n, q) sa izomorficzne, ilekro¢ dimT =dimT’, to wzor (3.12)
mozemy przepisa¢ jako

(3.13) =) (x—@)(x—g))...x—q"" N =_% (0, T)x""=

TeZ(ngq)
n

=2 (:) Ko (0, 1) x" 7,
k=0 q

Réwnosé ta jest spetniona dla niesko:.ﬁczenie wielu wartosci x, t?owiem x ._._..| Y',' Y
za$ jest przestrzenia dowolnego wymiart nad GF (g). Mamy wigc do czynienia z
réwnoscia dwoch wielomianow zmiennc) x. Poréwnujac wspblczynniki przy
Wyrazie wolnym po obu stronach otrzymujemy

(3.14) 0, 1) =(- D(=@) (=g (=) = (=1"g" 2 = (—1yglD,

Keme



106 2. Algebra incydencji i twierdzenia inwersyjne

Zauwazmy, ze jesli Z jest podprzestrzenia przestrzeni T, to odcinek [Z, T7 s
izomorficzny z krata Z(k, g), gdzie k = dim T—dim Z. Aby si¢ 0 tym przeko
rozwazmy zbiér T/Z wszystkich warstw przestrzeni T wzgledem podprzestrzen; »
Na zbiorze tym mozemy, jak latwo sprawdzic, wprowadzi¢ strukture Przestrzep;
liniowej wymiaru k definiujac A+B = {a+b: aeA A beB}, A4 = |ia: ae A) dla
dowolnych A4, Be T/Z, i.eGF (q). Zadany izomorfizm migdzy odcinkiem [Z, T,
krata podprzestrzeni przestrzeni T/Z otrzymujemy przyporzadkowujac podprze.
strzeni Ue[Z, T] zbior {Ae T/Z: A < U}, ktory oczywiscie jest podprzestrzenjg
przestrzeni T/Z. Zatem u(Z, T) = fywq (0, 1) i ostatecznie otrzymujemy

Twierpzenie 3.11. Funkcja Mobiusa kraty L(n, q) wyraza si¢ wzorem

w(Z, T) = (=1yq3), k= dim T—dim Z

dla dowolnych Z, Te ¥(n, q) takich, ze Z < T []
Podstawiajac te warto$é¢ funkcji Mdobiusa do (3.13) otrzymujemy tozsamosé

(3.14) Tl EEweghoe 5 (") (— 1) gDt
k=0

k=0 kq

§ 4. Wielomian charakterystyczny zbioru czesciowo
uporzadkowanego

Niech P = (P, <) bedzie dowolnym skonczonym zbiorem czgsciowo uporzad-
kowanym z zerem 0 i jedynka 1. Przez r(a) bedziemy oznaczali, jak zwykle, rang¢
clementu a, tzn. maksymalng liczno$¢ tancucha w [0, a] zmniejszona o jeden.
Niech r(1) = n. Wielomian charakterystyczny zbioru P definiujemy nastgpujaco:
(4.1) 1e(x) = ) u(0, a)x"~ ",

aeP
Wspolczynnik przy x" % tzn.
(4.2) wp(k) = ) (0, a),

a:rla)=k
nazywamy k-tym wspolczynnikiem pierwszego rodzaju (dla zbioru P). Definiujemy
rowniez k-ty wspolczynnik drugiego rodzaju:

(4.3) W,(k) = |lae P: r(a) = k!|.

Widaé tu pewna analogi¢ do liczb Stirlinga pierwszego i drugiego rodzaju, gdy?
jesli P = I1,, to wp(k) = s(n, n—k), Wp(k) = S(n, n—k). Wynika to z faktu, iz r(d?
= n—|a|, oraz ze wzoru (3.11). Okazuje si¢, ze analogia ta sigga znaczni¢ dale)
Aby ja wyjasnié, zaloimy, ze Po, Py. P;, ... jest ciggiem skoficzonym zbiord¥
czesciowo uporzadkowanych z zerem i jedynkg takich, Zze dla kazdego n

(@) r(P,) =n (r(P,) oznacza rangg¢ jedynki w P,),
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(B) dla dowolnego k < n oraz dl .
odcinek [a, 17 zbioru P, jest izomorﬁ?:z:; ‘:0}? g dementn. Gk, SN =g
k.

Przyjmijmy teraz

win, k) = {Wr.(k)- jesli 0< k< m,

0, w przeciwnym przypadku,
Win, k) ={Wr.('<% jesli 0 < k <,

0, w przeciwnym przypadku.

TwierDpzeNIE 4.1. Dla dowolnych ciggéw aq, a,, a,, ... oraz by, by, bz, ...

b,= Y W(n, n=ka, n=1,2, ...
k=0

<a,= Y wn,n=kb, n=12 ..
k=0
Wyrazy a;, b; moga bvé elementami dowolnego pierscienia charakterystyki zero
(a nawet dowolnej grupy przemiennej — Ppor. (2.13)).

Dowod. Twierdzenie mowi doktadnie tyle, ze dla dowolnego n macierz [w;;],
0<i,j<n w;= w(i, i—Jj), jest odwrotnoscia macierzy [W,], 0<i,j<n, W;
= W(i, i—j). Tak jest w istocie, gdyz ‘

S Wywy= 3 W i—kwk k=p=T Wei=k 2 #0.H=

k=0 k=0 bePy
b)y=k—j

<3 ¥ Y uab=

aeP; bela,1)
ay=i—k ry=G-k+&=D

= Z Z pla, b) = z z pla, b) = 0;. O
aeP; bela,1] pirb)y=i—J a:0<as<h
by=i—J
amego symbolu u dla oznaczenia funkcji

. . . 1& tu tego S
Zauwazmy, 2€ uzywalismy " porzadkowanych. Moglismy tak uczyni¢

Mbbiusa réznych zbiorow czgé;:iowo u

WOb\:’c warunk (1? ) Qgg;au;yé .dowolnymi wielomianami o wspolczynnikach
yrazy a;, Ui

rzeczywistych, i wobec

= w (n’ n— k) - 3
4.9) xe, (x) kgo
otrzymujemy
| _ ¥ w(n, n—Rn
(4‘5) x. .2_:0
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W przypadku P, =II, zaleznosci te wraz z rownosciami w(n, n-k)-,(,’*,
W (n, n—k) = S(n, k) daja znane wzory

[x],= Y s(m, k)x*, x"= _i S(n, k) [x]k.

k=0

Oczywiscie korzystamy tu z faktu, ze warunki (), (B) dotyczace ciagu Py, P,, ...
sa spelnione, gdy P, = I1,. Latwo zauwazyc, ze s one rowniez spetnione, gdy P,
=, oraz gdy P,= Z(n,q). Obliczymy teraz wspolczynniki pierwszego i
drugiego rodzaju dla 2, oraz Z(n, q).

TwierpzeNiE 4.2. (a) Dla ciggu II,, n=0, 1, ..., mamy
w(n, k) =s(n, n—k), W(n, k) =S(n, n—k),

XH (X) [x]n
(b) Dla ciggu #,, n=0,1, ... mamy

__x gun _("
won b =(=1# ("), Wk =(])
Yo, () = (x—1)"
(c) Dla ciggu £ (n,q), n=0,1, ... mamy

win ) =(=1ra(7). W= (7).

q 9

AY(nq) X) l_[ (x q)

Dowod. Czes¢ (a) zostala juz wykazana.
(b) Korzystajac z twierdzenia 3.7 mamy

win k=Y @, a)—(—l)*()

a:lal=k

rr " r -
rownos¢ W(n, b) = (k) za$ nie wymaga komentarza.

1o, =Y wn,n-b)x*"*= ¥ (_1)~(")xk=(x_1)~_
k=0 k=0 k
(c) Zgodnie z twierdzeniem 3.11

won k= 3 a0 1 =(=11qC)(}).

T: dimT=k q

Oczywiscie W(n, k) = (:) , zadany WwzOr na Ygp, (x) otrzymujemy natomiast
1
z tozsamosci (3.13). O
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Wyznaczone w tym twierdzeniu ’ : : :
; : wartodci wspolczynnikéw pierwszego 1 dru-
giego rodzaju mozZemy teraz podstawié¢ do twier%‘;eni); 4.1.

Wni0SEK 4.3.
(a) ' bn=kzo S(n,k)a,, n=0,1,..., <
Sy = Z s(n, k)bk, n=0, 1,...,
k=0
(b) by="Y (")ak, R=0,1, 1.y
k=0 \k
<a,=Y (—1)""‘(")b,¢, n=0,1,...,
k=0 k
(C) bn = " =
kgo (k)qak’ n=0; 1,.:; €
=a, = Z ( 1)"*"‘1("3,‘) (") b, n=0,1,...
k=0 k/q
Wyrazy ciqgow ao, @y, ... 0rdz by, by, ... mogq byc elementami  dowolnego

pierscienia charakterystyki zero.

Dowod. (b) Mamy w(n, n——k)=(—1)"""(nik)=(—1)""‘(:), W(n, n—k) =

N (nik) B (:>

/

© winn—ky=(—1ra(F( " )q__.(_l)n_kq("z")(z), wonn—k=( " )

(). @ | |

Dla przyktadu zastosujemy wniosek 4.3 do wyznaczenia liczby nieporzadkow
(por. tw. 1.7.4). Liczba permutacji QeS, ustalajacych dokladnie n—k elementoéw

jest rowna oczywiscie (") D,, gdzie Dy jest liczba nieporzadkéw na zbiorze k-
k

elementowym. Mamy
e § 0 o
m 4.3 (b)

By X (=1 (K

k=0

a wigc zgodnie Z wnioskie
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Jako jeszcze jedno zastosowanie wniosku 4.3 podamy teraz wzér na liczbe
podzbioréw rozpinajacych przestrzen V(m, g). Dla dowolnego k = 0 oznaczmy
przez a, liczbe tych podzbioréw A < V(k, q), ktore rozpinaja calg przestrzes
Wik, q). Skoro kazdy niepusty podzbiér przestrzeni V(n, q) rozpina pewny
podprzestrzen, to '

21"—1-—_2(")0‘ '
k=0 kv

(przyjmujemy, Ze zbiér pusty nie rozpina zadnej podprzestrzeni). Zgodnie
z wnioskiem 4.3 (c) mamy

TwierDzeNie 4.4. Liczba podzbiorow rozpinajgcych przestrzen V(n, q) jest réwna

“ n— nky/n k _ 2 » k) /n qn-k_
=3 P et-n= 3 -1rl() -0 O

k=0

§ 5. Zastosowania wzoréw inwersyjnych

Pokazemy najpierw, ze wzor inwersyjny w przypadku zbioru Z(X) daje
klasyczng zasade wlaczania—wylaczania (p. § 1.7). Niech P, ..., P, bedzie ciagiem
podzbioréw zbioru skonczonego S. Zatézmy, ze dana jest funkcja rzeczywista v: §
— R. Przyjmijmy oznaczenie

v(T)= ) v(a) dladowolnego T &S.
aeT

v(T) bedziemy nazywali wagg zbioru T. Niech X = {1, ..., n}. Dla dowolnego
Y € X oznaczmy przez F_(Y) wage zbioru tych elementdéw, ktore naleza do
podzbioréw P, ieY, i tylko do tych podzbioréw, tzn.

F.(Y)=v(N Pin ) (S\P))

ieY JjeX\Y

(zauwazmy, Ze jest to waga pewnej skladowej rodziny (P, ..., P,)). Przez F (Y)
oznaczmy wage zbioru tych elementéw, ktore naleza do podzbiorow P;, i€V,
i — by¢ moze — pewnych innych podzbioréw P;:

F(Y)=v() P).

ieY
Korzystajac z faktu, iz v(Zu T) =v(Z)+v(T) dla Zn T = @, latwo otrzymujemy
Fy(Y)= ) F.(2). |

Z:Z2Y

Na mocy wzoru inwersyjnego (twierdzenie 2.2) mamy wigc

(5.1) F.(M= ) uw¥,2)F;(2)= Y (=1)&-My( P).
ieZ

Z:22Y Z:Z2Y
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W szczegblnosci

(5.2) F- @ =v(N (S\P)=v(8)-v(U P)=
Jje jeX
= ¥ (=D#y(n P),
Z:2sX ieZ

a stad, po uwzglednieniu faktu, iz N P,=S dla Z =Q otrzymujemy
ieZ

TwierDZENIE 5.1 (Sylvester).

V(‘UIP.-)=Z\'(P.~)~ Y vwPnaP)y+ ¥ v(PaPjnP)-
e -

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
(=1 v() P). O
i=1

Najczesciej w zastosowaniach mamy do czynienia z sytuacja, gdy v(a) = 1 dla
kazdego a€S, i w konsekwencji v(Y) = |Y].

Udowodnimy teraz ogdlniejsza wersje zasady wilaczania-wylaczania. W tym
celu oznaczmy przez v, wage zbioru tych elementow w S, ktoére naleza do
dokladnie k sposrod zbioréw P;. Mamy wtedy, zgodnie z (5.1),

= Y Fdf=Y ¥ (=50 0=
Y:YSX Y:YSX Z:Z2Y ieZ
|Y|=k [Y|=k
= ¥ (=DA% y (N Py).
Z:|Z| 2k

Y:Y=2Z ieZ
Y=k

™

—
Iy

Otrzymujemy stad ostatecznie
Twierpzenie 5.2 (Jordan). Waga zbioru elementow nalezqcych do dokladnie k

. sposrod zbiorow Py, ..., P, jest rownd

w=3 (-0r*(;) T v PO

= Z:
m=k 1Zl=m

Niektére zastosowania zasady wiaczania-wylaczania poznaliSmy juz w § 1.7.
Podamy teraz dalsze przyklady.

Liczba macierzy zerojedynkowych bez linii zerowych. Begdziemy rozwazali

macierze zerojedynkowe O 1 wierszach i m kolumnach, zawierajgce dgkladni.e k
jedynek. Ponumerujmy Wwiersze liczbami 1, ..., n, kolumny zalé liczbami n
+1,..., n+m, i oznaczmy W = _{1’ w28 nj, K= {’Hjl, --.,n'+m : .L= WuK.
Dla dowolnego i€ L niech P; bedzie zbiorem tych macierzy, ktére majq same zera
W linii (tzn. wierszu lub kolumnie) 0 NUMErze 1. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego

V A= A W\ZI‘IK\ZI)

= P =
F; (Z) I‘Q ‘l (I k
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Zgodnie ze wzorem (5.2) liczba macierzy bez linii zerowych wyraza sie Wzoreq,
(5.3) F.(@)= Y (-1 (!W\ZI-IK\Zl) =

Z:Z<L k

- z Z (._.1)“]*'” <("“|A|)(m—|B|)) -

A: A=W B:B=K k

3£ )
-5 500

(ostatnia rowno$é powstaje przez zamiang i na n—i oraz j na m—j).

Problem Lucasa (probléme des ménages). Zbadamy, iloma sposobami mozna
rozsadzi¢ przy okraglym stole n par malzenskich tak, by

(a) kobiety i mezczyzni siedzieli na przemian,

(b) zadna zona nie siedziala obok swego meza.
Mamy zatem 2n miejsc przy okraglym stole i mozemy rozsadzi¢ mezczyzn
dowolnie na miejscach 1, 3,...,2n—1. Kobiety zajmuja miejsca 2, 4,...,2n
Zauwazmy, ze cykliczne przestawienie wszystkich osob nie zmienia istotnie
konfiguracji. Mezczyzn mozemy zatem rozsadzi¢ (n—1)! sposobami (bo cykliczne
przesunigcie ,,zlepia” n permutacji). Jest oczywiste, ze kazde rozsadzenie megzczyzn
generuje tyle samo rozsadzen kobiet. Wystarczy wigc jesli znajdziemy liczbg U,
rozsadzen (spetniajacych warunki (a), (b)) dla ustalonego rozmieszczenia mezczyzn,
liczbe wszystkich rozwiazan otrzymamy jako (n—1)! U,. Zalozmy, ze mezczyzna 0
numerze i zajmuje miejsce 2i—1 (i=1,...,n). Dla jego zony, tzn. kobiety 0
numerze i, ,zabronione” sa miejsca o numerach 2i—2, 2i, jesli i > 1, oraz 2n, 2
jesli i =1. Niech P, oznacza zbior tych permutacji ¢ zbioru {1, ..., n}, dia,
ktorych ¢@(1) =1, P, zbior tych permutacji, dla ktorych ¢(1) = 2, Py zbior tych
permutacji, dla ktorych @(2) =2 itd. Ogolnie

| ST = {o: () =j}, l<j<n,
Py =1{o: 0() =j+1}, 1<j<n,
Py, = {0: @(n) =1}.

Dla zastosowania zasady wlaczania-wylaczania nalezy wyznaczy¢ licznos¢
przeciecia Py ... Py, dla dowolnego k i dowolnego ciagu wskaznikow iy <
<t
Udowodnimy teraz, ze
0, jesli zbior {iy, ..., i,} zawiera kolejne liczby,
\Piyn...AP| = badz tez liczby 2n i 1,
(n—k)! w przeciwnym przypadku.
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Istotnie, jeSh @€ Py_yn Py,j<n toz
=j+ 1. Sprzeczno$¢ otrzymuyj
Wtedy bowiem @(j) =j+1 i

jednej strony @(j) =j, z drugiej za$ ¢ ()
emy réwniez, jesli zalozymy @€ Py Pyjeys <M.
¥ t11¢G+1) =j+1. Podobnie jest w przypadku, gdy jeden
ze wskaznikOw réwny jest 2n, drugi za§ 1 lub 2n—1. Zaldzmy teraz, ze zbior

. -+ : . ’ y
Wity --os Iy M€ Zawiera pary kolejnych liczb, ani tez pary {1, 2n). Wtedy

oczywis'y'cie k < n, 1 k ustalonych wartosci dla @ moze by¢ uzupetnionych na (n—k)!
Sposobow.

W mysl zasady wlaczania-wylgczania otrzymujemy

(54) e = 2 (-1)""@ P|=Y (—1)g(2n, k)(n—kK)!,

Z:2<(1,...,2n) k=0

gd?ie g(n, k) oznacza liczbe tyc':h podzbioréow k-elementowych zbioru {1, ..., n},
ktore nie zawieraja dwoch kolejnych liczb, an tez pary [1, n}.

Lemat 5.3 (Kaplansky [1]). Dla k < Ln/2]
n n—k
5.5 , =—( .
(55) gl b =—"—("")

Dowo6d. Oznaczmy przez f(n, k) liczbe tych podzbioréw k-elementowych
zbioru {1, ..., n}, ktore nie zawieraja dwoch kolejnych liczb. Latwo wykazac, ze

(5.6) £ln, k) = (_"‘i“), k < L(n+1)/2.

(p. zad. 1.45). Rozwazmy teraz dowolny podzbior k-elementowy nie zawierajacy
zadnej z par i, i+ 1}, 1<i<n, ani {1, n}. Jesli n nalezy do naszego podzbioru,
to nie zawiera on liczb n—11 1, pozostate k—1 elementow mozemy zatem wybraé
f(n—3, k—1) sposobami. Podobnie, zbioréw nie zawierajacych liczby n jest
f(n—1, k). Stad

gn, k) =f(n=3, k=D+f(1—=1. k) = (":‘)4,(";“) _

k n—ky__"_ (""‘).
- (e ()=
Bodstawiajan wart osé g(2n, k) do (54) otrzymujemy ostatecznie

Twierpzenie 5.4 (Touchard [1.
3 " 1 2n (Zn—k). =
i Un= 2, " 20k & h liczb
. ie ciagiem kolejnych liczb pierwszych.
Dlasﬁﬁﬂﬁﬁééeﬁiﬁxggg?’xp:d533‘2'“2 Emlﬁi:c(: } Al SES0 peWERED
nie przekraczajacyh x, 1z0- n(x) = max {i: pi S X5+
§=1{2,3- n},

P, = {meS! pl""}

$ — Analiza kombinatoryczna




114 2. Algebra incydencji i twierdzenia inwersyjne
dla 1 <i<k=n(/x). Dla dowolnego ciagu wskaznikéw i, < ... <i, mamy

n
IP,ln...nP,'|=\\ J,
pil"'pl,.

jako ze P, N...N P; jest zbiorem liczb w § podzielnych przez p; ...p; . Biorac
X r

pod uwage fakt, ze S\ |J P; jest zbiorem liczb pierwszych p takich, ze \/;x <
i=1

< p < n, otrzymujemy z zasady wlaczania-wylaczania
TWIERDZENIE 5.5.

(5.8) n(n)—n(\/;l)=n—l— ¥ nJ+ Z LLJ-

1<i<k _E Pi Pj

n
st |
LP1P2---Px
gdzie k =1t(\/r_1). O
Zobaczmy teraz jak wyglada twierdzenie inwersyjne w przypadku zbioru

(N, |-

Jesli
(5.9) Fem= ) F-(d),
d:d|n
to.
(5.10) F_(n= ) F<(@dupu(d, n).
d:d|n

Zgodnie z twierdzeniem 3.8 u(d, n) zalezy tylko od ilorazu n/d. Mozemy wigc
(5.10) zapisa¢ jako

n n
(5.11) Fam= Y Fs(dm(—)= Y Fe (—)u(d),
d:dln d d:d|n d
gdzie p oznacza tym razem klasyczna teorioliczbowa funkcje MObiusa (jednego
argumentu) okreslona wzorem

(—=1)%  jesli m jest iloczynem k
u(m) = réznych liczb pierwszych,
0, w przeciwnym przypadku.

Czytelnik bez trudu sprawdzi, Ze

[I(M) — “’(no m'n)’

gdzie P jest zbiorem liczb naturalnych z relacja podzielnoéci, n za§ dowolng ligzb&
naturalng. Ta wlasnie zaleznoé¢ stata si¢ podstawa do rozwinigtej w tym rozdziale

teoni.
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Oto kilka zastosowan wzoru (5.11).
Funkcja @ Eulera. Okre§lamy jq nastepujaco:
P ={k: 1<k<nnank=1)}

tzn. @(n) jest iloScia liczb naturalnych nie przekraczajacych n i wzglednie
pierwszych z n. Zauwazmy, ze zbior § = {1,...,m} mozemy podzieli¢ na
podzbiory roziaczne

Sa=1{keS: (n,k)y=d), din.
Mamy oczywiscie
IS| =n= Z 1S4l

d:d|n
Lecz |S4| = @(n/d), gdyz
(n, k) =d<(n/d, k) = 1.

Otrzymujemy zatem rownosé

n= Y emd=73 o¢le),

d:d|n e:eln
1 zgodnie ze wzorem inwersyjnym (5.11)

(512)  o(m= } du(3>= 3 ;t(d)S:

d:d|n d:d|n

=n<1— F o5 B et )

ir1<i<sm i ij:1<i<jsm 4i9; gy -+ Qg

gdzie q,, ..., g,, sa wszystkimi dzielnikami pierwszymi liczby n. Zauwazmy, ze

wyrazenie w nawiasie jest rowne [] (1—1/g;). Otrzymujemy wigc ostatecznie

i=1
TwierDZENIE 5.6. Funkcja ¢ Eulera wyraza si¢ wzorem

om)=n[]0-=1/p),

gdzie p przebiega wszystkie dzielniki pierwsze liczby n. []
Warto zauwazyé, ze twierdzenie to mozna tez udowodni¢ postugujac si¢ zasada

wiaczania-wylaczania. Wystarczy w tym celu przyjac
8 sl cuey B}, L™ {meS: gim}, 1<i<k.

zbioru S nie nalezacych do zadnego ze zbiorow

Wt iest i elementow e
edy ¢(n) jest liczba Sylvestera, jesli zauwazymy, ze

P, i wzor (5.12) otrzymujemy ze Wzoru

|P;y, 0.0 Pyl =

q‘l ..-q‘.
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Jest to sytuacja dosé typowa — czesto rezultaty otrzymane przez inwersje
réznych zbiorach czgsciowo uporzadkowanych mozemy rowniez otrzymac stosuja,
klasyczna zasade wlaczania-wylaczania. Jednakze uzygle tej zasady MIE Zawsze jeyt
tak przejrzyste jak skorzystanie ze WzOrow inwersyjnych dla zbioru C_Z%é(:iowo
uporzadkowanego zwykle w naturalny spos6b wyznaczonego Przez rozwiazywany
problem.

Problem naszyjnikéw (liczba sléw cyklicznych). Zatézmy, ze mamy do dyspozycji
koraliki w k kolorach, przy czym liczba koralikow kazdego koloru jest
nieograniczona.

Zadaniem naszym bedzie obliczenie, iloma sposobami mozemy z tych
koralikow sporzadzi¢ naszyjnik dhugosci n. Zauwazmy przede wszystkim, ze kazdy
taki naszyjnik mozemy zakodowaé przez ciag <k, ..., k,— 1), gdzie kiedl, . k}
dla 0 <i < n—1. Ciag ten opisuje naszyjnik powstaly przez nanizanie kolejno na
nitke koralikow koloru ko, k,, ..., k,, a nast¢gpnie zwiazanie nitki. Oczywiscie
ciag powstaly z <k, ..., k,_ > przez cykliczne przesunigcie — tzn. kazdy ciag
postaci <k,, k41, ..., kpsn—1), gdzie wskazniki obliczamy modulo n — opisuje
ten sam naszyjnik. W zbiorze wszystkich k" ciagow <k, ..., k,— ;> mamy wiec
relacje rownowaznosci zdefiniowana nastgpujaco: dwa ciagi sa rownowazne, jesl
jeden powstaje z drugiego przez przesunigcie cykliczne. Naszym zadaniem jest
znalezienie liczby klas abstrakcji tej relacji (Scisle rzecz biorac, uproscilismy
nieco zagadnienie, gdyz nie zalozylismy, ze ciagi <k, ky, ..., k,_,> oraz
(k-1 kn—2, ..., ko) reprezentujg ten sam naszyjnik — nalezaloby wiec mowic
raczej o liczbie sléw cyklicznych, a nie o liczbie naszyjnikow).

Przez okres ciagu (kg ..., k,—;)> rozumiemy najmniejsza dodatnia liczb¢
pozycji, o ktora nalezy cyklicznie przesuna¢ ten ciag tak, by przeszedt on na siebie,
tzn. najmniejsza liczbe p > 0 taka, ze <k, ..., k,— ;) = Khas e Ku=tagd (wskazni-
ki.obliczamy modulo n).

Zauwazmy, ze okres ciagu jest dzielnikiem jego dlugoscei. Istotnie, przypusémy,
ze d jest okresem ciagu kg, ..., k,—y> i dkn, tzn. r=(d, n) <d. Na mocy
algorytmu Euklidesa (p. Dodatek A) istnieje wtedy d catkowite takie, ze ad
= r(mod n), a wigc efekt cyklicznego przesunigcia rozwazanego ciggu o ad pozycji
i r pozycji jest ten sam. Jednakze przy przesunigciu o ad pozycji (wielokrotnoéé
okresu) ciag przechodzi na siebie, przy przesunieciu zas o r pozycji ciag nie
przechodzi na siebie, gdyz 1 <r <d. Musi wigc byé dln.

Oznaczmy przez C, liczbe ciggow dlugosci n o okresie d. Wszystkich ciagoW
dlugosci n jest k", zatem

k'l= Z Cd,

d:din

i na mocy wzoru inwersyjnego

Ca= ) u(é) ke.

e eld e
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Latwo zauwazy, ze klasa abstrakdji zawierajaca ciag o okresie d sklada si¢ z d

réznych przesuniet cyklicznych tego ciggu. Tak wiec szukana liczba naszyjnikOw
jest rowna

4

1
5= 3 Lo, ap
d:zdlud ‘ d:zdlnde:zeldﬂ(e>k.

Zmieniajac porzadek sumowania i stosujac podstawienie g = d/e mamy

1
So=Y Y —ulgk

ezeln q:xq|(n/e)

Jesli teraz zauwazymy, ze zgodnie z wzorem (5.12)

1 1 1
> —u@=- ¥ n/—eu(q)=’—1<p<§),

q:ql(nje) 9€ N g:qliney 4

to ostatecznie otrzymujemy
TwierDZENIE 5.7. Liczba slow cyklicznych dlugosci n jest rowna

N g dln

Liczba graféw spojnych. Na zakonczenie podamy przykiad zastosowania
twierdzenia inwersyjnego dla kraty podziatlow zbioru. Wyznaczymy liczbe grafow
spojnych o ustalonym, n-elementowym zbiorze wigrzcholkéyv X. Zauwgimy, ze
dowolny graf indukuje podzial swojego zbioru wierzchotkow na bloki bedace
zbiorami wierzcholkow skladowych spojnych tego grafu. Dla dowolnego podziatu
nell(X) oznaczmy przez F_(m) liczbe graféow indukujacych podzial m, i niech

Fem= ) F-00).

g:0S<n

Wobec wzoru inwersyjnego liczba grafow spojnych jest rowna

- p(m, 1) F<(m).
(5.13) F_(1) ";m

Jesli = jest typu 4 = <At A5, tzn. jesh zawiera 4; blokow i-elementowych,
jest ty = ,..:,',,.,
i=1,... n to latwo zauwazyc, 2€

F<(n) = l:[ 2(5)“'

i=1

Z kolei z twierdzenia 3.10 otrzymujemy

(r 1y = (— D=1 (el =Dt = (DTG
M7, e
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gdzie 4] = z‘: A,. Jedli jeszcze uwzglednimy, ze liczba podzialow typu 2 jest rowp,

i=1
n!

[T 4Gy
i=1

(p. tw. 1.8.2), to z (5.13) otrzymamy
TwierDzENIE 5.8. Liczba grafow spojnych o ustalonym n-elementowym zbiorz,

wierzcholkow jest rowna
n ( i)li

Ge=n! Y (=D)7T(A=-n! ] PRI O

A:§i1‘=n i=1

Zadania
1. Uzupelni¢ dowod twierdzenia 1.1.

2. Udowodnic, ze algebra .o/ (P) jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy P jest antylarficuchem.

3. Udowodni¢, ze kazdy lokalnie skonczony porzadek czesciowy na zbiorze co najwyzej
przeliczalnym mozna rozszerzy¢ do lokalnie skoriczonego porzadku liniowego.

4. Udowodni¢, ze jesli odcinki [x, y] i [z, t] sa izomorficzne, to u(x, y)=u(z,t).
S. Wykazac, ze operator roznicowy D jest prawostronng odwrotnoscia operatora sumacyjnego S,

tzn. ze (2.8) pociaga za sobg (2.7).
6. Wykazac, ze

(a) {*(x, y) =[x, y1I,
(b) 26—{ ma odwrotnos¢ i (20—{)™ ' (x, y) jest réwne liczbie wszystkich laficuchéw o poczatku w

x 1 koncu w y.
7. Wykazac, ze jesli y jest bezposrednim nastgpnikiem elementu x, to u(x, y)=-1

8. Wskaza¢ przyklad iloczynu skoficzonych porzadkow czgsciowych, ktoéry nie jest lokalnie

skonczony.
9. Wykaza¢ twierdzenie 3.10 korzystajac z twierdzenia Weisnera (twierdzenie 3.5).

10. Wykazac, Ze yp «p,(X) = 2p (X)* 2p, (%).
11. Wykaza¢, ze kazdy porzadek czgsciowy P majacy elementy: najmniejszy 0 i najwigkszy 1

spelnia
W’(O) =], wp(l) = —Ws(l), w’(r(])) = up(0, 1).
12. Liczbg Laha L(n, k), n = k 2 1, nazywamy liczb¢

Lo, by=(-1p 5 (1
(n, k) =( ARy
Wykazaé nastepujaca wlasnosé inwersyjng dla liczb Laha:
Jesli (a,p2,, <b,>i, speiniaja warunki

b, = Z L(n,k)a, n=1,2,...,

k=1
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Zadania
to
a..=h2 L(n, k)b,, n=1,2,..
=1
13. Wyznaczy¢ wzd : . ]
. zaleznodci [ na s, (liczbe funkcji z X na Y, gdzie |X|=n |Y|=m) korzystajac

oraz twierdzenia 4.1.
14. Wykazaé, ze (n—2)U, = n(n=2)U,_+nU,-,+4(=1)

U
15. Wykaza¢, ze lim —;' =e

[ Randl? 8] n.

16. (a) Wykaza¢, ze istnieje doktadnie jedna funkcja 4 speln

k+1

-3

jajaca warunek

Yy A(d)=Inn.
d:d|n
(b) Wykazac, ze
Inp, jeslin= p* dla pewnego K,
A(n) = .
0 w przeciwnym przypadku.

o n
17. Wykazac, z€ n(n)—-n(ﬁ) 2= =14 d; p(d) —JJ



ROZDZIAL 3

FUNKCJE TWORZACE

W niniejszym rozdziale powracamy do funkcji tworzacych, pojecia niezwykle
przydatnego w kombinatorycznych problemach zliczania. W odroznieniu od
_analitycznego” podejsécia z § 10 pierwszego rozdziatu, funkcje tworzace traktujemy
tu jako szeregi formalne, bedace w istocie jedynie wygodna reprezentacja formalna
ciagu wspolczynnikow szeregu. Przy takim ,algebraicznym™ podejsciu odpada
koniecznoé¢ badania zbieznosci rozpatrywanych szeregow, co wigcej, szeregi
rozbiezne w sensie analitycznym staja si¢ ,legalnymi” obiektami rozwazan.
Pokazujemy tu zwiazek funkcji tworzacych réznych typow — takich jak na
przyklad funkcja tworzaca eksponencjalna znana z § 10 pierwszego rozdzialu — z
algebrami incydencji odpowiednich zbiorow czesciowo uporzadkowanych (por.
rozdziat 2). Bardzo pozyteczne okazuja si¢ w teorii funkcji tworzacych, szczegolnie
przy dowodzeniu roznego rodzaju tozsamosci, metody oparte na rozwazaniu
odpowiednich operatoréw liniowych w przestrzeni liniowe] wielomianéw. W
rozdziale tym opisujemy tez wiele konkretnych zastosowan funkcji tworzacych do
rozwiazywania probleméw zliczania.

§ 1. Szeregi formalne

Rozdzial ten jest poswigcony kombinatorycznym zastosowaniom pewnej klasy
pierscieni, a mianowicie pierscieni szeregow formalnych. Argumentow za szerszym
potraktowaniem tej dziedziny dostarczaja wyniki tego rozdzialu wiazace zreduko-
wang algebre incydencji z pierScieniem szeregéw formalnych jednej zmiennej, a
takze szerokie zastosowanie funkcji tworzacych, a wiec wlasciwie szeregow
formalnych. Uogolnione szeregi formalne s3 takze uzyte w rozdz. 6, § 3.

Niech X bedzie zbiorem, zwanym dalej zbiorem zmiennych. Na poczatek
zalozymy, ze X jest zbiorem skonczonym i X = {x,,..., x,}. Jednomianami
bedziemy nazywali elementy zbioru funkcji M = N§. Jednomian, ktéry na
elemencie x; przyjmuje warto$¢ m;, bedziemy oznaczali przez X7t X3 %t
Liczba m; bedzie tez zwana wykladnikiem x;. Na zbiorze M wprowadzimy
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mnozenie. [loczynem jednomianow m', m"
oznaczany przez m'-m’",

zmiennej x; sa suma wyk

€M jest mianowicie jednomian m,
lub po prostu m'm”, ktérego wykladniki dla kazdej
tadnikéw jednomianéw m’' i m”. Innymi stowy:

Xt g, ot Ao vy mytmg e

tatwo sprawdzié, ze mnozenje to jest przemienne i laczne oraz ze ma ono
clement neutralny. Jest nim jednomian x{ x9...x7, ktéry bedzie tez oznaczany
przez 1.

Zwrécmy uwage, ze dla dowolnego elementu me M istnicje tylko skoficzona
liczba par {m', m"} < M takich, ze m = m'm”. Wynika to stad, ze zadna warto$é
jednomianu m’ nie moze by¢ wigksza od odpowiedniej wartosci jednomianu m.
Funkcji o tej wlasnosci jest tylko skoficzona liczba. Podobnie jest dla m"”. Latwo
zreszta  zauwazyC, ze jezeli m=m'm’eM, to kazdy element pary {m’', m"}
wyznacza jednoznacznie drugi jednomian.

zeregiem formalnym o zmiennych ze zbioru X bedziemy nazywali kazda

funkcj¢ okreslona na zbiorze M i o wartosciach w ciele C. Jezeli w jest taka
funkcja, a w,, jest jej wartoécia na jednomianie m = x}"' x32...xj*e M, to szereg
formalny w bedziemy zapisywali jako

3 Wghm Y WXyl ket

meM meM
Wartosci w,, nazywamy wspélczynnikami szeregu formalnego, przy czym w, na-
zywamy jego wyrazem wolnym. Zbior tak zdefiniowanych szeregéw formalnych
bedziemy oznaczali przez C[X] lub C[x, ..., x,]. W zbiorze C[X] okreslamy
dzialania dodawania i mnozenia w nastgpujacy sposob. Jezeli w' = ) w,m

meM
i w'= Y wpm naleza do C[X], to
meM

wH+w' =Y (Wptwpm,

meM
W"W” — Z W,,,m,
meM
gdzie )
' -
Wy = Z wml WM2' 3
mlm2=m

i uwaga o skonczonej liczbie rozklad(?w kaid;go jednomianu,
sgggflc:y:ni:ﬁfsczynug;ﬂegéw formalnych sa POPf’awmt? zdefiniowane. Wprowa-
dzony iloczyn szeregéw nazywamy iloczgnem .Cauchy ego; jest on znanym ka?demu
mnozeniem ,jak wielomiany”. (Porownaj t.akze uogolniong definicje z rozdziatu 6.)

Wprowa;izamy tez dziatanie mnozenia przez element ciala, w nastgpujacy

Sposob: .S wom=7 (cwagm (ceO.

meM meM
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Przy tak zdefiniowanych dzialaniach C[X] jest algebra przemienng z jedynka,
tzn. przestrzenig liniowa nad cialem C z dodatkowym dzialaniem — mnozeniem
— ktoére jest laczne, przemienne, rozdzielne wzgledem dodawania i spetnig
warunek c(w'w”) = (cw’)w” dla dowolnych w', w’e C[X], ce C. W szczegblnosci,
jesli nie interesuje nas dzialanie mnozenia przez element ciala, C[X] mozemy
traktowa¢ jako pierscien przemienny z jedynka. Wykazanie wszystkich tych
wlasnosci sprowadza si¢ do prostych sprawdzen rachunkowych.

Jedynka jest szereg o wszystkich wspotczynnikach rownych zeru, poza réwnym
1 wspélczynniku przy jednomianie 1. Jedynke te bedziemy utozsamiali zaréwno 2
leC jak i z 1eM, przy oczywistych wlozeniach C i M w C[X]. Podobna
konwencja obowiazuje takze dla 0eC = C[X].

Niech X i Y beda dwoma zbiorami zmiennych. Jezeli X < Y, to algebra C[x]
wklada si¢ w naturalny sposob w algebre C[Y]. Kazdy jednomian algebry C [x]
traktujemy mianowicie jako jednomian z C[Y], ktéry na wszystkich zmiennych z
Y\ X przyjmuje wartos¢ zero, i rozszerzamy to wlozenie na cala algebre C[x ].
Wiozenie to zachowuje dzialania. Cialo liczb zespolonych C mozna przy tym
traktowa¢ jako algebr¢ szeregdw z pustym zbiorem zmiennych.

Jezeli zbior zmiennych X jest zbiorem nieskonczonym, to jedyna rdznica w
definicji C[X] polega na tym, ze okreslajac zbiér jednomianéw M, w miejsce
wszystkich funkcji z X w N, rozpatrujemy tylko takie funkcje, ktére przyjmuja
jedynie skonczenie wiele wartosci réznych od zera, i te funkcje nazywamy
jednomianami.

Z szeregami formalnymi o nieskonczonej liczbie zmiennych spotykamy sie
rozpatrujac tzw. szeregi formalne Dirichleta, czyli wyrazenia postaci Z a,/n’.
n=1
Algebra nad cialem C tych szeregéw z dodawaniem ,,po wspotrzednych” i z
mnozeniem:

x L XL b" x ‘"
(11) (gl %§> (ngl 5) B n=1 %,

gdzie
C" = Z a,~ bn/i,

iziln
jest izomorficzna z algebra szeregébw formalnych o nieskoniczonej liczbie
zmiennych. Izomorfizm ten wyznaczony jest jak nastgpuje. Przyjmujemy (1/p)°
= x;, gdzie p; jest i-ta liczba pierwsza, i tak okreslone odwzorowanie rozszerzamy
do izomorfizmu badanych algebr.

Stopniem jednomianu m = Xy x3>...x,* bedziemy nazywali sume m, + ... +my.
Dla danego szeregu w bedziemy oznaczali przez w, szereg jednomianéw stopnia 7,
to znaczy szereg, ktoéry ma takie same wspélczynniki jak szereg w przy
jednomianach stopnia r, a pozostate wspdlczynniki rowne zeru. (W przypadku, gdy
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liczba. zmiennych w szeregu w jest skoficzona, w, jest wielomianem jednorodnym
stopnia r) Nastepujacy lemat podaje interesujaca wlasno$é szeregow w,.

Lemat 1.1. Jesli w = w' w", to
r
w, =) wiw/_.
j=0

Latwy dowdd pozostawiamy Czytelnikowi. (por. zad. 2). [

Dla szeregu formalnego w # 0 oznaczmy przez w(w) najmniejsza liczbe r taka,
ze w, # 0, oraz przyjmijmy »(0) = o0. Z udowodnionego powyzej faktu wynika
natychmiast, ze w(w'-w") =oW)+aw’), dla r=wWw) i s=w(w’) mamy
bowiem (w"-w"), ., = w.-w. To z kolei implikuje, ze algebra szeregéw formalnych
Clxy, ..., x;] jest dziedzing catkowitosci (tzn. jest lacznym, przemiennym
pierscieniem z jedynka bez dzielnikow zera).

Niech {w'?),., bedzie indeksowana rodzina elementéw algebry C [x].
Zalézmy przy tym, ze dla kazdego jednomianu me M istnieje tylko skonczona
liczba elementéw ae A4 takich, ze szereg w® ma przy m wspolczynnik niezerowy.
tatwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy zbior zmiennych X jest zbiorem
skoniczonym, jest to rownowazne temu, ze dla kazdego re N mamy w(w'?) > r dla
wszystkich, poza skornczona liczba elementéw ae A. Mowimy wtedy, ze rodzina
WDY,eq jESt sumowalna.

Latwo zauwazy¢, Ze przy powyzszych zalozeniach suma s, = Y w@,

aeA
wspofczynnikOw przy ustalonym jednomianie me M jest okreslona, gdyz zawiera
jedynie skoficzong liczb¢ skladnikéw niezerowych. Szereg formalny Y s, m

meM
nazywamy wtedy sumg rodziny (wW®),,. Suma ta z definicji nie zalezy od
porzadku sumowania.

Rozwazmy teraz dowolng rodzing W = (W, ), x szeregbw formalnych z C [[Y]]
indeksowang zbiorem zmiennych algebry C[X]. Dla kazdego jednomianu m
=x;'...x* z C[X] okreslmy

m(W) = (W)™ ...(W, )™

Oczywiscie m(W) jest szeregiem formalnym z C[Y]. Zauwazmy, Ze jesli w(W,) > 0
dla kazdego xc X, to w(m(W)) = m;+ ... +m, i w konsekwencji — w przypadku
gdy zbiér X jest skoficzony — dla kazdego szeregu w = 3 w,mz C[X] rodzina

meM
(Wum(W))pene jest sumowalna. Szereg formalny z .CQJ‘Y]] bedacy jej sumg
oznaczamy przez w(W). Intuicyjnie, W(W_) otrzymujemy przez podstawienie
szeregu W e C[Y] w miejsce kazdego wystapienia zmiennej X w szeregu WEC{[XH-
Opisana powyzej operacja (cze$ciowa) podstawienia zachowuje dzialania:

(W+w) (W)= w (W)+w' (W), (Ww)(W)=w(W)w (W).



124 3. Funkcje tworzace

Co wiecej, tatwo sprawdzié, e jesh (w'®)..4 jest sumowalng rodzing szeregow
z C[X], to — zakladajac, ze X jest skonczony i ze w(W,) >0 dla kazdego
xe X — mamy

(Z W(“‘)(W) = % (W(“'(W)).

Zasadniczym dla zastosowan jest nastgpujace twierdzenie.

Twierpzenie 1.2, Na to, by szereg formalny weC[X] mial w € [X] szereg
odwrotny wzgledem mnozenia, potrzeba i wystarcza, by wyraz wolny szeregu w byl

rozny od zera. .

Dowéd. Szeregiem odwrotnym dla szeregu 1—xe C[x] jest szereg \;o x", co

tatwo sprawdzié przemnazajac szeregi. Niech teraz we C [[X ]] i niech a # 0 bedzie
jego wyrazem wolnym. Oznaczmy przez v Szereg 1-a 'weC[X ]]: .Wowczas
w(v) > 1, i rodzina 1, v, v?, ... jest sumowalna. Podstawiajac v W miejsce x we
wzorze

1=(1-x)(1+x+x*+..)
otrzymujemy

l=a 'w-(1+v+0v*+..).

Zatem szereg w jest odwracalny w C [ X] i jego odwrotnoscia jest szerega™ ' (1+v
+v2+..).

Konieczno$¢ naszego warunku jest oczywista. Jesli bowiem w(w;)# 0 lub
w(wy) # 0, to w(w;wy) #0=w(l). [

W pierscieniu C[X] okreslamy pochodna czgstkowq ¢/Cx, gdzie xe X, jako
operacj¢ liniowa na C[X] o nastgpujacych wiasnosciach: jezeli meM jest
jednomianem i wykladnik x w m jest rowny 0, to &/cxm=0 i ¢/cx(x"-m)
=rx"'m, o ile r>0. Dla szeregu w= ) W,,.meC[[X]] pochodna ¢/éxw

meM

zdefiniujemy jako szereg Y w,/Cxm. Definicja ta jest poprawna, gdyz jak tatwo
meM

stwierdzi¢, rodzina {(w,,m/Cx),. jest sumowalna.
Jezeli X = {x}, to oczywiscie pochodna ¢/Cx oznaczamy d/dx, albo D. Mam
wtedy
a0 @©
D(Y @)= T (1+1)aye, "
n= n=0
Zwroémy uwagg, Ze chociaz pochodna szeregu formalnego i zwykla pochodna
funkcji sa czym$ calkowicie réznym, to jednak niejednokrotnie udaje si¢ wykazac
dla nich analogiczne wiasnosci. W szczegdlnosci wzory na rozniczkowanie
iloczynu, ilorazu i pochodng funkcji zlozonej” maja w obydwu przypadkach te
samg posta¢ formalng. Réwniez pozostaje w mocy ,rozwiniecie Taylora w punkcié
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x=0" (por. zad. 5-9). Ten ostatni wzér bywa uzyteczny przy obliczaniu
niektérych iloczynéw i odwrotnosci szeregow. Podkreslamy, ze ,rozwinigcie
Taylora w a # 0” dla szeregéw formalnych na ogét nie funkcjonuje. Wynika to
stad, Ze rodzina {(x—a)"),.y nie jest sumowalna dla a # 0. Paragraf ten
zakofczymy uwagami na temat zwiazkow miedzy szeregami formalnymi jednej
zmiennej a funkcjami analitycznymi. Jesli Q = C jest obszarem zawierajacym liczbe
0, to algebra funkcji analitycznych w obszarze Q jest izomorficzna z podalgebra
algebry szeregéw formalnych. Izomorfizmu tego dostarcza rozwinigcie w szereg

o0
Taylora funkcji f i utozsamienie rzeczonego rozwinigcia ) a,z" z szeregiem
n=0
formalnym Z a,x". Stad wynika, ze istnienie odwrotnosci (wzgledem mnozenia)
n=0
funkcji analitycznej w obszarze Q pociaga za soba istnienie odpowiedniego
odwrotnego szeregu formalnego (ale implikacja w druga stron¢ nie jest
prawdziwa). Latwo sprawdzi¢, ze izomorfizm ten zachowuje rowniez operacje
pochodnej. Powyzszy fakt pozwala na uzywanie skrotow. Jezeli bowiem piszemy

(1-x)"1'= Z x", to mamy na mysli to, ze wielomian 1—x jest odwrotnoscig
n=0
e ol

2 1
szeregu formalnego ) x". Jednakze zapis e* = ¥ — x" stuzy jako skrot, ktory

n=0 n=0 3

jest poprawny, bowiem, zgodnie z powyzszymi uwagami, funkcja analityczna e~
A |

zachowuje si¢ tak jak szereg formalny ) - x", 1 na przyklad De* = e*. Czytelnik
n=0 "+

powinien mie¢ caly czas na uwadze, ze stosowane w tekscie nazwy powszechnie
uzywanych funkcji analitycznych sa tylko skrétami nazw szeregdéw formalnych.
Uzycie tej konwencji nie prowadzi nas do sprzecznosci ze wzgledu na wskazany
powyzej izomorfizm.

§ 2. Zredukowana algebra incydencji i funkcje tworzace

Algebra incydencji ./ (P) zbioru czg¢sciowo uporzadkowanego P (por. rozdz. 2),
cho¢ interesujgca z algebraicznego punktu widzenia, jest — dla zastosowan
kombinatorycznych — zbyt bogata. Zajmiemy si¢ teraz jej podalgebra zlozona z
tzw. funkcji przesuwalnych. Algebra ta okazuje si¢ izomorficzna z algebra szeregow
formalnych. Dzigki temu bedziemy mogli uzy¢ aparatu teorii szeregow formalnych,
blisko zwigzanego z analiza matematyczng. Zauwazmy najpierw, ze relacja ~
okreSlona w P x P wzorem : .

{x, y> ~ {z, ty<>odcinek [x, y] jest izomorficzny z odcinkiem [z, t]
jest relacja rownowaznoséci. Wszystkie pary (x, y) takie, ze ~(x < y), znajduja si¢
w jednej klasie abstrakcji. Podobnie klas¢ abstrakcji tworza wszystkie pary (x, x)
dla xeP.
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Bedziemy mowili, ze funkcja fe .o/ (P) jest przesuwalna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych x, y, z, ¢

(x, ) >z, 1) =>f(x, y) =f(z, 1).
Funkcje przesuwalne sq to wigc funkcje stale na klasach abstrakcji relacji ~.

TwierDzENIE 2.1. Rodzina funkcji przesuwalnych tworzy podalgebre algebry
o/ (P) zamknietq ze wzgledu na operacje odwracania ()™ ".

Dowod. Latwo stwierdzié, ze funkcja stale rowna 0 oraz funkcja é sa w naszej
podalgebrze. Suma funkcji przesuwalnych jest oczywiscie przesuwalna. Dla
wykazania zamknigtosci ze wzgledu na dzialanie splotu zalézmy, ze ¢ jest
izomorfizmem odcinkow [x, y] i [z, t]. Zadadnicza wlasnoscia, ktora przyda si¢
tez dalej, jest to. ze dla dowolnych u, ve[x, y] mamy (u, v) =~ {@(u), @(v)), przy
czym funkcja ustalajaca izomorfizm jest kazdorazowo funkcja ¢ ograniczona do
odpowiedniego zbioru. Niech zatem f i g beda przesuwalne. Wowczas

frglx.y)= ) [f(x,2):9(z, 9= ) flox), ¢(2)g(e2), ()=

x€z<y x&z<y

= Y flz,v)g(v,t)=f=g(z,1).
zSvEt
Zalozmy teraz, ze przesuwalna funkcja f jest odwracalna w algebrze .-/(P).
Wykazemy przez indukcje, ze funkcja odwrotna f ' jest takze przesuwalna.

Przypomnijmy, ze f '(x,y)=—( Y f(x,u)f""(u, »))/f(x, x). Oczywiscie

x<u<y
f(x,x)=f(z,2z) (bowiem <x,x)=z<z,z)), a zakladajac, ze [ '(u,))
=f '(o(u), (y) dla x <u <y, otrzymujemy

'y =—( % fuf uy)/f(x, x)=

x<ufy
= —( <Zs o0, o) S~ (@), o)/ f (2, 2) =
==X S 70 0)f @ =f 0. O

Podalgebre zlozona z funkcji przesuwalnych oznaczamy #(P). Funkcja { jest
elementem #(P). a zatem I'=["" jest takze funkcja przesuwalng. Jedli a jest
typem izomorfizmu odcinka [x, y] _(09 Oznaczamy a =[x, y]), zas ze[x, y], to z
wyznacza dwa typy izomorfizmu ﬂ.1 7 Jak nastepuje: f jest typem odcinka [x, z], 7
za$ typem odcinka [z, y]. W takim przypadku mowimy, ze y dopelnia B do .
Zazwyczaj element ze[x, y] taki, Ze typem [x, z] jest B, nie jest wyznaczony

jednoznacznie przez % i i, ani tez 7, dopelniajace § do «, nie jest wyznaczone przez
. o : N
x i p. Definiujemy zatem liczbe <ﬁ v/’ gdzie o =[x, y], jak nastepuje

L]

@’y> =Mz zelx, Y1 Alx, 2 =B A [z, y] = M-



§ 2. Zredukowana algebra incydencji 127

Powyisza definicja nie zalezy od wyboru reprezentanta [x, y] typu a. Niech T(P)

bedzie rodzing wszystkich typéw odcinkéw w P. Kazda funkcje z #(P) mozemy

identyfikowac¢ z odwzorowaniem z T(P) w cialo — w naszym przypadku bedzie to

cialo C. Nastgpne twierdzenie sformulowano uzywajac tej identyfikacji.
TwiernzeNie 2.2, Jezeli f i g sq funkcjami przesuwalnymi, to

frg@=Y <ﬁ°‘ >f(ﬂ)gm.

@B ’

Dowod. Wystarczy zauwazyé, ze jesli [x, y] = a, to

Y f(x,299@E =% Y f(x,2)g(z, y) =
z:xS=Sy

By zelxyl:[xzl=anr[z.y] =B

a

= (E) <ﬁ, y>f(ﬂ)g(v)- O

Szczegdlnym przypadkiem, dla ktérego nasza teoria przyjmuje wyjatkowo
elegancka postaé, jest sytuacja, gdy rozwazany porzadek czesciowy ma tzw.
wlasnos¢ dwumianowa. Bedziemy mowili, ze lokalnie skonczony zbior czesciowo
uporzadkowany P = (P, <) ma wlasnos¢ dwumianowgq, jesli

(1) dla dowolnych x, ye P kazdy tancuch maksymalny laczacy x i y ma te
sama dlugos¢, ktora oznaczymy n,, (zauwazmy, ze jest to warunek Jordana-
Dedekinda z § 2, rozdz. 1),

(2) dla kazdego ne N istnieje w P odcinek [x, y] taki, ze n, , = n i kazde dwa
odcinki o tej wlasnosci sa izomorficzne.

Wobec powyzszego kazde dwa odcinki z tag sama 1 rowng n dlugoscia tan-
cuchow maksymalnych maja jednakowa ich liczbe. Liczba ta bedzie oznaczana
przez b,.

Jesli s jest tancuchem maksymalnym laczacym x i y dlugoscin >0i 1 <i<n,
to oczywiscie istnieje w fancuchu s element z taki, ze cz¢s¢ tancucha s pomiedzy x i
z ma dlugo$é i, pozostala za$ czgSC, znajdujaca si¢ pomigdzy z i y, ma dlugosc n—i
(liczba elementow w lancuchu jest o jeden wigksza niz jego dlugosé). Stad
wnioskujemy natychmiast, ze liczba elementow ze[x, y] (gdzie n, , = n) takich, ze
n,. =i, wynosi b,/(b;-b,_;). Istotnie, przez kazdy taki punkt przechodzi b, b,_,
lancuchéw maksymalnych, a na mocy naszej poprzedniej uwagi w kazdym
lancuchu jest punkt z taki, ze n.. =1 Zauwazmy jeszcze, ze warunki (1) i (2)
implikuja, ze jesli istnieje typ 7 taki, ze y dopelnia f do a, to taki typ jest
dokladnie jeden. Mianowicie, jesli f jest typem odcinka [x, z] takiego, ze n,, = i,
to 7 jest typem odcinka, dla ktorego n,, =n—i (gdzie n,, =n). Oznaczajac

<’:> = <ﬂa > (n = Nx ys gleC a = fx_'_ﬁs i= n;.. gleC ﬂ = [X, 2])' SlWierdzamy
* ? ‘
najpierw, ze definicja (’:) jest poprawna (bowiem typ wyznaczony jest
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dlpgoéé taficucha maksymalnego). Typy nasze numerowanc si liczbami naturalny-
mi (z zerem). Zatem z twierdzenia 2.2 otrzymujemy:

(2.1 fxg(n = i <’;>f(i)g(n—i),
i=0
gdzie

b
22 e ot
( ) <l> bl'b...]

TwierDZENIE 2.3. Jesli P = (P, <) ma wlasno$¢ dwumianowg, 10 odwzorowanie
@ okreslone wzorem

o(f) = Zof )

jest izomorfizmem pomiedzy #(P) oraz algebrq szeregow formalnych C[x].

Dow6d. Oczywiscie odwzorowanie @ jest réznowartosciowe, ,,na” i zachowuje
0. @ zachowuje tez jedynke, latwo bowiem zauwazy¢, ze o (jako funkcja na zbiorze
N,o) ma postaé: 3(0) =1, 6(n) = 0 dla n > 0. Zachowana jest tez oczywiscie suma 1
mnozenie przez liczbe. Dla pelnosci dowodu nalezy zatem wykaza¢, ze ¢

zachowuje mnozenie, tzn. ze

P(fxg) =2(f) P(9),

gdzie symbol po prawej stronie réwnosci oznacza iloczyn szeregéw formalnych.

Mamy
oew=(3 G0 )(Z - ) Py Zf(’) gL"‘”)y-:
n= n =0 n—j
= Z ( Zob b jf(l)g("—J))

Poréwnujac prawa strong ostatniej rownos$ci ze wzorami (2.1) i (2.2) otrzymujemy

2 11S o\ o oY o Tegll
n‘éo 5 (fj‘o <j>f(/)g(n J))X =3 b X

n=0

co konczy dowod. []

Zbadamy teraz kilka przykladow zbioréw (P, <) z wlasnoscia dwumianowa
oraz odpowiadajace izomorfizmy z algebra szeregow formalnych.

1. P, = {No, <). W tym przypadku n,, to po prostu y—x (jesli y > x) oraz 0

(jesli y < x). Liczba b, jest zawsze réwna 1, zatem <’: =1. W ten sposob
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_'""i“d“my' ze #(P,) jest izomorficzna z algebry szeregobw formalnych poprzez
izomorfizm &:

o(f)= 3 f(mx"

. . . . w
Szeregi formalne tej postaci, tj. Z a,x" nazywamy funkcjami tworzgcymi
n=0

zwyczajnymi. Zauwazmy, ze
=Y x"=(1-x)"", @Suw=1-x.
n=0

2. Py = (2, (No). ). Dla zbioru P,, n., to licznos¢ roznicy y-— X, jesli
x <y, lub 0 w przeciwnym przypadku. Liczba b, wynosi n'. Istotnie, niech |y — x|
=n y—x=la,,....a, . Wtedy kazda permutacja = liczb 1, ..., n wyznacza
nastepujacy lancuch maksymalny pomiedzy x 1y:

| | | | ( 1
X, XU lyq))s X\ (Geqrys Gueayie -oor XY 1)y Guerr - o> Gaim)

= V.
Odwrotnie, kazdy lancuch maksymaliny musi mie¢ dlugos¢ n (1. liczy n+1
elementéw) i wyznacza odpowiednig permutacje. Izomorfizm algebry #(P,) z C|x]

wyznacza nam odwzorowanie

- X
o(f)= Zof(n) =y

' - X" b
szeregi formalne za$ tej postaci, 1. Y a, —j» nazywamy funkcjami tworzqcymi

eksponencjalnymi. Mamy "
o) =€, Pp= et
n n! n ‘
Zauwazmy, ze W tym przypadku <1> = ﬁ_(ﬁ_—.:ﬁ = (:) co tlumaczy przyjety
n

przez nas symbol i wskazuje czego uogolnieniem jest

3. Py =4S, &) gd
podprzestrzeni pewnej n

zie S jest rodzing wszystkich skonczenie wymiarowych
ieskonczenie wymiarowej przestrzeni liniowe] nad cialem

skoniczonym GF(g). W tym przypadku nyy = dim V—dim U dla U = V. Obliczmy
teraz b,. Niech dim U =k, dim V' = k+n, U < V. Dla kazdego sposrod 4" —g*

elementow eeV\U zbiér Uy (¢! generuje pewna (k+ 1)-wymiarowa podprze-
strzets U Uc U’ S V, przy czym kazda taka podprzestrzen U Jesl'generowan_a
przez q“" - réznych elementow e U\ U. Stad liczba bezposrednich nastepni-

kéw elementu U w odcinku [U, V] jest rowna
qk+n_qk_qn_l n-1 ,"

qk+l_qk—q_] =

'Q ~ Analiza kombinatoryczea
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Powtarzajac to rozumowanie otrzymujemy |
n-1 Jj )
=[] 2 4
j=0i=0
Liczba ta jest oczywiscie zalezna jedynie od n, jako Ze kazde dwa odcinki [U, V],
[U'. V7], gdzie U < ¥, U’ < V', dim V—dim U = dim V' —dim U’ = n, sg izomor-

ficzne z krata podprzestrzeni n-wymiarowej przestrzeni ilorazowej V/U. Izomor-
fizm algebry #(P;) z Cﬂx]] jest wigc wyznaczony przez

X
®(f) = Zf()(l+q)(1+q+qz) (1+q+...+q"")'

Szeregi formalne powyzszej postaci nazywamy funkcjami tworzqcymi Eulera. Mamy

0 n

o) = .

S+l +qg+gH)...(0+q+ ... +¢" ")

oraz uwzgledniajac wzor na funkcje M&biusa kraty #(nm, gq) (por. rozdz. 2,
twierdzenie 3.11):

( €K xn -1
‘p — =
w={2 q" ") )

S+l +q+4¢Y...(1+q+ ... +

=% (=1)yg® X
";,( y'q (14+q)(1+g+¢?)...(1+g+ ... +q" Y’

i AT n . .
Mamy tez oczywiscie <’> = (,> gdzie (") jest wspolczynnikiem Gaussa (por.
q 1/q
rozdz. 1 § 12).
Uwaga. Funkcje tworzace Eulera definiuje si¢ czgsto nieco inaczej, jako

Zf()

D
I=q)(1—¢>)...(1—q")

Modyfikacja ta odpowiada zamianie zmiennej x na x/(1—gq).
4. P, =<(T. <), gdzie T sklada si¢ z ,prostokatow™ R xS, gdzie R = N,.

Sc No. IRI =t ISI

fin

Stosujac rozumowanie z punktu 2 stwierdzamy, ze b, = (n!)? <n> _ (,,)z.
s gte : i
niR,.s) . RySy = IR2—= Ryl Gesli Ry Rz 1S, 952), za$

|)2

n=0

. Zblor Ps = (N, |) me ma wlasnosci dwumianowej. Latwo zauwazyé, ze jesli
dy, X =Pi's s Py Y =P1' Ph", to kazdy laficuch maksymalny pomiedzy x i v
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ma dluggﬁé By~ + ... +|B,~a,|. Spelniona jest wiec pierwsza czes¢ definicji
wlasnosci dwumianowej. Jednakze druga cz¢s¢ nie zachodzi: na przyklad kazdy
fancuch pomigdzy 1 i 2° ma dlugoé¢ 5, tak samo jak dla 1 i 3-2* Jednakze
odcinki [1, 2°]i [1, 3:2%] nie sq izomorficzne; w szczegdlnosci majg rozna liczbe
lancuchéw maksymalnych.

Konstrukej¢ zredukowanej algebry incydencji mozemy jednak zmodyfikowaé w
przypadku zbioru P, w nastgpujacy sposob. Okre$lmy na zbiorze niepustych
odcinkow zbioru (N, |) relacj¢ rownowaznosci ~ tak, by

[m, n] ~ [k, !]c:ﬁ =!.
m Kk

Latwo zauwazyc, ze relacja ta indukuje na zbiorze niepustych odcinkéw podzial
drobniejszy niz podzial na klasy izomorfizmu. W podobny sposéb jak poprzednio
mozna si¢ przekonad, ze funkcje stale na klasach relacji ~ tworza podalgebre —
oznaczmy ja przez #(Ps, x) — algebry .«/(Ps). Jesh typ odcinka [k, [], tzn. klase
abstrakcji relacji > zawierajaca ten odcinek, identyfikujemy z liczba I/k, a funkcje
z R(Ps, x) traktujemy jako okreslone na typach wzgledem relacji x, to splot w
R(Ps, ~) wyraza si¢ wzorem

f*gn) =} <knl>f(k)g(1),
ot \Ks

gdzie

n\ _ %1, jesli n = ki,
k,l/ 10, w przeciwnym przypadku

— podobnie jak w przypadku #(P), gdy P ma wlasnos¢ dwumianowg (por.
twierdzenie 2.2). Innymi stowy

frg(n) =3 f(i)gn/i),

i w konsekwencji odwzorowanie

“ /(0
o= 10

okresla izomorfizm algebry #(Ps, ~) ze wspomniana w § 1 algebra szeregow
formélnych Dirichleta (por. (1.1)). Warto zauwazyC, ze przy tym izomorfizmie

funkcja { przechodzi na szereg @)= ), n % ktory definiuje funkcj¢ zmiennej

n=1
zespolonej s — wazna w teorii liczb — zwana funkcja { Riemanna. Podobnie jak
w przypadku funkcji Mobiusa u w dowolnej algebrze incydencji, rowniez funkcja {
nawigzuje wiec do pewnych klasycznych obiektow znanych z teorii liczb.
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Na zakonczenie tego paragrafu zauwazmy jeszcze nastgpujaca prosta
interpretacje funkcji {%:
Ceay= Y {(x 2y =[xy
zex.y]

(por. rozdz. 2, zad. 6a). Rownos¢ ta w przypadku zbiorow P,, P,, Py prowadzi do
nastgpujacych tozsamosci:

(Y x)= Zo (n+1)x",

n=0

mxnz o "X"
(E5)-L7%

!
n=0n' n=

(s o)
S+ +q+¢Y)...(1+q+ ... +q" ")
- Gy X"

T e+ +g+gD) . (1 +g+ ... +g" )

gdzie G,, sa liczbami Galois (p. rozdz. 1, (12.2)). Odpowiadaja one rownosciom
I[x, Y]l =n+1 dla (N, <),
I[x, ]| =2" dla (Z;,(No), &),
I[x, ]l = G,q dla ¢S, <)

dla x, y takich, ze dlugos¢ maksymalnego fancucha z x do y wynosi n.

§ 3. Tozsamosci wielomianowe, zastosowania teorii operatorow
liniowych (metoda Mullina i Roty [1])

W paragrafie tym przedstawimy teori¢ tlumaczaca zachodzenie pewnych
klasycznych tozsamosci wielomianowych. ToZsamosci te zwigzane sa przede
wszystkim z problematyka zliczania rozmaitych obiektow kombinatorycznych, a
takze z innymi zagadnieniami, np. z prawdopodobienstwem geometrycznym.

Zaczniemy od nastepujacej definicji: Ciggiem wielomianéw typu dwumianowego
nazywamy kazdy ciag (W,(x)),~, wielomianéw o wspélczyrinikach w ciele C
spelniajacy nastgpujace warunki:

(i) deg W,y(x) =n,

n

i) Watx+ = ¥ (1) W Wy 0.
j=0

Najprosts.?.ym przykladem takiego ciggu jest oczywicie ciag W, (x) = x"
a warunek (i) w tym przypadku to nic innego jak wzor Newtona. jed;;akz'c '.“c

jest to przyklad jedyny. Literatura matematyczna zawiera wiele i :
il iele innych przyklu-
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STWIERDZENIE 3.1. Nastepujgce ciqgi wielomianéw sq typu dwumianowego:
(a) silnia gorna

| [x]" = x(x+1)...(x+(n—1)),
(b) silnia dolna

[x], = x(x=1)...(x=(n—1)),

(¢) wielomiany Abela
A,(x) = x(x—na)""' (a jest ustalong liczhq zespolonq),

(d) wielomiany Laguerre’a

B gl
L"(x)_,‘;( . k!(k—l)Xk

Tozsamosci odpowiadajace punktowi (ii) definicji ciagu dwumianowego dla
wspomnianych wyzej ciagow nazywaja si¢ W literaturze odpowiednio wzorami
Norlunda, Vandermonde'a, Abela i Laguerrea — od nazwisk ich odkrywcow.

Dowody tych — 1 innych pokrewnych — tozsamosci zostaly uzyskane
metodami analitycznymi (por. tez rozdz. 1 zad. 44). Rozwinieta w tym paragrafie
teoria dostarczy jednolitej metody dowodu wszystkich tych tozsamosci.

Zauwazmy najpierw — nim przejdziemy do wlasciwej teorii — Ze na mocy
punktu (i) definicji kazdy ciag dwumianowy jest baza w przestrzeni liniowej
wielomianow (nad cialem C). Dalej zauwazmy, ze jesli (W, (x))r% 0, {ValX)Dnzo Sa
ciggami typu dwumianowego, to w rozwinigciu W, (x) wzgledem ciggu {V,(x))s=o
wystepuja ze wspolczynnikami niezerowymi co najwyzej wyrazy V,(x), ..., V,(x).

Bezposrednio z warunku (i) wynika, ze jesli {W,(x)),=o jest ciagiem typu
dwumianowego, to Wy(x) = 1, gdyz W,(x) jest wielomianem statym. Wielomiany
W,(x) dla n > 0 maja wyraz wolny rowny zeru, czyli W,(0) =0 dla n > 0. Faktu
tego dowodzimy przez indukcje. Dla n = 1 mamy, wobec W,(x) = 1 1 wlasnosci (i),

‘ W, (x+y) = Wi (x)+ W (y).

Przyjmujac y = 0 otrzymujemy W, (x) =W, (x)+ W, (0), a wigc W, (0) = 0. Dalszy
dowod indukcyjny jest nader prosty i pozostawiamy go Czytelnikowi.

Dalsze wlasnoéci ciagow typu dwumianowego poznamy ponizej. Czytelnik
moZe tez znalezé szczegolowa analize wlasnosci ciagow typu dwumianowego
jak i alternatywna charakteryzacje takich ciagdbw w pracy Kreida [1]; por. zadania
14 i 15. .

Zajmiemy si¢ teraz operatorami liniowymi, to znaczy przeksztalceniami
liniowymi przestrzeni liniowej wielomianéw. Tak wigc kazdy operator liniowy Q
spetnia warunek:

Q [aW (x)+bV(x)] = aQ (W (x)+bQ(V(x)), a,beC.
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Jest rzecza oczywista, ze operator liniowy wystarczy okresli¢ na elementach
(dowolnej) bazy naszej przestrzeni. Na mocy liniowosci rozszerza si¢ on wtedy
jednoznacznie na cala przestrzen. Bedziemy korzystali z tej konwencji podajac
ponizsze przyklady. W dalszych naszych rozwazaniach beda odgrywaly rolg
nast¢pujace operatory:

operator identycznosciowy:

Ix* = x",
operator przesunigcia o a:

E°x" =(x+a)",

(a jest tu parametrem, zadang liczba zespolona lub wielomianem),
operator rozniczkowania:

Dx" = nx*" 7,
operator wartosci w punkcie a:
K°x"=a", aeC,
operator mnoZenia przez X:

M* x"= X",

Operatory mozna oczywiscie skladac¢; dzialanie to nie jest na 0gol przemienne.
Zachodzi jednak dla dowolnego a roOwnosc:

(3.1) DE®* = E°D.

Innymi slowy operator rézniczkowania jest przemienny z przesunigciami, albo, jak
bedziemy mowili ponizej, niezmienniczy ze wzgledu na przesuniccia.

Bedziemy uzywali notacji D* dla oznaczenia k-krotnego zloZenia operatora
rézniczkowania. Jest to oczywiscie operator liniowy, a z rownosci (3.1) wynika
natychmiast przez indukcj¢

D'E* = E* D",

Operatory nasze dzialaja na wielomianach, dla kazdego wielomianu W(x)
istnieje wigc liczba k taka, ze dla m > k mamy D™ W (x) = 0. Taka liczba k jest
oczywiscie deg( W(x))+1. To z kolei pozwala nam rozpatrywac¢ szeregi formalne

o

operatorow postaci . a, D* (przyjmujac D° = I). Mianowicie operator ten dziala
k=0

na wielomian stopnia n tak jak ) a,D* Przy tym wspdlczynniki a, moga same
k=0

by¢ operatorami liniowymi (mnozenie ma tu zatem sens zlozenia; w szczegdlnym
przypadku, gdy @ jest liczba, mamy tu do czynienia ze zlozeniem z operatorem
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liniowym mnozenia przez stala). Przyjmijmy K = K°, to znaczy branie wartosci w
~punkcie 0. Mamy wtedy:

@ xh ® yk
s o k - < Dk
Il mheh ®=L P
= k=0 .
Czytelnik stwierdzi bez trudu prawdziwosé powyzszych wzoréw sprawdzajac
wartosci odpowiednich operatoréw na elementach wybranej bazy, powiedzmy
{X">n= 0. Pierwszy z nich jest inng forma formuly Taylora (przypomnijmy, ze mowi
- " (D*W
ona, iz W(x)= ) i
k=0 k!
jest jej uogoblnieniem. Ze wzgledu na formalne podobienstwo EY oznaczamy czasem
e'P.
Moéwimy, Zze operator liniowy Q jest niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia,
jeshi dla kazdego y zachodzi:

x*, gdzie W(x) jest wielomianem stopnia n), a drugi

E*Q = QF.

Przypomnijmy, Zze operator rozniczkowania i wszystkie jego iteracje sg
niezmiennicze ze wzgledu na przesunigcia.

Delta operatorem nazywamy kazdy operator liniowy Q, ktory jest niezmienni-
czy ze wzgledu na przesunigeia i dla ktérego Qx jest stala rozna od zera.

Oczywiscie operator rozniczkowania D jest delta operatorem. Nazwa delta
operatorOw bierze si¢ stad, iz prototypem dla nich jest operator E!-—/,
powszechnie oznaczany przez 4 (,delta”). Innych przyktadéw delta operatorow
dostarczaja operatory V =1—E~', DE* (operator Abela), E'*—E~ "2 { {(I+E")
(Srednia Eulera). Bardziej skomplikowane przyklady to uzywane w rachunku

prawdopodobienstwa 1 statystyce operatory przeksztalcajace wielomian p(x) na
x+1

[ p(t)dt (operator Bernoulliego) lub na \/Z/_n | e"z"zp(x+r) dt.

Delta operatory maja wiele wlasnosci analogicznych do operatora rdézniczko-
wania.

LemaT 3.2. Niech Q bedzie delta operatorem. Wowczas

(@) Qa =0, dla kazdego wielomianu stalego a.
 (b) Jesli W(x) jest wielomianem stopnia n >0, to QW (x) jest niezerowym
wielomianem stopnia n—1.

Dowod. (a) Skoro Q jest niezmienniczy ze wzglgdu na przesunigcia, zatem
QE*x = E*Qx.
Na mocy zalozenia istnieje ¢ takie, ze Qx =c¢. Mamy zatem QE°x = Q(x+a) =
= Qx+Qa = c+Qa. Réwnoczesnie QE*x = E*Qx = E°c = c. Stad Qa = 0.

(b) Wystarczy wykaza¢ twierdzenie dla wielomianow W(x) = x", a nastgpnie
skorzysta¢ z liniowosci operatora Q. Dowodzimy tego przez indukcje wzgledem n.
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Dila n = 1 dowodzona wlasnos¢ jest czesciq definicji. Zakladajac prawdziwoé tezy
dla wszystkich k mniejszych albo rownych n, dowodzimy teraz naszej tezy dla
n+1. Mamy

QE‘x"! = Q(x+a)"*' =0 nil (n+l)a“x"""" = nf (n:')a“ o] sl a ]

k=0 \ k k=0

Przyjmujac Qx"*! = r(x) otrzymujemy
QE x"t! = E°0Ox"*! =r(x+a).
Stad

nt+1

r(x+a)= ) (":l)a"Qx"”"‘.

k=0

Dla x réwnego zero otrzymujemy nastepujacy wielomian zmiennej a:

n+ 1

r@) =3 (" )a e Mem.

k=0

Wynika stad, iz r jest wielomianem stopnia co najwyzej n+ 1. Wykazemy zatem, Z¢
wspolczynnik a"*' jest w r(a) réwny 0, za§ odpowiedni wspolczynnik przy a” jest
rézny od zera. Istotnie, wspolczynnik przy a"*! jest rowny

(n+l)[an+l—(n+l)]x=o - ("-H)[Ql]x:O e

n+1 n+1
Natomiast wspolczynnik przy a" jest réwny

(") rexlemo =+ 0. 1

n

Wprowadzimy teraz pojecie bazy dla delta operatora. Bedziemy mowili, ze ciag
(W, (X)Dn% o Jest bazq dla operatora Q, jesli kazdy z wielomianow w,(x) jest stopnia
n oraz

(1) wo(x) =1,

(i) w,(0) =0 dla n >0,

“") QW,,(X) = nw, - (X)

Oczywiscie ciag wiclomianow (x"),7, jest baza dla operatora D, i to baza jedyna,
co wynika z nastgpujacego twierdzenia:

TwierpzeNie 3.3. Kazdy delta operator ma dokladnie Jjedng baze.

Dowéd. Skonstruujemy Zadany jedyna baze Wa(x))e% delta operatora Q
przez indukcje. Wiemy, Ze wo(x) = 1. Zalozmy, ze n > 0 i ze znamy juz wielomian

w,-1(x). Z lematu 3.2 (b) wynika, ze ciag <Qx*>i, jest baza przestrzeni
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wielomianw, poniewaz jego n-ty wyraz ma stopien n— 1. Zatem réwnanie

Z 4 0x' = nw,_ 1(x)

i=1

ma dokladnie jedno rozwiazanie ay, ..., a,. Wobec tego wielomian w,(x)=

=Y ax' jest jedynym wielomianem
i=1

— nwn__l(x). D
Przedstawimy teraz glowny wynik tego paragrafu:
TwierDzENIE 3.4 (Mullin, Rota [1]).

pewnego delta operatora, potrzeba i wyst

Dowod. Niech Wa(X)Dp=o bedzie baza dla delta operatora Q. Iterujac
rOwnos¢ (iii) otrzymujemy

stopnia n takim, ze w,(0) =0 i Qw,(x) =

Na to, by cigg {(w,(x)>7~o byl bazq dla
arcza, by byl on typu dwumianowego.

Qk W,.(X) e n(n'- 1)("—([{— 1))W,,_,,(X) = [n]k Wn—k(x)'
Dla k =n mamy zatem Q"w,(x) = n!.

Innymi stowy [Q"w,(x)].=o = n!, za§ [Q Wo(X)]x=0=0dla k<n. Dla k >n
0*w,(x) =0, a zatem

€L

W,,(X) = Z ﬂ‘(i) [Qk wn(x)]x=0-

& kI

Jednakze kazdy wielomian jest kombinacja liniowa wielomianéw z ciagu
{w,(x)>2 o 1 wobec tego, korzystajac ze skoficzonosci rozwinigcia stwierdzamy, ze
dla dowolnego wielomianu W (x)

o0

W =3 % o w(x,.,.

& b

Przyjmujac W(x) réwne w,(x+y) mamy

o

62 wa(etn) = 3 5 104w, (x4 ),co.

k=0

Zbadajmy zatem czym sa ,wspolczynniki” [Qk_Wn()f-i-J’)_]x:o- Zauwazmy, ze
Wo(x+y) = E*w,(x). Skoro Q jest operatorem mezmienniczym ze wzgledu na
Przesunigeia, to Q* ma takze t¢ wiasnos¢ (wykazujemy to przez indukcje wzgledem
k), czyli

Qk E¥ = E¥ Qk.
Stad
0" w,(x+y) = Q* E* wa(x) = B Q*w, () = B [y w,_, (x) =
- ["]l E’ wn—h(x) = [n]k W.—u(x+y).



je two

Wobec tego
[Qh wn(x+Y)]x-0 = [[n]k wn—k(x+y)]x=0 = [n]k wn—k(y)'

Jednakze (:)=[n],/k!, a dla k>n Q“w,(x+y)=0 (traktujemy tu y jako

parametr). Otrzymujemy wobec tego

wox+y) = ¥ (:)wk(x)w.-k(y).

k=0

Zalézmy teraz, ze (w,(x))n=o jest ciagiem wielomianow typu dwurma.nowggo.
Celem naszym jest znalezienie delta operatora Q takiego, ze ciag nasz. jesf jego
bazg. Skoro wielomiany w,(x) tworza bazg przestrzeni liniowej wielomianow, Q
za$ ma byé operatorem liniowym, wystarczy zatem okreslic Q na elementach
naszego ciagu. To z kolei wymuszone jest przez warunek (iii) bazy delta operatora.
Przyjmujemy zatem Q(w,(x)) = nw,_,(x). Skoro ciag {Wn(X)Da=o Jest typu
dwumianowego, to warunki (i) i (ii) dla bazy sa spelnione. Takze Qx jest stala
rozna od zera. Pozostaje zatem do sprawdzenia, ze Q jest operatorem
niezmienniczym ze wzgledu na przesunigcia.

Zastosujmy operator QE° do wielomianu w,(x). Korzystajac z dwumianowosci
ciagu (w,(x))aZo otrzymujemy

0E w, (9 = ow(x+a) =0 ¥ ([ w0 wa-s(@ =
k=0

= 3 (;)km- 1 owas(@ = él (:::)wk_l(x) W,y (@) =

k=1

n—1

n—1
=1 T (" )W Wan -4 (@ = nw, (x4 @) = E* Quw (x).

k=0

Poniewaz ciag {w,(X))7%, jest baza w przestrzeni wi .
" " ielomianéw, ozna ;
QE® = E*Q dla dowolnego aeC. Konczy to dowéd twierdzenia. [ o T
Szukanie ciagobw typu dwumianowego s '

rowad i i . ;
delta operatoréw. Bedziemy zatem szuka‘ii adza si¢ wigc do znajdowania

operatorow. Metoda ta takze pochodzi od Muli;ﬁgszazotnormalnej” S i

y.

TwierpzENIE 3.5. Niech Q bedzie deltq

) . T ne SV operatorem o bazi
liniowy S jest niezmienniczy ze wzgledu na pr:esunigciaa xed(w?(X)>ﬁ o- Operator
istnieje rozwinigcie wedy i tylko wredy, gdy

gdzw aQ = [ka (x)]xno.
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o
Dowéd. Latwo sprawdzié, ze kazdy operator postaci y . Q* jest dobrze

. . k.o k!
okreslonym operatorem liniowym i niezmienniczym ze w
Wykazemy teraz, iz operator S ma Zadane rozwiniecie.

Korzystajac z dwumianowosci bazy (w,(x));zo operatora Q mamy, dla
dowolnego aeC i ne Ny,

zgledu na przesuniecia.

n x

wxta) = 3 (Mwwesi@) = 3 2 0t

k=0 k=0 k'
Zatem

Sw,(x+a) = f: §WT"'(L)
k=0 K:

(Q*w,)(a)
1 wobec tego
" = [Swi(x)],=
[SE wn(x)]x=0 = Z %(Qk Wn)(a)'
k=0 .
Korzystajac z niezmienniczosci operatora S wiemy, iz to wyrazenie jest rOwne

[E* Sw,(x)]c=0 = (Sw,)(a).

Wynika stad, ze dla kazdego neN,, wielomiany

swi) oraz 3 0o g
k=0 :

takze sg sobie rowne. Poniewaz ciag {w,(x)>%, jest baza przestrzeni wielomia-
néw, wynika stad rowno$¢ operatoréw liniowych

o [ka (x)]x= 0

_ LOWk\ M ix=0
S—,‘ k! 2.

=0
ktora nalezalo wykazaé. [
Rozwazmy dla przykiadu operator S = E* (ktory jest oczywiscie niezmienniczy

ze wzgledu na przesunigcia) i operator rozniczkowania D. Baza dla operatora D
jest cigg {(x")X,. Otrzymujemy zatem

O Eaxk L

EWx) =), [—,T]—WD*W)(x),

k=0 :

czyli

o0

a
Wix+a)= ) — (D*W)(x);

k=0 k!

po zamianie r6l x i a otrzymujemy klasyczny wzér Taylora dla wielomianéw
(oczywiscie suma po prawej stronie jest w istocie skornczona).



. Zauwaimy teraz, ze rodzina wszystkich operatoréw liniowych tworzy algebre 2
Jadynky. Latwo spra\»{dz;é, ze operatory niezmiennicze ze wzgledu na przesunigcia
tworza podalgebre tej algebry. Strukturg algebry operatoréw niezmienniczych ze
wzgledu na przesunigcia charakteryzuje nastgpujacy rezultat:

TwierDpzeNIE 3.6. Niech Q bedzie delta operatorem. Odwzorowanie ® okreslone
wzorem

d’( z — x") = bt Q"
n=0 n! ,,;0 n! ’
Jest lzorfwr;ﬁzmem algebry C [[xﬂ i algebry operatorow niezmienniczych ze wzgledu na
przesunigcia.

Dowod. Z twierdzenia 3.5 wynika natychmiast, ze tak okre$lone odwzorowa-

a0
3 3 ”» e v s ea . S a . . o »

nie jest ,na”. Poprawnos$¢ definicji, czyli to, ze Y ~" Q" jest operatorem liniowym,
- - . - n=0 ’1
i to niezmienniczym ze wzgledu na przesunigcia, jest oczywista. Jest tez oczywiste,
7e odwzorowanie nasze zachowuje sume. Sprawdzimy, ze odwzorowanie to jest
réznowartosciowe i zachowuje iloczyn.

Jesli

=} 0= 2

n=0M: n=0

P on
9

n!

no do wielomianow w,(x) z bazy operatora 0,

to stosujac operator T kolej
iz a,=b,. To zas oznacza réznowartosciowosé

stwierdzamy przez indukcje,
odwzorowania @.

Niech
o o0 b

T=Za—';Q" oraz S= )y — Q"
n=0n' n=0

n!
Aby wykazaé, ze @ (TS) = ®(T)P(S), wystarczy sprawdzi¢ — zgodnie Z
twierdzeniem 3.5 — ze

(TS)wa(¥)]e=0 = T (k) g

Mamy jednak
® g @® bk " S o 0 EQ.L -
o= (5, 5 2)(E b g = 5, 3, i 2 onte)

k=0

= k
g ok e [l Wa-gen () GO GZRAGER, ze QX*w,(x) =0 dla
Jednakze Q"7 Wal ) = [nlk+; 0 O ez 10", (om0 = b pr

+j > 0. Zatem [0+ wa(X)]x=0 =0
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wo(x) = 1. Wobec powyzszego

UTS)w,(x)],. = s
° k.j:lcz+j=n k']' o bj B kgo (k)ak b.—b

co konczy dowdd. )
WnNIOSEK 3.7. W al

g . gebrze operatoréw niezmienniczych ze wzgledu na przesuniecia
Skiadanie jest dzialaniem przemiennym. [}

(Wniosek ten mozna tez wyprowadzi¢ bezposrednio z twierdzenia 3.5).
Wniosex 3.8. Operator Q jest niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecia wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje ciag {a,> o taki, e Q=) aD" O

o
. ) n=0
Z twierdzenia 3.6 wynika tez natychmiast

Wniosek  3.9. Niech Q bedzie operatorem niezmienniczym ze wzgledu na
przesunigcia. Wowczas Q jest operatorem odwracalnym wtedy i tylko wtedy, gdy

Q1#0. O

Na koniec otrzymujemy poszukiwana posta¢ kanoniczng delta operatoréw.

TwierpzeNIE 3.10. (Mullin i Rota [1]). Operator Q jest delta operatorem wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje ciag {a,>,=, taki, Ze a; #01 Q = Z a,D".

n=1

Dowod. Operator Q = Z a, D", gdzie a, # 0, jest delta operatorem, jest
n=1 . . . ’
bowiem niezmienniczy ze wzgledu na przesunigcia (por. w.mosek 3.8), zas Qx
—a, # 0. Odwrotnie, jesli Q jest delta operatorem, to jest w szczegolnosci
. 1 - b

niezmienniczy ze wzgledu na przesunigcia. Zatem istnieje ciag {a,>no taki, ze Q
i a. D". Wykazemy, ze do = 0 a, # 0. Istotnie, dla wiclomianu x mamy Ox
= n . ]

,:(; 4. Lecz Ox jest niezerowa stala, zatem ap =0 i a; # 0, czego nalezalo
p—d 0 1 A

dowies¢. [] ,
. sa odwracalne.

: : stad, ze delta operatory ni¢ i ,
Wmoskgjeijnz}; b ;l e it wiclo mianow <w,(X)>i%o jest typu d\_vumlan.owego,.
s stwnerl 7¢ de’lta operator, dla ktorego jest on bazajl,. Korzystajac 2 tej uwagi

wyita.rczy zntizv ei::dzenie 3.1, ktorego dowod zapowiadalismy we wstgpie do tego
wykazemy S s

paragrafu. .

(a) Dla silni gorne} dglta 0o
operator I—E~". Znajdziemy
pia D. Mamy, zgodnie z UWa

) ' ' ielomianéw jest
torem generujacym nasz Clag wielomia,
?:;2 rozwiniecie wzgledem operatora rozniczkowa-
gami poprzedzajqcymi lemat 3.2,
(-
R

j=0.
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a zatem

@ (__ +1
1~y &Y
= J!

Istnienie tego rozwinigcia wskazuje, na mocy twierdzenia 3.10, ze [ —E™! jest
delta operatorem.

Zbadajmy teraz dzialanie /—E~' na wielomianach postaci [x]". Mamy

D

(I—E"Y[x]" = [x]"=[x—1]"= (x+(n—= D)) [x]""* —=(x—=D[x]"" " =n[x]""".

To za$ oznacza, ze {[x]")2, jest baza delta operatora [—E~ !, a wigc ciagiem
typu dwumianowego.

(b) Dla silni dolnej delta operatorem generujacym jest E—I. Operator ten,
na mocy rozumowania analogicznego do uzytego w punkcie (a), ma rozwinig-

0 n

cie Y —, zatem na mocy twierdzenia 3.10, jest delta operatorem. Wreszcie
n

n=1 .
(E-=ID)[x], = [x+1],—[x]s = n[x]a-1. O wykazujemy podobnie jak w (a).
(c) Dla wielomianow Abela A4,(x) = x(x—na)"" ! delta operatorem generujacym
a0 n—1
jest DE® réwny ). (a D1 D". Spelnianie warunkow (i) i (i) definicji bazy jest
n—1)!

n=1

oczywiste. Ponadto
DE® A,(x) = E*DA,(x) = E*D(x(x—na)"" )=
= E“((x_na)n— 1 +x(n— 1)(x_na)n—2) —

= E*(n(x—a)(x—na)" ?) = n(x+a—a)(x+a—na)" ? =

= nx(x—(n— 1)a)" % =nA,_(x).
n—1
1

n n!
(d) Dla wiclomianow Laguerre’a L,(x) = Y, (—l)";{—’ (k )x" delta opera-
k=1 P \k—

torem generujacym jest D/(D—1I).
Istotnie,

D a0 a0
2 = T D= Y D,
D_l kgo kgo

Zatem D/(D—1I) jest delta operatorem.
Nieco zmudne obliczenia potrzebne dla wykazania, iz

(D/(D—=1)) Ly(x) = Ly (%)

pozostawiamy Czytelnikowi, zauwazajac jedynie, iz
D(D—1)= —=D-=D*=-D*—...—-D"— ...,
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co pociaga za soba réwnosé

D/(D—I)L.(x)=(—D—D2—-...—D")L,,x= - i D/ L,(x).
j=1

ope:’:’mfg:yz?nzg;:a r:)rz}ykiaqagh, W micjsce ,zgadywania” odpowiednich delta
twierdzem'u, ‘% B yto uzyc ‘kon.strukcp operatora dla danej bazy uzyte) w
e, 1) é > £0 ?PTZIWdzemu3 ze uzyskany operator jest delta operatorem

my, 1Z WYJSCIowy ciag bazowy jest typu dwumianowego. Niemniej istotnym dla
znatldowama tozsamosci wielomianowych jest rozwiazanie problemu odwrotnego:
majac dapy delta operator znalez¢ jego baze. Po jej odnalezieniu twierdzenie 3.4
gwe;)r-zfntwe uzyskanie calej rodziny tozsamosci. Pokazemy teraz jak mozna to
zrobic.

ngapzsms 3.11. Jezeli T jest operatorem niezmienniczym ze wzgledu na
przesunigcia, to operator T' = TM*—M*T takie ma t¢ wlasnosé. Ponadto, jezeli

S 4 \ ' = a'+
T g k—: DY to T'= } —;{,—1 D*, czyli szereg dla T' jest formalng pochodng
k=0 "™~ k=0 :

(wzgledem D) szeregu dla T.

Dowo6d. Sprawdzimy najpierw, ze E°T' = T'E’ dla dowolnego aeC.
Korzystajac z definicji 7" i niezmienniczosci ze wzglgdu na przsunigcie operatora
liniowego T znajdujemy.

E°T = E°TM*—E‘M*T = TE*M*—M**°E*T = TM***E*~M*"*TE* =
O (TM* E*— M* TE*)+(aTE*—aTE") = T' E%
Zwroémy teraz uwage, Z€ dla dowolnego ke N, mamy
[T x¥]i=0 = [7:\'k+l-XTxk]x=o = [T ieo = Gh+1,

poniewaz ciag (X" o jest baza operatora D. Oznacza to, ze szereg dla T' jest

formalna pochodna szeregu dla T (O
Operator T’ = TM*— M* T nazywamy pochodnq Pincherle’a operatora T.

LeMmaT 3.12. Pochodna Pincherlea ma nastepujgce wlasnosci:
(a) =0, D'=I

(b) Dla dowolnych operatorow T i S mamy
| (TS = T'S+TS..

(c) Jezeli T jest operatorem i ne Ny, 10
(™ = T e s
to réwno$¢ ta pozostaje w mocy dla dowolnej

Jezeli operator T jest odwracalny,

liczby calkowitej n.



144 3. Funkcje tworzgce

Dowdd. (a) Przez bezposrednie sprawdzenie.
(b) Korzystajac z definicji otrzymujemy

(TSY = TSM*~M*TS = TM*S—M*TS+ TSM*—~TM*S =
=(TM*-M*T)S+T(SM*-M*S) =T'S+TS'.
(c) Przez indukcje, korzystajac z (b). []

Zauwazmy, ze kazdy delta operator Q daje sie przedstawi¢ w postaci Q = DP,
gdzie P jest niezmienniczym ze wzgledu na przesunigcia operatorem odwracalnym,
W tym celu wystarczy rozwinaé Q, zgodnie z twierdzeniem 3.10, w szereg Q

o0

= Y a,D"ijako P przyja¢ operator Y. @,.,;D". Wniosek 3.9 gwarantuje nam

n=1 n=10

odwracalno$¢ operatora P.

Nastgpujace twierdzenic pozwala nam na odnajdywanie bazy dla zadanego
delta operatora.

Twierpzenie 3.13. (Mullin i Rota [1]). Jezeli cigg wielomianéw Wa (X)L o jest
bazq- dla delta operatora Q =DP, to wy(x)=1, i dla kazdego n >0 mamy

(@) wo(x)=0Q' P~ "1 xn.

(b) wo(x) =P~ "x"—(P~ "y x"!;

(c) wy(x)=xP "x" !

(d) w,(x) = x(Q) 'w,_,(x).

W zaleznosci od postaci konkretnych operatorow Q i P mozna uzyé, dla

obliczenia bazy, dowolnej z powyzszych zaleznosci. Jeszcze inna indukcyjna
technika szukania bazy zostala wykorzystana w dowodzie twierdzenia 3.3.

Dowo6d. Oczywiscie wy(x) musi by¢ wielomianem statym réwnym 1. Niech
teraz ne N. Zaczniemy od wykazania, 7e prawe strony rownosci (a), (b) i (c)
okreslajg ten sam ciag wielomianéw.

Korzystajac z wlasnosci pochodnej Pincherle’a oraz przemiennosci skladania
operator6w niezmienniczych ze wzgledu na przesunigcia — wniosek 3.7 —

otrzymujemy
Q' P *!=(Dpyp ! =(D'P+DP)P~ "' =p-rypp-n-1p_
=P "—(1/m)(P~"YD.
Zatem, dla n > 0,

QP " x =P (P ! =
=P7"X"—(P""M*—M*P M x" ! = xp-nyr-1

Wobec powyzszego oznaczmy przez Ua(X) wielomian Q'P=""1xn — p-nxr—
—(P7"Yx"" ' =xP~"x""! dla n > 0, oraz wielomian staly 1 dla n = 0. Zatem, dla
n>1, Qv (x)=DP(Q P " 'x)=Q P "Dx"= nQ'P~"x""! = ny,(x). Czytelnik
latwo tez sprawdzi, ze Qv,(x) = vo(x) = 1. Mozna w tym celu uzyé réwnosc
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= =1 :
g;gi)to gi":” §¢1) 1 skorzysta¢ 2z rozwinig¢ Q i P~' wzgledem operatora D.
e ciag (0055 ey mar X! Zapewnia, 2¢ 0,(0) = 0 dla n > 0. Oznacza to,
BN Feang 4z3 operatora Q i na j i ‘
va(X) = w,(x) dla dowolnego neN,. . WhEE JPherciiteRy SRy
R’oEvlnosé (d) olrzymujemy wstawiajac w () w miejsce x"~! wyrazenie
PU(Q)"" wa 1 (x), ktére jest rowne x*~ ' pa mocy (a). (]
hPrzedslzwmna Powyzej metoda jest przypadkiem szczegblnym ogolnego
schematu, ktdry pozwala na znajdowanie zwiazkéw pomigdzy ciagami bazowymi
féZHYFh delta operatoréw i ktory pokrotee opiszemy.
Niech C bedzie delta operatorem i niech cigg (v,(x))s%, bedzie jego baza.
.Prze-z B.oznaczymy operator liniowy taki, ze Bv,(x) = v,,,(x). Dowodzimy, ze
jezeli T jest operatorem niezmienniczym ze wzgledu na przesuniecia, to operator

- - - - m
T = TB—BT jest tez niezmienniczy. A takze, ze jezeli T= ) e o T

i
© k=0

a
=y 'I‘:" C* (formalna pochodna wzgledem C).
k=0 K:

Dowdd przesuwalnosei dla T jest rachunkowo znacznie bardziej klopotliwy
od podobnego dowodu dla 7' = T'”. Polega na wykazaniu, ze E° T, (x) i
T E%v,(x) sa sobie rowne dla dowolnych ae C i ne N,. Dla znalezienia wartosci
odpowiednich operatoréw korzystamy z rozwinigcia operatora T wzgledem C oraz
z dwumianowosci ciagu (v,(x)>;% . Aby znalez¢ rozwinigcie dla T, sprawdzamy,
jak poprzednio, ze [T v, (x)]i=0 = [ Tor+1(x)]i=o- Wynika to stad, ze rozwijajac
wielomian B(Tv,(x)) w bazie {v,(x));~, otrzymamy z niezerowymi wspotczynnika-
mi jedynie wielomiany v,(x) o indeksach wigkszych od zera, a wigc takie, ze v,(0)
= (. Szczegoly rachunkowe pozostawiamy Czytelnikowi.

Powtarzajac, w zasadzie, dowdd lematu 3.12 mozemy pokaza¢ nastgpujace

wlasnosci pochodnej T¢.
LEMAT 3.14. Dla operatora T mamy:
(a) [€) = 0, cO = I;
(b) dla dowolnych operatorow T i S mamy
(TS)(C) = T((‘)S+ Ts((‘);

(c) jesli T jest operatorem i ne Ny, to
(T")‘C’ =nTEO T !,
Réwnosé ta pozostaje w mocy dla dowolnej liczby calkowitej n, o ile T jest
odwracalny. .
Czytelnik moze teraz bez Zzadny .k
twierdzenia 3.13 aby uzyskac nastepujacy wynik.
1 ] i 0 bazach odpowiednio
_ Niech Qi C bedq delta operatorami o h o
(w -(I;X;E:(DZ:: rzl: (i-)l>5°° o, niech P bedzie operatorem odwracalnym takim, ze Q = CP
n n=0 n n=0>

dnych istotnych zmian zaadaptowa¢ dowdd

10 - Asaliza kombinatoryczna
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i niech operator B odwzorowuje v,(x) na v,,,{x) dla dowolnego ne N,. Wowczas
wo(x) = vo(x) =1 i dla kazidego n >0 mamy

@) wo(x) =QP " 'y, (x);

(b) wa(x) = P™"0,(x)—(P™")v,_, (x);

(€) wa(x) =BP™"v,_,(x);

(d) wa(x) =B(Q) 'w,_(x). O

Powrd¢my jeszcze raz do naszych przyktadow.
Dla operatora 4 =E—I mamy A4’ =E. Wobec tego, jezeli jego baze
oznaczymy przez {w,(x)>;>,, to twierdzenie 3.13 daje nam

Wo(x) = xE 'w,_;(x) = x(x—=1)E~  w,_, (x—1).

Latwo wykaza¢ przez indukcje, ze w,(x) = [x],, ne No. Podobnie dla operatora
I—E~!' =V, dla ktérego V' = E, otrzymujemy jako baze¢ ciag {[x]").=0 ([x]o

= [xx]° = 1). §
Operator Abela ma posta¢ E°D. Dzigki twierdzeniu 3.13 wiemy, ze jego baza
sklada sie z wielomianéw postaci xE “"x"" ! = x(x—an)"" .

Znajdzmy jeszcze baze operatora E'?—E~'? = AE™'2. Oznaczmy przez R

operator Z D"(n+1)!. Jak bylo zauwazone uprzednio, 4 = DR. Wobec tego

n=0
EV2_E-Y2 — D(RE"'?) i [x],=xR "x""'. Zatem, dla n> 0, n-ty wielomian

bazy operatora E'2—E~'? ma posta¢

x(E~12R) "x* ! = xEV2R™"x""! = xEN? L _
x

=xE"?[x—1],-y = x[x+n/2—1],—,.
Oczywiscie, kazdy z tych ciagéw daje nam odpowiednia. tozsamos$¢ wielomia-
nowa.
Zajmijmy si¢ teraz ponownie wielomianami Laguerre’a. Niech bedzie dany
operator L, ktory odwzorowuje wielomian p(x) na wielomian

©  dp(x+1t)
t
- £ e i dr.

Calkujac przez czgsci otrzymujemy réwnos¢ Lx" = (n+ 1)~ Lx**1—x" i stad,
przez indukcjg, [Lx"]x=0 = —n!. Wobec tego, korzystajac z twierdzenia 3.5, mamy .
L= D/D-1I). Z twierdzenia 3.13 natychmiast wynika, ze

L,(x) =x(D=I)"x""" =x k=il (:)(—1)“ D*kx 1=

" " " ! =10k 4 _
=x 3 (=i thed = T 0 T
-3 g—: "::)(—x)"-

k=1
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§ 4. Notacja zaémieniowa (umbralna)

A wigc rzeczywiscie D/(D—1I) jest operatorem generujacym dla wielomian6w
Laguerre’a, tak jak bylo stwierdzone uprzednio.

Zwro¢my uwage, ze
L D D
L-1~ D—I/(D—l _’) e

Wobec tego twierdzenie 3.15 daje nam natychmiast
x"=B(L-I)"L,_(x).

Powtarzajac w zasadzie wykonany powyzej rachunek otrzymujemy

no__ - _rﬂ n—1 1)k
) k!(k_l)( 1) Ly (%),

L]
Zauwazmy, ze mamy takze relacje

V=E'A=AA+]) = —A4/(—A4-]).

Poniewaz, jak latwo sprawdzi¢, baza dla operatora — 4 jest ciag {(—x)* > 0. Wigc,
liczac jak wyzej, mamy

© n!m-

ST N i (SR s T e (| S5

k=1 k k=1

W podobny sposéb
< nl/m-—1
= — — n=Kk[y k.
D= B g, )0
s n! /n—
Liczby il (k—l
Laha (por. rozdz. 2, zad. 12).

Uzyskanie dalszych tozsamosci w podobnym stylu pozostawiamy Czytelnikowi.
Szczegolnie interesujace efekty mozna uzyska¢ rozwijajac wielomian x" w bazach

X2 i [xTHi%0, a takze obliczajac baz¢ operatora Bernoulliego.

) wystepujace w powyzszych rozwinigciach sa znane jako liczby

§ 4. Notacja za¢mieniowa (umbralna), dalsze tozsamosci
- wielomianowe

Wprowadzimy teraz technike umozliwiajaca otrzymanie wielu dalszych
tozsamosci wielomianowych. Uzyjemy do tego — i uzasadnimy stosowanie — tzw.
notacji umbralnej (zwanej tez notacja Sylvestera). Przedtem jednak udowodnimy
twierdzenie charakteryzujace operatory przeprowadzajace pomigdzy soba bazy
delta operatoréw. Przypomnijmy, Ze operatory niezmiennicze ze wzgledu na
przesuniecia tworza podalgebr¢ algebry operatoréw liniowych.
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Twiernzeni 4.1 (Mullin i Rota [1]). Niech P i Q bedq delta Operat(')r.ami 0
bazach odpowiednio {wi,(x)>Z o i {Wj (X)) o. Niech T bedzie operatorem liniowym
takim, ze dla kazdego n, Tw,(x)=w, (x). Wowczas:

(a) Operator T jest odwracalny;

(b) przeksztalcenie okreslone wzorem S+ TS T~ jest automorfizmem algebry

operatoréow niezmienniczych ze wzgledu na przesuniecia, ktéry przeprowadza delta

operatory na delta operatory; . .
(c) jesli {w,(x)>Z jest ciggiem typu dwumianowego, to cigg {Tw,(x))>;~, jest
takze ciqgiem typu dwumianowego.

Dowdd. (a) Okreslmy operator liniowy T* przyjmujac T*w, (x) = w,(x) dla
kazdego ne N,. Latwo sprawdzié, ze T* jest operatorem odwrotnym do T.
(b) Dla wielomianéw w,(x) mamy réwnosci

TPw,(x) = T(Pw,(x)) = Thw,_,(x) =
=nTw,_(x) = nw,_, (x) = Qw, (x) = QTw,(x).
Zatem, ze wzglgdu na liniowos¢ operatorow TP i QT oraz fakt, Zze ciag
W, (x)>p=o jest baza w przestrzeni C[x], mamy
TP=0T.

Przez indukcj¢ wzgledem n wykazujemy teraz, ze dla ne N,

TP"=Q"T,
czyli Q"= TP*T,
Nigch terqz S bedzie operatorem niezmienniczym ze wzgledu na przesunigcia.
Zgodnie z twierdzeniem 3.5 (o istnieniu rozwinigcia) istnieje ciag <{a,>> o taki, ze

" o]

s=3

n=0

n pn
n!

Zatem

TST'= ¥ % rprp-i_ § %
n=0 n! - ngo ; Q ’
a poniewaz TST™' ma rozwinigcie wzgledem delta operatora Q, wiec TST ™' jest
elcmentem.algebry operatorow niezmienniczych ze wzgledu na przesunigcia.
Czytelnik bez trudu udowodni, ze badane przeksztalcenie zachowuje dziafania
na operatorach. Ponadto odwzorowanie §i— Tr-i3T jest przeksztalceniem

odwrotnym. C.)zna.cza .to, ze nasze przeksztalcenie jest automorfizmem algebry
operator6w niezmienniczych ze wzgledu na przesuniecia,

v .. - m
Rozwijajace dowolny delta operator do postaci ) a_,; P" otrzymamy do =0

n=0 -
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w

i a, # 0. Poniewaz jego obraz Y ﬁ’ Q" ma te sama wlasno$é, jest on takze delta
n=0 "

operatorem. To konczy dowod punktu (b).

(c) Rozwaimy delta operator R, ktorego baza jest ciag wielomianow

Wa(X)n=0- Wykazemy, ze cigg Tw,(X)DZ o ]
0 1 (X)), jest baza delta operatora
§ = TRT™'. Mamy mianowicie

S(Twa(x)) = TRT ™" Tw,(x) = Tnw,_, (x) = n(Tw,_ (x)).

Wy?v.ta.rczy zatem wykazac, ze Tw,(0) = 0 dla n > 0. Skoro Tw,(x) = w/(x), to
rozwinigcie Tw,(x) wzgledem baz Wy (X))o ma te same wspolczynniki co
rozwinigcie w,(x) wzgledem bazy Wp(X)>0 5. Jednakze w,(0) = 0 i wspolczynnik
przy wo(x) jest zerem. Wobec tego Tw,(0) = 0. [

Mozemy juz teraz wprowadzi¢ notacje umbralng. Jesli w = (w,(x)>2 o jest
ciaggiem wielomianéw, to operator liniowy L, okreslamy — zadajac go na bazie
X" o — wzorem

Loy (x") = wy(x).

Operator L, dziala zatem na calej przestrzeni liniowej wielomianow C[x] i obraz
L,(ao+ ... +a,x") jest rowny aowo(x)+ ... +a,w,(x). A
Wielomian L, (V(x)) oznaczamy symbolicznie V(w). Na przyklad dla wielomia-
nu V(x) = x mamy w(x) = w,(x), [w(x)]> = w,(x). W tej notacji (w(x)—a)(w(x)+
+a) = wy(x)—a® wo(x), (w(x)+a)(w(x)+a) = wy(x)+ 2aw, (x)+a® we(x). o
W ten sposob fakt, ze ciag {(w,(x)),~, jest typu dwumianowego zapisujemy -
symbolicznie

w'(x+y) = (w(x)+w())"

JeSli <w, (X))o, <0u(X))nzo sa ciagami wielomiandw, to ciag {u,(x)>2,
okreslony wzorem

ty (X) = W (v(x)),

czyli

U, = l‘.,(wu)s
nazywamy zlozeniem umbralnym ciagéw w i v. Zachodzi nastgpujace twierdzenie.

Twierpzenie 4.2 (Rota, Kahaner i Odlyzko [1]). Jesli P i Q sq delta
operatorami o bazach odpowiednio w = {w,(xX))l0, v = 0,(X)>o, przy czym
P = F(D), Q = G(D) sa odpowiednio rozwinieciami operatoréw P i Q wzgledem
operatora pochodnej D (por. tw. 3.10), to zlozenie umbralne ciggow w i v jest bazq
dla delta operatora F(G(D)).

Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze szereg G jest podstawialny do F, jego wyraz
wolny jest bowiem zerem. Rozwazmy T = L,. Na mocy twierdzenia 4.1 operator T
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przeprowadza kazdy ciag typu dwumianowego na cigg typu dwumianowego. Jesli

wa(x) = ) a;x’, to

j=0
Tw,(x)= ) ajv;= w,,(v(x)) = u,(x).
j=0

Zatem ciag {u,(x)>;=, jest typu dwumianowego i jest baza dla operatora TPT ™!
ktorego rozwinigciem jest szereg F(G(D)), co latwo sprawdzic¢. []

Niech T=L,. Wowczas T '(w,(x)) = x". Wobec twierdzenia 4.1, T~!
przeprowadza kazdy ciag typu dwumianowego na ciag typu dwumianowego.
Przyjmijmy v,(x) = T~' x". Wowczas v(x) = {v,(x)>Z, jest ciagiem typu dwumia-
nowego oraz Tr,(x) =TT 'x" = x" Jednakze Tuv,(x) = w,(v(x)).

Z prostych rozwazan algebraicznej natury wyplywa nastgpujacy wniosek.

Wniosek 4.3, Jesli {w,(x)>7, jest ciggiem typu dwumianowego, to istnieje
dokladnie jeden cigg v(x) = {v,(x)>;~, taki, Ze

w,(v(x)) = x".

Co wigcej wielomian v,(w(x)) takze rowna si¢ x". Kazdy operator umbralny,
czyli operator H taki, ze H(w,(x)) = v,(x), gdzie w(x) i v(x) sa ciggami typu
dwumianowego, jest postaci L, dla pewnego ciagu typu dwumianowego, u=
= {u,(x)>0= 0. Mianowicie u,(x) = H(x"). Fakt ten ma liczne zastosowania. Na
przykiad, jesli {w,(x)>,~, jest baza dla operatora P = F (D), zas {v,(x)>>, jest
baza dla operatora Q = G(D), to G = H(F(t)). Ta ostatnia réwnos$¢ pozwala
znajdowac delta operator R, ktorego baza jest ciag {u,(x)>s~,. Na przyklad, jesli
w,(x) =[x]", v,(x) =x", to G(t)=t, zas§ P(t)=1—e"". Zatem H = —In(1—1), to
znaczy R = —In(I—D) (oczywiscie mowa tu o ,formalnym” logarytmie). Jesli v,(x)
= x", za$ w,(x) = [x],, to G(t) =1, F(t)=¢—1, za$ H(t) = In(l +t). Wielomiany
u, otrzymane w tym przypadku, to tzw. wielomiany eksponencjalne (por. zad. 17).

Przyklady te oczywiscie mozna mnozyC, lecz nie bgdziemy tu wnikali w te

zagadnienia.

§ 5. Przyklady funkcji tworzacych

Funkcje tworzace stanowia jedna z podstawowych technik kombinatoryl(.i3
musimy zatem nauczy¢ si¢ operowac ich aparatem. Izomorfizm algebry funkc)
analitycznych z podalgebra algebry szeregow formalnych pozwala nam przyja¢
pewne ,skroty” ulatwiajace operowanie funkcjami tworzacymi (szeregami formal-
nymi).

Tozsamosci i skroty, ktére teraz poznamy, sa dwojakiego rodzaju. Pierwsze —
to zaleznosci pomigdzy funkcjami tworzacymi. Drugie — to system skrotow dla
konkretnych funkcji tworzacych. Tak wigc rozpoczniemy od nastgpujacego
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problemu. Znamy skrét dla szeregu Y a,x" Jaki jest skrot dla szeregu z b, X",

n= n=0
jesli {b,>n=¢ zalezy — w okreslony spc())séb — od <a,>Z,- Drugi problem polega
na szukanin skr6téw dla pewnych konkretnych ciagéw wspdlczynnikOw szeregu.
Zaczniemy od zaleznoéci pomigdzy ciggami i odpdwiednich rownosci dla
funkcji tworzacych. Uméwmy sig, z¢ — jak uprzednio — symbol a oznacza ciag

0
(@"n=0, fa(x) za$ jest szeregiem Y a,x".

n=0

TwierDZENIE 5.1.

(@) b, = {0, n<k,

By N>R

jest rownowazne réownosci
o (x) = X*f ().

(b) b, = a,+, jest rownowazine rownosci

Silx)= ;clT (fa¥)—=(ap+a, x+ ... +a_, X*7)).
(c) b, = c"a, jest rownowazne réwnosci
Jo(X) = fa(ex).
(d) b, = na, jest rownowazne réownosci
Jo (x) = x(Df) (x).
(e) b, = a4+, —ay, jest réwnowazne rownosci

_(1=9£()=La©

e -
f b, = Z": a; jest réwnowazne roéwnosci
i=0
Ja(x)
A =22

Dowdd. Rownowaznosci (a), (b) i (c) wynikaja bezposrednio z definicji; (d)
wynika z (a) i z definicji pochodnej; (€) wynilfa z (b); (f) wynika z wielokrotnego
stosowania (a) i pierwszego WZoru z nastgpujacej tabeli skrotow. [J

Ponizej podano skroty dla niektorych konkretnych funkcji

1

»
- X
X

all=1’ fl_l

a,=n, f¢=(i__x)f'
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g (n+k—l), £ =(T£_x)7,

_ 2 _x(1+x)
a,=n-, _f. (I—X)J,

- =x(x+2)2—3x
a,=n", f; (l—x)4 ’

0 =0

=d " * fu=—In(1-x),
a,. ‘{l/n,n>0, e al~%
a,,=i fu = e

Zastosujemy poznany powyzej system skrétow do rozwiazxwania rév'vnaﬁ
rekurencyjnych. Zacznijmy od prostego przykiadu. Przypommjmy, ze liczby
Fibonacciego (por. § 10, rozdz. 1) definiujemy przez zaleznosci

a0=al=l~ an+2=an+l+au'

Niech ciag a = (a,>>, bedzie ciagiem wyznaczonym przez powyzsze warunki.
Oznaczajac f =f,, i przyjmujac ¢, = a,,, mamy — zgodnie z twierdzeniem 5.1(b)
— fuo=x"2(f—(ap+a, x)). Podobnie dla b,=a,,, mamy f, =x""(f—ao).
Rowno$¢ ¢ = a+b jest rOwnowazna rownosci f, =f,+/f,, a zatem

1 D '
p- (f=(ap+a; x) = % (f—ao)'fjf-

Ale ao = a, = 1. Wobec tego

1 1 1+x 1 1
(_2"—“1)f= T =

X X X X X

czyli

_ |
T l=x—x?

f

Wystarczy teraz znalez¢ rozwinigcie w szereg wyrazenia 1/(1 —x— x?), aby znale#
ciag liczb Fibonacciego. W tym celu roztozymy je do postaci

1 1

[—x—x2  (1-3(1+/9)x)(1-4(1-/5)%)

\}3 (1 +2\/§)1—é(11+\/3)x_\}5 (1—2\/5)1—5(11—\/3)::'
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Korzystajac z twierdzenia 5.1(c) mamy

- LSO

=§ 1 [(1_'_\/5‘»&1_ 1_\//5 n+1- )
n=0 \,/5 2 ) 2 ol
L[l Be (1= Ry
RV AN ) 2

(por. § 10, rozdz. 1). Oczywiscie, gdybySmy znali powyzszy wzor, to udowodnienie
— przez indukcje¢ — Ze jest to rozwigzanie rownania Fibonacciego jest nader
proste. Jednakze dzigki zastosowaniom funkcji tworzacych moglismy znaleic
rozwiazanie bez zgadywania, co w inny sposob byloby raczej klopotliwe. Powyzsza
technika moze by¢ zastosowana do rozwigzywania liniowych réwnan réznicowych,
czyli do roéwnan postaci

czyli

cia,+Cap4 1t .. +Cpik = b, =01, ...

gdzie ag, ..., 4, Siq znane, a ‘b, )E o jest danym ciggiem. Przyjmujge mianowicic
d =day.q. ..., dt = dyyy mamy
1 1 .
fp== (G=ag), -+ Jp= = (fa—(ao+ay x+ ... +a,_, x"1)).
X

Otrzymujemy stad rownosc

1
le.'*'%i‘ (fa—aog)+ -+ > (fa—(ao+a; x+ ... +a,‘_lx"”1)) =,

czyli
w(x)

1
(c,+c2 -Jl;+ sun 0 ?>f.-7 = Jo»

gdzie w(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej k. Przyjmujac v(x) =c, x*
+cyx* 14 ... 4+¢, mamy
X fy+w(x)

v(x)

j'.‘
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Zauwazmy, e rozwigzalno$¢ naszego réwnania wymaga, by ¢, # 0, wtedy bowiem
szereg v(x) jest odwracalny.
Rozwigzmy dla przykladu réwnanie a,,,—2a,=n ao=1.Zgodnie z

powyzszym mamy
X

(1-x)*
(Pamigtamy, ze dla b, =n, f, = x/(1 —x)%) Wobec tego
a=X/(

1
; (fa_l)_zfa =

czyh

X X 1 x2+(1—-x)>
fa = 2 +— = 7"
1-2x \(1-x)* x (1—2x)(1—x)
Rozkladajac prawa stron¢ rownosci na ulamki proste otrzymujemy

2 1
1—2x (1—-x)*

a wiec, zgodnie z naszym katalogiem,

1
n+>=2n+1_(n+1)’ (10=1.

n

a,,=2-2"—(

§ 6. Zastosowania eksponencjalnych funkcji tworzacych,
wzor eksponencjalny

W paragrafie tym bedziemy stosowali eksponencjalne szeregi formalne do
problem6w numeracji zwiazanych z podziatami zbioréw skonczonych. Zauwazmy
najpierw, rozwazajac na przykiad podzialy zbioru czteroelementowego, ze krata
podziatéw nie ma wlasnosci dwumianowej i zatem metody z paragrafu 2 nie sa
przydatne w zagadnieniach numeracji zwiazanych z IT,. Wypracujemy inne
metody takze zwiazane z szeregami formalnymi i podamy liczne zastosowania.

Najpierw zauwazmy, iz istnieje naturalne wioZenie rodziny I1, podzialéw
zbioru !1,...,n} w rodzing I, dla m>n. Mianowicie podziatlowi o z II,
przyporzadkowujemy podziat ¢* ztozony z blok6w podziatu ¢ oraz jeszcze jednego
bloku zlozonego z liczb {n+1, ..., m}. Przyporzadkowanie to jest wierne w tym
sensie, ze podzial o jest drobniejszy od podzialu n wtedy i tylko wtedy, gdy
podzial ¢’ jest drobniejszy od podzialu ='. .

Przejdzmy z ta konstrukcja ,do nieskoficzonosci” zanurzajac réwnoczesnie
wszystkie kraty IT,, neN, w krat¢ podzialéow zbioru nieskoriczonego N.



§ 6. Zastosowania eksponencjalnych funkcji tworzacych 135

Wyréznijmy pewng klas¢ podzialoéw zbioru N, ktéra oznaczamy II. Mianowicie 7
jest elementem IT wtedy i tylko wtedy gdy:

(1) # ma skonczong liczbe blokow,

(2) dokladnie jeden z blokow podzialu 7 jest nieskoriczony,

(3) kazda liczba z nieskonczonego bloku jest wigksza od wszystkich liczb
nalezacych do blokow skonczonych.

'Te.raz Juz widaé, ze IT jest wlasnie owa »granica” zanurzen kolejnych II,. Nie
wr_uka_]ac w algebraiczne aspekty sprawy zauwazmy, ze dla kazdego podziatu
zbioru n-elementowego znajdziemy w IT podzial =, ktéry na odcinku [1, n]
indukuje podziat izomorficzny z zadanym.

Mozemy pokazaé¢ nawet wigcej. A mianowicie to, ze IT jest zbiorem czgsciowo
uporzadkowanym, ktory jest lokalnie skonczony. Ponadto kazda kratg podzialéw
I, mozna utozsamia¢ — poprzez skonstruowane powyZzej zanurzenie — 2z
pewnym odcinkiem zbioru I1. Wreszcie, zbior uporzadkowany I1 nie ma wlasnosci
dwumianowej. Rolg uzywanych uprzednio funkcji przesuwalnych beda pelnity
zdefiniowane dalej funkcje multyplikatywne.

Typem odcinka [o, n] nazywamy ciag <k,, k,, ...> taki, ze dla kazdego je N w
podziale n jest k; skonczonych blokéw bedacych suma j blokéw podziatu ¢. Ciag
kX, jest oczywiscie od pewnego miejsca staly 1 rowny zeru.

Funkcje f z algebry incydencji .o/ (IT) nazwiemy multyplikatywna, jesli istnieje
ciag {(a,>X, taki, ze ilekro¢ typem odcinka [o, n] jest <k, ky, ...), tO

fo,m=1T] af.
i=1

Skoro ciag <k,>.= jest od pewnego miejsca staly i rowny zeru, to definicja nasza

jest poprawna.
Jak si¢ niebawem okaze, klasa funkcji multyplikatywnych jest nader waZna

w zastosowaniach. Zauwazmy najpierw nastgpujacy fakt.
LEMAT 6.1. Na to, by odcinek [a, n] byl typu <k,),~,, potrzeba i wystarcza, by
byl on izomorficzny z iloczynem
M x5 x ...

Dowod tego faktu zostal w istocie podany w dowodzie lematu 3.9 z rozdz. 2 (w
przypadku ¢, e 1, ale zgodnie z naszymi uwagami nie jest to istotne

zmniejszenie ogolnosci). [
LeMAT 6.2. Splot funkcji multyplikatywnych jest funkcjq multyplikatywnaq.
Dow6d. Wystarczy skorzysta¢ — odpowiednia. liczbe razy — z nastepujacego
prostego faktu: Jesli f€ o (P), ge . (Q), to definiujac

(fx @) (Lx, x>, <3, YD) =1 (x, ) g(x', ¥)

’
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mamy
(gxg)s(f'xg)=(f+f)xg*) T

Rodzing funkeji multyplikatywnych oznaczamy przez M (D). fokeia £

Nim przejdziemy do dalszych rozwazaf zauwazmy, € TUnKCja  jest
multyplikatywna i wyznaczona przez ciag zlozony Z samych jedynek. Takze
funkcja & jest multyplikatywna i wyznaczona przez clag 1,0,0,..5.

Wykazemy teraz zasadnicze twierdzenie te€go paf{lgf?}f“- Whnioski z tego
twierdzenia, w szczegolnosci ,wzor eksponencjalny”, maja liczne zastosowania w
zagadnieniach zliczania. . .

Niech feM(IT) i niech ciag {a,pne; Wyznacza fuqqu f. Funkcji f
przyporzadkowujemy szereg formalny F, okreslony nastgpujaco

a0 a, =

Ff = Z F X,

n=1 :
Definicja ta jest poprawna, gdyz odpowiednioé¢ pomiedzy funkcjami i ciagami jest
oczywiscie wzajemnie jednoznaczna. Zauwazmy, ze skoro wyraz wolny szeregu F,
jest zerem, to moze on byé podstawiony do innego szeregu w miejsce zmiennej
(por. § 1).
Zachodzi nastgpujace ,twierdzenie o antyizomorfizmie”.

TwierDpzeNIE 6.3 (Doubilet, Rota i Stanley [1]). Przeksztalcenie przypisujgce
Sfunkcji multyplikatywnej fe M(II), wyznaczonej przez ciqg {a,y.~ ., eksponencjalny

o

a . . - - - . r .
Szereg formalny Ff - Z ;{"l x" odwzorowuje wzajemnie jednoznaczme zblor funkql
n=1 :

multyplikatywnych M(IT) z dzialaniem splotu na zbior eksponencjalnych szeregow
formalnych o wyrazie wolnym rownym zeru z dzialaniem podstawienia. Ponadto

Fpog(x) = Fg(Ff(x))-
(Uwaga! Zmiana kolejnosci dzialan.)
Dowoéd. Dzigki uwagom poprzedzajacym twierdzenie pozostalo nam jedynie

do wykazania, ze F;.,(x) = F,(F,(x)). Zbadajmy wspolczynniki przy potegach
zmiennej x w wyrazeniach stojacych po obu stronach réwnosci

F(F ()= 3 22 (fj o xM)"= y % («,..Z Mx‘l*"'*‘-).

I\~ m! |
n=1 N \a=1 M: n=1 H: Iy )eNR tl!'--tn!

Bedziemy teraz dazyli do zmiany porzadku sumowania tak, by pogrupowac
odpowiednio potggi zmiennej. Qtéi dla kazdego ciagu (t,, ..., r,>e N" takiego, 2
t,+ ... +t, = k we wspdlczynniku przy x* mamy skladnik

b, a,...q .
ni tyl...t,l
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Grupujac odpowiednio i biorac pod uwage permutacje ciagéw otrzymujemy
o0 xﬂ
Fy(Fs(x) = Zl ha "5

gdzie

h n!
=2 17 nts ). .s,!

S S
a8y .o.a) by

Sumowanie to rozcigga si¢ po wszystkich ciagach sy, ..., S, takich, ze

n
Y jsj=n oraz k=Y 8
i=1

i=1

Pozostaje zatem zbada¢ wspolczynniki szeregu F, ,(x). Na poczatek zbadaj-
my jak zaleza wyrazy ciagu {a,>2, od wyznaczonej przezen funkcji f. Otoz
a,=f(o, ), gdzie typem odcinka [o,n] jest ciag <ky, kp, ...», gdzie k, =
=0,....,k,-;, =0,k,=1, k,,, =0, ... Oznacza to, ze dla odnalezienia szukanego
wspotczynnika musimy znalezé wartos¢ splotu f g na tym odcinku. Odcinek ten
jest izomorficzny z krata I1,. Zanurzajac 1, w IT i utozsamiajac II, z obrazem
stwierdzamy, iz poszukujemy liczby

Y £(0,7)-g( 1),

well,
gdzie przez 0 i 1 oznaczyliSmy zero i jedynke kraty IT,. Najpierw zauwazmy, Ze
g(t, 1) jest rowne by ilekro¢ t jest podzialem na k blokow. Naszym
wspolczynnikiem jest zatem

Y (0, 1)by-

tell,

Suma ta jest rowna
Sl S
Z a, ...a,,"b|,|,

tell,

gdzie s; jest liczba blokéw licznosci j w podziale t, za$ |t| = ) s;.
j=1

Szukamy zatem liczby podziatow dajacych wspotczynnik

21 Sn
ay ...ay syt

Tych jest za$
n!
111, 121%25,1...n1"s,!
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(por. rozdz. 1, twierdzenie 8.2). Tak wigc wspoiczynnikiem tym jest

n!

Z .1 Prg )
lax+...+na,,=nl! Spie. M Spe
al+...+a,,=k

s 3
all o .a,,"b,‘.

Ta ostatnia liczba to dokladnie h,. To konczy dowod. [

Wniosek 6.4. Jezeli [ jest funkcig multyplikatywnq. ktora jes.t odwracal.ua
w algebrze o/ (I), to funkcja f~' jest tez multyplikatywna. Innymi slowy: zbior
funkcji e M(IT) takich, ze f(o,0)# 0 dla cell, wraz ze splotem tworzy grupe.

Dowdd. Niech feM(IT) bedzie funkcja wyznaczong pr?ez ciag. (a,,),‘,’fL,.
Z ogolnych wlasnosci algebry incydencji ./ (IT) wiadomo, ze fuqkqa f jest
odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy a, = /(. ). dla kazdego gell, jest rézne od

L

zera (por. rozdz. 2, twierdzenie 1.2). Niech F(x) = Z a,x"/n!. Bedziemy szukali
1

n=

takiego szeregu G(x) = ) b,x"/n!, aby
n=1

G(F (x)) = F(x) = x.
Skoro

b by _ b
G(F(X)=— F(X)+= F2(x)+— F*(X)+ ... = x,
1! 2! 3!
to odszukanie ciagu (b,>,~, sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu réwnan
liniowych. W rownaniu powstalym przez poroéwnanie wspolczynnikéw przy x* po
obu stronach réwnosci wyst¢gpuja niewiadome b; tylko dla i<k. Ponadto
wspolczynnik przy b, jest rowny di/k!, a wigc jest rozny od zera. Oznacza to, ze
uklad ten zawsze mozna rozwiaza¢ metoda eliminacji. Rozwazajac multyplikatyw-
na funkcj¢ g wyznaczong przez ciag <b,»X, otrzymujemy zatem F reg(X) =
= Fy(F;(x) = G(F(x)) = F;. Wobec tego fxg =4, a poniewaz funkcja [ jest
odwracalna, wiec g =f"'. Zatem [~ 'e M(II). O
Jak zauwazylismy uprzednio, funkcja { w kracie IT jest funkcja multyplikatyw-
na. Wobec powyzszego ta sama wlasnos¢ przyshuguje funkeji g = ¢!, Odszukamy
szereg M (x) = F,(x). Poniewaz F.(x) = Z x"/nl = e*—1, wigc M(x) jest jedynym
n=1

szeregiem takim, ze M(0) =0 i

(exp M(x)—1 = x.

Stosujac do obu stron operator D i korzystajac ze wzoru na rézniczkowanie
szeregu zlozonego (zad. 8) otrzymujemy '

(exp M (x)) DM (x) = 1.
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Jednakze exp M(x) =1+x, a wiec

. 1 ©
n=1

Uwzgledniajac fakt, 2e M(0) =0 i ,formalnie catkujac” znajdujemy

M@= 3 (-1 2 - 3 (- - X

Oznacza to, ze ( —1)" " (n—1)! jest wartoscia funkcji Mobiusa na kazdym odcin-
ku [0, 7] o typie rownym <k, k,,...>, gdzie k,=1 i k,=0, dla m#n.
W szczegolnosci ‘

wn (0, 1) = (—=1)"" 1 (n=1)!.

PokazaliSmy zatem inny dowdd wyniku Schutzenbergera [1] i Roty [2] (por.
rozdz. 2, tw. 3.10).

Z oczywistych wzgledéw szereg M(x) = F,(x) = ). —(—x)"/n jest oznaczany
n=1

przez In(1+x). Szereg ten z funkcja zespolona In(1+z) dzieli jeszcze inne

wiasnosci poza podobnym rozwinigciem. Zachodzi mianowicie nastgpujacy, nader

uzyteczny w zastosowaniach fakt.
LEMAT 6.5. Niech H bedzie szeregiem formalnym i niech H(0) = 0. Wowczas
exp(In(1+H))—1 = In(exp H) = H.
Dowo6d. Rozwazmy funkcje multyplikatywna h taka, ze H = F,. Wowczas
exp(In(1+H))—1 = F;(F,(Fy) = Fy,q = F, = H.

Podobnie dowodzimy drugiej rownosci korzystajac z tego, ze
In(exp H) = In(1+(exp H—1)). O

Nim przejdziemy do bezposrednich zastosowan do problemoéw zliczania,
znajdziemy eksponencjalng funkcje tworzacg dla liczb Bella B, (por. rozdz. 1, § 8).
Przypomnijmy, ze B, = |I1,]. Na podstawie rozwazan z § 2 wiemy, ze { *((a, b)
jest licznoscia odcinka [a, b]. Mamy zatem

Cn"*Cn"(O, l) = Bn'

Zanurzajac I1, w IT i pamigtajac, iz F; =e*—1 mamy
> 5’ x" =exp(e*—1)—1,
n=1 n!

mniewaz F(.c = Fc (Fc). ' .
Przyjmujac B, = 1 otrzymujemy znany wynik:
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TwierozeNie 6.6 (Bell). Eksponencjalng funkcje tworzqeq dla liczb Bella jest

exp(e*—1). Wobec tego
B, =[D"(exp(e*—1))]x=0- O

Uzyskamy teraz dalsze informacje o ciagu <B,)s=o- Skoro

X —',’ x" = exp(e*~1),

to rdzniczkujac stronami otrzymujemy
iB”“x—exp(e—l)e i—f ix_
n! § 7 ol

n=0 n= 0
Prawa strona naszej rownosci, na mocy wzoru Cauchy’ego, jest rowna

Z(/'(ﬂﬁ') _Z( )

Z poréwnania wspolczynnikow w poprzedniej rownosci wynika, ze

Bu+l = Z ('.'>Bj’

j=0 NV

co daje rekurencyjna zaleznos¢ dla liczb Bella, otrzymana innym sposobem w

rozdz. 1 (por. twierdzenie 8.6).
Wreszcie, przechodzac do szeregdw zmiennej zespolonej, mamy

L o} 0 ns
Z z —exp(e'—l)——expe- lze__‘=
n= € =0
i & 1 °°(nz)"_1°° 1 °°n"k
—e,.gon'kgo k! Z’ngo;_'kgo_'—&

Zmieniajac porzadek sumowania otrzymujemy

a1 (EE)

€ n=0 \k=0

Uzyskujemy stad natychmiast klasyczny rezultat:

TwierpzeNIE 6.7 (Dobinski [1], 1877).
B, = 1 k -

e k=0 Tk
In?y m’do,:»wbd twierdzenia 6.7 mozna podaé korzystajac z faktu, iz liczby
D._—g OE—' Swnlajﬁ zaleznosci D°=1 oraz Dll+l s i ()Dk' St&d B.=
i M k=0 \k

= D,, przez indukcje.
Podobnych metod mozemy uzy¢ dla znalezienia funkcji tworzacej dla liczb
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Stu]lmga tdrugmgo rodzaju. Przypomnijmy, ze S(n, m) jest liczba podziatéw zbioru
n-elementowego na doktadnie m blokéw. To ze podzial n ma dokiadnie m blok6w

oznacza, 2¢ odcinck [z, 1] ma typ odcinka I1, kraty I1. OkreSlmy zatem h,
wzorem

h,(o, 1) = {1’ jedli odcinek [o, n] ma typ odcinka IT,,
0, w przeciwnym przypadku.
Oczywiscie S(n, m)= 3 ((0, ) h,(n, 1), a wigc S(n, m) = (g, *hw (0, 1).

S nen,,_ )
t"““fo widzie¢, iz h, jest funkcja multyplikatywna 1 ze jest ona wyznaczona
przez ciag (0,0,...,1,0,..), ktory ma dokladnie jedna jedynk¢ na m-tym

miejscu. Stad F, = il : - S(n,m) . ;
Jscu. Stad Iy, = o Natomiast szereg ——— x" jest postaci
: n
n

=1 .

5 (e*—1)" 1 & s, :
F-u =F P- = — = — (> Y (P "_1.
Loy h ) = = j;o ; ex(—1)

Mamy wigc

* S(n, m ] = ) .
¥y S at=— ¥ (=17
Nro m! = j
Obliczajac warto$¢ w punkcie x =0 r-tej pochodnej wyrazen stojacych po obu
stronach tej rownosci otrzymujemy

.
S(", m) = _n? Z (__ l)m-;(';)jr
*+ j=0 /

(por. rozdz. 1 tw. 8.4).
Przejdziemy teraz do zastosowan twierdzenia 6.3. Przyjmujac za g

w twierdzeniu 6.3 funkcje stale rowna | otrzymujemy nastgpujacy wniosek.

WniosEk 68 (,wzor eksponencjalny”). Niech f: N—C, niech F bedzie

e : ,
szeregiem formalnym Y, f(n) o funkcja za$ h: N — C niech bedzie dana wzorem
l .

hmy= Y (SO .. (S )™,

nell,

gdzie sumowanie rozcigga si¢ na wszystkie podzialy zhioru n-elementowego, a ciag
{ay, ..., G,y oznacza typ podzialu .
n

= X
Jeeli H(x)= Y, h(n)—5 10
n=1 :
H(x) =exp F(x)—1.
Dowod. Szereg odpowiadajacy multyplikatywnej funkcji g jest rowny
e~1. 0 |

11 — Analiza kombinatoryczna
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Gdy 'f =1, wowczas F(x)=e*—1 i prawa strona wzoru eksponencjalnego
0

5 5 x"

przyjmuje posta¢ exp(e*—1)—1. Natomiast z drugiej strony H(x) = Y h(n) T
n=1

przy czym h(n)= Yy 1°'...1"1=|M,=B, Tak wiegc otrzymalimy inny

nell,
dowod twierdzenia Bella.

Podamy ponizej klasyczne zastosowania wzoru eksponencjalnego do proble-
mow zliczania.

Permutacje spelniajqce warunek ¢™ =1 (1 oznacza tu permutacj¢ identycznos-
ciowg). Niech me N. Znajdziemy eksponencjalna funkcje tworzaca H,, dla funkcji
h,., gdzie

hm(n) = licznos¢ zbioru tych permutacji o zbioru {1, ..., nj, dla ktérych ¢™ =1
(ha(0) = 1).

Niech n # 0. Podamy metode konstrukcji wszystkich permutacji o zbioru
i1, ..., n} spelniajacych warunek o™ = 1. Warunek ten oznacza, ze dlugosé
kazdego cyklu permutacji ¢ musi by¢ dzielnikiem liczby m. Stad tez permutacja o
taka, ze ¢™ = 1, powstaje w nastgpujacy sposob. Dzielimy zbiér |1, ..., n} na bloki,
z ktorych kazdy ma liczno$é bedaca dzielnikiem liczby m. Nastepnie wewnatrz
kazdego z blokéw podziatu ustalamy porzadek cykliczny. Jesli blok liczy d
elementow, to istnieje doktadnie (d—1)! takich porzadkow. Przyjmijmy

T
fd = {gl 1!, jeshi dln?,
k W przeciwnym przypadku.

Latwo widzied, iz zachodzi

()= 3 S .S ()"
nell,
(gdzie <a,, ..., a,) jest typem podzialu n).

Istotnie, jesli permutacja n ma jakikolwiek cykl elementarny dlugosci d,
nie bedacej dzielnikiem liczby m, to nie zostanie w ten sposob policzona.
W przeciwnym za$ razie zostanie policzona dokladnie jeden raz.

Zastosujmy teraz wzor eksponencjalny. Lewa strona przyjmuje posta¢ H,,(x)—
— 1 (h(0) zostalo bowiem okreslone jako 1), prawa za$ strona postaé¢ f™ 1, gdzie

H,(x)= ) h,,,(n)% i F(x)=Y f(n) :—’ Wystarczy zatem znalezé F(x). To
n=1 . n=1 :

Jednak jest latwe:

F)= 3 f@xd=Y (d—1)1xd! = T x¥/d.

d=1 d|m dlm

Tak wigc ostatecznie H,,(x) = exp(). x%/d) (por. Chowla, Herstein i Scott [1])

dim A
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W szczeg6lnodci dla m = 2, H,(x) = exp(x+ x%/2).

Grafy, ktérych skladowe spojne sq cyklami, krawedziami lub wierzcholkami

izolowanymi. Bedziemy szukaé eksponencjalnej funkcji tworzacej K dla funkcji K,
gdzie ' '

k(n) = liczba graféw I' o zbiorze wierzchotkéw {1, ..., n} takich, ze kazda

0 sl;ladowa spojna I' jest cyklem, krawedzia lub wierzchotkiem izolowanym
k(0) =1).

Niech f bedzie funkcjq okreslong na N jak nastgpuje

1 dla n=1, 2,

Jm) = {(n—l)!/Z dla n> 3.

Podamy teraz metod¢ konstrukcji wszystkich grafow (niezorientowanych) na
zbiorze {1, ..., n) spelniajgcych warunek okreslony w problemie. Aby skon-
struowaé taki graf, nalezy wybraé podzial = = |B,, ..., B,j naszego zbioru i w
kazdym bloku podziatu o licznosci co najmniej 3 okresli¢ porzadek cykliczny. Przy
tym, ze wzgledu na to, iz rozwazamy grafy niezorientowane, ,Zlepiamy” za kazdym
razem 2 porzadki. Latwo widzie¢, ze

k()= 3 S ()™

. relly
Stosujemy wigc wWzOr cksponencjalny
K(x)—1=é™-1,
gdzie

F(x)= ) f(mx"/n!.
n=1
Mamy wigc

F(x) = x+x%2+ i Fn—1)"'x"n! = x+x%/2+}% i x"/n
n=3

n=3

=x/2+x%/4+1% i x"/n = x/2+x*/4—%In(1 —Xx).
n=1

Stad K (x) = exp(x/2+x*/4—%In(1 —x)).
Wykorzystujac teraz, migdzy innymi, lemat 6.5 i zadanie 10, ostatecznie
otrzymujemy
K(x) = (1=x)""Y2exp(x/2+ x*/4).

Grafy spojne. Bedziemy rozwazali eksponencjalng funkcj¢ tworzacq dla funkcji
f: N— N, gdzie f(n) jest liczbg grafow spojnych na zbiorze {1, ..., n}.



163 | 3. Funkcje tworzace

Wszystkich grafébw na zbiorze {1, ..., n} jest oczywiscie tyle, ile zbioréw

zZtozonych z par elementow zbioru {1, ..., n}, a wigc 2(;).

Podamy teraz metode konstrukcji wszystkich graféw w zbiorze {1, ..., n}. Aby
skonstruowaé graf I', nalezy wybra¢ podzial n = {B,, ..., By}. Zbiory By, ..., B,
okresla skltadowe spodjne grafu I'. Nastepnie w kazdym bloku B; wybieramy graf
spojny na elementach zbioru B;. Zachodzi wigc rownos¢

)= 5 ryt..fm™

xell,

Stosujemy wzor eksponencjalny otrzymujac

Y 2('2')_\:"/n! =ef™_1,
n=1

gdzie F(x)= ) f(n)x"/n!. Mamy zatem

i 2(g)x"/n! = ef'™,
n=0

(Zauwazmy, ze szereg Z 2(;)2"/n! ma promien zbieznosci 0.)
n=0
Wykazang powyzej zaleznos¢ uzyjemy do znalenienia wzoru rekurencyjnego
dla funkcji f.

Dowodzimy najpierw nastgpujacego lematu:

LeMAT 6.9. Jesli
Gx)= Y gmx", H(x)= ) h(nx"
n=0

oraz G(x)=¢€"™, to
l n—1
hin) =g(m)—— %, kh(k)g(n—k).
k=1

Dowéd. Mamy H(x) =In G(x). Zatem H'(x) = G'(x)(G(x)" 1, a wigc G'(x)
= H'(x)G(x). Stad

o0

i ng(myx""' =Y nh(nx""'- Y g(n)x"
n=0 n=0

n=1

Stosujac wzér Cauchy’ego do prawej strony réwnosci i poréwnujac
wspolczynniki otrzymujemy po elementarnych przeksztalceniach tez¢ lematu. O

Stosujac powyzszy lemat do funkcji g(n) = 2(;)/n!, h(n) = f (n)/n! otrzymujemy:

" {n=r ADrim—k)
f(nyn! = 2(2)/n!—-'; .; k T!’(figﬁ!_ .
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1= 2--1t'S I

= (k=1 (n—k)¥

a wigc
A=Y (N -
fimy =2 kg;(k_l)zzfxn k).
Podstawiajac n—k zamiast k, otrzymujemy
n—1 (""‘)
()2 rw.

Funkcje idempotentne. Bedziemy szukali eksponencjalnej funkcji tworzacej I dla
funkcji i okreslonej jak nastgpuje:

=1

f(n)= 2('2')— "Z

k=1

i(n) = liczno$¢ zbioru funkcji idempotentnych na zbiorze L o}

(Funkcja g nazywa si¢ idempotentna, jesli g = g*) Przyjmujemy i(0) = 1.
Zauwazmy, ze ¢ jest idempotentna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j,
l(1) jest zbiorem pustym, lub tez jeg ' (j). Istotnie, jesli g “1(j) jest niepusty i

reg L(j), to g(r)=Jj i g(g(r) =g (), czyli g() =}, a wiec jeg™ " ().

Niech f bedzie funkcja okreslona na N jak nastgpuje: f(n) =n.

Podamy teraz metode¢ konstrukcji wszystkich funkcji idempotentnych na
zbiorze {1, ..., n}. Aby skonstruowa¢ funkcj¢ idempotentna, nalezy — zgodnie z
powyzszymi uwagami — obra¢ podzial {B,, ..., B,} naszego zbioru i przeksztalci¢
kazdy z blokéw na jeden z jego elementow. Mamy oczywiscie |B| mozliwosci, a
zatem latwo widziec, iz

im=Y " .f)™

nell,

Stosujemy wzor eksponencjalny:
I(x)—1=ef™-1,
gdzie

- o] o0

Fx)=Y nx"n!= Y x"/n—1)!=x ) x""'/(n—1)!= xe*.
n=1 n=1 n=1
Stad I(x) =

Na zakoficzenie tego paragrafu omoéwimy pewien sposéb obliczania wartosci
liczb Bella. Jak pamigtamy, eksponencjalna funkcja tworzaca dla liczb Bella jest
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exp (¢*—1). Rozwazmy operator liniowy D—I i jego dzialanie na eksponencjal.
nych szeregach formalnych. Mamy

(D- 1)(): a, f) f 2 7= Z (a.n—a.)—;

n=0 n=0 n=0

Innymi slowy, operator D—I przyporzadkowuje eksponencja!nemu szeregowi
formalnemu reprezentujgcemu ciag {a,)s=o Szereg reprezentujacy ciag <a,,,

_an>:J= 0
Niech b =exp(e*—1). Mamy

(D—Iy"b = ): (=1 J(J)be

Szereg D’ b ma za$ postaé Z B ; % Zajmiemy si¢ odnalezieniem wspoiczynni-

m=0

ka przy x w szeregu (D—1I)"b. Oznaczmy t¢ liczb¢ przez b]. Mamy wtedy dla

n= Ny
Z (=1 Q) -

Zauwazmy jednak, ze b = 1. Z rownosci

B,., = Z 7)81
j=0

wynika (por. rozdziat 2, wniosek 4.3(b)), ze
z (—l)n— (]) J¥ 1

b = B,

Stad natychmiast otrzymujemy

Poniewaz jednak dla kazdego ciagu {a,);>, mamy a,,, = a,+(a,,, —a,), Wi€c
powyzsza rownos¢ daje sposob znajdowania liczb Bella za pomoca prostej tablicy:

1 2 3 4 5 6 1 8
b I 2 5 15 52 203
(D-1)b 1 3 10 37 151

(D-1%b 2 7 2 114

(D=1)*b 5 20 87

(D=1)*b 15 67

(D-1*b 52 255

(D-0n°b | 203
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Tablica ta powstaje jak nastepuje. Wiemy, ze B, =1, a zatem b} =1.
Rownoczesnie bj = B,—B,. Stad B, = 2, a zatem b? = 2. Wobec tego b3 = 2+1
=3 itd. Ogdlnie, w tablicy naszej stoja liczby b, ie No, je N. Przy tym kolejny
wiersz jest ciggiem réznic elementéw poprzedniego wiersza

) b{H:' i.+l_b{’
czyli
bii+1 =b{+l+bcj-

To wiasnie daje nam mozliwos¢ wypelnienia tablicy. Obok bf = 15 wpiszemy
teraz 52+15 = 67, obok 20 wpiszemy 67+ 20 = 87, obok 27 wpiszemy 87+ 27
= 114, obok 37 liczbg 114+ 37, czyli 151, wreszcie obok 52 liczbe 151+ 52 = 203,
ktora jest liczba Bg. Ta zas z kolei rowna jest b?, co pozwala nam rozpoczaé
kolejna ,,przekatng” naszej tablicy.

§ 7. lloczyny nieskonczone, funkcje tworzace dla podzialow liczb

W algebrze szeregow formalnych wprowadzimy pewna topologie. Umozliwi
nam to mowienie o zbieznosci ciagow szeregow formalnych. Topologia ta jest
istotnie stabsza od zwyklej topologii w pierscieniu funkcji analitycznych (np.

zadanej przez norme ,;sup”). Rozwazmy w C topologi¢ dyskretna. W zbiorze c"°
wszystkich ciagow mamy topologie produktowa wzgledem tej topologii. Topologia
ta przenosi si¢ na algebre szeregdéw formalnych C [x]. Zbadajmy, jak wyglada w
tej - topologii zbieznos¢. Niech zatem dany bedzie ciag {f,);2, szeregoéw

formalnych, f,= ) a,,x™ Ciag {f,):%, jest zbiezny do szeregu f = z G x™

; m=0 m=0
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej wspotrzednej m ciag {a,, > o jest zbiezny w
topologii dyskretnej do a,. Innymi slowy, dla pewnego n(m), wszystkie wyrazy
Qym, dla k > n(m), sa réwne a,. Podobnie tez wyglada zbiezno$¢ w algebrze
szeregow formalnych wigkszej liczby zmiennych. Fakt ten zostanie uzyty ponizej.
Istotne dla naszych celow jest to, ze dziatania dodawania, mnozenia i odwracania,
a takze rozniczkowania, sa we wprowadzonej topologii ciagle (Czytelnik
obznajmiony z przestrzenia Baire’a nie bedzie mial co do tego zadnych
watpliwosci). Innymi stowy, zachodzi nastgpujacy lemat:

LeMAT 7.1. Niech lim (-) bedzie operacjq granicy ciqgu w sensie wprowadzonej
powyzej ,slabej” topol:);;;. Niech {f,>n=0, {Gnyrzo bedq dwoma ciggami szeregow
Jormalnych, dla ktorych istniejq granice lim f, i lim g, i niech ae C. Wtedy

(a) istniejq granice lim (af,), lim (_nf,.-.:g,,), 'i;;D (fo-gn), lim f, oraz — jesli
szeregi f, i lim f, sq od";:acalne :ﬂlti)m ' i ;’;:adto e

n—o’ n—+w
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(b) zachodzq réwnosci
lim (af,) = a lim f,,

n-—o n-—w

im (f,+9.) = (li4m f,.)-f-('}i_ilc Gn)s
"im (fy-g0 = (lim £)-(tim g,
" im gz =Clim £,

tim () = (im £y

Dowéd. Pozostawiajac dowod Czytelnikowi zauwazmy jedynie, ze zar6wno w
przypadku sumy, jak tez iloczynu, rozniczkowania i odwracania (por. dowdd tw.
1.2), kazdy z wyrazow wyniku zalezy od skonczonej liczby wyrazoOw Szeregow
wyjsciowych. Stad juz tatwo wynika teza naszego lematu. O

o0
Zauwazmy, ze szereg Y a,Xx" jest granica ciagu swoich sum czgsciowych
n=0

(Y a;x')2,. Jednakze ,staba” topologia jest inna niz zwykla topologia,
1=0

dziedziczona z klasy funkcji analitycznych. Na przyktad. ciag wielomianow
{(1/2") x>, nie jest zbiezny w stabej topologii.

Iloczynem nieskonczonym [] f; nazywamy szereg formalny lim ([] f;), o ile
s o g j=0 n—wm j=0
taka granica istnieje.

Dla szeregu formalnego f = ) a,x" definiujemy s(f) jako najmniejsze n >0
n=0

takie, ze a, # 0. Nastgpujace kryterium zbieznosci iloczynéw nieskonczonych
okazuje si¢ uzyteczne w dalszym ciggu rozwazan.

Lemat 7.2 Niech {f,>y~¢ bedzie ciqgiem szeregow formalnych takim, ze

dla kaidego n, f,(0)=1. Wiedy [] f, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
n=0
liminf s(f,) = «©.

n-+o0

Dowéd. (Przypomnijmy, Ze liminfa, to kres dolny granic podciagéw

n—o

nieskoriczonych ciagu {a,>,=o.) Warunek liminf s(f,) = co oznacza, iz nie istnieje

n—aow0

nieskoniczony podciag ograniczony (a wigc rOwnowaznie, poniewaz wartoéci ciagu
s(fu) sa liczbami naturalnymi, ze nie istnieje nieskoficzony podciag staly). Zatem
dla kazdego ke N, istnieje m(k)e N, takie, ze s(f))>k dla r> m(k). Stad
wnioskujemy, ze poczynajac od m(k), wyrazy iloczynéw czgéciowych maja te same
wyrazy az do k-tego. To za$ oznacza zbiezno$¢ naszego iloczynu. Zalézmy zatem,
ze liminf s(f,) < co. Mamy, zgodnie z zaloZeniem, f,(0) = 1. Wobec powyzszych

L had- ]
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uwag istnieje ciag (m )2, oraz meN takie, ze s(f,)=m, dla kazdego k.
\benerzmy najmniejsze takie m. Zbadajmy jak wygladaja m-te wyrazy iloczynéw
jUO Jj- Skoro m jest najmniejsza niezerowa liczba naturalna, dla ktérej istnieje

podciag wybrany jak wyzej, przeto od pewnego miejsca s(f) = m.
Niech

r o0 ) r+1 o o
h=Y X, Jlfi=Y dx, fiu1=Y ¢x.
j=0 j=0 ji=0 Jj=0 j=0

Mamy d,, = ) c¢;e,_;, mozliwe sg zatem nast¢pujace dwa przypadki:
i=0

(1) dp = Cm €0, jeSli s(fo4y) > m;

(1) d,, = cpeo+cCcoem, jesli s(f,,,)=m.
Wiemy przy tym, ze dla nieskonczenie wielu m zachodzi drugi przypadek. Co
wigcej, dla tych wartosci e, # 0, oraz, wobec ¢y, =c¢o, =1, mamy d,, = C,+€p,
czyh d,, # c,,- Oznacza to, iz iloczyn nasz nie jest zbiezny. []

Wniosek 7.3. Niech {f,>F, bedzie ciqgiem szeregow formalnych, f,(0)=1, a
ciag (s(f)>Z o niech bedzie Scisle rosnacy. Wowczas iloczyn [] f; jest zbiezny.
j=0
Przypomnijmy, iz w rozdziale 1, § 11, wykazaliSmy uzywajac formalizmu
analitycznego (i pozostawiajac kwestie zbieznosci Czytelnikowi, zad. 71), ze
zachodzi nastepujace twierdzenie:

TwierpzeNie 7.4 (Euler). Funkcjq tworzqeq dla ciggu {P(n)),% o, gdzie P(n) jest
liczbq podzialow liczby n, jest iloczyn nieskonczony

ﬁ (1=x*4H~1,
j=0

Zauwazmy tylko, ze s((l—xj“)“)= j+1 i zatem do badania zbieznosci
iloczynu nieskoriczonego mozemy uzy¢ kryterium z wnios.ku 1.3

Znajdziemy teraz funkcje tworzaca dla ciagu ppdwc’nnego (P(nl, M) > peN.meN
(P(n, m) jest liczba podzialéw liczby n na m sktadnikow).

Twiernzenie 7.5 (Euler).  Funkcjq  tworzqcq dla ciggu podwdjnego
(P(n, m)>pen.men Jest iloczyn nieskonczony

e 4]

l"[ (l_qxj-i-l)—l

j=0

(tzn. P(n, m) jest wspdlczynnikiem przy g x%.



170 3. Funkcje tworzace

Dowo6d. Latwo widzieé, ze nasz iloczyn jest zbiezny. Spetnia on bowiem
kryterium analogiczne dla dowiedzionego we wniosku 7.3. Mamy

0 o0
z qu(j+l)k = Z qkl+...+knxkl+2k2+...+nk.
Jj=0 k=0 ki,..kyz0

[1 1—gx*h)~t =
i=0

Innymi slowy, wspélczynnik jednomianu ¢™" jest liczba rozwigzan réwnania

k1+2k2+...+nk,| =n,

dla ktoérych
ki+...+k,=m. [
m- 1
Zauwazmy, ze []| (1—x'*") jest funkcja tworzaca dla ciagu P,(n), liczby
j=0

podzialow liczby n, w ktorych kazdy skladnik jest rowny co najwyzej m.
(Stosujemy po prostu rozumowanie z twierdzenia 7.5.) Wynika stad nastepujacy
fakt.

TwierDZENIE 7.6.

o o0

_ sl A= x!
[l a—-*Y)t=§

e SSo(1=x)...(1=x))

Dowéd. Zgodnie z interpretacja kombinatoryczng wspolczynnikéw lewej
strony — P(n) — i prawej strony — P,(n—1)+P,(n—1)+... — wystarczy
wykaza¢ rownosc¢

Pin)=P,(n—=1)+Py,(n—=2)+ ...

W tym celu zauwazmy, ze liczba P,(n) jest réwna liczbie podziatow, z
najwigkszym skladnikiem rownym m, liczby n+m. Aby si¢ o tym przekonac,
wystarczy do odpowiedniego diagramu Ferrersa (por. § 11, rozdz. 1) doda¢
kolumne¢ skladajaca si¢ z m punktow.

Dowod twierdzenia jest teraz oczywisty: klasyfikujemy podzialy liczby n
wedlug najwigkszego skladnika. [

Podobne rozwazania daja dowod nastgpujacej tozsamosci:

; (]_qxl*l)"l . € (]jxj
leo J;,(l—x)...(l—xj)'

§ 8. Liczby Catalana

W paragrafie tym wskazemy na

e : jeszcze jedno zastosowanie teorii funkdji
tworzacych. Zajmiemy si¢ mianowicie '

nastgpujgcym problemem:
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Znalez¢ liczbg c, sposob6éw, ktérymi mozna rozmiescié nawiasy w iloczynie
Xpoea Xy,

Pr?)'J'mujemy ¢o = 0. Mamy oczywiscie ¢, = 1, ¢; = 1, ¢; = 2, przy czym w tym
ostatmm przypadku mamy nastgpujace rozmieszczenia nawiasoOw: (x; Xz) Xy i
X, (x2x3). Zauwazmy, ze dla n > 1 kazde wyrazenie f zdefiniowane przez
rozmieszczenie nawiasOw w iloczynie dlugosci n ma postaé¢ f = gh dla pewnych
wyrazen g, h takich, ze g zawiera zmienne x,, ..., x,. zas h zmienne X, 4y, ..., Xn,
przy czym 0 <k <n. Wyrazenia gy, h — a wigc i liczba k — s3 przy tym
jednoznacznie wyznaczone przez f. Kazda wartos¢ k odpowiada oczywiscie ¢, ¢,
roznym wyrazeniom f. Stad dla n > 1 mamy

Cu =C1Cy—y+C3Cu-2+ ... +Cpo €y = CoCptCyCy 1+ ...+ Cp

(korzystamy z faktu, iz ¢, = 0). Rozpoznajemy tu wzor na wspolczynniki iloczynu
Cauchy’ego szeregow formalnych. Dokladniej, latwo widziec, ze szereg formalny f,
= Y c¢,x" spelnia rownanie

n=0
(8.1) fi—f+x=0.
Mozna latwo wykazaé, ze rozwigzania tego rownania maja, tak jak w przypadku
rownan kwadratowych w dziedzinie liczb zespolonych, posta¢ f, = 3(1+g), gdzie g

jest szeregiem formalnym (jednym z dwu mozliwych) takim, ze g* = 1 —4x. Taki
szereg ¢ latwo znajdujemy rozwijajac w szereg Maclaurina funkcje g(x)

= ./1—4x. Korzystajac ze wzoru a, ="1—' [D"g]i-o mamy
J3-1DG=2..( —(r=1) _

n!

#4-4-3..4@n-3) _

a, = (_4)"

2"1:1-3-5-...-2n=3)

=(-1) = (—=1) —
2714135 @03 u=1)!
g ml(=D] =
2 (n-2! 2 /m-2
=('1)§(n-1)!(n—1)!_( D n(n_n)'

-J1-4 )
Wynika stad, ze f. = 1———)‘, gdyz musi by¢ f.(0) = 0. Zatem ¢, = —a,/2 dla

2
1(2»—2)
Cp=— .
n\n-—-1

Liczby ¢, nazywamy liczhami Catalana.

n > 1, i ostatecznie
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Liczby Catalana pojawiaja si¢ tez przy zliczaniu tzw. drzew binarnych. Przez
drzewo binarne o n wierzcholkach rozumiemy drzewo puste T = @, je$li n =0, lub
tro)k¢ T = (L, r, P), gdzie r jest wierzchotkiem zwanym korzeniem drzewa, L
(lewe poddrzewo) jest drzewem binarnym o | wierzchotkach, P (prawe poddrzewo)
jest drzewem binarnym o p wierzcholkach i [+p+1 =n. Méwimy, Zze drzewa
binarne T, i T, sa izomorficzne, co oznaczamy T, ~ T5,jeSi T, =T, =Q lub T} =
=Ly, ry, Py), T, =Ly, ry, Py), gdzie L, ~ L, i P; =~ P,. Oznaczmy przez d,

do=1

AN

AT

Rys. 18. Drzewa binarne o n wierzchotkach, n=0, 1, 2, 3.

liczbe nieizomorficznych drzew binarnych o n wierzchotkach (por. rys. 18). Z
podanych definicji rekurencyjnych wynika, ze dy =1 oraz jesli 0<k<n, to
istnieje dokladnie dyd,— -1 nieizomorficznych drzew binarnych {L,r, P) o n
wierzchotkach, takich, ze L jest drzewem binarnym o k wierzchotkach. Liczba k
moze przyjmowac kazda z wartosci miedzy 0 a n—1, zatem dla n >0

d" — dod,,_ 1 +dl d,,_2+ +dn-ld0‘

o0

Dla funkcji tworzacej [y =

d,x" otrzymujemy stad réwnanie
0

X/, 42 ~fya¥ 1 =0,
Wystarczy teraz podstawic f, = g/x aby otrzyma¢ réwnanie
2
x&-Li1=0,
x* x



Zadania 173

Poréwnujac to rownanie z (8.1) stwierdzamy, Ze g j j i
. ; est funkcja two dla liczb
Catalana. A zatem d, =c,,,, neN,. nEe i o
Innym. przyk}adgm zadania, redukujacego si¢ do szukania liczb Catalana, jest
prob]ef‘n l}czby t, triangulacji wielokata wypuklego o n bokach za pomoca rodziny
parami nie przecinajacych si¢ przekatnych (p. rys. 19).

X3

X2 A

Ny \'\-"' o

; *’V ~

@ *

3
Xy Xg
(X x5)5) (%, Xs) x4 (x5 x3) %, ) x5)

Rys. 19. Dwie rézne triangulacje szesciokata wypuklego wraz z odpowiadajacymi im wyrazeniami

Dla rozwiazania tego zadania przyporzadkujmy kolejnym n—1 bokom naszego
wielokata zmienne X, ..., X,—,, @ nastgpnie kolejno (zachowujac porzadek
zmiennych) wyrazenia kolejnym odcinkom na naszym rysunku, stosujac nastepuja-
ca regule: Jesli o 1 ff sa wyrazeniami przypisanymi krawedziom, a kolejna krawedz
tworzy trojkat wraz z tymi krawedziami, to przypisujemy jej wyrazenie of.
Procedura ta jest pokazana na rys. 19.

Tak opisane przyporzadkowanie jest roznowartosciowe i ,na”. W ten sposob
bez trudu stwierdzamy, ze liczba t, triangulacji n-kata jest rowna c,_, (n=3).

Zadania

1. Sprawdzi¢, ze mnozenie szeregow formalnych jest dzialaniem przemiennym.

2. Udowodni¢ lemat 1.1.

3. Wskazaé indukcyjna procedure znajdowania odwrotnosci szeregu formalnego ), a,x" gdzie

a=0
ag # 0.

4. Formalnym szeregiem Laurenta nazywamy wyrazenie ) a,x", gdzie a,= 0 dla prawie

w0 L]
wszystkich ujemnych n. Korzystajac z tozsamosci Y gx=x*} a;+, x) wykazac, 2e szeregi formalne

J=k j=0 .
Laurenta tworza ciato izomorficzne z cialem ulamkéw pierécienia szeregéw formalnych.

5. Niech v, we C[x]. Wykazaé, ze
D(v'w) =w-Dv+v-Dw.
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Znaled uogélnienie powyzszego wzoru dla wiclokrotnego rézniczkowania (wzor Leibniza).
6. Niech v, we C[x], przy tym niech w bedzie szeregiem odwracalnym. Wylkains, 48
D(v-w™") = [D(v) w—v-D(W)]-(w™ ")
7. Niech ve C[x], ne N. Wykazaé, ze
D(v") =n-v"""-Dv.

8. Niech v, we C[x] i niech rodzina w': wspolczynnik przy x' w v jest roZny od zera bedzie
sumowalna. Wykazaé, e

D(v(w)) = (Dv)(w): Dw.

Wskazowka: Wykazaé, ze szereg v(w) mozna zrozniczkowaé ,wyraz po wyrazie” wzgledem w i
skorzysta¢ z wyniku zadania 7. '

s |
9. Wykazaé, Ze jezeli w= ) w,x" to w, =;'—'-(D"w)(0).
n=0 .

10. Definiujemy szeregi formalne (1 — x), gdzie ae C i In(1 —x) jako odpowiednio Y [alu(—=x)"/n!

a=0
o0
i Y —x"n. Wykazaé, iz szeregi

n=1
aln(l=x) oraz In(l—x)*
s3 roOwne.

11. Niech fe.«/(P) bedzie funkcja odwracalng (tj. dla kazdego x, f(x, x) # 0). Niech h bedzie
elementem algebry incydencji okreslonym wzorem:

h(x, x) = f(x, x),
hix, y) =0, jesh x # y.

Niech wreszcie g =(h—f)*h™'. Okreslamy ke ./(P) jak nastgpuje: Jesli maksymalng dlugoscia
laficucha w odcinku [x, y] jest ne Ny, to

k(x, y)=d(x, +g(x, )+ ... +g"(x, y).

(a) Wykaza¢, ze h~ ' *k jest funkcja odwrotng do f.

(b) Wykorzysta¢ udowodniony w punkcie (a) fakt dla dowodu, iz odwrotnos¢ odwracalnej
niezmienniczej ze wzgledu na przesuni¢cic ma takze t¢ wlasnosé.

12. Niech P, = <(Z, <). Wykaza¢, z¢ P, ma wlasnos¢ dwumianowy. Znales zredukowang
algebre incydencji R (Pg).

funkcji

13. Niech P; = (U, <), gdzie U skiada si.c z ,szesciandéw” A x Bx C <4 N® takich, ze |A] = |B|
=|C|. Wykazaé, ze P, ma wla}snoéé dwumianowa. Znalezé" #(P,) i izomorfizm tej algebry z
odpowiednim piericieniem SZercgow formalnych.

14. (Kreid). Niech (va(x))s=0 bedzie dwumianowym ciggiem wielamianéw i niech V,(x)=
- i V(n, k)x*. Woéwczas V(n, 0) = 0 oraz istnieje a takie, ze dla wszystkich n, V(n, n) = a"

=8 - ' - .
18. (Kreid). Jesli « jest podzialem liczby n, n=kyi,+ ... +k,i, to prks Bl ey &
Wiy 1l G DY), Wreszcie, jedi @ = <, Duun, 226 & = ...k jest podziatem liczby
to a, definivjemy jako 4, ... G, za$ |a| = m.
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Przy pgwyzszych definicjach prawdziwe sq nast¢pujgce fakty:
(a) Jesli dany jest ciag <a,)..~. @ # 0, to ciag wielomiandw

Valx) =) B(2)-a, x",

gdzie x przebiega wszystkie podzialy liczby n, jest dwumianowy.

(b) Kazdy ciag dwumianowy jest powyzszej postaci.

16. Wykaza¢, ze zbior operatoréw niezmienniczych ze wzgledu na przesunigcia tworzy podalgebre
algebry operatoréw liniowych w przestrzeni wielomianow.

17. Znalezé delta operator, ktorego baza jest ciag tzw. wielomianow eksponencjalnych {®,(x))s= o0,
gdzie

D (x)= Y S(n k)x-
k=0

18. Korzystajac z wyniku zadania 17 wykazaé, ze cigg wielomianéw eksponencjalnych jest typu
dwumianowego. ‘

19. Korzystajac z wyniku zadania 15 wykazaé, ze ciag wielomianéw eksponencjalnych jest typu
dwumianowego.

20. Znalez¢é bazy dla operatora Bernoulliego i sredniej Eulera.

21. Znalez¢ rozwinigcia wielomianu x" odpowiednio w bazach {[x]")%¢ i {[x]aDazo-

22. Korzystajac z rownosci E—E ' = A(I+4) '"? =V(I-V) ""* wykaza¢, ze dla n >0,

" (n—=1 " (n—1 -
x[x+n2=1]-y = ¥ ( : )["/ZL[X].- ) ( X )[—anJ'EXJ" ot
k=0 k k=0 k

23. Niech f: C - C bedzie dowolna funkcja. Tablicq réznicowq funkcji f nazywamy tablicg
trojkatna, ktéra w zerowym wierszu zawiera ciag wartosci {f(n)>,. a n-ty wyraz kolejnego wiersza
jest réznicg (n+1)-ego i n-tego wyrazu wiersza poprzedniego. Dopisujac wiersz do tablicy przesuwamy
go o pot kolumny w prawo tak, ze kazdy wyraz jest roznicg wyrazow stojacych nad nim. Na przyklad,
dla funkcji f(x) = x> mamy

f(x) 0o 1 8 27 64 125 216 .

Af (%) 1 7 19 37 6l 9 ... ...
421 (%) € 0% B W W iusswess
A3 (%) 6 6 6  6..ocennmns
441 (x) b & [ Dawsssiioeuss

R PO U—
0 v e

Wykaza¢, iz przyporzadkowanie funkcji jej tablicy roznicowej jest odwzorowaniem liniowym.

24. Wykazaé, ze jesli ke No, za§ f(x) jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz k—1, to k-ty
wiersz tablicy réznicowej jest stale rowny zeru.

25. Wykazaé nastepujacy fakt odwrotny do wyniku zadania 24: Jesli k-ty wiersz tablicy réznicowej
jest zlozony z samych zer, to istnieje wielomian w(x) stopnia mniejszego niz k, ktérego tablica nasza
jest tablica roznicowa.

26. Wykazac, ze ciag (A (0))E o zwany lewq krawedziq tablicy wyznacza calg tablice.
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27. Wykazaé, ze jesli 4*f(0) =1, oraz 4"f(0)=0 dla n# k, to rozwazana tablica jest tablieg
réznicowg dla wielomianu

(:)=[xyk!.

28. Korzystajyc z zadan 23 i 27 wywnioskowac, ze jesli lewa krawedz tablicy jest ciagiem (¢, )i~ o,
przy tym, dla k > n, ¢, =0, to tablica odpowiada wielomianowi

w(x) = Zk: s (:)
29. Korzystajgc z tozsamosci
0 1 m ‘m+1
(k)+(k)+ +(k)=(k+1)
(por. rozdz. 1, wzor (5.9)) udowodnié, iz dla dowolnego wielomianu w(x) mamy

o k) = (rH—l)+ (n+l'+ . 'n+l)
Z:ow =co| | ¢y 2) '(n+l

gdzie {c;)>/Z¢ jest lewa krawedziq tablicy roZznicowej wielomianu w(x).
30. Korzystajac z wyniku zadania 29 znalez¢ wzory na sumy czwartych i piatych poteg liczb
naturalnych. )

31. Uog6lni¢ rozwijanie wielomianéw w bazie {[x],>;%, za pomocy tablic roznicowych (zad. 28)
na szeregi formalne.

32. Zbudowa¢ analogiczng .technik¢ tablic roznicowych™ dla operatora V.
33. Znalez¢ funkcj¢ tworzaca f, dla nastgpujacych ciagow a:

n+k’
(a) a,,=( . ) gdzie k jest ustalona liczba naturalng i k > 1;

(b) a, = n*;
(c) a,=n’;
0 dlan=0,
(d) = %l/n dla n > 0;
0 dla n parzystego lub n = 3,
(&) g {l /n dla n nieparzystego, réznego od 3;

0 dla n nieparzystego lub n =0,
" am]

1/n dla n parzystego i wigkszego od zera;
0 dla n parzystego,

) a, = %l/n! dla n nieparzystego.

34. Znalez¢ wzor rekurencyjny (wzglegdem k) dla funkcji tworzacej ciagu (a*>: . gdzie d=n
SaEa i s X f_x(l+x)

Wskazowka: f =i =0

35. Znalez¢ eksponencjalng funkcj¢ tworzaca dla nastepujacych ciagow a:

(a) a, =n;

(b) ay=n+1;

© {0 dla n parzystego,
“=11 dia n nieparzystego.
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36. Jakie zwiazki zachodza pomiedzy eksponencjalnymi funkcjami tworzacymi ciagéw a i b.i ¢
jesli '

(a) a, = i blcn—i;

(b) a,= Z blbu—l;

k=0

© ay= Y b
k=0
(d) a, = bl+l _bn'
37. Znale#¢ rozwiazanie uogélnionego réwnania Fibonacciego: ap = a, a; = b, @ps2 = Gy +dn
gdzie a, b sa ustalonymi liczbami zespolonymi.
38. Wykaza¢, Ze rozwigzania réwnania réznicowego
CLap+t oo +C ey =0

tworza podprzestrzeni liniowa przestrzeni ciagow C. Jaki jest wymiar takiej podprzestrzeni?

o 1+ ’,./g‘n#l n+1
39. Wykazac, ze ciagi {ap)npen, Un = (-——2‘_) « L aais Ba =( 2\ ) . lworza baze dla
podptmtmni rozwiazan réownania Fibonacciego: a,,;— G —a, = 0. Korzystajac z powyzszego
rozwigza¢ rownanie Fibonacciego nie wykorzystujac metody funkcji tworzacych.
40. Znalei¢ liczbe k, 5 funkcji f: X — X, gdzie |X| = n, spelniajacych warunek f(x) = f3(x).
Wskazéwka: Zastosowa¢ wzor eksponencjalny.

41 (Cayley). Zastosowaé¢ wzor eksponencjalny dla znalezienia licznosci zbioru drzew o n-
elementowym zbiorze krawgdzi i wyrdéznionym wierzchotku.

42. Wykazac, ze
[Ta-x*YH= Y g,
j=0 j=0

gdzie ¢, = 0, jesli j nie jest liczba postaci k(3 + 1/2, a g = (— )", jesli j jest liczba postaci k(3k+1)/2.
43. Korzystajac z nastepujacej formy wyniku zadania 42:

ﬁ (l_x]+|)= i (_l)k(xk(sl+l)ll+xk(3k-l)lz)
j=0 k=1

oraz faktu, iz ¥ P(j)x’ jest odwrotnoscia iloczynu [T (1—x"*") wykaza¢ ,twierdzenie pentagonalne
j=0 J=0
Eulera”, to znaczy réwnosc

% . k(3k—1) k(3k+l))
— — 1) ! e e o
o= 5, 1 (p (=5 (r-25)

44. Wykazaé, iz funkcja tworzaca dla podzialow liczb na czgsci nieparzyste jest [] (1—x¥*1).

i=0

45 (Chung, Feller). Rozwazmy zbior punktéw kratowych na plaszczyznie. Drogq z punktu <0, 0>
do punktu ¢(n, n> nazywamy ciag odcinkow postaci [<i, ), Gi+1,)>] lub [, j), <, j+1)], taki, ze
pierwszy z tych odcinkéw zaczyna si¢ w punkcie <0, 0), ostatni konczy si¢ w punkcie {n, n)», poczatek
za$ kolejnego odcinka jest koncem poprzedniego.

2"
(a) Wykaza¢, ze istnieje dokladnie d, = (n) drog z punktu <0, 0> do punktu {n, n).

(b) Wykazaé, ze 1/, /1—4x jest funkcja tworzaca ciggu (d.),,,’,.
(c) Wykaza¢, ze zbior drog przebiegajacych poniZej przekatnej (to znaczy rozlacznych z gorng
polplaszczyzng otwarta) liczy ¢, clementéw, gdzie c, jest liczba Catalana.

12 ~ Analiza kombinatoryczna



ROZDZIAL 4

ZAGADNIENIA MINIMAKSOWE
I SYSTEMY REPREZENTANTOW

Mlgne.fn twierdzen minimaksowych okresla si¢ zwykle twierdzenia, ktore
f)l'ZC.ka_]:Q, 1z minimalna wartos¢ pewnej wielkosci jest rowna maksymalnej wartosci
innej wnelkpéci. Najczesciej obie te wielkosci moga przyjmowaé wartosci ze zbioru
liczb calkowitych (lub rzeczywistych). Moga by¢ na przyklad licznosciami pewnych
zbioroéw. Najwazniejszym chyba z twierdzen minimaksowych, ktore podamy w tym
rozdziale, jest twierdzenie - Dilwortha. Mowi ono, ze w dowolnym skonczonym
zbiorze czgsciowo uporzadkowanym (P, <) maksymalna licznos¢ antylancucha
jest rowna minimalnej liczbie lancuchow, ktére pokrywaja P. Aby prosto i
przejrzyscie sformulowaé to twierdzenie uzyliSmy tu wyrazenia ,maksymalna
licznos¢ antytancucha™ do okreslenia liczby '

M = max ||A|: A jest antylancuchem w (P, <)| -

(zauwazmy przy okazji, ze moze by¢ wiele antylancuchow o licznosci M; kazdy
z nich jest maksymalny, lecz moga tez istnie¢ antylancuchy maksymalne o
licznosci mniejszej niz M). Podobnie przez ,minimalng liczb¢ tancuchow, ktore
pokrywaja P” rozumiemy liczbg

m = min {k: istnieja lancuchy L, ..., L, takie, z¢ L, u...u L, = P}.

Sformulowan tego typu bedziemy uzywali réwniez przy “omawianiu innych
zagadnien minimaksowych. |

Innym fundamentalnym twierdzeniem tego rozdzialu jest klasyczne twierdzenie
P. Halla o systemach reprezentantow podajace warunek konieczny 1 dostateczny
na to, by z danych zbiorow 4,, ..., 4, (niekoniecznie roziacznych) mozna bylo
wybraé elementy x,€4,, ..., x,€ A, tak, aby byly one parami rézne. Cho¢ samo
twierdzenie Halla nie ma postaci minimaksowej, wiele scisle z nim zwiazanych
twierdzenn (np. twierdzenia Halla-Ore bedace jego uogoélnieniem, czy (€7
twierdzenie wegierskie) orzeka rownos¢ pewnego maksimum i pewnego minimum,
lub tez moze byé tatwo przeformulowanych do takie; postaci. Okazuje si¢ rownicz,
ze wiekszoéé twierdzen o systemach reprezentantow mozna otrzymac jako prosty
wniosek z twierdzenia Dilwortha.
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Bedziemy zajmowali si¢ rowniez w tym rozdziale, migdzy innymi, pewnymi —
zwigzanymi z twierdzeniem Dilwortha — ekstremalnymi wilasnosciami rodzin
zbioréw, prostokatami i kwadratami lacinskimi oraz ‘macierzami bistocha-
stycznymi.

§ 1. Twierdzenie Dilwortha

Twierdzenie to dotyczy struktury zbioréw czeSciowo uporzadkowanych,
bedziemy uzywali wigc poje¢ dotyczacych porzadku czesciowego, takich jak
element maksymalny, laricuch, antylancuch itp. Wszystkie te pojecia zdefiniowano
w rozdziale 1 (§ 2).

Twierpzenie 1.1 (Dilworth [1]). W dowolnym skonczonym zbiorze czesciowo
uporzqdkowanym (P, <> maksymalna licznos¢ antylancucha jest réwna minimalnej
liczhie lancuchow, kiére pokrywajq P.

Dowod (Tverberg [1]). Stosujemy indukcje wzgledem licznosci zbioru P. Dla
|P| < 1 twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe. Niech zatem |P| > 1, niech m bedzie
maksymalng licznoscig antylancucha w P 1 niech L bedzie dowolnym lancuchem
maksymalnym w P. Jesli kazdy antylancuch w P L ma co najwyze) m—1

elementow, to P jest suma lancucha L i m—1 tancuchow, na ktore — na mocy
zalozenia indukcyjnego — mozna rozlozy¢ P L. Zalozmy wigc, ze w P\ L istnieje
antylancuch m-elementowy A4 = |a,, ..., a,,;. Utwérzmy zbiory

G = |xe P: istnieje a€ A takie, ze x > a),
D = |xeP: istnieje a€ A takie, ze x < a].

Niech ¢ bedzie elementem minimalnym lancucha L. Mamy c¢¢G, w przeciwnym
bowiem razie tancuch L mozna by powigkszy¢ o pewien element ac A, a <c.
Podobnie D nie zawiera elementu maksymalnego tancucha L. Zatem |G| < |P|,
|D| < |P| i na mocy zaloZenia indukcyjnego istnieja rozklady na tancuchy

G=6,V...0006g D=D,v...xuD

Bez zmniejszenia ogoélnosci mozemy zakladac, ze a;€G;, aq,eD; dla 1 <i<m.
Antylaficuch A4 jest m-elementowy, a wigc maksymalny w P. Zatem P=GuD
(gdyz w przeciwnym razie Au x|, xe P\(Gu D) bylby antylancuchem (m+ 1)-
elementowym), i

P=(D;vG)v...v(D,vG,)

jest rozkladem zbioru P na m tancuchow. Oczywiscie m jest minimalng liczba
lancuchéw, ktérymi mozna pokry¢ P, gdyz kazdy lancuch moze zawieraé co
najwyzej jeden element antylancucha. [

Interesujacy jest fakt, ze twierdzenie Dilwortha prawdziwe jest réwniez, gdy
w jego sformulowaniu zamienimy miejscami stowa ,tancuch™ i ,antylancuch”.
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Twigrpzenie 1.2 (dualne twierdzenie Dilwortha). W dowolrfym skonczonym
zbiorze czesciowo uporzqdkowanym (P, <) maksymalna licznos¢ lancucha jest
réwna minimalnej liczbie antylancuchow, ktore pokrywajq P.

Dowéd. Niech m bedzie maksymalna licznoscia tancucha w P. Kazdy
antylancuch moze zawiera¢ najwyzej jeden element lancucha, nie moze zatem
istnie¢ rozklad zbioru P na mniej niz m antylancuchow. By dowies¢ twierdzenia,
wystarczy zatem pokaza¢ rozklad na m antylancuchow. Niech A4, oznacza zbior
elementéw rangi k w (P, <). Oczywiscie dla dowolnego k zbior A, jest
antylafcuchem i P=Aqu...u 4, . [J

Jest jasne, ze w obu powyzszych twierdzeniach mozemy ograniczy¢ si¢
do rozkladéw na lancuchy (antylancuchy) rozlyczne, gdyz dowolny rozktad
P=P,u...uP, mozemy zastapic przez rozklad P = Piv...w Py gdze
P, = P;\|) P; (nie zadamy by fancuchy i antvlancuchy byly niepuste).

ot

Poda:ny teraz szereg zastosowan twierdzenia Dilwortha.

Lemat 1.3. Kazdy zhior czesciowo uporzqdkowany o rs+1 elementach zawiera
lancuch o licznosci r+1 lub antylancuch o licznosci s+ 1.

Dowod. Jesli w zbiorze P nie istnieje lancuch o licznosci r+ 1, to, na mocy
twierdzenia 1.2, zbior P mozna przedstawi¢ w postaci sumy r antylancuchow,
P=A,uU...UA,. Skoro rs+1<|A,|+...+|4,|, to dla pewnego i musi byC
4] =s+1. O

Zauwazmy, ze powyzszy lemat mozna wyprowadzi¢ w analogiczny sposob
z twierdzenia Dilwortha.

TwierDzENIE 1.4. Kazdy ciqg n = rs+1 liczb rzeczywistych zawiera podcigg
niemalejgcy o dlugosci r+1 lub podciag malejacy o dlugosci s+ 1.

Dowo6d. Niech a,, Az, ..., Gy bedzie naszym ciagiem. Tworzymy zbior
P={(k,q): 1 <k<n|iwprowadzamy w nim porzadek czesciowy nastgpujaco:

ks a) <y ajy =k <j A g <a;.
Na mocy lematu 1.3 zbiér P zawiera lancuch (r+ 1)-elementowy
1<k, ary s <k, iy Dy voes KKpsy,s ay,\ 1)
(ky < ky <...<k,) lub antylancuch (s+ 1)-elementowy
{<jla ajl >s <iZa aj2>a seey <is+l’ ajs+1>}

Gy <ja <sviZJiwr)s W pierwszym przypadku WG, <4, <...<q
zas ajl >a12 > v >aj’*|. Il

Jako szczegblny przypadek otrzymujemy

TwiernzenNie 1.5 (Erdds i Szekeres [1]). Kazdy cigg r*+1 liczb rzeczywistych
zawiera podcigg monotoniczny dlugosci r+1. [

w drugim

r+1’
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Jest jasne, 2e twierdzenia 1.4 i 1.5 sa prawdziwe dla ciggéw o elementach
2 dowolnego zbioru liniowo uporzadkowanego.

Nastepne twierdzenie, zwane ,twierdzeniem wegierskim”, sformulujemy w
jezyku macierzy zero-jedynkowych (tzn. o elementach 0 i 1). Przez linie bgdziemy
rozumieli dowolny wiersz lub kolumng macierzy, a przez rozproszony zbiér jedynek
dowolny zbior jedynek (scislej méwiac wystapien jedynek w macierzy), z ktérych
zadne dwie nie leza na tej samej linii.

TwierpzeNie 1.6 (Konig [1], Egervary [1]). W kazdej macierzy zero-jedynkowej
minimalna liczba linii, ktorymi mozna pokryé¢ wszystkie jedynki, jest rowna
maksymalnej licznosci rozproszonego zbioru jedynek.

Dowod. Niech nasza macierz [a;;] ma m wierszy i n kolumn. Utworzmy
pomocnicze zbiory X = {xy, ..., Xu)» Y = {14 .., ¥u)s P=X0U Y, ktorych ele-
menty identyfikujemy odpowiednio z wierszami, kolumnami i liniami macierzy
[a;] (zakltadamy X Y 3 (). W zbiorze P okreslamy porzadek czesciowy < tak,
by a<b wtedy 1 tylko wtedy, gdy a=x;, b i a;=1 dla pewnych i, j
1<is<m 1<j<n).

Wprowadzmy oznaczenia:

| = minimalna liczba linii pokrywajacych wszystkie jedynki,

g = maksymalna licznos¢ antylancucha w (P, <),

k = maksymalna licznos¢ rozproszonego zbioru jedynek,

r = minimalna liczba lancuchéw, na ktére mozna rozlozy¢ P.

Mamy

— .‘,‘j

(1.1) l=m+n—gq,

gdyz zbidor A < P jest antylaricuchem wtedy i tylko wtedy, gdy P\ A jest zbiorem
linii pokrywajacych wszystkie jedynki (przez kazda jedynk¢ przechodza dwie linie,
z ktérych antylancuch zawiera najwyzej jedna). Kazdy niepusty tancuch w (P, <)
sklada sie z jednego lub dwu elementow, przy czym kazdemu zbiorowi ztozonemu
z roztacznych tancuchoéw dwuelementowych odpowiada rozproszony zbior jedynek
(tancuchowi {x;, y;} odpowiada a;=1). Oczywiscie rozklad zbioru P na
minimalna liczbe ancuchow roziacznych zawiera maksymalng liczbg lancuchow
dwuelementowych. Stad

(1.2) k=m+n—r

(Zauwazmy, ze rozkilad zbioru P na s fancuchow zawiera zawsze m+n—s
lancuchéw dwuelementowych).

Na mocy twierdzenia Dilwortha g =r. Z porownania (1.1) z (1.2) otrzymujemy
zatem k =1 [

Twierdzenie wegierskie mozna rowniez sformulowaé w jezyku teorii grafow. W
tym celu przyporzadkujmy dowolnemu grafowi dwudzielnemu o zbiorze wif:rzchol-
KOW {X,, ..., X} U {¥15 ---» Ya} (W ktorym kazda krawedz laczy pewien wierzcho-
ek x, z pewnym wierzcholkiem y;) macierz zero-jedynkowa A = [a;,] wymiaru
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mxn, w ktorej a; =1 wtedy i tylko wtedy, gdy {x;, y;} jest krawedzia grafu.
Nazwijmy skojarzeniem dowolny zbiér krawedzi grafu, z ktérych zadne dwie nie sa
incydentne ze wspOlnym wierzchotkiem (kazda krawedz {x, y! skojarzenia
»kojarzy” ze soba wierzchotki x, y), natomiast pokryciem wierzcholkowym dowolny
zbiér § wierzchotkow taki, ze kazda krawedz grafu jest incydentna z pewnym
wierzchotkiem z S. W tych terminach twierdzenie wegierskie przyjmuje postaé:
TwiernzeNie  1.7. W dowolnym grafie dwudzielnym maksymalna licznosé
skojarzenia jest rowna minimalnej licznosci pokrycia wierzcholkowego. [

Zilustrowano to na rys. 20.
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Rys. 20. Ilustracja twierdzenia wegierskiego. Grubsza linia zaznaczono pewne skojarzenie o maksy-
malnej licznosci, natomiast koétkami pewne pokrycie wierzchotkowe o minimalnej licznosci

Istnieje wiele innych twierdzen minimaksowych zwiazanych z grafami. Do
najbardziej znanych nalezy twierdzenie Mengera [1] i SciSle z nim zwigzana teoria
przeplywow w sieciach. Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do monografii
Forda 1 Fulkersona [1].

§ 2. Dualnos¢ twierdzen minimaksowych, grafy doskonale

Nietrudno jest wykaza¢ prawdziwo$¢ nastgpujacego twierdzenia ,dualnego”
wzgledem twierdzenia wegierskiego: W dowolnej macierzy zero-jedynkowej
minimalna liczba zbioréw rozproszonych pokrywajacych wszystkie jedynki jest
réwna maksymalnej liczbie jedynek w linii. W paragrafie tym zdefiniujemy cisle,
w przypadku znacznie ogolniejszych twierdzen mlpnmaksoyych, na czym pol'ega
powyzsza dualnosc, oraz podamy pewne .ogolm? twierdzenie pozwalajage
automatycznie wnioskowac o prawdziwosci twierdzenia ,dualnego” na podstawie

iwosci twierdzenia ,,prostego”.
pra:l?ezcl:rlvo;c lbcdzie dowolnyrr,n zbiorem skor’xc.zo'n.ym i niecch &/ < '?()f,)' O zbiorze
B < X powiemy, Ze jest rozproszony w «, jesli [AnB| <1 dla kazdego Ae .
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Oznaczmy przez o/* rodzine wszystkich zbioréw B < X rozproszonych w /.
Latwo zauyvaiyé, ze kazdy zbiér Ae ./ jest rozproszony w ./* tzn. o/ S /**
Ngs beda interesowaly rodziny <7 o tej wlasnosci, ze ./ jest rodzing wszystkich
zbiorOw rozproszonych w .o7*, innymi stowy ./ = ./**. Rodziny o tej wlasnosci
bedziemy nazywali refleksywnymi.”

Zbior A < X wierzchotkow grafu G = (X, E) nazywamy klikq w G, jesli kazde
dwa wierzcholki tego zbioru sa polaczone krawedzia grafu, tzn. jesli #,(A) < E.
Zbior B < X nazywamy antyklika w G, jesli zadne dwa wierzcholki tego zbioru nie
sq polaczone krawedzia grafu, tzn. jesli 2,(4) N E = Q.

Podamy teraz charakteryzacje refleksywnych rodzin zbioréw.

TwierDzENIE 2.1. Niech X bedzie dowolnym zhiorem skoiczonym i niech
s/ = P(X). Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) rodzina </ jest refleksywna,

(b) dla dowolnego A = X

Ae /= 2,(A) c «,

(c) <7 jest rodzing wszystkich klik pewnego grafu,
(d) 7 jest rodzing wszystkich antyklik pewnego grafu.

Dowod. (a)=(b). Zatozmy, ze ./ = /**. Wtedy A€ .o/ oznacza, ze A jest
rozproszony w .«/* Lecz dowolny podzbior zbioru rozproszonego — w
szczegOlnosci dowolny podzbior dwuelementowy zbioru rozproszonego — jest
rozproszony, a wigc

Ae g =>P,(A) c A.
Rowniez
Pr(A) e I =>Ae W,

gdyz jesli A¢ .o/ = /** to |[AnB| =2 dla pewnego Be./* i tym samym A
zawiera pewien podzbior dwuelementowy, ktoéry nie jest rozproszony w .</*, a wiec
Py(A) & oA.

(b) = (c). Zatézimy, ze spelniony jest warunek (b) i rozwazmy graf G(/) =
= (X, o n 2,(X)). Latwo zauwazyC, ze ./ jest rodzing wszystkich klik grafu
G(+/). Wynika to z oczywistego faktu, ze zbior A = X jest klika wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy jego podzbior dwuelementowy jest klika.

(c)=(d). Je§li -/ jest rodzina wszystkich klik w G =(X,E) to latwo
zauwazyé, ze «f jest rodzing wszystkich antyklik w  dopelnieniu G =
= (X, #,(X)\E) grafu G. ‘ '

(d) =(a). Niech ./ bedzie rodzing wszystkich antyklik w G = (X, E).
Zauwazmy, ze zbiory rozproszone w ./ 10 dokladnie kliki w G, czyli antykliki
w G. Na tej samej zasadzie zbiory rozproszone w «/* to dokladnie antykliki
w G = G. Tak wigc &/** = /. [J
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Niech of bedzie dowolna refleksywna rodzina podzbioréw zbioru X. Bedziemy
moéwili, ze dla rodziny .o/ zachodzi twierdzenie wegierskie, jesli dla kazdego zbioru
Y=< X minimalna liczba zbiorow z ./, ktére pokrywaja Y, jest rowna
maksymalnej licznosci zbioru rozproszonego w .o/ zawartego w Y. Zwiazek tej
definicji z klasycznym twierdzeniem wegierskim jest nastgpujacy. Niech X bedzie
zbiorem pozycji pewnej macierzy wymiaru m xn, tzn. X = |1, ..., m} x {1, ..., n},
1 niech o/ bedzie rodzing wszystkich linii oraz wszystkich podzbiorow linii.
Z twierdzenia 2.1 latwo wynika, ze rodzina .+ jest refleksywna, przy czym .o/* jest
rodzing wszystkich rozproszonych zbiorow pozycji naszej macierzy, tzn. zbioréw
pozycji, z ktoérych zadne dwie nie leza na tej samej linii. Jesli teraz zbior Y < X
interpretujemy jako zbior (wystapien) jedynek w naszej macierzy (w pozostatych
pozycjach wystepuja zera), to twierdzenie wegierskie dla ./ wyraza po prostu
klasyczne twierdzenie wegierskie dla dowolnych macierzy zero-jedynkowych
wymiaru m xn. Zauwazmy, ze twierdzenie dualne wzgledem klasycznego twier-
dzenia wegierskiego to nic innego jak twierdzenie wegierskie dla .o/*.

Podamy jeszcze jeden przykiad. Niech (X, <) bedzie dowolnym skonczonym
zbiorem czgsciowo uporzadkowanym i niech ./ bedzie rodzing wszystkich
tancuchow w (X, <). Latwo zauwazy¢, ze rodzina ./ jest refleksywna, przy czym
</* jest rodzing wszystkich antylancuchow w (X, <). Twierdzenie wegierskie
dla <7 to nic innego jak twierdzenie Dilwortha (dla dowolncgo zbioru Y < X
z porzadkiem dziedziczonym z (X, <)), natomiast dualne wzgledem niego
twierdzenie wegierskie dla .«/* odpowiada twierdzeniu 1.2.

Przyjrzyjmy si¢ teraz jak wyglada twierdzenie wegierskie, jesli rodzing
refleksywna </ reprezentujemy, zgodnie z twierdzeniem 2.1, jako rodzine klik
wzglednie rodzing antyklik w pewnym grafie. Bedziemy w tym celu potrzebowali
paru definicji dotyczacych graféw. Niech G = (X, E), E < 2,(X) bedzie
dowolnym grafem i niech Y < X. Przypomnijmy, Zze przez G, oznaczamy podgraf
grafu G indukowany przez Y, tzn. Gy = (Y, En 2,(Y)). Wprowadzmy nast¢-
pujace oznaczenia:

o (G) = maksymalna licznos¢ kliki w G,

%(G) = minimalna liczba antyklik, ktore pokrywaja X,

a(G) = maksymalna liczno$¢ antykliki w G,

0(G) = minimalna liczba klik, ktére pokrywaja X.

Zauwazmy, ze a(G) = w(G), 0(G) = x(G). Wielko$¢ x(G) nazywamy liczbq chro-
matyczng grafu G. Jest ona rowna minimalnej liczbie koloréw, jakimi mozna 1?0-
kolorowaé wierzchotki grafu tak, by zadna krawedz grafu nie laczyta wierzcholkow
tego samego koloru (o ,pokolorowaniu wierzchotkéw grafu” bedziemy zawsze
milczaco zakladali ten ostatni warunek). Aby si¢ o tym przekona¢, wystarczy
zauwazy¢, ze dla kazdego takiego pokolorowania C: X — {1, ..., k} mamy £
=C '(1)U....0C ! (k), przy czym kazdy ze zbioréw C~'(i) jest antyklika; na
odwrét, majac dane pokrycie zbioru X k antyklikami, latwo jest skonstruowac
odpowiednie pokolorowanie wierzchotkéw grafu k kolorami. _ iy
Jedli refleksywna rodzina zbioréw «f < 2(X) jest reprezentowana jako rodzi
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antyklik pewnego grafu G, to twierdzenie wegierskie dla .o/ przyjmuje postac
(2.1) 2(Gy) = w(Gy) dla kazdego Y < X.

Grafy spetniajace powyzszy warunek zwane sa grafami doskonalymi. Z kolei dualne
twierdzenie, tzn. twierdzenie wegierskie dla .«/* orzeka, iz

(2.2) 0(Gy) = 2(Gy) dla kazdego Y = X.

Wynika to po prostu z faktu, iz ./* jest rodzing wszystkich klik grafu G.
Réwnowaznie mozemy warunek (2.2) zapisaé jako

(2.3) 2(Gy) = w(Gy) dla kazdego Y < X.

C. Berge wyrazil na poczatku lat szescdziesiatych przypuszczenie, iz warunki (2.1)
1 (2.2) sa rownowazne dla dowolnego grafu G:

Przypuszczenie Berge’a o grafach doskonalych. Graf G jest doskonaly wtedy
i tylko wtedy, gdy graf G jest doskonaly.

Przypuszczenie to zostalo znacznie pozniej udowodnione przez Lovadsza [1, 2].
Pozostala czesC tego paragrafu poswigcimy na podanie tego dowodu (por. Graver
i Watkins [1]).

Niech G = (X, E) bedzie dowolnym grafem 1 rozwazmy dowolng funkcje
f: Z— X. Przez [ '(G) bedziemy oznaczali graf o zbiorze wierzchotkow Z
i1 zbiorze krawedzi

Hx, y}eP3(2): f(x)=f(y) v {f(x),f(»)}€E]}.

Intuicyjnie, graf f/~'(G) powstaje przez zastapienie kazdego z wierzchotkow xe X
przez klike o licznosci |f~'(x) i polaczenie wszystkich wierzchotkéw kliki
powstatej z x ze wszystkimi wierzchotkami kliki powstalej z y dla kazdej krawedzi
{x, y} € E. Zauwazmy, ze zbiér K = Z jest klika w f~'(G) wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér f(K) jest klika w G, oraz ze jesli A jest antyklika w f~'(G), to f(A4)
jest antyklika w G i |f(A4)| = |A|. Wynika stad, iz

(24) 2(f ' (G)) < 2 (G).

Lemat 2.2. Jesli graf G =<{X, E) jest doskonaly, to dla dowolnego zbioru
skoriczonego Z i dowolnej funkcji f: Z — X graf f~'(G) jest doskonaly.

Dowéd. Stosujemy indukcje wzgledem |Z|. Dla |Z] =1 lemat jest oczywiscie
prawdziwy. Niech wiec |Z| > 1 i rozwazmy graf f '(G) dla pewnej funkcji
f: Z - X. Jesli funkcja f jest roznowartosciowa, to graf f~'(G) jest izomorficzny
z Gz, ktory to graf jest oczywiscie doskonaly, jako podgrafl indukowany grafu
doskonatego. Zalézmy wiec, ze f(x)=/f(y) dla pewnych x, yeZ, xs#y, i
oznaczmy H = f~'(G). Na mocy zalozenia indukcyjnego graf Hy jest doskonaty
dla dowolnego podzbioru wiasciwego T = Z (zauwazmy, ze Hy =g~ '(G), gdzie
g =f1T). Dla dowodu doskonalosci grafu H wystarczy wigc wykaza¢ réwnoéé
2(H) = w(H). Przyjmijmy T =Z\{x} i rozwazmy graf H.



186

4. Zagadnienia minimaksowe i systemy reprezentantéw

Przypus¢my najpierw, ze y nalezy do pewnej kliki K o maksymalnej licznosei
w gfaﬁe Hy. Wowcezas K U {x} jest oczywiscie klika o maksymalnej licznosci w H,
czyli w(H) = w(Hy)+1. Z drugiej strony, dowolne pokolorowanie wierzchotkéw
grafu H; minimalng liczba koloréw mozemy rozszerzyé do pokolorowania grafu
H przypisujac wierzchotkowi x nowy kolor. Stad y(H) < x(Hy)+1 1 wobec
oczywistej nierdwnosci y (H) > w(H) (kazdy wierzchotek kliki musi by¢ pokoloro-
wany innym kolorem) oraz réwnosci x(H;) = w(Hy) (zalozenie indukcyjne)
otrzymujemy y(H) = w(H).

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy y nie nalezy do zadnej kliki o maksymalnej
licznosci w grafie H,. Niech C: T—!1,..., 7(H;)} bedzie pokolorowaniem
wierzcholkow grafu H, minimalna liczba kolorow i przyjmijmy, bez zmniejszenia
ogdlnosci, ze C(y) = 1. Z rownosci x(Hy) = w(Hy) tatwo wynika, ze antyklika
C~'(1) przecina kazda klik¢ o maksymalnej licznosci w Hy. Lecz wobec naszego
zalozenia o wierzchotku y t¢ sama wlasno$¢ ma réwniez mniejsza antyklika 4 =
=C '()\|y!. Stad w(Hy,) =w(H;)—1 i wobec doskonalosci grafu Hr 4
réwniez x(Hy ,) = w(Hy)—1. Zauwazmy, ze zbior Au |[x] =(C7 (1) [y})u {x]
jest antyklika w H (gdyz C~'(1) jest antyklika, a z rownosci f(x) =f(y) wynika,
ze wierzchotki x, y sa polaczone z dokladnie tymi samymi wierzchotkami
w zbiorze Z\!x,y}). Tak wigc dowolne pokolorowanie wierzchotkow grafu
H; 4o (H;)—1 kolorami mozna uzupeini¢ do pokolerowania wierzcholkoéw grafu
Hi a0 = Hz = Ho(Hy) kolorami. Stad y(H) < w(Hy) < w(H) i wobec oczy-
wistej nierownosci w(H) < y(H) otrzymujemy y(H) = w(H). []

Klike w grafie G bedziemy nazywali regularng, jesli ma ona niepuste przecigcie
z kazda antyklika o maksymalnej licznosci w G. Podobnie antyklike w grafie G
bedziemy nazywali regularng, jesli ma ona niepuste przecigcie z kazda klika o

maksymalnej licznosci w G, tzn. jesli jest ona klika regularna w G.

TwierpzeNie 2.3 (Lovdsz [1, 2]). Dla dowolnego grafu G = (X, E) nastepujqce
warunki sq rownowazne:

(a) graf G jest doskonaty,

(b) graf G jest doskonaly,

(c) graf Gy zawiera klike regularng dla dowolnego Y < X,

(d) graf Gy zawiera antyklike regularng dla dowolnego Y < X.

Dowéd. (a)=(c). Stosujemy indukcj¢ wzgledem |X|. Dla |X| =1 nasza
implikacja jest oczywista. Zalozmy wigc, ze n = |X| > 1, ze graf G = (X, E) jest
doskonaly, i ze wynikanie (a) =>(c) jest prawdziwe dla wszystkich graféw o mniej
niz n wierzchotkach. Wynika stad, ze dla kazdego podzbioru wiasciwego Y < X
graf Gy — ktory jest oczywiscie doskonaly — zawiera klike¢ regularna.
Przypus¢my, ze w grafie G nie istnieje klika regularna. Wykazemy, ze
przypuszczenie to prowadzi-do sprzecznosci.

Niech % bedzie rodzina wszystkich klik grafu G. Zgodnie z naszym zalozeniem
dla kazdej kliki K€% istnicje antyklika Ax o maksymalnej licznosci — rownej
x(G)— taka, ze K nAg =Q. Rozwazmy dla kazdej takiej kliki K zbior a(G)
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elementowy Zy (Zg, N Zg, = @ dla K, # K,) i oznaczmy Z = () Zg. Zdefiniuj-

Ke€
my funkcj¢ f: Z — X tak, by f(Zg) = Ay dla kazdej kliki Ke ¥ (tzn. f [ Zg jest
odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym Zy na Ag). Zgodnie z lematem 2.2 graf
H = f"'(G) jest doskonaly. Niech C bedzie dowolna klika w H. Wowczas f(C)
jest klika w G i wobec f(C)nApe =@ otrzymujemy

(2.5) CnZe=0.

Lecz Zy jest antyklika w H dla kazdego K€% 1 co za tym idzie |[C N Zg| < 1.
Tak wiec (2.5) oznacza, iz |C| <|%|, i w konsekwencji w(H) < |¢|. Zauwazmy, zZe

(2.6) x(H)a(H) = |Z],

jako Ze pokolorowanie grafu Hy(H) kolorami okresla podzial zbioru jego
wierzchotkow na y(H) antyklik, kazda o licznosci nie przekraczajacej o(H).
Korzystajac z faktu, iz graf H jest doskonaly i z (2.4) otrzymujemy ostatecznie

r(H)a(H) = o(H)o(H) <[6]a(G) = |Z],

co w polaczeniu z (2.6) daje zapowiedziang sprzecznos¢. Tak wigc G musi zawierac
klike regularna, co konczy dowod wynikania (a) = (c).

(c) =(b) Zalozmy, ze graf G, zawiera klik¢ regularna dla dowolnego Y < X.
Wtedy graf G, zawiera oczywiscie antyklike¢ regularna dla dowolnego Y < X.
Wykazemy, ze gral G jest doskonaly. Stosujemy indukcj¢ wzgledem |X]|. Jest to
oczywiscie prawda dla |X| =1, niech wigc |X|>1. Na mocy zalozenia
indukcyjnego graf G, jest doskonaty dla kazdego podzbioru wiasciwego Y < X
(gdyz |Y| <|X| oraz graf G, zawiera antyklik¢ regularna dla kazdego T =Y).
Wystarczy zatem wykazaé, ze y(G) = w(G). Niech A bedzie dowolna antyklika
regularna w G. Wtedy oczywiscie o (Gyx 4) = w(G)—1 oraz x(G) < x(Gx ) +1,
jako ze dowolne pokolorowanie grafu Gy, moze by¢ rozszerzone do pokolorowa-
nia calego grafu G przez nadanie nowego koloru wierzchotkom antykliki A.
Korzystajac z doskonaloéci grafu Gy, otrzymujemy

2(G) € 1(Gy)+1 =w(Gx)+1= w(G),

co w polaczeniu z oczywista nierownoscia ®(G) < x(G) daje zadana rownosé
1(G) = 0(G).
(b) =(d) otrzymujemy z implikacji (a)=>(c) przez zamian¢ grafu G na G,
i w podobny sposéb (d) = (a) otrzymujemy z implikacji (c) =(b). [J
Odnotujmy zapowiadany juz wniosek z twierdzenia 2.3.

WNIOSEK 2.4. Twierdzenie wegierskie dla danej refleksywnej rodziny zbiorow s/
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dla «/*. (]

Znanych jest wiele klas graféow doskonatych, nie podano natomiast dotychczas
zadnej prostej ogélnej charakteryzacji takich grafow. Na zakorczenie tego
paragrafu warto przytoczy¢ nastepujace, dotychczas nie rozstrzygnigte
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Silne przypuszczenie Berge’a o grafach doskonalych. Graf G jest doskonaly
wtedy i tylko wtedy, gdy ani G, ani G nie zawiera podgrafu indukowanego
izomorficznego z cyklem elementarnym nieparzystej dlugosci wigkszej od 3.

Powyzszy warunek jest oczywiscie konieczny, jako ze dla grafu C postaci cyklu
elementarnego nieparzystej dlugosci wigkszej od 3 mamy y(C) =3 # w(C) = 2.

Czytelnika pragnacego glebiej pozna¢ zagadnienia zwiazane z grafami
doskonalymi odsylamy do zbioru artykutow pod redakcja Berge’a i Chvatala [1].

§ 3. Ekstremalne wlasnosci rodzin zbiorow, twierdzenie Spernera

Przyjrzyjmy si¢ co mowi twierdzenie Dilwortha w przypadku zbioru czesciowo
uporzadkowanego (2(X), <) — rodziny wszystkich podzbiorow pewnego zbioru
skoniczonego X, uporzadkowanej przez zawieranie. Antylaricuchy w takim zbiorze
bedziemy nazywali rodzinami Spernera. Najprostsza rodzing Spernera, jaka
przychodzi na mysl, jest rodzina #,(x) wszystkich podzbioréw k-elementowych

zbioru X dla pewnego k <n=|X|. Liczno§¢ takiej rodziny wynosi (:)

Wspolczynnik (:) osiaga maksimum dla k = Ln/2) (lub dla k = Ln/2] i k = [n/27,

jesli n jest nieparzyste, por. rozdz. 1, zadanie 47), tak wigc istnieje rodzina Spernera

o licznosci ( = ) Okazuje sig, ze jest to maksymalna liczno$¢ rodziny Spernera
n

podzbiorow zbioru n-elementowego. Fakt ten otrzymamy jako wniosek z
nastgpujacego twierdzenia udowodnionego niezaleznie przez Lubella [1], Meshal-

kina [1] 1 Yamamoto [1]:

TwierpzeNie 3.1. Niech [A,, ..., A,} bedzie rodzing Spernera podzbioréw zbioru
n-elementowego X. Wowczas

1

- (l:,l)

Dowo6d (Lubell [1]). Nazwijmy lancuchem zupelnym kazdy lancuch postaci
P=CocCyc...cC,=X (IC]l=i dla 0<i<n). Wszystkich lafncuchéw
zupelnych jest n! (C; mozna wybra¢ na n sposobéw, C, — przy ustalonym C . -
na n—1 sposobéw itd.). Rozumujac podobnie widzimy, ze zbi6ér A; jest elementem
|A,|!(n—]A;))! laficuchéw zupeinych. Istotnie, jesli C, 41 =A;, to mamy [A4)!
sposobéw wybrania zbiorow Co, Clv ey CM(I‘U za$ zbiory CIAIH*I’ seay C.
mozemy wybrac¢ na (n—|A4,[)! sposobéw. Rodzina {4, ..., 4,} jest antylaficuchem,
zatem kazdy laficuch zawiera najwyzej jeden sposréd zbioréw A4, ..., A,. Stad
liczba lancuchow zupelnych przecinajacych zbior {A,, ..., 4,} jest réwna

< 1.

IngE
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Y |A]!(n—|A])!. Przyrownujac t¢ liczbe do liczby wszystkich laficuchow
i=1
zupelnych otrzymujemy nier6wnos¢

> 14l (n—|AD! < n!,
i=1

czyli

o |4l (n—|A)! _ s 1

i=1 n! l=l<")
Al

Inny dowod twierdzenia 3.1 mozna znalezé w pracy Frankla [1].

n n
Wobec ( )S ( ) mamy
|4, Ln/2]

™

! m
<y —x<1,

no\ o ,.;, n )
(Ln/?._],) <I‘4.| ,

m

i w konsekwencji otrzymujemy zapowiedziane juz
TwierDZENIE 3.2 (Sperner [1]). Jesli </ jest rodzing Spernera podzbioréw zbioru
n-elementowego, to

n
of <( )
|| < L O

Oczywiscie twierdzenie 3.1 moéwi nam znacznie wigcej o strukturze rodzin
Spernera niz twierdzenie 3.2.
Z twierdzenia Dilwortha wynika, ze 2(X) mozna przedstawi¢ w postaci sumy

(l. " ) taficuchéw roztacznych. Cho¢ samo twierdzenie Dilwortha, ani tez jego
n/

dowdd, nie daja zadnej prostej metody wyznaczania takiego rozkladu, metoda
taka jest znana (p. np. Greene i Kleitman [1]). Aby ja opisac, nazwijmy lancuch w
#(X) symetrycznym, jesli jest on postaci

Clu2i-j € Clap=j+1 & +++ < Crumiayp

gdzie |C| =i dla Ln/2)—j <i<[n/21+j (n=|X|, j = 0). Kazdy tafcuch symetry-
czny zawiera dokladnie jeden zbiér licznosci Ln/2J, tak wigc kazdy rozklad
rodziny #(X) na sume parami rozlacznych (niepustych) tancuchéw symetrycznych

jest automatycznie rozkladem na (L 72J) takich tancuchow. Rozklad taki
n

konstruujemy indukcyjnie wzgledem |X|. Dla |X|=1 rodzina #(X) = {@; X}
sama jest lancuchem symetrycznym. Zalézmy, Ze mamy juz rozklad rodziny 2(X);
chcemy wyznaczyé rozklad rodziny (X v {a}) (a¢ X). W tym celu przyporzadko-
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wujemy kazdemu lafcuchowi A, ... c A4, naszego rozkladu dwa lafcuchy
Aic...ch, Ayula) c...cA,uial.

Zaden z tych lancuchéw nie jest symetryczny w 2(X u {a}), lecz oba staja si¢

symetryczne, jesli przeniesiemy element maksymalny drugiego lancucha do
pierwszego:

” i f
Alc...CAk‘:AkU{(l}. A|U{a}L...(—Ak_lU.a}

(jesli k = 1, to otrzymujemy tylko jeden lancuch symetryczny, gdyz drugi staje si¢
pusty). Postgpujac tak ze wszystkimi tancuchami z rozkladu rodziny 2(X)
otrzymujemy rozklad rodziny #(X U [a]) na lancuchy symetryczne. Zauwazmy, ze
konstrukcja ta stanowi niezalezny dowod twierdzenia Spernera.

Twierdzenia 3.1 i 3.2 mozna uogdlni¢ réwniez na inne zbiory czesciowo
uporzadkowane, na przyklad na kratg¢ #(n, ¢) wszystkich podprzestrzeni n-
wymiarowej przestrzeni liniowej nad cialem GF(q) (¢ jest potega liczby pierwszej).

Przypomnijmy, ze przez (:) oznaczamy liczbe podprzestrzeni k-wymiarowych
q

takiej przestrzeni (por. rozdzial 1, § 12). Stosujac identyczna metode jak w
dowodzie twierdzenia 3.1 otrzymujemy

TwierpzeNie 3.3. Niech {L,, ..., L,) < Z(n, q) i niech L $ Ly dla i #j, 1 <i,
J < n. Wowczas
|

1( no
dim L,-)q

Dowaod. Wszystkich tancuchow postaci [0} = C, < C, c...cC, (gdzie C;
Jest podprzestrzenia i-wymiarowa, 1 <i<n) jest @"=1) (§"=q)...(q"—q"" V).
Lancuchow takich zawierajacych L, jest

< 1.

"M 3

i

(@ =D(¢" =)@ =¢" )@= )Ng"=¢**")...(¢"— " V),
gdzie k =dim L;,. Mamy wigc

3 @ =04 =9 4" )@=V~ ). =) <
=1

<@"-1(G"-q)...(¢g"—q"Y),

czyli
-1

3 @ -1 -9 ...(a" 4"

)_ & 1
S @-1G"-9)...@"—q"

1

gdzie k, = dim L,. (J
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Biorac pod uwage, Ze max (n) =( " ) (por. rozdz. 1, zadanie 74)
1sisa \i/g  \Ln/21/,

otrzymujemy nast¢pujacy odpowiednik twierdzenia Spernera:
TwierpzeNiE 3.4. Niech {L,, ..., L,} < %(n, q) i niech L; & L; dla i #j, 1 <1,

j < m. Wowczas
n
e 0
Ln/21/,

Zauwazmy, ze w przypadku zbiorow 2(X) i Z(n, q) z porzadkiem czgsciowym
okreslonym przez inkluzje, antylancuch o maksymalnej licznosci mozemy zawsze
znalez¢ w postaci warstwy elementow o jednakowej randze. Interesujacy jest
fakt, iz dla duzych n wlasno$¢ ta nie przystuguje zbiorowi I1(X) podzialow zbioru
n-elementowego X czesciowo uporzadkowanemu przez relacj¢ rozdrobnienia
(Canfield [1]).

Interesujacym problemem jest okreslanie maksymalnej licznosci rodziny
zbiorow (podprzestrzeni przestrzeni liniowe] itp.) rozpatrujac zamiast A; & A;
(i #j) inne ograniczenia, np. A;NA; # Q, A;,UA; # X, |A;n Aj| = k dla pewnego
k, lub tez kombinacje tych warunkéw. Jeszcze innym typem ograniczenia jest
zadanie, by rodzina nie zawierata tancucha (antylancucha) o r+1 elementach.
Czytelnika zainteresowanego tego typu zagadnieniami odsytlamy do przegladowe)
pracy Erdosa i1 Kleitmana [1] (p. tez zadania). Udowodnimy tu jedynie jedno z
wazniejszych twierdzen tego typu, pochodzace od Erddsa, Ko i Rado [1] i
dotyczace rodzin Spernera, w ktorych zadne dwa zbiory nie sa rozlaczne. Jesh n
jest nieparzyste, to oczywiscie 2r,,1(X), |X|=n Jest taka rodzina, gdyz dla
dowolnych A, Be #r,,1(X) mamy |A|+|B| =n+1 i w konsekwencji A "B # Q.
Jesli wprowadzimy dodatkowe ograniczenie |A| < k dla kazdego Ae .o/, gdzie
k < n/2, to przykladem rodziny Spernera ./ nie zawierajacej zbiorow rozltacznych
jest, przy dowolnym n, rodzina

A ={Bula}l: Be#_(X\{a})}, |X|=n, acX

n—1

o licznosci ( ) Wykazemy w dalszym ciagu, ze jest to w istocie maksymalna
k

mozliwa liczno$¢ rodziny Spernera spelniajacej powyzsze ograniczenia.

Niech @ # A < X, gdzie |X| =n, oraz niech {(xo, ..., x,_,) bedzie ciagiem
roznowartosciowym elementow zbioru X. Bedziemy mowili, ze A jest odcinkiem w
(Xoyenes X1y jESE A = {Xiy Xis 15 --os Xivjaj-1) dla pewnego i, gdzie wskazniki
obliczane sa modulo n. Jednoznacznie wyznaczone przez A elementy x; Oraz x;. 4
nazywamy odpowiednio poczqtkiem 1 koricem zbioru A W (Xgy svey Xp—1)
(zauwazmy, ze koniec, w przeciwienistwie do poczatku, nie nalezy do A).

LEMAT 3.5. Niech |X| = n, niech {xq, ..., X,— ) bedzie ciqgiem réznowartoscio-
wym elementéw zbioru X oraz niech k < n/2. Wowczas dla dowolnej rodziny
o < P(X) spelniajgcej warunki
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(a) </ jest rodzing Spernera i AnB # @ dla dowolnych A, Be oA,
(b) |A| <k dla kazdego A€ .7,
(c) kazdy zbior Ae ./ jest odcinkiem w {Xg, ..., Xp-1)»

mamy |.of| < k.

Dowdd. Ustalmy dowolny zbiér Ae .o/ i zalozmy, ze

( |
A = lx,-, x"+1. ceey xl"f'IAl—lj’

Zauwazmy, ze zaden element xe X nie moze by¢ wspolnym poczatkiem ani tez
wspolnym koncem dwoch réznych zbiorow z .o/, gdyz wowczas jeden z tych
zbiorow bylby zawarty w drugim. Zaden element nie moze by¢ rowniez
jednoczesnie poczatkiem jednego 1 koncem drugiego zbioru z </, gdyz zbiory te
bylyby rozlaczne. Kazdy zbior Be.«/ rozny od A ma niepuste przecigcie z A, a
wigc jeden z [A|—1 elementow Xx;.,, ..., X;+ 4 -, musi by¢ jego poczatkiem lub
koncem. Na mocy naszych poprzednich uwag wnioskujemy, ze w ./ jest co
najwyzej |A|—1 zbioréw roéznych od A. Tak wiec || < |A| < k. [

Korzystajac z powyzszego lematu mozemy juz tatwo udowodnié

Twierpzenie 3.6 (Erdds, Ko i Rado [1]; por. takze Katona [1]). Niech ./
bedzie rodzing Spermera podzbioréw zbioru n-elementowego X nie zawierajgcq
zbioréw rozlgeznych i niech |A| < k dla kaidego Ae o/, gdzie k < n/2. Wowczas

|of] < (""').
k—1
Dowod. Obliczymy na dwa sposoby liczbe par postaci (A, (4 N, Wy, i
gdzie Ae o/, {xq, ..., X,_ ) jest dowolnym roznowartosciowym ciagiem elemen-
tow zbioru X oraz A jest odcinkiem w {(xg, ..., x, ,>. Z jednej strony, dla
ustalonego A liczba takich par jest rowna

| !
L T

) )

Z drugiej strony, wobec lematu 3.5, dla kazdego z n! ciggow (X, ..., x,_ ) liczba
naszych par nie przekracza k. Stad

|.</|nk!(n—k)! < n'k,

nfAll(n—|A))! =n

czyli

| nk _ (n=D! ey
|/ snk!(n—k)! _(k_l)!(n—k)! _(k-l>. -

§ 4. Twierdzenie Halla o systemach reprezentantéw

Zajmiemy si¢ obecnie kregiem zagadnien zwiazanych z nastepujacym
problemem: . . .
Dany jest ciag {A4,,..., A,> podzbioréw (nickoniecznie réznych) pewnego
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zbioru skornczonego X. Czy mozna z kazdego zbioru 4; wybra¢ po jednym
elemencie tak, by byly one parami rézne? Ciag {a,, ..., a,) taki, ze a,€ A, oraz
@ #a; dla i#j, 1<i j<n nazywamy systemem reprezentantéw dla ciggu
{Ay, ..., Ay (a; jest reprezentantem dla A,).

Znanych jest wiele ,niematematycznych™ sformulowan tego problemu. Oto
niektore z nich:

I (Problem malzeristw). W pewnej grupie dziewczat i chlopcow kazdy
z chiopcow zna pewna liczbg dziewczat. Czy chlopcy ci moga wybraé sobie Zony,
kazdy sposrod dziewczat, ktore zna (4; odpawiada zbiorowi dziewczat, ktére zna
i-ty chiopiec)?

2 (Problem komisji). W pewnej organizacji dziala n komisji, przy czym jedna
osoba moze by¢ czlonkiem wielu komisji. Czy mozna z kazdej komisji wylonié
przewodniczacego tak, by kazda komisja miala innego przewodniczacego (A4,
odpowiada zbiorowi osob zasiadajacych w i-lej komisji)?

3 (Problem rozdzialu prac). Dana jest pewna grupa osob i pewna liczba prac.
Kazda z oséb moze mie¢ kwalifikacje do wykonywania wielu prac. Czy mozna
kazdej osobie przyporzadkowac¢ pracg, do ktérej ma ona kwalifikacje, tak by
roznym osobom odpowiadaly rézne prace (4; odpowiada zbiorowi prac, ktére
moze wykonywac i-ta osoba)?

Przyktap. Rozwazmy ciag (|1, 2], |2, 3], 12}, |1, 2, 3, 4}). Systemem repre-
zentantow dla niego jest (1, 3, 2, 4). Latwo sprawdzié, iz jest to jedyny system
reprezentantow. Natomiast dla ciggu (|1, 2], (2], |1, 2}, {1, 2, 3, 4} ) nie istnicje
system reprezentantow. Istotnie, na reprezentantow dla pierwszych trzech zbiorow
potrzebujemy trzech réznych elementow, podczas gdy zbiory te w sumie zawieraja
tylko dwa elementy: 1 i 2.

Uogolniajac te ostatnia obserwacjg, mozemy sformulowaé nastgpujacy warunek

konieczny na to, by dla ciagu {A4,, ..., A, istnial system reprezentantow:
Warunek Halla. Dla kazdego zbioru J < |1, ..., n}
U 4 = VI

ie
Innymi stowy, dla kazdego k dowolnych k sposrod zbioréw A4, zawiera w sumie co

najmniej k elementow.
Warunek ten jest konieczny dla istnienia systemu reprezentantow dla

(A, ..., A, gdyz jesli {a,, ..., a,) jest takim systemem reprezentantow, to
U 4 = |U laj] =I.
ieJ iel

Jednym z klasycznych rezultatéw kombinatoryki jest fakt, iz warunek Halla
jest rowniez wystarczajacy dla istnienia systemu reprezentantow.

Twiernzenie 4.1 (P. Hall [1]). Dla ciggu {A,, ..., A,> istnieje system repre-
zentantow wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego J < |1, ..., n)

U Al = ||
ie

13 ~ Analiza kombinatoryczna
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Dowéd (R. Rado). Wykazemy, ze jesli (A,, ..., A,) speinia warunek Halla
oraz dla pewnego i mamy |A]>2 to istnicje taki clc.ment xeA, e
(Ay, ... A\ X}, ..., A,> spelnia warunek Halla. Istotnie, niech X1, X3 gA,,
x, # X;. Gdyby oba ciagi {4, ..., 4;\{x},.... 4D, k=1,2 _nie Spel_majy
warunku Halla, to istnialyby zbiory J,, J, < {1, ..., n} nie zawierajace i takie, ze

A\ IxDo U 4] <, k=12
jelg

Oznaczajac
Ss=A:\IxHhu U 4, k=1,2
jelg
doszlibySmy w nastgpujacy sposéb do sprzecznosci:
Wil +1Jal 2 1Sy +1S2l =18, U Sy +IS; N Saf 2

2|40 U AU 4)n(U 4)>
JeJ 2

jeJyuldsy

J
40 U 4+ U 4=

jely oty jelynds

Z1+|J, vl | +Jy T, =14+ |J,y|+]|J,].

Zauwazmy teraz, ze jesli {A4,, ..., A,) spelnia warunek Halla i |4,|+ ... +|4,] =n,
to {4y, ..., 4,) = {{a}, ..., {a,}> i <ay, ..., a,) jest zadanym systemem repre-
zentantow. Tak wigc twierdzenie Halla otrzymujemy stosujac indukcje wzgledem
A4+ ... +]|A,]. O

W rozdziale tym poznamy réwniez inne dowody twierdzenia Halla (por.
twierdzenia 5.1 1 8.1).

§ 5. Liczba systeméw reprezentantow i permanent macierzy

Skoro wiemy juz kiedy system reprezentantow istnieje, naturalne staje si¢
pytanie, ile roznych systemow reprezentantéw istnieje dla danego ciagu zbioréw.
Pewnego oszacowania dolnego dostarcza nam nastgpujace twierdzenie:

Twierpzenie 5.1 (M. Hall [2]). Niech dla ciagu <{A,, ..., A,> bedzie spelniony
warunek Halla i niech |4;| 2 k dla 1 <k < n. Wowczas cigg <A,, ..., A, ma co
najmniej k! systemow reprezentantow, gdy k < n, oraz co najmniej k'!/(k—n)!
systemow reprezentantow, gdy k > n.

Dow6d. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n =1 twierdzenie jest w
oczywisty sposob prawdziwe. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnych ciagéw (B, ..., B,>, m<n. Z zalozenia tego wywnioskujemy
prawdziwo$¢ twierdzenia dla ciagu (A4,, ..., 4,).
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Rozwazymy dwa przypadki:
Przypadek 1: ||) 4 >|J|+1 dla kazdego niepustego J < {1, ..., n—1}. Dla
ieJ

kaidego xeA, ciag (A, \{x}, ..., A, \{x}) spelnia wtedy warunek Halla, gdyz
IU x}){ IU A|—1 = |J|. Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje (k—1)!

lub tez (k— 1)'/((k 1)—(n—1))! =(k—1)!/(k—n)! systeméw reprezentantow dla

A\ {x}, ..., A,— 1\ {x}>, w zaleznosci od tego czy k < n (czyli k—1 < n—1), czy
tez k > n. Lecz element xe 4, mozemy wybraé¢ na co najmniej k sposobow, stad
liczba systemow reprezentantow dla (A, ..., A,> wynosi co najmniej k(k—1)!

= k! w pierwszym przypadku i k(k—1)!/(k—n)! = k!/(k—n)! w drugim.

Przypadek 2: |4;; v...u4; | =m dla pewnego ciggu 1<i; <...<i,<n,
gdzie 1 <m < n—1. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zaktadaé, iz {i;, ..., iy)
= {1, ..., m} (przy przenumerowaniu zbioréw 4, liczba systeméw reprezentantow
nie ulega zmianie). Mamy k <m <n, a wigc na mocy zatozenia indukcyjnego
istnieje co najmniej k! systemow reprezentantow dla (A, ..., 4,)>. Wystarczy
teraz wykazac, ze ciag (A,+;\4, ..., A,\A), gdzie A = A4, U...U 4,,, ma system
reprezentantow. Wtedy bowiem mozna rozszerzy¢ dowolny system reprezentantow
dla (4,, ..., A,) do systemu reprezentantow dla {A4,, ..., 4,>. Gdyby warunek
Halla dla {A4,.,\A4, ..., A,\A) nie byl spelniony, na przyklad

(Amsiy \A V.. V(Apsi \ ) <p (I<i<...<ip<n 1<p<n—m),
to mieliby$Smy

|4y L. VAU A V. VA | =

= |A, V.o UAp U(Apsi, \A)u...u(A,,,h.p\Av)] =
=|A1 V...V Ap +(Am+i, \.A)u...u(A,,,Hp\,A)l <m+p,

tzn. warunek Halla dla {A4,, ..., A,> nie bylby spelniony, wbrew zalozeniom
twierdzenia. Z zalozenia indukcyjnego (dla k = 1) wnioskujemy, ze ciag
{Am+1\A, ..., A,\A) ma co najmniej jeden system reprezentantéw. []

Zauwazmy, ze dowod twierdzenia 5.1 stanowi niezalezny dowdd twierdzenia
Halla.

Z liczba systemOw reprezentantOw zwigzany jest problem wyznaczania tzw.
permanentu macierzy. Permanent macierzy A = [a;;] o m wierszach, n kolumnach i
elementach z dowolnego ciala definiujemy jako

per A = Z ay.4(1)92,0(2) - - Om.a(m)>

gdzie sumowanie rozciagnigte jest na wszystkie funkcje réznowartosciowe
o: {1,...,m} = {1, ..., n} (oczywiscie per A =0 gdy m > n). Definicja permanen-
tu przypomina bardzo definicj¢ wyznacznika macierzy kwadratowej. Istotnie, dla
m = n sumujemy po wszystkich permutacjach zbioru |1, ..., m}, i jedyna réznica
polega na tym, 2e w przypadku wyznacznika kazdy ze skladnikow
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@) o(1)F2.6(2) - - Gm.emy MNOZymy przez 1 lub —1 w zaleznosci od tego, czy o jest
permutacja parzysta czy nieparzysta. Wiele wlasnosci wyznacznika przenosi si¢ na
permanent (p. zad. 23-26, 29-31). : .

W rozdziale tym bedziemy interesowali si¢ glownie permanentem macierzy
zero-jedynkowych, a powdd tego jest nastgpujacy. Dowolnemu  ciagowi
(A,, ..., A,> podzbioréw zbioru X = {x,, ..., X,,} mozemy przyporzadkowac jego
macierz incydencji 4 = [a;] o m wierszach 1 n kolumnach, gdzie a; =1, jesli
x;€A;, 1 a; =0, jesli x;¢ A;. Zachodzi nastgpujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 5.2. Liczba systeméw reprezentantéw dla ciqgu {A,, ..., Ap) jest
réwna per AT, gdzie A jest macierzq incydencji ciggu {Ay, ..., Ay (AT oznacza
macierz transponowanq wzgledem A).

Dowdd. Niech 4 = [g;;]. Skiadnik @, d(3).2 - Gom.,» PErManentu macierzy
AT jest réwny jednosci wtedy i tylko wtedy, gdy X, €Ay, ..., Xo(m € Ap, tzn. gdy
Xg1)s +++» Xo(m jESt Systemem reprezentantow dla (A, ..., 4,>. O

Zobaczmy teraz jak wyglada twierdzenie Halla w interpretacji macierzowe;.

TwierpzeNie 5.3 (Frobenius [1]). Niech A bedzie macierzq zero-jedynkowg o m
wierszach i n kolumnach (m < n). Permanent tej macierzy jest rowny zeru wtedy i
tylko wtedy, gdy zawiera ona podmacierz zerowq wymiaru p xr, gdzie p+r = n+1.

Dowo6d. Rozwazmy dowolny zbiér n-elementowy X = |x,, ..., x,} oraz niech

{Ay, ..., An> bedzie ciagiem jego podzbiorow takim, ze x;ed;<a;=1
(1<i<m,1<j<n). Z twierdzenia Halla 1 twierdzenia 5.2 wnioskujemy, ze
per A=0 wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest spelniony warunek Halla dla
(A, ..., Any. Z kolei niespelnienie warunku Halla jest rownowazne istnieniu
pewnego podzbioru k wierszy macierzy A takich, ze wszystkie jedynki w tych
wierszach mozna pokry¢ k—1 kolumnami. Podmacierz wymiaru k x(n—k+1)
okreslona przez te k wierszy i pozostale n—(k — 1) kolumn sklada si¢ oczywiscie z
samych zer, a k+n—(k—1) = n+1. Na odwrot, jesli podmacierz wyznaczona przez
pewne p wierszy i r kolumn (p+r = n+1) sktada si¢ z samych zer, to jedynki w
tych p wierszach mozna pokry¢ n—r =n—(n+1—-p) = p—1 kolumnami. Oznacza
to, ze¢ warunek Halla dla {4,, ..., 4,) nie jest spelniony, a wiec, na mocy
twierdzenia Halla i twierdzenia 5.2, per A = 0. [J

Warto wspomnie¢, Ze powyisze twierdzenie zostalo opublikowane przez
Frobeniusa w roku 1912, a wigc znacznie wczesniej niz praca P. Halla (1935). Jest
ono oczywiscie prawdziwe dla dowolnych macierzy o elementach rzeczywistych
nieujemnych.

Jeszcze prosciej mozna udowodni¢ twierdzenie Frobeniusa korzystajac 2
twierdzenia wegierskiego. Wystarczy w tym celu zauwazyé, ze per A = 0 wtedy !
tylko wtedy, gdy w A nie ma zbioru rozproszonego jedynek o licznosci m, oraz
jesli jedynki w A mozna pokry¢ p wierszami i ¢ kolumnami, to pozostale wiersze
kolumny wyznaczaja podmacierz wymiaru (m— p) x(n—gq) zlozong z samych zer
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Zauwazmy, ze dodanie do kolumny (wiersza) kombinacji liniowej pozostatych
kolumn (wierszy) zmienia na ogé! wartosé permanentu (w przeciwienstwie do
wyznacznika macierzy kwadratowej). Powoduje to, iz obliczanie permanentu jest
na ogoél trudniejsze niz obliczanie wyznacznika. Jedna z mozliwych metod jest

korzystanie z odpowiednika rozwini¢cia Laplace’a (p. zad. 26). Inna mozliwo$é
daje nastgpujace twierdzenie:

TwierDzZENIE 54. Niech A bedzie macierzq zero-jedynkowq o m wierszach i n
kolumnach (m < n). Oznaczmy

S,(A) =Y S(4;, ),

gdzie sumowanie rozcigga sie na wsz ystkie ciggi 1 < i, <...<i, < n, A, |-, OZnacza

macierz powstalq z A przez zastqpienie zerami elementow kolumn o numerach
T vl 3 (Ai,...,) zas$ oznacza iloczyn sum wierszy macierzy A; ;. Wowczas

per A = Sn_,.(A)—("‘"]'”)S,-M,(A)+("";'”)S,-mu>— s

H=1r (M )s, ()
m-—1

Dowéd. Niech A4 =[a;] i niech X bedzie zbiorem wszystkich ciagéw
Uiy -+ Jmp takich, ze 1 <j, <n, ..., 1 <, < n oraz ayjy =...=dapy; = 1. Niech
P; bedzie zbiorem tych ciagdw z X, ktore nie zawieraja i (1 <i<n). Latwo
zauwazyc, ze liczno$¢ zbioru P, NN Py, tzn. liczba tych ciagdéw z X, ktére nie
zawierajq i), ..., i, (i by¢ moze pewnych innych liczb) jest réwna S(A,-l_"_‘,-').
Istotnie,

m n
I—l Z a;; = Z al'jl...a,,,‘jm.
i=1j=1 1 <jy SMnl SjpySn

Zauwazmy, ze per A jest rowny liczbie tych ciagow ¢, ..., Jm>€ X, w ktérych
wystgpuje doktadnie m liczb, tzn. ktére nie zawieraja dokladnie n—m liczb. Na
mocy zasady wiaczania-wylaczania (rozdz. 1, wniosek 7.2) mamy zatem

n—m+|
per A = Z S(All---in—m)—( 1+ ) 1siy <., Z S(A‘I-"iu—ul+ 1)+

1“1 <...<I',|_.'SR '<in—m+l<'

+o (=1t (""') Y S(Aiy..iy_ )

m=1/ 1<iy <. <ip_y<n

o jest jedynie innym zapisem réownosci, ktéra mieliémy udowodnié. [
Szczegblnie prosty wzor otrzymujemy w przypadku macierzy kwadratowych:

Wniosex 5.5. Jesli A jest macierzq zero-jedynkowq wymiaru nxn, to
per A =S(A)—S,(A)+S3(A)— ... +(=1)""'S,_,(4). O
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Na zakornczenie tego paragrafu warto odnotowaé nastgpujacy fakt, z ktérego
niejednokrotnie juz korzystalismy w tym rozdziale. Otéz wiele dotychczas
podanych twierdzen moze byé¢ sformutowanych réwnowaznie dla kazdego z
czterech ponizej wymienionych obiektow:

(1) Ciag <A,, ..., 4,> podzbioréw zbioru {x;, ..., Xpmj-

(2) Macierz zero-jedynkowa [a;;] wymiaru m xn (a; = l<x,€eA)).

(3) Graf dwudzielny o zbiorze wierzchotkéw {Xy, ..., Xm} U {J1, -5 Vn)
({x;, y;} jest krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy x;€4)).

(4) Zbior czeéciowo uporzadkowany (P, <), gdzie P = o pa—. Y (T
U Y1y oees Vab (x <y wtedy i1 tylko wtedy, gdy x =Xx;, y=y; 1 x;€4)).

Majac dane twierdzenie w jednym sformulowaniu mozna otrzymac zupeinie
mechanicznie nowe twierdzenie przechodzac do innego sformulowania. Szczeg6lnie
cieckawe moze byé przejécie z (3) (lub (2)) — gdzie rola zbioréw {Xy, ..., XpJ 1

(V15 ..., Va) jest symetryczna — do (1). Otrzymujemy wtedy z jednego twierdzenia
dotyczacego graféw dwudzielnych dwa formalnie rozne twierdzenia o systemach
reprezentantow.

§ 6. Macierze bistochastyczne

Podamy najpierw kilka definicji pomocniczych. Macierz zero-jedynkowa [a;;]
wymiaru n x n nazywamy macierzq permutacyjng, jesli kazda linia (tzn. wiersz lub
kolumna) tej macierzy zawiera dokladnie jedna jedynke, innymi stowy, jesh dla
pewnej permutacji © zbioru {1, ..., nj mamy a;,; =1 oraz q; =0 dla j # n(i)
(1 <i,j<n). Macierze permutacyjne sa szczegélnym przypadkiem macierzy
bistochastycznych, tzn. macierzy o elementach rzeczywistych nieujemnych, o sumie
elementow w kazdej linii rownej jednosci. Oczywiscie kazda macierz bistocha-
styczna jest kwadratowa (wystarczy policzy¢ sume elementéw w calej macierzy na
dwa sposoby: ,wierszami” i ,kolumnami”). Latwo sprawdzi¢, ze kazda wypukta
kombinacja u; A;+ ... + Ay (U + ...+ =1, py, ..., i = 0) macierzy permu-
tacyjnych A,, ..., A, jest macierza bistochastyczng. Gléwnym wynikiem tego
paragrafu bedzie fakt, ze zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne:

Twierpzenie 6.1 (Birkhoff [17]). Kazda macierz bistochastyczna jest kombinacjq
wypuklq macierzy permutacyjnych.

Dowd6d. Niech A =[g;] bedzie macierza bistochastyczng wymiaru nxn.
Wykazemy najpierw, Z€ dy n), ---, Aunm > 0 dla pewnej permutacji n. Wystarczy
w tym celu udowodni¢, ze per A # 0. Przypus¢my, ze per A =0. Na mocy
twierdzenia Frobeniusa istnieje wtedy podzbior p wierszy oraz podzbiér r kolumn
(p+r =n+1) o tej wlasnosci, ze wszystkie elementy podmacierzy wymiaru p xr
wyznaczonej przez te wiersze i kolumny s3 rowne zeru. Wobec p+r > n mamy
n—r < p. Dochodzimy do sprzeczno$ci: z jednej strony suma elementéw w
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naszych p wierszach jest réwna p, z drugiej zas strony (liczac ,,kolumnami”) jest nie
wigksza niz n—r < p.

Tak wiec a; n), ..., Gppm >0 dla pewnej permutacji n. Niech ¢ bedzie naj-
mniejsza z liczb a, ., .... G, ., oraz niech P = [pi;;] bedzie macierza permu-
tacyjna odpowiadajaca permutacji 7 (tzn. pij = 1<>j=m(i)). Suma elementéow
kazdej linii macierzy A —¢P jest rowna | —¢, zatem macierz B = (1—¢g)"'(A—¢cP)
jest bistochastyczna. Otrzymujemy stad réwnosé

A=¢P+(1—¢)B,

gdzie B jest macierza bistochastyczng, w ktorej liczba niezerowych elementow jest
co najmniej o jeden mniejsza niz w A, w B mamy bowiem zero w pozycji, w ktorej
w A wystgpowal element g, ., =é Twierdzenie nasze wynika przez indukcje
wzgledem liczby niezerowych elementow w A: Zalozmy, ze w 4 mamy m
niezerowych elementow, i ze dla dowolnych macierzy B o mniej niz m niezerowych
elementach twierdzenie jest prawdziwe. Mamy wtedy

A=¢P+(1—¢)B=eP+(1—¢)(u, P+ ...+, P) =
=eP+(1—¢e)u, Py + ... +(1 —&) y, Py,

gdzie ) & P; jest rozkladem macierzy B na kombinacje wypukia macierzy

permutacyjnych, ktoéry istnieje na mocy zalozenia indukcyjnego. [

Na twierdzenie Birkhoffa mozna spojrze¢ nieco inaczej. Zbiér 7, wszystkich
macierzy bistochastycznych wymiaru nxn mozemy traktowaé¢ jako podzbiodr
n*-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Mozna latwo sprawdzié, ze zbior 7, jest
domknigtym, ograniczonym, wypuklym podzbiorem tej przestrzeni, zas punkty
ekstremalne tego zbioru to dokfadnie macierze permutacyjne (punkt x zbioru
wypuklego W jest ekstremalny, jesli nie jest postaci ay+(1—a)z, gdzie 0 < x < 1,
y,ze W, y#z). W tych terminach twierdzenie Birkhoffa jest szczegdlnym
przypadkiem ogoélniejszego twierdzenia, ktore orzeka, iz dowolny domkniety,
ograniczony, wypukly podzbior przestrzeni euklidesowej jest otoczka wypukla
swoich punktow ekstremalnych (otoczka wypukla dowolnego zbioru A jest to
najmniejszy zbior wypukly B = A; mozna latwo wykazac, ze pokrywa si¢ ona ze
zbiorem wszystkich kombinacji wypuktych elementow zbioru A).

Stosujac doktadnie taka sama metod¢ jak w dowodzie twierdzenia 6.1 mozemy
udowodnié¢ nastgpujacy fakt:

TwierDZENIE 6.2. Niech A bedzie macierzq zero-jedynkowq o sumie elementéw
w kazdej linii réownej k. Wowczas A = P+ ... + Py, gdzie Py, ..., P, sq macierzami
permutacyjnymi.

W § 7 udowodnimy pewne uogélnienie tego twierdzenia (p. lemat 7.3).
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§7. Zastosowania do kwadratéw lacinskich

Prostokqtem lacinskim typu {r,s, n) nazywamy macierz wymiaru rxs o
elementach ze zbioru {1, ..., n), ktorej zadna linia nie zawiera dwdch takich
samych eclementow. Prostokat lacinski typu <n, n, n) nazywamy kwadratem
lacinskim rzedu n. Oczywiscie kazda linia kwadratu lacinskiego rzedu n zawiera
liczby 1,...,n w pewnej kolejnosci. Korzystajac z twierdzenia Halla o liczbie
systemOw reprezentantow podamy teraz pewne oszacowanie dolne na liczbe
kwadratow lacinskich rzedu n. Bedziemy moéwili, ze prostokat tacinski R* typu
{r*, s*, m*) jest rozszerzeniem prostokata lacinskiego R typu {r, s, m), jesli R jest
podmacierza wyznaczona przez r pierwszych wierszy i s pierwszych kolumn
macierzy R*.

TwierpzeNie 7.1 (M. Hall). Niech 0 < r < n. Dowolny prostokaqt lacinski R tvpu
{r,n,n) moina rozszerzy¢ na co najmniej (n—r)! sposobéw do prostokgta
lacinskiego R* typu {r+1, n, n).

Dowod. Rozwazmy ciag {A,, ..., 4,>, gdzie A, jest zbiorem tych liczb
sposrod 1, ..., n, ktore nie wystgpuja w i-tej kolumnie macierzy R. Mamy
oczywiscie |A;| = ... =|A,| = n—r. Kazda z liczb i€ |1, ..., n] wystepuje w R do-
kiadnie r razy (raz w kazdym wierszu). W jednej kolumnie moze byé co najwyzej
jedno takie wystapienie, zatem i wystgpuje dokladnie w n—r sposrod zbiorow
Ay, ..., A,. Niech 1 <k<n i niech 1<i; <...<i,<n. Zalézmy, ze suma
A v...uA; zawiera p elementow, powiedzmy A V. VA = Xy, .00y Xl
Obliczmy na dwa sposoby liczbe wystapien elementow x,, ..., x, w zbiorach
Ajs ooy Ay tzn liczbe par {x;, A; ) takich, ze x;€A; , 1<j<p, l<sm<k.
Z jednej strony liczba ta jest rowna k(n—r) (kazdy bowiem ze zbiorow Agys -oo0 Ajg
zawiera n—r elementow), z drugiej za$ strony liczba ta jest nie wigksza niz p(n—r)
(gdyz kazdy sposrod elementéw x, ..., x, wystgpuje w n—r sposrod zbioréw
Ay, ..., A, a wigc W nie wigcej niz n—r sposrod zbiorow Aiyy ...y A;). Mamy stad
k(n—r) < p(n—r), czyli k < p. Oznacza to, ze dla ciagu (A, ..., A,) spelniony
jest warunek Halla. Na mocy twierdzenia 5.1 istnieje dla niego co najmniej (n—r)!
systemOw reprezentantow. Nasze twierdzenie wynika teraz z faktu, iz jesli
dolaczymy do R dowolny taki system reprezentantow jako nowy wiersz, to
otrzymamy prostokat lacinski typu {r+1, n, n). [J

Otrzymujemy stad nast¢pujacy
Wniosek 7.2. Istnieje co najmniej
n!(n—=1)!...(n—r+1)!
prostokqtow lacinskich typu {r, n, n), w szczegdlnosci co najmniej
n!(n—1)!...1!

kwadratéw lacinskich rzedu n.



§ 7. Zastosowania do kwadratéw lacinskich . 201

Dowdd. Twierdzenie wynika przez indukcje wzgledem r z twierdzenia 7.1
oraz z oczywistego faktu, ze istnieje dokladnie n! prostokatéow tacinskich typu
(I, n, n). Istotnie, majac n!(n—1)!...(n—(r—1)+1)! prostokatéw lacinskich
typu <{r—1,n,n) mozemy kazdy z nich rozszerzyé na (n—(r—1))! sposo-
bow otrzymujac w sumie n!(n—1)!...(n—r+1)! prostokatow lacinskich typu
&r; a,my. O

Oszacowanie podane we wniosku 7.2 jest bardzo niedokladne. Jesli przez I,
oznaczymy liczb¢ znormalizowanych kwadratéw lacinskich rzedu n, tzn. kwa-
dratow, w ktorych elementy zar6wno pierwszego wiersza jak i pierwszej kolumny
wystgpuja W naturalnym porzadku 1, 2,.... n, to z wniosku 7.2 wynika, ze [, >
2(n—2)!(n—3)!...1! (iloczyn ten interpretujemy jako 1 dla n < 2). Istotnie, tatwo
zauwazy¢, ze  kazdemu  kwadratowi znormalizowanemu odpowiada
n!(n—1)! kwadratéw powstalych przez dokonanie najpierw dowolnej permutacji

kolumn, a nastgpnie dowolnej permutacji wierszy o numerach 2, 3, ..., n. Oto
porownanie kilku znanych wartosci [, z b, =(n—2)!...1!:

Rzad kwadratu I b liczba klas
lacinskiego G " izotopii
1 1 1 1
2 1 1 1
3 1 1 1
4 < 2 2
5 56 12 2
6 9 408 288 22
7 16 942 080 34 560 563
8 535 281 401 856 1 393 459 200 1 676 257
9 377 597 570 964 258 816 505 658 474 496 000 ?

Przy okazji w tablicy podano liczbg ,jistotnie roznych” kwadratow lacifiskich.
Dokladniej, bedziemy mowili, ze kwadraty L, = [q;;], L, = [b;;] sa izotopijne, sedli
L, powstaje z L, przez dokonanie pewnej permutacji wierszy, pewnej permutacji

.kolumn i pewnej permutacji symboli wystgpujacych w L, (symboli, a nie ich
wystapien!), tzn. jesli 9(a;j) = byuyuy» dla pewnych permutacji ¢, ¢, 9 zbioru
1, ...., n} (n jest rzedem L, i L,). Latwo sprawdzic, ze relacja izotopii jest relacja
rownowaznoséci. W tablicy podano liczbg klas tej relacji, na jaka rozpada sie zbi6r
wszystkich kwadratéw lacinfiskich rzedu n. .

Dotychczas zajmowali$my si¢ rozszerzaniem prostokata lacifiskiego typu
¢r, s, ny do kwadratu lacinskiego rzedu n Je:dyme w przypadku s =n. W ogélnym
przypadku rozszerzenie takie nie zawsze jest mozliwe. Na przykiad prostokat

tacinski typu <2, 2, 3)
] .2
21
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nie daje si¢ rozszerzy¢ do kwadratu lacinskiego rzedu 3. Do dowodu twierdzenia
dajacego peina charakteryzacje ,rozszerzalnych” prostokatdw lacinskich potrzebny
nam bedzie pewien lemat bedacy uogdlnieniem twierdzenia 6.2. Przez uogdlniong
macierz permutacyjng bedziemy rozumieli dowolna macierz zero-jedynkowsa
wymiaru m xn, w ktorej suma elementéw kazdego wiersza rowna jest 1, a suma
elementéw dowolnej kolumny jest nie wieksza niz 1 (oczywiscie musi byé m < n).

LeMAT 7.3. Niech A bedzie macierzq zero-jedynkowg wymiaru m x n, gdzie m < n,

0 sumie elementéw kazdego wiersza rownej k i sumie elementéw i-tej kolumny rownej
s;, gdzie

k—(n—m)<s; <k (1<i<n).

Wowczas A = P+ ... +P,, gdzie Py, ..., P, sq uogélnionymi macierzami permu-
tacyjnymi.

Dowo6d. Wykazemy najpierw, ze jesli m < n, to macierz nasza mozna
rozszerzy¢ przez dodanie n—m wierszy tak, by otrzymana macierz 4 wymiaru
nxn miala dokladnie k jedynek w kazdej linii. Niech p bedzie liczba kolumn
macierzy A zawierajacych k—(n—m) jedynek, g za$ liczba kolumn zawierajacych
mniej niz k jedynek (zakladamy m < n). Szacujac liczbe jedynek w macierzy A
otrzymujemy:

mk < p(k—n+m)+(n—p)k, mk < pk—pn+ pm+ nk— pk,

(h—m)p<(n—m)k, p<k

oraz
mk=(n—q)k+qk—n+m), mk=>= nk — gk + gk — gn+gm,
(n—m)g = (n—mk, q=k.

Tak wigc p < k < g, i do macierzy 4 mozemy doda¢ (m+ 1)-szy wiersz zawierajacy
k jedynek taki, ze jedynki wystepuja tylko w kolumnach dla ktorych s; < k, przy
czym we wszystkich kolumnach, dla ktérych s; = k—(n—m). Otrzymujemy w ten
sposOb macierz 4 wymiaru (m+1) x n, w ktérej suma s* elementéw i-tej kolumny
spetnia nieréwno$¢ k—(n—(m+1)) < s¥ <k dla 1 <i<n. Powtarzajac te kons-
trukcj¢ otrzymujemy ostatecznie macierz A wymiaru nxn, w ktorej suma 3
element6w i-tej kolumny speinia nierownos¢ k—(n—n) <5 <k, tzn. kazda linia
macierzy A zawiera k jedynek. Na mocy twierdzenia 52 A = P, + ... + B,, gdzie
P,, ..., P, sa macierzami permutacyjnymi. Zadany rozklad 4 = P, +... +P, na
sume uogélnionych macierzy permutacyjnych otrzymujemy przyjmujac jako P
podmacierz zlozona z pierwszych m wierszy macierzy P, (1 <i<k). O

A oto zapowiedziana charakteryzacja rozszerzalnych prostokatéw tacifiskich:

TwiernzeNie 7.4 (Ryser [1]). Niech R bedzie prostokqtem lacinskim typu
{8, n) i niech N(i) oznacza liczbe wystqpier elementu i w tym prostokgcie
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(1 <i<n). Prostokqt R moze byé rozszerzony do kwadratu lacinskiego rzedu n
wtedy i tylko wtedy, gdy

N@=2r+s—n
dla 1<i<n,

Dowo6d. Konieczno$¢ “warunku jest prosta. Jesli prostokat R daje sig
rozszerzy¢ do pewnego kwadratu L rzedu nm, to pierwszych r wierszy tego
kwadratu zawiera doktadnie r wystapien liczby i. Lecz i nie moze wystgpowacé
wigce) niz n—s razy w n—s nowych kolumnach dodanych do R. Tak wiec i musi
wystgpowa¢ w R co najmniej r—(n—s) = r+s—n razy.

Dla dowodu dostatecznosci zatézmy, ze N(i) = r+s—ndla 1 <i < n. Niech 4;
bedzie zbiorem tych liczb sposrdd 1, ..., n, ktore nie wystepuja w i-tym wierszu
prostokata R (1 <i<r). Utworzmy macierz zero-jedynkowa A = [a;;] wymiaru
rxn, gdzie q; =1<jeA;. Suma kazdego wiersza macierzy A jest rbwna n—s
(gdyz |4l =n—s dla 1 <i<r), suma za$ j-tej kolumny rowna jest r— N(j) dla
1 <j < n. Wobec nierownosci N (j) = r+s—n mamy

r—N(j) < n-s.
Z drugiej strony, wobec N (j) < s, otrzymujemy
(n—s)—(n—r) =r—s <r—NJ()).

Tak wigc (n—s)—(n—r)<r—N()<n-—s, 1 na mocy lematu 73 A=P + ...
+P,_,, gdzie Py, ..., P,_; sa uogélnionymi macierzami permutacyjnymi. Kazda z
tych macierzy okre$la nowa kolumng, ktéra dodajemy do prostokata R, w
nastepujacy sposob: Jesli w macierzy P, =[p;] (1 Sk <n—s) mamy p;; =...
=p,i, =1, to k-ta sposrod nowych kolumn zawiera liczby iy, ..., i, (i; w j-tym
wierszu, 1 <j <r). ‘

Otrzymany w ten sposéb prostokat facinski typu <{r, n, n) mozna — na mocy
twierdzenia 7.1 — rozszerzy¢ do kwadratu lacinskiego rzedu n. [

Do zagadniefi zwiqzanych z kwadratami lacinskimi powr6cimy jeszcze w
rozdziale 7 (§ 9). Czytelnikowi pragnacemu glebiej pozna¢ ten dzial kombinatoryki
polecamy obszerna monografi¢ Dénesa i Keedwella {1].

§ 8. Selektory, selektory czeSciowe i twierdzenie
Edmondsa-Fulkersona

$cisle zwiazane z pojeciem systemu reprezentantow jest pojecie selektora. Jesli

{Xy, ..vy Xnp jeSt systemem reprezentantow dla ciagu {4, ...,.A,,>, to m(?wimy,. ze
zbidr {x,, ..., X, jest selektorem ciagu (A, ..., A,>. Innymi stowy, zbior § jest
selektorem ciagu <A, ..., 4,>, je$li dla pewnego wzajemnie jednoznacznego
 odwzorowania @: S — {1, ..., n} mamy x€A,y dla kazdego xeS. Oczywiscie,
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zbi6r S jest selektorem dla {A4,, ..., 4,) wtedy i tylko wtedy, gdy jest selektorem
ciagu Ay ..., Agm dla kazdej permutacji . Mozemy wigc mowi¢ o selektorze
rodziny (A4,,..., A,): zbidor S jest selektorem rodziny (A, ..., A,), Jesli jest
selektorem ciggu {A4,, ..., 4,). Ciag zbiorow ma system reprezentantéw wtedy |
tylko wtedy, gdy ma selektor, warunek Halla jest wigc warunkiem koniecznym i
dostatecznym istnienia selektora. Jednakze liczba selektorow jest na ogoél znacznie
mniejsza od liczby systemoéw reprezentantéw. Na przyktad ciag {4, ..., 4,),
gdzie A, =...=A,= {1, ..., n] ma n! system6é6w reprezentantow, lecz tylko jeden
selektor.

W przypadku, gdy nie istnieje selektor, naturalne staje si¢ pytanie ,jak duzo
brakuje do jego istnienia”. W tym kontekscie pozyteczne jest pojecie selektora
czeSciowego. Bedziemy mowili, ze zbior S jest selekrorem czesciowym ciggu
(A, ..., A,) (rodziny (A,, ..., 4,)), jesli S jest selektorem pewnego podciagu ciagu
{A,, ..., A, (pewnej podrodziny rodziny (4,, ..., 4,)), tzn. jesli istnieje funkcja
roznowartosciowa ¢: S — {1, ..., n] taka, ze xeA,,, dla kazdego xeS. Oczy-
wiscie, dowolny podzbior selektora czgsciowego jest roOwniez selektorem czgscio-
wym (zbiér pusty uwazamy réwniez za selektor czegsciowy). Liczbe n—|S]
nazywamy defektem selektora czesciowego S. Okazuje sig, ze nieformalna
odpowiedz na nasze nieformalne pytanie jest nastgpujgca: ,do istnienia selektora
brakuje dokladnie tyle, ile brakuje do spelnienia warunku Halla”. Doktadniej
wyraza to nastgpujace twierdzenie.

Twierpzenie 8.1 (Hall i Ore, por. Ore [1]). Cigg {A,, ..., A,> ma selektor
czesciowy o defekcie d wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego J < {1, ..., n}

(8.1) U 4;| = J|—d.
jeJ

Dowdd. Utwoérzmy zbior czesciowo uporzadkowany (X, <) o m+n
n

elementach X, ..., Xp, Vi, --+s Va» 8dZi€ (X, ..., Xu} = U A, przyjmujac, ze z <t
i=1

wtedy i tylko wtedy, gdy z=x, t=y; xe€Ad; dla pewnych i Jj
(1<i<m,1<j<n). Niech

{xl'l’ vy xik’ yj‘1 veey yjh}
bedzie antylaricuchem o maksymalnej licznosci. Mamy wtedy
(82) ' All

Jesli warunek (8.1) jest speiniony, to z (8.1) i (8.2) otrzymujemy h—d <
SIA“u...uA,.I < m—k, a stad

(8.3) k+h<m+d.

U...UAJ'. c {xh sy xm}\{xll’ ey xi.}'

Skoro s = k+h jest maksymalng licznoécia antylanicucha w (X, < ), mozemy
- na mocy twierdzenia Dilwortha — roziozy¢ X na sumg s lanicuchéw parami
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rozlacznych. Zauwazmy, ze kazdy taficuch w (X, <) zawiera co najwyzej dwa
elementy. Nasz rozklad ma wiec postaé ‘ ¢

(8.4) X=X WuV...u iy Vi) Uiz} ULV (241"
gdzie p+g =s. Suma naszych s lancuchow zawiera m+n elementow zbioru X,
stad 2p+g =m+n, czyli p=m+n—(p+4q) = m+n—s. Wobec (8.3) p=2m+n—
—(m+d)=n—d. Lecz x, €A, ..., x;, €A, , co oznacza, ze zbiOr |Xy,, ..:» Xk,
jest selektorem czesciowym o defekciepn—;'; <d.

Na odwrot, jeshi S = [x; , ..., x;, _ | jest selektorem czgsciowym O defekcie d,
to suma k spoérod zbiorow A, ..., A, zawiera co najmniej k—d elementow tego
selektora. Warunek (8.1) jest wigc konieczny. [

Twierdzenie Halla-Ore mozna rowniez latwo udowodni¢ przez sprowadzenie
do twierdzenia Halla. Przytoczyliémy tu jednak inny dowod, aby pokazac jeszcze
jeden niezalezny dowdd twierdzenia Halla. Zauwazmy, ze w dowodzie tym,
podobnie jak i w dowodzie twierdzenia wegierskiego (tw. 1.6) korzystaliSmy z
twierdzenia Dilwortha jedynie dla zbioréw czesciowo uporzadkowanych o bardzo
prostej strukturze. Dlatego tez twierdzenic Dilwortha wydaje si¢ by¢ najbardzie;
glebokim sposrod twierdzen minimaksowych tego rozdzialu (twierdzeniu Halla—
Ore mozna réwniez nada¢ posta¢ minimaksowa: Minimalny defekt selektora jest
rowny maksymalnej wartosci wyrazenia 71— \E)J Aj| dla J < [1,..., n}).

je

Na zakonczenie tego paragrafu udowodnimy jeszcze jedno wazne twierdzenie
dotyczace selektorow czgsciowych pochodzace od Edmondsa i Fulkersona.

Twierpzente 8.2 (Edmonds i Fulkerson [1]). Niech S, i S, bedq dwoma
selektorami czesciowymi ciggu {Ay, ..., A i niech |S,| =|S,|+ 1. Wowczas istnieje
element yeS,\S, taki, ze S; U |y} jest selektorem czesciowym ciagu Ay, ..., Ay).

Dowéd (Mirsky i Perfect [1]). Mozemy zaklada¢, ze S, = [x,, ..., x,},
S2=1{Y1s.eur Vps1}» 8AZIE X; =Y dla 1<i<r=|5nS§,. Jesh r=p (tzn.
S, €8,), to twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe. Niech wigc r < p, i zalézmy, ze
(Xy, ..., X,) jest systemem reprezentantow dla {Aijs.oos A >, Za8 Yy, ooy YpurD
jest systemem reprezentantow dla {A4;, ..., 4; > (wskazniki iy, ..., i, sa parami
rozne, podobnie jak j;, ..., jp+1). Rozpatrzmy nastgpujaca konstrukcje, ktora albo
znajduje element y, o ktérym mowa W tezie twierdzenia, albo zastgpuje ciag
{4, ..., A; > pewnym nowym ciagiem, dla ktorego {xy, ..., x,> jest réwnie?
systemem ré’prezentantéw (p. rys. 21). :

Konstrukcja. Nie moze by¢ Uy, cssdper) S flis oo by & 2AtEM Jy@liy, ooni i)
dla pewnego h < p+1. Jesli wskaznik h moze by¢ tak wybrany, by r+1<h<
< p+1, to (x,, ..., Xp, yu» Jest systemem reprezentantéw dla {4, , ..., A,p, A
a wigc S,uly,} jest zadanym selektorem czeSciowym ciggu {A4,, ..., 4,>
W przeciwnym przypadku, tzn. gdy 1 <h<r, mamy x, =y, i ciag {xq, ..., X\
jest systemem reprezentantéw dla CApys voon Aiy_ s A Ay 15 -0 A,') (konis
konstrukcji).
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Rys. 21. Do dowodu twierdzenia Edmondsa-Fulkersona

Przyjrzyjmy si¢ blizej temu ostatniemu ciagowi, a szczegolnie jego pierwszym r
pozycjom. Jesli ciagi <iy, ..., i,>, {j,, ..., j,» pokrywaly si¢ na ¢ pozycjach (g < r),
to ciagi iy, ..y dh=1y Jhs he1s ooos ips $ys o-vn j,p pokrywaja sie na g+1 pozy-
cjach, jako ze j, # i,. Powtarzajac nasza konstrukcje albo znajdujemy zadany
selektor czgsciowy S, Uy}, albo tez sprowadzamy zagadnienie do sytuacji,

w ktorej iy, ...,i)> =y, ...,J,>. Lecz w tym ostatnim przypadku istnieje
pewne he(r+1,..., p+1} takie, ze Jn€ iy, ..., 1,/, nie moze bowiem byé
f: . ' - (e )
Urdts coosdpa1f S tpsrs veny lpje

Wykonanie naszej konstrukcji jeszcze raz powoduje znalezienie zadanego
selektora czesciowego S, U [y] (v = y,). [

Dowdd twierdzenia Edmondsa-Fulkersona dobrze ilustruje problemy, ktore
wystepuja przy znajdowaniu systemu reprezentantow. Zalozmy, ze dla ciggu
(A, ..., A,) istnieje system reprezentantdw, i ze znalezlismy juz system
reprezentantow {x,, ..., x,> (k < n) dla (Ay, ..., A). Chociaz selektor czesciowy
(X1, ..., X,y mozna wtedy rozszerzy¢ — na mocy twierdzenia Edmondsa-
Fulkersona — do pewnego wigkszego selektora czgsciowego, to jednak systemu
(X1, ..., X nie mozna na ogol rozszerzy¢ do zadnego systemu reprezentantow
Xy ooy X X) dla {4y, ..., A, A,), p >k (moze bowiem zachodzié przypadek
Agers s A € (X1, ..o, %)), Przyjrzyjmy sie jednak blizej naszej konstrukcji.
Zbior [x, ..., xj jest selektorem czesciowym dla ciagu (A, ..., Ay, Axs1)-
Skoro ten ostatni ciag ma selektor, wiec na mocy twierdzenia Edmondsa-
Fulkersona ma on tez selektor postaci [x,, ..., x,, Xes1). Otrzymujemy stad

nastepujacy
Wniosek 8.3. Zaloimy, ze dla ciagu {A,, ..., A,) istnieje system reprezentantow,
oraz niech {x,, ..., x,) bedzie pewnym systemem reprezentantéw dla {Ay, ..-» Ax>»
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k < n. Weedy istnieje element x, ., oraz permutacja o zbioru {1, ..., k+1} taka, Ze
{Xg1)s +++» Xok+1)) Jj€St systemem reprezentantow dla {A,, ..., Ax+1y. O

Innym waznym wnioskiem z twierdzenia Edmondsa—Fulkersona jest naste-
pujace

TwierDzZENIE 8.4. Niech (A, ..., A,> bedzie ciqgiem podzbiorow zbioru X.
Wowczas wszystkie maksymalne selektory czesciowe tego ciqgu majg te samg
liczno$é. Ogdlniej, dla dowolnego zbioru Y = X wszystkie selektory czesciowe
maksymalne w zbiorze selektoréw cze$ciowych zawartych w 'Y majq te samq liczno$é.

Dowéd. Gdyby dla dwoch maksymalnych selektorow czesciowych S, S, bylo
ISy <|S,|, to na mocy twierdzenia Edmondsa-Fulkersona mozna by rozszerzy¢ S,
do pewnego selektora czesciowego S, U [x], x€8,\S,, co przeczy maksymalnosci
S, . Druga cze¢s¢ twierdzenia wynika z faktu, iz zbior selektorow czesciowych ciagu
(Ay, ..., A,> zawartych w Y pokrywa si¢ ze zbiorem wszystkich selektoréw
czesciowych ciggu (4, nY, ..., A,nY)>. O

§ 9. Wspolne selektory dwoch rodzin zbiorow

Zajmiemy si¢ obecnie nastgpujacym problemem: kiedy dla dwoch rodzin

zbiordw (A, ..., A,) 1 (B,, ..., B,) istnieje zbior S begdacy selektorem zaréwno
jednej jak i drugiej rodziny? Zbiér taki bedziemy nazywali selektorem wspélnym
rodzin (A4,,..., A,) i (By,..., B,). Zaczniemy od szczegblnego przypadku, w

ktérym zbiory jednej z rodzin sa parami roziaczne. Warunek istnienia wspolnego
selektora jest wtedy wyjatkowo prosty, sytuacja taka zas wystgpuje czgsto w
zastosowaniach; we wszystkich przyktadach zastosowan w nastgpnym paragrafie
obie rodziny sa podzialami pewnego zbioru. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy
zakladaé, ze A, u...uA4,=B;uU...uB,, gdyz w przeciwnym przypadku moze-
my rozpatrywaé rodziny (4;nY, ..., A,nY), (BynY,...,B,NnY), gdzie Y =
=(4,v...v4)n(Byv...uB. .

TwierpzeNie 9.1. Niech
X=A,UV...0A4,=B,U...UB,.

Nastepujgce warunki sq wtedy rownowazne:

(@) Rodziny (A, ..., Ay 1 (By, -, B,) majq wspolny selektor.

(b) Suma dowolnych k zbioréw sposréd Ay, ..., A, zawiera co najwyzej k zbioréw
sposréd By, ..., B, (1 <k <n). . o

(c) Suma dowolnych k zbiorow sposréd By, ..., B, ma niepuste przecigcie z co
najmniej k zbiorami sposréd Ay, ..., Ay (1 <k <n), ‘ .

(d) Suma dowolnych k sposréd zbioréw By, ..., B, ma niepuste przecigcie z co
najwyzej k zbiorami sposréd Ay, ..., Ay (1 <k <n).
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Dowéd. (a)=(b). Zalézmy, ze rodziny (Ay,..., A 1 (By,..., B,) maja
wspdlny selektor. Suma k zbioréw spoéréd A, ..., 4, zawiera dokladnie k ele-
mentéw tego selektora. Z drugiej strony, suma [ > k zbiorow sposrod By, ..., B,
zawiera w sumie co najmniej / elementéw selektora. Tak wigc suma k zbiorow -
sposréd A,, ..., A, moze zawiera¢ co najwyzej k zbioréw sposrod By, ..., B,.

(b) = (c). Udowodnimy, ze z zaprzeczenia (c) wynika zaprzeczenie (b). Zatézmy
zatem, ze B; U...UB; ma niepuste przecigcie ze zbiorami 4; , ..., Aj, <k
(i tylko z nimi). Wowczas Aj u...uAJ-p 2 B;, U...V B, co przeczy (b).

(c)=(a) Zauwazmy, ze (c) jest dokladme warunkiem Halla dla rodziny
(Cy, ..., C,) podzbiorow zbioru. |1, ..., n}, gdzie

Ci={:1<j<nABnA;#0}, 1<i<n.

Na mocy twierdzenia Halla z (c) wynika istnienie selektora dla (C,, ..., C,), tzn.
takiej permutacji ¢ zbioru (1, ..., n}, ze
(9.1) Bindyy # 9, ...y BindAgu# 0.
Wybierzmy z powyzszych zbiorow po jednym elemencie:

X1€ByNAyyy, ooy Xy€EB, N Ay
Wobec rozlacznosci zbiorow A,, ..., A, elementy x,,..., x, sa parami rozn
Zbior |xy, ..., X, jest wiec wspOlnym selektorem dla rodzin (A4,, ..., A4,)

(By; iy B
(c)<>(d). Istotnie, (d) jest niczym innym jak warunkiem Halla dla rodz
(CF, -..; €F); pdzie

Cr=l1<j<nAAnB;#0Q}, 1<i<n.

Tak wiec (d) jest rownowazne istnieniu permutacji | takiej, ze

A NnByy,#0Q, ..., A,NnBy,#0,
czyli
(92) B]mAw_l(“¢®, o an\Aw_l("’?&o.
Rownowazno$¢ (c)=(d) jest teraz widoczna — wystarczy poréwnaé (
z (9.2. O

Specjalizujgc zaloZenia twierdzenia 9.1 otrzymujemy nastgpujacy wnio:
wazny dla zastosowan:

Twiernzenie 9.2. Niech (A,, ..., A,), (By, ..., B,) bedq dwoma podzialami zb:
X takimi, 2e |A|=|Bl=m dla 1<i<n (mn=|X|). Wowczas rod:
(44, ..., A,), (By, ..., B,) majq wspolny selektor. Co wiecej, zbior X mo
przedstawié w postaci sumy rozlgcznej m takich wspélnych selektoréw.

Dowéd. Warunek (b) z twierdzenia 9.1 jest automatycznie spefniony: sum:
zbioréw sposrdd A,, ..., A, liczy km elementéw, nie moze wigc zawieraé wigcej !
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k zbioréw sposréd B, ..., B,. Na mocy twierdzenia 9.1 rodziny (4,, ..., 4J) i
(By, ..., By) maja wigc wspolny selektor. Zauwazmy, ze jesli S jest wspolnym
selektorem rodzin (A,...., 4, i (B,.....B,). to rodziny (4,\S,....,A4,'S) i
(Bi\S, ..., B,\S) spelniaja zalozenia twierdzenia, a wigc maja wspdlny selektor.
Drugg czeS¢ twierdzenia otrzymujemy wiec przez m-krotne zastosowanie
pierwszej. []

Przejdzmy teraz do przypadku ogolnego, tzn. sytuacji, w ktorej (A4,, ..., 4,)
i (B, ..., B, sa dowolnymi rodzinami (skonczonych) zbiorow.

TwiernzeNIE 9.3 (Ford i Fulkerson [1]). Rodziny (A,, ..., 4,) i (By, ..., By
majq wspolny selektor wtedy i tylko wtedy, gdy

(9.3) U 4ia U B > 111+ —n
jet

iel

dla dowolnych 1,J < |1, ..., n).

Dowo6d. Oryginalny dowdod Forda i Fulkersona oparty byl na teorii
przeplywow w sieciach. Podamy tu inny dowéd, pochodzacy od H. Perfect [1].

Koniecznos¢ warunku (9.3) jest prosta. Wystarczy zauwazy¢, ze zbior |J A4;

iel
zawiera co najmniej |I| elementow selektora, zas zbiér |J B; co najmniej |J|
JjelJ

elementow selektora. Selektor liczy sobie n elementow, zatem licznos¢ przecigcia
UAin U A; wynosi co najmniej |I|+|J[—n.
iel Jjat

W celu dowiedzenia dostatecznosci zatozmy, ze A, B; € X = {x;, ..., Xp}
dla 1<i<n Niech 4 i B beda odpowiednio macierzami incydencji rodzin
(Ay,..., A) i (B, ..., B,). Utworzmy nastgpujaca macierz wymiaru (m+n) x

x(m+n):

....................

Wykazemy najpierw, ze rodziny (Ay, ..., A i (Byy .-.s By) maja wspolny selektor
wtedy i tylko wtedy, gdy w macierzy C istnieje roz.pro_szc.m.y. zbnor'r.n+n J.edynek_
(tzn. zawierajacy dokladnie jedna jedynke w.kazdej linii). Zalozmy, ze .‘tak|
rozproszony zbiér jedynek istnieje. Niech w pPerwszych n kolumnach macierzy
C jedynki z tego zbioru wystepujia W wierszach o numerach. ity e -
Z postaci macierzy C wynika wtedy, ze W kolumnach o numerach n+iy, ..., n+i,

jedynki z naszego zbioru rozproszonego wystepuja W wie'rszat::h ¢ numerac_t.n
# i, gdzie 1y j) = [m+1, ..., m+n}. Latwo zauwazy¢, ze oznacza to, iz
v Jun oo

14 ~ Analiza kombinatoryczna
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zbior (X, ,..., % } jest wspolnym selektorem dla (4, ..., A i (Byy oy BY,
Réwnie tatwo jest znalezé zbior rozproszony m+n jedynek majac pewien wspolny
selektor {x,-l, ey x.',,}- Zbior ten zawiera n jedynek w podmacierzy A, n jedynek w
podmacierzy BT i m—n jedynek w pozycjach (j, n+j>, j€ {1, ..., mi\{iy, ..., i}
macierzy C (szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi).

Wystarczy teraz wykaza¢, ze z warunku (9.3) wynika istnienie zbioru
rozproszonego jedynek licznosci m+n w macierzy C. W tym celu przypusc¢my, ze
wszystkie jedynki w C pokryli$my liniami. Niech przez podmacierz A przechodzi r
wierszy 1 s kolumn, przez podmacierz B" za$ p wierszy i g kolumn tego pokrycia.
Niech I bedzie zbiorem numeréw pozostalych n—s kolumn przechodzacych przez
podmacierz A, J za$ zbiorem numerdow pozostalych n—p wierszy przechodzacych
przez podmacierz BT (zakladamy tu, Zze wiersze tej podmacierzy numerowane s3 od
1 do n, a nie od m+1 do m+n). Oszacujemy teraz r+s+p+gq, czyli liczbg linii
naszego pokrycia. Zauwazmy w tym celu, Ze r wierszy pokrycia przechodzacych
przez podmacierz A musi pokrywa¢ wszystkie jedynki znajdujace si¢ w kolumnach
o numerach z I. Podobnie ¢ kolumn pokrycia przechodzacych przez B' musi
pokrywaé wszystkie jedynki znajdujace si¢ w wierszach tej podmacierzy o
numerach z J. Wspomniane r wierszy i ¢ kolumn pokrywa wszystkie m jedynek
podmacierzy okreslonej przez pierwsze m wierszy i ostatnie m kolumn macierzy C.
Tak wigc r+q—m sposrod tych m jedynek pokrytych jest dwukrotnie — raz przez
wiersz i raz przez kolumng. Stad i z (9.3) otrzymujemy

r+q-m>=|U AU B| 2 I|+|J|[-n=n—s+n—p—n=n—p-s,
iel JjeJ
czyli
r+s+p+¢q = m+n.

A zatem kazde pokrycie jedynek macierzy C liniami ma liczno$¢ co najmniej m+n.
Z twierdzenia wegierskiego (twierdzenie 1.6) wnioskujemy, ze w C istnieje
rozproszony zbior jedynek o licznosci m+n. Tym samym dowdd jest
zakonczony. []

Warunki istnienia wspolnego selektora dla wigcej niz dwoch rodzin zbiorow
mozna znalezé w pracach Browna [1, 2] i Longyeara [1].

§ 10. Zastosowania twierdzen o wspolnych selektorach

Wszystkie zastosowania, ktore podamy w tym paragrafie, beda dotyczyly
sytuacji, w ktorej obie rodziny sa podzialami pewnego zbioru na bloki ©
jednakowej licznosci. Bedziemy korzystali wigc z twierdzenia 9.2. _

Pierwsze zastosowanie dotyczy teorii grup. Przypomnijmy, ze dla dowolne)
podgrupy H grupy skonczonej G rodzina {xH: xe G} — zwana rodzing warstw
lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H — jest podzialem grupy G na
|G|/|H| blokéw o licznosci |H| (xH oznacza {xy: ye H}). Podobnie rodzin§
‘Hx: xeG) warstw prawostronnych jest podzialem na |G|/ H| blokéw o licznoscl
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|lﬂ. Podzialy te sg r62net jesli H nie jest podgrupa normalna (por. np. Bialynicki-
Birula. [1]). Na mocy twierdzenia 8.2 podzialy te maja wspolny selektor. Fakt ten
mozemy sformulowa¢ nieco inaczej: ;

TwierDZENIE 10.1. Niech H bedzie dowolng podgrupq grupy skoriczonej G i niech
m = |G|/|H|. Wowczas istniejg elementy z,, ..., z, €G takie, ze

G=zHO...Uz,H=Hz,V...UHz,.

Dowoéd. Twierdzenie wynika z poprzednich uwag, jesli zauwazymy, ze dla
dowolnych z, xe G

zexH<:H =xH, zeHx<Hz=Hx.[]

Wykazemy teraz zastosowanie twierdzenia o wspolnych selektorach do teorii
sieci komutacyjnych stosowanych w telefonii. Wyobrazmy sobie, Ze mamy dwa
zbiory ,abonentow”, kazdy liczacy N os6b. Oznaczmy te zbiory przez X i1 Y.
Chcemy zbudowa¢ urzadzenie, ktére dla kazdego wzajemnie jednoznacznego
odwzorowania ¢: X —» Y polaczy jednoczesnie kazdego abonenta xeX z
abonentem ¢(x)eY, i tylko z nim. Zakladamy, ze podstawowymi elementami, z
ktorych mamy zbudowa¢ nasze urzadzenie, sa pojedyncze zestyki. Kazdy zestyk
ma dwie koncowki i moze si¢ znajdowa¢ w jednym z dwoch stanéw — polaczony
lub roztaczony. Najprostszym rozwiazaniem, jakie si¢ narzuca, jest polaczenie
zestykiem kazdej pary abonentow (x, y>eX xY. Taka sie¢ o N? zestykach
bedziemy nazywali komutatorem wymiaru N x N. Komutator taki ma N wejsé
(odpowiadajacych abonentom ze zbioru X) i N wyjs¢ (odpowiadajacych
abonentom ze zbioru Y). Aby ,zrealizowa¢” odwzorowanie ¢: X — Y, wystarczy,
by zestyki laczace pary abonentow {x, ¢(x)>, x€ X, byly polaczone, pozostate zas
zestyki rozlaczone. Okazuje si¢, ze nie jest to najlepsze — ze wzgledu na liczbe
zestykow — rozwigzanie. Inna strukturg sieci zaproponowat C. Clos [1]. Aby ja
opisa¢, zalézmy, ze N =n-r, gdzie n > 1, r > 1. Sie¢ Closa sklada si¢ z trzech
sekcji. Pierwsza sekcja sklada si¢ z r komutatorow wymiaru nxn, druga z n
komutatorOw wymiaru r xr, trzecia za$, tak jak pierwsza, z r komutatorow
wymiaru n x n. Sekcje polaczone sa ze soba — pierwsza z drugg i druga z trzecig
— W nastgpujacy sposob: i-te wyjscie j-tego komutatora sekcji pierwszej jest
polaczone z j-tym wejsciem i-tego komutatora sekcji drugiej (dla 1<i<n,
1 <j <r), podobnie i-te wejsie j-tego komutatora sekcji trzeciej jest polaczone z j-
tym wyjsciem i-tego komutatora sekcji drugiej. Istotng cechg tych polaczen jest to,
ze kazdy komutator sekcji srodkowej jest potaczony z¢<* wszystkimi komutatorami
sekcji pierwszej i ze wszystkimi komutatorami sekcji trzeciej. Sie¢ Closa dla n = 2,
r =3 pokazano na rys. 22. Wykazemy teraz, ze sie¢ Closa o N wejsciach moze
stuzyé temu samemu celowi co komutator wymiaru N x N.

Twierpzenie 10.2 (Slepian [1], Duguid [1]). Za pomocq tréjsekcyjnej siec.:i Cl.osa
0 zbiorze wejs¢ X i zbiorze wyjs¢ Y mozina zrealizowaé polgczenia odpowiadajqce
dowolnemu wzajemnie jednoznacznemu odwzorowaniu ¢: X — Y.
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Xy O SO Vo — —0 Y
X0 >< >< =0 )2
X3 Om "o >< O =0 Y3
X4 O >< X — Y
X50 3 =0 ¥s
Xg O >< O OO >< -0 Y

Rys. 22. Trojsekcyjna sie¢ Closa (n = 3, r = 3). Grubszy linig zaznaczona zostala realizacja odwzoro-
wania @(x,) = y3, @(X;) =¥y, @(X3) = ys, @(Xg) = Ve, @(X5) = y2, @(Xg) = s

Dowdd. Niech A; bedzie zbiorem wejs¢ i-tego komutatora sekcji pierwszej, C;
zbiorem wyjs¢ i-tego komutatora sekcji trzeciej, zas B, = |xe X: ¢(x)e(;]
(1 <i<r) Wowczas (A,, ..., 4,) 1 (B,. ..., B,) sa dwoma podzialami zbioru X na
bloki o licznosci n. Na mocy twierdzenia 9.2 zbiér X mozna przedstawi¢ w postaci
X=X,U...0X,, gdzie zbiory X,,..., X, sa wspolnymi selektorami rodzin
(Ay,..., A) i (B,, ..., B,). Zadane polaczenia odpowiadajace odwzorowaniu ¢
mozemy teraz zrealizowac laczac wejscia ze zbioru X; z odpowiednimi wyjsciami
przez j-ty komutator sekcji srodkowej (1 <j < n). Zauwazmy w tym celu, ze X;
jest postaci {x,, ..., x,|, gdzie x;e 4; oraz ¢(x)eC,, dla pewnej permutacji ¢
zbioru {1, ..., r{. Aby zrealizowa¢ polaczenie x; z ¢(x;), laczymy najpierw x; z
Jj-tym wyjsciem i-tego komutatora sekcji pierwszej, nastgpnie i-te wejscie z o (i)-tym
wyjsciem j-tego komutatora sekcji drugiej, wreszcie j-te wejscie z wyjsciem @(x;)
o (i)-tego komutatora sekcji trzeciej. Postepujac tak ze wszystkimi zbiorami X
otrzymujemy N parami rozlacznych drog realizujacych polaczenia wejsé z wyjs-
ciami zadane przez odwzorowanie ¢. []

Przygladajac si¢ przykladowi sieci Closa na rys. 22 mozna mieé¢ watpliwosci
w czym sie¢ Closa, ktora w tym przypadku zawiera 42 zestyki, jest lepsza od
pojedynczego komutatora o 6-6 = 36 zestykach. Aby si¢ przekonaé¢ o wyzszosci
sieci Closa, zauwazmy, ze ogoOlnie zawiera ona r-n*+n-r’ +r-n®> =r-n(2n+r) =
= N(2n+7r) zestykow. Dla przykiadu, mozemy zbudowac sie¢ Closa o n* wejsciach
i 3n® zestykach zamiast n* zestykow w przypadku pojedynczego komutatora. Zysk
moze byé¢ jeszcze wigkszy, jesli zauwazymy, Zze kazdy komutator sieci Closa
mozemy zamieni¢ znéw na sie¢ Closa i postgpowanie to mozna kontynuowac
rekurencyjnie. Latwo sprawdzi¢, ze mozna w ten sposOb skonstruowaé sie¢ 0
N = 2* wejéciach i 2(2log, N—1) N zestykach.

Ostatnim zastosowaniem twierdzenia 9.2, o jakim wspomnimy w tym para-
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grafie, bedzie zagadnienie ukladania rozkladow zajec. Przypusémy, ze nalezy
przeprowadzi¢ m zaje¢. Kazde zajecie ma $cisle okreslonego wykladowce i sale, w
ktorej ma si¢ odby¢. Innymi slowy, dane sa dwa podzialy [W,,..., W,} i
1S1, ..., 8, zbioru zaje¢ X (W, jest zbiorem zaje¢ prowadzonych przez i-tego
wykladowce, S; zas zbiorem zaje¢ odbywajacych sie w i-tej sali; zakladamy dla
uproszczenia, ze liczba wykladowcow jest réwna liczbie sal). Ukladajac rozklad
zaje¢ staramy si¢ znalez¢ rozklad zbioru zaje¢ na sume parami rozlacznych
wspolnych selektoréw rodzin (W, ..., W,) i {S,,....S,}. Jesli X = X, U...0X,
(k-n=1X]) jest takim rozkladem, a kazde zajecie trwa, powiedzmy, godzing, to
mozemy zrealizowa¢ wszystkie zajecia w ciagu k godzin, prowadzac w i-tej
godzinie zajecia ze zbioru X;. Przy takim zaplanowaniu zaje¢ zadna z sal nie
bedzie niewykorzystana, a zaden z wykladowcow nie bedzie mial ,okienka” w
ciagu tych k godzin. Oczywiicie, aby wspomniany rozklad X =X; V...0X;
istnial, musi by¢

Wl =18l =k, I<i<n.

Na odwrot, jesli powyzszy warunek jest spetniony, to na mocy twierdzenia 9.2
istnieje rozkiad zbioru X na sume k parami rozlacznych selektorow rodzin
Wi Wi i Sy, ..., S,}. Niestety, formutujac zagadnienie rozkladu zaje¢ nie
pomyslelismy zupelnie o osobach uczgszczajacych na te zajecia. Przy opisanym
przez nas zaplanowaniu zaje¢ moze si¢ bowiem zdarzyc¢, ze pewne osoby moga byc¢
zainteresowane roéznymi zajeciami odbywajacymi si¢ jednocze$nie (zauwazmy
jednak, ze tak nie moze si¢ zdarzy¢, jesli kazdy wykladowca ma ,swoich”
stuchaczy, ktorzy uczeszczaja tylko na jego zajecia). W praktyce dochodza jeszcze
inne ograniczenia, ktore sprawiaja, ze uktadanie rozkltadow zaje¢ jest problemem
znacznie bardziej zlozonym niz to wynika z prostego modelu, ktory tu zostat
przedstawiony.

§ 11. Algorytm znajdowania systemu reprezentantow

Podane dotychczas twierdzenia niewiele daja nam wskazowek jak wyznaczyé
system reprezentantow dla danego ciagu zbioréw. Dlatego tez opiszemy teraz
algorytm, pochodzacy od Hopcrofta i Karpa [1], ktory konstruuje system
reprezentantow dla dowolnego ciggu zbiorow, jesh tylko taki system istnieje.

Algorytm ten wygodnie nam bedzie opisa¢ w jezyku teorii grafow. Kazdemu
systemowi reprezentantow <X, ..., X,» dla ciagu {4,, ..., 4,) podzbioréw zbioru
X odpowiada wzajemnie jednoznacznie skojarzenie {|Xy, ¥y}, ..., {Xp Vol W
grafie dwudzielnym o zbiorze wierzchotkow X U {yi, ..., ya) (Vi€X, 1<i<n) i
zbiorze krawedzi E = {{x, y;j: 1 <i<nA xeA;}. . , ,

Glowng czeécig algorytmu bedzie procedura, k_tc')ra majac dane sko;grze.me M
konstruuje skojarzenie N takie, ze [N| = |[M|+1 (niekoniecznie M < N), jesli tylko
takie skojarzenie istnieje.
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Niech M = {{a,, b,}, ..., {a, b,}} bedzie skojarzeniem w dowolnym grafie
G=(V,E). O wierzchotlku veV powiemy, ze jest wolny dla M, jedli
vélay,...,a, by, ..., b). Zbior krawedzi postaci

P = {v,, ”2}: {v2, v3}, ..oy {D2-1, DZR}’

gdzie k > 1, wierzcholki vy, ..., v,, sa wszystkie rozne, v, i v,, sa wolne dla M
oraz

e f f
PnM= {{”2» Oa}s {Vas Us}s covs [O2k-2, vzk—l}}s

bedziemy nazywali Sciezkq naprzemienng wzgledem M (o zbiorze wierzchotkow
[y, ..., 3} 1 dlugosci 2k—1).

LeMAT 11.1. Niech M bedzie skojarzeniem, P zas sciezkq naprzemienng wzgledem
M. Wowczas M@®P jest tez skojarzeniem i |M@®P| = IM[+1 (® oznacza roznice
symetryczng: M@®P =(M\ P)u(P\ M)).

Dowéd. Latwo zauwazy¢, ze kazdy wierzcholek ve V jest incydentny z co
najwyzej jedna krawedzia z M@P (p. rys. 23).

M P MeP

Rys. 23. Przyklad skojarzenia M, sciezki naprzemiennej P wzgledem M, wraz z odpowiadajacym
skojarzeniem M@®P

Lemat 11.2. Niech M i N bedq skojarzeniami w grafie G = (V, E> i niech
M| =r, [N| =s, gdzie s>r. Wowczas M@®N zawiera co najmniej s—r Sciezek
naprzemiennych wzgledem M, o parami rozigcznych zbiorach wierzcholkéw.

Dowdd. Rozwazmy graf G'=(V, M®N). Kazdy wierzcholek veV jest
incydentny z co najwyzej jedna krawedzia z M\ N i z co najwyzej jedna krawedzia
z N\ M (gdyz M, N sa skojarzeniami). Zatem kazda skladowa spojna grafu G’ ma
jedng z nastepujacych trzech postaci:

(a) izolowany wierzcho}t:k3 . | |

(b) cykl parzystej dlugosci o krawgdznach na przemian w M\N i N\ M,

(c) droga o krawegdziach na przemian w M\N i N\ M. |

Oznaczmy skladowe spojne grafu G’ przez Cy, ..., G, gdzie C; = (¥, E;),
i niech &; =|E;nN|—|E;nM]|. Mamy 5‘-6.{-—1,0, 1}, przyMczym 5, =1 wiedy
i tylko wtedy, gdy C; jest $ciezka naprzemienng wzgledem M,
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p P
Y 6= T (EAN-IEAM) = 3 |E,nN- 3 [EnM =

i=1 i=1 i=1 i=1

=|N\M|~|M\N| = |N|=|M| = s—r.

Zatem §; = | dla co najmniej s—r wskaznikow i, tzn. M @N zawiera co najmniej

s—r Sciezek naprzemiennych wzgledem M, o parami rozlacznych zbiorach
wierzchotkow. [

Wniosek 11.3 (Berge). Skojarzenie M grafu G ma maksymaing licznosé wredy
i tylko wtedy, gdy nie istnieje w G $ciezka naprzemienna wzgledem M. [

Aby znalez¢ skojarzenie o maksymalnej licznosci (oznaczmy ja przez s)
wystarczy zatem, startujac od M, = ), znalezé s razy Sciezke naprzemienng P,
wzgledem M,; i przyja¢ M,,, = M, ® P,. Aby blizej przeanalizowaé ten proces
potrzebnych nam bedzie kilka lematow.

Lemat 11.4. Niech M bedzie skojarzeniem, P najkrotszq sSciezkq naprzemienng
wzgledem M, P’ zas Sciezkq naprzemienng wzgledem M@ P. Wowczas

|P| = |P|+2|Pn P].

Dowdéd. N = M@P®P' jest skojarzeniem, przy czym |N| = |M|+ 2. Na mocy
lematu 11.2 zbiéor M@®N zawiera dwie S$ciezki naprzemienne wzgledem M,
powiedzmy P, 1 P,, o rozlacznych zbiorach wierzchotkow. Mamy M@N =
=MOMPPPP = PP, zatem |POP|=|P,|+|P,|. Lecz |P,|+|P, = 2|P|,
gdyz P jest najkrotsza Sciezka naprzemienng wzglgdem M. Stad [P@®P| > 2|P|.
Z drugiej strony mamy oczywiscie |P@P'|=|P|+|P|—2|PnP|. Rownos¢ ta
w polaczeniu z poprzednia nierownoscia daje |P| = |P|+2|Pn P|. O

LeMAT 11.5. Niech s bedzie maksymalng licznosciq skojarzenia w grafie G. Roz-
wazmy ciqgi My, My, ..., My oraz Po, Py, ..., P, gdzie My= Q, P, jest
najkrotszq Sciezkq naprzemienng wzgledem M, (takich najkrotszych Sciezek moze byé
wiele) oraz M;,, = M; ® P; dla 0 <i < s—1. Wowczas

(@) |P| <|Pj dla i <].

(b) Jesli i<j oraz |P|=|Pj, to Sciezki P;, P; majq rozlgczne zbiory
wierzcholkow.

(c) Ciag |Pol, |Pyl, ..., |Ps— | zawiera co najwyzej 2l_\/;_|+2 roznych liczb.

Dowod. (a) wynika bezposrednio z lematu 114. . .

(b) Zalézmy, ze |P| =[P, i <J, oraz ze Sciezki P;, P; nie maja 'roz.lacznych
zbiorow wierzcholkéw. Bez zmniejszenia ogolnosci mozemy przyjaé, ze kazda
iciezka P,, (i < m < j) nie ma wspolnego wierzchol_ka.ani z P, ani z P;. (Gdyby np.
$ciezki P;, P,, mialy wspolny wierzcholek, to zamieniamy P; na P.,,,; rozumowanie
to wystarczy powtorzy¢ skonczong liczbe razy.) Latwo zauwazyc, ze P; _|;St :cn;qu
naprzemienna wzgledem M;@® P;. Na mocy lematu 114 “_mm)'}l, il = 1P+
+2|P," P}, a stad, wobec |P}|= |P;|, wnioskujemy, 1z $ciezki P;, P; nie majq
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wspolnych krawedzi. Lecz z drugiej strony, jesli v jest wspdlnym wierzgholkiem dla
P, i P;, to ta krawedz ze zbioru M; ® P;, ktora jest incydeqlna z v, jest wsp()lna
dla P; oraz P;. Tak wigc zaloZenie o istnieniu wspolnego wierzcholka dla Sciezek
P,. P; doprowadzilo nas _do Sprzecznosci.

(c) Niech r=_Ls— /s). Mamy |[M,|=r, a zatem na mocy lematu 11.2
istnieje co najmniej s—r rozlacznych Sciezek naprzemiennych wzgledem M,.
Istnieje wigc Sciezka, ktora ma nie wigce) niz r/(s—r) krawedzi w M,. Dlugosé
takiej sciezki nie przekracza 2r/(s—r)+1. Skoro P, jest najkrotsza sciezka
naprzemienng wzglgdem M,. otrzymujemy

|P,| < 2Ls— \«";_l/(s— Ls— \/"sJ)+ =
=2(s—T /s W /sT+1 =25 /s 1—1<
<2 /s—1<20L s 1+1.

Kazda $ciezka naprzemienna ma dlugos¢ nieparzysta, tak wigc dla kazdego
i<r dlugos¢ Sciezki P; jest jedna z L s1+1 liczb nieparzystych nie
przekraczajacych 2L\,§_l+ 1. Wsrod liczb [P, |, ..., |PJ moze by¢ co najwyzej s
—r=|_\/§1 roznych, a zatem liczba réznych dlugosci reprezentowanych przez
§ciezki Py, ..., P, nie przekracza /s J+1+ /s 1< 2L Jsl+2. 0O

Istota algorytmu Hopcrofta-Karpa — najszybszego ze znanych algorytméw
znajdowania skojarzenia o maksymalnej licznoéci w grafie dwudzielnym — jest to,
ze w jednym kroku znajdowane sa wszystkie $ciezki P; o tej samej dlugosci.
Ogolny schemat tego algorytmu jest nastepujacy:

Algorytm Hopcrofta—Karpa

Dane: Graf niezorientowany G = (V, E>.

Wynik: Skojarzenie M o maksymalnej licznosci.

Krok 1. M:=Q*

Krok 2. Niech I(M) bedzie dlugoscia najkrotszej $ciezki naprzemiennej

wzgledem M (I(M) = o0, jesli nie istnieje zadna taka $ciezka). Jesli

[(M) = o0, to M jest zadanym skojarzeniem o maksymalnej licznosci

i dziatanie algorytmu jest zakonczome. Jesli (M) # %, to znajdz

maksymalny zbiér {Q,, ..., Q,} Sciezek naprzemiennych wzgledem M

o nastgpujacych wlasnosciach: (a) Kazda $ciezka Q, ma diugosc I(M).

(b) Sciezki Q,, ..., Q, maja parami rozlaczne zbiory wierzchotkow.
Krok 3. M:= M®Q, ®...®Q,, przejdz do kroku 2.

TwiernzeNie 11.6. Jesli maksymalna licznosé skojarzenia w grafie G wynosi s, to
algorytm Hopcrofta-Karpa konstruuje taki zbior wykonujqc krok 2 nie wiecej niz

2L\/;J+2 razy.

+ Wykonanie instrukcji M := e, gdzie e jest pewnym wyrazeniem, powoduje obliczenie wartosci
tego Wyriienia i przyjecie zmiennej M jako tymczasowej nazwy tej wartodci, az do momentu

wykonania innej instrukcji M:=¢""'
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Dowéd. Zbidr |Q,, ..., Q,] Sciezek dhugosci /(M) konstruowany w kroku 2
jest maksymalny, a zatem, na mocy lematu 11.5(b) kazda $ciezka naprzemienna dla
M®Q, ®... 0, ma dlugos¢ wigksza niz I(M). Tak wiec wartosé [(M) rosnie w
kazdym kolejnyln wykonaniu kroku 2. Z lematu 10.5(c) wynika, ze moze byé¢ co
najwyzej 2L./sJ+2 réznych wartosci I(M), zatem krok ten moze by¢é
wykonywany najwyzej 2|./s J+2 razy. Lecz jedyna sytuacja, w jakiej algorytm
si¢ zatrzymuje, jest /(M) = xx w kroku 2. Na mocy wuiosku 11.3 M jest wtedy
skojarzeniem o maksymalnej licznosci. [

Zauwazmy, ze wszystkie dotychczasowe rozwazania stosowaly si¢ do dowol-
nego grafu niezorientowanego, niekoniecznie dwudzielnego. Pokazemy teraz
sposob efektywnej realizacji kroku 2 korzystajacy w istotny sposéb z dwudziel-
nosci grafu. M

Zalézmy zatem, ze zbior wierzchotkow naszego grafu G = (V, E) jest suma
rozlaczng zbioréw X i Y, przy czym kazda krawedz jest postaci |x, y}, xe X, yeY.
Niech M € E bedzie skojarzeniem w grafie G. Jesli kazda krawedz [x, yle M
(xe X, yeY) zastapimy krawedzia {x, y) zorientowana od X do Y, kazdg za$ "
krawedz z E\ M zorientujemy od Y do X, to otrzymamy grafl zorientowany G
= (¥, E) o tej wlasnosci, ze $ciezki naprzemienne wzgledem M w G odpowiadaja
jednoznacznie drogom zorientowanym w G laczacym wierzcholki ye Y wolne dla
M z wierzchotkami xe X wolnymi dla M. Poniewaz beda nas interesowaly zawsze
tylko najkrotsze Sciezki naprzemienne, wyodrebnimy z G pewien podgraf G*, w
ktorym wspomniane drogi zorientowane odpowiadaja jednoznacznie najkrotszym
sciezkom naprzemiennym wzgledem M.

Aby skonstruowac¢ G*, postgpujemy w nastgpujacy sposob: Niech L, bedzie
zbiorem tych elementow z Y, ktore sa wolne dla M. Okreslamy teraz ciagi Vg, V;,
Vy, ... 1 Ey, E;, E,, ... nastgpujaco:

Viey = lveV\(Vyu...u V): istnieje ue V; takie, ze (u, v)eE},

Ei,i = {u,vDeE: ueV, nveV,,}.

Konstrukcj¢ t¢ prowadzimy az do momentu, gdy V; zawiera pewien wierzchotek
ve X wolny dla M. Niech i* bedzie najmniejszym wskaznikiem i, dla ktorego to
nastgpuje. Nasz graf G* = (V* E*) definiujemy nastgpujaco:

V¥ =V,u...u Ve, U iveV. vwolny dla M},
E* =Equ...UE;:_ju|{u,v)eE;n_ : v wolny dla M}.

Latwo zauwazy(, ze V jest zbiorem tych wierzcholkow, ktorych odlegtosé w G od

Vo jest rowna i (przez odleglos¢ wierzchotka v od zbioru wierzcholtkéw ¥,

rozumiemy dlugo$é najkrotszej drogi laczacej v z pewnym wierzchotkiem z V).

Mamy poza tym V, <Y dla i parzystych oraz ¥, < X dla i nieparzystych.

Najkrotsze sciezki naprzemienne wzgledem M odpowiadaja jednoznacznie drogom

(0 dlugosci i* = I(M)) od V, do ¥« w G*. Aby znalezé maksymalny zbi6r takich
2
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drog o parami rozlacznych zbiorach wierzchotkéw, wygodnie nam bedzie dolgczyé
do G* dwa nowe wierzcholki s, t oraz krawedzie (s, v) dla wszystkich ve ¥,
i Cu,t) dla wszystkich ue V. wolnych dla M. Oznaczmy otrzymany graf przez
G'= (V' E'). A oto zapowiedziany algorytm:

Algorytm konstruowania maksymalnego zbioru drég
Dane: Graf G' = (V’, E') opisany powyzej. Graf ten dany jest w postaci list
(ciagow) L(v), veV', gdzie kazda lista L(v) zawiera wierzcholki ze zbioru
{ueV': (v, u)eE') uporzadkowane w dowolny sposob.
Wynik: Maksymalny zbiér drég od s do t, z ktérych zadne dwie nie maja
wspolnych wierzchotkow roznych od s, r.
Krok 1. B:= Q. (B sklada si¢ w kazdej chwili z wierzchotkow drég wygene-
rowanych do tej chwili, bez wierzcholkow s, 1, oraz z wierzchotkow,
o ktorych wiadomo, ze do zadnej takiej drogi naleze¢ nie moga.)
Krok 2. Pol6z s na stosie*. (Na stosie znajduje si¢ zawsze pewien ciag
wierzcholkow, ktory w dalszym ciaggu moze zosta¢ przediuzony do
jednej z szukanych drog od s do 1).
Krok 3. Jesli stos jest pusty, to dzialanie algorytmu jest zakonczone.
W przeciwnym przypadku g:= gorny element stosu.
Krok 4. Jesh lista L(g) jest pusta, to zdejmij g ze stosu i przejdz do kroku 3.
p:= pierwszy element listy L(g). Usun p z listy L(g).
Krok 5. Jesli pe B, to przejdz do kroku 4. Pol6éZ p na stosie. Jesli p#1t, to
B:=Bu |p}, g:=pi przejdz do kroku 4. Odczytaj elementy ze stosu
(od dotu do gory) jako ciag wierzcholkow nastgpne) znalezionej drogi
od s do t. Usun ze stosu wszystkie elementy i przejdz do kroku 2.

Istotg tego algorytmu mozna opisa¢ tak: Startujemy z s, =s, rozwazamy
pewna krawedz {so, s, (s, jest pierwszym elementem listy L(s,)), nastgpnie pewna
krawedz (s, s;) itd. Ciag so, s,, S,, ... zapami¢tujemy na stosie. Za kazdym
razem rozwazajac krawedz {s;, s;;,) usuwamy ja z grafu (tzn. usuwamy s;4, Z
L(s;)), gdyz krawedz ta albo nalezy do pewnej drogi, ktorej poczatek dany jest
przez ciag So, Sy, ---, S, S;i+1, 1 Ktora zostanie przez algorytm znaleziona, albo tez
nie nalezy do Zzadnej drogi prowadzacej od s do t (i rozlacznej z poprzednio
znalezionymi drogami). Podobnie kazdy nowy napotkany wierzcholek jest od razu
eliminowany z dalszych rozwazan (tzn. dodawany do zbioru B). Jesli na pewnym
kroku lista L(s;) jest pusta (tzn. jesli naszej drogi nie da si¢ przedluzy¢), cofamy si¢
o jeden wierzchotek wstecz (zdejmujemy s; ze stosu) i probujemy nastepnej
krawedzi odchodzacej od s;_,. Dzialanie algorytmu jest zakonczone, gdy s jest
usuwane ze stosu, po stwierdzeniu, iz lista L(s) jest pusta. Zadna nowa droga od s
do t wtedy oczywiscie nie istnieje. Latwo zauwazyé, ze wlasnosé natychmiastowej

¢ Stos motna sobi'e \.vyobrazaé Jjako pewien ciag. Polozenie elementu na stosie oznacza dopisanie
80 ma kofcu ciggu, zdjecie zas gornego elementu stosu oznacza usunigcie ostatniego elementu ciggu-
Zakiadamy, ¢ na poczatku dzialania algorytmu stos jest pusty.
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eliminacji kazdego ,,nowego” wierzcholka i kazdej ,,nowej” krawedzi powoduje, iz
liczba elementarnych operacji jest ograniczona przez C,(|V'|+|E/), gdzie C, jest
. pewna stalg (niezalezna od G).

Zauwazmy, ze skonstruowanie grafu G’ na podstawie grafu G moze byé
dokonane przez C,(|V|+|E|) operacji (aby znalez V.41, wystarczy przejrzeé
wszystkie listy L(v), veV,, przy czym zadna z tych list nie bedzie drugi raz
rozwazana). Tak wigc catkowita liczba operacji w algorytmie Hopcrofta-Karpa
moze by¢ oszacowana przez

@ VIVI+1)(C, +C)(VI+IEN) < C3 /IVI(V| +]|E),

lub tez przez C4|V|*? dla odpowiednich stalych C, i C,.

Powracajac do naszego zagadnienia znajdowania systemu reprezentantéw dla
ciagu (A, ..., A,> podzbiorow zbioru X (|X| =m), i biorac pod uwage, jak
ciggowi temu przyporzadkowujemy graf, widzimy, ze liczba elementarnych krokow
potrzebnych do znalezienia systemu reprezentantow przez algorytm Hopcrofta—

Karpa moze by¢ oszacowana przez Cj \/r_z(n+m+ Y |Aj]) dla pewnej stalej Cs.
i=1

Jesli zbiory A; sa niepuste i A; = X (do sytuacji takiej mozna latwo

N =

1
n
doprowadzi¢), to m,n< Z |4,/ 1 otrzymujemy ostatecznie oszacowanie
i=1

C./n Y |A; dla pewnej stalej C.
i=1
Oczywiscie rozwazania powyzsze nie pretenduja do pelnej scislosci, jako ze nie
zdefiniowaliSmy precyzyjnie poje¢ zwiazanych z algorytmami, takich jak np. ,krok
elementarny”. Czytelnika pragnacego te rozwazania usci§li¢ odsytamy do bogatej
literatury dotyczacej zlozonosci obliczeniowej algorytméw kombinatorycznych
(p. np. Aho, Hopcroft i Ullman [1], Banachowski i Kreczmar [1], Lipski [1]).

§ 12. Zasada selekcji Rado i wersje nieskonczone niektorych
twierdzen

Udowodnimy teraz pewna nieskoniczona wersj¢ twierdzenia Halla. Najpierw
jednak musimy sprecyzowaC, €O rozumiemy przez. system reprezentantow
nieskonczonej rodziny zbioréw. Niech I bedzie dowolnym zbiorem i niech {A4;),,
bedzie dowolng indeksowang rodzing zbiorow, tzn. funkcja F okreslong na zbiorze
I taka, ze F(i)= A; dla kazdego iel. Dowolna funkcje fe X A; bedziemy

iel

nazywali funkcjq wyboru dla (A;),,. Funkcj¢ taka oznaczamy czasem przez
{a;)ier, gdzie a; = f (i). Przez system reprezentantéw dla {(A,),, bedziemy rozumieli
dowolna réznowartosciowa funkcj¢ wyboru. Do dowodu zapowiedzianej nieskoni-
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czonej wersji {wierdzenia Halla potrzebne nam bedzie pewne ogélne twierdzenie
pochodzace od Rado [3]. Przypomnijmy, Ze przez J S,/ oznaczamy fakt, ze J
jest skonczonym podzbiorem zbioru I.

TwierpzENIE 12.1 (zasada selekcji Rado). Niech (A, bedzie dowolng rodzing
indeksowanq zbiorow skonczonych i dla kazdego J =,,1 niech f; bedzie funkcjq
wyboru dla {A;>;, (,lokalng funkcjq wyboru™). Wowcezas istnieje funkcja wyboru f
dla {A;. (.globalna funkcja wyboru™) taka, ze dla dowolnego J <, 1 istnieje
K Sqo ! takie, ze J =K i fJ =f;|J.

Dowo6d (Gottschalk [1]). Skorzystamy z twierdzenia Tichonowa (p. np.
Kuratowski i Mostowski [1]). Jesli kazdy ze zbioréow A; wyposazymy w topologie
dyskretna (tzn. taka, w ktorej kazdy podzbior jest otwarty), to, wobec
skonczonosci, zbior A; staje si¢ zwarta przestrzenia topologiczna. Produkt X =

= X A; jest, na mocy twierdzenia Tichonowa, przestrzenig zwarta w topologii
iel

produktowej (por. Kuratowski i Mostowski [1]).
Dla kazdego J <,/ niech

F,={feX: istnieje K takie,ze J c K S lif |J =fx | J}.
Oczywiscie F; # Q. Wykazemy, ze zbiory F, sa domkniete. Istotnie,

X\F; = {feX: dlakazdego K(J S K Sy, I=f[J #fx | )]
I fatwo zauwazy¢, ze dla kazdego elementu feX'\F, zbior X\F ; zawiera tez
podzbiér

Gi(f)=19eX: glJ=f1J] = X A},
iel
gdzie
A* =

%{f(i)},. jesli ieJ,
A jesli i¢J.
Na mocy definicji topologii produktowej oraz skonczonosci zbioru J podzbior

G, (f) jest otwarty. Zbior X\ F, = ; )L{)F G, (f) jest wigc otwarty i w konsekwengji
€ J

F, jest zbiorem domknigtym. Przecigcie dowolnej skonczonej liczby zbiorow
postaci F, jest niepuste, gdyz

F,ln...r\F,kQF.,W"_UJ*#(Z).

Na mocy zwartosci przestrzeni X przecigcie wszystkich zbiorow postaci F, jest tez
niepuste. Lecz kazda funkcja fe () F, jest globalna funkcja wyboru, ktérej

. JS gl
istnienie orzeka twierdzenie. [

UwaGa 12.2. Jesli wszystkie lokalne funkcje wyboru sq roznowartosciowe, Lo
kazda globaina funkcja wyboru jest tez réznowartosciowa.
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I')0?v6d. Jeé.li' dla pewnej globalnej funkcji wyboru f byloby f (i) =1 (j), i #J
to istniatby zbior K taki, ze J=1{i,j} c K <, I oraz fx(i)=/x(j), a wigc
sprzecznos¢. [

_ A oto zapowiedziana nieskonczona wersja twierdzenia Halla:

TwierpzeNie 123 (M. Hall [2]). Niech {A;)., bedzie dowolnq rodzing
indeksowanq zbiorow skonczonych. Rodzina ta ma system reprezentantow wtedy i
tylko wtedy, gdy kazda jej skonczona podrodzina (A, J ;.1 spelnia warunek
Halla.

Dowo6d. Na mocy twierdzenia Halla (twierdzenie 3.1), kazda skonczona
podrodzina {A,;),, ma system reprezentantéw, tzn. dla kazdego J =g,/ istnieje
roznowartosciowa lokalna funkcja wyboru f;. Twierdzenie wynika wigc bezpo-
srednio z zasady selekcji Rado i uwagi 12.2. []

Niestety, latwo poda¢ przyklad wskazujacy, ze twierdzenie to przestaje byc¢
prawdziwe, nawet gdy tylko jeden ze zbioréw A; jest nieskonczony.

Nie jest znany zaden prosty warunek konieczny i dostateczny na to, by
dowolna rodzina zbiorow miala system reprezentantéw, mimo dos¢ intensywnych
badann w tej dziedzinie (p. np. Damerell i Milner [1]).

Klasycznym zastosowaniem twierdzenia 12.3 jest dowod rownolicznosci baz
przestrzeni liniowej. Przypomnijmy, ze baza przestrzeni liniowej L nazywamy
dowolny podzbiér B < L taki, ze kazdy element xe L wyraza si¢ jednoznacznie
jako (skonczona) kombinacja liniowa elementow z B.

TwierDZENIE 12.4. Niech L bedzie przestrzeniq liniowq nad cialem F, oraz niech
B i C bedq dwiema bazami tej przestrzeni. Wowczas |B| = |C]. :

Dowod. Kazdy element be B ma jednoznaczne rozwinigcie postaci Y. a;c;,
i=1

gdzie c;eC, g;€F, a; # 0. Niech C, oznacza zbior tych elementow bazy C, ktore
wystgpuja W rozwinigciu elementu b wzgledem bazy C (tzn. C, = {cy, ..., ¢} )s
Oczywiscie kazdy zbior C, jest skonczony. Wykazemy, ze kazda skonczona
podrodzina rodziny {Cj)sep spetnia warunek Halla. Istotnie, |C, U...U G | < k
oznaczaloby, iz kazdy sposrod liniowo niezaleznych wektorow by, ..., b, wyraza
sie jako kombinacja liniowa elementow co najwyzej (k— l)-e'lement.owego z.bio.ru
C,,lu...uC,,k, co jest oczywiscie niemozliwe. Na mocy '.wner_(_iz?ma. !2.3 lSln.le-
je wiec funkcja réznowartosciowa f: B—C. Wobec symetrii istnieje rowniez
roznowartosciowa funkcja g¢: C — B. Wobec (wierdzenia Cantora—Bernsteina
(p. rozdz. 1, zad. 9) |C| = |B|. [

Zasada selekcji ma wiele ciekawych zastosowarn, nie tylko w zaga'd.nieniach
dotyczacych systemow reprezentantéw (por. np. Mir.f»ky [1)). Ui'ywamy jej zwyklf
w sytuacjach, gdy trzeba wykazaé, iz pewna wlasnog’: ma ,,skonqzor_xy ch.arakter..

Na zakonczenie tego paragrafu podamy nastgpujgce WzmocCnicenie twierdzenia
Dilwortha, prawdziwe dla dowolnego - niekoniecznie skoriczonego — zbioru

czgSciowo uporzadkowanego.
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TWIERDZENIE 12.5. Niech (P, <) bedzie dowolnym zbiorem czesciowo uporzqq.
kowanym. Jesli maksymalna licznosé antylaricucha w (P, <) jest skornczona, to jest
ona réwna minimalnej liczbie lancuchéw, ktore pokrywajq P.

Dowdd. Niech maksymalna licznoé¢ antylancucha w (P, <) bedze
skoficzona, réwna m. Wystarczy wykazaé, ze istnieje podzial zbioru P na m
tancuchéw. Na mocy »Skonczonego™ twierdzenia Dilwortha, dla kazdego Q<P
istnieje podzial zbioru Q na m lancuchow, Q=L,J...0L, (nie zakladamy, ze
wszystkie te lancuchy sa niepuste). Podzialowi temu mozemy przyporzadkowaé
funkcje fo: Q- {1,..., m) okreslona przez Jolx) =iesxel; (1 <i<m, xeQ).
Stosujac zasade selekcji Rado dla funkcji lokalnych f;, Q =g, P otrzymujemy
pewna globalna funkcje wyboru f: P—|1,....m}). Mamy P = Pi O OP,,
gdzie P; = {xe P: f(x) =i} dla 1 <i< m. Wystarczy teraz wykazac, ze zbiory P,
sq tancuchami. Lecz jesli x, ye P, (tzn. f(x) =/ (y) =), to istnieje zbior Q <, P
taki, ze {x,y} Qi follx, ¥l =f1{x,p). W konsekwencji f,(x) = fo(y) =i,
czyli x, yeL;, gdzie L; jest lancuchem podziatu Q=L,JY...0L, odpowiada-
jacego funkcji f,. Tak wigc kazde dwa elementy zbioru P, sa poréwnywalne, co
oznacza iz P; jest lancuchem. [

Zadania

1. Udowodni¢ twierdzenie 1.5 nie korzystajac z lematu 1.3.

Wskazowka: Kazdemu wyrazowi a; przyporzadkowa¢ pare (l(a), p(a;)), gdzie I(a;) jest
maksymalng dlugoscia podciggu niemalejacego konczacego si¢ na a,. pla;) zas jest maksymalng
dlugoscia podciagu malejacego rozpoczynajgcego si¢ od a,.

2. Poda¢ przykiad grafu (oczywiscie niedwudzielnego), dla ktorego nie zachodzi odpowiednik
twierdzenia 1.7.

3 (R. Rado [1]). Rodzina (A4, ), jest dwudzielna, jesli istnieje podzial I = I, U I, taki, ze {A; Ve,
jak réwniez (A,),-,,2 sklada si¢ z parami rozlacznych zbiorow. R jest zbiorem reprezentujqcym dlla
{ADiers JESI A, R # @ dla kazdego iel. Udowodnié, ze dla kazdej skonczonej dwudzielnej rodziny
skonczonych niepustych zbiorow minimalna licznosé zbioru reprezentujgcego jest rowna maksymalnej
liczbie parami roziagcznych zbioréw tej rodziny.

Wiskazowka: Skorzysta¢ z twierdzenia Dilwortha.

4. Niech A bedzie macierza zero-jedynkowa bez linii zerowych. Bedziemy moéwili, ze dwie linie si¢
nie przecinajq, jesli albo s3 ré\‘vnolegle,. al!)o“ na ich skrzyzowaniu wystepuje 0. Udowodnié, ¢
maksymalna liczba nie przecina]agych. sig linii jest rowna minimalnej licznosci zbioru jedynek, Z
ktérych kazda linia zawiera co najmniej jedna. '

Wskazowka: Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

§. W dowodzie twierdzenia 1.4 okreslilismy zbior c_z&s’ciowo uporzadkowany P o tej wlasnoéci-.ie
jesli odwrocimy relacje porzadku < migdzy elementami Clagu ay, ..., a,, to otrzymamy pewien zbior
czesciowo uporzadkowany P taki, ze taricuchy w P sq dokladnie antylaficuchami w P, zas antylaricuchy
w P taricuchami w P. Udowodnié, ze dla dowolnego skoriczonego zbioru czgsciowo umrzaquw‘m’:
Q zbior 0 o powyzszej wlasnosci istnicje wiedy i tylko wtedy, gdy Q jest izomorficzny ze zb_""_"“bc
odpowiadajacym pewnemu Ciagowi @y, ..., @, gdzie n=|P| (rozpatrujemy tu wylacznie ciagi
powtorzed). ’
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6. Ud.owodnié,' .ic twierdzenie Spernera jest prawdziwe roéwniez dla zbioréw z powtdrzeniami,
W L Seae, Ze najliczniejszq rodzing Spernera podzbioréw n-elementowego zbioru z powtdrzeniami
jest rodzina jego wszystkich podzbioréw Ln/2 J-clementowych.

7. Rodzing zbior.éw nazywamy r-rodzing Spernera, jesli nie zawiera ona lancucha (r+ 1)-ele-
mentowego. Udowodmé ze jeSli {A,, ..., A, ] jest r-rodzing Spernera podzbioréw zbioru n-clemen-

towego, to
el L (w)

8_. (ErdOs .[l]). Wykaza¢, ze licznos¢ dowolnej r-rodziny Spernera (por. poprzednie zadanie)
podzbioréw zbioru n-clementowego jest nic wigksza od sumy r najwigkszych wspolczynnikow

dwumiennych, tzn. od ) ( " )

= \Lin+i)/2]
9. Udowodni¢ nastgpujace wzmocnienie twierdzenia Spernera: Niech | X 1» X, bedzie podzialem
zbioru X i niech {4,, ..., 4,] bedzic rodzing taka, ze dla zadnych i # j, 1 <i.j < m, nie jest spelniony
warunek :

A‘F\Xl=.4jf\X,AA‘ﬁX2§AlmX3
lub
A‘(\XIEAIf\‘"lAA‘0X1=/‘J('\X2.

n
Wowcezas m < (Ln/".l)

10. Udowodni¢, ze w dowolnym podziale rodziny #(X) na lancuchy symetryczne liczba

lanicuchéw licznosci k jest rowna (L(n :k)/ZJ)_(l—(n+k';- l)/ﬂ,) (n=|X], 1 <k<n).

11. (Dilworth [2]). Niech (P, <) bedzie skonczonym zbiorem czg¢sciowo uporzadkowanym, 2U(P)
za$ rodzing jego wszystkich antylancuchéow. Uporzadkujmy 2U(P) przyjmujac A4 < B, jesli dla kazdego
aeA istnieje beB takie, ze a <b. Udowodni¢, ze (U(P), <) jest kraty rozdzielna, zas rodzina
wszystkich antylancuchéw maksymalnej licznosci jest jej podkrata.

12. Udowodnié, ze licznos¢ A(P) (p. poprzednie zadanie) jest rowna liczbie monotonicznych
funkcji boolowskich f: |0, 1}" - {0, 1}, n=|P|.

13. Udowodni¢, ze kazda rodzina Spernera # < #(X) o maksymalnej licznosci jest postaci
PLwp)(X) lub 21, 07(X) (n=|X]).

14. Udowodni¢, ze istnieje zbior ( ) permutacji zbioru X = {1, ..., n} taki, ze kazdy Y c X

n
Ln/2]
wystepuje jako ,odcinek poczatkowy™ w pewnej z tych permutacji (permutaci¢ ¢:
{1,...,n} = {1, ..., n) identyfikujemy z ciagiem <{@(1), ..., @(n))).

15. Nieujemnq Scieikq kratowq dlugosci n od €0, 0) do {m, p) nazywamy ciag <0, 05 = <0, m),
Aymyd, ..., <n, m)> = <n, p), gdzie m; =0, [m—m;_,| =1 dla I <i<n. (a) Udowodni, ze istnieje

dokladnie ( . ) nieujemnych $ciezek kratowych dtugosci n. (b) (,Twierdzenie Bertranda o tajnym
glosowaniu™) Wykaza¢, ze jesli k =(n—p)/2 jest liczba calkowita, to liczba nieujemnych Sciezek

n n
kratowych od <0, 0> do {n, p) jest rowna (:)—(k— )=L(n—2k+l)/(n-k+l)J( )

16. Niech 1 <k <r < 2k. Udowodni¢, ze jeSli F jest rodzing Spernera zlozona z podzbiorow
wiasciwych o hanoéclach co najmniej k zbioru r-elementowego X taka, ze suma zadnych dwoch

-1
zbioréw z F nie daje X, to |#| S( K )
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17. Dla danego J, < |1, ...,n}, Jo# @, poda¢ przyklad ciagu (A!. vovy Ag>, ktory nic ma
systemu reprezentantow, lecz kiory spelnia warunek U Al =) dla wszystkich J < |1, ....nj|, J % J,.
ist

18. Wykazaé. ze warunck Halla dla ciggu < A,..... 4,> podzbioréow zbioru X jest rownowazny
nastgpujacemu warunkowi: |li: A4, < Y}| <|Y| dla kazdego Y < X.
19. W)prowadzi¢ twierdzenie Halla 2 twierdzenia wegierskicgo. (Rozpatrzy¢ graf dwudzielny o

zbiorze wierzcholkow (1, ....nlu X, X = |J A, gdzie }i, x| jest krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy
=1

X€eA;)

20. (J. S. Pym). Nie korzystajgc z twierdzenia Dilwortha wyprowadzic z twierdzenia Halla
nastgpujacy wniosek: Jesli 4, B sa dwoma antylancuchami o maksymalnej licznosci, to A w B jest sumg
n lancuchow, gdzie n = |4| = |B|.

21. Wykazaé, ze ciag (A,. ..., A,> podzbioréw zbioru X ma system reprezentantow wtedy i tylko
wtedy. gdy

Y 14, Y] > | +]Y]—[X]
fel
dla kazdego I < |1.....n}, Y = X.

22. Niech 4 bedzie macierza zero-jedynkowa. Wykazac, ze per A = | wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje macierz permutacyjna P taka. ze PAP" ma na glowne) przekatnej same jedynki, za§ ponad
glowng przekatng same zera.

23. Wykazaé, ze dla macierzy kwadratowych zachodzi rowno$¢ per A = per A”.

24. Czy per AB = per A per B dla dowolnych macierzy kwadratowych A, B?

25. Wykaza¢, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej A4 o wspolczynnikach rzeczywistych
nieujemnych per A > |det A|.

26. Sformulowac odpowiednik rozwinigcia Laplace’a dla per A, gdzie A jest dowolna (niekoniecz-
nie kwudratows) macierza.

27. Korzystajac z wniosku 5.5 wykazac, ze

n-1 \
(@) n!= 3} (—l)'(:)("—r)",
r=0

i ;
(b) D,= ) (—l)'(:’)(n—r)’(n—r—l)" g

r=0 /

gdzie D, jest liczba nieporzadkéw (izn. takich permutacii ¢ zbioru [l.....nl. 7 o(i)#i dla
| <i< npor. rozdz. 1, twierdzenic 7.4).

28. Udowodni¢ twierdzenie 4.4 dla macierzy o elementach z dowolnego ciala.

29. Wykazac. ze jesli B powstaje z A przez pomnozenie pewnego wiersza (kolumny) przez c, to
per B = ¢ per A.

30. Wykaza¢, ze dodanie do pewnego wiersza (kolumny) kombinacji liniowej pozostalych wierszy
(kolumn) zmienia na ogdl warto$¢ permanentu.

31. Wykazaé, ze dla dowolnego k = 2 istnieje macierz A wymiaru nxn taka, e per A =k i
n < Llogy(k—1)J+2.

32 Udowodnic, ze jesli A jest macierzy bistochastyczng, to 0 < per A < 1, przy czym per 4 = |
wiedy i tylko wtedy. gdy A4 jest macierzq mrmutacyqu. o

33. Przeprowadzi¢ szczegolowy dowod lwicrdzemg 5.2 przyjmujqc, e elementy macierzy A sq
dowolnymi nicujemnymi liczbami calkowitymi.(nieko!ueczmc 0 Iu:nb 0. .

34. Poda¢ teoriografowa interpretacj¢ twierdzenia 5.2 przyjmujgc, zc. A odpowiada pewnemu
grafowi dwudzielnemu o zbiorze wierzcholkow [X;. ..., X,) U [¥14 -+.y ¥af (X, jest polaczone z y; wiedy i

tylko wiedy, gdy a; = I).



35. N.'ech »'" bedzie dzialaniem binarnym okre§lonym na elementach zbioru X = {x,, ..., X,}.
SYS‘.C"‘O“" (X, ") mozemy przyporzadkowaé tablice Cayley'a, tzn. macierz A = [a;] wymiaru nxn,
gdzie a; = x;*x;. System (X, -) nazywamy kwazigrupq, jesli dla dowolnych a, be X kazde z rownan
ax = b.' ay=b ma dokladnie jedno rozwiazanie. Wykaza¢, ze macierz kwadratowa jest kwadratem
facifiskim wtedy i tylko wtedy, gdy jest tablica Cayley'a pewnej kwazigrupy (przy oczywistym

rozszerzeniu pojecia kwadratu laciniskiego rzedu n na macierze o elementach z dowolnego zbioru
n-clementowego).

36. W.ykazaé, ze k\{vadrat lacinski L = [a;] jest tablica Cayley'a (por. poprzednie zadanie) grupy
(tzn. kwazigrupy lacznej) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych i, j, k, L iy, jy, kg, Iy

a = — — =
(ay iy Ny =a,, Aday= ajx,) =ay =41,

37. Wykazaé, ze jeSli n> 21, 10 dowolny prostokat lacinski typu <r,t, n) rozszerza sie do
kwadratu tacinskiego rzedu n.

38. Niech (4,, ..., 4,) ma selektor. Wykaza¢, ze selektor ten jest jedyny wtedy i tylko wtedy, gdy
[A4,u...ud,] =n

39. Wykazac, ze zbior Y < X jest selektorem czesciowym rodziny (A4,, ..., 4,) podzbiorow zbioru
X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbioér Z < Y przecina co najmniej |Z| zbiorow sposrod A4,, ..., 4,,
zn. |li: A,nZ # Q)| =>|Z|.

Wskazowka: Zastosowa¢ twierdzenie Halla do rodziny dualnej, tzn. takiej, ktérej macierz incydencji
Jest transponowana wzgledem macierzy incydencji rodziny (A,, ..., A,).

40. Udowodni¢, ze rodzina (A,, ..., A,) podzbiorow zbioru X ma selektor czesciowy o licznosci r
wtedy i tylko wtedy, gdy

|ti: 4,inY # @} > |Y|+r—|X|

dla kazdego Y < X. Zastanowi¢ si¢ nad dualnymi wersjami innych twierdzen (np. twierdzenia
Edmondsa-Fulkersona).

41. Udowodni¢ nastgpujace twierdzenie. Niech Y bedzie selektorem cze$ciowym rodziny
(A, ..., A) podzbioréw zbioru X, oraz niech podrodzina (B,,..., B,) =(4,,..., A,) ma selektor.
Udowodni¢, ze istnieje wtedy zbior Z oraz rodzina (C,,...,C,) taka, z2¢ YcZcX,
(By,...,B)<=(C,,...,C,) =(A,, ..., A, oraz Z jest selektorem rodziny (C,, ..., C,). W konsek wenciji,
jesli Y jest maksymalnym selektorem, (B, ..., B,) za$ maksymalng podrodzing majacy selektor, to ¥
jest jej selektorem.

42. Udowodni¢, ze dla kazdej rodziny (4,, ..., A,) istnicje podrodzina (B,, ..., B,) taka, ze zbior
maksymalnych selektoréow czesciowych rodziny (4, ..., A,) pokrywa si¢ ze zbiorem selektoréw rodziny
(B, ..., B), przy czym jako (B,, ..., B mozna przyja¢c dowolng maksymalng podrodzing rodziny
(A4,, ..., A) majacy selektor.

43. Wykazaé, ze selektor czgiciowy S < X rodziny (A, ..., A, jest maksymalny wiedy i tylko
wiedy, gdy dla kazdego ye X \S dla kazdej podrodziny (B, ..., B,), ktorej S jest selektorem, i kazdego
zbioru A, zawierajacego element y mamy A;€(By, ..., By).

44. Wykazaé, ze Y jest selektorem czesciowym rodziny (4,, ..., 4,) wtedy i tylko wtedy, gdy

[YAU 4 =2 JI+1Y]=n
JoJ

dla dowolnego J < {1, ..., n}. . ' '
45. Wyprowadzi¢ twierdzenie Halla-Ore z twierdzenia Koniga.
i i ! § ustalonymi liczbami
17. Niech A bedzie zbiorem skonczonym, s, [ zad | . 7
mtm‘:ln(yjr.lﬁoiﬂilef:gw .[ 2’? beda podzialami zbioru A na s blokéw ,.rozdzxc!ajqcymn punkSy . tzn.
takimi, Ze dia dowoln‘y'ch x, yEA, X # ), istnicje podzial P, =(B,, ..., B, oraz jego dwa bloki B,, B,

1S ~ Analiza kombinatoryczna
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(p # q) takie, ze xeB,, yeB,. Udowodni¢, ze jesli |A| >s'—s'""', to istnieje wspolny selektor dla
P o P

47 (T. C. Brown [1]). Udowodni¢, ze twierdzenie z poprzedniego zadania pozostaje prawdziwe,
jesli kazda z rodzin P; ma postac (B, ..., B), U B; = A (lecz nickoniecznie B,n B, = @ dla p # q).
i=1

Wykazaé, ze ograniczenie s'—s'~' nie moze by¢ poprawione.
48. Wyprowadzi¢ wniosek 7.3 z wniosku 10.3.

49. Poda¢ algorytm znajdowania wspdlnego selektora dla dwu podzialow i oszacowac
wykonywang przez niego liczb¢ operacji elementarnych (jako funkcj¢ wymiaru problemu).



ROZDZIAL 5

WLASNOSCI PODZIALOWE

Intuicja moéwi nam, ze jesli ,duzy” zbior podzielimy na ,,niewielka” liczbe
czgsci, to jedna z tych czesci bedzie ,spora”. Odwrotnie, jesli chcemy, by przy
dowolnym podziale zbioru na pewna liczbg czesci ktoras z nich byta ,spora”,

wystarczy zada¢, by zbior byl dostatecznie ,duzy”. Najprostszym faktem
wyrazajacym t¢ intuicje jest

Zasada szufladkowa Dirichleta. Je$li X = X, U ... U X,i|X|=t+1,to |X;| =2
dla pewnego ie{l, ... t}.

Dowod tej zasady, przez indukcje, jest banalny. Rownie oczywiste jest
nastgpujace jej uogodlnienie:

Zasada podzialowa. Niech gq,, ..., q, bedzie ciagiem liczb naturalnych. Jesli
I
X=X,u..uX, oraz |X|>() q,)—t+1, to |X|=>gq; dla pewnego
i=1
ietls i t)

Oczywiscie zasada szufladkowa jest szczegolnym przypadkiem zasady podzia-
lowej (; =2 dla 1 <i<).

W rozdziale tym bedziemy si¢ zajmowali r6znymi uogélnieniami zasady po-
dzialowej. W uogolnieniach tych zbior X podlegajacy podzialowi wyposazony
jest zwykle w pewna strukturg, w terminach ktorej mozemy uscisli¢ nieformal-
ne stwierdzenie ,jedna z czgsci, na jdkie podzielilismy X, jest «sporax»”.
W zagadnieniach, ktére bedziemy rozwazali, zbior X bedzie migdzy innymi
zbiorem podzbioréw r-elementowych pewnego innego zbioru (twierdzenie Ram-

sey’a), zbiorem krawedzi grafu (twierdzenie Deubera) oraz zbiorem liczb
naturalnych (twierdzenie van der Waerdena i Schura).

§ 1. Twierdzenie Ramsey’a

Przypomnijmy, ze dla dowolnego zbioru X przez #,(X) oznaczamy rodzing
wszystkich jego r-elementowych podzbioréw. Daleko idacym uogélnieniem zasady

podzialowe) jest nastgpujace
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Twierpzenie 1.1 (Ramsey [1]). Dia dowolnych r, te N oraz dla dowolnego ciggu
liczb naturainych q,, ..., q, istnieje liczba n o nastepujgcej wiasnosci:

llekro¢ |X| > n oraz 2,(X) = A, U ... UA,, wowczas istnieje i€ {1, ..., t} oraz’
zbibr Y= X taki, ze |Y| > q; i 2,(Y) < A,.

Najmniejsza liczb¢ n o powyzszej wlasnosci bedziemy oznaczali przez
R.(qy, ..., q). Nim przejdziemy do dowodu tego twierdzenia — a podamy dwa
rézne dowody — przedyskutujemy wiasnosci liczb R,(q,, ..., q) (zwane sa one
liczbami Ramsey’a).

Stosunkowo najprostsza jest interpretacja naszego twierdzenia, gdy r =2,
Zauwazmy, ze wystarczy dowies¢ twierdzenia dla przypadku, gdy rodzina
{Ay, ..., A} jest podzialem* zbioru 2,(X). W przypadku r = 2 podzial zbioru
#,(X) to nic innego jak pokolorowanie krawedzi grafu pelnego, ktoérego zbiorem
wierzchotkéw jest X, ¢ kolorami (mianowicie, jesli |x. y|€A;, to mowimy, ze
krawedz laczaca x i y jest i-tego koloru). Przy takiej interpretacji twierdzenie
Ramsey’a (dla » = 2) mowi nam, ze jesli liczba wierzchotkow jest ,.dostatecznie
duza” to istnieje ,spory” podgraf pelny o krawedziach pokolorowanych jednym
kolorem. Zauwazmy jeszcze, ze twierdzenie trywializuje sig, jeshi g; < r dla pewnego
i, lub jesli t = 1.

Pierwszy dowdd twierdzenia Ramsey’a. Zastosujemy indukcje wzgledem r oraz t.
Zauwazmy najpierw, ze z zasady podzialowej wynika, iz

R,(qy, ..., (11)=(Z qi)—t+1.
i=1

Wykazemy teraz, przez indukcje wzgledem t, ze prawdziwosé naszego twierdzenia
dla t = 2 (i dowolnych gq,, g,) implikuje jego prawdziwos¢ dla dowolnego t > 2.
Istotnie, zal6zmy ze udowodniliSmy juz twierdzenie dla r =s, oraz rozwazmy
dowolny ciag ¢y, ..., 4s, 45+ . Wykazemy, Ze liczba Ramsey’a R,(q, ..., qq, Gs+1)
istnieje — dokladniej, ze

Rr(ql’ veey Qs qs+l) < Rr(Rr(qlv seey qs)v qs+l)'
Istotnie, zapisujac dowolny rozklad
Z(X)=A1V...UAUA,, jako P, (X)=(A;U ... UA)U A4,

widzimy, ze dla |X| > R,(R,(q,, ..., 4y), 45+,) albo istnieje zbidr ¥, < X taki, e
1Yl = R, (qy, ---» 49 | Z(Y)) S A U ... UA,, albo istnieje zbior Y, < X taki, Z¢
Vsl 2 geey i Po(Yy) € Ay (nie wylflucza.m).' oczywicie zachodzenia obu
przypadkéw jednoczesnie). Zajmijmy si¢ blizej tym pierwszym przypadklgn}:
Oznaczajac A; = A, Z,(Y,) mamy Z,(Y))=Aju ...UM, i wobec definicji

* W rozdziale tym mowigc ,podzial {A,, ..., A,]" nie zakladamy, Ze wszystkic zbiory 4; $4
micpuste.
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11>°Zb)’ Ramsey’a R:(q’la .++» q) istnieje i€ {1, ..., s} oraz zbiér Z < Y, taki, ze |Z|
> q; dOI'aZ. #,(Z) € A, tym bardziej wiec 2,(Z) < A;. Na mocy zasady indukcji
tw‘ler 'ze.me nasze jest prawdziwe dla dowolnych ¢, przy zalozeniu jego praw-
dziwosci dla t = 2.

:)l'a t = 2 stosujemy indukcj¢ wzgledem g,, ¢, oraz r. Zalozenie indukcyjne ma
postac:
. Istniejg liczby n, = R,(q, —1, q,), n, = R,(q,, g,— 1) oraz dla dowolnych p,, p,
liczby R,_.l(p,, p2). Z zalozenia tego wywnioskujemy istnienie liczby R,(q,, q2)-
Rozpoznajemy t.u zasade¢ indukcji dla zbioru czesciowo uporzadkowanego trojek
<r’ 91, QZ>s gdZ]e

r'yqy, 92> <<r,q, qy<==r'<rv('=raqi<q, Aq2<4)
(p. rozdzial 1, twierdzenie 2.3).

Zauwazmy teraz, ze wystarczy zajaé¢ si¢ przypadkiem g,, g, >r, bowiem
R.(r, q;) = q,. Istotnie, jesli |X| > gq,, Z,(X) = A; U A,, to albo istnicje Z€ A, 1
wtedy 2,(Z)=(Z) < A,, albo A, =0, A,=2,(X) i wtedy Z,(X)< A4,.
Analogicznie dowodzimy, ze R,(qy,r) = q;.

Wroémy do naszego zalozenia indukcyjnego. Wynika z niego, w szczegOlnosci,
istnienie liczby n = R,_(ny, n;). Niech |[X|>n+1 i niech Z,(X)=A4,UA,.
Obierzmy dowolny element a€X i oznaczmy Z = X\ la}. Rozklad Z,(X)=
= A, U A, indukuje rozkltad 2, ,(Z) =B, U B, nastgpujaco:

Skoro |X| = n+1, zatem |Z| > n, a wigc na mocy zatozenia indukcyjnego zachodzi
(co najmniej) jeden z nast¢pujacych dwoch przypadkow:

(1) Istnieje zbior V; < Z taki, ze [Vi| 2 n, 1 Z,_,(V}) & B;.

(2) Istnieje zbior V, < Z taki, ze [V, = n; i #,_,(V,) €B,.

Rozpatrzymy tylko przypadek (1): w przypadku (2) postgpujemy analogicznie.

Kazdy rozklad 2,(X) = A,V A, generuje rozklad 2,(V}) = C, v C;, gdzie C;
=A,n2, W) (i=1, 2). Skoro |Vj| = n; = R,(q,— 1. q3), to albo (a) istnieje zbidr
T, < V; taki, ze |T}| 2 g;—11 2,(T)) €Cy, albo (b) istnieje zbior T, < V; taki,
ze || =24q, i1 Z.(Th) C,. Jeéli zachodzi (b), to za Y przyjmujemy T, i, skoro
C, < A,, otrzymujemy L€zg. Niech przeto zachodzi (a). Wykairc{ny, ze
2,(T, u {a}) < A,. Istotnie, jesli UeZ,(T, v aj), to albo UeZ,(Th), i wtedy
UeC, < A,, albo U ¢ Z,(T)), czyli U = Wu la}, gdzie We Z,_, (T)), czyli UeA,,
To konczy dowéd dla przypadku (1). W przypadku
dalej postgpujac analogicznie. []

Podamy teraz zapowiadany drugi dowdd twierdzenia Ramsey'a a (dla r=2).
W tym celu bedziemy potrzebowali pewnych poje¢ pomocniczych. Przez drzewo
bedziemy rozumie¢ dowolny zbiér czgsciowo uporzadkowaqy TmdlX, L), W
ktérym istnicje element najmniejszy (zwany korzeniem drzewa).n dla kazdego x.efY
zbiér [ye X: y < x} jest skoficzonym lafdcuchem w T. Zgodnie z ogoélng definicja
rangi elementu W zbiorze czeéciowo uporzadkowanym (por. roz. 1, § 2), ranga

na mocy definicji zbioru B, .
(2) rozpatrujemy V; zamiast V;,
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dowolnego elementu x drzewa jest rowna r(x) =HyeX: y <xjl. Korzen j'&st
jedynym elementem o randze 0. Zauwazmy, ze W drzewie kaic-iy elemeqt oprocz
korzenia ma dokladnie jednego bezposredniego poprze(.imka. Jesli y jest
bezposrednim poprzednikiem elementu x (przypomnijmy, ze piszemy wtedy y < Xx),

to r(y) =r(x)—1. -
W drzewie skonczonym (tzn. o skonczonym zbiorze X) kazdy element ma

skoriczona liczbe bezposrednich nastepnikow. Rzad elementu x, oznaczany przez
b(x), definiujemy jako liczb¢ bezposrednich nastepnikow elementu Xx:

b(x)={yeX: x <yjl.
Wysokosé i rzad drzewa (skonczonego) T= (X, <) okreslamy odpowiednio jako

r(T) = max {r(x): xeX}, b(T)=max {b(x): xeX}.

LemaT 1.2. Jesli T= (X, <) jest drzewem takim, ze b(T) <t oraz | X| =
> -DAt—=1)+1, to r(T) = k.

Dowod. Dowodzimy, przez indukcje wzglegdem i, ze w T jest co najwyzej t'
elementow o randze i. Dowdd jest oczywisty, jako ze mamy dokladnie =1
element o randze O (korzen), a elementow o randze i+ 1 jest co najwyzej ¢ razy
wiecej niz elementow o randze i (kazdy element o randze i ma co najwyzej t
bezposrednich nastgpnikow).

Jesliby nasze drzewo mialo wysokos¢ r(T) < k—1, to mielibysmy |[X|<

k-1
< Y i =(*—-1)/t—1), wbrew zalozeniu. []

i=0

Drugi dowod twierdzenia Ramsey'a (dla r = 2). Zalozmy, ze dane sa liczby t,

t
41».--» 4. Niech [X|=@—1)/(t—1)+1, gdzie gq=() (g;—1)—t+1=
i=1

r
=(Z g;)—2t+1, oraz niech 2,(X)=A, U ... UA,. Mamy wykazaé, ze istnieje

i=1

ie(l, ..., t} oraz zbiér Y< X taki, ze |Y| = ¢q; i 2,(Y) < 4;.

Bedziemy konstruowali drzewo T'= (D, <), ktorego elementami beda pewne
ciagi skonczone postaci iy ... iy, gdzie p=0oraz 1 <i,<tdlal<m<p(p=0
odpowiada ciggowi pustemu, ktory oznaczamy przez e). Porzadek w drzewie

okreslamy nastgpujaco:
iy B, K2 JsPPSSAG =] A LA ip =Jp.

Zbior D; elementéw drzewa o randze i bedzie dokladnie zbiorem tych ciggow z D,
ktore maja diugosc i. Kazdemu elementowi we D przyporzadkujemy pewien zbior
S, < X oraz element x,€S,. Nasze drzewo konstruujemy indukcyjnie. Jako
korzen przyjmujemy ciag pusty &, przyjmujemy tez S, = X, a jako x, przyjmujemy
dowolny element zbioru X. Zalozmy, ze okresliliSmy juz zbiér D, elementow rangi
p wraz z odpowiadajagcymi im zbiorami S, i elementami x,. Dla kazdego ciagu
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w=1i;...0,e D, oraz 1 <j <t wyznaczamy zbiory

Swj = {yeS.,: {xw’ Y}EA]}
oraz przyjmujemy
Dyyy ={wj: weD, A1<j< t S, #@}.

Nastgpnie dla kazdego ve D,,, przyjmujemy jako x, dowolny element zbioru S,.
Zauwazmy, ze dla kazdego weD,

Se=1{x,}u L‘) Sj-
j=1

Zatem licznos$¢ zbiorow Si, i maleje wraz z przedluzaniem ciagu i; ... i,, i dla

pewnego k otrzymamy D,H = (). Tak wigc skonstruowane przez nas drzewo jest

skonczone i ma wysokos¢ k. Latwo zauwazyé, ze w trakcie konstrukcji kazdy

xe X zostaje w pewnym kroku wykorzystany jako x, dla pewnego weD. Stad

|ID| =|X|. Na mocy lematu 1.2 nasze drzewo ma wysokos¢ r(T)=gq =
t

=('Z1 (gi—1))—t+1. Tak wiec istnieje pewien ciag i, ...i,€ D. Odpowiada mu

ciag elementéw x,  Xiy> Xigigy ovs Xipigop> Xigoig—gig: Nazwijmy, dla p <gq,
element x; ., tego ciagu elementem j-tego rodzaju, jesli i,., =j. Zasada
podziatowa gwarantUJe nam istnienie takiego wskaznika i (1 <i<1t), ze zbior Z,
elementéw i-tego rodzaju w naszym ciagu zawiera co najmniej ¢;—1 elementow.
Niech Y=2Z, U {x;, . 2, }. Oczywiscie |Y| = g;. Wykazemy, ze 2,(Y) < A;. Istotnie,
jesli x, ye Y, to mozemy bez zmniejszenia ogdlnosci zakladac, ze x = x;, i,€Zi,
y=1Xy.i5 $>P. Lecz wtedy yeS,l ¥ QS,l F gdzie i,,, =i, zatem, na
mocy konstrukcji, {x, yjeA;. OJ

Pokazany tu drugl dowod twierdzenia Ramsey’a ma w stosunku do pierwszego
dwie zalety. Po pierwsze, pozwala si¢ latwo uog6lni¢ na przypadek nieskoriczony,
o czym przekonamy si¢ w § 10. Po drugie, daje nastgpujace oszacowanie na liczby
'‘Ramsey’a R,(q,, ..., q,) (w dalszym ciaggu zamiast R,(q,, ..., q,) bedziemy pisali

R(qy, ---, q)):

Twierpzenie 1.3.
ql+...+q'—2t+l_l
R(qy, ---» ) S % +1.. )

W szczegblnoéci otrzymujemy R(m, n) < §2™*".

§ 2. Liczby Ramsey’a

Zajmiemy si¢ teraz blizej wartosciami liczb Ramsey’a. Pierwszym nietrywial-
nym przypadkiem jest R(3, 3). Wykazemy, ze R(3, 3) = 6. Istotnie, latwo pokaza¢
pokolorowanie krawedzi grafu K5 na dwa kolory, przy ktéorym nie ma trojkata
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jednego koloru (wystarczy narysowa¢ wierzcholki grafu na okrggu i pokolorowag¢
krawedzie laczacego sasiednie wierzcholki kolorem czerwonym a wszystkie
pozostale niebieskim). Stad R(3, 3) > 5. Z drugiej strony, rozwazmy dowolne
pokolorowanie krawedzi grafu K, oraz dowolny wierzcholek tego grafu. Od tego
wierzcholka odchodzi 5 krawedzi, zatem jest ‘on polaczony co najmniej z trzema
wierzchotkami krawedziami jednego koloru, i bez zmniejszenia ogolnosci mozemy
zakladad, ze czerwonego. Jesli co najmniej dwa sposrod tych trzech wierzchotkéw
polaczone sa krawedzia czerwona, to krawedz ta ,zamyka” czerwony trdjkat.
W przeciwnym przypadku mamy oczywiscie trojkat niebieski. Stad R(3, 3) < 6. A
oto znane obecnie liczby Ramsey’a R(m, n) — w przypadkach gdy dokladna
warto$¢ nie jest znana podane zostaly ograniczenia dolne 1 gorne.

m
- 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 3 -4 5 6 7 8 9
3 6 9 14 18 23 28/29 36
4 18 25/28 34/36
5 42/55 57/94
6 102/178

Wiadomo poza tym, ze R(3, 3, 3) =17.

Obliczenie tak ,malej” liczby Ramsey’a jak R(5, 5) wydaje sie¢ juz by¢
zagadnieniem bardzo trudnym, nawet przy uzyciu najszybszych dostgpnych
maszyn cyfrowych. Roéwnie skromna jak nasza wiedza o asymptotycznym
zachowaniu liczb R(m, n) przy m, n - co. Drugi dowdd twierdzenia Ramsey’a dal
nam oszacowanie R(m, n) <§2™*". Okazuje si¢, ze pierwszy dowéd moze tez
dostarczy¢ pewnego oszacowania. Z dowodu tego wynika mianowicie bezpo-
srednio nastgepujaca nierOWnos¢:

R.(m,n) < R,_,(R,(m—1, n), R.(m, n— D)+1  (m, n>2).
W szczeg6lnosci dla r = 2 otrzymujemy
(2.1) R(m, n)<(R(m—1,n)+R(m, n—1)=1)+1 = R(m—1, n)+R(m, n—1).
(Przypo'mnijmy, ze na mocy zasady podzialowej R, (p, q) = p+¢—1). Mamy stad
nastgpujace
Twierpzenie 2.1. Dla dowolnych m, n > 2

R(m, n) < ("'*"'2).

m—1
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Dowéd. Dla m =2 mamy R(m, n)=n = (") - ('"“_2). Podobnie spraw-

1 m—1
dzamy przypadek n=2. Niech teraz m,n>2 i przyjmijmy jako zalozenie
indukcyjne nier6wnosci

R(m—1, n) < ((m—l)+n—2) _ <m+n—3>,
(m—1)—1 m—2
R(m, n—1)< (m+(n—l)—2) _ <m+n—3>.
m— | m—1
Mamy wtedy, wobec tozsamosci (5.12) z rozdziatu 1

R(m, n) < R(m—1, n)+R(m, n—1) < ('"+"—3)+ (m+n-3)= <m+n-z)_ .

m—2 m—1 m— 1

. . " . [m+n=2 2(n—1)
Poro6wnajmy, dla n = m, oszacowania §2™*" = 2" | ( 1 ) - ( 1 )
m— n—

Na mocy wzoru Stirlinga (n! = (n/e)" V"i}r_ﬁ) mamy

(Z(n— l)) I n2n o 1 520
n—1 4. /n(n—1) 4\,"5

(p. tez zad. 13), a zatem drugie oszacowanie jest asymptotycznie lepsze (przy-
pomnijmy, ze f(n) ~g(n) oznacza, iz lim f(n)/g(n) =1). Nie jest to zreszta

A X
najlepsze znane oszacowanie: wiadomo, ze dla pewnej stalej ¢ i dowolnych
n=zm2=3

S P
R(m, n) < ¢ T

m—1

log logn (m+n—2>

(J. Yackel [1]).(Y)

Przejdziemy teraz do oszacowan dolnych dla liczb Ramsey’a. Udowodnimy
najpierw ogoélne twierdzenie, ktore moze byC réwniez pomocne do otrzymania
ograniczenn dolnych na odpowiedniki liczb Ramsey’'a dla innych twierdzen
podzialowych. Bedziemy mowili, ze rodzina Z < 2,(X) jest dwukolorowalna, jesli
elementy zbioru X mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami tak, by zaden podzbior
A€ Z nie skladal si¢ z elementow tego samego koloru. Innymi stowy rodzina &
jest dwukolorowalna, jesli istnieje podzbior C = X taki, 2e Q£ ANCE A dla
kazdego AeX.

Twiernzenie 2.2. Niech X bedzie dowolnym zbiorem skonczonym, n2> 1,
T < 2,(X). Jesli & nie jest dwukolorowalna, to |2] >2""".

Dowéd. Niech |X| = m. Obliczymy na dwa sposoby liczbg par {4, C) takich,
% Aed oraz A = C lub A < X\C. Kazdemu zbiorowi Ae odpowiada 2™~ "

(*) Prawdziwodé tego oszacowania jest kwestionowana, p. Chung [1].
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zbioréw C 2 A oraz 2™ " zbior6w C takich, ze X\ C 2 A. Zatem naszych par jest
|Z12™""*!. Z drugiej strony, na mocy zalozenia, kazdemu zbiorowi C c X
odpowiada co najmniej jeden zbior AeZ taki, z2¢ A £ C lub 4 < X\C. Stad
naszych par jest co najmniej tyle co zbiorow C € X. Mamy wigc

Im 2m—n+l - 2m,
czyli

21=2"""1. 0O

Mozna tez wykazaé, ze | 2| = 2"n/(n+2). Zainteresowanego Czytelnika odsyla-
my do oryginalnej pracy Schmidta [2] lub do monografii Erd6sa i Spencera [1].
Aby otrzymaé dolne oszacowanie liczb Ramsey’a, wystarczy teraz odpowied-
nio dobraé rodzine #. Jesli mianowicie rozwazymy zbiér X o licznosci m =
= R(n, n) oraz przyjmiemy Z = {2?,(Y): Ye Z,(X)}, to z definicji R(n, n) rodzina

Z nie jest dwukolorowalna. Lecz < 9’(3)(?2(X )) oraz |%Z] = (m) Otrzymujemy
n
stad jako wniosek nastgpujace *
TwierpzeNiE 2.3 (Erdos [2]).
1
R(n, n) = n2"? (— —o(l)).
e /2

Dowéd. Z twierdzenia 2.2 otrzymujemy

(m) 5 21,

(m)=m(m—l) . (m—n+1) _m"

nn—-1)...1 Sl

Stad

m" > n) 222,
m> 2/ni2n2a- 12yt o wfur L gwz o poma 1
\/i e\/i
gdyz na mocy wzoru Stirlinga mamy
Yn! = g 2920 ¥n zg. O

Poréwnujac otrzymane w tym paragrafic dolne i gérne ograniczenia liczb
Ramsey'a R(n, n) widzimy, jak malo jeszcze wiemy o szybkosci wzrostu tych liczb

————————————————

* Przypomnijmy, 2¢ symbol o(1) oznacza funkcje (zmniennej n) zbiezng do zera (dla n — ).
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przy n—oo. Twnerdzepie 2.2 zostalo opublikowane przez Erddsa w 1947 r.
i d'o.tyc.hcz.as rkaomu nie udalo si¢ podaé istotnie lepszego oszacowania dolnego
(jeshi nie liczy¢ pracy Spencera [2] zwigkszajacej to ograniczenie dwukrotnie).

Df),datkowe informacje dotyczace oszacowan na liczby Ramsey'a mozna
znalez¢ w pracach Ajtai, Komlds i Szemerédi [1], Griggs [1], Abbott i Liu [2],
Nara i Tachibana [1] oraz Chung [1].

§ 3. Twierdzenia podzialowe dla grafow

Omawiajac twierdzenie Ramsey’a (dla r = 2) wspomnielismy o jego nastepu-
jacej teoriografowej interpretacji: Jesli m > R(p, g), to przy dowolnym pokoloro-
waniu krawedzi grafu K,, na czerwono lub niebiesko powstaje podgraf izo-
morficzny Z K, o wszystkich krawedziach czerwonych lub podgraf izomorficzny z
K, o wszystkich krawedziach niebieskich (przypomnijmy, ze K, oznacza graf pelny
o m wierzchotkach). Problem ten mozemy w naturalny sposob uogélni¢: Dla
danych graféw G, H szukamy najmniejszej liczby r(G, H) takiej, ze dla dowolnego
m>=r(G, HY przy dowolnym pokolorowaniu krawedzi grafu K, kolorami
czerwonym i niebieskim powstaje podgraf izomorficzny z G o wszystkich
krawedziach czerwonych lub tez podgraf izomorficzny z H o wszystkich
krawedziach niebieskich. Oczywiscie R(p, q) = r(K,, K,) natomiast istnienie liczb
r(G, H) dla dowolnych G, H jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia Ramsey’a:
jesli G i H maja odpowiednio p 1 ¢ wierzchotkéw, to r(G, H) < R(p, q).
Nietrywialny jest natomiast problem wyznaczania liczb r(G, H) dla konkretnych
graféow G, H. Zainteresowanego Czytelnika odsylamy do bogatej literatury na ten
temat (p. np. Burr [1]), my zas zajmiemy si¢ pewna modyfikacja tego problemu.
Przez podgraf grafu G = (V, E) o zbiorze wierzchotkow V 1 zbiorze krawedzi
E < 2,(V) rozumielismy dowolny graf G, = (Vy, E,) taki, ze V, €V, E, €E.
Przypomnijmy, ze podgraf taki nazywamy podgrafem indukowanym przez zbior
V, (i oznaczamy przez Gy,), jesli E; = En 2, (V)), tzn. jesli G, zawiera wszystkie
krawedzie grafu G laczace wierzchotki ze zbioru V;. Przez podgraf indukowany
bedziemy rozumieli podgraf indukowany przez swoj zbior  wierzcholkow.
Glownym rezultatem w tym paragrafie bedzie nastgpujace

Twierpzenie 3.1 (Deuber [2]). Dla dowolnych grafow G i H istnieje graf L o
nastepujqcej wlasnosci:

Dla kazdego pokolorowania krawedzi grafu L na dwa kolory, czerwony i
niebieski, istnieje w L podgraf indukowany o wszystkich krawedziach czerwonych
izomorficzny z G, lub podgraf indukowany o wszystkich krawedziach niebieskich

izomorficzny z H.

Dowo6d. Niech L— (G, H) oznacza wlasnoséé grafu L, o ktorej mowa w tezie
twierdzenia, i niech zbiorami wierzcholkow grafow .G i H .beda c?dpowiednio
X = V(G) i Y= V(H). Bedziemy dowodzili twi;rc!zema przez md-ukgg wzgledem
|X|+|Y|. Dla ,,malych” grafow G, H twierdzenie jest oczywiste: jesli [X| =1 lub
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|¥] =1, to L-(G, H) dla dowolnego grafu L. Niech wiec IXI>1 1 |Y]>1.
Ustalmy xe X, ye Y i rozwazmy grafy G = Gxyx» H = Hy,,,. Na mocy zalozenia
indukcyjnego istnieja grafy G* i H* takie, ze G* - (G, H) oraz H* - (G, H). Niech
G,, G,, ..., G, beda wszystkimi podgrafami indukowanymi grafu G* izomorficz-
nymi z G. Istnieja wtedy zbiory S1, 82, ..., S, takie, ze S; = V(G), i jesli do G,
dodamy ,,nowy” wierzchotek (tzn. nie bedacy wierzchotkiem grafu G*) i polaczymy
g0 z wszystkimi wierzcholtkami z Si, to otrzymamy graf izomorficzny z G
(zauwazmy, ze zbidr Si nie musi byé jednoznacznie wyznaczany przez G).
Konstrukcji zadanego grafu L dokonamy w m krokach, startujac od G.

Niech Ly = G*, niech {X1, ..., X;} bedzie zbiorem wierzchotkow grafu G*
i niech X? ={x;) dla 1 <i<! (X{ jest zbiorem wierzchotkow powstatych z X
w trakcie pierwszych j krokow naszej konstrukcji). Przy zatozeniu, ze okreslilismy
juz graf L, , oraz zbiory Xi !'c V(L;-,), skonstruujemy graf L; i zbiory
b7 = VL) (1<j<m, 1<i<]). W tym celu zdefiniuymy

Z;=U X" xeS) V(L))

=
oraz zamienmy kolejno kazdy wierzcholek zeZ; na kopi¢ H¥ grafu H* (kazdy
wierzcholek z V(H?*) jest polaczony ze wszystkimi wierzchotkami, z ktérymi
polaczony byl z). Dokiadniej, definiujemy najpierw pomocniczy graf L; nastepuja-
co:
V(L) = (V(Lj_ l)\Zj)u(Z,- x V(H*)),
E(L) = {ix, y}e E(L;-y): x, VeZ;lu
@ {x, <z, 933 (% zZ}€E(Lj_ ) A x¢Z; A zeZ; A yeV(H*} L
w {{<u, x), v, p>}: u,v€Z; A x, ye V(H*) A lu, vieE(Lj-,)}u
w {{<u, x), u, y>}: ueZ; A [x, y} e E(H*)}.
Kazda z kopii H} grafu H* zawiera pewna liczbe podgrafow indukowanych H_,l,
A2, ..., H? izomorficznych z H. Istnieje dla kazdego z nich zbior T: < V(H)
wierzchotkéw, ktore nalezy pofaczy¢ z nowym wierzchotkiem, by otrzymaé graf
izomorficzny z H. Mozemy na n'“d sposobow wybrac¢ po jednym zbiorze Tz
kazdego grafu H¥ (ze Z;, 1 <i<n). Dla kazdego takiego wyboru T.', T.2, ..., 7::

22’
(Z; = iz zg), 1 <ip<n dla 1<p<yq) dodajemy do L; nowy wierzcholek
§ N

2 10is 1

1!2...( o . » : -

my wqten sposob graf L;. Pozostaje jeszcze okresli¢ zbiory X{. Definiujemy
X, jesli x; ¢S,

Xi=1 i1 9. il xeS

X' xV(H*), jesli €S,

q 5 .
ktory laczymy ze wszystkimi wierzchotkami ze zbioru |J ’I;‘: Otrzymuje-

X] jest zbiorem tych wierzchotkéw grafu L, ktdre

Jak juz wspomnielismy, okrotnego) ,rozszczepiania” tego wierzchotka

powstaly z x; W procesie (na ogot wiel
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zamianie wierzchotka na kopi . ui . ia ata®
g:zlyy (H*) wierzcholkéw kopii), pi¢ grafu H*, wierzchotek ten ,rozszczepia si¢
Przyjm}gemy_ L=L,. Nalezy teraz sprawdzi¢, ze L—(G, H). W tym celu
2alé2my, ze kazdg z krawedzi grafu L, pokolorowaliémy na czerwono lub
niebiesko tak., ze nie powstat zaden podgraf indukowany o wszystkich krawedziach
czerwonych izomorficzny z G, ani tez zaden podgrafl indukowany o wszystkich
krawqdziact} niebieskich izomorficzny z H. Wykazemy, iz zatozenie to prowadzi do
sprzecznqécx. Istotnie, w kazdym z podgraféw H}, z,eZ,, musi wtedy istnie
podgraf indukowany H.? izomorficzny z H o wszystkich krawedziach niebieskich.

Zbiorom T, < V(Hi’;,) odpowiada pewien wierzcholek z[%, ; (s =|Z,|). Wierz-

chotek ten musi by¢ potaczony z kazdym ze zbioréw T.? co najmniej jedna
krawedzia czerwona (w przeciwnym przypadku powsta{byp niebieski” podgraf
indukowany izomorficzny z H). Wybieramy z kazdego zbioru 7:" po jednym
wierzcholku ¢, polaczonym z 20 ig.0d krawedziag czerwona. Usuwafny pozostate
- elementy zbiorow V(H;“V) wraz z incydentnymi z nimi krawedziami. Usuwamy
rowniez wszystkie wierzcholki zJ};, ; rézne od z[;, ;, wraz z incydentnymi z
nimi krawedziami. Otrzymany w ten sposob graf jest izomorficzny z L,_; Z
dodanym wierzcholkiem polaczonym czerwonymi krawedziami ze wszystkimi
wierzchotkami ze zbioru (J{X" ': x;eS,), tzn. ze wszystkimi wierzchotkami
grafu L,_, powstalymi z rozszczepienia wierzcholkow z §,,. Zauwazmy, ze istota
dokonanej przed chwila konstrukcji jest powrot od L, do L,_,: odpowiednie
kopie grafu H* zamienialismy na pojedyncze wierzcholki. Konstrukcje te
powtarzamy, otrzymujac graf izomorficzny z L, , z dodanym: dwoma
wierzcholkami: jednym polaczonym czerwonymi krawedziami z wszystkimi
wierzchotkami  powstalymi z rozszczepienia wierzchotkow z S, 1 drugim
polaczonym czerwonymi krawedziami z wszystkimi wierzchotkami powstalymi z
rozszczepienia wierzchotkéw z S, ;. Powtarzajac t¢ konstrukcj¢ otrzymujemy w
koncu graf Ly izomorficzny z Lo = G* z dodanymi, dla 1 <i < m, wierzchotkami
u; polaczonymi czerwonymi krawedziami ze wszystkimi wierzchotkami z §;. Lecz
G* - (G, H), zatem musi by¢ w G* albo ,czerwony” podgraf indukowany
izomorficzny z G, ktory wraz z pewnym wierzcholkiem u; 1 incydentnymi z nimi
krawedziami tworzy ,.czerwony” podgraf indukowany grafu Ly izomorficzny z G,
albo ,niebieski” podgraf indukowany izomorficzny z H. Lecz w obu przypadkach
podgrafy te sa podgrafami indukowanymi grafu L, (gdyz Lo, L sa podgrafami
indukowanymi grafu L,). OtrzymaliSmy sprzecznos¢ z zalozeniem, iZ przy naszym
pokolorowaniu grafu L, nie ma w L, ani ~czerwonego” podgrafu indukowanego
izomorficznego z G, ani ,,niebieskiego” podgrafu indukowanego izomorficznego z
H. Sprzeczno§é¢ ta konczy dowdd. [ _

Na zakofczenie warto wspomnieé, ze twierdzenie Deubera zostalo wzmocnione
przez Nedetfila i Rodla [1] w nastgpujacy sposob: Dla dowolnych graféw G i H
istnieje graf L taki, ze L— (G, H) oraz o(L) = max {0 (G), o(H)}, gdzie w(G) jest
maksymalna licznoscia kliki w G (por. rozdziat 4, § 2).
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§ 4. Twierdzenie van der Waerdena

Przechodzimy do wlasnosci podzialowych zbioru liczb naturalnych. W
‘paragrafie tym wykazemy, ze dla dowolnych k, t mozna dobraé m tak duze, ze
ilekro¢ {1,...,m} =A, U 