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1. Wprowadzenie

° to rownanie, ktérego rozwigzania szuka sie w zbiorze liczb catkowitych.
Iwykle rozwaza sie rownania diofantyczne o dwdch lub wiecej niewiadomych — rownania
z jedng dajqg sie rozwigzac metodami algebraicznymi.

o Nazwa rownan pochodzi od ich tworcy greckiego matematyka Diofantosa.

Byl on matematyvkiem greckim, zyjgcym w III wieku n.e. w Aleksandrii. Jest autorem dziela Avytmetyika,
skladajacego sie z 13 ksige. z ktorveh zachowalo sie 6 w jezyku greckim i 4. przetiumaczone na arabski.
Diofantos nie znal liczb ujemnych, jednak odroznial liczby . dodawane” od ., odejmowanych poprzez
stosewanie odpowiednich znakow. Diofantos mial uwazaé sie za pierwszego matematyka, ktory

zastosowal znak réwnania (=) oraz znak odejmowania (-).




2. Algorytm Euklidesa

Jest to algorytm do obliczania najwigkszego wspdlnego dzielnika dwdch liczb catkowitych. Opiera si¢ na
spostrzezeniu, ze JeSU od liczby wiekszej odejmiemy mniejszg, to mniejsza liczba i otrzymana roznica beda
miaty taki sam Wspolny dzjelnik jak pierwotne liczby. Jesli w wyniku odejmowania otrzymamy pare rownych
liczb, oznacza to, ze znalezlismy NWD. Mozna réwniez zamiast odejmowania przypisac liczbie a liczbe b,

a liczbie b reszte z dzielenia liczby wigkszej przez mniejszg - gdy reszta dojdzie do zera, na tym konczymy
a NWD jest rowne ostatniej dodatniej reszcie. (przykt.)

Przyktad:

Wyznaczmy NWD liczb 365 i 94, korzystajgc z algorytmu Euklidesa mamy:

365=94-3+83 Otrzymalismy reszte rozng od zera, zatem teraz podzielimy liczbe 94 przez reszte 83.
94=83-1+11

83=11-7+6

11=6-1+5

6=5-1+

5=1-5+0

NWD(365, 94) = |



Konstrukcja:

Zatbzmy, ze: a,b €N, a>b oraz a,b#0

1. Dzielgc z resztg a przez b otrzymujemy:

a = bc, + r,, 0 <r, <b,
b = rc, + r,, 0 <r, <rg,
1 = rc; + r;, 0 <r; <y,
rh2 = TG, + 1y, 0 <r, <r,4 r, - ostatnia dodatnia reszta

rn -1 = rncn+1 + 0

Ostatecznie otrzymujemy:

NWD(a, b) = NWD(b,r;) = NWD(ry, r;) = NWD(ry, r3) == = NWD(r,,, r.1) = NWD(r,.1, 1)) = Ty,



Metoda wyznaczania x, y € Z wynika z algorytmu Euklidesa. Istotnie, dla a, b € N, a > b mamy:

o= bc,+r,,
b= r,c,tr,,

rn—2=rn—] CIn+rn'

rn—lzrnQn+l+O
rn= a->bc,
= b-rc,

3= 1-1,Cs

a+b(-c,)

b-(a+b(-cy))c,

a+b(-c,)

rn= a-bc,,
2= b-r,c,,
3= r-r,Cs,

rnzrn—Q'rn-] Cn'
(1= An+

a(-c,) +b(1+cycy)

= d(l+cyCy) + b(-Ci-C5-CCyCs).



Twierdzenie:
Niech a,bel oraz aib#0. Wtedy istniejg takie liczby catkowite x, y, ze NWD(a, b) = ax + by

Przyktad.
1.Wyznaczymy liczby XiYdla a=314 1 b =161
Znajdujemy NWD(314,161)

314=161-1+153

161 =153-1+8
153=8-19 +
8=1-8+0

2. ,Odwracamy” algorytm Euklidesa:

1=153-8-19=314+161-(-1)= (314~ (-1) + 161 (1+1-1))19=314(1+1-19) + 161 (-1 =19-1-1-19)=
=314- 20+ 161 - (-39)

X=20,Y=-39



3. Réwnania diofantyczne stopnia pierwszego — réwnanie liniowe
Rownaniem diofantycznym stopnia pierwszego nazywamy réwnanie liniowe postaci:
a,X;+a,X,+---+a,X,=b, gdze q,....a, beZ a szukane rozwigzania (X, Y) sq liczbami catkowitymi.

Zauwaimy, ze dla n = 1 dostajemy réwnanie: a;X; =b

Sy

Takie rownanie ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko witedy, gdy a,|b i wdwczas =-

Q

Dla n = 2 ofrzymujemy réownanie postaci:  a;X; + a,X, =b

Kiedy takie rownanie ma rozwigzanie?

Jedli zastosowac rozumowanie powyzej, fo mozna przyjac, ze takie rownanie ma rozwigzanie, gdy a,|b i a,|b.
Zauwazmy jednak, ze np. rownanie 4X + 6Y = 10 ma rozwigzanie X = 10i Y = =5, pomimo iz 10 nie dzieli 4 ani 6 .

Jaki zatem warunek muszqg spetniac wspotczynniki takiego rownania, aby miato ono rozwigzanie?

Mowi nam o tym nastepujgce twierdzenie:




Przyktad:

a) 4X+6Y =9, NWD(6,4) =2i2 | 9 zatem rdbwnanie nie ma rozwigzania.
b) 5X+9Y =2, NWD (9,5) =1i1]2, czylirbwnanie ma rozwigzanie.

Obliczanie NWD(9.5) algorytmem Euklidesa i jego ,,odwracanie” w celu wyznaczenia Xy i Yy :
9=5-1+4

5=4-1+

4=1-4+0 Zatem NWD(9,5) =

5—4 -1=5-(9+5(-1))1=9(-1)+5(1+1-1)=9 - (-1)+5 -2 |-2
?-(-2)+5-4

2
Wiec, X, =4, aY,=-2

X=4+09t
Y=-2-5t, gdytel



Cw.1 Rozwigz podany uktad réownan dlax, y € N :
XY =720
NWD(X, Y) =4
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze skoro NWD(x, y) = 4, to X =4k iY = 4|, gdzie NWD(k, I) = 1.
Podstawiajgc do pierwszego rownania dostajemy:
4k - 41=720
16 - k- 1=720

k - 1=45
Poniewaz liczby k i | sg wzglednie pierwsze, to

45 1 18 4
15 3 zatem O
9 5 60 12
36 20

Musimy wykluczy¢ pary (60, 12), (12,60), poniewaz ich NWD wynosi 12.
Odp. Szukane pary liczb to: (4,180), (180.4), (20,36), (36,20).



Cw.2 Wyznacz wszystkie pary (x, y) liczb catkowitych spetnigjgce réwnanie:

Xy =3x+5y+7

PrzenieSmy 3x i 5y na lewq strong rownania:

Xy-3x-58y=7

Aby zapisac lewq strone rownania jako iloczyn dwdch wyrazen algebraicznych dodajmy do obu stron 15:

Xy —3x-58y+15=7+15
Xy —3x—-58y+15=22

teraz zapiszmy to w prostszej formie:
(x=5)(y -3) =22
lloczyn dwoch liczb catkowitych wynosi 22 wtedy i tylko wtedy, gdy:

22=1-22=22-1=11-2=2-11=-1--22=-22--1=-2--11=-11--2

a) | x=5=1 Db) x-5=22 c) x-56=11 d) x-5=2 e x-5=-1 f) x-6=-22 Q) x-5=-11 h) x=5=-
y-3= 22 y-3=1 y-3=2 y-3=11 y-3=-22 y-3= -1 y-3= - y-3= -11

ajd x=46 D) x=27 ¢ x=16 d) x=7 e) X=4 f) x=-17 Q) x=16 h) X=3
y =27 y=4 y=2>5 y=14 y=-19 y=2 y=25 y=8

Odpowiedz: Rownanie spetniajg nastepujqgce pary liczb: (6,25), (27.4), (16.5), (7.14), (4,-19), (-17.,2), (-6.1), (3.-8) .



4. Réwnania diofantyczne stopnia drugiego — rownanie Pitagorasa

o Trojki liczb, ktdre spetniajq twierdzenie Pitagorasa nazywamy trojkami pitagorejskimi.
o JesliNWD(a, b, c) =1, liczby te tworzg trojke pierwotng
o Najstawniejszq trojke pitagorejskg tworzg liczby 3, 4, 5 — nazywamy jq takze trojkg egipskq.

Twierdzenie:
Wszystkie trojki pitagorejskie sg postaci: t{{m 2-n2), 2tmn, t{m 2+ n?2?), gdziem, n,t e Z, NWD(m, n)=1, 24+ m—-n

Ostatni zapis oznacza, ze liczby m oraz n dajg rozne reszty z dzielenia przez 2.
Dowdd twierdzenia:

W wykrywaniu wszystkich trojek pitagorejskich pomoze nam kilka uproszczen, ktére zawezqg zakres poszukiwan, otoz:

1. Mozemy ograniczy¢ zbior wynikow do liczb dodatnich, gdyz kwadrat nie zalezy od znaku liczby do niego podnoszone.
2. Jezeli trojke pitagorejskg stanowiq liczby: (1x) 2 + (ty) 2 = (1z) 2 t 2(x 2+y 2)=t %(y 2), to sg niq takze liczby x, y, z, wiec
mozemy sie ograniczy¢ do trojek zbudowanych z liczb wzglednie pierwszych.

3. Stw. Jedna z liczb a, b jest podzielna przez 2.

Zat. 24+a i 24b

Dow. 1, 2 dajqg reszte 1 z dzielenia przez 2. ( 1=1(mod2), 2 =1(mod2) ), czylia 2 + b 2 powinny przypadku dzielenia przez 4 dawac reszte
O lub 1, w zaleznosci od wyniku ( czy jest nim liczba parzysta, czy nieparzysta),

a ofrzymujemy: dlaa = 2k +1, b= 2l +1

(2k+1)2+ (21 +1)2= 4k2 + 1 +4k+4l12 +1 +4l=4(k? +k+|2+1)+2, ( a2+ b2=2(mod4) ) co jest nieprawdq.

Wiec jedna z liczb q, b jest liczbg parzystq.



Przy wszystkich poprzednich uproszczeniach :

a’+b% =c? | ic>
(%) 2 + (g) 2=1, gdze % =p, g =q, (p,q) saparg pewnych punktéw wymiernych, lezgcych na okregu jednostkowym
4 Okazuje sie, ze potrafimy znalez¢ pewng pare takich punktdw, sg nimi, np. (-1,0), bo 12+0=1,
\ zaznaczmy je na okregu. Zaznaczmy takze na okregu punkty (p, g). ktére chcemy wyznaczyc.

Mozemy potgczy¢ obie wspdtrzedne pewnq prostqg przez nie przechodzgcg. Rdéwnanie owej
prostej wynosi zatdézmy: y = a( x + b ), gdzie wspdtczynnik nachylenia prostej(a) wynosi tangens

_\ kgta jej nachylenia wzgledem osi X.
Skoroa=tg B, toa=:/ , foy= ﬁ(x +b), gdzie b to taki punkt dla ktérego prosta

(p.q)
przechodzi przez punkt (-1,0 ). W tym przypadku b =1, bo 0=qa( -1 + 1), niezaleznie od
wspotczynnika.

(-1,0) § X < Kiedzlx2+ y2=1, a=m i meQ mamy:
y=m(x+1)
X2+ (m(x+1))2=1, po przegrupowaniu:
X2(M2+ 1) +2m3>x + (M?-1) =0 7Za x mozemy podstawic¢ zardbwno -1, jak i p,
wiec pierwiastkami tego rownania sg -1 i p.

Korzystajgc ze wzordw Viete'a dla rownania kwadratowego postaci: ax? + bx + ¢ =0

rownanie okregu= x? +y? =1, mamy, ze:
gdzie 1 =r? X; + X, =-Db/a, X; " Xp=C/a

Co w naszym przypadku daje:

-p=(m2-1)/(m2+1) | - (-1)
p = (1-m?)/ (1+ m?),

Wyznaczamy g ze wzoru m=q/p + 11 po przeksztatceniu otrzymujemy:
g =m(p+1)=(2m) / (1+ m?)



Dlam=k /Il i NWD(k,I) =1

Qle

= (k- P/ e+ 1)

als

= (2K) / (k2 + P?)

Skoro zaktadamy, ze NWD (k, I) = mozemy stwierdziC, ze ( pewne) a =k2- 2, b = 2kl, ¢ = k? + I2, wykryliimy w ten
sposob wszystkie trojki pierwotne.

Postugujgc sie 2 uproszczeniem, mowigcym, ze jezeli trojke pitagorejskg stanowiq liczby:

(tx) 2 + (ty) 2 = (iz) 2 t 2(x 2+y 2)=t Yy 2), to sq nig takze liczby X, y, z, wiec udowodnilismy stwierdzenie.



5. Réwnania wyzszych rzedéw — réwnanie Fermata

Wielkie twierdzenie Fermata mowi, ze dla wyktadnikdw n = 3 rownanie x,, + y, = z, hie ma rozwigzan
w liczbach catkowitych dodatnich x, v, z.

Pierre de Fermat zanotowat je na marginesie tacinskiego ttumaczenia ksigzki ,,Arithmetica” Diofantosa
I opatrzyt nastepujgcqg uwagaq:

~Lnalaztem zaiste zadziwiajgcy dowdd tego twierdzenia. Niestety, margines jest zbyt maty, by go pomiescié”.

Twierdzenie zostato sformutowane przez Fermata w roku 1637. Opublikowano je dopiero w roku 1670, po
odnalezieniu go w pozostatych po Smierci pismach Fermata i z miejsca stato sie wyzwaniem dla kolejnych
pokolen matematykdw — wiadomo bowiem byto, ze wiele twierdzen formutowanych przez Fermata okazato sie
prawdziwymi, a ich dowody zostaty znalezione przez innych. To jedno przez ponad 300 lat opierato sie probom
dowodu w ogodlnosci, znane byty dowody szczegdlnych przypadkdw. Diatego tez nazwane zostato ostatnim
twierdzeniem Fermata.

Dowdd ostatecznie zostat przeprowadzony przez angielskiego matematyka Andrew Johna Wilesa
dopiero w roku 1994, co byto jednqg z najwiekszych sensacji naukowych XX wieku. Zajmowat ok. 100 stron A4
I wyrazony byt w jezyku topologiii krzywych eliptycznych.



6. Zastosowania powyzszych réwnan w zadaniach

Zad.1
Rozwigz rownania diofantyczne: ZOd'3. : : . : )
q) 45x + 60y = 5 1Rozwzlqz wszblorze liczb catkowitych:
b) 314+ 161y=9 x Ty o
Cc) 966x-686y =70
d) 69x+ 87y +93z=7 Zad.4
Udowodnij, ze na okregu x 2 + y 2 = 3 nie ma punktow
Zad.2 wymiernych.

Rozwiqgz uktady rownan diofantycznych:
a) | NWD(x, y) =

y/x=13/3
b) {NWD(x,y) =

NWW (x,y) =

C) X+y=677
NWW (x,y)/ NWD(x,y) = 120

d) x+y=210
NWD(x,y) =7






