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0d Wydawcy

Zbior zadan z matematyki do klasy I przeznaczony jest dla uczniow zakresu podstawo-
wego 1 rozszerzonego liceum ogolnoksztalcacego, a takze dla uczniow liceum profilowa-
nego i technikum. To pierwszy z trzech tomow zbiordw, ktore stanowia uzupetnienie pod-
recznikow do matematyki opublikowanych przez Wydawnictwo Pedagogiczne OPERON.
Uniwersalny charakter zbioru pozwala jednak korzysta¢ z niego niezaleznie od programu
nauczania wybranego przez nauczyciela.

Ksigzka jest czgscig pakietu edukacyjnego, w ktorego sktad wechodza: program naucza-
nia, podrecznik, przewodnik metodyczny dla nauczyciela, scenariusze lekcji, testy spraw-
dzajace, zestawy testow przygotowujacych do matury, stereogramy oraz filmy edukacyjne.
Wszystkie elementy tego zestawu sa ze soba Scisle zintegrowane i pozwalaja na petne wy-
korzystanie nowoczesnych metod dydaktycznych w nauczaniu matematyki w liceum ogdl-
noksztalcacym, profilowanym i technikum.

Zawarte w zbiorze zadania obejmuja zagadnienia podzielone na osiem rozdzialow:
~Elementy logiki matematycznej”, ,,Rachunek zbioréw”, ,Rachunek algebraiczny”,
,Zbior liczb rzeczywistych”, , Funkcje”, ,,Funkcje trygonometryczne”, ,,Funkcje liniowe”,
»Elementy geometrii pfaszczyzny”. Systematyczna praca ze zbiorem pomoze uczniom
opanowac i przeCwiczy¢ umiejetnosci zwiazane z trescia wymienionych rozdziatow, a tak-
ze nauczy wykorzystywac zdobyta wiedze w praktyce dzieki temu, ze zadania wielokrotnie
nawigzujg do sytuacji z zycia codziennego. Do korzystania ze zbioru zachecajg uczniow
liczne ciekawostki i informacje z wielu dziedzin nauki, ktore wpleciono w tre$é zadan.
Znakomitym udogodnieniem s3 najwazniejsze twierdzenia, wzory i reguly, zebrane na
poczatku kazdego rozdziatu. Wazna pomoca powinny si¢ tez okaza¢ odpowiedzi do wy-
branych zadan.

Zadania w zbiorze majg rozny stopien trudnosci. Zadania oznaczone i+ sg Srednio
trudne, a oznaczone * sg trudne badz zawieraja material z zakresu rozszerzonego. Moze
je jednak rozwigzac uczen ksztalcacy si¢ w zakresie podstawowym — po uzupeinieniu nie-
ktorych wiadomosci.

Bedziemy wdzigczni za nadsytanie pod adresem Wydawnictwa uwag na temat zbioru,
jak rowniez propozycji zadan, ktére mogliby§Smy zamiesci¢ w kolejnych wydaniach.

Zyczymy sukcesow w ,tamaniu glowy” i §wietnych ocen z matematyki.






I. Elementy logiki matematycznej

Zdaniem logicznym nazywamy kazde zdanie orzekajgce, ktbremu mozna przypisa¢ jedna
z dwoch ocen: prawde (warto$¢ logiczna 1) albo falsz (wartoS¢ logiczna 0). Zdania w sensie
logiki oznaczone sg najczesciej matymi literami alfabetu tacifiskiego, na przyktad: p, g, r.

Funktory zdaniotwdrcze (spojniki logiczne)

(~)— nieprawda, ze;
(A)-1;
(V) -~ lub;
(=)—jezeli, to;
(e)—wtedy i tylko wtedy.
Za pomocg funktoréw zdaniotworczych tworzone sg nowe zdania:
~ p —negacja zdania p;
p A\ q—Kkoniunkcja zdah pig;
pV q - alternatywa zdan pigq;
p = q—implikacja zdan pig;
p < g — rownowaznos¢ zdan.
Wyrozniamy dwa rodzaje kwantyfikatorow:

A ogoOlny, czytamy: ,,dla kazdego x ...”.

V szczegdlowy, czytamy: , istnieje takie x, ze ...”.
X

Tabela wartosci logicznych

Koniunkcja Alternatywa Negacja
P q |PNg p q |PVq L
1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0

Implikacja Réwnowaznose
P g d P q |P=4
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1




Prawa rachunku zdan

Nazwa prawa

TreS¢ prawa

podwojne przeczenie ~(~p)ep
taczno$¢ koniunkcji (pAg)Are pA(gAT)
facznos¢ alternatywy (pVq)Vre pV(gVr)

zaprzeczenie implikacji

“(p=q) =[P (~q)]

zaprzeczenie koniunkcji
I prawo de Morgana

~(pAg) e [(~p)V(~q)]

zaprzeczenie alternatywy
II prawo de Morgana

~(pVq) e [(~p)A(~q)]

rozdzielnos$¢ koniunkc;ji
wzgledem alternatywy

[pA(gVr)]e[(pAg)V(pAr)]

rozdzielnos¢ alternatywy
wzgledem koniunkcji

[pV(gnar)]e[(pvag)V(pAr)]

przechodnio$¢ implikacji

[((p=q)A(qg=7)]=(p=T)

Kwadrat logiczny
Z=>T

przeciwne

odwrotne

~Z =T

" odwrotne I'=Z

przeciwne

~T=~27




. Elementy logiki matematycznej

Zadania

Elementy logiki matematycznej

1. Zdania. Formy zdaniowe

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Wskaz, ktore z podanych zdan sa zdaniami logicznymi:
a) Wieloryb jest ryba.

b) Bolek lubi lody.

¢) Jasiu, zamknij okno!

d) Liczba 201 jest pierwsza.

e) Rzeka wpada do morza.

f) Bolestaw Chrobry byl pierwszym krolem Polski.

g) Kazdy odcinek ma tylko jeden Srodek.

Wskaz, ktore z podanych wyrazen sa zdaniami logicznymi:

a) Czy lubisz lody truskawkowe?

b) 8jest liczba zfozona.

c) 4’=65.

d) xjest liczba pierwsza.

e) Szescian dowolnej liczby rzeczywistej jest liczbg dodatnig.
f) Grzyby rosna po deszczu.

g) x*>0.

h) Nie istnieje liczba naturalna mniejsza od 0.

Ocen, czy podane wyrazenia sa zdaniami logicznymi:

a) Istnieje liczba naturalna mniejsza od 0.

b) Czy?3/27 rdwna si¢ 3?7

¢) Suma kwadratow dwoch liczb naturalnych réwna jest kwadratowi sumy tych
liczb.

d) Wynies Smieci!

e) Dzisiaj pojde do kina.

f) Hajze na Soplice!

Ocen warto$¢ logiczna zdan:

a) Wista jest najdiuzsza rzeka w Polsce.

b) Sniezka jest najwyzszym szczytem Beskidow.
¢) Kalisz jest najstarszym miastem Polski.

d) Mikotaj Kopernik urodzit si¢ w Toruniu.

e) Notec jest doptywem Odry.

f) 121 jest kwadratem liczby naturalne;.

g) Kwadrat jest rombem.

h) Platon byt filozofem.
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1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

10

Ocen, ktore z podanych zdan sg prawdziwe:

a) Liczba /3 + /5 jest mniejsza od 6.

b) Kwadrat liczby ujemnej jest liczbg ujemna.

¢) Suma katow przeciwleglych czworokata wpisanego w okrag moze wynosic¢ 181°.
d) Brazylia zdobyla tytut mistrza $wiata w pifce noznej w 2002 roku.

¢) Michal Wisniewski jest liderem zespotu ,,Elektryczne Gitary”.

f) Arnold Schwarzenegger zagrat glowna role w filmie Kubus Puchatek i przyjaciele.

Ocen wartos¢ logiczng zdan:

a) 17 jest liczba zlozona.

b) 81 jest szeScianem liczby naturalnej.

¢) /9 jest liczba wymierna.

d) Mars jest czwarta planetg od Stonca.

¢) Pierwsze nowozytne igrzyska olimpijskie odbyly si¢ w 1896 roku.
f) Ferdynand Magellan odkryt Ameryke.

Wskaz, ktore z podanych wyrazen sg zdaniami logicznymi:
a) 27 jest szeScianem liczby naturalne;.

b) n jest liczba pierwsza.

c) 2-(3°-/81)=0.

d) x*>x.

e) Trojkat rownoboczny jest ostrokatny.

f) Na czworokgcie mozna opisa¢ okrag.

g) W kazdy romb mozna wpisa¢ okrag.

h) Liczba 531 jest podzielna przez 9.

Ocen warto$¢ logiczng zdan:

a) W kazdy trojkat mozna wpisac koto.

b) W kazdy czworokgt mozna wpisa¢ koto.
¢) Liczba /2 + /3 jest mniejsza od 5.

2
d) Liczba 27 4 jest podzielna przez 10.

¢) W kazdym trojkacie diugos¢ promienia kola wpisanego jest mniejsza od dtugo-
Sci promienia kota opisanego.

f) Istnigje liczba calkowita niepodzielna przez zadna liczbe naturalna wicksza
od 1 i mniejsza od 1000.

g) W roku szkolnym 2002/2003 odbyla si¢ w Polsce LIV Olimpiada Matematyczna.

Ocen warto$¢ logiczng zdan:

a) Kazdy prostokat jest rownoleglobokiem.

b) Istnieje prostokat, ktory nie jest kwadratem.
¢) Kazda liczba pierwsza jest nieparzysta.

d) W kazdy trojkat mozna wpisa¢ okrag.

e) Kazdy kot ma wasy.
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1.10.

f) Istnieje pies, ktory ma krotki ogon.
g) Kazdy uczen jest pracowity.

Ocen warto$¢ logiczng zdan:

a) 13> 18. b) /3 ER.
c) 1001 1000. d) 14 jest liczba ujemna.
e) 3'=8l. f) ¥/-8=2.
. Znajdz takie liczby rzeczywiste, aby podane zdania byly prawdziwe:
a) a+7=15. b)3-b=8.
) 181c. d)/Jdew.
e) Ye=—4. f) 4/=256.

2. Koniunkcja i alternatywa

2.1.

.h)
[

24.

Podane zdania napisz w formie koniunkcji:

a) Bolek i Lolek wyruszyli w Swiat.

b) Liczby 315 sa dzielnikami liczby 15.

¢) W Toruniu jest wicle zabytkow i siedziba Uniwersytetu Mikofaja Kopernika.
d) Trojkat jest wielokatem majacym trzy boki i trzy wierzchofki.

Podane zdania napisz w formie alternatywy:

a) Wakacje spedze nad morzem lub na Mazurach.

b) Bartek bedzie studiowal matematyke lub informatyke.

¢) Kolejna Zimowa Olimpiada odbedzie si¢ w Krakowie lub w Zakopanem.
d) Piotr obejrzy dzisiaj mecz lub pogra na komputerze.

e) W lesie slyszalem Spiew wilgi lub sfowika.

Okresl wartos¢ logiczng zdan:

a) Wicloryb jest ssakiem i Polska lezy nad Battykiem.

b) Torun stynie z wyrobu piernikow i w Toruniu jest Wawel.

¢) Kair jest stolica Grecji i Grecja lezy na potudniu Europy.

d) Kazda liczba catkowita jest parzysta i 2001 jest liczbg pierwszag.

e) SzesSciokat ma szes¢ przekatnych i szeScian ma szeS¢ krawedzi.

f) W kazdy rownolegtobok mozna wpisac okrag i istnieje trapez, ktory mozna wpi-
sa¢ w okrag.

g) 3+3=1-2-31i3’=6.

Okresl wartos¢ logiczng zdan:

a) Stolica Australii jest Sydney lub Canberra.

b) Krzywa wieza jest w Toruniu lub krzywa wieza jest w Pizie.

¢) Rownanie 2x— 1 = | ma rozwiazanie lub nieréwnos¢ x> 0 spelnia kazda liczba
rzeczywista.

d) Kwadrat ma dwie osie symetrii lub dwa Srodki symetrii.

e) 2’=01lub2-0=0.

1
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2.8.
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f) Suma katow w trojkacie jest rowna 71 lub trojkat ma dwa katy proste.

g) Dlugosc okregu jest mniejsza od diugosci Srednicy lub dtugosé okregu jest wiek-
sza od dtugosci promienia.

h) W trojkacie rownobocznym wszystkie katy sa rowne lub suma katow w trojkacie
jest rowna 2 7t.

Ocen, czy podane zdania s alternatywa, czy koniunkcja dwoch zdan:
a) Lubie chodzi¢ nad jezioro i na grzyby.

b) Bede czytac ksiazke lub obejrze film.

¢) MGgj brat chodzi do szkoly i moja siostra chodzi do szkoly.

d) Interesuje si¢ numizmatyka i informatyka.

e) Lubig lekcje chemii i fizyki.

f) Pawet lub Tomek beda dzi§ odpowiadac przy tablicy.

g) Ola mowi zwigzle i zrozumiale.

h) Kupig sobie telewizor lub radio.

Ocen warto$¢ logiczng zdan:
a) 3+3=613+7=09.
b) 8+9=171ub4 +15=19.
c) 18+3=210117+6=24.
d) 8+4=141ub7+9 = 16.
e) 8+15>201ub3>7.

Ocen wartos¢ logiczng zdan:

a) 13>71lub6 > 2.

b) 814015 40.

¢) 17 jest liczba pierwsza lub 8 | 16.
d)85ecCidecC.

e) 7+4=11i5+3=9,

f) 8=2=6lub4+3=7.

g) 4>5-7i3-4<7.

h L<221ub15> 13,
3<23

i) m>,/2lubmw< /2.
i) m<3,14i/2>1.4.

Znajdz zaprzeczenia podanych zdan i ocen ich warto$¢ logiczna:
a) 13 jest podzielne przez 7.

b) 8> 5.

c) 2<-T7.

d)18>3 v 3<7.

¢) (-8)'=64 A /(iIS)Z = 15.

f) 17 jest liczbg parzysta lub 17 jest podzielne przez 7.

g) 3 jest liczba nieparzysta i 5 nie jest podzielne przez 3.

h) Kon nie jest ssakiem i okon nie jest ryba.
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2.9.

2.10.

Ocen, czy podane zdania sa prawdziwe:
a) Liczba 2170 jest parzysta i podzielna przez 7.

b) Liczba x = 5 spelnia warunek 5—11 > 11ub 5;—1 > 1.

¢) (51Y=20=1,5lub3’~2°=1.

d) /2>,/3-1lub,/3<,/5- /2.

e) Liczba [2—;—1’5 jest dodatnia lub mniejsza od —3.

f) Liczby 3118 sa rozne.
g) Liczby 21 15 sa obie parzyste.
h) Liczba 5 jest parzysta lub liczba 7 jest nieparzysta.

Znajdz takg warto$¢ zmiennej x, przy ktorej podane formy zdaniowe sa zdaniami
prawdziwymi:

a) x>2ix<15.

b) x2<2i(x—1)>-2.

c) x<Illubx>5L

d) Liczba x jest nieparzysta i przy dzieleniu przez 5 daje reszty 2.

e) Liczba catkowita y jest podzielna przez 5 lub przy dzieleniu przez 7 daje reszty 1.
f) x<2ix*>x.

g) x<3lubx<4

h) x*<2x—-1lix>2.

i) xjestujemnaix<3.

j) xjest liczba dodatnig lub x < 2.

k) x jest liczba naturalng i x< 11

1) x=3lubx=6.

m)x=4ix=—4.

3. Implikacja i rownowaznos$c

3.1.

3.2

Podane zdania napisz w formie implikacji:

a) Kazdy wielokat foremny mozna wpisa¢ w okrag i na kazdym wielokacie forem-
nym mozna opisac¢ okrag.

b) W trojkacie rownobocznym wysokos¢, dwusieczna i srodkowa poprowadzone
z jednego wierzchotka sa rownej dtugosci.

¢) Kazda liczba naturalna jest jednocze$nie wymierna i catkowita.

d) Kazda liczba zfozona ma co najmniej trzy dzielniki naturalne.

¢) Kazda liczba podzielna przez 16 jest podzielna przez 8.

f) Pierwiastek kwadratowy z liczby mniejszej od 121 jest mniejszy od 11.

g) Jezeliliczby 6, 8, 10 sa dtugoSciami bokow trojkata, to trojkat jest rOwnoramienny.

Podane twierdzenia przedstaw w formie implikacji. Wskaz zalozenie i tez¢ oraz
sformutuj implikacje odwrotna.

a) Szescian liczby wigkszej od 3 jest liczbg wigkszg od 27.

b) Kazda liczba pierwsza jest albo rowna 2, albo nieparzysta.

13



Zadania

14

¢) Kazda liczba podzielna przez 9 jest podzielna rowniez przez 3.

d) Suma katow wewnetrznych pigciokata wynosi 540°.

¢) Wielokat, ktory ma 20 przekatnych, jest oSmiokatem.

f) Odlegtosci punktu, bedgcego Srodkiem odcinka, od koficow tego odcinka sa rowne.

g) Pole powierzchni trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b wyraza sic
wzorem 5 a - b.

h) Suma przeciwleglych katow czworokata wpisanego w okrag wynosi 180°.

i) Przekatna szeScianu o krawedzi a wynosi a /3.

j) Dlaliczby a niepodzielnej przez 3 liczba a’— 1jest podzielna przez 3.

k) Kwadrat liczby podzielnej przez 4 jest podzielny przez 16.

1) Kazda liczba, ktérg mozna otrzymac, przestawiajac cyfry liczby 123456789, jest
podzielna przez 9.

Podane zdania napisz w formie rownowaznosci:

a) Czworokat, ktory ma wszystkie boki i katy rowne, jest kwadratem.

b) Rownania kierunkowe prostych réownoleglych na plaszczyznie maja réwne
wspotczynniki kierunkowe.

¢) Iloczyn dwoch liczb przeciwnych znakow jest ujemny.

d) Kazda liczba podzielna przez 10 w zapisie dziesietnym ma cyfre 0 na ostatnim
miejscu.

¢) Kazda liczba, ktorej zapis dziesi¢tny zakorficzony jest cyfra 5 lub 0, jest podzielna
przez 5.

f) Trojkat, ktorego katy przy podstawie sa rowne, jest rOwnoramienny.

Ocen warto$¢ logiczng zdan:

a) Jezeli 15160, to 4 | 40.

b) 5>4=3=4.

c) 8164 =7]36.

d) (8>3 i 4>2)=10>8.

e) (7>5 lub 4>6)=(7>4 lub 15<13).
f) (4>7)=(6<8 i 4>12).

Ocen warto$¢ logiczna zdan:

a) 7-3=21=4-8=33.

b) 11°=121 = 5= 26.

o) [/3-2]=2-/3=/5>1

d) m-3,14=0,001 = 27> 5.

e) (J3eW i 05</3)=3%=27
f) (3+4)=49= (4+1)<26.

4/2-2 14 /30T

Ocen prawdziwos¢ implikacji:
a) Jesli Krakow lezy nad Odra, to Wista wpada do Morza Srodziemnego.
b)3+7=10=1-8=-7.



I. Elementy logiki matematycznej

3.8.

¢) Jesli /3 > 2, to Warszawa lezy nad Bugiem.

d) Jesli 30°=900,t0 /7> /7,1.

e) 31251 =12}251

f) Jesli trojkat o bokach 5, 12, 13 jest prostokatny, to kwadrat najdiuzszego boku
jest rowny sumie kwadratow bokow pozostatych.

/405 /5

g) Jesliliczba a = f jest wymierna, to liczba @ + 1jest wymierna.
h) Jesli liczba (2 + ﬂ) jest wymierna, to liczba 3,/5 jest wymierna.

Znajdz przyklad takiej wartosci x, dla ktorej podane wyrazenie jest zdaniem praw-

dziwym:

1
’%

a) x>0 L< b) x*>9=x<-3 lub x>3.

xS
¢) ¥ +2x+1=0ox"+1=-2 d) x>6=x>7.
e) x>5=|x|>5 f) |x|>4=x>-4.
g) x+2>7=2x>4. h) x>1=x’>x

) x+5<54=3x+7<5.

Ocen warto$¢ logiczna implikacji:

a) Jezeli 3 jest liczba pierwsza, to 7 jest dzielnikiem 21.

b) Jezeli trojkat jest rownoboczny, to ma dwa boki rowne.

¢) Jezeli Poznan lezy nad Odra, to jest stolicg Wielkopolski.

d) Jezeli2+2=5to—-1>0.

e) Jezeli3'+4'"=5", to 6 jest liczba zlozona.

f) Jezeli w rownolegloboku jeden z katow jest prosty, to rownolegtobok ten jest
kwadratem.

g) Jezeli suma katow w trojkacie jest rowna 37T, to w pigciokgcie suma katow jest

rowna Tr.
-2

3 I "
h) (ﬁ) =115 = 03y =12

Ocen, czy podane zdania sg prawdziwe:

a) Jezeli liczba jest podzielna przez 3, to jest tez podzielna przez 9.

b) Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 7, to jej dwie ostatnie cyfry sa podziel-
ne przez 7.

¢) Jedliliczba naturalna jest wicksza od 1, to jej odwrotnos¢ jest rowniez wigksza od 1.

d) Jesli x< 0, to /x* =x.

e) Jesli2(x+4)>0,tox>4

f) Jesli—x< 0, to|x|=—x.

g) Jedli trojkat jest ostrokatny, to ma nie wigcej niz dwa katy ostre.

h) Jesli czworokat jest wpisany w okrag, to sumy jego przeciwleglych bokow sa rowne.

15
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3.10.

16

W

i) Jesli trojkat jest rownoramienny, to wszystkie jego katy sa mniejsze od 60°.
j) Jesliromb ma Srodek symetrii, to jest kwadratem.

k) Jesli czworokat ma cztery boki rowne, to jest kwadratem.

1) JeSli szeScian jest wpisany w okrag, to jest on foremny.

Ocen warto$¢ logiczng zdan:

a) Kilimandzaro jest najwyzsza gora w Afryce wtedy i tylko wtedy, gdy strus$ jest
najwigkszym ptakiem.

b) Koliber jest najmniejszym ptakiem wtedy i tylko wtedy, gdy w Toruniu jest Patac
Kultury i Nauki.

¢) Stonce obraca si¢ wokot Ziemi wtedy i tylko wtedy, gdy doba ma 13 miesiecy.

d) Przekatne prostokata sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ma trzy wierz-
chotki.

¢) Suma miar katéw pieciokata foremnego wynosi 540° wtedy i tylko wtedy, gdy
trojkat rownoboczny ma dwa katy proste.

. Ocen wartoS$c¢ logiczna zdan:

a) 14>3 = -3>-5.

b) 7.5>74 = /3 W.

¢) J15</13 = 2°=1.

d) 2=-4  3?=-3%

€) 2 24=183 7= 14

B s _SBHSS) 8 _1+/5
3-5 4 7-J/5 2

g) (8>6 lub 5>4)=(5>-5 i 7>15).

. Ocen wartos¢ logiczna podanych zdan:

a) Liczba 123456789 jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr licz-
by 123456789 jest podzielna przez 9.

b) Tréjkat o bokach 6, 8, 10 jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy 6°+ 8°= 107,

¢) Trojkat o bokach 8,9, 10 ma dwa katy proste wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 3 jest
wymierna.

d) Liczba —15 jest ujemna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 18 jest ujemna.

e) Konin jest stolica Polski wtedy i tylko wtedy, gdy 3 —2°= 1.

. Podaj przykiady takich wartoSci zmiennych, przy ktorych podane formy zdaniowe sg

zdaniami prawdziwymi.

a) x’>5 = %< 0,01.

b) Liczba naturalna m jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba natural-
na m jest podzielna przez 8.

c) trojkat o bokach x, y, z jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy pole trojkata
o bokach x, y, z jest rowne FXY.
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|. Elementy logiki matematycznej

4. Negacja

4.1.  Utworz zaprzeczenia zdan:
a) 2°>3%
b) J4+9#/4+ 0.
¢) /2 jest liczba wymierna.
d) Przekatne kazdego réwnolegloboku sa roznej diugosci.
e) Kolo jest figura wklesta.
f) Kat rozwarty ma miar¢ nie wigksza niz 90°.

4.2. Utworz zaprzeczenia zdan:
a) Dzisiaj ogladatem mecz 1 czytalem ksiazke.
b) Gepard nie jest najszybszym ssakiem lub lew nie jest krolem zwierzat.
¢) Zbior liczb naturalnych jest skonczony i kwadrat nie jest figurg plaska.
d) Romb mozna wpisa¢ w okrag lub romb mozna opisa¢ na okregu.
e) —4 > 0lub 7 jest liczba parzysta.
f) Liczby2i 5S4 liczbami odwrotnymi lub liczby 11 -1 sg liczbami przeciwnymi.

4.3.  Znajdz zaprzeczenia zdan:
a) Deszcz nie jest mokry lub wegiel nie jest czarny.
b) 152<153 Vv —-4€N.
¢) /SeW=2eC.
d) /121=-11= 7] 15.
¢) 5:6=30= (5135 A 8]25).
f) Jezeli Piotr zje jajko, to nie zje pomidora.
g) Jezeli nie kupie pomaranczy, to kupie mandarynki.

4.4. Napisz zaprzeczenia podanych form zdaniowych:

a) 6x<15. b)3x=-T7.

c) 2x—4<3x+2 d) 8y—-2>15.
e) 8a+2=14. f) 156—-2=3b.
g) 8c#5+c. h) 12d # 18 - 3d.
i) 15]30a. B 171 24m.

5. Prawa rachunku zdan

1. Litery p, g, r, s, t 0znaczajg nast¢gpujace zdania:
p: Delfin jest ryba.
q: Stowik jest ptakiem.
r: Kumak jest plazem.
s: Grzechotnik jest gadem.
Ocen wartos¢ logiczng kazdego z powyzszych zdan oraz zdan:
Q) (pAg) = (qVr).
b) [(pAg)Vpl=p.
c) (r=p)=(g=s).
d) r=(rvg).
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¢) (ge=p)=(se7)
f) (pAg)Vr)= ((pVr)A(qVr))

5.2. Litery p, g, r, s, oznaczaja nastepujace zdania:

p: Paryz lezy nad Sekwang.

q: Rzym lezy nad Tybrem.

r: Wieden lezy nad Nilem.

s: Madryt lezy nad Amazonka.

Ocen wartos¢ logiczng kazdego z powyzszych zdan oraz zdan:

Q) (~p)=(g=r). b) ~(p=gq).

c) r=(sAr). d) ((p=s)=p)=p.

e) [((pvag)=r)n(pAg)=r. ) [~ (~p)V(~q)] = (prq).
5.3. Litery: p, g, r, s, t 0znaczaja nastepujace zdania:

p: Polska przyjeta chrzest w 966 roku.

q: W 1000 roku odbyt si¢ zjazd w Gnieznie.

r: Pierwszego rozbioru Polski dokonano w 1775 roku.

s: Powstanie listopadowe wybuchfo w 1863 roku.

t: Karol Wojtyla zostal wybrany na papieza w 1978 roku.

Ocen warto$¢ logiczng kazdego z powyzszych zdan oraz zdan:

a) (pAr)(gVr). b) (gAt)Vp.

) (~q)Vp)V((~q)Vp) d) ~(EA(~q))V (pA~(pVi)).

¢) (~r)=q) = (rv(~1)) f) (sn(g=(~1)))=(pAr1).
5.4. Literya, b, ¢, d oznaczaja nastepujace zdania:

a: Adam Malysz w 2003 roku zdoby! po raz trzeci Puchar Swiata w skokach narciar-

skich.

b: Robert Korzeniowski jest najlepszym polskim chodziarzem.

c¢: Dariusz Michalczewski uprawia zawodowo tenis stofowy.

d: Otylia Jedrzejczak zawodowo zajmuje si¢ koszykowka.

Ocen warto$¢ logiczna kazdego z powyzszych zdan oraz zdan:

a) aN(~d). b) (bV(~c))A(~a).

¢) (cvb)= (an(~a)). d) (a= (an(~Db))) =c.

e) (d=(~c)) = (aAb). f) (bA(a=(~c)))V(~4d).
5.5. Niech p, g oznaczaja zdania:

p: Henryk Sienkiewicz napisal Potop.

q: Jan Kochanowski jest autorem trenow.

Napisz takie zdanie r, aby prawdziwe bylo zdanie:

a) ((~p)vq)=r. b) (~p)V(~r)) = (qVp).
¢) (pAr)V(gAr). d) gA(pV(~T))

¢) (pV(g=(~r))=(pAr). ) (~(pAg@)A(~r).

' 5.6. Niech litery a, b oznaczajg zdania:
a: Azja jest najwigkszym kontynentem.
b: Najmniejszym oceanem jest Ocean Atlantycki.
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Napisz takie zdanie ¢, aby prawdziwe byto zdanie:

a) (a=b) = (~c). b) (avb)Ac.
¢) ((~a)V(~b))=(cAa). d) (ch(a=b)) = ((~c)V(~a)).
e) an(bV(~c)). f) (~c)=(an(~Db)).

Niech p, g, r, oznaczajg zdania:

p: Najstarszym miastem Swiata jest Damaszek w Syrii. (prawda)
q: Najdiuzszy mecz pitki noznej trwat 3 godziny. (falsz)

r. Zamek blyskawiczny wynaleziono w XIX. (falsz)

Ocen warto$¢ logiczng zdan:

a) pA(~q). b) p=(pVvq)
) (p=(~7))Ng. d) (~p)V(g)A(~r)
e) (pVr)A((~p)Vq) f) (pAr)va.

g) (~p)Ag)=((~q)N(~T1))

Wykaz, ze nastgpujgce wyrazenia sa prawami rachunku zdan (tautologiami):

a) (pAg)=p. b) (PAg) =g ) p=(pVq)
d) g=(pVq). e) ~(pA(~q) = (~p)Va)

) ~((=p)V(~g)e(prg. g (p=9)=p)=p

Sprawdz, czy nastepujace wyrazenia sg tautologiami:

a) p=(pAq). b) = (pArq). ) p=((~p)Vaq)
d) (p=q)A(g=p))=(pVg). ) (~p)=(p=q)

H [(p=a)r(~p)=d]=q & l(p=) N (p=(~q)]=q

7 5.10. Wybierz funktor: A, V, =, <, ktory nalezy wstawi¢ migdzy podane zdania w miejsce [,

aby otrzymac tautologie:

a) (pOgq) = (gAp). b) (pVvgq) e (¢0p).
¢) (pAq)Vre (pvr)O(@Or). d) (~p)O(~q) =~ (pAq)
e) ((~p)=p)0p. f) (p=q¢)0((~q)=(~p)).

6. Kwantyfikatory. Zdania logiczne

6.1.

W 6.2,

Zapisz nastepujgce zdania za pomocg kwantyfikatorow:

a) Dla kazdej liczby naturalnej n spetniona jest nierownosc n > L

b) Istnieje liczba catkowita k taka, ze /k jest liczba catkowita.

¢) Kazda liczba catkowita x jest podzielna przez 3.

d) Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi rownosc¢ (x — 1)2 =x’-2x+ L
e) Istnieje liczba catkowita n taka, ze Vn="{n.

2
f) Dla kazdej liczby calkowitej k liczba % + % jest catkowita.

g) Dla kazdej liczby catkowitej k liczba k° — k jest podzielna przez 3.

Ocen warto$¢ logiczng kazdego zdania z zadania 6.1.
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6.3.

6.4.

v 6.5,

< 6.6.

6.7,

w 6.8.

6.9.

w 6.10.

* 6.11.

* 6.12.

20

Podane wyrazenia poprzedz kwantyfikatorem, aby otrzymac¢ zdania prawdziwe:

a) x’>x. b) |x|=x. c) x*=0. d) 4x+4=4(x+1).
x2-1_ 2 _ 2_

e) P =3. f) Jx?=x. g) x =4. h) 2|n.

i) k jest liczbg zfozona. j) 6|ln(n+1)(n+2).

Zapisz za pomoca kwantyfikatoréw nast¢gpujgce zdania:

a) Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierowno$¢ n’ > n°.

b) Kazda liczba wymierna jest liczba catkowita.

¢) Istnieje taka liczba rzeczywista x, ze x° = 2.

d) Istnieje taka liczba catkowita n, ze n’=n".

e) Dla kazdej liczby catkowitej n istnieje taka liczba catkowita k, ze n=k - 1.

f) Istnieje taka liczba rzeczywista M, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spetniona
jest nieroGwnos¢ x < M.

g) Dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje taka liczba rzeczywista y, ze x+y = 0.

Ocen wartoSci logiczne zdan z zadania 6.4.

Trzej bracia: Bartek, Maciek i Tomek towili ryby. Zapytani o to, ile ryb ztowit kazdy
z nich, odpowiedzieli:

a) Bartek zlowit 22 ryby, Maciek za$ 21 ryb.

b) Tomek ztowit 19 ryb, a Bartek 21 ryb.

¢) Tomek ztowit 21 ryb, Maciek zas$ 18 ryb.

Wiadomo, ze w kazdej odpowiedzi tylko jedna jej cz¢S¢ jest prawdziwa, oraz ze zad-
ni dwaj z nich nie ztowili tej samej liczby ryb. Ile ryb ztowil kazdy z chfopcow?

Zapisz stowami nastepujace zdania:

a) X/E\qul >0). b) X\E/R(xzz 2). ) X\E/R(“ | x|).
d) VR(—xzx). e) /\R 7\/R(x<y). f) VR 7/\R(x<y).

Ocen warto$¢ logiczna zdan z zadania 6.7.
Za pomoca kwantyfikatorow zapisz zaprzeczenia zdan z zadania 6.7.

Rozstrzygnij, czy poprawne jest rozumowanie (podane przez Orygenesa w [l w.n.e.):
Jezeli wiesz, ze umarles, to umarles i jezeli wiesz, ze umarles, to nie umarles, wiec nie
wiesz, ze umarltes.

Osiem zlotych monet zewnetrznie wyglada jednakowo. Jedna z nich jest fatszywa
i 1zejsza od pozostatych. Wykryj fatszywa monete, dwukrotnie uzywajac szalkowej
wagi bez odwaznikow.

Wsrod pietnastu monet zewnetrznie jednakowych jedna jest fatszywa i rozni si¢ cig-
zarem od pozostalych. Za pomoca dwukrotnego uzycia szalkowej wagi bez odwaz-
nikow wykryj, czy moneta fatszywa jest 1zejsza, czy ciezsza.



Il. Zbiory

Zbior elementéw majacych okreslong wiasnosé, to zbidr wszystkich i tylko takich elemen-
tow, ktore majg te wlasno$¢. Wyrdzniamy: zbior pusty, zbior skoniczony i zbiér nieskoficzony.
Symbolami zbioroéw sg najczesciej duze litery alfabetu tacinskiego, na przyktad: 4, B, C.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia zbioréw liczbowych:
R — zbi6r liczb rzeczywistych;

W — zbi6r liczb wymiernych;

NW — zbior liczb niewymiernych;

C — zbior liczb catkowitych;

N — zbior liczb naturalnych.

Prawa rachunku zbioréw

Nazwa prawa TreS¢ prawa
przemiennos¢ iloczynu ANB=BNnA
przemienno$¢ sumy AUB=BUA
tacznos¢ iloczynu (ANB)NC=An(BNC)
tacznos$¢ sumy (AUB)UC=AU(BUC)
rozdzielno$¢ iloczynu (AUB)NC=(ANC)U(BNC)

wzgledem sumy

rozdzielno$¢ sumy (ANB)UC=(AUC)N(BUC)
wzgledem iloczynu

I prawo de Morgana (ANB) =A'UB'

IT prawo de Morgana (AUB)' =A'nB'
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Dziatania na zbiorach

Dzialanie

Definicja

Ilustracja graficzna

Iloczyn zbiorow: N

xeEANBexeAAxeB

ANB
Suma zbioréw: U x€AUBexeAVxeB @
AUB
Roznica zbiorow: \ x€A\BexeANx¢EB
@
A\ B
Dopelnienie zbioru sed eyeBAre d
do przestrzeni B:' . @ B
A'=B\A

Zawieranie si¢ zbioroéw: C

AcBes/N\(xeA=xeB)

RoOwnos¢ zbiorow: =

A=Be/\(x€A sxeEB)

X
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II. Rachunek zbiorow

Rachunek zbiorow

1. Zbiory i dziatania na nich

1.7.

Podaj wszystkie elementy nastepujacych zbiorow:

a) A = {x:x jest miesiacem roku kalendarzowego};

b) B = {x:x jest miastem wojewOdzkim w Polsce};

¢) C = {x:xjest liczbg naturalng jednocyfrowa};

d) D = {x:x jest liczbg naturalng mniejsza od 200 i kwadratem liczby naturalne;j};
e) E = {p:pjestliczba pierwsza i p>— 1jest liczba parzysta};

f) F = {n:njest wspOlnym dzielnikiem naturalnym liczb 28 i 42};

g) G = {x:x jest odwrotnoscia liczby naturalnej mniejszej od 10}.

Sformutuj warunek, ktory speiniaja wszystkie elementy zbioru:

a) A=1{1,2,4,8,16, 32,64, 128, 256, 512, 1024};

b) B =1{3,5,7,11, 13,17, 19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47};

c) C=10,1,8,27,64, 125, 216, 343, 512, 729};

d) D = {wtorek, czwartek, sobota};

¢) E = {miligram, gram, dekagram, kilogram, kwintal, tona};

f) F={I,V,X,L,C,D,M};

g) G = {czworoscian foremny, szeScian, oSmioScian foremny, dwunastoscian fo-
“remny, dwudziestoscian foremny?}.

Podaj zbior liczb naturalnych, ktore sa dzielnikami:
a) liczby 36; b) liczb 36 1 24; c) liczb 451 30.

Podaj cztery elementy zbioru A, jesli:

a) A={x:xeN i /xeN}

b) A={(xy): xERANyERA2x—y=3};
c) A={x: xERA2x—-12x +1};

d) A={(xy): x€RAyERAx +y>0}

Podaj cztery elementy zbioru A, jesli:

a)A:{x.erﬁ/}EN}; by A={zzeRANz<3z-1};
¢) A={y:yERAy+8>10iy</64}; d) A={rteNit+1>0}
e) A={m:m€R/\m—4<2ﬁ i m3+3>0}.

Podaj pig¢ elementow zbioru B, jesli:

a) B={(xy):xERAye RA2x+y=4};

b) B={(xy)x€ERAyeRAx+2y-8=>0};

c) B={(a,b):ac RAbeRA3a+b< 1};
d) B={(zt):zeRANtERANz—1=1}.

A jest zbiorem filmow, B jest zbiorem filméw sensacyjnych. Wyznacz zbiory:
a) AUB; b) ANB;
c) A\ B; d) B\ A.
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1.10.

w112,

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.
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A jest zbiorem trojkatoéw rownobocznych, B — zbiorem trojkatow rownoramiennych,
C - zbiorem trdjkatow prostokatnych. Wyznacz zbiory:

a) AUB; b) ANB; c) A\C;

d) AnC; e) A\ B; f) C\ A

A jest zbiorem rownolegtobokow, B jest zbiorem kwadratow. Wyznacz zbiory:
a) AUB; b) ANB;

c) A\ B; d) B\ A.

Co jest czgScig wspo6lng zbioru rombdw i zbioru prostokgtow?

. Wyznacz katy trojkata, ktory nalezy do czesci wspolnej zbioru trojkgtow prostokat-

nych i:
a) zbioru trojkatow rownoramiennych,
b) zbioru trojkatéw rownobocznych.

Podaj przyktad zbiorow A i B takich, ze A ma 5 elementow, B ma 7 elementow oraz:
a) AUBma 10 elementow;
b) AU B ma 12 elementdw.

. Niech 4, bedzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez n, zas B, — zbiorem

dzielnikow liczby n. Wyznacz zbiory:

a) A,NAg b) B,NB; c) A ,UB

d) A,NB; e) A ,UA f) B ,UB,.

Niech A i B oznaczaja odpowiednio zbiory dzielnikow naturalnych liczb 14 i 45. Wy-
znacz: ANB, AUB, A\B, B\ A.

Dane sg trzy zbiory: A — zbior dzielnikow naturalnych liczby 18, B — zbior liczb
pierwszych mniejszych od 18, C — zbidr liczb ztozonych mniejszych od 15. Wyznacz:
ANB, AUB, A\B, B\A, A\C, C\A4, B\C, C\B, BnC, BUC, AnC, AUC,
ANnBNC,AUBUC.

Wyznacz czg$¢ wspolna nastgpujacych zbiorow:

a) zbioru liczb parzystych i zbioru liczb naturalnych podzielnych przez 3,

b) zbioru liczb naturalnych podzielnych przez 3 i zbioru liczb naturalnych podziel-
nych przez 9,

¢) zbioru liczb parzystych i zbioru liczb nieparzystych,

d) zbioru liczb parzystych i zbioru liczb pierwszych?

Znajdz sume zbiorow A i B, gdzie:

a) A =zbior liczb spelniajacych nierownosc: 2 <x < 3,
B =zbior liczb spetniajacych nierownosc: I <x<'5;

b) A =zbidr liczb catkowitych spelniajacych nierownosc: 1 <x< 8,
B =1zbidr liczb spetniajacych nieréwnosc: 3 <x < 10;

¢) A =zbidr liczb calkowitych spelniajacych nierdwnosc: 1 <x< 3,
B=1zbidr liczb catkowitych speiniajacych nierownosc: 4 <x< 7.
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1.18.
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Znajdz iloczyn zbiorow A i B, jesli wiadomo, ze:
a) A =zbior liczb catkowitych dodatnich spetniajacych nierownos¢: —2 <x< 5,
B =zbidr liczb catkowitych spetniajacych nieréwnosé: 0 <x < 10;
b) A =2zbidr liczb ujemnych spetniajacych nierdwnos¢: —5 <x <5,
B =2zbior liczb catkowitych ujemnych spetniajacych nierdwnos¢: —8 <x < 15;
c) A = zbior liczb spetniajacych nierownos¢: 2 <x < 3,
B =zbior liczb spelniajacych nier6wnosc: 0 <x < 5.

Znajdz zbior A\ (BU C)oraz zbior (A \ B) N (A\ C), jesli wiadomo, Ze:

a) A={1,2,3,4,5,6,7}, B={1,3},C={1,7};

b) A =zbidr liczb spelniajacych nierownosé: 1 <x< 10, B={3},C={5};

c) A =zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, B = zbior liczb spetniajacych nierow-
nosé:2 <x<5,C={4,6};

d) A =zbior pusty, B =zbior liczb pierwszych spetniajacych nierownosc: 0 <x < 10,
C = dowolny zbior.

Wyznacz zbiory A i B, jesli wiadomo, ze:
AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, ANB={7,8,9,10}, B\ A={4,5,6,11}.

. Wyznacz zbiory A1 B, jesli wiadomo, ze:

AUB={1,2,3,4,5,6,7}, ANB={3,4}, An{5,6,7}=2,{1,2} NB=o.

. Wyznacz zbiory A i B, jesli wiadomo, ze:

AUB={1,2,3,4,5,6,7.8,9}, B\ A={4,5,6,7,8},{3,9}NB=2, AnB={1}.

3. Ajest zbiorem liczb postaci: 4k + 3, gdzie k € N. B jest zbiorem liczb postaci: 4k — 1,

gdzie k € N. Znajdz B\ A.

Uporzadkuj zbiory w kolejnoSci zawierania sie:

a) zbidr mieszkancow Azji, zbidr mieszkancow Tokio, zbior mieszkancow potnoc-
nej potkuli, zbior mieszkancdw Japonii, zbior ludzi na calym Swiecie;

b) zbior jabloni, zbidr drzew na catym Swiecie, zbior drzew liSciastych, zbior drzew
owocowych.

. Wyznacz wszystkie podzbiory zbioru {1, 2, 3}.

. Podaj, ile roznych podzbioréw mozna utworzy¢ ze zbioru:

a) A={xyzt}; b) B={a,b,c,d,e}.
Wypisz te podzbiory.
. Sprawdz, czy zbior A jest podzbiorem zbioru B, jesli:
a) A={x: xeN i6|x}, B={x:xeNi3|x};
b) A={x: xeR1x<-2}, B={x:xeRix<-1}
c) A={2,3,57,11,13}, B={3,5,7,11,13,17};
d) A={x:xeNi2lx}, B — zbior liczb ztozonych;
e) A-zbior liczb pierwszych, B — zbidr liczb nieparzystych;
f) Az{x:eriﬁ\/}eW}, B:{x:eri%eW}.
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Zbadaj, czy podane zbiory sa rOwne:

a) A={xeR:x>0} i B={xeR:x#0ix>0};

b) A={xeR:3x+1>7} i B={xeR:x>2ix#0};

c) A={neN:n<100 i n jest suma szeScianéw dwoch liczb naturalnych}
iB={2,9,16,28,35,54,65,72,91}.

. Niech a, b, ¢, d oznaczaja rozne liczby naturalne. Rozpatrujemy pewne podzbiory

zbioru X ={a,b,c,d}. Wyznacz liczby a, b, c, d, jesli wiadomo, ze:
1.{a,b,1} C X,
2.{1,2.c} C X,
3.{a,b,3} C X,
4.{b,d, 4} C X.

. Podaj zbiory A1 B, jesli wiadomo, ze:

1. A;BC{1,2,3,4,5,6,7,8,9},

2. ANB={4,6,9},
3.AU{3,4,5}={1,3,4,5,6,8,9},
4.BU{4,6}={2,3,4,5,6,7.9},

. Wyznacz zbior X, jesli wiadomo, ze:

1. XC{1,2,3,4,5,6},
2.XC{1,3,4,6,7,8},
3.{1,3.4,6} C X,

. Znajdz zbior E, jesli:

a) {1,2,3,4Y CE {3,456} CE,EC{1,2,3,4,5,6,7,8},{7.8} NE=g;
b) EC{1,2,3,4,7}, EC{3,4,5,6,7},{3.4} CE,T¢E.

. Wyznacz zbior E i jego podzbiory A B, jesli wiadomo, ze:

E\A={7,8,9,10,11,12}, E\ B={5.6,11,12}, AnB={1,2,3,4}.

. Dane sa zbiory: 4={1,3,5,7}, B={5,7,8,9}. Wyznacz zbioér X taki, ze:

(A\ X)U(X\B)={1,3},{3.9} C X,| X|=4

. Wskaz, ktory z podanych zbiordw jest pusty, ktory skoniczony, a ktory nieskonczony:

a) zbior cyfr w uktadzie dziesigtkowym;
b) zbior liczb podzielnych przez 100;

¢) zbior dzielnikdw liczby 100;

d) zbior gruszek na wierzbie;

e) zbior liczb catkowitych;

f) zbior liczb niewymiernych;

g) zbidr ludzi mieszkajacych na Marsie;
h) zbidr mieszkancow Krakowa;

i) zbior turystow w Tatrach.

. Jakim zbiorem punktow jest suma wszystkich prostych prostopadtych do danej pro-

stej na ptaszczyznie?
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1.37.

1.40.

1.41.

v 1.42.

Czy zbior wszystkich punktow pewnego odcinka jest skonczony? Odpowiedz uza-
sadnij.

. Czy zbior kot wspotsrodkowych, ktérych dfugos¢ promienia jest liczbg naturalna,

a pole mniejsze od liczby 1000, jest skonczony? OdpowiedZ uzasadnij.

. Dane sg zbiory:

A={xeC -2<x<5}

B={xeN:5<x<12};

C= {l’?;,é,é,i }

Wsrdd ponizszych zbiorow wskaz zbiory skoficzone i podaj liczbe elementow kazde-
go z nich:

a) AUC; b) ANB; c) BNR;
d) BUC; e) ANBNC; f) (ANC)UB;
g) (ANN)U(BNC); h) An(C\ B).

Dany jest zbior X = {1, 2, 3, 4,5, 6}. Wyznacz dopelnienia nast¢pujgcych podzbio-
row zbioru X:
a) A={1,3,4}; b) B={2,4,6}; c) C={5} d) D={1,2,3,4,5,6}.
Dane sa zbiory:
A={xeR |x|<1};
Y D W S G R A A
B={-3- 5505 03)
C={xeN: x>0}

Wsréd podanych nizej zbiordw wskaz zbiory skoficzone i podaj liczbe elementow
kazdego z nich:

a) ANB; b) ANC; c) AnNBNC;
d) AUC; e) BNC; f) An(B\C);
g) ANN; h) BnC.

Opisz stowami podane zbiory:

a) A={xeRr V (x=50)} b) B={xeRr V (x=/3k)k
o C=lxer V (x=2k+1} &) D={ack V (a=Vb)}

e) E:{m ER H\E/N(m:?)")}; f) F:{pERz q\e/N(p:qz)}.

. Opisz sfowami podane zbiory:

a) x={xer V (x=/p)k b) X={xer V (x=7y)
o X={rer V (x=4k)k d) x={xer V (x=7a’)};

e) X= {s ER ,A\E/C<S= %)}, f) X= {a ER b\e/c(a: 5 +b)}.
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O trzech zbiorach A4, B i C wiadomo, ze 4 C Bi B¢ C. Rozstrzygnij, czy zbior A4
moze by¢ podzbiorem zbioru C.

O trzech zbiorach A4, BiC wiadomo, ze A C Bi A ¢ C. Rozstrzygnij czy zbior B mo-
ze by¢ podzbiorem zbioru C?

Uzywajac symboli zbioréw A, B, C i znakoéw dzialan na zbiorach, zapisz, jaki zbior
przedstawia zamalowana czg¢$¢ na rycinach:

a) b) 4 -
| | | @
C
Wskaz w ktorej czeéci diagramu zbiordw A i B nalezy umiesci¢ symbole zbioru pu-
stego, jezeli:

a) ANB=g, b) A\B=,

¢) B\A=0; d) A\B=4;

e) B\A=5; f) A CB;

g) BCA4; h) ANB=A4;

i) ANB=B5, j) AUB=A4; A B
k) AUB=B; ) A=B;

m)AUB=ANB, n) AUB=A\B;

0) AUB=B\4; p) A\B=B\A.

Zbiory A1 B sa niepuste. Co mozna o nich powiedziec, jesli:

a) AUB=A4, b) AUB=B; ¢) ANB=g;
d) AnB=4, e) ANB=B; f) A\B=g,
g) A\B=4; h) B\4 =g; i) B\4=8?

Ktore z podanych nizej twierdzen jest prawdziwe, a ktore fatszywe?

a) Dla dowolnych zbioréow A4, B, C, jesli ANBNC=2,t0o ANB=0i ANC=92
iBNC=0.

b) Dla dowolnych zbiorow A, B, C, jes§li ANB=0 i ANC=0 1 BNC=g, to
ANBNC=0.

Uzasadnij, ze dla dowolnych podzbioréw A, B i C danego zbioru prawdziwe sg row-
nosci:

a) (A\B)U(C\B)=(AUC)\B;

b) (A\B)N(A\C)=A\(BUC).
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w 2.18.

2,19,
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Wykaz, ze dla dowolnych zbioréw A i B prawdziwe sa nastepujace rOwnosci:
a) AU(ANB)=A4, b) (AUB)\B=A4\B;

¢) (A\B)UB=(B\A)uA; d) A\(A\B)=B\(B\A).

Co mozna powiedzie¢ o zbiorach A1 B, jeSli AUB=ANB?

Jaki warunek spetniajg zbiory A1 B, jesli:

a) AN(AUB)=5B; b) (AUB)\B=4; c) A\B=B\4;
d) (A\B)UB=4; e) (A\B)\(B\A)=A4?

Doprowadz nastepujace wyrazenia do prostszej postaci:

a) [AU(A\ 4)] 0.4 b) [(AUA)\ A] N4

¢) (AUuA)\(AnNnA) d)(AUB)N(ANB)

e) (AUB)U(ANB), f) [(AUB)UC]IN[(CNB)NAJ

g) (ANB)\(AUB).

Udowodnij, ze dla wszelkich zbioréw A, B, C prawdziwe sa rOwnosci:
a) A\BNC)=(A\B) U(A\C)
b) (A\B)UC=(A4UC)\(B\C):
¢) AU(B\C)=(AUB)\(C\A).

. Zbadaj, czy dla dowolnych zbioréw A, B, C i D zachodza rownoSci:

a) AU(ANB)=B; b) A\(ANB)=4;

¢) (AUB)\ A=B;

d) (AUB)N(CUD)=(ANC)u(AND)U(BNC)U(BND),
e) (AUB)\(AuUD)=B\D.

Niech A4 i Bbeda pewnymi zbiorami. Zbadaj, czy zawieranie zachodzi migdzy naste-
pujacymi zbiorami:

a) ANBiAUB; b) A\ BiB;

c) (ANB)\ AiA4; d) A\ Bi AUB.

Sume zbioréw A\B i B\ A nazywamy roznica symetryczng zbioréw A i B i oznacza-
my symbolem A~ B. Tak wiec: A=B=(A\B)U (B\A)\. Sprawdz na diagramie, ze
dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi réownos¢: A=B=(AUB)\(ANB).

. Wiadomo, ze A+B=A — B. Co mozna powiedzie¢ o zbiorach 41 B ?
. Wiadomo, ze A=B=A4U B. Co mozna powiedzie¢ o zbiorach 41 B ?

. Czy dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi rdwno$¢ A-B=B+A? Odpowiedz

uzasadnij.
Udowodnij, ze dla dowolnych zbiorow A4, B, C zachodzi rGwnosc:
(AUB)=B=A~(ANB).
Dane sg zbiory: A={1,2,3,7}, B={2,4,5,7}, C={3,5,6,7}. Wyznacz (A*B)éC
i A;(B;C).
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. Sprawdz na diagramie, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi rownosc:

A=(B=C)=(A=B)-C.

. Wykaz, ze dla dowolnych zbioroéw A4 i B prawdziwe sa nastepujace rownosci:

a) A+A=o; b) A~2=4; ¢) A=(A=B)=B.

. Zbidr A ma 4 elementy, zbior B ma 3 elementy. Ile elementdéw moze mie¢ roznica

symetryczna tych zbiorow?

. Niech A4, BiC beda dowolnymi niepustymi zbiorami. Ktore elementy zbioréow A4, B

i C naleza do zbioru A-B-C?

. Kazdy ze zbiorOw A i B ma nieparzystg liczbe elementow. Czy roznica symetryczna

zbiorow A4 1 B moze mie€ nieparzysta liczbe elementow?

. Niech przestrzen X bedzie zbiorem wszystkich wielokatow i niech A bedzie zbiorem

trojkatow rownoramiennych, B — zbiorem trojkatéw rownobocznych, C — zbiorem
trojkgtow prostokatnych. Wyznacz zbiory:

a) (AnB)NC; b) (ANB")YNC; c) A'Nn(BNC),
d) A'n(B'NnC), e) (AnB)NC'".

. Jezeli A jest zbiorem skofczonym, to przez | A|oznaczamy liczbe elementow zbioru 4.

Udowodnij, ze jezeli A1 B sa zbiorami skonczonymi, to:
|AUB|=|A|+|B|-|ANB|

. Udowodnij, ze jezeli A, B 1C sa dowolnymi zbiorami skoficzonymi, to:

|[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANBNC|

. Niech | X|=1000 i X=A4AUBUC. Czy jest mozliwe, aby: | A|=510, | B| =490,

|C|=427, |ANB|=189, |ANC|= 140, | BN C|=85? Odpowiedz uzasadnij.

Na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna zjechato 1000 os6b. W sprawozda-
niu z tej olimpiady podano, ze wsrdd nich: 811 osob wiada jezykiem angielskim, 752
— jezykiem rosyjskim, 418 — jezykiem francuskim, 356 — rosyjskim i francuskim, 570
— rosyjskim i angielskim, 348 — angielskim i francuskim, za$ 297 0s6b — wszystkimi
trzema jezykami. Wykaz, ze w sprawozdaniu tym popetniono btad.

Sposrod 40 ucznidw pewnej klasy 17 gra w szachy, 21 w brydza, a 6 gra i w szachy,
iw brydza. Ilu uczniow:
a) graw brydza, a nie gra w szachy; b) nie gra ani w szachy, ani w brydza?

. Sposrod 300 ucznidw klas trzecich i czwartych liceum 100 wzigto udziat w olimpia-

dzie matematycznej, 80 — w fizycznej, 60 — w informatycznej; w tym 23 — w matema-
tycznej i fizycznej, 16 — w matematycznej i informatycznej, 14 — w fizycznej
i informatycznej, a 5 ucznidw wzieto udzial we wszystkich trzech olimpiadach. Ilu
uczniéw wzieto udzial:

a) tylko w olimpiadzie matematycznej, b) tylko w jednej olimpiadzie,

¢) wco najmniej jednej olimpiadzie?



[1l. Rachunek algebraiczny
Potegowanie

L wyktadnik potegi

podstawa potegi — <—— wynik potegowania

OkreSlenie potegi o wykladniku naturalnym
a’=1, gdy a#0;

1

a=a, gdy a€R;
a'"=a-a-.. a gdy n>1 i neEN.
n czynnikow
Okreslenie potegi o wykladniku catkowitym ujemnymi:

a—":%, gdy a#0 i nEN+.Wszczeg()lnoéci<%) :<%>, ab# 0;

Dzialania na potegach:
Dla dowolnych liczb a i b oraz dowolnych liczb naturalnych m i n:

iloczyn poteg o tych samych podstawach at-a"=a™""

iloraz poteg o tych samych podstawach a™:a"=a""" (a#0 i m>n)
potega iloczynu (a-b)'=a"b"

potega ilorazu (%)ﬂ = Z—:, b#0

potega potegi (a"’)n =a™"

Pierwiastkowanie
stopien pierwiastka ’ <—— wynik pierwiastkowania

liczba pierwiastkowana

Pierwiastkiem stopnia n-tego z liczby nieujemnej a nazywamy taka liczbe nieujemna b,
ktorej n-ta potega rowna jest a.

Dzialania na pierwiastkach
D4/a-b="/a-%/b, gdy a>0 i b>0; 4)m/q" = W;)", edy a>0;

2);1/%—:%, gdy a>0 i b>0; 5ym/a"=""7/a"P gdy a>0 i PEN..

3)n/w/a=mn/a, gdy a>0;
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Wzory skr6conego mnozenia

kwadrat sumy (a+b)=a’+2ab+b’

kwadrat roznicy (a—b)y =a’—2ab+b’

roznica kwadratow a’-b’=(a-b)(a+b)

szescian sumy (a+b)=a’+3a’b+3ab’+ b’

szescian roznicy (a—b)=a’-3a’b+3ab’—b*

suma sze$cianow a’+b'=(a+b)(a’~ab+bh?)

roznica szeScianow a’-b’=(a—b)(a’+ab+b*)

kwadrat sumy trzech sktadnikow (a+b+cY=a*+b*>+c*+2ab+2bc+2ca

roznica n-tych poteg dwoch wyrazen, gdyne N 1 n>1
a"=b"=(a-b)(a" '+a" *b+a" b+ .. +ab" *+b""")
suma n-tych poteg dwdch wyrazen (7 jest liczba nieparzysta)
a"+b"=(a+b)(a" " '=a""Fb+a" b’ — . +ath" i —ab" TP+ b" )

Zasada indukcji matematycznej

Jezeli T (n) oznacza twierdzenie mowiace o liczbie naturalnej n, to aby udowodnié, ze

twierdzenie to jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od n (n, moze

byc¢ 1 albo inng ustalong liczba naturalna), wystarczy:

a) dowiesc, ze jest ono prawdziwe dla liczby 7 ;

b) wyprowadzic, ze jest ono prawdziwe dla n + 1, dla kazdej liczby naturalnej n nie mnicj-
szej od n, wychodzac z zatozenia, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla liczby n.

Silnia

Symbol nl, gdy n € N, oznacza:

a) liczbg 1, gdyn=01lubn=1;

b) iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n wtacznie, gdy n > 2.
Symbol Newtona

n! .
K(n—k) gdy 0<k<n, neN i keN

0, gdy k>n, neN i keN

Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby naturalnej k takiej, ze O < k < n, spetnione sa
rownosci:

-+ 5 (0 (ML B0

Wz6r dwumianowy Newtona

n_ ny . n n-1, i n-2_ 1.2 i n-1 LA
(a+b) —(O)a +(1)a b+(2)a b +...+(n_1)ab +(n)b

(a—b)”:(g)a"—(’l’>an—l.b+(’;)a"-Z-bZ— +(—1)”‘1~<n’f 1>a.b"-l+(—1)”.<2)b”
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lll. Rachunek algebraiczny
1. Gwiczenia w dziataniach na utamkach

1.1. Oblicz:
1 2 3
a) 2z+3§— 13,

12
9 (5-36)~(~3) 2
1.2. Oblicz:
0358
983:42%
o) (33+5%)31 %
1.3. Oblicz:

a) 5,043+ 0,71+ 0,003;
0) 1,6+ 1,7+ (-1,8)+(—1,4);
e) (=2,9)+ ((=17,2) +19,4);

g) (=8,9—-(-6,3))—(12,35+4.,6);

1.4. Oblicz:

_23 _ S\
a) (13,86 36>+< 3,85+46),

0 (-5.1)(-§) 39275

¢) (0,15+(~0,15))- (3 +21)

. g9 _20-63)_ 133
o) 15 (45,2.12 30.67> 132,

b) 8,466 — 0,6666;

d) 7,5+ (~7,3+19,4);

f) (=2,7+(-16,2))+17,4;

h) (=5,4+6,7)+(=2,5)—(5,4+6,35).

1
47

( 123+23 )(—1,75);

1.5. Oblicz sume 0,75 liczby 12 i 0,875 liczby 42.

6

1.6, Oblicz roznice {3 liczby 14,6251 0,8 liczby 8

3

1.7. Doliczby4 5 2 doda] 0,8 sumy liczb 2,125113 i, a otrzymany wynik zmniejsz o rozni-

ce¢ liczby 8, 5 10,3 sumy liczb 4 g 12 g

1.8.  Znajdz liczbe, ktorej 0,875 jest iloczynem liczby 3,5 przez liczbe trzykrotnie mniejszg.
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5

1.9.  Znajdz liczbe, ktorej % jest ilorazem sumy liczb 3,45 i 4% przez r6znicg liczb 3 7

i1,75.

1.10. Oblicz:

1.11. Oblicz:

I 121, 4 \ 452 81 .9 . 1] 4.
3747+6245>'4_‘_]'6_+_}'59’

415 73 .24\ (1023 .74 4406\ o 1.
d) <1Oﬁ_f+§>‘(1081+389+47209> 833

e) (3.6+5.55)- 0,12+ (3 -0,12):0,036 + 0,05 - 0,04;

f) [(48,8889:12—55,23:14) 16 +4,9508]:20;

) [4 10,128 +14628,25

011 -0,00008 +6,84]:12,5;
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h) 507,6
0,86:0,172 -10,8:36

2.16 _
385-( 16 3500, )
0,1:0,002 - (7,91:0,565 — 11,1:1,48)
) 57016+0.625 2.4-1:0125-0.25°

i) (0,5~O,()2+7,904:O,38—21:10%)%——(5%—331—2):45;
a7 3\ S5 .25
k) 3,7+1,5~(2,652.1,3 L +50) (14,95+ T
) 23276:2,3 3,6 17,2-0,125—(12—1) 2.7
5760
(45 1§~+375) s
m)|2,1: 1—(m-§> :2,5;
776
0,8:(%-1,25) (108——25—> 4 )
+(1,2-0,5): %,
0,64 — - 5-31)22 >
25 3%) 217

432,377:25,3+ 2,582~ 4,03 2 2 E
2,16, 31 1.28
(3566+2:12.75):(5 +1 +51>+ 91.28
[ .0 5, 4 12556
(75 4l-3 2 3)-(§+ﬁ+o,35)

1.12. Oblicz:
1L ({1 l 1LV oo
a)35.<<14+2,5) ) <425 <44 5,25 1 ))) 2

4,5:(47,375 <26~—18 075> 2,4: 088)

b) 5
17,81:1,37 - 23§ 1—6~
s
20 - ’ -2,004

(13,333-0,3+0,001)

0 (81,624:4,.8 - 4,505) +125-0,75

((5.27:2.6+8,

1) -6,5%):0,025

(((0,44)2 10,88+ 3,53 — 2,752) 10,52 (60,192:2,4 -1,

08)' — 0,24 1400

35



Zadania

1.14.

v 1.16.

w 1.17.

* 1.18.

* 1.19.

414544026
f |-
B
2400@3)+01

2, 2 14 13 _ 2068). 52
23.<2,8(4).215>+<217+(15137 137>.8,01>53

8) ((1,08_22_5>;o,(571428)):(<6,(5)—3§>'2T27>

;((4 ~0.8(3) - 2%):(827—4 - 7,91(6))) :(—13—;1- + —49—2>;

. Rozwigz rOwnania:

a) (0,66—0,01220,2)2<1— 1%‘0,4>:2%x:<3,125—5,6:2-2§>;
) ‘ ‘ (1 (53 2\\.3
b) (1 0,021.0,06)~0’13x_<23 (216 3>>'8’

c) (3,25 -

(6,5625-2,5x)-0,53 '62 4
0,75 3

Co jest mniejsze: A czy B iile razy, jesli:

. _ o\ 4 _(11,81+8,19)-0,02,
A=(08 7+O,8) (1,25 7 5 1,25>+31,64, B= 911,25 ?
. Cojest wigksze: 4 czy Biile razy, jesli: |
1 (1,09 -0,29) - 1Z
A:(9-0,08+0,7-0,08)-<9~ 12,5-0,7- 12—>+9,49, B= ?
2 13\ 8
18,9 - ]62—0 i)

Udowodnij, ze utamek, ktorego licznik jest iloczynem czterech kolejnych liczb na-
turalnych, a mianownik jest iloczynem kolejnych liczb parzystych, jest skracalny
przez 24.

1
5

kiem. Nast¢pnie, po wymieszaniu, znOw wypil % zawartosci szklanki i znow dopetnit

mlekiem. Ponownie wymieszal i po wypiciu % zawartosci szklanki obliczyl, ze w pozo-

stalej czeSci jest 0 28 cm?® wiecej kawy niz mleka. Oblicz, jaka byta pojemnos¢ szklanki.

o 14n+3
Udowodnij, ze dla n € N ulamek nt 4

Bartkowi podano szklanke czarnej kawy. Wypit = tej kawy i dopelnit szklanke mle-

jest nieskracalny.

n'*-3n’+1
fent-2n-1

Udowodnij, ze . dlane Ni n> 2 jest ulamkiem wtaSciwym.

2. Obliczenia procentowe

2.1.

36

Oblicz:
a) 20% liczby 60; b) 35% liczby 28; ¢)84% liczby 72;
d) 25% liczby 70 e) 55% liczby 50; f) 66% liczby 75;

g) 3,5% liczby 24;
j) 101% liczby 504;
m)300,5% liczby 64;

h) 0,4% liczby 40;
k) 999% liczby 20;
n) 200,7% liczby 72.

1) 20,8% liczby 60;
1) 500,8% liczby 30;
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2.2. Znajdz liczbe, ktorej:

a) 18% wynosi 54; b) 1% wynosi 12; ¢)10% wynosi 40;
d) 25% wynosi 16; e) 55% wynosi 33; f) 84% wynosi 105;
g) 150% wynosi 17, h) 400% wynosi 12,8.
2.3.  Oblicz, jakim procentem liczby 25 jest kazda z ponizszych liczb:
a) 7,15, 24, 25; b) 3,2;8,5;17,6;21,9;
¢) 0,6;0,34;0,99;0,7; d) 26; 38; 43,5; 50,1.
2.4. Oblicz liczbe x, wiedzac, ze jej 20% wynosi:
a) 15;36;24;101; b) 13,8;50,4; 27; 33;
c) 0,4;0,85;0,9; 0;99; d) 150;210; 850; 999.

6,62°+5,4-3,38+1,22-3,38
20,1°=13°+33,1-12,9

[\
N

Oblicz 150% liczby

[\®]

.6. Oblicz 8% wartoSci wyrazenia:
[0.(74)+0,0(52) +0.2(3)]: g
(5+3-13-% %) 2.20(4)

4 12 612

2.7.  Znajdz liczbe, ktorej 1,31% wynosi:

1 11 S22\ 5,22 _ .
(135“7ﬁ+26'115) 2 557 —403.138:33,4
1.

12 116,175 - <0,625 +74

] 2,34)

7 Q

2.8.  Znajdz liczbe, ktorej 1,2% wynosi:

20 L.
37,5 3 —21.0,045
20 ) )
49 9,8 +0,125:0,75

0,536%— 0,464>
3,6°—7.2-2,4+2.4%

2.9. Znajdz liczbe, ktorej 40% stanowi

3. LAY

(94.5,2+3,4 234>.116

2 P
031-8% -5.61:27,

1 g4 (6801 5 44
235 08 (69'212 12 435)

7.605:7 % +3,086

2.10. Znajdz liczbe, ktorej 2,5% stanowi

2.11. Znajdz liczbe, ktorej 5% stanowi

[\°]
[\"]

- D025 %liczby 35 dodaj 7.3% liczby 57.8.
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2.13.

2.14.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

38

. Na diagramie przedstawiony jest pro-

0d 8,3% liczby 12,47 odejmij 2 % liczby 2.

Oblicz sume liczby, ktorej 7,5% wynosi 13 %, oraz liczby, ktorej 7 % % wynosi 2,8.

. Oblicz iloczyn liczby, ktorej 19,8 % wynosi 49,5, i liczby, ktorej 12,5% wynosi 7,5.

centowy udzial poszczegdlnych pro-

duktow niezbednych do upieczenia 55% maki

ciasta drozdzowego. :

a) Ile gramdéw poszczegdlnych pro-
duktow zawiera drozdzowka o wa-
dze 2 kg?

b) Ile kilogramoéw drozdzowki trzeba
zje$¢, by zawarte w niej drozdze wa-
zyty 5 dkg?

Ceng towaru najpierw obnizono o 20%, a nastgpnie podwyzszono o 20%. Jak osta-
tecznie zmienila si¢ cena? A jak zmieni si¢ cena tego towaru, gdy ja najpierw pod-
wyzszymy o0 20%, a nastepnie obnizymy o 20%?

Ktora zmiana ceny jest mniejsza: podwyzka o 45% czy dwie kolejne obnizki o 25%
120%?

Ceng obnizono o p%. O ile procent nalezy podwyzszy¢ nowa cene, aby cena konco-
wa byfa rOwna poczatkowej?

Wymiary prostokatnej dziatki zostaly zmniejszone: ditugosé o 30%, szerokosc
0 20%. O ile procent zmienilo si¢ pole tej dziatki?

Jaka jest cena brutto kalkulatora, ktorego cena netto wynosi 55,5 zt, a stawka VAT 22%.

Razem z podatkiem VAT liczacym 7% podrecznik kosztuje 17,12 zt. Jaka jest cena
netto tego podrecznika?

Okoto 90% uczniow czwartej klasy pewnego liceum ogdlnoksztalcacego po ukon-
czeniu szkoly Sredniej zamierza kontynuowac nauke na studiach. 40% sposrdd nich
planuje studiowac socjologie, 20% medycyne, 15% prawo, 15% matematyke, a 10%
informatyke. Wiedzac, ze 72 uczniéw wybiera si¢ na socjologie, oblicz, ilu uczniow
czwartych klas liczy ta szkota i ilu spoSrod nich bedzie zdawato na medycyne, prawo,
matematyke i informatyke. Jaki procent liczby ucznidow zdajacych na socjologie sta-
nowig uczniowie zdajacy na informatyke?

4. Konkurs skokow narciarskich na skoczni mamuciej w Planicy ogladato na trybunach

10000 kibicow. Sposrdd nich 3500 liczyli kibice Adama Malysza, 2400 — kibice
Svena Hannawalda, 90% kibicow Adama Malysza stanowili kibice Janne Ahonena,
a 9,5% wszystkich kibicow to kibice Simona Ammanna.
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2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

a) Jaki procent kibicow Adama Malysza stanowig kibice Simona Ammanna?

b) Jaki procent fanéw Janne Ahonena stanowig fani Svena Hannavalda?

¢) Kto ma wigcej kibicow: Adam Malysz i Simon Ammann czy Sven Hannawald
i Janne Ahonen razem? '

Na grzyby chodzi 65% Polakow, podczas gdy ryby towi 45% Polakow. O ile procent
mniej jest Polakow niechodzacych na grzyby od tych, ktorzy nie fowig ryb?

W referendum w sprawie przystagpienia Polski do Unii Europejskiej wzi¢lo udziat
58,8% Polakow sposrod 29580000 uprawnionych do glosowania. Sposrod tych, kto-
rzy oddali glos, 78% bylo za przystapieniem Polski do UE. Oblicz, ilu Polakow bra-
to udziat w referendum i ilu bylo euroentuzjastow.

Sejm Rzeczypospolitej Polskiej liczy 460 postow. Wigkszos¢ bezwzgledna stanowi 50%
+ 1 glos sposrod liczby postow bioracych udzial w gtosowaniu, przy wymaganej fre-
kwencji minimum 50%. W glosowaniu nad nowelizacja ustawy o szkolnictwie w sprawie
wydluzenia ferii letnich w szkotach Srednich do 3 miesigcy wzigto udziat 229 postow. 228
bylo za wydtuzeniem i 1 przeciw. Czy wakacje zostana wydiuzone w szkotach Srednich?

Bartek kupit 2520 akeji spotki ,,Netka” w cenie po 3,20 zt za akcj¢. Prowizja, ktorg
musial zaptaci¢ maklerowi, wynosi 2% wartosci transakcji. Po tygodniu akcje tej
spotki wzrosty o 12%, by po uplywie kolejnych dwoch tygodni spas¢ o 8%. Po trzech
tygodniach Bartek postanowit sprzedac akcje tej spotki, ptacac kolejng prowizje
w wysokoSci 2% wartoSci sprzedazy. Czy Bartek zarobil na tej transakcji?

W sondazu OBOP wzieta udzial reprezentatywna grupa 1081 osob. Sondaz dotyczyt
popularnosci znanych politykdw. Prezydenta obdarzylo zaufaniem 381 osob, pre-
miera 30% spo$rod pozostalych, marszalek sejmu otrzymat 90% gloséw premiera.
Reszta glosoéw przypadia marszatkowi senatu. Oblicz liczbe glosow oddanych na po-
szczegOlnych politykow.

Patrol policji zatrzymal podejrzanego kierowce, ktory jechat zygzakiem. Kierowca
wazyl 150 kg i przed godzing wypit 500 g wina o zawartoSci 12% czystego alkoholu.
Wiedzac, ze norma dopuszcza 0,2 promila alkoholu we krwi, sprawdz, czy kierowca
ma si¢ czego obawiac.

Nieuczciwa przekupka dolata 2 | mleka o zawartosci 4% tluszczu do 10 1 Smietany
o zawartosci 18% ttuszczu. Majac do dyspozycji przyrzad pomiarowy do okreSlania
zawartosci tluszczu, ktory pokazuje wynik z doktadnoscig +2%, sprawdz, czy mo-
zesz udowodnic nieuczciwo$¢ przekupki.

. Tomek zainwestowat 5000 zt w akcje spotki ,, Wektrim”. Po uplywie 6 miesiecy akcje te

wzrosly 0 5%. Oblicz, czy Tomek zarobilby wigcej, wplacajac pienigdze na roczng lo-
kate terminowa oprocentowang 4,5% w stosunku rocznym, czy sprzedajac akcje spot-
ki ,,Wektrim” po 6 miesigcach. Uwzglednij w obliczeniach prowizje maklera,
wynoszaca 1%.
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2.39.

40

. Szkodnik laséw — brudnica mniszka — zniszczyt cz¢$é 9-hektarowego obszaru leSne-

go o zageszczeniu 10 drzew na 1 ar lasu. Za 2 lata mozna bytoby sprzeda¢ drzewa
zlasu w cenie 200 zt za 1 sztuke drzewa. Tymczasem uschni¢te drzewa stanowily tyl-
ko 75% tej wartosci. Oblicz straty spowodowane przez brudnice mniszke.

. Do jeziora Okon wpuszczono 200 kg narybku karpia, z ktorego, jak si¢ szacuje,

okoto 60% osiagnie wage dorostych ryb. Wiedzac, ze waga narybku to 0,01% wagi
dorostych ryb, oblicz, ile ton ryb moga za rok odfowi¢ wedkarze, zakiadajac, ze na
jeziorze Okon nikt nie ktusuje.

. Droga z Torunia do Warszawy ma dtugos¢ 220 km. 60% tej trasy kierowca jechat

z dozwolong predkoscia, 20% z predkoscia powyzej 100 km/h. Reszte trasy przeje-
chat z predkoScig powyzej 130 km/h. Oblicz, ile wyniostaby wysoko§¢ mandatow
karnych, gdyby co 5 km trasy byla mierzona predkos¢ samochodu. Za przekrocze-
nie predkosci 100 km/h mandat wynosi 50 z, a mandat za przekroczenie predkosci
130 km/h stanowi 300% mandatu poprzedniego.

. Tomek zatozyl roczng lokate, wptacajac 1000 zI. Bank oferuje oprocentowanie:

a) 18% z kapitalizacja odsetek po uplywie okresu umowy,
b) 16% z kapitalizacjg odsetek co kwartat.
Ktora z tych lokat Tomek powinien wybraé?
Uwaga. W przypadku b) postuz si¢ procentem sktadanym. Oznaczamy przez:
K —kapital poczatkowy, p —roczny procent, n— liczbg okresow kapitalizacji w ciagu
roku, k — liczbe¢ okresow kapitalizacji w czasie trwania lokaty. Uzyskany kapitat D
k
. o )4
obliczamy ze wzoru: D=K (1 + m) .
(Kapitalizacja odsetek — czgstotliwos¢ ich naliczania i dopisywania do lokaty lub
przekazywania na wskazany rachunek).

. Maciek wziat z banku kredyt w wysokosci 10000 zt na okres dwdch lat, przy kapita-

lizacji co pot roku i rocznym oprocentowaniu 16%. Ile ztotych kosztowal Macka ten
kredyt?

. Bank oferuje oprocentowanie roczne 16% z kapitalizacja odsetek co 3 miesigce. Ja-

ka sume dopisze ci bank do wptaconej kwoty 1000 zt po uplywie:
a) 3 miesiecy, b) pot roku, c) jednego roku?

Tabelka przedstawia skal¢ podatkowa obowiazujaca w 2002 roku.

Podstawa

obliczenia podatku )
‘ — Podatek wynosi
ponad ~ do

0zb | 37024z | 19% minus 518,16 zt*
3702471 74048 21 | 6541,24 21 + 30% nadwyzki ponad 37024 1
74048 zt 17648,44 z1 + 40% nadwyzki ponad 74048 zi
* 518,16 zf stanowi 19% kwoty 2727,16 zt (tzw. kwoty wolnej od podatku).
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2.40.

2.41.

2.43.

2.44.

2.45.

Oblicz, jaki podatek zaptacimy od kwoty:
a) 20000 zt; b) 50000 zi; ¢) 100000 zt.

W dwoch sadach byto poczatkowo 1500 drzewek owocowych razem. W ciagu dwoch
lat w pierwszym z tych sadow zasadzono jeszcze 32% poczatkowej liczby drzewek,
z czego uschly 33 drzewka. W drugim z sadéw zasadzono w ciggu tych dwoch lat
jeszeze 30% poczatkowej liczby drzewek, z czego uschto 10 drzewek. Pod koniec
dwoch lat okazato si¢, ze w pierwszym sadzie jest 1% razy wigcej drzewek owoco-
wych niz w drugim. Ile drzewek byto w kazdym sadzie?

W dwoch gospodarstwach rolnych bylo poczatkowo 150 owiec. W pierwszym z gospo-
darstw w ciagu roku liczba owiec wzrosta 0 20%, lecz potem ubyto 6 owiec. W drugim
z gospodarstw w ciagu tego samego roku liczba owiec wzrosta o 30%, a potem ubyta
jedna owca. Pod koniec tego roku okazato si¢, ze w obu gospodarstwach jest jednako-
wa liczba owiec. Ile owiec byfo w kazdym z tych gospodarstw na poczatku?

. WIV klasie % ogolnej liczby uczniow otrzymalo oceny dobre z pracy klasowej z ma-

tematyki, a 75% pozostalej liczby uczniéw oceny dostateczne. Ilu uczniow bylo w tej
klasie, jesli wiadomo, ze ocen dostatecznych z tej klasowki byfo o 13 wigce] niz ocen
dobrych?

Sklepik szkolny zakupit w hurtowni w drugim p6iroczu roku szkolnego dfugopis za
kwote o 800 zt wigksza niz w pierwszym potroczu. Hurtownia udziela sklepikom
szkolnym 3% rabatu od zakupionego towaru. Dochdd sklepiku w drugim potroczu
wynosit 72 z1. Za jaka kwote zakupit ten sklepik dtugopisy w pierwszym pOlroczu?

Ruda pierwszego gatunku zawiera 72% zelaza, a drugiego gatunku 58% zelaza. Po
zmieszaniu tych rud w pewnym stosunku otrzymano rude zawierajaca 62% zelaza.
Gdyby wzia¢ do mieszaniny z kazdej rudy o 3 tony mniej niz faktycznie, wowczas
otrzymana ruda zawierataby 60,8% zelaza. Ile ton kazdej z tych rud wzigto faktycz-
nie do tej mieszaniny?

W dzungli byly Iwy i pelikany. Wszystkie one mialy razem 760 nog. Gdyby liczba
Iwow wzrosta 0 2%, a liczba pelikanow zmniejszyla si¢ 0 1,25%, wowczas liczba nog
wszystkich tych stworzen razem zwigkszylaby sie o 10. Ile byto w dzungli Iwow, a ile
pelikanow?

3. Potegowanie liczh. Cwiczenia w dziataniach na potegach

3.1.

Podaj wartoSci nastgpujgcych wyrazen:
a) (—4),—4% (-8),-8%(~10),-10"

3dla po— 2 2.
b) b'dlab=-2, dlab=2;
; 2 2
c) —b%dlabz—g, dlab==;
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d) 3y*dlay=-0,3,dlay=0,3;
e) —3y*dlay=-0,3 dlay=0,3.

3.2. Dla jakich warto$ci zmiennej ¢ warto$ci nastgpujacych wyrazen sa rowne:

a) 171 (=1); b)—1'i (1)}
) —(21)'i(-2¢); d)—(21) i—(2¢)?
3.3. Podane iloczyny zapisz w postaci poteg i oblicz je:
a) 1213 b) 2% 2% c) 3*-3%
d) 2-23 e) 333 D (1) (=1 (-1}
P 1y (1Y (1Y N 1y [ 1y
2 (=5)(=5) - (=5); h) (g)(g) <§>; i) (*g)'(‘g‘) '(‘g);

D (=10 (=10)(=10); k) (=0.1)" (0,1 (=0,1)"

3.4. Oblicz:

a) 87:8% b) (=7)":(=7) ¢) (0,5):(0,5)"
‘ 2 8’ (-2) 2>
d) (=0,5):(-0,5); g
) (-0.5):(=0,5) e) 3 e
(-03)" (=0.13) oLy
g) Coa7 h)( X ) <8>.( 0,125)
D oC0si(-) 08 p 225
3.5.  Wykonaj dziatania: ,
a) bo:b% b) ptip* 0) %;
d) (-a)’:(-a)} ) oF s
g) (—m):(-m); h) (-y)':y* ) (—x) .
3.6. Oblicz: , . ,
a) (57:5%) 5% b) (7%:7): 7% ©) [(%) ‘(%> }‘(%);

d) [(=8)"(=8)]:(-8)";
) {|(-6)" (-6)'}|(-6)"
3.7. Oblicz:

a) (2-5); b) [(-
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3.9.

3.10.

3.12.

2) (3:4°5);

D (=D (=2) (-]}

Podnie$ do potegi iloczyny:

a) (3a)2;
d) (-2x)}

g) (~3ab);

3

) (“mn)

h) [1-(-8)]

3

ol(-4) 5 2]

b) (~z);
e) 3pq);

h) (%xy)i

k) (—2xyz)3;

D [(-1)-(-2)-3]

Podane iloczyny poteg wyraz w postaci potegi iloczynu i oblicz je:

a) 2% 3%
d) 0,22 10

g) 0,04°-25%

b) (=1)-2%

o (2) -9
h) 0,6* 0,5

Zapisz wyrazenia w postaci poteg:

2%.4-(27)
2520

d) 32 3 (8137

a) (2°);

d) [(-3)]:
2 (10%);

3

IRICIbAE

3
1Y 42
<3> 372,27

b
) (-3 81

o ([L:):16). 8
9°27) 48/ 128

. Podane potegi podnie$ do potegi i oblicz je:

b) (3);

e) [(%)T:

hy[(0.2):

Przedstaw w najprostszej postaci:

a) (4-b%);
d) (~4c?);

g) (-1 -x2y2a)3;

b) (-2°);
e) (3cd2)3;
h) (—thzz)z;

(3

o () )
B (-3) (%) 2%

i) 0,002°-50.

¢) 470 4% (23274
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3.13. Przedstaw w postaci poteg potegi:

3.14.

3.15.

3.17.

3.18.

44
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Przyklad: 3%= (3%) = (3') = (3') = (3*).

a) 3%
d) (-1);
g .

Podnies do potegi utamki:

2

) (3
d) (_g)*.

g)( 3; )
Wykonaj dziatania:

-2
2y2 'y5
a) <3—)2_

. Oblicz:

: (47) 4>
(4)-4
187%36°

d ;
) 6v2_ 322

b)

e)

b) 4%

o)

d) ()c"y3)_2 (
474" 64432
424 (25)2 ’

84' 312_611

4°.9°+6° 120,

2

Podane ilorazy poteg przedstaw w postaci potegi ilorazu:

6

a
Przyklad: 4 b6 ( b)
d) 22’
d) %;

(3a%) )

g) 6b)"

Kazde z podanych wyrazen zapisz w postaci potegi:

b) [x6:(x2~x3)]-x2;

a) a®:[(a’:a’)-a’};
o) [y (¥ y?)] v

e) [b*(b7:07)]:[b-(b7:6%)} 1) {[n® (n:n?

b) (;%)_

)[<b10

L[5 b

)] [n(’:(nz-n)]} n’.

f) (—%)2;
o (-5
35
5 61;246“ 243-227;
(3%
0 (-53) (-3 (-5
0 (*72)3;
(-x)
) (—y)j’
i) (_qu)
)k
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3.19.

Przedstaw w prostszej postaci:
) [ (@) ]|
b)L(b2~b3f:(b5:b2f]~[(b4~b2f:(b3~b2f}
) L(c-b3)4:(c-b2)3]:[(c2-b2)3:(c4-bz)z];

d) L(Sxy3)3:(5x4y2)2] : [(25x2y2)2:(5xy)3];

e) {2abﬂk4a2b3f:(2ab4f]}:(—2a2bf.

3.20. Oblicz:
) 7 2“Z)z,jeéha=—o,3, =17
a+
3. p3
b) Z3fg3,jeélia: 15, b=—7:
Lvasa®  bP4b+l . 1, 1
) Tra T oo pisslia=30="%;
d) <M>3 TR
Popqiq’ ) PT AT RS
2 2
+yv) = (x—
3.21. Oblicz:
a) (9a2b2>2:(3ab)3,jeélia:%ib:3;

% 3.24.

. Wykonaj dziatania i oblicz warto§¢ wyrazenia {

2
b [5pa)” (5924 | 259" ) esli p=- 510 =5;

c) [(—x2y2)3:(—xy)2]:{(x3y3)2:(xy)3],jeéli x==5iy=0,L

dlax=0,2.

. a) Porownaj: 3,41 3.4%oraz 0,710,7%

b) Wykaz, ze gdy a jest liczba dodatnia, to:
l.jeslia> 1, t0a’>a;
2.jedlia< I, toa’<a.

Co jest wigksze:
a) 0,5 czy 0,57 b) 26>—24% czy 27*- 252 c) 345" czy 342-348?
d) 4% czy 2%? e) 10% czy 90"? ) 9% czy 277
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7 3.25. Uporzadkuj rosnaco liczby:

a) 329 1612 637 2711. b) 214() 31()() 48() 660 1140.
7 3.26. Ktore z wyrazen jest wigksze i o ile:
2 12 = 4n 2 4n =7
a) 160,25 2:(=0,5-0,25" ) czy 81 - <3) ~3-<—§) ?

Sn—1 Sn—3
A 2n -7, . 10 = 2n . _l_ . . l) 9
b) =4-0,5"77-(12-0,5" ") czy 27 <3> .[0,5 <3 ]
w3.27. Co jest wigksze:
a) 2V+3%44% czy 3.249 b) 2"%+3% czy 6'°?
27+ 2%+1
e A

d) 19% czy 16-18-20-22?

< 3.28. Wykaz nieréwnosSci:
a) 297-299< 298% b) 45°- 31> 44% - 30%
) 26°—24°> (26— 24)3; d) 17+ 13)3> 13+ 17°,

* 3.29. Kitora z liczb jest wigksza: 3'°— 2" czy 3%+ 2759
4. Pierwiastkowanie liczb. Cwiczenia w dziataniach na pierwiastkach

4.1. Oblicz:

a) /4-/16; b) /2 /18; ¢) 1/0.09-3/2.4;
d) /0.01-/2.7; &) (8-4/5): 0 (2.1-92);
g) V32:4/81; h) ¥/16:3/54; i) /3%
7"

4.2. Podane liczby zapisz w postaci potegi liczby 2:

f/216 2 2i
9 ’6\[ b)\/i\/,?/i 3\/5,

O CAL (2F. (38 /3T YA AL

4.3. Podane liczby zapisz w postaci potegi liczby 3:

a)

0 L, 10 g 0 (9], (3], (- /27);
L By e //[ 3337,

/3
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4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

Wiacz czynnik pod pierwiastek:
a) 5/2,6,/3,7./5,10/7;
b) 2,1,/3;2,9,/5;10,1,/2;
¢) V48;2-4/5;3-4/7;0,2-3/0,1;
d) 0,9-%/9;2-3/0,2,3-3/0,5,0,2-3/0.1;
¢) 3-4/0,1;0,2-3/10;0,3-3/5;0,1 - /10.
Wylacz najwigkszy mozliwy czynnik przéd pierwiastek:
~a) /150,,/108, /405, /250;
b) /0,04, /0,054, /0,06, /0,28;
¢) /48,3/243,3/500,3/320;
d) 3/0,072,3/0,005,3/0,875,3/0,686;
e) 4/1875,4/486,3/96, 3/486.
Upros¢:
a) /27 +6./3; b) /20 + /45 — /320;
¢) /48 — /147 + /108; d) /448 + /63 - /252;
. /80-2/5. f)/@—/@Jr/m,
/245 /1200 ’
) /432 + /54 h) 24/162 —34/32
& s 2 41250
Oblicz:
- 2
a) /4, 0.125, V16, 22,5210 (12/2);
b) V/8-27, V24, 6’ 3%, /20 /5, /7218, /27 /12;
o) V122720 8464, /16, /64, /6478,
Znajdz liczby a, b, ¢, d, e, f, g, h, I, j, k, [ takie, ze:
a) Ja=3; b) /b=
d) ¥/d = g e) Ye=0,2
g) 4/g= Q; h) 5"= 625;
D Vi=1 k) 427 =3;
Poréwnaj podane liczby:
a) /73146 b) 2,/8i,/33;
d) 3/18110,/2; e)2,/72i3/18;
g) 33¥/7i¥190; h) 23/513/39.

o) Ye=2;
f) 4/?=—}—;
i) 6'=216;
1) 1/49="1.

) 5/3i16,/2;

f) 43/54123/250;
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4.10. Oblicz: . s
a) 49 /81 by 128 /32
/81-7/64
4.11. Upros¢:

a) /12 + /48 - /108;
¢) V48 + /135 — /384 — 1/40;

e) (12//50 ~8,/200 +7,/450): /10;

4.12. Oblicz:

a) /27 - /12 +/48;

c) 454 +16 - /128;

&) /2(4/8+ /18- /32)

g) /3(3/24-4/6+5/54),

i) (3/50+2/8-/32):/2;
k) (8316 +2%/54 - 3%/128):¥/2;
m V571243
/2 Bs+T

4.13. Doprowadz do najprostszej postaci:

a) J(/2-2) +/4

b) [(1-/3) -427;

¢)/64/3; d) s/%.
b) 5 /2+1/20-3 2

d) 2,/18 +3,/8+3,/32 - /50;

) (2/§—4ﬁ+5[—%ﬁ)-/€.

b) 2,/32+3,/18 - /72;

d) 2324 +43/81-14Y/3;

f) v/2(/6-/24+3/54),

h) /10(2/20-7,/8-4/5-2/18);
) (6/24-2/54+./96):/3;

1) (43/625-3%40+%/320):/5;

0 3108~ 1k~ /75 - 502+ 2+ 125
/d)‘g ﬁ—ﬁ“zm+6/‘§ +/24,5;
&) (/8-3/2+/10)(/2+ /16+3,/0.4)
) (4.@+/§+/§§)(@+ﬁ_4/§)_

4.14. Upros¢ wyrazenia, wiedzac, ze a > 0ib > 0:

a) a"; b) /a™;

¢) §a’b’ d) %/a*b;

e) Ya* b"-Ya* b* f) 3a*b’ - W'
) 4/aS,bl3‘ /7173 4/a2b8

g % b} q. \/— ,
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i) (4a>-/B)(Ya?+/b)  §) Vabt-Vi6-6,

k) Yo +d’+a’ v +aivad+a’+a’.

4.15. Wiacz czynnik pod pierwiastek (x,y > 0):

/2 2 5x [3y 2 3.

a) x,/2x,3x,/2,5x 2—5; b) 3xy- 55 ﬁ s sy /Ty
L ox |y 2xr [xy?
c) 5 3xy s y23/101 d) 0,5x2~3/?,§7~3 %%a 5

4.16. Wylacz czynnik przed pierwiastek (a,b,c> 0):
a) Ja'b’, /03-b~c5,/a5(b+c), /a7b3(a+c);
[ a6.8 |16a’ a5b3/
b) abc,\/bzcw/gcz’ S ;

bS 3 ; 3
c) Yab*,s 8C ,3a’b’(a+b), 5 27Cb3;
d) 3/%a7c4’4/a15b17cl9’4/ga;Tbc76_’5/a26b36642.

4.17. Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka:

a) %; b) 3}\5; c) 3 /Z_ﬁ,
2+3/5 -J/7
) 53 s v
7/3 h) 8.5 i 3-2/6 .
f /2 /5-73 3/6-2/5
_7-2/8 k)zf—3f; ) 3/3-/5
3f 23 J1-/5 2/5+./2
4.18. Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka:
6 . 1. 15
)4+ﬁ’ b)ﬁ+1’ 7 /6’
/3 12 . /8
V25 )5t /5 D527
y 3 h) 3+/6 - ﬁ .
¥ -4 BT 11-3/7
) 6+,2 k)4+ﬁ- ) 2
SNCEVX 3-/5 B3
3-/2, 3+/5. ﬁ /2
RETG, RN R
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p) r) Lo ) e
2-/2 2/8-3/2+/32 J12 -2
) ‘\/5 . [ 2+1
s RS
» 4.19. Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka:
1 /3 2 1 2
a) —; b) +=; C ; d) ———; e ;
e " e A7 e
3/3 4,30

1 : 1
—_—, 5 5 1) ——F——.
ianA YA "EhiA VA
v 4.20. Co jest wigksze:
a) J/7+/10 czy /3+,/19? b) /11-/10 czy /6-/5?
4 3
27-7/9
o L3 2 gy L2
1- /3 -2 °/9.3%. /3
» 4.21. Oblicz bez uzycia tablic:
a) /820964657041 - (/5558702161 + /350419009444 );
b) /54756 /89908324 — /56169 - /37319881,

zy 1?7

¢) /49126081 + 24048144 555081,

/1014049
/831744 + /4624
d) /9960336 — /4562496 — 2 - o504 ;
32\ [6+5/2 1
(2f 2) 2/2-2 2(”0]
4.22. Oblicz:
a) J4-2/3- /4+2/3; b) J2./5+,/8-/2/5-/8;
¢) /6-3/3-/6+3/3; d) [(2/7-/5)-(2/7+/5);

e) Y16 -2,/10-3/16 +2/10; f) Y10-3,/7-3/10+3,/7;
9) 4/7./3-/66-4/7,/3 + /66.

4.23. Oblicz:
) 1 N 1 b) 2 2 .
7/2-/3  1/2+/3 ‘ 2/3+3 2,/3-3
3 3 J7 2
+—= ; d + ;
VB R By ) 337 3742

3/5+2/3 3/5-2/3 f) 2/7-3/6 2/7+3/6
)3f 2/3 3/5+2/3 2/7+3/6 2,/7-3/6
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9. Przeksztatcanie wyrazen algebraicznych

5.1.  Sprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:
a) (2x-5y)(3x+4y)—6(x+2y);
b) 0.1|2(3a~b) - 3(a=2b) — 10| - 1,54
c) 2[2(2x— D2x+1)-(1- 2x)2] — (2x+3);

2

d) %[4(%17—61) ~(p+2q)(p=29)|~2(g-p) +1;

e) —%{%[(u— 1 = Gt 1] = 3 (e 2) (- 2)} “8(x—1)

n
[\

Sprowadz do najprostszej postaci sumy algebraiczne:
a) (x+4y)(x=5y) +(x+y);

b) (x=2y)(x+3y) = (x=2y);

¢) (3p=59)(3p+59)~2(p+84);

d) 0,1 [2 (3r—s) =3(3r-2s) + 1Os2] ~1,5r%

W
(98]

Kazdy z podanych iloczyndw zapisz w postaci potegi:
a) (b+4)(b+4) b) (x+y-z)(x+y-z);
¢) (q—=7)(q=7)(qg=7)(q—T7);, d)(3a+2b+1)(3a+2b+1)(3a+2b+1).

54. Kazdaz podanych poteg zapisz w pOStdCl loczynu:

Q) (a-7) b) (4+y)5
c) (a— ), d)(a+b+c).
5.5. Przeksztal¢ potegi na sumy algebraiczne: )
a) (a+4); b (c+7); ) (x+3);
D (d+0.2)} o (p+4): D (24+ 1)
g) Bm+2); h)(p’+q2)2; i) (m2+n2)2;
) ( /\+2y) k) (%m+%n> ) (0,2x+0,1y)

5.6.  PrzeksztalC potegi na sumy algebraiczne:

, 3
a) (x+y)3, (2x+y)3, <3a+%b>, (a2b+c3)3;

b) (x=y), (x=2y), ( a- 3b> (ab*~c?).

5.7.  Przeksztal¢ iloczyny na sumy algebraiczne:
a) (a+b)(a-b), b) (x+3)(x-3),
¢) (5p+3q)(5p-3q) d) (2m+5n)(2m - Sn);
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10.

e) (——x+ 2y><%x+ 2y>; f) (0,la+6b)(0,la—6b);
g) <§ —%-c)(—s—dﬂrgc); h) (xy-=3z)(xy+32).

Przeksztal¢ iloczyny na sumy algebraiczne:
a) (m+n)(m=n), (a+3)(a=3), 2x+5y)(2x=5y),

1 | 2 3,V2..3,)
(0,1a+6b)(0,1a— 6b)< x+2y><§x+2y>, (—S—a 4b><5a+4b),

b) (a+b)(a*—ab+b*), (x+2y)(x*=2xy+4y?), Bx+1)(9x*~3x+1);

¢) (x—y)(x2+xy+y2), (x—3y)(x2+ 3xy+ 9y2), <%x— %y)(%x2+ %xy+ %yz)

Oblicz w pamieci:

a) 14% b) 22% c) 31%
d) 41% e) 52% f) 53%
g) 1022 h) 10,12
Przeksztal¢ sumy algebraiczne na iloczyny:
a) a’+2ab+b? b) p*+6p+9; c) q*+12q+36;
d) x*+4xy+4y% e) m’+6mn+9n% f) 9a’+ 12ab+4b%
g) 16x*+8xy+y% h) 4p*+8pg+4q7 i) ix2+xy+y2;
) m2+%mn+én2; k) %r2+%rs+%s2; ) k*+2Kk*1P+1°
. Przeksztal¢ sumy algebraiczne na iloczyny:
a) 2x>+4xy+2y% b) 3x’+6xy+3y% c) 8a’+ 16ab+ 8b%;
d) 2a’+ 12ab+ 18b% e) 12m*+60mn+75n% f) 18r>+ 48rs+32s%

g) 20p*+ 60 pq+45g% h) 8z*+24z°1*+18¢%

. Przeksztal¢ sumy algebraiczne na iloczyny:

a) m*—2mn+n’ b) b*—4b+4; c) ¢*=6¢+9;
d) x2= 10xy+25y; ¢) 25p°~60pq+364% 1) p*—% pa+ 5’
g) 0,0lm*—mn+25n% h) a*-4a*b*+4b% i) 9x*-=24x*y*+16y%

i) 49a°-14a+ 1

3. Przeksztal¢ sumy algebraiczne na iloczyny:

a) x’+ 12x+ 36, a*+4ab+4b% 16x*+8xy+y’ 4x*+ 12xy+ 9y%

b) 8x2+16xy+8y? 2x’+ 12xy+ 18y 8a'+24a’ b+ 18b%

c) x*=10xy+25y% 9x*—12xy+4y?, az—%abwh%bz, 0,01x*—xy+25y%
d) 5x*=10xy+5y? 3a’— 12ab+12b° 18x*—48x7 y*+32y",
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wn
J—
wn

5.16.

5.19.

5.20.

g)l
o
et

. Przeksztal¢ potegi na sumy algebraiczne:

e) (4b-3);
g) (2k=51;

. Przeksztal¢ potegi na sumy algebraiczne:
a) <x+ ) Bx+2), (x*+y), (a*+b?), (0.1a+ 10b;
b) (x-3Y, (2x-5y), (ab-2Y, (% ab- 4) , (2x2—y2)2.

Oblicz w pamigci:

. Oblicz w pamigci:
g) 98-102; h) 10,1 -9,99.

8. Oblicz, nie podnoszac do kwadratu:
a) 35*-36%
d) 99,8°-0,2%

b) 10,5*-0,5%
1

e) (4 g) - (1 =

Przeksztal¢ sumy algebraiczne na iloczyny:

d) 1t6m*—1;

e) c’— 4m?;
h) —25x% y*+ 4

Przeksztal¢ sumy algebraiczne na iloczyny:
a) 6x>—2b%

g) ax’—ay? h)3px*—12py%

i) 2a’-8a.

. Przeksztal¢ sumy na iloczyny:
a) ac+2a’+ 3bc+ 6ab;
c) X’ y*+3x°+2y°+6xy;

b) 15+ 20a+ 6¢+ 8ac;
d) 2m*+3m+2mn’+3n?
e) Tp°+2q¢°+Tpq’+2qp% ) ¢*+3p*q+15p°+5pg;

g) 2mn’—mn+2m*—n®  h)6x-3xy+2y—y>

c) (3 —a)z;
f) (7-3a);
i) 3mn- 4s)
)( ab— 4c>

c) 39%
f) 982

c) 38-42;
f) 78 -82;

c) 322%-320%

)16 —t3

f) 25a° - 16b%

i) =36a’b”+25¢%
1) 16b°— 1.

c) 20m2— 45n%

f) 4, ——sz;

i) x’—4x;
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5.22.

5.24.

* 5.27.
* 5.28.

* 5.29.

Przedstaw sumy w postaci iloczynu:

a) 6a+3a’—2b—ab, b) 21x+7x*~xy—-3y;

¢) ¢*—qp’—3pg+3p’ d) yx?+y*+2xy’+2x7%

e) 14r>+21r—2rs—-3s; f) —t*+2zt—8z1 +162%
g) —3pq’+ 2’ + 3p - 2rg; h) 12-8x—15z+ 10xz.

. Rozt6z wyrazenia na czynniki:

a) (a-b)'+(b-c)’ +(c—a)}
¢) (a+b+c) —a*-b>—c,
e) 2a*h’+2b*c*+2c%a*—a'-b'-ch ) x'+4 g)x*+xt+ 1.

b) X’ +y’+z°-3xyz;

Przeksztal¢ sumy algebraiczne na iloczyny:
a) x’—4y% 9x*—y? =36a°b’+25¢°, x*-y’, 16a*~1;
b) 20x*-45y7, %az— %b{ 2x*=32, x*—4x, a’-8a.

n

X

tox’=y

. Udowodnij, ze jezeli x+y+z=xyz, to

x(1=y)(1-2°)+y(1-2°)(1-x*) +z(1-x*)(1-y*) =4xyz.
Udowodnij, ze jezeli x+y+2z=0, to x’+y°+z°=3xyz.
Wykaz, 7e jezeli J/x +3/y+ Yz =0, to (x+y+z)=27xyz

Wykaz, ze jezeli liczby x, y, z sa parami rozne i spelniajg warunek:
(x=3) 1=z 4 (y=2) V-2 + (z=0) 1=y =0, to:
(1-x))(1-y))(1-2%)=(1 —xyz).

30. Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, p, g sa rozne od zera oraz p+¢g =1, to:

* 5.31.

* 5.32.

* 5.33.

* 5.34.
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P, 9q_ 1

a b patqgb

Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢, p, g, r sa dodatnie oraz:
P .q . r 1

ptg+r=1i E+Z+E:————pa+qb+rc’ to a=b=c.

1

. Wykaz, ze jezeli n jest calkowitg liczbg dodatnig oraz x= <1 + %) iy= (1 + =

i)

d) a(b’>-c?) +b(c’—a’)+c(a®~b%),

n+1

Wykaz, ze jezeli rtowno$¢ a"+b"+c¢"=0zachodzidla n=1 idla n=3, to zachodzi

dla kazdej naturalnej liczby nieparzystej n.

Udowodnij, ze jezeli a '+b ' +c '=(a+b+c) , to (a*+b%)(b*+c%)(c*+a’) = 0.

Udowodnij, ze jezeli b=a— 1, to dla kazdej liczby dodatniej naturalnej n zachodzi

rownosé (a+b)(a’+b*)(a*+ b4) . (azu R 1) =a* - b,



lll. Rachunek algebraiczny

tn
(99
=

9]
(F5]
~J

- Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie

. Wykonaj dziatania

. UprosS¢ wyrazenie A =

a’+1
2

a’-1 .
a ( 32 )+1

i= /o) v2xxer )y 3oy

x\/—+yf X=y
. Wyznacz warto$¢ ufamka £ 2, jesli 2a*+2b*=5abib>a>0.

. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenia:

- ﬁ+g:/€:ﬁ+ﬁ; B=2/160,/12+3/20,/48 —4-'/75— 4 [60,/27.

mixtym- x esli x= 2mnz,m>0 n>0.
Jm+x—/m- 1+n

. Oblicz:

a) 123456782 - 12345677 -12345679;  b) 876543% — 876542 - 876543 - 876544;

o) 423134 - 846267 — 423133, d) 5932 - 6001-69
423133 - 846267 + 423134’ 5932 + 6001 - 5931°

- Udowodnij, ze jezeli [x2+/x*y* + [y +Y/x?y'=a, to Va2 +3/y* = Va2
Wykade /243 20 [0 - [ [or e 3 2 v e o

1,11

. Udowodnij, ze jezeli ax’=by’*=cz’ i =+ =+ ==1, to:
x y z

SlaxP+by*+cz’ =3a+3/b+ /e

6. Zasada indukcji matematycznej. Dowodzenie przez indukcj¢ matematyczna

6.1.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 1 zachodza rownosci:
a) 1+5+9+...+(4n-3)=n(2n-1)
b) 1:4+2-7+3-10+...+n(3n+1)=n(n+1);
) 1-24+3-4+..+(2n-1)-2n=-mn;
d) 1+3+6+...+”<”2+1):”(”+16)<”+2);
2
¢) 13+23+33+...+n3:<”—(”il—)>;

2
f) T-11+2-204+3-31+ ... +n-nl=(n+ 1)!-1;
g) 12_22+32_42 +( 1>n 1 (_1)n—1.n(n2+1);
3 4 n-1 3n+2
Mgty gt (0 (e ey 22
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* 6.2.

* 6.3.

* 6.4.

* 6.5.
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. . ! . ! . —1\! !

i 1 dg+2 (d;rl).+3 (d43r2).+m+n (d+n-1! (n+d)!
d d d d" "

. 2 3 4 n n+2

]) 1+?+?+2_3-+"'+2n—1:4_ 2n—1;

k) (1—%)(1—%>~...~[1— (njl)z]: 2?n++21)'

Udowodnij, ze:

—d!, gdzie de N;

a) A\2">m; b) />\32”(”‘1)>(n!)2; c) A\ 2"<nl
d) />\1n!<<nJ2rl>; e) />\1(n!)2>n”;
1 1 1,13 1. 1,1 d o/
D N—T+ st t 3> g)n/>\2ﬂ+/2_+/§+ ..+/ﬁ>/ﬁ,
1.1 1 : - 1.1 1, 1
) Al+g 3+t </n i) n/>\11+22+32+ R
135 2-1__1 ) A 22" 75
nz3 ?

DATTE ;S Baat

A3 - <(n); m) A\ 24161...2m) 1> ((n+ DY’

Udowodnij, ze:

a) A 103" 2+ 1; b) A 8|57 '+3; ) A7|2" 7437

n=1

d) A 14377245775 e) ATIR20 149" f) A6 2 +3" 43"

g) A19]3% 1+5.2%7% h) A\ 7[10" "1 =3(-1)}

i) A\ 64371+ 40n-67, ) A 25|27 3"+ 504

k) n/>\08|5””+2-3”+1; ) /}\138|52"‘1~2"“+3"+1-22"-1;
m) A 17]3-5% 142" n) /\ 1693 "%~ 26n-27.

Udowodnij, ze:
a) A (3271 30 22"+ 1) b) A\ 212+,

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 1 i dla kazdej liczby
rzeczywistej x zachodzi rownosc:

x(x-1) x(x-1)(x-2) n Xx(x=1)...(x—n+1)

1_%+ 2l A +..+(=1) 2
:(_1)”. (x—l)(x—Z)...(x—n).

n!



1. Rachunek algebraiczny

* 6.6.

* 6.7.

* 6.8.

* 6.9.

* 6.10.

* 6.11.

* 6.12.

* 6.13.

* 6.14.

* 6.15.

* 6.16.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 2 zachodzi rownosé:

h(])+h(2)+h(3)+...+h(n—1)=n(h(n)—1),gdzieh(n):1+%+%+...+—r1;.
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 1 zachodzi réwnoéé:
2/1+l on
P ) (x mxP 1) (Y e ) e e
(P=x+1)(x*=x?+1) (x X ) e

Niech p, oznacza n-tg liczbe pierwsza (p1=2, po=3, p3=5, p4=7, ps=11 itd.).
Udowodnij, ze /A p,>3n.

Udowodnij, ze jezeli p jest dowolna liczba pierwsza, zas n dowolna liczba catkowita,
to liczba n” - n jest podzielna przez p.

Udowodnij, ze jezeli n jest dowolna liczba calkowita niepodzielng przez liczbe pierw-
szap, toliczban” ™' 1jest podzielna przez p (jest to tzw. mate twierdzenie Fermata).

Udowodnij, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to liczba
1771427714377 4+ (p—1)"'+1 jest podzielna przezp.

Wykaz, ze jezeli liczby p i g sa pierwsze, to liczba p?~'+¢”~'—1 jest podzielna
przez p-q.
o 83 83 83
Udowodnij ze 83((2-5=5-27)"= (2:57) "+ (5-27)"
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej 7 i kazdej liczby catkowitej k takiej, ze

0<k<n,liczba (Z) jest catkowita,

Wykaz, ze jezeli p jest liczbg pierwsza, za§ k dowolng liczbg catkowitg taka, ze
1<k<p-1,toliczba <£ jest podzielna przez p.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej # nie mniejszej od 4 liczby W, S, i K,

oznaczajace odpowiednio liczbe wierzchotkow, Scian i krawedzi n-Scianu wypukte-
go spetniajg rownoS¢ W, + S, — K ,= 2 (wzo6r Eulera).

1. Trojkat Pascala i wzor dwumianowy Newtona

7.1.

7.2.

Rozwin potegi dwumianow: ]

a) (2x+1); b) (3x+2y); ¢) (% - 2x>; d) (aS—b3)5;
e) (2x°- 1)5; f) <1+ %x5>; g) (x"l+y‘2)4; h) (2x72+3x7%);
) (3a7b*+Fab7); D (55 -22): K) (/22 - /3y).

Napisz wzor na ogdlny wyraz rozwini¢cia dwumianu:

; b) (3x-2y); o) (Vab~fab'):

a) (2a’+3a)



Zadania

K 6_ 33, 2y -y

d)(‘/§a+ Zx), e)(/}+/;), f) (x*-2x7").
7.3. Znajdz sumg¢ lub réznice poteg:

a) (1+x) +(1-x)} b) (1+x) —(1-x);

o) (2a+3b)+(2a-3b);  d) (2a+3b) - (2a-3b).
7.4. Znajdz w rozwini¢ciu dwumianu:

a) (a+b)20 wyraz piaty; b) (a+b)21 wyraz jedenasty;

c) (3 + 2x2)9 wyraz szOsty; d) (az— 3x° )20 wyraz dwunasty.

7.5.  Jakie sg wspOiczynniki wyrazow w rozwinigciach:

a) (a+b) przya’b*; b) (x+y) przy x"y*
11
¢) (2a+3b) przya’b; d) (xz—%> przy x*?
7.6. Wyznacz wyrazy zawierajace:
3 12 13
a) xix'°w rozwinigciu a__2x7), b) x w rozwinigciu (i—%> ;
2x? a |’ 2a  x )’
s .. . (x al\. —4 (x 2\
¢) x ° wrozwinigciu (= ——5); d) x™" w rozwinigciu <— -=].
a xz 2 xz

100
7.7. Ile wyrazOw wymiernych zawiera rozwinigcie dwumianu (ﬁ + 4/3) ?
9
7.8. W rozwini¢ciu dwumianu (/); + 3\/}) znajdz wyraz zawierajacy x*.

12

7.9. W rozwinigciu dwumianu (f - %) znajdz wyraz niezawierajacy x.
Xyx

* 7.10. Znajdz wyrazy wymierne rozwini¢cia dwumianow:
60 20

a)(S/c?Wl;); (AU o) afve-g)

* 7.11. W rozwini¢ciu dwumianu <3x+ %) znajdz wyraz, ktory ma statg wartoS¢ przy
X

2
wszystkich dopuszczalnych wartoSciach x.
50

* 7.12. Wyznacz najwigkszy wspolczynnik rozwinigcia dwumianu <2x+ % y) .

58



IV. Liczby rzeczywiste

Podzielno$é

Dzielnik Cecha podzielnosci

2 ostatnig cyfra liczby naturalnej jest 0, 2, 4, 6 albo 8

suma cyfr liczby naturalnej dzieli si¢ przez 3

liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby naturalnej dzieli sie przez 4

ostatnig cyfra liczby naturalnej jest 0 albo 5

liczba naturalna jest podzielna przez 2 i 3

liczba utworzona przez trzy ostatnie cyfry liczby naturalnej dzieli sie przez 8

o |0 O | [ B~ W

suma cyfr liczby naturalnej dzieli si¢ przez 9

Najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb catkowitych dodatnich a, a,, a, ..., a, jest naj-
wigksza liczba naturalna, ktora dzieli kazda z liczb a,a,d,...,a,

Najmniejsza wspolng wielokrotnoscig liczb catkowitych dodatnich a, a,, a., ..., a, jest
najmniejsza liczba naturalna, ktora dzieli si¢ przez kazdg zliczba,a,, a.,. ., a,. Dwie licz-
by naturalne s wzglednie pierwsze, gdy ich najwiekszy wspOlny d21eln1k Jest rowny 1.

Nierownosci
Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, a,, a,,..., a, zachodza nieréwnoSci:

— arsRassE
n i ) X 1 2 kD
i 1 1 <n/a1 a,: ... an< 7

przy czym rownos¢ w kazdej z tych nieréwnosci ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
a,=a,=...=a,

+a
n

Wartos¢ bezwzgledna

Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x oznaczamy symbolem | x|.
x, gdy x>0

|x|=
-x, gdy x<0

Podstawowe wlasnosci wartosci bezwzglednej:

x| >0, |x-yI=1x]-|y} |x=yl<|x[+]y}

2= x| % 0 el =Iyll < |x+5)

__x_
|yl
—|xf<x<]xl], [x+y[<[x|+]y] [l =yl <[x=yl

59



Btad przyblizenia

Jezeli a jest przyblizeniem liczby a , to roznice a — a, nazywamy bledem tego przyblizenia.
Bledem bezwzglednym przyblizenia a liczby a, nazywamy liczbe |b|=|a —a,|, za$ bledem

: |a i aol
wzglednym nazywamy liczbg ——.
Przedziaty liczhowe
Niecha,bcRia<b.
Przedziat Definicja Ilustracja graficzna
otwarty (a;b) (ab)={xxecRia<x<b} (ih)
P
]
§ domkniety (a;b) (a;b)={xxERia<x<b} @b _
- 5 : SR
g a 0 b
&
) 3 s a0 1
= lewostrpnme (a;b)={xxe€Ria<x<b} by
S | domkniety (a;b) ; .
E a 0 b
==
prawostronnie (a;b)={xxcRia<x<b} (a: b
domkniety (a;b)
% )b
otwarty (—oc;a) (—ocja)={xx€Rix<a} 0
Vj\ : >
) a 0
g
N | otwarty (a; + o) (g;+0)={xxcRix>a} (@;+0)
20 a 0
=
; lewostronnie (g, +0)={xxERiIx>0a} i)
.2 | domkniety (a; + o) Jozeon o IR
2 3
£
prawostronnie (—oc;a)={xxeRix<a} (~o0; @)
domkniety (—oo;a) ] . -
a 0
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

IV. Zbior liczb rzeczywistych
1. Liczby naturalne i catkowite

1.1. Oblicz:
a) (=2)+(=3):(-1)—(-7)
c) (=2)-3+(-4)-7-0+1;

e) (5=3)(4=((=3)=7))

g CDFED (1) 0+(-4)
D (D3

1.2. Oblicz:
a) (=4)+(=14)+(=11)+ 19,
c) 128 +375+ (-58);
e) (—=327)—(—459)+24 +459;
g) (=16)—=57+ 127+ (-61);
i) 720+ (—-458)+24 +(-400);

b) [3-(=2) = (=8)] - (=7) - (~2)(-
d) (=6):(~2)+ (~8):4-(~2);
p C1(-2) (3 (4) (-5)
-5

by D2+ (3) (4 -(2) (3)

2 (D= (3) (-D):(-6) + (-2)

5)+3:(~1);

b) (—122)—-29 —229;

d) 726+ (—=227) - (-8);

f) (=56)+6—36+83—54;
h) 129 +300 — (= 59);

i) (—534)+323 - (443 - 12);

1.3.

1.4.

1.6.

1.7.

k) (~18)+23—71—(22+51).

Oblicz:
a) (=2)-(-

(

) (=7)-3:
2)- (-
6)+
13)+ (-
8) 6+7-

4)-(=6)-8;
(=8);
2)-(=
(=2))-
9))
(-

b) (=16) - (=1)-(=5);

d) (=3)-(=1) - (=4);
- (=2) f) (=3)-[8-(=2)}
(3(3+( 4));

(-
(- (=3)-(=25)+6-(-13));
(- 4))-(13-(=7) +(=16)- 7 - (-
) ((=17)-8=17-(=6))(13-(=5) = 9-(=5));
k) (15+(=3)(=2))- (14— (2+5)-2).

e) (-
g (
h) (
i) ( 16)(=9));
) (
(

Z czterech liczb catkowitych utworzono wszystkie mozliwe sumy po dwie liczby
iotrzymano 1, 2,5, 7,101 11. Znajdz te liczby.

Jezeli pewna liczbe dwucyfrowa podzielimy przez sume jej cyfr, to otrzymamy 7. Je-
zeli za$ odejmiemy od niej 27, to otrzymamy liczbg o przestawionych cyfrach. Co to
za liczba?

Jest taka ciekawa liczba pigciocyfrowa a, ze jezeli dopiszemy do niej 1 z lewej strony,
to otrzymamy liczbe szeSciocyfrowa, ktora jest 3 razy mniejsza od liczby szeSciocyfro-
wej otrzymanej w wyniku dopisania 1 do liczby a z prawej strony. Jaka liczbg jest a?

Jezeli liczbe dwucyfrowa podzielimy przez sume jej cyfr, to otrzymamy 6 i reszte 3.
Jezeli za$ podzielimy te liczbg przez sume cyfr powigkszong o 2, to otrzyma-
my 5 ireszt¢ 5. Znajdz te liczbe.
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Zadania

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.14.

Znajdz wszystkie liczby pigciocyfrowe postaci 34 x 5y, gdzie x oznacza cyfre setek,
a y cyfre jednosci, ktdre dziela si¢ przez 36.

Cyfra dziesigtek pewnej liczby naturalnej mniejszej od 63 jest o 3 wigksza od cyfry
jednosci. Jaka to liczba?

Znajdz liczbe trzycyfrowa, w ktdrej cyfra setek, cyfra dziesiatek i cyfra jednoSci ozna-
czaja trzy kolejne liczby naturalne. Ponadto wiadomo, ze kwadrat liczby wyrazonej
cyfra jednosci jest o 13 wigkszy od iloczynu pozostalych dwoch liczb naturalnych.

Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest rowna 11. Jezeli napiszemy cyfry w odwrotnej ko-
lejnoscei, to otrzymamy liczb¢ mniejsza od polowy szukanej liczby. Jaka to liczba?

. Suma czterech liczb jest rowna 42. Jezeli pierwsza z nich powigkszymy o 2, drugg

zmniejszymy o 2, trzecia powigkszymy o 50%, a czwarta zmniejszymy o 50%, to
wszystkie cztery beda rowne. Co to za liczby?

. Suma dwoch liczb wynosi 10, a roznica odwrotnosci liczby mniejszej i wigkszej jest

réwna iloczynowi odwrotnosci tych liczb. Co to za liczby?

Znajdz liczby catkowite, ktore roznig si¢ o 2, a roznica migdzy kwadratem wigksze]
i mniejszej z nich jest o 1 wigksza od trzykrotnosSci jednej z nich.

2. 0 podzielnosci liczh

|\
o

62

Wyznacz wszystkie dzielniki nastepujacych liczb:

a) & b) 16; c) 17;

d) 21; e) 28; f) 32.

Wyznacz po trzy wielpkrotnosci kazdej z liczb:

a) 6; b) 15; c) 31;

d) 35; e) 40.

Wyznacz:

a) NWD (36,45); b) NWD(24,100); c) NWD (144, 168);
d) NWD(18,99); e) NWD (96, 132); - f) NWD(45,105).
Wyznacz: :

a) NWW (42,63); b) NWW (36, 27); c) NWW (72,180);
d) NWW (54,45), e) NWW (10,65); f) NWW (21,77).

Rozwigz rbwnania:

a) NWD(64,96) ¢ = 15;

b) NWW (20,80) + 2x=NWD (48, 80);

¢) NWW (15,40)-NWD(35,77) —x=NWW (2,25);
NWD(55,121) 1

) NwWw e, 1) TFT



IV. Zbidr liczb rzeczywistych

2.7.

2.8.

2.10.

2.11.

2.12.

w 2.14.

NWD (213,369 )

e) NWD (210, 55) +NWW (12,18) — 2x=162;
f) NWP(42.35) /NWW (4,9) — 2x= NWD (21, 1230).

Jakg cyfrg nalezy zastgpic x w zapisie liczby 1234567x8, by liczba ta byta podzielna
przez:

a) 3; b) 4; c) 9?
Sformutuj cechy podzielnosci przez:

a) 12; b) 15; c) 18;
d) 36; e) 45; f) 20.

Sprawdz, czy liczba:

a) 10224 jest podzielna przez 121 18;

b) 9810 jest podzielna przez 15 18;

c) 118488 jest podzielna przez 12 15;

d) 5938830 jest podzielna przez 15 18;

€) 235692 jest podzielna przez 36 i 45;

f) 1186020 jest podzielna przez 12, 15, 18 i 36.

Znajdz za pomoca algorytmu Euklidesa:
a) NWD(347,816); b) NWD(901,502), c) NWD(1128,1815),
d) NWD(2261,2565), e) NWD(4327,5025); f) NWD (4509, 5323).

Zapisz 0g0lna postac liczby catkowitej, ktora:
a) z dzielenia przez 3 daje reszte 1;
b) z dzielenia przez 4 daje reszte 3;

c) jest podzielna przez 5;
d) z dzielenia przez 2002 daje reszte 1999.

Znajdz dwie liczby, ktdrych suma wynosi 168, za§ wspdlny dzielnik 24.

Podziel liczby 4373 i 826 przez taka liczbe, aby otrzymac w pierwszym dzieleniu
reszte 8, a w drugim 7.

. Wykaz, ze liczby:

a) 17°+24*— 13, b) 20+ 3%+ 5% 42 .47

sa podzielne przez 10.

Wykaz, ze:

a) 5717°-1; b) 7111°+ 5% c) 53123"+1;
d) 1113%°-1; e)3115%-1; f)y 3115"-1;
g) 19]3"%-2": h) 7977 -3"; i) 137113°-2";

i) 40]11"%-3%,
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2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

64

Udowodnij, ze:

a) 55/8'°-8"-8% b) 45|817-27°- 9% ¢) 555/10°+ 10%+ 107;
d) 72724 542 e) 6'°12°-9" f) 11]7°+7°-17%

g) 2551751 h) 75%|45%-15%; i) 25%]45"-5%;

i) 24|5%-5% k) 7|5°- 5%+ 5% 1) 33]16°+2"%
m)30|25"+ 5" n) 63" +2"*3+3""1+2""2 gdziene N.

Udowodnij, ze suma kazdych trzech kolejnych poteg liczby 2 jest podzielna przez 7.

Wypisz liczby trzycyfrowe podzielne przez 3, 4, 5. Ile jest liczb trzycyfrowych po-
dzielnych jednoczesnie przez wyzej wymienione liczby?

Udowodnij, ze jesli liczba naturalna jest podzielna przez 8, to suma cyfry jednosci,
podwojonej liczby dziesigtek i czterokrotnosci cyfry setek jest tez podzielna przez 8.

Nie obliczajac wartosci iloczynu 14 - 15 - 16, podaj takie liczby jednocyfrowe, przez
ktore ten iloczyn jest podzielny.

Udowodnij, ze jezeli suma trzech liczb naturalnych jest liczbg nieparzysta, to przy-
najmniej jeden sktadnik jest liczbg nieparzysta.

Wykaz, ze rdznica kwadratow dwoch kolejnych liczb catkowitych jest liczbg niepa-
rZysta.

Udowodnij, ze jezeli suma dwoch liczb naturalnych jest liczbg parzysta, to ich roz-
nica jest takze liczba parzysta.

. Udowodnij, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest liczbg podzielng przez 3.

Udowodnij, ze kwadrat liczby pierwszej r6znej od 3 daje reszte 1 z dzielenia przez 3.

Udowodnij, Ze liczba parzysta niepodzielna przez 4 nie moze by¢ suma dwoch ko-
lejnych liczb nieparzystych.

Wykaz, ze roznica kwadratow dwoch dowolnych liczb nieparzystych jest podzielna
przez 8.

Udowodnij, ze jezeli suma dwoch liczb catkowitych jest liczbg nieparzysta, to ich ilo-
czyn jest liczba parzysta.

Udowodnij, ze jezeli iloczyn trzech liczb catkowitych jest liczbg nieparzysta, to ich
suma jest takze liczba nieparzysta.

Wykaz, Ze suma czterech kolejnych liczb naturalnych nie moze by¢ liczba pierwsza.

Dane sa trzy kolejne liczby naturalne, z ktorych pierwsza jest parzysta. Wykaz, ze
iloczyn tych liczb jest wielokrotnoscia 24.
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2.31.

Udowodnij, ze suma iloczynu trzech kolejnych liczb catkowitych i drugiej z nich
réwna si¢ szeScianowi tej liczby.

. Udowodnij, ze roznica kwadratu liczby calkowitej nieparzystej i liczby 1 dzieli si¢

przez 8.

. Wykaz, ze rdznica kwadratow dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna

przez 8.

.34. Udowodnij, ze jezeli przy dzieleniu przez 3 jedna liczba daje reszte 1, a druga resz-

("]

o

Y
)
&

2.40.

[\%]
o
N

2.46.

37.

38.

te 2, to ich iloczyn przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

. Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb calkowitych z dzielenia

przez 3 daje reszte 2.

. Udowodnij, ze jezeli jedna z liczb przy dzieleniu przez 9 daje reszte 5, a druga resz-

te 4, to ich iloczyn przy dzieleniu przez 9 daje reszte taka, jaka daje iloczyn reszt
przy dzieleniu przez 9.

Udowodnij, ze jezeli dwie liczby przy dzieleniu przez trzecig dajg t¢ sama resztg, to
ich roznica jest podzielna przez t¢ trzecig liczbe.

Wykaz, ze roznica czwartych poteg dwoch liczb catkowitych roznigcych sig o 2 jest
podzielna przez 8.

. Udowodnij, ze suma liczby dwucyfrowej i liczby utworzonej z tych samych cyfr zapi-

sanych w odwrotnej kolejnosci jest podzielna przez 11.

Udowodnij, ze rdznica trzycyfrowych liczb, z ktorych jedna zapisana jest tymi samy-
mi cyframi, co druga, lecz w odwrotnym porzadku, dzieli si¢ przez 99.

. Udowodnij, ze r6znica miedzy sze$cianem dowolne;j liczby catkowitej i ta liczbg jest

podzielna przez 6.

. Udowodnij, ze rdznica kwadratow liczb niedzielacych si¢ przez 3 jest podzielna przez 3.

. Udowodnij, ze roznica czwartych poteg dwoch liczb, z ktorych pierwsza przy dziele-

niu przez 5 daje reszt¢ 1, a druga 2, jest wielokrotnoscig 5.

. Majgc cztery kolejne liczby naturalne, udowodnij, ze iloczyn pierwszej liczby przez

czwarta jest zawsze o 2 mniejszy od iloczynu drugiej liczby przez trzecia.

. Wykaz, ze roznica kwadratow dowolnej liczby pierwszej wigckszej od 3 i liczby pierw-

szej parzystej jest podzielna przez 3.

Suma dwoch liczb naturalnych dodatnich wynosi 168, a ich najwigkszy wspolny
dzielnik réwna si¢ 24. Znajdz te liczby.
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2.47.
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Znajdz liczby, ktorych NWW =630, a NWD= 18, wiedzac, ze liczby te nie dzielg si¢
przez siebie.

. Znajdz dwie liczby naturalne, ktérych suma wynosi 750, za$ iloraz z dzielenia ich

najmniejszej wspolnej wielokrotnosci przez ich najwigkszy wspolny dzielnik jest
rowny 1196.

. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b liczba ab (a+b) jest parzysta.

. Udowodnij, ze reszta z dzielenia przez 30 dowolnej liczby pierwszej wynosi al-

bo 1, albo jest liczbg pierwsza.

. Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych powigkszony o 1 jest

kwadratem liczby catkowite;.

2. Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych parzystych powigkszony

0 16 jest kwadratem liczby catkowite;j.

3. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb a i b jedna sposrod czterech liczb: a; b; a + b,

a — b jest podzielna przez 3.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n (n+ 1)(2n+ 1) jest podzielna
przez 6.

5. Wykaz, ze jezeli zadna z liczb n— 1, n, n+ 1, gdzie n oznacza dowolng liczbe natural-

na, nie jest podzielna przez 5, to liczba n*+ 1 dzieli sie przez 5.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba n° — n jest podzielna przez 30.

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczby: n’+ 5n, n’+ 11n, n*— 19n s3

liczbami podzielnymi przez 6.

8. Udowodnij, ze liczba postaci n*— 4n’— 4n*+ 16n, gdzie n jest liczbg parzysta do-

datnig wigksza od 4, jest podzielna przez 384.

. Wykaz, ze jezeli m jest dowolng liczbg catkowitg, to m®—2m*+m? jest liczba po-

dzielng przez 36.

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wyrazenie n’+ 2n* + n jest liczba pa-

rzysta.

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wyrazenie postaci (n’—n)(n’—4)jest

wielokrotnoscig liczby 60.

. Udowodnij, ze jezeli n jest liczbg naturalna, to 16n° — 4n jest liczba catkowita po-

dzielng przez 12.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 3" >+ 23" '+ 3" jest podziel-
na przez 16.
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7 2.64

x 2.73.

*x 2.74.

* 2.79.

. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba

. Dlajakich n € N utamek

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 3" 2= 2"* 2+ 3" 2"

jest podzielna przez 10.

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n liczba n’+3n°—n—3 jest podzielna

przez 48.

. Niech x w zapisie dziesigtnym liczby 28692x oznacza cyfre jednoSci. Znajdz t¢ cyfre,

wiedzac, ze liczba ta jest jednocze$nie podzielna przez 3 i przez 4.

. Suma dwoch liczb naturalnych jest rowna 96, a ich najwickszy wspolny dzielnik wy-

nosi 12. Znajdz te liczby.

. Przy dzieleniu przez 5 liczb a, b, ¢ otrzymujmy odpowiednio reszty: 1, 2, 3. Znajdz

reszte z dzielenia sumy kwadratow liczb: a, b, ¢ przez liczbeg 5.

3
Lnlon

n . .
3T 3T jest catkowita.

. Udowodnij, ze jezeli liczby x i y sa sumami kwadratow dwoch liczb catkowitych, to

takze liczby x* 2 x i x-y sa sumami kwadratow dwoch liczb caikowitych.

n’ n+2

—= jest liczbg catkowitg?

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczby:

Tn n’ 11n*  n
d)5+3+15’ )'12_0 TR ) 5 4+24+4
sg catkowite.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej nieparzystej n:
a) 48|n*+3n°—n-3; b)512n"*=nt-n*+1; c) 4ln*+2n’+n.

Udowodnij, ze jezeli n jest liczba wzglednie pierwsza z liczbg 6, to n’— 1 dzieli si¢
przez 24.

. Wykaz, ze jezeli liczba x jest roznicg kwadratow dwoch liczb catkowitych, to takze

3x jest roznica kwadratow dwoch liczb catkowitych.

. Dla jakich liczb pierwszych pliczby p+10 1 p+ 14 tez sg pierwsze?
77. Dla jakich liczb pierwszych pliczby p+4 i p+ 14 sg pierwsze?

. Udowodnij, ze jezeli liczby pi 5p>—2 sa pierwsze, to liczby 5p°—4 i 5p*+2 tez

$a pierwsze.

Wykaz, ze jezeli liczby pi 2 p*>+ 13 sg pierwsze, to liczby 2 p*+ 11 2p°+11 tezsa
pierwsze.
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. Udowodnij, ze jezeli liczby pi 8 p*+ 1 sa pierwsze, to liczba 8 p”— 1 tez jest pierwsza.

. Udowodnij, ze jezeli p jest liczba pierwsza r6zna od 5, to liczba p* z dzielenia

przez 5 daje reszte 1.

82. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczby p°—6 i p*+ 6 tez sg pierwsze.

. Znajdz wszystkie pary ( p,q) liczb pierwszych, dla ktérych liczby 7p+q i pg+11

sa pierwsze.

4. Wiadomo, ze dla pewnych liczb catkowitych a i b liczba:

A =(19a+98b)(20a +97b)...(25a + 92b)
dzieli si¢ przez 13. Rozstrzygnij, czy liczba A dzieli sie przez 13’.

. Liczba Xy nie dzieli si¢ przez 3. Uzasadnij, ze liczba x*+y*—xy+ 2 jest podzielna

przez 3.

3. Rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych

3.1.

3.2.

8]
n

68

Znajdi rozwinigcia dziesi¢tne liczb:
19 15. 5 <7
D 1115 12957 ®) 22328 727345
o) 5 203 _ 53 59
1010 202> 2207 330

Znajdz rozwinigcia dziesigtne liczb:

31 43 36. 12,4 7.
) 115 25° b) 237,327,633
5 203 61, 103 17 _ 17
) =437 4445 95455 060"
Wskaz pary liczb rownych:
a=8,939393.., b=28,9(93);
c=8,9939393.., d=28,(993);
e=8,3993993.. f=28,993993993.. .,
g=8,(93); h=28,(399).
Sposrdd ponizszych liczb wybierz pary liczb réwnych:
a=16,(54), b=16,5(54),
c=16,(554); d=16,545454. .
e=16,5545454. ., f=16,554554554..
g=16,544544544. h=16,(45),
i=16,454545. . j=16,(544).
Zaokraglij ponizsze liczby do czgSci setnych:
a) 8,245; b) 5,83(246); c) 13,(6);
d) 15.9(98); €) 0,3-/5; H 4+
g) 21+ ./3; h) /3 - .
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)
&

3.9.

Zaokraglij ponizsze liczby do czgsci tysigcznych:
a) 8,4(77);7,6;—17,(245);  b) 15,(009);-0,(3004); —15,32(25);
¢) 2ﬂ;ﬂ—ff—ﬂ; d)0,2,/50,7-m/5 7

e) 21— 1,5 L, 3%,

i 4 7 \/g
Ustal:
a) ktore z liczb: 2,39;2,45;2,4(01); 2 1—75—; /5 sg mniejsze od 2 %,
b) ktdre z liczb: 5.(6); 55

¢) ktore z liczb: —6,77;-6,(7); -6 /2; -2, 613 sa wigksze 0d—6l;

10/7; 87; 5,67 s mniejsze od 5,(67);

d) ktore z liczb: 0,(15); /2 - [; ﬁz— 1;0,14(16);—2§sa;wi(;ksze od - 3.

Sposrod liczb: _
a) 25 2m;5,75,5,7% 5,7 (54) wybierz te, kidre sa mnicjsze od 5 3;

b) 1,72;-1,74(75), 721, 1,73(2); 27— 4,55 wybierz te, ktore s mniejsze od /3;

c) 5,(4);5,(45); /5'9 -3 5,56; %wybierz te, ktore sg wieksze od 70 /3
d) 1,54;1,53(4)/2;1,1-/2; %wybierz te, ktore sa wieksze od 1,5(3).
Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci malejace;:

2) 0,7;0,(7);0,(07); 0,(707); 0,(70); b) 2.8,2,18;2,081;23; 12,

c) —0,77;— [2—3—,—1%,—0 77(8); ——; d) 3,43; /ﬁ;3,4(3);1,1n;2ﬁ— 3;

e) —ﬁ;—z,(23);—21—36;—£;—2,4; f) 2; 0,9;27—0,6;0,8(5);0,7

. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci rosnacej:

: ; ;
DR b (-1)> 3 (3)- (133
oW 0o

. Porownaj liczby:
2) 15 i0.3(9); b) —<Li-0,087; ¢) 7{7i0.(08);
d) -32i-3.8333.. e) —4 252 —4.227; f) 0,87510,8(875);
g) 3/3i54; h) —27i-67; i) 3/3+/2i2-m.
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3.12. Porownaj liczby:

a) 0,(3) i 4 b) —0,3333 1 -4
¢) 0,(26) i 0,261 d)=3,776 i —3,(776);
e) 0,22(23) i 0,2223; ) —2% i -2,67:
o) % i 0,1428(57); by~ i ~1,16667.
3.13. Podane liczby dopasuj do odpowiednich liter na osi liczbowej:
-7.-3
2) 3 150,95 -0.36; 50; 73 |
anc def
:1 LR (]) LI | li
b)L(S) 162 % -0, 2
L4 b _ Gde
_|2 1 _|1 ] (l) i 1 L] é T
¢)/3-/2;- 4, 1,(6); 1,66~ /2;3m-9
‘!I ? | C|(!l Il (ffl‘ |
_|2’ T _ll L) (l) T 1 i LI i
0)5355:2m- /2 -4.5 -8 -5. /2
a' il [Zl(i, 1 | 1 Il 1 1 1 6{|€l‘f“ 1
s 455001 0 5 45y

3.14. Ulamki dziesietne zamienn na utamki zwykfe:
a) 2,(7); b) 2,(21); c) 5,(002); d) 0,5(45);
e) —2,(412); f) 0,412(5); g) —3,2(345); h) 0,5(342);
i) 3,1(45); i) —237(1); k) —3,24(41); 1) —0,41(356).

3.15. Ulamki dziesi¢tne zamien na utamki zwykte:

a) 0,(27); b) 0,(4); c) 0,3(18);
d) 0,208(3); e) 0,(296); f) 0,19(4);
g) 1,1041(6); h) 1,2 (037).

4. Liczhy wymierne

4.1. Wiedzac, ze liczby a i b sg dodatnie i wymierne, ustal, ktore z ponizszych liczb sg wy-

mierne:

a) a+b; b) a°; ¢) Ja-/b;
1,1, ' a-b

d) 7+% e) Ja- b f) e JB
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v 4.8.

4.9

* 4.11.

* 4.12.

* 4.13.

Podaj przyktad trzech liczb wymiernych znajdujacych si¢ miedzy liczbami 1 i /2.

Podaj przyklad liczby wymiernej spetniajgcej warunek:

a) 13—1<x< TST; b) 0,3<y<0,5; c) —0,4<x<-0,1
d) /7 <y</11; e) g<x< 0,5(7); f) —0,9<y<—0,(2)
g) 500m<x< 1571 h) ——73£<y<—0,8; i) 2/2+/3<x<3/2+/3;

i) —0,(2)<y<-0,2.
Oblicz 137 miejsce rozwinigcia dziesigtnego utamka -%—

Liczby p i g sg liczbami pierwszymi. Podaj, dla jakich wartosci pig liczba% + % jest
ulamkiem o mianowniku mniejszym niz p - q.

Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 10. Jezeli t¢ liczbe pomnozymy przez liczbg
ztozona z tych samych cyfr, tylko odwrotnie zapisanych, to otrzymamy 2701. Znajdz
te liczbe.

Wiedzac, ze liczby a — b i a + b sa wymierne, udowodnij, ze liczby a i b sa wymierne.

Udowodnij, Ze jezeli liczby rzeczywiste x i y sa r6zne od zera oraz liczby x—y i L
sg wymierne, to liczby x i y tez s3 wymierne. Y

42
Wiadomo, ze xx_+2yy = % Wyznacz warto$¢ wyrazenia oy f; B ; T3y
). Wykaz, ze kazda z ponizszych liczb jest wymierna:
4+2/3 3+.2
a) T 243 /3 by Y22 2 /6
10+6,/3 /3-12
o) Y2+.,/5+32- /5 d) 320+ 14,2 +3/20- 14/2;

e) /3+2/2+ /6-4/2; £) 3s/2+7-35/2-1.

Udowodnij, ze jezeli liczby x, y i Jx+ ﬁ sa wymierne, to liczby Jx i /} takze sa
wymierne.

. 272
. . . e .. ab . .
Liczby rzeczywiste a 1 b speiniajg rOwnosc o) = 1. Wyznacz wszystkie mozliwe
2 g2 -
wartosci wyrazenia ——.
a*+b’

Dane sa takie liczby rzeczywiste x, y, z, rozne od zera, ze liczby xy, yz, zx sa wy-
mierne.

a) Wykaz, ze liczba x*+y’+2z* jest wymierna.

b) Udowodnij, ze jezeli liczba x’+y’+z* jest wymierna, to liczby x, y, z tez sa wy-

mierne.
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* 4.14. W zbiorze liczb wymiernych dodatnich okreSlamy dzialanie ® o wtasnosciach:
(1) (x®y)(z®1)=(xz)® (yt); (2) x®x=1; (3) x® 1=x dla wszystkich liczb
wymiernych dodatnich x, y, z, t. Wyznacz 4004 ® 2.

9. Liczby niewymierne

n

1. Podaj przyktad dwoch liczb niewymiernych, ktorych:
a) roznica jest liczbg wymierna;
b) rdznica jest liczbg niewymierna;
c) iloraz jest liczbg wymierna;
d) iloraz jest liczba niewymierna.

n
b

Ustal, czy liczba niewymierna jest:

a) suma liczby wymiernej i niewymiernej;

b) suma dwdch liczb niewymiernych;

¢) iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej;

d) iloraz liczby wymiernej i niewymiernej;

€) roznica liczby wymiernej i niewymiernej;

f) suma trzech liczb postaci x+y.,/7, gdy x,y € W;

g) roznica liczb postacia /5 -bib—a./5, gdya,b e W;
h) suma liczb postacim +n/11im-n /11, gdy m,n€ W.

wn
i

Podaj przykiad dwoch liczb niewymiernych, znajdujacych sie miedzy liczbami:

a)/21/3;  b)1il,l.

Wskaz liczby niewymierne:

169; b=1,666..; c=7/5;

W
=

d=-87; e=1m-4; f=4/18 - 5.6;
g=—4,(015), h=-58 | i=6,(84);

J=8,3248248.. k=0,12345678910...

n
n

Sposrod ponizszych liczb wybierz liczby niewymierne:

az/—' b=0,21; c=17/3;

d=-67%; e=0,(296); F=m/2;
g=/18; h=417, i=—3,141592;
j=03(22); k=7 - I=—/35.

5.6. Oblicz:

a) /36+28,,/169 — 144, /64:25, /81 - 121;

45 2. 2_92.
b)/1+144 /— 1;/122+16% /157 - 9%
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59,

¢) [/625; [V6s; [m-/m; /3,//@;
d) 3//1—%; /5. /15625;1/3-/3%/,//4096.

5.7. Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:
a) m+ﬁ/zl;
by [(1-/3) -427;
o Lo~ it-/75- 502+ 5+ 1125
d)/; ﬁ—/ﬁ—z/ﬁm/g /24.5;
e) (/8-3/2+/10)(/2+ /1.6 +3,/0.4);
f) (4-@+ﬂ+\/§%)</@+ 2—4@).
5.8. Znajdz liczbe niewymierna spefniajacg warunek:
a) —7<x<=5; b) O<y<; ¢) J/5<x</6;
d) =3/7<x<-4/2; e) —/10<x< 3%; f) —2,/6<y<—4,5
g) 0,(89)<y<0,899; h) —6,4(5)<y<=-6,2; i) 3m—/2<x<37m+/2;
j) —Sm<y<-l15.
Oblicz:
a) /27— /12 + /48; b) 2./32+3,/18 - /72;
) 4354 + 316 - Y128; d) 2324 +43/81-14%/3;
&) /2(4/8+ /18- /32); ) /2(/6-/24+3/54)
g) /3(3/24-4/6+5/54); h) /10(2/20-7/8-4/5-2/18),
i) (3/50+2,/8-/32):/2; i (6/24-2/54+,/96):/3;
k) (8316 +2%/54 -3%/128):V/2; 1) (43/625-3%/40+3/320):¥/5;
)/f 1 /2+/3
J2-/3 /51
5.10. Oblicz:
a) (/15- /10 +/6)- /30; b) (432 +5V4) (34 -2V2);
o) (V2+Y2+42) 405, o (f3+ /5= [H)2-v5+02)

e) (Y6-3/2-293/2- 6)25/1+£ f) (4/8-3/54+3,32-2/50) /2
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9) (7/35+5/21)(7/5-5/3)/7;

D (2/3+32)(2+9);

5.11. Oblicz:

a) (12,/42+3/18):6/14;

h) (23/5-392)(4¥/25+93/4+63/10);
i J1-2/2-4/9+4,/2.

“f+21 [ 0,6‘4/2“,5>:%~4x/§;

12,8 36—— 3180 +

gt

C) ( 50
d) (315 +2¢/60 - /75):¢/3;
e) (f+‘/126) 3/9;

f) (Y16-9):(V4-¥3);

h) (343 -3/64):(V7-V4); i)
Oblic

(

9 (3.7

) (

8 (

(

(

)

2

/5);
) (4/3- 2f)(4f+2¢7);

/5+2)(/5-2)
) (/3+/5-3- )
k) (2+/7) - (2-7).

5.13. Oblicz:

a) (0,4./5-0,6Y25);
o) (V8 3)

o (P52 -(15):

o) (/3+/2+,/3- )
(
(V2
(

i) /12+f+/12 [)

k)

m)(/11+6,2 - /11~ 6[);
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3,2 ):0,4-%;

2) (V25 -v4):(3/5-v2);
(/2025 -/720):(/45 - 12).

/3-12);
3/§+5/—)

o (
o (
D (3:/7-/8)(3/7+/8)
(
(/3

h) /2+f+/2 )

) (/3-2)-(/3+2);

b) (/3 /5+/3+/53);

d) (3/2+4/3);

N Js+2/6-/3+/6;

by (/5+/3+,/5-/3);
(//‘+6+/f 6);

1) ( )

) W S3- [+ 73).




IV. Zbi6r liczb rzeczywistych

5.14. Usun niewymiernos$¢ z mianownika:

7 .
8 5 36+ 136 /’ ﬂl_bz

6 . 1 15 .
) 17 R s
/3 12 /8
D325 )i /5 D sra /7
y__3 y 346, by /T
® -4y A 1-3/7
-)£+ﬁ. kﬁ+ﬁ. ) /2
MRS 3-/5 B+ /3
3-/2, 3+/5, f f
m)3+ﬁ’ n)3_ﬁ, [+
)4 1 _ 9 /2
- 2/8-3/2+/32 N2-72
t) _\/% f+l
Y8+ /8 W 8- /8
5.15. Oblicz:
9 22 . 1 71 .
U b)z—/§+3+ﬁ G2
) 54 79 1 78 186 6
N-J3 B3+ /1 /B30 )72 JI0 T 10+/7 0+ /7
12 28 1 ,
(/ =3 Jis-1 —ﬁ)(ﬁwgl
20 26 L\ (17 /A
<f4 2 J14-1 3—&) (17-12)
(5,/3+/50)(5-/24) (4/5+/38)
s 780-473
“ 5.16. Usun niewymiernos¢ z mianownika w wyrazeniach:
, 1 . 1 .
®i+ﬁ+ﬁ’ m2+ﬁ+m@w@”
) I . dy L.
2+32+3Y4 Y2 -1
1 1 .
) Y5+2° D 3/§+3/§+1’
,a=b>0.
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5.17. Oblicz:
2-(5/2)
a) 3 e
b)@@i—0-11+/ﬁ‘

2/2

(/63 - /18)(/28 + /8)(/45 + /20)(V24 - /5)
(V81-/i8)/a- /i1 Jav /1

| (a=1)+ (/34 1)]
2- /0.2 ;

o 123332
3/50) /33/_

(VB
)2M2—VGX2+VGY

o o+ 2i= 3] (o= )

-4

=]

©)

d)

5.18. Oblicz:
Y RLENE SELENE e S £
TS5 ) VB
S ECEEERTAl]
ot
ReE:

16/§:ﬁ§(/6—1)/§i
N T A5 |

d)6/4+2/4+2/6+2/§(/§—1y
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w 5.19.

3+/§.(/g_1).(7+3/§)([/§—3)2

e) 22 ;
5 1 6 .
) (4—/ﬁ+3+ﬁ_ﬁ—2>(ﬁ_5)’
2+/3 2-/3 ]2
f+/2+f J2 - /2

Udowodnij rownosci:

a) /57+40/2 - /57-40,2=10; b) /53+20,/7 - /53-20,/7 = 10.

7 5.20. Udowodnij, ze:

* 5.23.

* 5.24.

a) Y20+ 14,2 +3/20- 14,2 = 4; b) J7+4,/3=2+/3;

/6+4
)—+ﬁ—/—§:ﬁ+1; d) /2+ﬂ:ﬁ/%1.
. Oblicz:

2 Jax 15+ fa= [15-2 /3= /5 b>__ﬂ2*_/_47§/m

2+[ 2f_ 2 3
D+ 2+ 3 f /2 J/8-/7 J10+/8 J10+ /7

e) /§—2ﬁ5+/5—2ﬁ+/§+2ﬁ~2ﬁ—2/1_0.

. Udowodnij réwnosci:

a) J4/2+2/6=V2(/3+1),

03 /5 (34 /5)(/10-/2) -

o) (J4+2/3-/4-2/3)(/4-2/3+ /4+2/3)=4/3;
d) (V4-V10+V25)(V2+V5)=

e) (VA+V2+1)(Va-V2+1)(V4-1)=

Udowodnij, ze jezeli n jest dowolna liczba naturalng wieksza od 1, to liczba n jest
niewymierna.

Udowodnij, ze jezeli n jest dowolna liczba naturalng wigksza od 1, to liczby

Jn*+n+11/n+/n+1 saniewymierne.
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* 5.25.

* 5.26.

Udowodnij, ze jezeli n jest dowolng liczba naturalng wigksza od 1, to liczby:

/l+/2+/3+...+m i /1+/2+3\/3+“/4+---+”'m

sg niewymierne.

x+ [x*- x— [x’-y
Udowodnij, ze jezeli x> /y i y=0, to xiﬁ:/ ; yi/ /2 Y
a nastepnie oblicz:

. 1 _ 1 : _ Is_ N3+ /a8
d)1+/7_m i/t b)2 /3+ 5—/13+ /48,

6. Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych

6.1.

e)

6.3.

i 6.4.

< 6.5.

* 6.6.

78

Wykaz, ze przy podanych zalozeniach prawdziwe sg nieréwnosci:

a) a+%<ldlaa<0; b)|a|—%>1dlaa<—l;
¢) 1+L<adlax>; d) 22225 Laaxso,

Wyznacz przedzial do jakiego nalezy suma, roznica, iloczyn i iloraz liczb a i b, jesli:

a) 1<a<2, 2<b<3; b) —2<a<—1, =3<b<-25;

c) O0<a<l, =2<b<—1; d) ,1<a<21, -3<b<=25;

e) 2<a<3, 4<b<5; f) 1<a<2, -5<b<-4.

Wiadomo, ze 1 <a <212 <b< 3. Oszacuj wartos$ci wyrazenia:

a) a+b; b) ab; c) a-b; d) %; e) %;

f) -3b; g)a-3; h) 2a - b; i) b-2a j) 3a+b-2.
Wiadomo, ze =3<a<-2 i 5<b<6. Oszacuj wartoSci wyrazenia:

a) a+b; b) ab; c) a-b; d) %;

e) 2¢, £ ——235’—; 9)2a-3  h)3a-2b.

Wiadomo, ze —1,5<a<-11 -3 <b<2,5. Oszacuj wartosci wyrazenia:

; . — . a .

a) a+b; b) a-b; c) ab; d) WA

e) —2b; f) a-3b; g) 2a+3b; h)fz’-—b.

Wykaz, ze przy podanych zatozeniach prawdziwe sa nierownosci (dlaa, b, cE R )):
a) a-2#b>/%; b)a<b:>a<a§b<b;

c) a*+b*+2=2(a+b), d) (a+b)(%+%)>4;

e) atb+c= /El;+v/bc+v/’€ci



IV. Zbior liczb rzeczywistych

7. Dowodzenie nieréwnosci

* 7.1.  Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodza nieréwnoSci:
a) a’+b*=2(a+b-1) b) a’+ab+b*>3(a+b-1);

c) a*+b*+1>ab+a+bh.

N

* 7.2.  Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnos¢

~

1
+x* 2
x 7.3.  Dodatnie liczby a 1 b oraz liczba ¢ wieksza od 1 spelniajg warunek:

(a+b-c) =a’+b>+c> Udowodnij, ze ab > a+b.

* 7.4.  Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nier6wnosc:
a’+b’+c*+3>2(a+b+c).

% 7.5.  Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieroOwnosc:

f+bﬁw?+i+lw¥L>2m+b+c)
a b ¢

* 7.6. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i ¢ zachodzi nieré6wnos¢:
a’+4b>+3c*+13>2a+12b+6¢.

* 7.7.  Udowodnij, ze jezeli liczby rzeczywiste a i b spetniaja rownosS¢ a+b=1, to:
L L ippis L
> T c) a+b'> .

a) a’+b’> 3

b) a’+b’>

x 7.8.  Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢ sa takimi liczbami rzeczywistymi, ze a*+b*+c’=1, to:
2 2 2
(a=b)y +(b-c)y+(c—a)<3.

* 7.9.  Wykaz, ze jezeli liczby a, b, ¢ s3 dodatnie i ab+bc+ca>a+b+c, to a+b+c>3.

* 7.10. Wykaz, ze jezeli liczby a, b, ¢ s3 dodatnie iabc>ab+bc+ca,toabc>3(a+b+c).

% 7.11. Udowodni, 7¢ jezeli m>—1i m#0, to m+— >3,
m

% 7.12. Udowodnij, ze jezeli a>b>0, to a+ (7_—15)—5 >3,
* 7.13. Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dodatnie ia+b+c>abc, to:
a>+b*+c*= /3abe.

* 7.14. Udowodnij, ze jezeli a, b, i ¢ sa takimi liczbami dodatnimi, ze abc = 1, to:

1+ab 1+bc+1+ca
1+a 1+b 1+c¢

>3
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* 7.15. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nierownos¢:
(5-a’-b*~c*)abc< 2.

2 2
#* 7.16. Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢, d sa dodatnie oraz CchL b <2, to & b < 8.

+d 70 o

* 7.17. Udowodnij, ze jezeli a 1b sa liczbami naturalnymi wiekszymi od zera, to:
a+b

2) a+}W< a+b; b) 2a+b/a2bb2a <a2+b2; <) aabb><a_+b)

2 2

* 7.18. Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢ sa liczbami naturalnymi wigkszymi od zera, to:

a+b+c
a,b ¢ —

a) a b c =(abc) 3

¢) a'b’ct> a+tb+c "”’“/ (b+c)(c+a) (a+b)
3 2u+b+c

a+b+c

d) (D) s e
a+b+c - ’

* 7.19. Wykaz, ze jezeli liczby naturalne a, b, ¢ sa dilugo$ciami bokéw dowolnego trojkata,
b -bY
o (1e g {re 5 1o

J<1
* 7.20. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wickszej od zera zachodzi nier6wnos¢:

11 11 1
St St ——|<
4 16 (Zn)Z][9 25 (2n+ 1)2

1
g

* 7.21. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1 zachodzi nier6wnos¢:
1 1 1
D R Al 3
( 2° 3’ n 2

* 7.22. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wickszej od zera zachodza nieréwnosci:

a) n!<(”;1>n; b) (n+1)'> (2n)!1;
) n">2n-1), d) (n1)2<((”—+1—)(6—2-fiﬁ)n; e) (nl) <[f(n+l)

f) 20 +4lt+6ll+ ..+ 2n)!!'<2n+ DI -1;
g) M+3+5+ ..+ 2n-1)!<2n)!! -1,
gdzie 2n)!'=2-4-6-...-2n—=2)-2n, 2n+1)!"'=1-3-5-...-2n-3)-2n+1).
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8. 0$ liczbowa i przedziaty liczbowe

8.1. Zaznacz na osi liczbowej przedziaty:

a) (2;5); b) (=3;4); c) (0;6);
d) (=3;3); e) (—2;2) f) (=3;-1)
g) (—o0;=2); h) (o0 4); i) (3;+00);
i) (=5;+ ).

8.2. Zaznacz na osi liczbowej zbiory Ai B, a nastepnie wyznacz zbior 4 N B, jesli:
c) A=(-2; 3) B= 1 5

% d) A=(-6;3), B=(0;4);
e) A=(—o0;—2), B (=3;5 f) A=(-oc;—1),B=(1;7)
g) (-2 O)B (—1;+ o0); h) A=(-0;3), B=(3;6);
) A= (-52),B=(24) ) A=(-oui1)B=(L4)

k) A=(—3;O),B (0; + o0); ) A=(-00;7), B=(7;+ ).

8.3. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastgpnie wyznacz zbior A N B, jesli:

a) A=(-2;3), B=(0;4); b) A= (3 25) B=(2:8);

c) A=(-1;3), B=(0;5); d) A=(-00;3),B=(2;+0),

e) A=(-6;2), B=(2;3); f) A=(-00;2),B=(2;6);

g) A=(-3:4), B=(5:6); h) (=6;-3), B=(-4:=3);

i) A=(-00:4),B=(2:3); ) A=(-00;=2), B=(~3;+00);

k) A=(3:4), B=(3.5:3,75); 1) A=(=3;4),B=(3;7).

= 8.4. Dane sa przedzialy 4 = (-6;6), B= (-8, 3). Wyznacz:

a) ANB; b) A'NB ¢) AUB;
d) A'UB; e) A\ B; f) B\ 4;
o) A'\ B; h) A\ B’ i) B'\ 4
j) B\ A4

8.5. Wyznacz AUB, AN Boraz B\ A, jesli:
a) A= —1'4) B=(3;6); b) A=(-6;2), B=(0;6);
¢) A=(-o0c;6), B=(-3:8); d) A=(-o00;4), B=(=3;+o0);
e) A=(-1; 2>U<4 7), B=(1;3), f) A=(-1;2),B=(=3;0)U(l;4)
o) A=(-2:1)U(6:8), B=(~3;— 1)U (4;7);
h) A=(0; 2)U(3 5), B={-1;1)U(4;6);
D) A= (=00~ 2)U(6;+00), B=(=37).

7 8.6. Wyznacz A'NB', A'UB', A"\ B, B'\ A', jesli:
a) A=(—o0;—6), B=(5;+o0);
b) A=(0;3), B=(5:6);
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8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

82

c) A=(-2;2),B=(1;4),

d) A=(-00;=2)U(5;+0), B=(-1;2);

e) A=(-00;=3)U(5;+ ), B=(—4;6);

f) A=(-00;=3)U(5:7)U(7;+00), B=(1;5).

Jaki przedziat zaznaczony jest na osi liczbowe;j:
a) AN N b) | A\
0 10 16 32
¢) _« o ed) N
02 0 0.4 0 1
¢) AL £ NN .
0,02 0,06 =30 -5 0
g) AN . b LLLLLLLN,
-0,03  -0,02 -2/3 -5
Zbior zaznaczony na osi liczbowej zapisz w postaci sumy przedziatow:
a) SOONNNNN NN by AN NN
0 4 04 -0,3 0,2
9 | N\ P SO AN BN
40 20 0 20 40 60 0.2 0,4 0,7
o) AN L AN AN A AN A
238 “1,8 0,8 0 _2() 0 20 40

Zapisz w postaci przedziatu:

a) (3;6)N(4;8); b) (—o0;6)N{0;7);

c) (=15;,=3)n(=3;6), d) (=5;4)U(l; +o0);

e) (7:15)u(8;11); f)( f) ([ F)

Zapisz w postaci przedziatu lub sumy przedziatow:

a) R\ (6;+ o), b) R\ (=9;16);
¢) R\ (4,15); d) R\ (6;14);

e) R\(-4;7) ) (9:17)\(15;16);

) (=422)\(=3;3); h) (=7;=2)\ (=4 = 2);

l) ("Oo;_8>\<—-9;+oo>; ]) <_11;+00)\<—8;—4),
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“8.11. Wyznacz ANB, A'NB',AUB, A'UB', A\ B, B\ 4, A'\ B',B'\ A", jesli:
b) A= (-o0;3), B=(1;+0);

9. Wartos¢ bezwzgledna liczby

9.1.

a) A :(—1’2)>
c) A=

Oblicz:

c) [3-2/5]+[2/5 -4}
o) [3-4/3]-|/3-

3-/5
g)’ ;

)‘ﬂ—ﬁ
J3+/2

k) [6 -

0) |-4-Tm}

Upro$¢ wyrazenia:

a) /(;—7)2 ;

d) / 0—71)2 ~Ja?;
ﬁ +2x+1

|x|-1 :

Oblicz

d)\/
C) \/5 2\/ :

e) /13-2,/42;

g) /19— 19-8,/3;

(—00;2), B=

(L

B=(4,5);
4);

d) A4

b) /x*(1-x);

D5 /8-

f)

V6 =/7|-]7/6 -

h’ls el

)

s

n) ‘ﬁ - v/1—5|§

p)’%—

ﬁ~/§‘.

)

=(=1;1), B=(0;+00).

e) /X +6x+9+/x’—6x+09;

g)

) J1-4/3+ 12463

k) J11-4/7-/23-8/7;

12
Ja®

a

b)

(/3-3);

d) /21+8/_§;

f)

h)/ll+6¢
i) [s4-14,/5-/9-4/5;

/e,
a

2

- J11-6./2;

a2 h) Jx+2/x—1+/x-2/x~1.

—4a+4

) /46 +12,/10 + /35-10,/10.
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~9.4. Upros¢ wyrazenia:
1

Q) - 1l=x=3k b [Lexlex-3E o || -x
Y : 3x+9]|_4_| o] = x| + 1],
d) 3|x-2-[6+3xf  e) |25 H3+x, R 1R
x' -1 . x’—4 A1 . ‘x4_1‘, 1

AT TR A A R SR (TS ET R
= 9.5. Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:

a) |x=2|=|2 —x} b)|xl3 |3 x|, gdy x#3;

56-25| | 6
c) 2|x+2|—-|2x+4 d)‘ x6 ‘~|5_x,gdyx¢5;
e) ||x| - 1|-||x|+1|-|)62+1, gdy x#-1 Ax# 1.

< 9.6. Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:

a) |[x=3|+3|x—llgdy x€ (3;+ ) b) [x=T7|+5|x+2], gdyxe (=2;7),

c) |[4—x|+|x=2| gdy xe (2;4); d)|x—4|-2]|x+6|,gdyxe (-6;4);

e) 3|x+3|-2|x—5,gdyxe€ (—oo; = 3); f) |[x+7|-4|3x+2|,gdy x& (—-7;—%);
g) [3x—6|—|x—2], gdy x € (2; + 0); h) 5|x—4|—|8—4x|, gdy x<2;

i) |[x=5|—|x+6|gdyxe (-6;5), D12 =x|+]3x+1|-2x, gdy x€<~%;2>;

2
k) 6x—|Sx+ 1|~ |x+2], gdyxe <~%;+oo>; 1) l);lill 1 =x|, gdy x € (1; + o0);

x’ =1
|x=1]

m) |x— 3], gdy x> 3.

10. Rdwnania i nierdwnosci z wartoscia bezwzgledna

10.1. Rozwiaz rébwnania:

a) |x|=6; b) |x|=-5; ) |x=2|=6;
d) |[x+4|=T7, e) |6—x|=6; f) |Sx—10|=10;
g) |7x+14|=28; h) |6 - 7x|= 1.
10.2. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, dla ktorych:
a) x—|-x|=0; b) |x| x=-1; C) |xi|:1;
- _ 1 S
d) [x|=—x: e) =1, ) =1 =lx- 11

10.3. Rozwigz rOwnania: o
a) \/(:_3)2:3—)(; b) \ﬂg—x)zzx—S;
) |x=2|=x-4 d) [3—x[+x=5;
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e) |x—2|+]2—x|=6; f) /(x—3)2+/(3—x)2=8;
g) |1 —x|+ (3—x)2:4; h) /(x—2)2+|5—x|=7;
D) lx-2]+|x=7|=7; D J(x-2)+ [3-x) =3

k) |3 —x|+|5-x|=4; ) J(1-x) +[]3-x|=5;
m)|x—3|-6= (x—5)2; n) /(x—6)2—8:|x—4|;

0) 2|x|—|x+1]=2; p) |x+1|+]x=1|=x%

r) [3x—=1|+x=7.
10.4. Rozwigz rOwnania:

a) |[x+1|=]x-2| b) |x|-|x+1|=1; ¢) |x=1|+|x+1]=2.
10.5. Rozwigz robwnania:

a) |x+2]=3; b)|x|-x=2; c) ||x|-2]=2; d) ||x|+2]=2;

e) |x(x=1)|=x; ) ||x|—-x|=1; g) |x|+|x=1]=x; h) |x|+]x—1]=0.
10.6. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, dla ktorych:

a) |x|=>1 b)|x| <2 c) |x|<0; d) [x=2[> 1

e) 1<|x|<2; f) 0<|x|<1; g) 0<|x—1|<1; h) |x%—x|<x.

10.7. Rozwigz nieréwnosci:
a) |[x—1|<3 b)2<|x-1|<3; c)‘x2—1l<1; d)|x|>x+2.

10.8. Rozwiaz nierd6wnosci:

a) [2x-3|<7, b) [3x+2|< 1L ) [3x—5|>-2;

d) [5x-2|<=3 e) [3x=2|>x+2; f) [4x—3|<x+3;
g) |[x=2|-2x>8; h) [x=3|+1>2x; i) |x+2|=6

i) |x—4]|<9; k) [4x—-3|>3; ) [5x—-1|<4;
m)|3 - 6x|< 1 n) [(Tx+1) <13; 0) /(6x+4) > 11

< 10.9. Rozwiaz nieréwnosci:
a) |[2x+3|-]4x-3|>0; b)[2x+7|=|3x+5|=0;

¢) [1=x|+|3—-x|>4; d) |x=2]+]|x=3|>3;
e) |x—2|+]2-x|<6; f) |3—x|+|x=3]|>6;
g) |x=2|+|x=7|>7, h) [x—1|+|x=3|>4;
1) |x=3|—|x=5]>4 i) 16 =x|=|7-x|>-6;

K) J(x=3) +]x=5]<4 1) [x—1]+ /(x-3) <5,
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7 10.10. Rozwiaz nieréwnosci:
a) [lx|-1]<2; by [lx—1]-3|> 4
c) ||[x+2|-5|>1 d) ||x-2]|-4|<2.

7 10.11. Rozwiaz rOwnania:

a) ||[x=3|+2]=3; b) |3 -2x|+1]=4;

c) |[4-3|x+2|[=5; d)|1=2]|x+3||=1

e) |x[+]2—-x|=2x; f) 2|x|=3-x;

g) |3-x|=—x+5 h)‘/g—x‘:2+/§+x;
) 2x+3|—|x-1|=4; i) |x+6|+|x+4]=2.

7 10.12. Rozwiaz rOwnania:

a) [2x—=8|+|x—-5|=4 b) [5—x|+|3x=9|+|x+2|=§;

c) |7—x|+]|x=3]|+]|4x+8|==-5 d) [|3-2x|-1]=2]x},

e) |x|=2|x+1]+3|x+2|=0; f) |x+1]=]x|+3|x=1]=-2|x=2]|=|x+2|
iv 10.13. Rozwigz rdwnania i nierOwnosci:

a) ||x|=7]=9; b) [lx[=3]=2; c) [[x+2]=5[=4

d) ||x|-2]<3; e) [[x—2[-4|=>5; f) ||[x+2]-6]>2;

g) ||lx—3|-5|<3 h) |x-2|<3<x+2; ) 3—-x<2<|x+2]

D 7=lx=1]=2.

7~ 10.14. Rozwiagz nieréwnosci:

a) |x|+|x-1|<5; b) |2x+1|—|5x=-2|>1;
¢) [3x=1]+|2x=3|=|x+5]<2; d) |x=1]+]|2-x|>3+x;
e) [|[2x+1]=5|>2; f) ||x=3]+1|>2;
g) [|x=2|-x+3|<5 h) [2x—|3-x|-2]|<4.
7 10.15. Rozwiaz réwnania:
a) |[x+1|+x=6—|x-3} b) |[4x—1|=—|6x+ 5],
¢) |x+3|+|2x=3|-10==|x+2} d) |x+3|-4=|x=5+|x-1}

e) |x+1+3[x—1|=x+2+|x|+2|x=2} ) |x=1]+]|x=2|-2|2x+3|=1

* 10.16. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z zachodzi nierOwnosc:
x|+ |y|+|z|<|x+y—z|+|x=y+z|+|-x+y+z|

* 10.17. Udowodnij, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja nieréwnosci |a +b| <|c|,
|b+c|<|al, |c+a|<|b], to a+b+c=0.

* 10.18. Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nierdwnosci |a—b|>|c|,
|b—c|>|al, |c—a|>1|b], to (a+b-c)a-b+c)(—a+b+c)=0.
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V. Funkcje

Funkcja f odwzorowujaca zbior X w zbior Y nazywamy takie przyporzadkowanie, .
ktore kazdemu elementowi x ze zbioru X przyporzadkowuje doktadnie jeden element y
ze zbioru Y. Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f, a jego elementy — argumentami.
Zbiorem wartosci funkcji X — Y nazywamy zbior tych elementdw zbioru Y, ktore sa
warto$ciami tej funkcji. Wykresem funkcji liczbowej fX —Y nazywamy zbidr
W,={(xf (x): x€ X))}

Funkcje mozna okre§li¢ za pomoca: przepisu stownego, tabelki, grafu, wzoru lub przed-
stawi¢ graficznie jako wykres.

Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki jej argument x, dla ktorego f (x,) = 0.
Punktem stalym funkgji f nazywamy taki jej argument x , dla ktorego f (x,) =x,.

Mowimy, ze funkcja X — Y przyjmuje w punkcie x , ze zbioru X wartoS¢ najmniejsza m ze
zbioru Y wtedy i tylko wtedy, gdy f (x,) =m oraz dla kazdego x zbioru X zachodzi nie-
rownos¢ f (x) = f (x,).
Mowimy, ze funkcja £ X — Y przyjmuje w punkcje x , ze zbioru X wartoS¢ najwigksza M ze
zbioru Y wtedy i tylko wtedy, gdy f (x,) = M oraz dla kazdego x ze zbioru X zachodzi nie-
rownosé f (x) <f(x,).

O funkcji £ X — Y mowimy, ze jest roznowartoSciowa w zbiorze X, jesli dla dowolnych
elementow x , x, zbioru X prawdziwa jest implikacja x, #x,= f (x,) #f (x,).

X Y

Funkcje £ X — Y nazywamy malejaca w zbiorze X, jesli dla dowolnych dwoch argumentéw
X, x, ze zbioru X wigkszemu z nich odpowiada mniejsza wartos¢ funkcji, to znaczy:

xt’x/z\e X<x1<x2:>f(x1) >f(x2)>

Funkcje f: X — Y nazywamy rosnaca w zbiorze X, jesli dla dowolnych dwoch argumentéw
X, x, ze zbioru X wigkszemu z nich odpowiada wigksza wartoS¢ funkcji, to znaczy:

A (x1<x2:>f<x1><f(xz))

X, x,€X

Funkcje £ X — Y nazywamy stala w zbiorze X, jesli dla dowolnych x , x, ze zbioru X za-
chodzi rownos¢ f (x,) =f (x,).
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Funkcje £ X — Y nazywamy okresowg w zbiorze X, jesli istnieje liczba ¢ r6zna od zera, ta-
ka ze dla kazdego x ze zbioru X: x—t,x+texi f(x+t)=f(x).

O funkcji £X — Y méwimy, ze jest parzysta w zbiorze X, jeSli dla kazdego x ze zbioru
X—xeXif(-x)=f(x).

Funkcje fX — Y nazywamy nieparzysta w zbiorze X, jeSli dla kazdego x ze zbioru
X-xeXif(-x)=—f(x).

Ziozeniem albo superpozycja funkcji £ X —Y i gY— Z nazywamy funkcje X - Z
okreslong dla kazdego x ze zbioru X wzorem i (x) =g (f (x)).

O funkgcji g: Y — X mdéwimy, ze jest odwrotna do funkcji £ X — Y, jesli funkcje g-f'i f- g sa
tozsamos$ciowe odpowiednio w zbiorach X i Y, to znaczy (g-f)(x)=x, gdy x€ X, zas
(fo8)(y)=y,gdyyeY.

Przeksztatcanie wykresow funkcji

Jesli wzorcowym wykresem jest y = f (x), to wykres funkcji:

y=f (x—p) sporzadzamy, przesuwajac wykres funkcji f o p jednostek w prawo (jesli p jest
dodatnie) albo w lewo (jesli p jest ujemne).

y=f(x) +q sporzadzamy, przesuwajac wykres funkcji f o g jednostek w gore (jesli g jest
dodatnie) albo w dot (jesli g jest ujemne).

y=-—f (x) sporzadzamy, odbijajac symetrycznie wykres funkcji f wzgledem osi OX.
y=f (—x) sporzadzamy, odbijajac symetrycznie wykres funkcji f wzgledem osi OY.

y=|f (x)| sporzadzamy, odbijajac symetrycznie wzgledem osi OX czg¢S¢ wykresu znajdu-
jaca si¢ pod osig OX. Wartoséci nieujemne (wigksze lub rowne 0) pozostawiamy bez
zmian.

y=f (] x|) sporzadzamy, odbijajac symetrycznie wzgledem osi OY czegs¢ wykresu znajduja-
cg si¢ na prawo od osi OY. Wykres funkcji dla argumentéw nieujemnych pozostawiamy
bez zmian.

y=a-f (x) sporzadzamy, rozciagajac centralnie wzgledem osi OX wykres funkcji f, gdy
|a|> 1, i sptaszczajac, gdy |a| < 1. Miejsca zerowe pozostaja bez zmian, nastgpuje zmiana’
skali wzgledem OX.

y=f (b x) sporzadzamy, rozciagajac centralnie wzgledem osi OY wykres funkcji f, gdy
|b| < 1, i splaszczajac, gdy |b|> 1. Miejsca przecigcia wykresu z osia OY pozostaja bez
zmian, nast¢puje zmiana skali wzgledem OY.
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V. Funkcije liczbowe

V.

Funkcje liczhowe

1. Pojecie funkcii, funkcija liczbowa i jej wykres

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.6.

Rozstrzygnij, czy nastgpujacy warunek okresla pewna funkcje. Jesli tak, to okresl jej
dziedzing.

a) Kazdemu pafistwu przyporzadkowujemy jego stolice.

b) Kazdemu morzu przyporzadkowujemy rzeke, ktéra do niego wpada.

¢) Kazdemu trojkgtowi przyporzadkowujemy opisany na nim okrag.

d) Kazdemu odcinkowi przyporzadkowujemy jego symetralna.

e) Kazdemu czworokgtowi przyporzadkowujemy jego §rodek symetrii.

f) Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy jej dzielnik.

g) Kazdemu wielokatowi przyporzadkowujemy jego pole.

Zbadaj, czy nastgpujacy warunek okreSla pewna funkcje odwzorowujaca zbior
wszystkich liczb rzeczywistych. Jesli tak, to oblicz f (0)i f (—3 %)

2x, gdy x<2
a) f(x)= x+5,gdy x<7,;

x, gdy x< 0
b) f(x)= I, gdy O<x<1

%, gdy x> 2.

W tym samym ukfadzie wspoirzednych wykonaj wykresy nastepujacych funkcji:
f(x)=2x,8(x)=x,h(x)=3x.

W tym samym ukfadzie wsp6irzgdnych wykonaj wykresy nastepujacych funkcji:
f(x)=2x, g(x)=2x+1, h(x)=2x-2.

Taryfa kolejowa dla matych odlegtosci w IT klasie pociagu osobowego jest nastepujaca:

Odlegtos¢ (w km) Cena biletu (w z})
1-5 2
6-10 32
11-15 4,8
16-20 6,4
21-25 8

Wiedzac, ze cena biletu do I klasy jest o 50% wyzsza od ceny biletu I1 klasy, ut6z
analogiczng tabele dla I klasy:
a) normalnych, b) ze znizka 33%.

Zaznacz w ukladzie wspotrzednych punkty:

A=(3;0), B=(3:1), C=(3;-2), D=(3;-4,5).

Czym jest zbior wszystkich punktow plaszczyzny majacych odcieta rowna 3, a rzed-
ng dowolna? Co jest zbiorem wszystkich punktéw plaszczyzny majacych odcieta
rowna a, rz¢dng zas dowolng?
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=

[,

1.10.

90

W uktadzie wspotrzednych zacieniuj cze$¢ plaszezyzny, w ktorej leza punkty majace:
a) odci¢ta dodatnia;

b) rzedna dodatnig;

¢) odcigta ujemng i rzedng ujemna;

d) odcieta mniejszg od 3;

e) rzedna wigkszg od 5;

f) odcieta spelniajaca warunek: 2 <x < 6;

g) rzedng spelniajaca warunek: —2 <y < 0;

h) odcieta speiniajaca warunek: x<—41lub x>—2;

i) rzedna spetniajacg warunek: y > 31ub y<—1[;

i) odcieta spetniajaca warunek: x> 1irzedng spelniajaca warunek: y < 1;
k) odcieta spetniajaca warunek: x> 11lub rzgdna spetniajaca warunek: y < 1.

W ukladzie wspotrzednych zacieniuj zbiory AUB, AN B, A \ B, jesli:

a) A={(xy):
B={(xy):
b) A={(xy):
B={(xy):
c) A={(xy):
B={(xy):

XERiyeERix>31iy<4},
XERiyeERix<5iy>-2}
xERiyeERix=31iy<5},
xERiyeERix>—41iy=-3}
XERiyeERiIix=5iy>2},
XERiyeRix>5iy=2}

Sporzadz wykresy funkcji:
a) f(x)= %x+ 2,gdy xR,

b) f(x)=—%x+ 2, edy x € (5:8);
¢) f(x)=-x’+5gdyxe (~8~2)U(3;+oo);
d) f(x)=-¥x, gdyxe {0,8,27,64};

e) f(x)z—%, gdyxeR..

Sporzadz wykresy funkcji:

a) y=reszta z dzielenia liczby x przez 3, gdy x € {3,5,7,8,11, 13}

b) y=reszta z dzielenia liczby x przez 4, gdy x € {-8,-7,-3,0,1,3, 54

¢) y=resztaz dzielenia liczby x przez 7, gdy x€ {x x€ C i =7 <x< 14}.

. Sporzadz wykresy funkcji okreslonych za pomocg wzorow:

x, gdy x> 1

a) f(x):{l, edy x< 1;

b) f(x)= {—x{ gdy x<0

|

x% gdy x> 0;

I, gdy xe C,
-1, gdy xe (0;1);

¢) f(x)



V. Funkcije liczbowe

1, gdy, x*<x,
d) f(x)=12, gdy, x
3, gdy, x*>x
1, gdy x jest liczba catkowita podzielng przez 3;
e) f(x)= ) . L . )
, gdy x jest liczbg catkowita niepodzielng przez 3;
x+1,gdy x>0
f =
) (%) -x+ 1, gdy x<0;
3x+1, gdy x>2
g f(x)=

4, gdy x< 2.

2. Dziedzina funkeji, zbior wartosci funkciji

2.1.

Okresl dziedzing funkcji:

a) y=5x-1; b) y=—4x’+ /7
Ny y= 2X+ 7. _X+3
") y—x2+157 d)y x4+77
= /2 . _ [xP=2x+1,
e) y—/x +18; f) y V/ i3
__x’-3
8y J5xt+2
Okresl dziedzing funkcji:
3x+ 4
a) y=33%3, b) y=7e——=
(§x+1)(2x—f)
_ 3x*-1 x+3
) V= Gy Dy="g
_5x’—12 __ 8-x’
e)y_lx2 1 )y x*+6x+9
9

Okresl dziedzine funkcji:

a) fx)=2x-1; b) f(x)= 55

mfuﬁ/ﬁi+% &) f(x)=/x—/2+x;

9 [0)= 7t ) f(0)=/1-2 e T
Okresl dziedzing funkcji:

3atl .
IOy W Eany

¢) f(x)=

D fx=5
) fx)=—5—-

3x—1 .

/‘:

x+1
X°+2x

91



Zadania

(]
n

2.6.

2.7.
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¢) f(x)=

e) f(x)=

x—2

2+ 10x+ 25

.

=
+
N\; .

Okre§l dziedzing funkcji:

"+ /35x

a) y= 2x24+2 /10 x+ 5;

2x—ﬂ
£ -
) f(x) <%x2 2>(x2+1>
15
b) Y= oxs 25

17 _ 25 2 .
) Y= 3)(x=2) d) y= (x)i 5‘(?53))6’
%x %x4+2
RRCERIEE) LR
o 2x*+3x+1 _ 3x+,/5
OV ) axra) T —ex) (v 2ar 1)

Okresl dziedzine funkcji:

a) f(x)= %x—4; b) g(x)=%./5—6/§x+5x2—3;
/ /3 .
¢) hix)= 5/——— +12; d) i(x)= ;
: g 3 4—%x
14 e 3 .
e) j(x)= "_)16‘—_?— f) k(x)= m+xz_257
/3
_ 3 3
g 1(x)= o x+%+ = 6x+9"
Okresl dziedzine; funkcji:
Q) f(0)= i O Rt O (G R e s
= -2 -___—Xx .
d) f(x)=/Ix|-2; e) f(x) T f) f(x)=
® F00= A ﬂx%%; b F=t

Wyznacz zbiér wartosci funkcji:
a) f(x)~3x—5 xe(=T;,-2)
x+3 xe{-7,-5,-1,0,4,5}

b) f(x)=
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c) f(x)= x 4, xe (-17,4),

d) f(x)zx +1,xe{0,1,4,6}

e) f(x)=21/x,x€{0,1,4,9,16};
f) f(x)=x’+2,xe(-3;3)

g f(x)= beR\{O}

Wyznacz zbior wartosci funkcji:
a) f(x)=—2x+1 gdy xe (-2;1)

b) f(x)=3x-6, gdy xeR;

¢) f(x)=]x|-1, gdy x& (=2~ 1)U (0;1); d) f(x)=/x, gdy x€ (1;16);

e) f(x) x °+2, gdy xe (-1;1)u(2;4),
D f(0)=1 gdy xe (-3-1)UL3)

. Wyznacz dziedzing i zbior wartosci funkcji:

3
a) y== b) y==|x+3}
- —|x
c) y=3/2x—-1; d)y:—2|x|;

e) y= x+3+,/7x 2; f) y=6+|x—4|.

. Wyznacz dziedzint; 1 zbior wartosci funkgji:

a) f(x)= | b) f(x)=/-x~/x; ) f(x)=

[\)|H

X

D f0=r &) f(x)=/Ix|+4 0 flx)= —@_ixw

3. Wartos¢ funkcji w punkcie

3.1.

3.3.

Oblicz:
a) f(1), f(=3), f(0.5), f(=0.5), f (a), f (a+1),jesli f (x) =5, gdy x € R;

b) £(0).8(=0.7).8(3.2).8(§ ) g (a)jesli g (x) ==3x+ 1, gdy v E R
c) F(=2),F(2),F(5),F(10), F(—%), F(m),jesli F (x)=x"+x, gdy x € R;
d) h(l),h(%),h(3),h(—3),h(0,01),h(lOO),jeélih(x):%, gdy x# 0.

Dana jest funkcja f (x) =x+ . Oblicz: f (~1), f (1), f (/2 ~ 1), f (/2 + 1), r(3)

Dla danej funkcji okre$lonej wzorem:
a) f(x):4x+l,obliczf(l),f<—£> f(%),f(%),f(s L (/7
b) g(x)=x"+2x+1, obliczg(-2),g(4), g (- 4),g(f)g(%)g<——%§>;
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&) h(x)=25L oblicz 1 (3), 4(8), h<§) (a—1),h(a+1),h(2a);

+1’

d) i(x)—x2 =2, obliczi (-2), i(/g),i(—ﬁ),i(%),i(7,5),i(0).

3.4. Dana jest funkcja f(x)= i—;-ﬁ— Oblicz: £(0), f(1), f(=x), f(x+1), f(x)+1, f<%>,

1
f(x)
Niech f(x)=ax’+bx+c. Oblicz: f£(2003) -3 £ (2002) + 3 f (2001) - £ (2000).

()
un

3.6, Znajdz f(x), jesli f(x+1)=x"=3x+2.
%37, Znajdz f(x), jesli f(%>:x+ J1+x%, gdy x#0.

3.8. Dana jest funkcja f(x)=2x"+x. Wyznacz: f(x—1), f(2x), f(%/k)
A 1, o g __x_ — 2

3.9. Znajdz f(x), jesh f(x+1> X

% 3.10. Znajdz f(x), jesli f<x+ 1) X2 +i ody |x]>2.

3.11. Znajdz, jesli istnieja, miejsca zerowe funkcji:

a) y=-3x; b) y=5x—-2; c) y=—2x+1;
d) y=3-x; e) y=2x75 f) y=9-x7
2) y=_76; h) y=-2x% i) y=-
i) y=xt+ k) y=/x-2.
3.12. Znajdz, jesli istnieja, miejsca zerowe funkcji:
a) f(x)=3x—-12 b) f(x)= —x -2
¢) f(x)=x’-x; d) f(x)=x*-9x%
(x+1)(x=2) 2_9
+D{x=2), f N S
©) f="n ) =m0y
x=3, gdy x<0 x2=1 .
h
8 flx {x+2 gdy x>0, ) f(0)= / |x|
_|3c|__ : — A= Txl-(x2=9)
1) f (X+2)()C 1 J) f(x)_/4 le ()C ))’
x?=3, gdy xeW
k =
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V. Funkcije liczbowe

3.13. Znajdz, jesli istnieja, miejsca zerowe funkcji:

%x—7

2x2-3

a) y=

_(x=3)(x-2)
)Y S

e) y=——4x_;»%;
/ -5 x
_3(x+3)(x+4)
g) y= /Ix—_m 5

(x=3)(3x—4)

i) y= \/:—'STXI ;

(3x— %)(9)&— 6x+1)

b) y=
(

3x+%(x—5)) ;

dy y- 2x°-6,/2x+9.
/¥ +2x+ 1

(x+3)(x*=7)
(x=/7)- [Fx-1

(x=2)(x+ 5)<x+ 7l>

f) y=

2
h) y= ;
R P

x>+ 6x+9

= /4 —|x+5]|

3.14. Wyznacz, jesli istnieja, punkty stafe funkcji:

a) f(x)=6x-10;

dy f(x)=%

X

b) f(x)=x%

e) f(x)=12

¢) f(x)=x"-3x;

1

Sx+1, gdy x>0
- D f(x)=]x|

—2x-6, gdy x<O0,

3.15. Znajdz, jesli istnieja, punkty state funkcji:

a) f(x)=- %x-i— 4;
¢) f(x)=x*-x+1;

e) f(x)=/3x+2.

b) f(x)=2x"~x;

d) f(x)=x>+7x+9;

* 3.16.

3.17.

Udowodnij, ze jezeli funkcja f(x) =x’+ax+ b ma trzy miejsca zerowe, to a < 0.

Zbadaj, czy funkcje f i g sa rowne, jesli:

X, gdy x<0,

D F(0=22 ¢m=2x b f<x>=—lx|,g<x>={

—x, gdy x> 0;

o) f(x)=]x+5lg(x)=x+5 d) f(x)=,/3x% g(x)=x/3;
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3.18.
3.19.

3.20.

3.24.

4. Naj

4.1.

96

2_ +6x+9)(x-3
O F(0=E2B g5 0 £ =TI s

_|x—2] - I, gdy x>2
g) f(x)= x_z,g(X) {J—l,gdyx<2.

Znajdz sume funkcji f (x) =x+ 1ig(x)=x+ 3. W tym samym ukladzie wspoOlirzed-
nych sporzadz wykresy funkcji f, g1 f+g.

Znajdz sume funkcji f (x) =x”i g (x)=-1. W tym samym ukladzie wspOtrzednych
sporzadz wykresy funkcji f, gi f+g.

Znajdz iloczyn funkcji f (x) =xig(x)=—x. W tym samym ukladzie wspotrzednych
sporzadz wykresy funkcji f, g1 1 8.

. Znajdz iloraz funkeji f (x) =x+1ig(x)=3+ %

X x+1

. Znajdz roznicg funkeji f (x) =— r) ig(x)= 5

. Oblicz:

a) f+g,gdzief(x):%,g(x):%;
b) f:g gdzief(x):;)f—l,g(x):%;
o) f g gdzief(x):%c_’g(x):(x+ 0

d) L -8 gdzie f(x)= =), g (x)= 212

g f xt 18 x—2"
Nicch f (x)= 1 i g (x) = —. Oblicz:
Q) £ (35) g (20 b) 3 (x) - (3x); o L) -0
d) g(x+1)—g(x); e) f(x*)—g(x?).

mniejsza i najwigksza warto$¢ funkcii

Wyznacz najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkeji:
a) f(x)=—2x+4,gdyxe(-7;5);

b) f(x)=3x+3, gdyxe (~2;5)

¢) f(X)=%, gdy x € (-8; 1);

d) f(x)=[x]gdyxe <—7,5;3%>.



V. Funkcje liczbowe

4.2.  Wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji:
Q) f(x)=F -1, gdy xe (~1:2) b) f(x)=2-4, gdy x&(0,3)
¢) f(x)=2-x-1], gdy xe (~L1)U(24);  d) f(x)=x>+1, gdy x€ (~22)
&) F(1)=5. gdy xe (-3~ U (24)
* 4.3. Wyznacz najwicksza warto$¢ funkeji:
a) f(x)=x"-x" gdy x& (0;1);

b) f(x)= 7+x)'}/11—3x gdy xe< 7,%>
&) fl)= ety x>0
d) f(x)=(1 —x)‘(l +x)(1+2x)2, gdy xe(—%;l);

e) f(x)=x*/1-x° gdy xe (-1;1).

* 4.4. Wyznacz najmniejszq wartos¢ funkcji:
a) f(x)= X +16
b) f(x)= /x+2 1+/x+1)+ /x+2< —/x+1);
c) f(x):§<\/\/m +x + /\/x-:I —x);

d) f£(x)=x"+x""+x"+x° +—1998 gdy x> 0.

, gdy x> 0;

5. 0golne wtasnosci funkcji liczhowych

5.1. Udowodnij, ze funkcja:
a) f(x)= ]est malejaca w zbiorze R ;

b) f(x)=- ]est rosnaca w zbiorze R ;

c) f(x)= x+ % jest malejaca w przedziale (1; + oo);

d) f(x)= 3 -5 jest malejaca w przedziale (—oo; =3);

e) f(x)= x 2]est rosngca w przedziale (4; + oo );

f) f(x)= \/7)6 jest rosnaca w swojej dziedzinie;

g) f(x)=.5—xjest malejaca w swojej dziedzinie;

h) f(x)= % -/x— 4 + 5jest rosnaca w swojej dziedzinie;

i) f(x)=—6,3-x+2,/7jest rosnaca w swojej dziedzinie.
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5.2.
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Zbadaj monotonicznos¢ funkcji w zbiorze R:

2) f(x)=2x; b) f (x) == 6+ /2003;

c) f(x)=/3x-6/7; d) f(x)==4/Tx+2,5;

&) f(x)== 7 gdyre (~o0i0) £ f(x)=-6]x|~ 7, gy re (~oci0);
g) f(x)=3x%gdyxe (0;+o0); h) f(x)=/7x*=3/5, gdy x € (0; + o0);

i) f(x)=—6x>+ /1984, gdyx € (0;+ o), j) f(x)=—5/3x* +— gdy x € (—o0; 0).

Udowodnij, ze suma dwdch funkcji rosnacych w danym zbiorze jest funkcjg rosnacg
w tym zbiorze.

Udowodnij, ze jezeli a jest dowolng liczbg dodatnia, to funkcja f(x)=x’+ax+1
jest rosnaca w zbiorze R.

Niech f:R— R bedzie funkcja parzysta. Udowodnij, ze funkcja ta jest rosngca
w zbiorze liczb dodatnich wtedy i tylko wtedy, gdy jest malejaca w zbiorze liczb
ujemnych.

Niech f: R — R bedzie funkcja nieparzysta. Udowodnij, ze funkcja ta jest rosnaca
w zbiorze liczb dodatnich wtedy i tylko wtedy, gdy jest rosnaca w zbiorze liczb ujem-
nych.

Wskaz, ktore z poniiszych funkcji sg réznowartoSciowe:

a) f(x)=-3x+3 3 b) f(x)=

) f(1)==3x7- d) f(x)=5

e) f(x)=- ,/ -2; f) f(x)=resztaz dzielenia x przez 7, gdy x € C;
g f(X)={x}, h) f (x) = max (3x,x~2);

i) f(x)=min(4]x]8).

Wykaz, ze ponizsze funkcje sa roznowartosciowe w swojej dziedzinie:

a) f(x)=—3/3x+/5; b) f(x)=7x-3/7;

0 f(x)=3x-35; d)f(X)=_—ﬁ;
¢) f(x)=31% £ f(x)=223;
g) f(x)=22EL, h) f(x)=/5x;

i) f(x)=-5/x-3 D f(x)=4-/T-/3x.
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5.10.

13.

Zbadaj parzystosc i nieparzysto$¢ funkcji:

a) f(x)=3x—4; b) f(x)=5x*+5;
&) f(x)= /35— 4 Q) f (x)= 25
e) f(x)=/3x=5+/7-2x% ) f(x)=x]|x]|

9 f0= 1 by £ (=2

) f(x >—X}‘xx2; ) f(x)=x* (x+5);
K f ()= 55 ) ()=
m) f ()= B n) f(x)=[x]

Ktore z podanych funkcji sa parzyste, ktore nieparzyste, a ktore nie sg ani parzyste,
ani nieparzyste:

a) f(x): b) f(x)=x-/1-x% ¢) f(x)=/=x;
-x, gdy x<0 _x+1

@) f(x) = {x o ey O T

; 3-x x=0 [ x* x>0

) Jx) {3+x x<0; ) f(x)—{_xz: x<0.

. Wiedzac, ze funkcja f jest:

I. parzysta, II. nieparzysta, zbadaj parzystoS¢ i nieparzystoS¢ funkcji:

a) =f (x); b) f(=x);
¢) f(x)+a gdya#o0; d) k-f (x), edy k#0;
e) f(kx), gdyk#0; £) f2(x);
9 |f () h) f(lx).
. Przedstaw funkcje f jako sume funkcji parzystej i nieparzystej:
a) f(x)=x'=5r+ 2+ 1 b) f(x) =22 =] O f(x)= 1222

Funkcje f(x)ig(x)sa okreSlone w zbiorze A, symetrycznym na osi wzgledem punk-
tu 0. Rozstrzygnij, czy jest funkcja parzysta funkcja:

a) f(x)+g(x), gdy f(x)ig(x)safunkcjami parzystymi;
b) f(x)—g(x), gdy f(x)ig(x)sa funkcjami parzystymi;
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.16.

18.

19.

c) f(x) g(x),gdy f(x)ig(x)safunkcjami parzystymi;
d) f(x)-g(x), gdy f(x)jest funkcja parzysta (stata), zas g(x)jest funkcja nieparzy-
sta.
. Funkcje f(x)ig(x)sa okre§lone w zbiorze 4, symetrycznym na osi wzgledem punk-
tu 0. Rozstrzygnij, czy jest funkcja nieparzysta funkcja:
a) f(x)+g(x), gdy f(x)ig(x)safunkcjami nieparzystymi;
b) f(x)—g(x), gdy f(x)ig(x)safunkcjami nieparzystymi;
c) f(x) g(x),gdy f(x)ig(x)safunkcjami nieparzystymi.
. Funkcje f1 f, sg parzyste, za$ funkcje g, 1 g, sa nieparzyste. Wszystkie one sg okre-

Slone w tej samej dziedzinie D, a zbidr wartoSci kazdej z nich jest podzbiorem D.
Okresl parzysto$¢ i nieparzysto$¢ funkc;ji:

a) fi+fy b) g,+8y ) fit+8s
d) f{fz; e)g]'gz; f) fl'gl;
g) zlozenie g,z g ; h) ztozenie f,z f ; i) ztozenie g z f.

Niech a oznacza zasadniczy okres funkcji. Sporzadz wykresy funkcji okresowych:

a) f(x):%xz,gdyxe(—Tc;n),a:2ﬂ;
b) f(x):—%xz,gdyxe(o,l),a:1;
¢) f(x)=3x,gdyxe(0;1),a=1

d) f(x)=|x,gdyxe(-1;1),a=2.

. Udowodnij, ze jezeli funkcja f : R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej warunek
__f) , -
f(x+a)= 30T gdzie a#0, to jest okresowa.

Funkcja f:R—R\{0} spelnia dla kazdego x&R warunek f(x+2)=
=f(x—1)-f (x+5). Udowodnij, Ze f jest funkcja okresowa.

Wykaz, ze jezeli funkcja f: R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x warunek
f(x—a)+ f(x)+f(x+a)=0, gdzie a#0, to jest okresowa.

. Funkcja f : R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x rownos$¢ f(x+a) =

:% +/f(x)- (f(x))z, gdzie a > 0. Udowodnij, ze fjest funkcja okresowa.

. Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R — R spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej x row-

nos¢ f(x+a):%(f(x+ 2a) +f(x)), gdzie a#0, to fjest funkcjg okresowa.
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. Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x roOw-

no§¢ f(x)=f(x—a) f(x+a), gdzie a#0, to jest okresowa.

. Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x nie-

rownosci f(x+3)<f(x)+3 i f(x+2)=>f(x)+2, tofunkcja g(x)=f(x)—x jest
okresowa.

. Udowodnij, ze jezeli funkcje f:R—R i g:R— R sa okresowe o okresach T'#0

i T,#0 wspotmiernych, to znaczy takich, ze —-

T €W, tofunkcje f+g i f-gtezsa
okresowe. :

T,

. Rozstrzygnij, czy funkcja f R — R, spetniajaca dla kazdej liczby rzeczywistej x nie-

rownos¢ f (x ) (f (x)) 4, jest rOznowartosciowa.

6. Sktadanie funkcji

6.1.

6.2,

= 6.3.

6.4.

Dane sg funkcje f(x) i g(x). Zbuduj funkcje zlozone F(x)=f(g(x))
iG (x)=g(f (x)). Podaj dziedzin¢ kazdej z tych funkcji:

a) f(x)=4x,xeR,g(x)=2x-3,xER;

b) f(x)z%,xeR,g(x):x+3,x€R;

c) f(x)=x, xER;g(x)=x—l XER;

d) f(x)=2xxER; g(x)=|x|, xER,

e) f(x)=2—x,xeR;g(x)z/},xe(O;oo);

f) f(x)=x"-1LxeR; g(x)=|x|, xER,;

g) f(x)= +2,xeR'g( )—3x—3,xeR;

h) f(x)=|x-2xER; g(x)= —xER

i) f(x)=|x+1,xeR; g(x)= 2,x#2.
Wyznacz f(g(x)), f(f(x)), &(f (%)), g(8(x)), jesli:
Q) f(x)=1-2x g0 =5+ L b) f(x)=15. g(x)=sgnx

: x<0 [ 02 x<0
¢) f(x)= {x x>0, g(x)—{ o x>0

- a3 |1, gdy x jest wymierne

]Z)Iil;l]z;a} funkcje: f(x)=x"-x",xeRorazg(x)= {_1’ edy x jest niewymierne.
a) f(g(x)) b) g(g(x)) c) f(f(x)).

Dana jest funkcja: f (x) = }{—1 dla x € R\ {1}. Podaj dziedzing i wzor funkcji:
a) f(f(x)) b) f(f (f(x)))
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7. Funkcje odwrotne

7.1.

7.2.

Wyznacz f ' (x), jesli:

a) f(x)=%x; b) f(x)=x>—1, gdy x> 0; c) f(x)=8x7%
3 -x: |x|<1 1—x

O fO=+D5 e f(x):{x3: ot D (=175

9 fl=725

Wyznacz f"(x) jesli:

a) f(x)= x+5 gdy x € R; b) f(x)=—5x+7,gdy xER,

¢) f<x>=/m,gdyxe<—%;+oo); d)f(x)—m gy xe (-0~ 3
e) f(x)=/x—2,gdyx€ (2i+o0)  f) f(x)=—1g pdyxeR\{3};

g) f(x)=[x] gdyxeR; h) f (x)=x", gdy x € R.

8. Przeksztatcenia wykresu funkcji. Sporzadzanie wykresow funkcji

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

102

Dana jest funkcja f(x) =x°. Sporzadz wykres tej funkcji, a nastepnie wykresy funkcji:

a) g(x)=f(x=1) b) g(x)==f(x+2);
) g(x)=f(x)-1; d) g(x) ==f(x+1)+2.
Postugujac si¢ wykresem funkcji y =x?, sporzadz wykresy funkcji:
a) y=3x"—4; b) y=2(x—1) +6;

d) y=x*-2|x|-

Sporzadz wykres funkcji y=f (—x), jesli:

a) f(x)=4x+5; b)f(x)=x+%,

) f(x)=|x[=3; d) f(x)=2[-x[-x
e) f(x)=3]x-2|

Dana jest funkcja f (x)=x+|x| Sporzadz wykres tej funkcji, a nastepnie wykresy funk-
cji:

2) g(0)=f(x-1)- 1 b) g(x)=—f(x): ¢) g(x)=f(-x)
d) g(x)=f(x+1)+1; &) g(x)=2/(x) B g(x)=f(2x)
9 g(x)=1, ) g =f(%)
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8.6.

8.7.

8.8.

* 8.9.

* 8.10.

. Korzystajac z wykresu funkgji f, sporzadz wykres funkcji g, jesli:

a) f(x)=x%g(x)=(x=2); b) £ (x)=x% g (x)=x"~2;
¢) f(x)=x%g(x)=(x=1)+3; d) f(x)=/x,g(x)=/x+2;
e) f(x)=/xg(x)=/x+1; D f(x)=/xg(x)=/x=3+2;
g) f(x)=t.g(x)=—4= h) f(x) =+ g(x) =% -
) f=pg0 =i D f (0=l g (x)=|x-2
K) f(x)=|x} g (x)=|x+ 2 D) f(x)=|x} g(x)=|x[-2;
m) £ (x)=]x} g (x)=|x=1[+3; n) f(x)=sgn(x),g(x)=sgn(x+1)

o) f(x)=sgn(x),g(x)=sgn(x)=3 p)f(x)=sgn(x)g(x)=sgn(x+3)-2.

Sporzadz wykres funkcji g (x) =1 f (x)}, jesli:
a) f(x)=2x-1 b) f(x)=2 0) f(x)=/x—4
d) f(x)=x-6[x| e) f(x)=[x+1]=|x—1}

Sporzadz wykresy funkcji:

a) f(x)= —-2—1; b) f(x)=/|x—4| ) f(x)= \x 5|
R e A N e R LI Et b

g) f(x \Fx+2| h) f(x)=2]x|- 6 ) f(x)= /¥~ 4.

Sporzadz wykresy funkcji:

a) y=sgn(x+3); b) y=-[x]+2 c) y==[x-3}

d) y=min(x,3); e) y=max(|x|,4) f) y=min(|—)24,2>;
|x—4]

8 Yy="4—z1-

Znajdz wszystkie funkcje f(x) spetniajgce rownanie:
1 1 1
D) Fe+2f(L)=xadyf0s b) (= 1) Fl0 () = iy adyxe (1

0) 2f(x)+3f<;lc-):x2,gdyx;f0; d) f(j:;>+2f<§;%>=x,gdyxe(—1;1).

Znajdz wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla wszystkich liczb rzeczywistych x
rownanie f(x—|x|)+f(x+|x])=x
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* 8.11. Sporzadz wykresy funkcji:

D S0 =Ll b) £ =[x ) F(0) =[x
d) f(x) = (x=[x]); &) f()= 17 D f=[4}

* 8.12. Dla jakich liczb a, b, ¢, d rownos¢ || x| - 1|=a|x|+b|x— 1|+ c|x+ 1| +d zachodzi
dla kazdej liczby rzeczywistej x?

* 8.13. Wykaz, ze wykres funkcji f(x) =x>+ 3x”+ 3x— 3 ma §rodek symetrii.

104



VI. Funkcje trygonometryczne

przyprostokatna
przeciwlegta katowi B

przyprostokatna sin o =
przeciwlegta katowi o

ol olR

CoS X =

a

th(:B

ctga:%

przeciwprostokatna

Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

sin*a+ cos” @ = 1 (jedynka trygonometryczna)

tgor= (s:g;g’ gdy cos ot # 0

ctga:%,gdysinaaéo

tga-ctga=1gdysino#0icoso# 0

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

A
sinaz%
P__—__('?’,)_))__” Cosa:l
. r
m tga=2 (x#0)
. .
© ctch:%(y#O)

Parzystos¢ i nieparzystos¢ funkcji Okresowos¢ funkeji trygonometrycznych
trygonometrycznych kata o kataa € (0°;360°), ke C
sin(—a)=-sina sin (k-360° + o) =sina
cos(—0r)=cos cos (k-360°+ o) =cos
tg(—o)=—tgax tg (k-360° + ) = tg &, jesli istnieje tg o
ctg(—a)=—ctgo ctg (k-360° + a) = ctg , jesli istnieje ctg
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Wzory redukcyjne o = (0,%)
I éwiartka II éwiartka III éwiartka IV éwiartka
Funkcja T T - T+0o 3 3 -
trygono- 5 & 5 tTa FA-0 | A+ 2n-«
metryczna S o S S 0
kata O 90°—0a | 90°+a | 180° -0 | 180°+ 0o | 270° — o | 270° + ¢ | 360° —
sin o cos & cos & sin & —sin« ~Ccos o —cos —sin o
cos O sin o —sin o —Cos O —cos o —sin o sin o cos o
tg o ctg —ctg o —tg o tga ctg o —ctg o —tga
ctg tg —tg o —ctg ctg @ tg o —tgox —ctg
Wykresy funkcji trygonometrycznych
Y v} Y v}

1 ‘
N ) ! ‘ i !
; ! ; ; |
\ / | ; | n
O o T - ’
2

Il S NG A | ‘ :
y=sinx, x€ R y=cosx, XxER y=tgux, y=ctgx,
I I
X# 5tk X# 5 +kn
Znaki funkcji trygonometrycznych
Znaki funkcji trygonometrycznych w poszcze- y
golnych ¢wiartkach uktadu wspoirzednych.
Funkcja Cwiartka 1 ¢wiartka | I éwiartka
I II III v
sin ¢ + + - - / \
X
cos o + - - + \
III éwiartka | IV ¢wiartka
tg o + -~ + ~
ctg et = P =

Znaki: w pierwszej ¢wiartce — wszystkie s3 dodatnie, w drugiej — tylko sinus, w trzeciej
— tangens i cotangens, a w czwartej — cosinus.
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VI

Funkcje trygonometryczne

1. Pojecie miary kata i jego uogolnienie

1.1.

1.4.

,._
n

1.6.

1.7.

Przedstaw katy: 50°, 420°, 785°, 838°, 953°, 1399°, 2158°, 1555°, 2161°, —1119°,
-1625°,-2222°,-1079°,—833°,—1600°, —739° w postaci:

a) n-360°+0a,0°<a<360% b)k-180°+a, 0° << 180%

c) m-90°+a,0° <a<90%

gdzie n,k,m € C.

Wskaz w ktorej ¢wiartce uktadu wspdtrzednych lezy koncowe ramig kata:

a) 95% b) 1787 c) 181%
d) —87% e) 2°30% f) 225%
g) —285% h) 266°; 1) —169%
j) 45% k) 303% 1) —355°

Zbuduj kat B taki, ze 90° < B < 180° oraz:
a) cos B=-10,3; b) sin 8=0,7; c) tg B=-5.

Zbuduj kat v taki, ze 270° <y < 360° oraz:

a) tgy=-0,5 b) siny =-0,8; ¢) cosy =0,9.
Zbuduj kat y taki, ze 180° <y < 270° oraz:

a) ctgy =10; b) sin’y:—%; c) cosY=—%.
Wyznacz katy, jakie tworzg z dodatnia p6iosia osi OX proste o rownaniach:

a) 2(x+3)=y+x; b) x+,/3y=-5 c) /3x-y=1/3;
d) x-,/3y=20; e) x+y=2x+4; f) x?-y*=0.
Wyznacz tangensy katow, jakie tworzy z dodatnia p6tosia osi OX prosta o rownaniu:
a) 2x-3y+5=0; b) x=5y+7=0; c) =3x+7y=2(x-3),
d) y=3x+2; e)S5x+y—-3=0; f) 3x-5y=2;

g) y—x—T7=0.

2. Miara tukowa kata

2.1.

[\
)

Jaka miar¢ tukowa ma kat o mierze stopniowe;j:

a) 155 b)22°30;  ¢)135; d) 150 e) 755 f)36%; g)108;
h) 507 i) 855 j) 3255 k) 120’ 1) 270 m) 115’;

n) 225’ 0) 315’ p) 4057 r) 540’ s) 555’ t) 6152

Jaka miar¢ fukowa ma kat o mierze stopniowe;j:

a) 80% b) 235°% c) 359%

d) 512% e) 100°; f) 181
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2.3.

24.

[\*]
n

Jaka miare stopniowa ma kat o mierze tukowe;j:
a) 2 rad; b) 3,5 rad; C) % rad; d) 37% rad; e) % 7 rad;

) 0,6 rad; g) 3 T rad; h)y X rad; i 2 T rad; j > T rad?
8 9 5 4

Jaka miare stopniowa ma kat o mierze tukowe;j:

a) /2 rad; b) 1,27 rad; c) T rad;
d) 2,7 rad; e) %E— rad; f) 27mrad;
g) % rad; h) T% rad; 1) 115_71 rad;
j) 2,1rad; k) 1,5 rad; 1) %JI rad.

W okregu o promieniu r = 4 cm dany jest kat Srodkowej o mierze % rad. Oblicz dtu-
gosci tuku odpowiadajacego temu katowi.

Promien okregu rowna si¢ 25 cm. Oblicz dtugos¢ tuku odpowiadajacego katowi:
a)2,5rad; b)225.

W okregu o promieniu 3 cm dany jest kgt Srodkowy o mierze 28°. Oblicz dtugo$é tu-
ku odpowiadajacego temu katowi.

Koto wykonuje 240 obrotow w ciagu 5 min. Wyraz predkos¢ obrotu w radianach na
sekunde.

Koto obraca si¢ z predkoscia 3,5 rad/s. Ile obrotéw wykonuje w ciagu minuty?

Promien okregu ma dlugos¢ 3,6 cm. Kat Srodkowy tego okregu oparty jest na fuku
o dfugosci 9 cm. Wyznacz miare tego kata: a) fukowa; b) stopniowa.

. Wyznacz miar¢ fukowg i stopniowa mniejszego z dwoch katow, jakie tworza wska-

zOwki zegara: godzinowa i minutowa, o godzinie:
a) 15" b) 17% c) 10%, d) 14", e) 125 f) 23%.

3. Funkcje trygonometryczne dowolnego argumentu

3.1. Wyznacz wartoSci funkcji trygonometrycznych podanych katow:

108

a)1357  b)1505  ¢)2257  d)2405 e % m nidm  g2x
Oblicz wartoSci funkcji sinus i cosinus podanych katow:

a) %n; - b) %S—ﬂ; C) l417£;

d) —%7[; e) %n; f) 17471;

g) —77; h) 357; ) -2



VI. Funkcje trygonometryczne

(%]
(5]
N

3.4.

9
n

Oblicz wartosci funkcji tangens i cotangens podanych katow:

2) 0 b) 3 ©) 133;

d) QTF‘ e) %n; f) _%;
g~ h) -2, i) 2.
Oblicz:

a) sin 1347[; b) cos == 3775 ¢) tg 2L 257I

d) ctg420% | e) sin(—330°); f) cos(—%);
g) ctg(-3157); h) tg(=7m); i) sin(‘thﬁ).
Oblicz:

8 5
a) 7 Lsin 5—67—5 (0,1) cosn+( 2—) g 471;

7

1 T

b) coszn 4tg——ctg<——4—>
sm2837C cos (—37)
o) (%]

d) cos60° +2sin30° + %tg260° —ctg45°%;

c)

e) 3cos180° + Sctg270° — 25in 360° — tg 60°;

f) sin150°-sin 240° — tg 360° - cos 315° — ctg (—30°) - sin”330° + 3tg*30°;
g L sin 7

o (s3] ()

Okre$l znak nastepujacych wyrazen:

a) sin110°-cos110° - tg230° - ctg 320%

b) —sin50° - tg170° - (—cos(=91°)) ctg (—640°) - sin 530°;

c) tgzgr"smg% ctg 78[7 d) (tg%~ctg%) - Cos /2 T;
e) <tg 7 ~ctg 1;;) tg(sin %), f) (ctg2,6 —ctg2,5) (1g2,6 —tg2,5);
g) sin 171 sin %(1) - cos 7SI cos%jl, h) (sinzlO —sin %) -sin 1—521—72;

i) cos(m—a)-sin(Z+a) ¢ ﬁ+a,jeéli£<a<n.
2 & 2
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3.7. Dane sg cztery przedzialy: <0; %), (%, 7‘£>, <7£; 37%), (3771, 27 ) Wymien te przedzia-
ty, w ktorych:
a) funkcja sinus przyjmuje wartosci dodatnie;
b) funkcja sinus przyjmuje wartosci ujemne;
c¢) funkcja cosinus przyjmuje warto$ci dodatnie;
d) funkcja cosinus przyjmuje wartosci ujemne.

3.8. Dlajakich a € (0; 27) spetnione sg warunki:

a) sina>0itgo>0; b) cosa>0itga<0;
c) sina<0itgo>0; d) cosa>0ictga>0;
e) sina<Oictga<O0; f) cosax<Oictga<O.

4. Wtasnosci funkcji trygonometrycznych dowolnego argumentu

4.1.  Uporzadkuj rosnaco liczby:
a) sin45’,sin0°, sin 30", sin 90", sin 60°;
b)sinl, sin2,5, sin1,7, sin3, sin7;
¢) cos 20°, cos 100°, cos 73", cos4’, cos0’, cos180";

d) cos0, cos, cos3,14, cos2, cosl, cos3, cosﬂ;

e) cos 5> COST, cos%n, cos%?‘t, cos%n, cos%ﬂ.
4.2. Oblicz:
a) sm13—ﬂ b) cos 3767£ c) tg =5~ 2571
d) ctg420° e) sin(—=330°); f) cos(—%);
g) ctg(—315°%); h) tg(=77), i) sin(”%).

4.3.  Wskaz, ktore z podanych zdan sg prawdziwe, a ktore fatszywe:
a)sin0°= 0; b)sin40°< 0; c)sin37°> 0; d) sin200°< 0;
e)sin3=0; f)sin5 > 0; g)sin2 < 0; h)sin3,14 > 0.

4.4. Wskaz, ktore z podanych zdan sg prawdziwe, a ktore falszywe:
a) cos 5°< 0; b) cos27°> 0; ) cos302°<0; d)cos270°<0;

e)cos2,3>0; f)cos3,7>0; g) cos3<0; h) cos5 > 0.
4.5, Czysin a moze si¢ rownac:
4 8 /7
a) z; b) =; ) 5
2-/3 1

L.
d) =5 e) a+t f) —scg?
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VI. Funkcje trygonometryczne

4.6.  Czy cos & moze si¢ rOwnac:

/3 -2
a) 7 b) 75
/5. 1
©) 7 ) sna’
4.7.  Dany zbiér A podziel na podzbiory, w ktdrych funkcja sinus przyjmuje t¢ sama wartoSc:
a={3.F m Fsan 2n17.5,7m, 28l

4.8.  Dany zbiér B podziel na podzbiory, w ktorych funkcja cosinus przyjmuje t¢ sama
wartosc:

7 3n 3n 9 1l;w 217w 317 5371
B{5737574957 475,3’ 7‘[\/77[}

4.9. Jaki znak ma iloczyn sin x- tg” x- cos x- ctg x- Slsx,jeéli:
co

a) 0°<x<90% b) 90° <x< 180°%

c) 180° <x<270% d) 270° <x<360°?
4.10. Dla jakich o € (0; 27 ) spelnione s3 warunki:

a) sina>0itgo>0; b) cosa>0itga<0;

c) sina<0itga>0; d) cosa>0ictga>0;

e) sina<0Oictga<0; f) cosa<Oictga<0?

~4.11. Jaka liczbg (dodatnia czy ujemna) jest:
a) sin(cos 1); b) cos(sin 1), c) tg(sin2)

d) sin <tg %f—), e) ctg(cos3); f) cos <ctg %)9

w4.12. Ktora z liczb jest wieksza:
a) sinl czy tgl; b)cos1 czyctg I; c)sin2 czy cos?2; d)tgl czyctg1?

5. Przeksztatcanie wyrazen trygonometrycznych

5.1. Upro$¢ wyrazenia:

. sin‘or .
a) (1-cosar)(1+cosa); )1+cosO(’
1—sin’a. 1 o
) “Cosar d) sima-cosa &%
cosa . l+cosa sin
e) tga+1+sina’ ) sin & 1+ cosa’
g) (tgzoc—sinza)'c‘[gza; h) (1+sinx)<cosx )

U
("]

Upro$¢ utamki:
a) sin“a | b) cos’ o . 0) 1 —cos’a d sina—sin’ o
1 —cosa’ 1 +sina’ sino - cosa’ coso — cos o
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5.3. Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:
a) tgor-cosa;  b)ctga-sina;  ¢) (1 +sina)(l —sina);

. 1 1 1 1
d) (tga+ctgor)sina - cos e ( — + — = ;
) (g ga) ’ ) sina¢  cosa/\sina  cosc /)’
2 . . 2 . 2
f) cos“or+sina-cosa-tga; g) (sinor+cos) + (sino—cosQ);
h) sina—sinca - cos’ o i) sin*a-cosa+cos’q;
j) cos*a+cos’a-tg’ o k) sin*o+sin*a- cos® o+ cos’a;

1) sin*a+sin’a-cos*a+ cos* o m)/sinza(l+ctga)+cos2a(1+tga);
n) cosa- /1 +tg’a; o) sina- /1 +ctg a.

5.4. Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:

tea+t
a) Sln. (04 tg a b) g gﬂ :
1 -sin‘a ctg o +ctg B
¢) sin*a+ cos>a@—cos*a; d) sina— Jctg® ot —cos*a, jesli m< o < 27;

e) /1—s1n /l—cos > ,jesli3m< a<4m;
1

+cos 0+ cos’ & 2
p sin‘a b —tg’a;
sin o cos? o+ sin® o ) cosla  ©
tg’ o+ 1 . .
h) -8 2T i) — —sina—-tg’a;
ctgra+1 cos” o
< [J/1=cos’a 1+ /1-=sin’a . T
i) [ TToosa T SO .(ctga+tga),]esha€<0,7>,

1 —coso sin & . R ( ,ﬂ),
k + cetga,jesliae (0,5 );
)(/l—cosza 1—/l—sin2a> SR 2

1) sino— /ctg’a—cos’ @, jesli180° < o < 3607

m)<co;cx —cosd)(siéa —sinoc)(tga+ ctga).

» 5.5. Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:

2) / —cosa 1+cosa 3

1+cosO( —co ,]65110{6(712%)

by [L=sina 1fs¥”“ jesli o e (l;n);

1 + smO( sina’ 2

L, sinO()(] __r sina>_
cosa  cosQ coso  cosa )

C) cosO((l +

) cos’a—2sina (1 —sina) 2(1+sina),
(1=sina)cosa+ (1 +sina)cosa 1-sina ’

¢)

2(1+tga)sinocosa+1  2(1+ctga)sinacosor+ 1,
(1 +tgoz)2 (1 +Ctg0()2
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:Jl
-~

wn
=

f) sina+tga | sin‘a+tgia

1 2

—~— +ctgd +ctg’ o
sina ¢ sin‘a  °

Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:
y1"

a) sina~cos<—72£—Ot>+cos(—oc)-sln<7+a);

b) sin(m—o)-sin(180° — ) —sin (—a) - cos (180° + a);

¢) sin(90° —a)°-sin(90° + ) +sin (180° + ar) - cos (90° + t);
d) sin(%ﬂ+0{)-cos(a—3ﬂ)-ctg(%n+a);

e) sin(o— 177I)~cos(7t+a)~tg<37ﬂ—0{>.

Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:
a) sin(90° —a) —cos(180° — o) +tg (180° — ) — ctg (270° + at );

cos (a—90°%) N tg (o —180°) - cos (180° + o) -sin (270" + )
) sin (180° — ) tg (270° + ) ’

c) sin?(180° — o) +tg*(180° — ar) - tg*(270° + &) +sin (90° + &) - cos (& — 360°);

(asin90°Y + ctg 270° + (bcos 180°)

d .
) (acos0°) —absin 270° + b>+ tg*180°

Upro$¢ wyrazenie:
| +sina / l-sina_ .7 37

l1—-sino 1—sin(—0()17<a<7'

6. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu

6.1.

'6.2.

Oblicz warto$ci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata , jezeli:

a) sina=—0,6 i a e (180"; 270°); b) cosar=-— % ioe (9o°; 180°);
Otga=-0,75iae (27o°;360°); d) ctga=2i o€ (180°;270°).
Wyznacz warto$ci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata @, jezeli:

a) cosa:%,aE(O;%); b) sina:%,a€(90°;180°);

¢) sinor=2" 00 (180°:270°); d) sina=—12, are (270%:360°;
e) cosa= %, o e (0%90%) f) coso=- %, o e (90°%180°);
g) cosar=— %é,fc—e (180°270°); h) sina= —1/_’;17 o e (0%90°);
i) cosa:@,a6(270°;360°); i sina:ﬁar—bzia>0ib>0.
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6.3.  Oblicz wartoSci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli:
21 9

a) tgor=— 20,0(6(2,7I>; b) tgor=Z, 0 € (T;27);
c) cth{—é,O(e(O g), d)tga:%—,ae(0°;90°);
e) ctga:—-2,056(327£,27£) f) tga:27—4,ae<n;%n>;
-1 3

g) tga=5,0€ Ty h)ctga=m,a e 2,

6.4. Wiedzac, ze sin (180° + o) =— %, oblicz:
a) sin(270° + ), b) cos (90° + &),
c) tg(=270°+ ), d) ctg (180° — ).

6.5. Wiedzac, ze cos @ =— % 190° < o< 180°, oblicz:

a) cos(270° - a); b) sin (90° + ),
c) tg(180° —a); d) ctg(360° - ).
6.6. Wiedzac, ze ox € <0°; %) isina= i, oblicz:
a) sin(m-a), b) cos(T+ ), c) cos(—jzz+a);
d) sin(2m—-«). e) sin(—o); f) cos(%n—a).
6.7. Wiedzac, ze sin x= %ictg x< 0, oblicz:
a) tgx; b) sin x - ctg x; ¢) sin’ x+ cos’ x.
6.8. Wiedzac, ze coso = %, oblicz:
.2
.2 2. . 4 4. Sin" o |
a)sin” o+ cos” @; b)sin” o+ cos* ¢ c) T+ cos o
d) tg o e) sin’a— cos’a; f) ctga.
0.9, Wiedzac, ze tga+ ctgor = 2, oblicz:
a)tg’ o+ ctg’ o b) tg’ a+ ctg’ o o) tg'a+ctga.

» 6.10. Oblicz tg o, wiedzac, ze sin @ + cosa—%
LU, 5
a) ae(O, 4), b)ae<2n,2n).

% 6.11. Obliczsin® o+ cos® @, jesli sin o - cos ¢ = m.

“ 6.12. Wiedzac, ze sin o+ cos @ = m, oblicz sin® o + sin* c.

114



VI. Funkcje trygonometryczne

 6.13. Wiedzac, ze sin o — cos o = m, oblicz:
a) sin’a—cos’q; b) sin*a+ cos* .

“ 6.14. Oblicza = sin a-sin B+ cos - cos B, wiedzac, ze tg @ =— litg f=—/3.
% 6.15. Udowodnij, ze jeSlia=xcosaib=ysina, to y*-a*+x*-b*=xy*.
7. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych

7.1.  Udowodnij tozsamosci:

a) cos’ x—sin’x=1-2sin’x; b) colsx — Cos X = sin x- tg x;
¢) cos*x—sin?x=cos’x—sin’ x; d)l+ctgx=w;;—igﬂ;
. . 2
e) cos*x+sinx=1-2sin’x- cos’ x; f) (tgx+ctgx) =m;
n2x-
1 1 . _ 1 .
g) (sinx + cosx>(smx+ cosx)=2+ ST cos
h) L1 (sin x+ cos x) = ctg x — tg x;
sinx COS X & &%
: . 1—tg’x
i) 1—251n2x=—%—.
1+tg”x

7 7.2.  Udowodnij tozsamosci:

s 4 r 02 2 2 N 1.
a) sin“o+sin“ - cos“a+cos” =1,
b) (1 -cos*a)(1+tg’a)=tg’ o

l+tg'a 2
2 Pt SR
tg> o+ ctg’ o

©)

d) (1+2tga)(2+tga)=5tga+

2

cos’Q

3 3
SIN" o+ Ccos” A _ 1 _ iy .
€) “Sin o+ cos O l —sina-cosq;

f) sino+cos® o —sin®a— cos®ar =sin’a- cos’ a;

. 2
(sina+cosar) — 1
ctg o —sin - cos &

=2tg’

h) sino+2cos’o—1

> =sin’a;
ctg’ o

i) 2(sin®a+cos®a)+1=3(sin*a+cos'a);

i) (1+ctgar) sin*or+ (1 +tga)cos’a=sina+ cosa;
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K) sina—cos’a _tga—1
I+2sino-cosa  tga+ 1’

g’a  l+ctgia  tgta+igial
1+tg?a  ctg’a tg’a+1 "’

D
m) (x sin o +y cos oc)2+ (ysina—x cosoz)2=x2+y2;

n) tg18° - tg288° +sin 32° - sin 148° —sin 302° - sin 122° = 0,
0) tg4l° tg42° ... -tg49° =1

w 7.3.  Udowodnij tozsamoSci:
) 1—cos*a+sin’a 2

1 —sin®a—cos®(2m— ) 3cos’a’

b) [1+—1——+tg(77[+o{) oS @

cos(2n—-a)

(1 - +tg0(>(1 —sinza)z 2sina - cos @

2

c) (coéa - 1) ~(’[gOf—SinOC)2+200s0(=1+cos205;

2
(I_COSOC'COSﬁ)2~ |- S0 a-sin’ B 2
(1—-cosa-cosf) .

d ==
)(1—cosa~cos,3)-sinO(~Cosﬁ—sina~cosa-sin2ﬁ sin o

—ctg o - cos f3,

jeéli0<,8<a<%.

8. Wykresy funkcji trygonometrycznych

8.1.  Postugujgc sie wykresami funkcji trygonometrycznych, sporzadz wykresy funkcji:

a) y=1-sinux; b) y=1+sin x;
c) y=—1+sinux; d) y=1+cos x;
e) y=sin—§—; f) y=sin3x;
g) y=sin(-2x); h) y=2sin x;
i) y=-2sinx; j) y=sin<x+%);
k) yzsin(x—%); 1) y:2sin<2x—%>+l.
8.2. Sporzadz wykresy funkcji:
a) f(x)=sin2x; b) f(x):sin<x+ %), ¢) f(x)=2-sinx;
d) f(x)=cosx—1; e) f(x)=2sin2 - 1; f) f(x)=sin|x];

2
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8.4.

o>
N

8.6.

e 8.7.

i 8.8.

8.9.

g) f(x)=sinx+|sinxp  h) f(x)= lzzzi .

) f(x)= | | + cos x—2|x|.

Wyznacz okres podstawowy funkcji:

a) yzsin%x; b) y=sin3x;

c) y:cos%; , d)y:cos<x+ %),
e) y:sin<%+%>; f) yzsin%x;

g) y=cos(4mx+2) h) y=cos’ x;

) y=tg2x; D oy=tey

k) y=tg 55 ) y=tg2LE
Wyznacz okres podstawowy funkcji:

a) f(x)=sin % X; b) f(x)=cos4x;

d) f(x)=ctg 755 e) f(x)=te2x+1g3;

g) f(x)=sin2x+sin %;

Okreél dziedzine funkcji:

a) y= smx b) y=x-cos x;
— 1 . _ 1
¢) y=sinx+ 555 d)y_1+tg2x
S _ _COSX _
¢) Y= 2 ¥ cosx° f) Y= Sinx-3
Okresl zbidr wartosci funkcji:
a) y=tga ctga; b) y=|3 - cos /.

Znajdz zbior wartosci funkcji:
a) f(x):1+sina' b) f(x)=1-sin"aq;

d) f(x)= —+—cos a, e)f(x)=ctg’a-1;

Znajdz zbior wartoSci funkc;ji:

h) f(x)=cos2x— cos 363—;

) f(x)=1 —%cos<zx+g);

c) f(x)=tg2mx;
f) f(x)=ctg2x—ctg —)3£;

i) f(x)=tg __an + ctg 275”.

¢) f(x)=2-cos’«
f) f(x)=1+tg’a.

c) f(x)=2cosx+ L

a) f(x)=]2-cosx| b) f(x)=sin|x|;

Wskaz, ktora z podanych funkcji jest parzysta, a ktora nieparzysta:
a) y=sin2x; b) y=sin’x;

c) y=sin x+ cos x; d) y=x cos x;
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smx __sinx .
©) y="% B y= 1+sin’x’
g) y:cos(%+%>; h) y=|1 +cos x|,
i) y=x’tgx; i) y=tg?.
8.10. Wskaz, ktéra z podanych funkcjijest parzysta, a ktora nieparzysta:
a) f(x)=xsinx; b) f(x) = 2% ¢) f(x)=tg’x;
d =tgx+clgx; =t f __sinx
) f)=tevrees o) f)= A ) f(x) = S
p— . —_— —1
8) [(x) =tk h) f (x) = sin xcos x D f()= 3

7+ 8.11. Dla jakich wartoSci parametrow A4 i B funkcja f(x) = Asin x+ Bcos x jest
a) parzysta;  b) nieparzysta?

7w 8.12. Wyznacz najmniejszg i najwieksza wartoS¢ funkc;ji:

a) y=sin*a+2; b) y=2-4sinq;

¢) y=3-2cosq; d) y=1+ctg’0.
 8.13. Wyznacz najwigksza warto$¢ wyrazen:

a) 1 +cosa; b) 5—-2cosq;

c) 1 —cosq; d)ytgo-ctgo+ 1L

7« 8.14. Znajdz najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji:

_ : _ 1
2) Y sin’x-3cos’x—3 0) y 5cos’x—3sin’x—6
* 8.15. Udowodnij, ze funkcja f(x)= %_{_Ct{g_g_x; przyjmuje tylko wartoSci dodatnie.

* 8.16. Udowodnij, ze jezeli a jest liczba niewymierna, to funkcja f(x)=cosx+ cosax nie
jest okresowa.

* 8.17. Udowodnij, ze funkcja f(x)=sinx+sin (/i x) nie jest okresowa.

* 8.18. Udowodnij, ze funkcja f(x)=sin,/x nie jest okresowa.

9. Réwnanie i nierdbwnosci trygonometryczne

9.1. Rozwiaz réwnania:

a) sin2x=1; b) cos3x=— é,

¢) tg7=-1, d) ctg 3 = 0;

e) sin(2x—1)=1; f) cos<2x+ %):_%;
-

=5.

xX—

g) sm( —%) h)Stg(

IS

)

|
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VI. Funkcje trygonometryczne

9.2.

9.3.

9.4,

* 9.10.

*x 9.11.

*x 9.12,

* 9.13.

* 9.14.

* 9.15.

* 9.16.

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania [sin x| = 2a + 1, x € (0; 471) w zaleznoSci od pa-
rametru a.

Wyznacz liczbe rozwigzan rownania |cos x| = 3a — 1, x € (0; 57) w zaleznosci od pa-
rametru a.

Rozwigz nierdwnosci w przedziale (0; 271):

a) [sinx|< 1 b) tg* x> 1; c) ctg’ x> 3;
d) |sin x|>|cos x|; e) cos’ x< 1.

Rozwiaz nieréwnosci:

a) sin2x>0i10°<x<180%  b)cos2x<0i0°<x< 907

c) sin2x>0icos2x<0; d)sin2x> 0isinx<0.

Udowodnij, ze jezeli x#k - %, gdzie k€ C, to tg* x+ctg* x> 2.
Udowodnij, ze jezeli x#k- %, gdzie ke C, to tg’x+ctg’ x> 2.

Wykaz, ze dla kazdego x € R spetniona jest nieréownosc: sin® x+ cos® x > %

Rozwiaz rownania:

a) 16sin27x=16x>—8x+ 17; b) xz_x_sinnﬂ.i_:o;
¢) sin*®x+cos®” x=1; d) sin*”x—cos® x=1.

Rozwiaz rownania:
a) tg’(x+y)+ctg’(x+y)=1-2x—x% b) x’+2xsin(xy)+1=0.

Rozwiaz nierownos¢ 2x*<sin x+ cos®x— 1.
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x z przedziatu (O;%) zachodzg nierobwnosci:
a) sinx<x<tgx; b) tgx+sinx>2x.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x iy zachodzi nieroOwnosc:
x*+4xcos(xy)+4 > 0. Dlajakich x, y zachodzi rownos¢?

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x iy zachodzi nierownos¢:
x*(1+sin?y) +2x (siny+ cosy) + 1 + cos’ y > 0. Dla jakich x, y zachodzi réwnos¢?

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych o, B, ¥ z przedzialu (O; %) praw-
dziwa jest nierOwWnosc:
tga (ctgB+ctgy) +tgfB(ctgy +ctga) +tgy (ctgo+ctg B) = 6.

Znajdz te wartosci x, dla ktorych zachodzi rowno$¢ ——— =
1 +|cos x|
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Zadania

* 9.17.

* 9.18.

* 9.19.

* 9.20.

* 9.21.

* 9.22.

* 9,23,

* 9.24.

%
=
[
W

* 9.26.

* 9.27.

* 9.28.

120

. Rozwiaz rOwnanie sin <% +

Udowodnij, ze jezeli x%k-%, gdzie ke C, to |tg x+ ctg x|>|sin x+ cos x|.

Przedstaw ilustracj¢ geometryczng kazdego z rOwnan:
a) sin’ 7 (x’+y*)=1; b) sin*wx+cos’My=1;
¢) sin*fx+sin’7wy=0; d) sinx+ |sinx|=siny+ [siny|

Przedstaw ilustracje geometryczna nieréwnosci sin 7t (x2+y?) < 0.

Wykaz, ze rownanie sin x+sin2x+sin3x+...+sin2002x=2002 nie ma rozwia-
zania.

Rozwigz nieré6wnos¢:
(tg2x1+ tg’ xo+ ... 17 xio0r) + (ctg’x +ctg?xy L+ ctgleom) < 2002.
sin‘a | cos*or 1 sinfa | cos*a 1

Udowodnij, ze jezeli PR Sy xR Y e + At b

Wykaz, ze jezeli tg”>x jest liczbg wymierng, to cos”x jest tez liczbg wymierna.
y J J wy J

Rozwiaz rownanie [tgx]=2cos’x, gdzie [t] oznacza najwicksza liczbe catkowita,
nie wickszg od liczby rzeczywistej ¢.

4

Rozwiaz rdwnanie tgx—2[tgx]+ 1 =0, gdzie[t] oznacza najwigksza liczb¢ catko-
wita, nie wigksza od liczby rzeczywistej ¢.

T

6x

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdej liczby rzeczywistej x praw-
1

n-1°

dziwa jest nierownos¢ sin’" x + cos’" >

Wykaz, ze jezeli 0 < ;< 0¢,< ... <, < %, to:
tea,+tg,+ ... +tg X

tg20C|< ga,Tigd, gdy, <tg20{,,.
ctgo+ctga,+... +ctga,

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « i dla kazdej liczby naturalnej n zacho-

dzi nieréwnosé: sin®" ot +cos*" o < 2(sin*" " *a+ cos* " ).

30. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdej liczby rzeczywistej x z przedzia-

- 2 n+2
T . .. sin""*x  cos""x
fu (O;—) zachodzi nierdwnosS¢: —+ = > 1.
2 cos" x sin” x




VIl. Funkcja liniowa

Funkcja liniowa nazywamy funkcje po-

staci y=ax+b, gdzie a i b sa liczbami Y
rZeCczZywistymi.

Litera @ oznaczamy tak zwany wspot-

czynnik kierunkowy, ktory decyduje y=ax+b
o kacie naéhylenia wykresu do osi OX:

a=tga. o
X

Litera b oznaczamy tak zwany wyraz

wolny, czyli druga wspolrzedna miejsca - tgo=a

przecigcia wykresu funkcji f z osig OY:
b=f(0).

Funkcja liniowa f (x) =ax+b jest:

a) rosnaca, gdy a > 0;

b) malejaca, gdy a < 0;

c) stala, gdy a = 0.

Funkcja liniowa f (x) =ax+b:

a) ma jedno miejsce zerowe, rowne —g, gdya# 0;

b) ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych, gdy a =b = 0;
¢) nie ma miejsc zerowych, gdya=0ib # 0.

Wykresem funkcji liniowej f okreSlonej wzorem f (x)=ax+ b, gdzie x € R, jest prosta.
Prosta ta jest nachylona od osi x pod takim katem «, ze tg o =a i przecina ona o§ y
w punkcie B= (0;b).

Parametrami w rOwnaniach nazywamy litery oznaczajgce wielkosci dane.

Rownaniem liniowym z jedna niewiadoma x nazywamy rownanie postaci ax+ b = 0, gdzie
a,beR.

Nierownoscig liniowa z jedna niewiadoma x nazywamy kazda z nierO6wnosci postaci:
ax+b>0,ax+b>0,ax+b<0,ax+b<0, gdzie a,b € R.

Rownaniem liniowym z dwiema niewiadomymi x, y nazywamy kazde rOwnanie postaci
ax+by+c=0, anieréwnoscia liniowa z dwiema niewiadomymi x, y nazywamy kazda nie-
rownoS¢ postaciax+by+c>0,ax+by+c>0,ax+by<0,ax+by+c<0, gdziea, b, ¢
sg danymi liczbami rzeczywistymi i co najmniej jedna z liczb a i b jest r6zna od zera.

Wykresem kazdej z nieréwnoSci liczbowych postaci ax+by+c>0 albo ax+by+c<0
jest jedna z poétptaszczyzn ograniczonych prosta o rownaniu ax+by+c= 0, ale bez tej
proste;.
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Graficznym rozwiazaniem réwnania (nierownosci) jest zbior tych punktow plaszczyzny,
ktorych wspotrzedne spelniaja to rownanie (t¢ nierdwnosc).
Uktad co najmniej dwoch réwnan liniowych nazywamy ukladem réwnan liniowych.

Rozwigzaniem uktadu rownan liniowych jest taki punkt (lub punkty), ktérego wspoirzed-
ne spetniaja podane réwnania liniowe. Reguta ta dotyczy rowniez rozwigzania nierdwno-

Sci liniowe;. ax+b y=c
1 1 1
Metoda wyznacznikow rozwigzywania ukfadu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi: a,xtb,y=c,
a, b, c, b, a, c,
W= ) =a,b,—a,b; W = ) =c,b,—c,b; Wy: =a,c,—a,c,.
Yy 2y Ly Yy 5y
- . W,
Jesli W# 0, to uklad ma jedno | x= W
rozwigzanie (jest oznaczony): w
— Y
Y w
* X
Yl
)+ 46@
s1° . , . . i =
Jesiw=W = Wy = 0, ukfad ma nieskonczenie wiele roz- %02

&
wigzaf (jest nieoznaczony albo inaczej: tozsamoSciowy). —

L
AL
a s
—ca

Jesli W=0i (W # 0lub W # 0), uklad nie ma rozwigza- — ox¥2
nia (jest sprzeczny).

1 X

Wérunki rownolegtosci i prostopadfosci prostych

Postaé kierunkowa: Il L

l:y=ax+b,

l,:y=a,x+b,

Postac ogolna:
l:Ax+B y+C=0
l,:A,x+B,y+C,=0

A,B,-A,B=0 A A,+B B,=0
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VII. Funkcje liniowe

Vil. Funkcje liniowe
1. Wtasnosci funkcji liniowej i jej wykres

1.1.

1.2.

1.4.

._
.
wn

* 1.6.

* 1.7.

Znajdz punkty przecigcia si¢ wykresow podanych funkcji z osiami uktadu wspot-
rzednych:

a) y=—x+3; b) y=2x+17,

c) y=—0,5x+8; d)y:—%x+%;
1 3

e) y:5+§x; f) y=53.

Ktore z podanych nizej trojek punktow naleza do jednej proste;j:
a) A=(0;0),B=(1;1),C=(3;4);

b) A:(1;5%>,B=(2;6),C:(—10;O);

¢) A=(1:2), B=(3; —3),c:<_%;5);
d) A=(2;-11), B=(-1;-2),C= (%;_6)

Napisz wzor funkcji liniowej przechodzacej przez dany punkt B i nachylonej do osi OX
pod katem 3, jezeli:

a) B=(-1,-1), B=05 b) B=(-3,4), B=30"
¢) B=(2,2),5=120° d) B=(3,-1), B=60".
Dla jakich x wartosci funkcji y = 3x— 8 s3:

a) dodatnie, b) ujemne,

c) wigksze od 3, d) mniejsze od 6.

Dla jakich wartoSci parametru n funkcja y= (4n—3) x+ 2 jest:
a) rosnaca, b) malejaca, c) stala.

Wykaz, ze jezeli wykresy funkcji y=ax+b, y=bx+c, y= cx+amaja punkt wspol-
ny,toa=b=c.

Na rycinie obok przedstawiono wykresy funkcji %
y=ax+b i y=cx+d. Okresl znak iloczynu
ab-c-d. &0
A~
X
&S
qfq
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Zadania

7 1.8. Podaj wzory funkcji odwrotnych do funkcji:

a) f(x)=5x b) f (x)==x+2;
0 f(x)=-2x+ g d) f(x)== 3= 3
e) f(x)=—4+3x; f) f(x)==5x+075.

= 1.9.  Wyznacz funkcje f ' odwrotng do funkcji f : R — R okreslonej wzorem:

2x—1, gdy x<2
x+1, gdy x>2;

x—3, gdy x<4

2 f(x):{ 2x-7, gdy x>4.

b)f(X)={

2 2
1.10. Znajdz wartos¢ funkcji okreslonej wzorem: f (x) = <2x+ 3 %) - <2x— 5 %)
w punkcie x=—2 3

1.11. Napisz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkty A =(1;7)
i B= (-2, - 2), a nastepnie:
a) sporzadz jej wykres;
b) wyznacz jej miejsca zerowe,
¢) wyznacz przedzial, w ktorym funkcja ta przyjmuje wartosci nieujemne;
d) oblicz pole trojkata ograniczonego wykresem tej funkcji i osiami ukfadu wspot-
rzednych.

1.12. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkty A4 =(6;4), B=(-3;-8)
i znajdz odlegto$¢ punktdw przecigcia tej prostej z osiami uktadu wspotrzednych.

1.13. Wykresy funkcji y=—x+ 3 i y=-2x+ 4 przecinaja si¢ w punkcie A, za$ 0§ OX od-
powiednio w punktach B i C. Oblicz pole trojkata ABC oraz dtugos¢ jego najdiuz-
szego boku.

1.14. Wykresy funkcji okreSlonych wzorami y =x+ 1iy=—x+ 5 przecinajg si¢ w punkcie O.
a) Oblicz wspolirzedne punktu O.
b) Oblicz miejsca zerowe tych funkcji i podaj wspdirzedne punktow przecigcia sie
wykresow funkcji z osiami uktadu wspoirzednych.
¢) Sporzadz wykresy tych funkcji.
d) Oblicz pole A ABO, gdzie A i B sa punktami, w ktorych proste przecinajg o$ od-

cietych.
e) Zaznacz punkty wykresow, ktorych odciete sg wigksze od 3.

1.15. Dane sg punkty A = (2;0)i B=(0; —4)wyznaczajace prosta AB oraz punkty C = (3;0)
i D=(0; —3)wyznaczajace prosta CD.
a) Napisz wzory funkcji, ktorych wykresami sa te proste.
b) Sporzadz wykresy tych funkcji.
¢) Oblicz pole czworokata wyznaczonego przez obie osie uktadu wspoirz¢dnych
oraz wykresy tych funkcji.
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VII. Funkcje liniowe

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.24.

1.25.

Oblicz pole obszaru ograniczonego prostymi o rOwnaniach y=3x—9, y=2x+6
1 dodatnimi potosiami uktadu wspotrzednych.

Oblicz pole obszaru ograniczonego prostymi o rownaniach y = % g, y=2x-6

oraz osig OX.

Punkty A i B przeciecia wykresu funkcji y=— %x+ 6 z osiami OX i OY oraz
punkt C = (3;10) sa wierzchotkami trojkata. Oblicz jego pole, obwdd i wysokosé
opuszczong z wierzchotka C na bok AB.

Oblicz pole trojkata wyznaczonego przez osie uktadu wspoirzednych i wykres funk-
cji y=ax+ b, wiedzac, ze:

_13 (3) f
a=l55+-75:0.6+02-(-3), b=

. Oblicz pole tréjkata ograniczonego prostymi o rOwnaniach:

8y-x 3y-x-4 3 2x+5y 2x+3y 5 .
3 5 lg 1 3 - ) _16 oraz:

a) osig odcietych, b) osig rzednych.

. Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji y=|4x|— 5, y=—2x+ 10.

. Punkty K=(-5a;-3b) i L=(-b;—7a) naleza do wykresu funkcji y=2x+ L

Wyznacz punkty Ki L.

. Punkty A=(3a—-2b,~4a-2b)i B=(a—b;3a+ 2b) naleza do wykresu funkcji

y==2x+10.

a) Obliczaib.

b) Dla tak obliczonych a i b wyznacz obwdd trojkata ABO, gdzie O jest Srodkiem
uktadu wspoirzednych.

Punkty K=(2a; —2b)i L = (—b;8a) naleza do wykresu funkcji y=2x— 2.
a) Obliczaib.

b) Narysuj wykres tej funkcji i zaznacz na nim punkty K i L.

c¢) Dla jakich argumentéw dana funkcja przyjmuje wartos$ci ujemne?

Dana jest funkcja y=- §x+ 6. Jej wykres przecina osie OX i OY w punktach
odpowiednio 4 i B. Wyznacz na osi OY taki punkt C, aby pole trojkata ABC byto
rowne 28.

. Wykresy funkcji f(x)=3x+2a i g(x)= —x+ga—1 przecinaja si¢ na osi OX

3
w punkcie P oraz przecinajg o§ OY 0dp0w1edn10 w punktach Q i R. Wyznacz a oraz

punkty P, O, R i pole trojkata POR.
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Zadania

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

126

Dla jakich warto$ci parametru a wykresy funkcji f(x)=3x-1, g(x)=7x-5
i h(x)=2x+a, gdy x € R, przecinaja si¢ w jednym punkcie?

Dla jakich liczb catkowitych a i b funkcje y=2x+b1iy=ax+ 3 majg to samo miej-
sce zerowe?

Wykresy funkcji  f(x)=ax+b i g(x)=bx+a+2 przecinajg si¢ w punkcie
P=(3;5). Wyznaczaib.

Wykresy funkcji  f(x)=ax+3b i g(x)=3ax+5b przecinaja si¢ w punkcie
A=(-1;2). Wyznaczaib.

. Funkcje f(x)=(a+1)x+5 i g(x)=5x+(a+1) maja wspOlne miejsce zerowe.

Wyznacz a.

. Wykresy funkcji f(x)=2 i g(x)=a—-2x przecinaja si¢ w punkcie P o odcietej 2.

Oblicz pole czworokgta ograniczonego wykresami tych funkcji i osiami uktadu
wspOtrzednych.

. Wykresy funkcji  f(x)=ax+b i g(x)=bx+a+1 przecinajg si¢ w punkcie

P=(2,3). Znajdz miejsca zerowe tych funkcji.

. Znajdz wzor funkgcji liniowej, ktorej wykres:

a) jest rownolegly do wykresu funkeji y = 3x+ 11 przechodzi przez punkt A = (2;4);

b) jest rtownolegly do wykresu funkeji y=—2x+ 11 przechodzi przez punkt B=(1; 3);

¢) jest rownolegly do wykresu funkcji y=- % x+ 2 i przechodzi przez punkt
C=(6;0).

. Wyznacz te wartosci parametru r, dla ktorych prosta o rownaniu y =nx— 4 jest:

a) rownolegta do prostej o rownaniu y=3x— 1;

b) prostopadta do prostej o rOwnaniu y = % xX— %

. Wyznacz takie wartoSci « i b, aby wykres funkcji y =ax+ b przechodzit przez punkt

P=(5;2)1byl rownolegly do wykresu funkcji y=—2x+ 1.

. Napisz wzor funkgcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt A = (1;3) ijest

rownolegly do wykresu funkcji y=—3x+ 3, a nastepnie:

a) podaj miejsca zerowe obu funkcji;

b) sporzadz wykresy obu funkcji;

¢) wyznacz przedziat, w ktorym otrzymana funkcja przyjmuje wartosci ujemne,

d) oblicz pole figury ograniczonej wykresami obu funkcji i osiami uktadu wspot-
rzednych.



VII. Funkcje liniowe

1.39.

1.40.

% 1.41.

i 1.42.

" 1.43.

i 1.44,

7 1.46.

147,

- Rozwazmy trojkat ABO, gdzie A i B sa punktami przeciecia prostej o rownaniu

y=2x— 8 odpowiednio z osiami x i y. Dla jakiej warto$ci wspoiczynnika a prosta
y=ax dzieli ten trojkat na dwa trojkaty takie, ze:

a) ich pola sa réwne,

b) stosunek ich pdl wynosi 3:2.

Znajdz rownania prostych zawierajacych boki i przekatne rownolegtoboku o wierz-
chotkach w punktach A = (-1;-1), B=(3;-1),C=(5;1), D=(1;1).

Dla jakich wartosci b prosta o rownaniu y=—x+b ma dokladnie jeden punkt
wspolny z wielokatem wyznaczonym przez uktad nieréwnosci:
—1<x<3i0<y<?2?

W kwadracie o wierzchotkach w punktach: 4 =(3;3), B=(3;-3), C=(-3;-3),
D=(-3,3) wycigto czes¢ plaszczyzny ograniczonej wykresami funkcji y=—|x|+ 2
iy=|x|- 2. Oblicz pole pozostalej czesci tego kwadratu.

Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji y =|x| - 2i y = |x+ 2| oraz osia-
mi wspotrzgdnych. Napisz wzor funkcji, ktorej wykres jest osig symetrii tej figury.

Znajdz wzor funkcji i okredl jej dziedzine, wiedzac, ze wykresem tej funkcji jest
najkrotszy odcinek, do ktorego nalezy punkt 4 = (2; 5), a Srodkiem tego odcinka jest
punkt S=(0; ).
Dana jest funkcja:

x+5, gdy x<-5
f(x)=| 0, gdy -5<x<0

-x+5, gdy x>0.

Sporzadz wykres tej funkcji i podaj jej miejsca zerowe.

5. Sporzadz wykresy funkcji:

—4; od <=2
o x49 gdy x<-2
a) y=42x gdy -2<x<1 b)y={ 3
2 gdy x>1; 3-4x gdy x>-2.

Znajdz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt A =(-2;3)
i ktora jest dodatnia w przedziale (—oc; 2), za$ ujemna w przedziale (2; + o).

W jednym uktadzie wspoirzednych sporzadZ wykresy funkcji f(x)=—|x—2|+2
ig(x)= %x+ 1. Na ich podstawie podaj, dla jakich wartosci x wartosci funkcji g sa
wigksze od wartosci funkcji f.
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* 1.48. W punkcie C=(-3;2) znajduje si¢ czarna kula bilardowa, a w punkcie B=(2;3)
— biafa kula bilardowa.
a) Pod jakim katem do osi OX nalezy skierowac kule czarng, aby po odbiciu si¢ od
osi OX uderzyta w kule biala?

b) Jakim wzorem okreslona jest funkcja, ktorej wykresem jest tor kuli czarnej od
punktu C do punktu B?

x+2x
|x+2]

a) Dla jakich argumentow funkcja ta przyjmuje wartoSci dodatnie?

1.49. Sporzadz wykres funkcji f(x) =

b) Jakie wartosci funkcja ta przyjmuje dwa razy, a jakie tylko raz?

77 1.50. Dana jest funkcja:
3—-x, gdy x=0
f(x)=
3+x, gdy x<0.
Sporzadz wykres funkcji y=|f (f (x))|
v 1.51. Sporzadz wykres funkcji f : R — R okreSlonej wzorem:
a) f(x)=max(2x—1,x+1),gdyxER;
b) f(x)=min(3x—1,x+1), gdy xER.

* 1.52. Znajdz wszystkie funkcje f : R — R spelniajace rownanie 2 f (x) +3f (1 —x)=4x- 1

—
W
W

. Wyznacz fegigef,jesli
a) f(x)=|x—1]+2,g(x)=|x=2|+1

2x+3, gdy x<0
b) f(x)= » g(x)=x+1]
-x+1, gdy x>0
3x+1, gdy x<-1 -3, gdy x<-2

c) f(x)= . g(x)=
-2, gdy x>-1 x—1, gdy x>-2.

1..54. Funkcje f: N — N ig: N — N s3 okreSlone nast¢pujaco:

n
=, gdy 2ln
f(n)y=2n,g(n)=12

0

Wyznacz fegig-f.

ok
wn
wn

. Niech A4 i B oznaczajg punkty przeciecia prostej o rownaniu y =—3x+b (b # 0) od-
powiednio z osiami OX i OY. Dla jakiej wartosci wspoiczynnika b pole A ABC wy-
nosi 10?
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VII. Funkcje liniowe

1.56. Dla jakich wartoSci parametru b jedna z figur ograniczonych osig OX, wykresem
funkcji f(x) =|x— 2|+ b oraz prosta o réwnaniu x = 1, jest czworokgtem o polu 7?

2. Rownanie i nieréwno$¢ liniowa z jedng niewiadoma

o 2.1,

2.2.

24.

Rozwiaz rownania z niewiadoma x:

a) a-x _xta_ 2ax .

b-a a+b g*-p¥
o) 6b+7a 3ax _,__ax .
60 2b* b*—ab’

e) a _ b 2ab .
2b+ax 2a-bx 2+abx’

a ¢ _a+tc,
g c—x ta—x~ b—x’

Rozwigz nieréwnosci:
a) 4x—[7-(6-5x)]-(2x-9) >0,
¢) (5x+2) - (3x+3y<(4x+1);

4x+2 ., _6-5x.
e) 4x 3 2<——~3 ;

X _ 2bx  5a .
b)b—a_bz—a2 a+b’

d) x—a->b X_Z_C

X—C—dad _ A,
c + =3

b )
a—>b.
“a-bT x>
X c _ad-bc
D55 T dx—a) " 3abd

+

1 a+b _ 1
f) a+b+ X

b) (2x-9)(8—2x) - 17;
d) 6x—(5x=9)+3<5x-[6-(x+6)]
f) 6x+(2x—3) —(2x+3) <15,

Rozwiaz ukfady nier6wnosci i zaznacz zbidr rozwiazafi na osi liczbowe;.

3x—5>23—-4x
Tx+3<9x—1;

Sx—232x+1
D N2x+3<18-3x

10(x=1)+11>4x+5(x+1)
) {3)(-5 <2(x-1);

2x+1>3x+4

b)
Sx+3>8+21;

x—1>2x-3

d)
dx+5>x+17;
'(x— 3) ' <x?+3

3—4x 5x—2
6 <6-TF".

Jakie liczby catkowite spetniaja uktady nieréwnosci:

2(3x-4)<3(4x-3)+ 16
4(1+x)<3x+5;

x—3

x—1_ x-2 2 -x

o) 2 3
1-0,5x>x—-4;

=

Rozwigz rownania z niewiadoma x:
a) m*(x—1)=5(5x+m);

¢) ax+9=3x+a>

2x—13
11

L+ 2(x-7)<

3x>2—

b) 3x—20.
9 k)

Jx_x—l_x+2<x—3
d)

2 3 4
1,5x—-5,05<x

b) |x|(x+a)=2(x+2)
d) x>+m(mx+1)=(x+3)+3(x=2).
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* 2.6.

Rozwigz rownania z niewiadoma x:

a) x—ab x—-bc , x—ca
a+b b+c cta

=a+b+g;

x—a  x-b x-c_,(1 1 1)\
b) be T ca T Tab _2<a+b+c>’

+ =1
c a b a+b+c

o) a+b—x+b+c—x cta—x 4x
Sporzadz wykres funkcji, ktora liczbie m przyporzadkowuje liczbe rozwiazan
rownania 2 |x+ 1] = 2| x|+ |x— 1| =m.

Dla jakich m réwnanie (| x| +m)(x*+ 1) = 0:
a) ma jeden pierwiastek,

b) ma dwa pierwiastki,

¢) nie ma pierwiastkow?

3. Zadania prowadzace do réwnan i nierownosci liniowych

3.1.

130

Srednia wieku druzyny pitkarskiej liczacej 11 0sob jest rowna 22 lata. Jeden z pitkarzy
po otrzymaniu czerwonej kartki opuscit boisko i wowczas Srednia wieku pozostalych
zawodnikow wyniosta 21 lat. Ile lat miat pitkarz, ktory zszedt z boiska?

Cena biletu na mecz pitki noznej wynosita 150 z. Gdy cen¢ obnizono, okazalo sig,
ze na mecze przychodzi o 50% widzow wigcej, a dochdd ze sprzedazy biletow na
jeden mecz wzrdst 0 25%. O ile obnizono ceng biletu?

Bartek i Tomek porownali swoje oszczednosci i okazato sig, Ze razem maja 500 zt.
Bartek stwierdzit wowczas, ze gdyby jego oszczgdnosci wzrosly o 20%, a Tomka
zmalaly o 20%, to mieliby po tyle samo. Jaka czg$¢ oszczednoSci Tomka stanowi
kwota, ktora uzbieraf Bartek? Ile procent oszczgdnosci Bartka stanowi kwota, ktora
ma Tomek?

Trzech braci Bartek, Maciek i Tomek, wybrato si¢ na ryby i ztowilo ich 14. Bartek
ztowil 2 razy mniej niz Tomek, Macick ztowit wigcej ryb niz Bartek, ale mniej niz
Tomek. Ile ryb ztowit kazdy z chfopcow?

Bartek i Tomek chodza do klasy, w ktorej chlopcey stanowia nie mniej niz 93% i nie
wiecej niz 94% liczby wszystkich uczniéw klasy. Ile osob liczy klasa, jezeli wiadomo,
ze chlopcow jest mniej niz 38, a roznica migdzy liczbg chtopcow i dziewczat jest
liczba pierwsza.

Bartek, Maciek i Tomek ztozyli si¢ na kupno roweru, przy czym wkiad kazdego
z nich nie przekraczal $redniej arytmetycznej wkladéw dwoch pozostatych. Ile
pieniedzy dal Bartek, jesli rower ten kosztowat 330 z1?



VII. Funkcje liniowe

3.7.  Pies dostrzegt w odleglodci 60 m lisa i rozpoczatl poscig. Skok psa ma dtugos$é 2 m,
a skok lisa 1 m. Pies daje dwa skoki w tym samym czasie, w ktorym lis daje trzy
skoki. Ile metréw drogi musi przeby¢ pies, aby dogonic lisa?

3.8. ,,Ale nazbieralem grzybow! — chwali si¢ Bartek. Ledwie zdotatem donies¢ je do
domu. A przeciez niostem prawie sama wode — 90% masy §wiezych grzybow stanowi
przeciez woda. Gdy grzyby wysuszylem, staly si¢ o 15 kg lzejsze. Pozostalo w nich
60% wody”. Ile grzybdw przyniost do domu Bartek?

4. Rownania i nierownosci liniowe z dwiema niewiadomymi

* 4.1. Rozwiaz rownania:

a) (x—y)2+(x+y-1)2=0; b) |[x+2y=3|+[2x—y—1]|=0;
c) 2y’ +x’+2y-2xy+1=0; d) 2x2+y—2x—2xy+1=0;
e) x’+y’=6x+2y+10=0; f) x2+y2+12x—8y+52=0.

~ 4.2, Dane sg zbiory:
A={(xy): x€ERAyERN|y|+|2x—-4| <4},
B={(xy): x€RAyEe RA|x|+x=2]y|+y}.
Zilustruj graficznie te zbiory oraz ich iloczyn.

~4.3. Zaznacz na plaszczyZnie XOY zbior:
A={(x;y);xeRANyeRA||x|-1|+||y|-1| <1}

5. Uktady dwach rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

5.1. Rozwiaz uktad réwnania i nierownosci:

x=2y=4
3x>6.
5.2.  Rozwigz uktady rownan:
3 5 3y-2
V122-y 303 b)
3 4 D (X (2y=35)—2(x+3)y=2x+1;
(x+1 _ s (x+1_y+2_2(x-y)
OREARE of 3 8 5
x-3_y—3
13(2x=5)—4(3y+4)=5; I T3 T2y-x
3x;2y+5x;3y it 2)(—3y+3>_x—24y+3»:4
©) 12x-3y 4x-3 D Y3x—4y+3 4x-2y-9
X—2Y X—J3y ) x—4y x=2y-9
3t =yt L k Z + 3 =4;
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11 18 _ 1 1 _ 1
333y T3x-2y 13 eyt Teasy T 10
V07 2 Dy 1.3

I;

3x-2y 2x-3y Xx—y+2  x+y—1 10

5.3. Rozwigz algebraicznie i graficznie uktady rownan:
[(x+2) = (x=3) - (y+2)=3-)"
a) 1
x=5y- ,5;3y:3‘2x2+3;
(x+ 1) +y*=8=(y=2) +(x=3)(x+3)
D) {2x-y+3 x—2y+3
y+o yt3_,.
. 3 4 ’
Tx=3y _S5x-y x+y 2x+4+)’+1:4
c) 5 3 2 dy] 2 3
3(x=1)=5(y+1); 3(x+2)-2(y-2)=3x+12;
2y—=5x T1-8y _ x+2 yt+t4
ol 6 T3 70 nl 2 3 7!
3x=2y=-2; x=3y.
5.4. Rozwiaz uktady rownan:
x'=2x7y +y*=0 |x-3]=5-y x+|x|=y
a) s AT ©) 6
2x-y=3; |y—5]=4; |x|+y=16;
g [y 1E=2 x| +]y|=3
) e
y=lx=1]=1 2|x|+y=3.
©5.5. Rozwiaz uktady rownan z niewiadomymi x i y:
x-m  y~n_ X—2p _y=3p_
7 tTzoom N 7 -0
Y x=n Yy-m_ : 2x=q  3y+4q _( _59)
3 z " 7 3 =5\P~% f
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VII. Funkcje liniowe

* 5.8.

Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu réwnan w zaleznosSci od parametru m:

y=x+m

a)

|x|+y=x—-1

|x[+]y]=2
y=x+m;

d)

Rozwigz uktady réwnan:
(x+y)(x+y+2z)=72
(y+z)(x+y+z)=120
(z+x)(x+y+z)=96;

a)

'xz—(y—zle
b) {y*-(z-x)'=4

2

2= (x-y) =9

(x+y+z+u=>5
yt+z+u+v=1
d)sz+u+v+x=2
u+v+x+y=0

(V+x+y+z=4;
Rozwigz ukiady rownan:

(0,4x+0,3y-0,22=4
0,6x~0,5y+0,3z=5
0,3x+0,2y+0,52=22;

a)<

(x | 3 5 _
—2-+Zy+§2—45

Sax+8y-4z=15

0.lx=04y+5z=5;

(3x—y+u=2
x+3y-z=1
<y+3z—u=4

x—z-3u=-11;

[x=y[=1-y mixay=1
b) mx+l_ c)
—— =1 xX+y=m;
y
) {Ix—yl=1 ) {|x+y|+|x—yl=
|y|=x+m; |x—1|+|y|=a.
x(y+z)=5

¢)1y(z+x)=10
z(x+y)=13;

x+7y+3v+5u=16
8x+4y+6v+2u=-16
2x+6y+4v+8u=16
S5x+3y+Tv+u=-16.

1]
(8]
o)

+
N —

&R WR MR
+

A\ A<= W=
+ +

Qe v RN
+
[\®}
<

b) -

+
+
1
%

N

7 2

3

2 3

1

d)
5 4

2x-3y 10z-3y ' 3y-8z

7

(6x—2y—32=25
3y+2-2v=20
f) 44x-3y—-2t=13
x=2v+i=4
2y+v=17.

| 2x—3y “10z-3y ' 3y-8z

4

2x-3y 10z-3y "3y-8z %

0

8;
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* 59, Rozwiaz uktad rownan:
_y =
[x=yl="=-1
[2x-y|+|x+y—1]+|x=y|+y—-1=0.

* 5.10. Rozwiaz uktady rownan:

Xo+ X3+ .. +x, - +x, =1
X, + X3+ ... +x, o +x, =2
X+ X, +...+x,_ +x, =3
a) 3
X1+ X+ x5+ ...+ x,=n—1
X+ x,+ X3+...+xnvl =n, gdZien> 2,
( Xi— Xo— X3_‘.._x”_1—x”:2
X+ 3x,— Xy— ... —Xn-1Xn=4
~X1= Xyt Tx3— ... —Xn-17Xy=8
b) 1
-1 -1
—X1— Xy— x3—...+(2" —l)xn-l—xn:Z”
—X\— X,— x3_---_xn-1+(2”—1)xn:2", gdzien> 2.
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Viil. Elementy geometrii ptaszczyzny

Okrag i koto
Rownanie x*+y*—2ax—2by+c=0 przedstawia okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
a’+b*—c>0, promiefni tego okregu ma diugo$é¢ /a*+b’—c, a Srodek znajduje si¢
w punkcie (a;b).
Odlegtos¢ punktu od prostej
Odleglos¢ d punktu P=(x,;y,) od prostej / o réwnaniu Ax+By+C=0, gdzie
A*+ B*# 0, wyraza sie wzorem:

Je |Ax,+By,+ C|.

JA*+B®

Katy w kole

Kat, ktorego wierzchotek lezy na okrggu kota, a ramionami sa pOtproste zawierajace dwie
cieciwy, nazywamy kgtem wpisanym, kat zas, ktérego wierzchotkiem jest Srodek kofa,
a ramionami sg polproste zawierajace promienie tego kolfa, nazywamy katem Srodkowym.
Kat wpisany rowny jest potowie kata Srodkowego opartego na tym samym fuku.

o\
<>

Prosta, ktora ma dwa wspolne punkty z okregiem, nazywamy sieczng tego okregu, zas
prostg, ktora ma tylko jeden punkt wspolny z okregiem, nazywamy styczng do okregu.
Kat miedzy styczng do okregu i sieczng przechodzaca przez punkt stycznoSci jest rowny
katowi wpisanemu opartemu na tym samym fuku, co sieczna i znajduje si¢ po drugiej
stronie siecznej niz ten tuk.
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Punkty szczegolne trojkata

Symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktow ptaszczyzny réwno odlegtych od
koncow tego odcinka. W kazdym trojkacie symetralne bokOw przecinaja si¢ w jednym
punkcie, ktory jest Srodkiem okrggu opisanego na tym trojkacie.

Dwusieczna kata jest zbiorem wszystkich punktow wewnetrznych tego kata rowno odle-
glych od jego ramion. W kazdym trojkacie dwusieczne katdw przecinaja si¢ w jednym
punkcie, ktory jest Srodkiem okrggu wpisanego w ten trojkat.

W kazdym trojkacie wysokoSci przecinaja si¢ w jednym punkcie — ortocentrum trojkata.

Odcinek tgczgcy wierzcholek trojkata ze Srodkiem przeciwleglego boku nazywamy Srod-
kowg trojkata.

W kazdym trojkacie sSrodkowe przecinaja si¢ w jednym punkcie zwanym Srodkiem cie¢zko-
Sci, ktory dzieli kazda z nich w stosunku 2:1.

Twierdzenie Talesa i don odwrotne

B! ,
B 94-04 — 44'1BB
0 A\ B\
Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie
c
Z
Z. AC _ AD
e CB ~ DB
=}
(%)
C D B

Czworokat wpisany w okrag

Czworokat mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego przeciwlegltych
katow sa rowne.

Czworokat opisany na okregu

Czworokat mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy sumy diugosci jego przeciw-
legtych bokow s3 rowne.
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VIII. Elementy geometrii ptaszczyzny

Viil. Elementy geometrii ptaszczyzny
1. Odlegto$¢ dwaoch punktow

I.1.

1.3.

1.6.

[
~J

A, B, C s3 trzema punktami takimi, ze:
a) AB=8,BC=16, AC=09;

b) AB= g,Bc /3_,AC /2

Zbadaj, czy punkty A, B, C sg wspolliniowe.
Czy punkty A, B, C sa wspolliniowe, gdy:
a) AB=3,5, AC=1,5 BC=4;

b) AB=2,BC=2, AC=1;

¢) AB=1+2/2,BC=2+ /2, AC=32;
d) AB=2-/3,BC=2+/3, AC=4;

e) AB:ﬁ+1,BC:ﬁ+2,AC=/f%+}?

Czy istnieja takie punkty 4, B, C, ze:
a) AB=10, AC=6,BC=35;
b) AB=12, AC=8, BC=3,9;

o) AB=21, BC=1 ac=33%

d) AB=/5-/2,AC=/5 BC=/5+/2;
¢) AB=,/2, AC=/3,BC=/5?

Dane sg punkty 4, B, C takie, ze AB=9, AC=5, BC= 4. Zbadaj, czy punkt C nale-
zy do odcinka AB.

Czy w czworokacie ABCD odlegtosci wierzchotkow moga wynosi¢: AB= 10,
AC=14,BC=8,AD=9,CD=6?

Zbadaj, czy istnieje taka liczba rzeczywista x, aby punkt Y lezal mi¢dzy punktami x
iz, gdy:

a) XY=1+5x,YZ=3-2x, XZ=4+3x

b) XY=3x-4,YZ=7,XZ=3x+1

Wiedzac, ze trojki liczb:

a) 13,17, 25; b) 15, 32,8 L 318

10° 10° 5

sg dtugo$ciami trzech odcinkéw, zbadaj, z ktorej z nich mozna zbudowac trojkat.

) 122,53
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Zadania

1.8.

1.9.

1.10.

1.14.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

138

Dla jakich x € R liczby: 10 — 2x, 3x + 6, 4x — 2 s3 dtugoSciami bokow trojkata?
Wyznacz wspolrzedne srodka odcinka AB, wiedzac, ze A = (1;4), B=(-5;2).

Oblicz obwdd trojkata o wierzchotkach A = (=4;2), B=(0;1),C=(3;3).

. Znajac wspOtrzedne dwoch przeciwleglych wierzchotkow kwadratu ABCD:

A=(4,-1)i C=(-3;0), wyznacz wspoOtrzedne dwoch pozostatych wierzchotkow
tego kwadratu.

. Oblicz pole kwadratu, majagc dwa jego przeciwlegle wierzchotki: A =(-3;-75)

iC=(-1;3).

. Oblicz pole kwadratu, majac dwa jego przeciwlegte wierzchotki: A4 =(3;-2)

iB=(-1;-6).

Dane sa dwa sasiednie wierzcholki réwnolegloboku ABCD: A=(4;7)
1VB=(-2; - 6)oraz punkt P = (-3; —1) przecigcia przekatnych. Znajdz wierzchol-
ki Ci D tego rownolegtoboku.

. Dane s3 trzy wierzchotki réwnolegloboku ABCD: A=(3;-5), B=(5;-3)

iC=(—1;3). Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka D przeciwleglego do B.

. W trojkacie ABC o wierzchotkach 4 =(3;0), B=(2;3)iC = (-2;5) poprowadzono

srodkowa AD. Oblicz jej dtugosc.

Dane sa wierzcholki 4 =(-3;7), B=(-5;7)iC=(2;-5) réwnolegtoboku ABCD.
Oblicz dtugosci przekatnych AC i BD.

Dane sg Srodki bokow trojkata: P=(-2;-1), O=(-2;-4) i R=(3;0). Znajdz
wierzchotki tego trojkata.

Dane sg dwa punkty: A =(4;-2)i B=(-28;7). Znajdz punkty C i D dzielgce odci-
nek AB na trzy rOwne czgSci.

Wyznacz wspolirzedne koncow odcinka AB, jezeli punkty C=(2;2)i D= (1;5) dzie-
la ten odcinek na trzy rowne czesci.

Wyznacz punkty 4 i B, wiedzac, ze punkt (—5;4) dzieli odcinek w stosunku 3:4,
a punkt D= (6; —5)w stosunku 2:3.

. Wiedzac, ze punkt A bedacy koficem odcinka AB ma wspoéirzedne (2, 3), a Srodek

tego odcinka to punkt M = (- 1; 3), znajdz wspotrzedne punktu B.

. Na prostej obrano kolejno punkty: 4, B, C, D, E, F. Jakie sa odlegtoSci migedzy ko-

lejnymi punktami, jesli wiadomo, ze AF = 53 cm, AB = 2 EF
i AB>BC> CD> DE > EF oraz ze s3 to liczby catkowite?
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1.24.

1.26.

w 1.29.

= 1.30.

 1.32.

O czterech punktach A, B, C, D wiemy, ze: AB = 3 cm, BC = 2 cm, AC = 5 cm,
AD = 1cmiD lezy na odcinku AB. Wyznacz dtugo$¢ odcinka CD.

. Na ptaszczyznie dane sa punkty 4, B, C, D. Udowodnij, ze zachodzi co najmniej jed-

na z nieréwnosci: AC+AD> AB, BC+BD> AB.

W czworokacie ABCD przekatne AC i BD sa do siebie prostopadte. Udowodnij, ze
AB+CD>AC, AB+CD> BD.

. Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC. Udowodnij, ze CD> %(CA + CB-AB).

. Na boku AB prostokata ABCD obrano punkt M. Nast¢pnie uczen podat nastepu-

jace informacje:

1. AM =5,1cm, AM> MB;

2. obwod prostokata ABCD jest rowny 47,6 cm;

3. suma obwoddw czworokata AMCD i trojkata MBC jest rowna 74,79 cm.

Rozstrzygnij, czy wszystkie te informacje moga by¢ prawdziwe.

Udowodnij, ze jezeli punkt M nalezy do wnetrza trojkata ABC, to:
AM + MC< AB+ BC.

Wykaz, ze punkt dzielacy odcinek AB, gdzie A =(x;y,), B=(x,;y,)w stosunku
x tkx, y1+ky2)

k #— 1, ma wspdirzedne Tk 11k

. Wykaz, ze suma odlegloéci punktu wewnetrznego trdjkata od wierzchotkow trojka-

ta jest wigksza od potowy obwodu.

Udowodnij, ze suma odlegtosci dowolnego punktu od wierzchotkow wielokata jest
wigksza od polowy jego obwodu.

.33. Na plaszczyznie danych jest sze$¢ punktow. Przez kazde dwa z nich prowadzimy

w 1.35.

* 1.37.

prosta. Jakg najwigksza liczbe prostych mozna w ten sposob otrzymac?

. Wykaz, ze suma odlegtosci dowolnego punktu piaszczyzny od wierzchotkow dane-

go czworokata jest wigksza od potowy obwodu tego czworokata.

Udowodnij, ze w kazdym czworokacie wypukiym suma dtugosci przeciwlegtych bo-
kow jest mniejsza od sumy diugosci przekatnych.

. Wykaz, ze suma diugosci przekatnych kazdego pigciokata wypuktego jest wigksza

od obwodu pigciokgta i mniejsza od podwojonego obwodu tego pigciokata.

Wykaz, ze potowa sumy diugos$ci dwoch bokow trojkata jest wieksza od diugosci
Srodkowe;j trzeciego boku.
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* 1.38.

* 1.39.

Wykaz, ze suma dlugosci Srodkowych trdjkata jest wieksza od polowy obwodu
i mniejsza od obwodu tego trojkata.

Rozpigtoscig figury F na plaszczyznie nazywamy najmniejsza z odlegtosci migdzy
prostymi rOwnoleglymi wycinajacymi pas zawierajacy figure F. Na przyktad: rozpie-
toScia okregu (kofa) jest dtugos¢ srednicy, potokregu (potkola) — dtugo$¢ promie-
nia, rozpigtoscia prostokata jest dtugos¢ krotszego boku. Oblicz rozpietosé trojkata
ABC,jesli A=(1;4), B=(5;1)iC=(1;1).

2. Okrag i koto

2.4.

[ 5]
U

2.10.
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Wyznacz Srodek s i dtugos¢ r promienia o rownaniu:
a) x’+y*+6x=0;

b) x*+y*-10x+24y—-56=0;

c) x*+y*—x=0.

Znajdz wspolrzedne Srodka i promien okrggu o rOwnaniu:

a) x’+y*=2x; b) 8x2+8y”+ 120x+ 84y — 450.
Naszkicuj okregi o rOwnaniach:

a) (x—1)+(y+2)=9; b) (x+2)+(y+1y=1

c) (x—3)2+(y—3)2=5; d) x*+y*+4x-2y—-20=0;

e) x’+y’=2x=6y+5=0; f) x*+y’=2x.

Zbadaj, ktory z punktow: (1;1), (=1;2), (1;4), (=3;0), (2;2) lezy na okregu
x*+y?= 4x, ktory wewnatrz okregu, a ktory na zewnatrz okregu.

Jakie jest polozenie punktow (2;1), (10;2), (11;1) wzgledem okregu o réwnaniu:
2 2
(x=6) +(y—4) =257

Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkty: A =(2;2), B=(-5;-5),
C=(1;-5).

Znajdz Srodek i promien okrggu opisanego na trojkacie o wierzchotkach
A=(-1;6),B=(3;-2),C=(-4;-3).

Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkty: A4 =(2;2), B=(=5;-5),
C=(L;-5).

Napisz réwnanie okregu wspotsrodkowego z okregiem x’>+y°+3x—4y—1=0
i przechodzacego przez punkt 4 = (=3;4).

Na plaszczyznie wspolrzednych zilustruj zbiory:

A={(xy):x*=y*>0 i x’+y°<4 i xyeR}

B={(xy):9x’-4y’<36 i x’-y’<0 i xyeR}
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2.12.

(%]
ot
W

v 2.18.

w 2.16.

w 2.18.

w 2.19.

* 2.20.

. Dane sg zbiory:

A={(xy):xyeR i x’+y’<l},
A={(xy):x’=y*>0, x*+y’<4 i xyeR}
Na ptaszczyznie wspotrzednych zilustruj zbiory A N B, AU B.

Niech 5x — 2 oznacza odleglo$¢ punktu 4 od prostej a oraz 3x+ 1 dtugoS¢ promie-
nia okregu o ( A;r). Dla jakich x € R prosta a bedzie:

a) styczna do okregu o (A;r);

b) sieczng okregu o (A;r);

¢) rozlaczna z okregiem o (A;r)?

. Jedli cieciwa dzieli obwod okregu w stosunku 3:5, to w jakim stosunku dzieli pole kota?

1. Okrag podzielono na trzy czgsci, ktorych dtugosci sag w stosunku odpowiednio 2:3:4.

Przez punkty podziatu poprowadzono styczne do okregu. Oblicz miary katow otrzy-
manego trojkata.

Punkty 4, B, C nalezace do okregu dzielg go na fuki ZB, 73_5, 674, ktorych dtugosci
pozostaja w stosunku odpowiednio 4:5:3. Wyznacz katy wewnetrzne tego trojkata.

Punkty 4, B, C, D nalezace do okregu dziela go na fuki ;1_1\3, /556, 6?), b?l, ktorych
dtugosci pozostaja w stosunku odpowiednio 3:6:5:4. Wyznacz katy wewngtrzne
czworokata ABCD.

. Oblicz promief r okrggu wpisanego w wycinek kotowy o promieniu R i kacie Srod-

kowym 60°. Oblicz stosunek tego wycinka do pola kota wpisanego.

W wycinek kola K, o promieniu 6 wpisano kofo K, o promieniu 2. Oblicz pole wy-
cinka kota K .

Dtugos$¢ brzegu pierscienia kotowego jest rowna 8, a jego pole jest rowne 4. Oblicz
diugos¢ promieni tego pierScienia.

Na ptaszczyznie obrano dowolnie 2002 punkty. Udowodnij, ze na dowolnym okre-
gu o promieniu dlugosci 1, lezacym na tej plaszczyZnie, istnieje taki punkt B, ze
A B+A,;B+ ...+ A0 B> 2002.

3. Odlegtosci punktu od prostej

3.1.

3.2.

Oblicz odleglo$¢ poczatku uktadu wspodirzednych od prostej o rownaniu y = 2x + 4.

Znajdz na osi rzednych taki punkt P, aby jego odlegtos¢ od prostej
[:3x—4y+12=0byla rowna odlegtosci tego punktu od poczatku uktadu wspot-
rzednych.

Wykaz, ze prosta Sx—2y—1=0 jest jednakowo oddalona od prostych:
5x=2y+7=015x-2y-9=0.
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34.

Proste o rOwnaniach 2x+y+2=0 1 3x+4y+24 =0 przecinaja osie ukltadu
wspOlrzednych w punktach odpowiednio 4, B, C i D. Wyznacz odlegtoSci danych
prostych od poczatku ukfadu wspoirzednych oraz oblicz pole czworokata ABCD.

Udowodnij, ze odleglos¢ miedzy prostymi rownoleglymi o rOwnaniach
|C1_C2|

JA*+ B
Na brzegu jeziora w ksztalcie kota znajduja
si¢ przystanie A i1 B, rozmieszczone syme- A
trycznie wzgledem Srodka O tego kofa. Roz-
strzygnij, ktora z drog od przystani A do
przystani B jest krotsza: wzdtuz brzegu tego
kota czy wzdluz tamanej ztozonej z trzech Q
odcinkow réwnej dtugosci, z ktorych kazde
dwa kolejne sg do siebie prostopadie. \7

Ax+By+C =0i Ax+By+C,=0jest rowna

4. Wzajemne pofozenie okregu i prostej

4.1.

4.4.

4.6.

4.7.
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Okresl wzajemne polozenie prostej /i okregu S, gdy:
a) l:x—2y+5=0,S:x*+y*=36;

b) L:ix+y+2=0,8:x+y’=2x-2y—-2=0;

¢) Lix—y—2+,/2=0,5:x*+y*=2x+2y+1=0.

Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkty 4 =(3;0)i B=(-1;2),
wiedzac, ze Srodek tego okregu nalezy do prostej o rownaniu x—y+ 2 = (.

Wyznacz réwnanie okregu o srodku 4 = (3;0)i B=(—1;2), odcinajacego na prostej
x—y+2=0cieciwe o dlugosci 16.

Napisz rownanie okregu o Srodku lezagcym na prostej o rownaniu —3x+y—2=0
i przechodzacego przez punkty A =(=3;-1) i B=(1;-23).

Napisz rownanie stycznej do okregu o rownaniu x> +y*= 10w punkcie 4 = (1;3).

Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (4;4) i stycznego do osi
rzednych w poczatku uktadu wspotrzednych.

Napisz rownanie okregu przechodzgcego przez punkt P=(9;9) i stycznego do osi
OX w punkcie 4 = (6;0).
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4.8.
4.9.
4. 10
4.11.

4.12.

4.14.

4.19.
4.20.
4.21.

4.22.

Wykaiz, ze prosta o rOwnaniu 5x—12y+9 = 0 jest styczna do okregu o rOwnaniu
(x=1)y+(y+1)=4.

Znajdz rownanie okregu przechodzacego przez punkt 4 = (—4;2) i stycznego do osi
OX w punkcie B=(2;0).

Znajdz rownanie okregu o promieniu dlugosci 8, wiedzac, ze okrag ten jest styczny
do prostych o rownaniach3x—4y+ 10=013x+4y=0.

Znajdz rébwnanie okregu wpisanego w trojkat, ktorego boki zawieraja si¢ w prostych
oréwnaniach x+y+12=0,7x+y=0i7x—-y+ 28 =0.

Wyznacz rownanie stycznej do okregu o rownaniu x> +y’— 4x+ 2y =0 w punkcie
A =(3; 1) nalezacym do tego okregu.

. Napisz rownanie okregu o Srodku w poczatku uktadu wspoirzednych i stycznych do

prostej o rownaniu 6x— 8y + 10 = 0.

Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (7;9) i stycznego do osi
OX w punkcie B=(4;0).

5. Dla jakich ¢ prosta o rownaniu 4x— 3y +c= 0 jest styczna do okregu o rOwnaniu

x?+y?=25?

. Napisz rownanie okregu stycznego do osi OX, wiedzac, ze jego Srodek nalezy do osi OY.
. Napisz rownanie okregu o promieniu r = 3, stycznego do obu osi ukladu XOY.

. Napisz rownanie okregu o Srodku s = (2; —3), stycznego do osi OX.

Napisz rownanie okregu o promieniu 7 =./5, stycznego do prostej o réwnaniu
x—2y—1=0wpunkcie 4 =(3;1).

Napisz rownanie okr¢gu o promieniu rownym /51 stycznego do prostej o réwnaniu
x+2y-1=0,wiedzac, ze jego Srodek lezy na osi OY.

Oblicz odlegtoéé¢ srodka okregu o rownaniu x>+ y”+ 4x— 2 y= 0 od prostej o rOw-
naniux—2y-4=0.

W trdjkacie rownobocznym ABC punkt A4, jest Srodkiem boku BC. B jest Srodkiem
bokuAC, C - Srodkiem boku AB. Udowodnij, ze A, C, jest styczng do okregu prze-
chodzacego przez punkty 4, B, C.

. Dany jest okrag o rownaniu x> +y°—8x+ 12 =0.

a) Napisz rownania stycznych do tego okregu, poprowadzonych z poczatku uktadu
wspotrzednych.

b) Oblicz pole figury ograniczonej stycznymi okregu i jego krotszym tukiem, wy-
znaczonym przez punkty stycznosci.

143



Zadania

i 4.24.

w 4.26.

* 4.27.

Na okregu obrano trzy rdézne punkty A, B, C tak, ze odcinek AB jest Srednicg okre-
gu. Styczna do okregu w punkcie B i sieczna AC przecinaja si¢ w punkcie M. Wykaz,
ze styczna do okregu w punkcie C dzieli odcinek BM na rowne czeSci.

. W trojkacie ABC wpisano okrag styczny do bokdw trojkata w punktach DEF. Przyj-

mujac, ze dane sa katy wewnetrzne @, 3, ¥ trojkata ABC, wyznacz katy wewnetrzne
trojkata DEF.

Z punktu D lezacego poza okregiem o Srodku O poprowadzono styczne do tego okre-
gu w punktach B i C. Przez punkt B prowadzimy prosta rownolegta do prostej DC,
przecinajaca okrag w punkcie A. Kat ostry miedzy prostymi 4B i BD ma miare 60°,
a ponadto BD = 10.

a) Wyznacz miary katow wewnetrznych czworokata OCDB.

b) Oblicz pole trojkata BCD.

Dany jest okrag o srodku O i promieniu R. W okregu tym poprowadzono Srednice
i rownolegta do niej cieciwe. Na Srednicy tej obrano w odleglosci 7 od Srodka O punkt M.
Oblicz sume¢ kwadratow odlegtosci punktu M od koncow poprowadzone;j cigciwy.

5. Wzajemne potozenie dwoch okregow

3.1

5.3.
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Okresl wzajemne pofozenie okregdw, gdy:
X4y’ =2x—4y-6+2,/10=01 x*+y*—4x+2y+4=0,

Znajdz odleglos¢ srodkéw okregdw danych rownaniami:
a) X2+y2=51 (x— 1)+ (y+ 1) =25
b) x*+y*=2y=01i x*+y*=2x=0.

Okre$l wzajemne potozenie okregdw o (A;a)io(B;b), wiedzac, ze:
a) a=/3+/2,b=./3-/2,Ab=/5+2;

/5o 1
JS=1" J/5+1

Okresl wzajemne potozenie okregdw O (A;a)i O (B,b), wiedzac, ze AB=15,a=9
ib=32.

b) a= ,AB=1.

Niech AB=6-3y,a=2y+3,b=7-y.Dlajakich y € R okregio(A;a)io(B;b):
a) sa styczne wewnetrznie;
b) o(A;a)zawiera si¢ we wnetrzu kota k ( B;b)?

Wiadomo, ze p,ge R, i p>q. Okresl wzajemne polozenie okregoéw o(A;a)
io(B;b),jezeli:

2 2
+ —
a:<p2q)’b:(pzq)’AB:p%qz‘
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5.7.

5.10.

W

9]
i
o

wn

5.16.

5.19.

A2,

4.

Dane sa dwa okregi: 0(A;r)io(B;r), przy czym AB> 2r. Jaka figura jest zbior
punktow plaszezyzny, ktorych odlegtodci od okregéw danych sg rowne?

Dany jest okrag o (O;R). Ile okregéw o promieniu r mozna umieSci¢ na zewnatrz
tego okregu tak, aby kazdy z nich byl styczny do danego okregu i do dwoch sasied-
nich.

W trojkat rownoboczny wpisano trzy jednakowe okregi w ten sposob, ze kazdy
z nich jest styczny do dwdch pozostalych okregdw oraz do dwoch bokow trojkata.
Oblicz promien tych okregow, wiedzac, ze bok trojkata jest rowny a.

W polkole o srednicy AB= 2 R wpisano okrag styczny do Srednicy AB w jej Srodku.
Znajdz promien okrggu stycznego réwnoczesnie do polokregu AB, do wpisanego
okrggu oraz do Srednicy AB.

. Na danym odcinku a oraz na jego pofowach, jako na Srednicach, zakreslono trzy

okregi. Znajdz promien okrggu stycznego do tych trzech okrggow.

Na danym odcinku i jego nieréwnych czg¢Sciach a i b, jako na Srednicach, zakreslo-
no trzy okregi. Znajdz promien okregu stycznego do tych trzech okregow.

. Z wierzchotkow kwadratu o boku a, jako ze Srodkow, zakreSlono cztery okregi

0 promieniu %' Znajdz promienie okregow stycznych do tych czterech okregow.

W okrag o promieniu R wpisano trzy jednakowe okregi wzajemnie stycznie oraz
styczne do danego okregu. Wyznacz ich promien.

. Dane sg dwa okregi: 0 (O ;r)io(O,;R), gdzie O, 0,=d (d>r + R). Oblicz dlugos¢

wspolnej stycznej zewnetrznej x oraz wspolnej stycznej wewnetrznej y.

Dwa okregi s styczne wewnetrznie w punkcie 4 oraz AB jest Srednicg wigkszego okre- -
gu. Cigciwa BD wigkszego okregu jest styczna do mniejszego okregu w punkcie C. Wy-
kaz, ze polprosta AC jest dwusieczng kata BAD.

. Dany jest okrag o (O;r) i punkt P nalezacy do tego okregu. Skonstruuj styczng do

okregu o (O;r) przechodzaca przez punkt P.

. Dany jest okrag o (O;r)i prosta a. Skonstruuj styczna do okregu o (O;r) rownolegla

do prostej a.

Skonstruuj okrag o promieniu diugosci r styczny do dwdch danych przecinajacych
si¢ prostych a, b.

. Narysuj okrag o promieniu dfugosci 1 styczny wewnetrznie do kazdego z okregow

0(A;3)io(B;5), wiedzac, ze AB=3.

. Oblicz dtugos¢ okregu bedacego brzegiem kofa o polu S.
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. Oblicz dlugosci dwoch okregdw stycznych wewnetrznie, wiedzac, ze odlegtosc Srod-

kow tych okregow jest rowna 4, za$ stosunek dtugosci ich promieni wynosi 3

. Odlegto$¢ srodkdéw okrggdw o promieniach 15 i 10 jest rowna 20. Wyznacz odle-

glos¢ srodkdw tych okregéw od punktu przecigcia si¢ prostej przechodzgcej przez
Srodki tych okregow.

Dwa okregi o promieniach 5 i 12 sa styczne wewnetrznie. Prosta przechodzaca przez
punkt styczno$ci wyznacza w kazdym z tych okrggdw cieciwe. Jedna z tych cigciw ma
diugosc 8. Jaka diugos$¢ ma druga cigciwa?

. Dwa okregi, kazdy o promieniu dfugosci 10 cm, s3 styczne zewnetrznie. Ze Srodka

jednego okregu poprowadzono styczne do drugiego okregu. Oblicz pole obszaru
ograniczonego stycznymi i fukami okregow.

. Oblicz pole pierScienia kotowego o szerokosci a, wiedzac, ze diugosc jego brzegu

wynosi d.

. Roznica dtugosci dwoch okregdw, ktorych suma jest brzegiem pierScienia kofowe-

go, wynosi m. Oblicz szeroko§¢ tego pierScienia.

. Wykaz, ze pole pierScienia o promieniu r i R, gdzie r < R, jest rowne polu kofa, kto-

rego Srednicg jest cigciwa okregu wigkszego, styczna do okregu mniejszego.

Dwa okregi sg styczne zewngtrznie w punkcie A. Poprowadzono prosta, styczng do
obu okregdéw odpowiednio w punktach B i C. Udowodnij, ze kat BAC jest prosty.

. Dane sa dwa wspoltsrodkowe okregi. Cieciwa wigkszego okregu, styczna do mniej-

szego okregu, ma 10 cm diugosci. Oblicz pole pierScienia kolowego wyznaczonego
przez te okregi.

31. Na odcinku o diugosci 16 cm oraz na jego potéwkach, jako na Srednicach, zakreslo-

no trzy okregi. Wyznacz diugo$¢ promienia okregu stycznego do tych trzech okre-
gow.

32. Na plaszczyznie danych jest sze$¢ rownych okregéw o promieniu r i jeszcze jeden

okrag o danym promieniu R. Kazdy z tych szeSciu rownych okregow jest styczny ze-
wnetrznie do dwoch innych sposrod nich i styczny wewnetrznie do okregu o promie-
niu R. Wyznacz dtugo$¢ promienia r.

. Okregi o promieniach dtugosci 3, 4 i 5 sa parami styczne zewngtrznie. Przez punkt

stycznosci okregéw o promieniach 3 i 4 poprowadzono wspdlng styczng do tych
okregdw. Oblicz dtugos¢ odcinka tej stycznej zawartego w okregu o promieniu 5.

. W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczng CD. Wiadomo, ze Srodek okregu wpi-

sanego w trojkat BCD pokrywa si¢ ze Srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
Wyznacz miary katow trojkata ABC.
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* 5.35.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Na ptaszczyznie dane sa okregi S, 1 S, przecinajace si¢ w punktach 4 i B. Przez
punkt A poprowadzono prosta, przecinajaca okregi S,1.5, odpowiednio w punktach
CiD. Przez punkty C i D poprowadzono proste rownolegte, z ktorych jedna przeci-
na okrag S, w punkcie E, a druga przecina okrag S, w punkcie F. Udowodnij, ze
punkty E, B i F leza na jednej prostej.

36. Dany jest okrag o Srodku O i promieniu R. Poprowadzono dwie prostopadte Sredni-

ce AB 1 CD tego okregu i cieciwe AM przecinajaca Srednice CD w punkcie N. Wie-
dzac, ze w czworokat OBMN mozna wpisaé okrag, wyznacz miar¢ kata miedzy
cieciwa AM i Srednicg AB.

B

6. Katy w kole /7 A
C ‘

Oblicz miary katow ACB, CAB, ACO i CAO, wiedzac, ze
<BOC=80°,a<AOB=50".

Z wierzchotka rombu ABCD zakreslono okrag przechodzacy przez trzy pozostate
wierzchotki. ZnajdzZ miary katow tego rombu.

Z punktu A lezacego na okregu poprowadzono Srednice AB i cigciwe AC. Kat zwar-
ty miedzy AB i AC ma miar¢ 30°. Przez punkt C poprowadzono styczng do okregu
przecinajaca przedtuzenie Srednicy w punkcie D. ZnajdZ miar¢ kata CDA. Jakim
trojkatem jest ADC?

Dwa kolejne katy Srodkowe AOB i BOC okregu o Srodku O sg odpowiednio rowne
58°142°. Wyznacz katy wewnetrzne trojkata ABC.

Na trojkacie ostrokatnym ABC, w ktorym kat wewnetrzny przy wierzchotku C jest
rowny 72°, opisano okrag o Srodku O. Wyznacz katy wewnetrzne trojkata AOB.

W koto wpisano trojkat ABC. Miary katow CAB i CBA wynosza odpowiednio 40°
180°. Styczna w punkcie C przecina przedtuzenia bokow AB w punkcie D. Oblicz
miary katow trojkata BCD.

A
Punkty A, P, B leza na tej samej prostej. ROwniez na

jednej prostej leza punkty O, R, B. Odcinek PB jest P
Srednicg okregu. Znajdz miare kata PAC.

v
C R B

W dany kat BAC wpisano okrag. Punkty stycznoSci okregu z ramionami kata dziela
ten okrag na dwa fuki, z ktorych jeden jest 1 3 razy dtuzszy od drugiego. Znajdz wiel-
kos¢ kata < BAC.

Cigciwy AB i CD danego okregu sa prostopadte. Oblicz miar¢ kata ACD wiedzac,
ze kat <CDB= 36°.
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6.10.
6.11.
6.12.
76.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

v 6.18.

= 6.19.

7 6.20.

Punkty 4, B, C, D naleza do okregu o $rodku O. Oblicz miare kata ABC, wiedzac,
ze kat < AOB=120°ikat <BDC=10".

W trojkacie rownoramiennym kat miedzy dwusiecznymi katow przy wierzchotku
i przy podstawie jest rowny 130°. ZnajdZ miary katow trojkata.

Na trojkacie o bokach dtugosci 6,8 i 10 opisano koto, w ktore nastepnie wpisano ko-
to. Oblicz sume diugosci promieni obu tych kot.

W tréojkat rownoramienny ABC, w ktorym AC = BC, wpisano okrag o Srodku O.
Wyznacz miary katow tego trojkata, wiedzac, ze <4O0B=110".

W trojkat rownoramienny ABC, w ktorym AC = BC, wpisano okrag o Srodku O i na
trojkacie tym opisano okrag o srodku S. Wiedzac, ze <ACB= 40", wyznacz miarg¢
kata SAO.

Trojkat ABC jest wpisany w okrag. Styczne do tego okregu w punktach A, B, C wy-
znaczaja nowy trojkat. Znajdz miary katow tego trojkata w zaleznosci od miar kg-
tow trojkata ABC.

W trojkacie ABC wpisanym w okrag <4 = 48" i <B= 68". Wyznacz miar¢ kata mig-
dzy prosta AB i styczna do tego okregu w punkcie C.

Srednica AB i cieciwa MN okregu przecinaja sie w punkcie K. Kgt MKB ma miare
78°, a kat Srodkowy oparty na tuku BM ma miare 48°. Wyznacz miar¢ kata AMN.

Prosta aczaca wierzchotek C trojkata ABC ze Srodkiem S okregu wpisanego w ten
trojkat przecina okrag opisany na tym trdjkacie w punkcie M r6znym od C. Udo-
wodnij, ze MS= MA.

W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczna CD. Wiadomo, ze Srodek okregu wpi-
sanego w trojkat BCD pokrywa si¢ ze Srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
Wyznacz miary katow trojkata ABC.

W tréjkat rownoboczny ABC wpisano okrag o srodku O. Styczna do tego okregu
przecina boki CA i AB odpowiednio w punktach M i N. Na bokach tych obrano jesz-
cze takie punkty M i N, ze AM,=CM i BN,= CN. Wykaz, ze punkty M ;, O, N, le-
73 na jednej prostej.

7. Trojkat i jego punkty szczegodine

7.1.

148

Oblicz obwdd i pole trojkata przedstawionego na rycinie.

8




VIIl. Elementy geometrii ptaszczyzny

7.2.

7.4.

7.5.

7.6.

7.17.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.14.

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C. Wiado-
mo, ze bok AB= 5, wysoko$¢ CC' = 2,4, a dtugoSci bokow AC i BC sa liczbami na-
turalnymi i AC < BC. Wyznacz obwod trdjkata rownoramiennego, ktorego dwa

boki maja diugosci % ACiBC.

Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego ma dtugos¢ 15. Promien okregu
wpisanego w ten trojkat ma dtugos¢ 3. Oblicz pole tego trojkata.

Dwusieczna kata prostego ACB w trojkacie ABC tworzy z wysokoscig opuszczong

na przeciwprostokatng kat 12°. Wyznacz katy ostre trojkata ABC.
D

Wyznacz kat DAC, wiedzac, ze AB = AC = AD oraz kat C

CBD ma miarg 40° (patrz rycina). ‘

B A

W trojkacie ABC kat wewnetrzny przy wierzchotku C jest réwny 68°, a dwusieczne
katow wewnetrznych przy wierzchotkach A i B przecinajg si¢ w punkcie D. Wyznacz
kat ADB.

Wyznacz miary katow trojkata ABC, jesli wiadomo, ze dwusieczna kata C tego troj-
kata ma dtugos¢ rowng dlugosci boku AC Iub BC i nachylona jest do boku AB pod
katem 80°.

Wykaz, ze jezeli w trojkacie rownoramiennym dwusieczna kata wewnetrznego przy
podstawie jest prostopadta do ramienia trojkata, to trojkat jest rownoboczny.

Wykaz, ze jesli dtugosé¢ srodkowej CD trdjkata ABC jest rowna potowie dltugosSci
boku 4B, to trojkat ten jest prostokatny.

Wykaz, ze Srodek okregu wpisanego w trdjkat lezy najblizej wierzchotka najwiek-
szego kata w tym trojkacie.

Wykaz, ze je§li punkt P jest punktem wewne¢trznym trojkata ABC, to kat
<BPC > <BAC.

Prosta MN jest rownolegla do boku AB trdjkata ABC i przecina bok AC w punkcie M
oraz BC w punkcie N. Oblicz:

BC,jezeli AC+BC=9,CM=4iCN= 1L

. Przyjmujac za dane dtugosci bokow trojkata, znajdz dtugosci odcinkow, na jakie

dzielg boki punkty styczno$ci okregu wpisanego w ten trojkat.

W trojkat ABC o katach 40°, 60°, 80° wpisano okrag. Punkty stycznoSci potaczono
odcinkami, otrzymujac trojkat KLM (K € AB, L € BC, M € AC).
a) Uzasadnij, ze trojkaty: AKM, BKL, CLM sa rOwnoramienne.
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< 7.16.

w7.17.

w 7.18.

~7.19.

* 7.20.

* 7.21.

* 7.22.

*7.23

* 7.24.

* 7.25.

* 7.26.
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b) Oblicz miary katow trojkatow AKM, BKL, CLM.
¢) Oblicz miary katow trojkata MKL.

. Dwusieczne katow trojkata ABC przecinaja sie w punkcie O. Przez punkt O popro-

wadzono proste rownolegte do bokow AB 1 AC, przecinajace bok BC w punktach D
i E. Udowodnij, ze obwod trojkata OED jest rowny odcinkowi BC.

W trojkacie ABC dwusieczne katow B i C przecinajg si¢ w punkcie X. Przez punkt X
poprowadzono rownolegia do AB, przecinajacg bok AC w punkcie K i bok BC
w punkcie L. Wykaz, ze KL = AK+ BL.

Udowodnij, ze w kazdym trojkacie nierbwnoramiennym: ortocentrum H, Sro-
dek O okregu opisanego na tym trdjkacie, rzuty punktu O na wysokosci tego trojka-
ta, rzuty ortocentrum H na symetralne bokow oraz rzuty ortocentrum H na proste
taczace O z wierzchotkami tego trojkata leza na jednym okregu.

Udowodnij, ze w trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b przeciwprosto-
katnej ¢ i wysokosci 4, opuszczonej z wierzchotka kata prostego spetniona jest nie-
rownos¢ c+h,.>a+b.

Na plaszczyznie dane sa proste a i b, do siebie rownolegte. Na prostej a obrano kolejno
punkty A, B, C. Przez punkt B poprowadzono prosta c, przecinajacg prosta b
w punkcie D. Ponadto narysowano dwusieczne katow ABD 1 DBC, przecinajace
prosta b w punktach E i F. Udowodnij, ze ED = DF.

WysokoSci trojkata ostrokatnego ABC przecinaja si¢ w punkcie H. Wiadomo, ze
AB=CH. Znajdz miar¢ kata ACB.

W czworokacie wypuklym ABCD: <BAC=20°, <BCA=35", <BDC= 40",
<BDA=70". Znajdz miare kata miedzy przekatnymi tego czworokata.

Na bokach AB i1 AC trojkata ABC obrano odpowiednio takie punkty L i M, ze

SAL=2AB14 AM=3 AC. Odcinki BM i CL przecinaja si¢ w punkcie P, a odcinki

AP 1 BC w punkcie N. Wyznacz %

. Odcinki AD, BE i CF sa wysokoSciami trojkata ABC i jednocze$nie dwusiecznymi

katow wewnetrznych trojkata DEF. Wyznacz miary katow trojkata DEF, wiedzac, ze
katy trojkata ABC maja miary 45°,60°175".

Wykaz, ze pole S trojkata o bokach diugosci a, b, ¢ mozna wyrazi¢ wzorem
S= /p(p —a)(p-b)(p—c), gdzie 2p=a+b+c (jest to tzw. wzOr Herona).

W trapezie ABCD boki nierownolegle AD i BC sa wzajemnie prostopadle. Ponadto
<DAC=<ABC=30", AD =8. Oblicz pole i obwdd tego trapezu.

Wyraz pole trojkata w zaleznoSci od dtugosci jego wysokosci A, hy, k..
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8. Twierdzenie Talesa i doft odwrotne

8.1.

8.6.

8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

Odcinek o danej diugosci podziel na odcinki w stosunku %

Dane sg odcinki p, g i r. Skonstruuj odcinek o dlugosci x taki, ze:

a) piq=r:x; b) p-x=q% c) x-p’=q%
+ .
d) pr=q-r: e) x= LT T
p
Dane sg punkty P i Q oraz odcinki o dfugosciach p i g. Skonstruuj na prostej taki
punkt R, ze g% =£

Dane s3 odcinki o dlugosciach a, b, c, d, e. Skonstruuj odcinek y taki, ze y = a—c'li_)é—c.

Boki trojkata maja dlugosci a, b, x. Dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchot-
ku przeciwleglym bokowi o dlugosci x odcina na przedtuzeniu tego boku odcinek
o dtugosci c. Oblicz x.

Boki trojkata majg dtugosci 7, 4, x. Dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchol-
ku przeciwleglym bokowi o diugosci x odcina na przedtuzeniu tego boku odcinek
diugosci 5. Oblicz x.

Dany jest trapez ABCD o bokach réwnolegtych AB i CD. Oblicz pole trojkgta BCM,
wiedzac, ze M jest srodkiem boku AD oraz AB=a i CD= b, wysokoS¢ trapezu jest
rowna h.

W trojkacie ABC prosta rownolegla do boku BC wyznacza na boku AC punkt O,
a na boku AB punkt E w taki sposdb, ze AD=9, AE =61 EB=4. ObliczAC.

W trapezie o podstawach a, b i ramionach p, g przedtuzenia ramion przecinajg sig,
tworzgc trojkat wraz z krotsza podstawa b trapezu. Oblicz obwod tego trojkata.

W rownolegloboku ABCD na przekatnej AC wybieramy punkt M. Przez ten punkt
prowadzimy proste rownolegte do bokéw AB i AC. Prosta rownolegta do AB prze-
cina boki AD i BC tego rownolegioboku odpowiednio w punktach M i M ,, zas$ pro-
sta rownolegla do prostej AD przecina boki AB i CD odpowiednio w punktach M ,
iM,

a) Udowodnij, ze MM - MM ,= MM ,>- MM ..

b) Dla jakich punktow M jest M, M |l M M ,?

AA', BB, CC' sa wysokosciami trojkata ABC, za$ H jest ich wspolnym punktem.
M i N sg odpowiednio rzutami prostokatnymi punktu A' na proste AB i AC. Wy-
mief wszystkie pary odcinkéw, ktorych koncami sa punkty 4, B, C, A, B',C', H, M,
N i ktorych stosunki sg rowne %
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8.12.

8.14.

8.15.

< 8.16.

w 8.17.

¥ 8.18.

W trojkacie ABC przez Srodek srodkowej CC | poprowadzono prosta rownolegia do

prostej BC. Prosta ta przecina bok AC trdjkata w punkcie D. Znajdz wartos¢ liczbo-

wa stosunku g—g

. Punkt O jest punktem przeciecia przekatnych trapezu ABCD, w ktorym AB || CD.

a) Wypisz wszystkie pary odcinkow, ktorych koficami sg punkty A, B, C, D, O i kt6-
rych stosunki sg rowne —g%

b) Udowodnij, ze punkt O jest srodkiem odcinka wycigtego przez brzeg trapezu
z prostej przechodzacej przez O i rownoleglej do AB.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB= 12, BC= 8, AC = 10. Poprowadzono prosta
rownolegta do AC, dzielaca obwdd trdjkata na potowy. Oblicz dtugosci odcinkow
wyznaczonych na bokach AB i BC przez t¢ rownolegla.

Podstawy trapezu maja diugosci a i b (a > b). Oblicz dtugos$¢ odcinka taczacego
srodki jego przekatnych.

W réwnolegtoboku ABCD, w ktorym AB || CD, punkt M jest §rodkiem boku 4B,
a punkt K jest Srodkiem boku CD. Udowodnij, ze odcinki AK i MC dziela przekat-
na BD na trzy réwne czgSci.

W réwnolegloboku ABCD obrano na boku BC punkt F. Prosta AF przecina prze-
katng BD w punkcie E, a prosta DC w punkcie G. Udowodnij, ze AE = /EF - EG.

Przez punkt przeciecia przekatnych trapezu o podstawach dtugoscia i b przeprowa-
dzono odcinek rownolegly do podstaw, az do przecigcia si¢ z ramionami. Wyznacz
diugos¢ tego odcinka.

9. Czworokat wpisany w okrag

9.1.

94.

152

Oblicz miary katow ACB, CAB, ACO i CAO, wiedzac, ze B A
<BOC=80° a<AOB=50". "
C

Z wierzchotka rombu ABCD zakreSlono okrag przechodzacy przez trzy pozostale
wierzchotki. Znajdz miary katow tego rombu.

Znajdz dlugoS¢ wysokoSci trapezu rownoramiennego o podstawach diugosci 12
13, wiedzac, ze w ten trapez mozna wpisac okrag.

Oblicz diugos¢ ramienia i przekatnej trapezu rownoramiennego o podstawach diugo-
Sci 201112, wiedzgc, ze Srodek okregu opisanego lezy na wiekszej podstawie trapezu.
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9.6.

Dane sa miary & i 8 katoéw utworzonych przez przedtuzenia przeciwleglych bokow
czworokata wpisanego w okrag. Oblicz miary katow czworokata.

Oblicz dtugosé¢ promienia okregu opisanego na trapezie rownoramiennym, ktorego
rami¢ ma dfugos¢ /10, a podstawy odpowiednio 6 i 4.

10. Czworokat opisany na okregu

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

w 10.9.

Na okregu o promieniu dtugosci 4 opisano trapez réwnoramienny, w ktorym miary
katow przy podstawie AB maja po 30°. Oblicz pole i obwod trapezu.

Pole powierzchni trapezu rownoramiennego opisanego na okregu rowne jest S.
Miara kata ostrego trapezu wynosi 30°. Oblicz dtugos¢ ramienia trapezu.

Trapez ma dwa katy proste i jest opisany na okregu. Wyznacz diugosci jego bokow
nierownolegtych, jezeli dlugosci jego podstaw sg rowne a i b.

Oblicz obwdd trapezu opisanego na okregu, wiedzac, ze odcinek taczacy Srodki bo-
kow nierownoleglych tego trapezu ma dtugosc 8.

Oblicz pole trapezu réwnoramiennego, wiedzac, ze punkt stycznosci okregu wpisa-
nego w ten trapez z ramieniem trapezu dzieli to ramie na odcinki o dfugosci 211 5.

W trapez réwnoramienny o mniejszej podstawie rownej 1 wpisano okrag o promie-
niu rownym 1. Oblicz pole powierzchni trapezu.

Na okregu o promieniu diugosci r opisano trapez prostokatny. Diugo$¢ najkrotsze-
g0 z bokow trapezu wynosi % r. Oblicz pole trapezu.
Trapez ma dwa katy proste i jest opisany na okregu. Wyznacz diugosci nierownole-

glych bokow trapezu, jezeli diugosci jego podstaw sa rowne a 1b.

Odcinek taczacy wierzchotki 4 i C czworokgta ABCD wpisanego w okrag przecho-

AB+AD _ AB+AD _ CD-CB

cDircB - b e eE T AB—aD

dzi przez §rodek okregu. Udowodnij, ze

% 10.10. W trapezie opisanym na okregu diugo$ci bokow nieréwnoleglych wynosza 3 i 5,

a odcinek taczacy §rodki tych bokow dzieli trapez na czworokaty, ktorych pola po-
zostaja w stosunku 5: 1 1. Wyznacz dtugosci podstaw tego trapezu.

#10.11. Udowodnij, Ze jezeli w trapez réwnoramienny mozna wpisac okrag, to Srednica te-

go okregu jest Srednig geometryczng diugosci podstaw tego trapezu.
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11. Rodzaje czworokatéw

11.1. W trapezie ABCD, ktorego podstawy AB i CD maja diugosci odpowiednio 12 8,
za$ wysokoS¢ ma dtugos¢ 5, przedtuzenia bokéw nieréwnolegtych przecinajg sie
w punkcie E. Oblicz pole trojkata ABE.

11.2. Oblicz dtugo$¢ wysokosci rombu, ktérego przekatne maja diugosci 14 i 16.

11.3. Oblicz dtugos¢ boku rombu wpisanego w rownoleglobok, wiedzac, ze przekatne
rownolegtoboku majg dfugosci 15 i 20, za$ boki rombu sg réwnolegte do tych prze-
katnych. ‘

11.4. Dowolny punkt M lezacy wewnatrz rownolegtoboku ABCD potaczono z jego wierz-
chotkami. Wykaz, ze suma pol trojkatow ABM i CMB jest rowna sumie pol trojka-
tow AMD i BMC.

11.5. W trapezie rownoramiennym wysokoS$¢ wynosi 14, a przekatne przecinaja sie pod
katem prostym i dzielg si¢ w stosunku 2:5. Oblicz pole tego trapezu.

11.6. W trapezie ABCD mamy dane katy przy podstawie o = 45° (przy wierzchotku A4)
i B=60° (przy wierzchotku B). Wiedzac, ze przekatna BD ma dtugoéé 6 ,/2 i jest
prostopadia do ramienia AD, oblicz dtugosci bokéw tego trapezu oraz jego pole.

11.7. W réwnolegtoboku ABCD zachodzi réwnos¢ AB= 2 - BC. Punkt M, ktory dzieli
bok AB na potowy, potgczono odcinkami z punktami C i D. Znajdz miare kata
CMD.

I1.8. Podstawy trapezu rowne s3 odpowiednio 3 i 2, a jego przekatne sa rowne 4 i 3. Ob-
licz pole powierzchni trapezu.

11.9. Obwod trapezu jest rowny 68. Jedna z przekatnych dzieli go na dwa trojkaty o ob-
wodach 48 i 60. Oblicz dfugos¢ tej przekatne;.

11.10. W trapezie ABCD podstawy maja diugosci AB=20, CD=12, a ramie AD=6.
O ile nalezy przedtuzy¢ rami¢ AD, aby przecielo si¢ z przediuzeniem ramienia BC?

11.11. W trapezie ABCD suma dlugosci obu podstaw wynosi 16. Przekatna AC dzieli ten
trapez na dwa trojkaty, ktorych pola s w stosunku 3:5. Przedtuzenia ramion trape-
zu przecinajg si¢ w punkcie P. Oblicz pole trojkata DCP, jezeli wiadomo, ze trapez
ma wysokos¢ 8.

11.12. W prostokacie jeden z bokoéw wydiuzono, drugi za$ skrocono 0 x%. W wyniku tych
zmian pole prostokata zmniejszyto sie 0 4%. Oblicz x.

11.13. Oblicz obwod czworokata, wiedzac, ze jego przekatna, ktorej dtugosé wynosi 7,
dzieli go na dwa trojkaty o obwodach 25, 35.
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11.14

11.15.

11.16.

11.17.

11.18.

v 11.19.

w 11.20.

w 11.22.

W 11.23

w 11.24.

* 11.25.

. Oblicz diugosé¢ przekatnej czworokata o obwodzie 60, wiedzac, ze przekatna ta
dzieli czworokat na dwa trojkaty o obwodach 34 i 36.

Prosta przechodzaca przez wierzcholek A rombu ABCD i niemajaca z rombem in-
nych punktéw wspdlnych przecina prosta BC w punkcie E, za$ prosta CD w punk-
cie F. Oblicz dtugo$¢ boku rombu, wiedzac, ze BE=4i DF=9.

W trapezie ABCD o podstawach AB i CD proste zawierajace boki nierownolegle
przecinaja sic w punkcie S. Oblicz obwod tréjkata CDS, wiedzac, ze AB=09,

4L cp=7iaD=51
BC=4<,CD=7iAD=57%.

Obwdd rownolegloboku jest rowny 24, za$ stosunek jego wysokoSci wynosi 2:3. Ob-
licz dtugosci bokow tego rownolegioboku.

Odcinek taczacy srodki przeciwlegtych bokéw czworokata wypukiego dzieli ten
czworokat na dwie figury o rownych polach. Udowodnij, Ze czworokat ten jest tra-
pezem.

Udowodnij, ze jezeli dlugos¢ wysokosci trapezu rownoramiennego jest Srednig geo-
metryczng diugo$ci podstaw, to w trapez ten mozna wpisac okrag.

Oblicz pole trapezu o podstawach dtugosci a i 4a, wiedzgc, ze mozna na nim opisac
okrag i mozna w niego wpisac okrag.

. Udowodnij, ze punkty przecigcia si¢ czterech dwusiecznych katow rownolegtoboku
niebedgcego rombem sa wierzchotkami prostokata.

Suma diugoéci ramion trapezu rownoramiennego stanowi % sumy dtugosci jego
podstawy, a stosunek dfugosci podstaw jest rowny 7:5. Wyznacz miary katow tego
trapezu.

. W czworokacie ABCD odcinki taczace Srodki przeciwlegtych bokow sa rownej diu-
gosci. Ponadto AC =2, BD= 1. Oblicz pole tego czworokata.

Na bokach n-kata foremnego zbudowano na zewnatrz kwadraty. Wiadomo, ze drugi
2 n-kat, ktorego wierzchotkami sa wierzcholki tych kwadratow niebedace wierz-
chotkami danego n-kata, jest foremny. Udowodnij, ze n = 6.

Udowodnij, ze trapez o podstawach AB i CD (AB> CD) mozna pocig¢ wzdtuz pro-
stej rownolegtej do ktoregokolwiek boku niebedacego podstawa na dwa czworoka-
ty o rtownych polach wtedy i tylko wtedy, gdy AB<3CD.
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* 11.26. W rombie ABCD kat przy wierzchotku 4 ma miare 60°. Okrag przechodzacy przez
srodek rombu i styczny do prostej AD w punkcie A przecina bok BC w punkcie E.

EC
Wyznacz stosunek BE

* 11.27. W romb o boku dtugosci 4 i kacie ostrym réwnym 60° wpisano okrag. Oblicz pole
prostokata, ktorego wierzchotkami sa punkty stycznosci okregu z bokami rombu.

* 11.28. Wykaz, ze pole S trapezu o podstawach dfugoscia ib (a > b) i bokach nierownole-
glych diugosci ¢ i d mozna wyrazi¢ wzorem:

_a+b
S_a—b

J(p—a)(p-b)(p-b—c)(p-b-d), gdzie 2p=a+b+c+d.
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Odpowiedzi

I. Elementy logiki matematycznej
1.2. Zdania logiczne: g); h). 1.3. Zdanie logiczne: ¢). 1.6. a) falsz; b) falsz; ¢) prawda. 1.9. Prawdziwe sa zdania: a),
b), d), falszywe: ¢). 1.10.b) 4; ¢) 1; f) 2. 1.11. d) d = %; e) e=—64; f) f= 4.2.7. Prawdziwe s zdania: b); ¢),

a fatszywe: d); ). 2.8.¢) (- 8)2 #64V /(=15 )2 # 15— falsz. 2.9. Prawdziwe sa zdania: b); ¢); d), a falszywe: ¢)
2.10.2) 3;b) 1; ¢) 52; d) 7); ) 10; f) 1; 2; g) 2; h) nie istnieje; 1) -5; j) 1; k) 10; 1) 6; m) nie istnicje. 3.5. Prawdziwe
sa zdania: ¢); e); f) ). 3.6. Prawdziwe sa implikacje: f); g); h), a falszywe: d). 3.7. a) -1;b) 4; ¢) 1;d) 8 e)-2);
£)-2; g) 6; h) 5; i) 0. 3.12. a) Prawda; b) prawda; c) falsz. 3.13. a) x = L, b) m = 72; c)x=3y=42z=5.

4.1. d) Przekgtne pewnego rownolegtoboku sg rownej dlugosci. e) Kolo jest figurg wypukla. (albo: Kofo nie jest
figura wklesla.) f) Kat rozwarty ma miarg wickszg niz 90°. 4.2. ¢) Zbiér liczb naturalnych jest nieskonczony lub
kwadrat jest figura plaska. d) Rombu nie mozna wpisa¢ w okrag i rombu nie mozna opisac na okrggu. ¢) -4 < 0
i 7 jest liczbg nieparzystg. f) Liczby 2 i % nie sg liczbami odwrotnymi i liczby 11 -1 nie sg liczbami przeciwnymi.
43.5)15.25 153 A-4 & N;)/5 e WA2 ¢ C;d) /121 ==11 AT [15,¢)5-6 =30 A (5 [35V 8 f25).
44.0)2x-4>3x+2:h)12d =18 = 3d;j)17 [24m. 5.9. Tautologiami s3 wyrazenia: e), f) za§ wyrazenia a), b),

¢), d) i g) nie sa tautologiami. 5.10. 2) A; b) V; ©) A, V; d) V; ¢) =; ) . 6.1. a) ”/E\N (n > %) b) k\G/C (Vkec)
SFAYERITY x/€\R<(x— ) =xi-2ee o) V(Y= vk k/e\c(k{ vk c); o A (3|('-k))
6.2. Prawdziwe sa zdania: b), d), e), f) i g). falszywe: a) i c).

6.3. 2) X\E/R(xz>x>; b) X\e/R(1x[ =x) o) X/e\R(x2> 0) d) X/E\R(4x+ 4=4(x+1))e) X\E/R< );Z; 1 3);

f) X\E/R(/P =x) ) X\E/R(xzz 4);h) ”\E/C(2|n); i) k\e/c (k jest liczbg zlozona); j) ”/E\C(é|n (n+1)(n+2))
64.0) N\ (n'>n?); b)aé\w(a eC)o) X\E/R(;ﬁ: 2} d) ”\E/C(n»*:nz); e) ”/E\F k\e/<~(”: k1),

neN

MeR xR
6.7. a) Warto§¢ bezwzgledna kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna. b) Istnieje liczba rzeczywista, ktorej
kwadrat jest rowny 2. c) Istnieje liczba rzeczywista, ktora jest mniejsza od swojej wartosci bezwzgledne;j. d) Istnie-
je liczba rzeczywista, ktora jest przeciwna do samej siebie. €) Dla kazdej liczby rzeczywistej istnieje liczba rzeczy-
wista od niej wigksza (albo: Zbior liczb rzeczywistych jest nieograniczony z gory.). f) Istnieje liczba rzeczywista
mniejsza od kazdej liczby rzeczywistej (albo: Zbior liczb rzeczywistych jest ograniczony z dotu.).

6.8. Zdaniami prawdziwymi sa: a), b), ¢), d) i ¢); falszywe: f). 6.9. a) \ ([x] < O); b) A (xzf 2);
x € R xeR

HV A (x<Mrg A V (x+y=0).65. Prawdziwe sq zdania: ), d), ¢) i g), falszywe: a), b) i ).
xeR yeR

c) /\(x> ‘x|); d) /\(—x;ﬁc); €) V /\(x?y); f) A V(x?y). 6.10. Podane rozumowanie jest po-
xeR xeR xeR yeR xeR yeR

prawne; wynika to stad, ze dla dowolnych zdan logicznych p i g wyrazenie [(p =q)A(p=~ q)] = (~p) jest
tautologia (sprawdz to!). 6.11. Kladziemy na kazda z szalek wagi po trzy monety, a dwic pozostawiamy na ubo-
czu. Jesli waga jest w réwnowadze, to falszywg monete mamy wiréd odliozonych dwoch monet. W drugim waze-
niu tych monet wykrywamy falszywa. Jesli w pierwszym wazeniu waga nie jest w rownowadze, to w drugim
wazeniu kladziemy na kazda z szalek po jednej monecie z trojki monet, ktora okazata si¢ w picrwszym wazeniu
1zejsza. Wtedy albo w drugim wazeniu waga jest w rownowadze (i fatszywa monetg jest ta odlozona moneta z roz-
patrywanej trojki), albo nie jest — i falszywa moneta jest 1zejsza. 6.12. Ktadziemy na kazda z szalek po pi¢¢ monet.
Jezeli zadna z szalek nie opadnie, to falszywa monete mamy wérdd pozostawionych pigciu monet. W drugim wa-
zeniu albo szalka z tymi wiasnie monetami opadnie (i wowczas falszywa moneta jest cigzsza), albo nie — i wtedy
falszywa moneta jest lzejsza. Jesli natomiast w pierwszym wazeniu jedna z szalek opadnie, to zdejmujemy z niej
monety i kladziemy na ich miejsce pozostale monety. Teraz albo szalki sg w rownowadze (i falszywa moneta
wsrod odfozonych monet jest cigzsza), albo jedna z szalek opadnie, co oznacza, ze falszywa monete mamy na
szalce, ktora nie opadia. Falszywa moneta jest wiec lzejsza.

II. Rachunek zhiorow

1.1. ¢) E zbi6r liczb pierwszych nieparzystych; f) F = {1,2,7,14}; 8) G = {1, L, %, % -é— %, % % '@;‘}

1.2.2) A = {x: x= 2", gdzie n jest liczbg naturalng nie wigksza od 10}; b) B = {p: p jest liczba pierwszg

i2 <p<50);c) C = {x:x=n’, gdzie n jest liczbg naturalng nie wigksza od 9}; d) D = {x: x jest parzystym dniem
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tygodnia}; e) E = {x:x jest jednostka masy i ciezaru}; f) F = {x:x jest znakiem rzymskim}; g) G = {x:x jest wie-
loScianem foremnym (bryla Platofiska)}. 1.4. a) 4 = {0, 1, 4, 9}; d) 4 = {(1; 0), (0; 1), (1; 1), (2; 0)}.

1.8.a) AUB=B;b) ANB=A;¢) A\C=A;d) ANC=2;¢) A\B=2;f) C\ A=C.1.9.a) AUB=A;

b) 4N B=B;c) A\ B=zbior réwnolegtobokéw, ktore nie sg kwadratami; d) BA = @. 1.10. Zbioér kwadratow.
L11.a)90°, 45°,45°. 1.13.b) B.n B = {1} =B;;c) A, B,= @ ¢) A VA=A, 1.15.4=1{1,2,3,6,9,18};

B ={2,3,5,7,11,13,17}; C = {4,6, 8,9, 10, 12, 14}. Zatem: AN B= {2.3},
AUB={1.2.3,5,6.7,9,11,13,17,18}, A\B= {1,6,9,18}, B\A = {5,7. 11,13, 17}, A\ C = {1,2,3, 18},
C\A4={4,810.12,14}, B\C=B,C\B=C,Bn C=2,BUC={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12,13, 14,17},
ANC={69},AUC=1{1,2,3,4,6,8,9.10,12,14,18, ANBNC=2, AUBUC={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
11,12,13, 14,17, 18}. 1.16. a) zbior liczb naturalnych podzielnych przez 6, b) zbiér liczb naturalnych podzielnych
przez 9, ¢) zbiér pusty, d) {2}. 1.17.a) 1 <x< 5. 1.18.2) {1,2,3,4}.

L19.¢) x € (=0012) U (5:6)(6: +o0 ), x € (=003 2) U (5:6) U (6; + 0 ) d) @, 2. 1.23. B\ 4 = {-1}.

127.a) ACB;d) AZ B;e) AZ B;f) ACB.128.a) A=B;b) A=B,c) A=B.129.a=4,b=2,c=3,d = L.
131X ={1.3.4,6}.132.2) E={1,2,3,4,5,6;b) E= {3,4}.1.33. 4= {1,2,3,4,5,6},

B={1.2,3,4,7,8,9, 10}, E={1,2,3,4,5,6,7.8,9,10, 11,12 }. 1.34. X = {3,5,7,9}. 1.35. a) skoficzony; c) skoii-
czony; e) nieskoficzony; f) nieskoficzony 1.36. Zbiorem punktéw cafej plaszezyzny. 1.37. Nie. 1.38. Tak.

2.8. a) Wykazemy, ze A U (A n B) cA

iACAU(ANB).Oczywiscie A C Ai AN BC A, wice

AU(ANB)CAorazA C AU (ANB). Tak wigc

AU (ANB)=A. Uwaga: Réwnosé t¢ mozemy wykazaé

na diagramie obok.

A ANB B

¢) Nietrudno pokazac, ze (A\B) UB=AUBoraz (B\A) UA =AU B. Zatem rzeczywiscie
(A\B)UB=(B\A)UA. d)Zauwaz, zc A\(A\B)=AnBorazB\(B\A)=AnB.2.10.a),c) A = B;b), e)
ANB=g;d) B CA.2.12.c) Dla dowolnego elementu X mamy: x € A U (B\C) exeAvVxeB\Ce
c»xeAv(xeB/\x¢C)=> (xeA VxEB)/\(xEA Vx¢C> ©x€AUBAXZC\A o

ex€ (AUB)\(C\A) 2.13.d) Tak; e) Nie. 2.15. Poréwnaj ponizsze diagramy:

A B A B
A\B B\A

A=B=(A\B)U(B\A) (AUB)\(ANB)=A-B

2.18. Tak, gdyz A= B=(A\B) U (B\A) = (B\4) U (A\B) = B+ A, co wynika z przemiennosci sumy zbiorow.
2.19. Poniewaz (A UB) = B=((AUB)\B)U(B\(AUB))=((AUB)\B)U@ = (AUB)\B=A\Boraz
A=(AnB)=(A\(ANB))u((AnB)\A)=(A\(ANB))Us=A\(ANB)=A\B,gdysBC AUB

AN B C A, wige rzeczywiscie (A UB )= B=A=( AN B). 2.27. Dowdd réwnosci tej wynika z okreSlenia sumy
iiloczynu zbiorow A i B. 2.28. Korzystajac z rownosci oraz z praw dzialafi na zbiorach, otrzymujemy:
|AuBUC|=|(4uB)uC|=|AUB|+|C|-|(4uB)nC|=
=|4[+[B|-|4AnB|+|C|-|(4nC)u(BnC)|=
=[4]+[B]+|C|-[AnB|-(|[AnC|+|BnC|-]4nCnBNC|)=
=|A|+|B|+|C|-|AnB|-|AnC|-|BnC|+|ANBNC]|
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IIl. Rachunek algebraiczny

16.532.17.31.19.53 B L11.m)0,8n)2 1:0)0,55,p) 3. 1.12.¢) 15.d) 205 ¢) 50; ) 30; ) 72. 1.13.2) 0, 615;
o)l % 1.15. A > B, 180 razy. 2.7.1000. 2.15.15000. 2.16. a) 1100 g maki, 340 g jaj, 220 g cukru, 220 g masta, 120 g

drozdzy; b) 0,83 kg. 2.17.80% - 120% = 0,8 - 1,2 = 0,96 = 96%. W obu przypadkach cena towaru obnizyla si¢
100

0100% — 96% = 4%. 2.18. Ta druga, to znaczy obnizka o0 25% i jeszcze 0 20%. 2.19. O 100 _pp %. 2.20. Pole dzial-

ki po zmniejszeniu jej wymiarow wynosi 70% - 80% = 0,7 - 0,8 = 0,56 = 56% pola przed zmniejszeniem. Zatem pole

zmniejszylo sig 0 44%. 2.21. 67,71 z1. 2.22. 16 z1. 2.23. Szkota liczy 200 uczniow klas czwartych, w tym 180 uczniow

zamierzajacych studiowaé. 72 uczniéw zdaje na socjologie, 36 na medycyng, 27 na prawo, 27 na matematyke i 18 na in-

formatyke. 25% liczby uczniéw zdajacych na socjologic stanowia uczniowie zdajacy na informatyke. 2.24. a) 27 % %;

b) 76 % %; c) Jane Ahonen i Sven Hannawald majg razem o 1100 kibicow wigcej niz Adam Malysz i Simon Amman.

2.25.0 20% 2.26. W referendum wzicto udziat 17393040 Polakéw, w tym 13566571 to euroentuzjasci. 2.27. Nie, zabra-
kto wymaganej 50% frekwencji. 2.28. Bartek zarobil na tej transakcji od 79 1. 2.29. Prezydent otrzymal 381 glosow,
premier 210, marszalek sejmu 189, a marszalek senatu 301. 2.30. Kierowca ma we krwi 0,4 promila alkoholu. 2.31. Po
zmieszaniu $mietany z mlekiem zawarto§¢ tluszezu w roztworze wynosita 15 % %, mozna wiec udowodni¢ 0szustwo,
dysponujac odpowiednim przyrzadem. 2.32. Tomek zarobitby wigcej, wplacajgc pieniadze na lokate. 2.33. Straty wy-
nosza 4500 z1. 2.34. Wedkarze moga za rok odlowic 12 ton ryb. 2.35. Kierowca zaplacitby mandat w wysokosci 1750 zt.
34.0)0.125;€) 64 ) 1 35.0) 2% g) (-m )ih) ¥ 36.0) 35 ) 8% H)=6.3.7.0) - 21081 =0,001

3
38.0 - 27a° b5 ) - S mi k) 8%y 2 ) A atht et 3.9.0)( =3 1 2) ==8,0)(0,04-25) = 1;
V=125 64 3 g

2 6
: o —6. 3% o) [ 4 _ly_ L. o .
i)(0,002-50) = 0,000001 3.10.b) 37 d) 3 ,e)<3).3.11. f)( %) = =355 1) (0,2) = 0,000064;

i)(-0.1 )x: 0.00000001. 3.12. g) —x® y® a*; h) —x°1° 2’ i) % a*b*c*d’.

ISR il B

8a’y’ . 254'p%c? } o 3 4 o 2y 2
~ 570 Zld“ €.315.b)4y 5 d)2 7 x '°y8-3-16-b)4”3§;0)37;€)§~3-17-e)(7a>;g)<§—b);h)—("nﬂ);
3

i) (%).3.1& a)d)b % e) b’ f) n'. 3.19.b) b’ d) 25x ¢ y% e) 8ab. 3.24.b) 26" — 24°< 27° - 257, bo

h)

26°-247=2-50< 252 =(27-25)(27+25) =277~ 25% ¢) 345" > 342 - 348, bo
345°> 3457 - 3°= (345 - 3)(345 + 3) = 342 - 348; ) 97> 27", b0 9% = 3*> 37 = 27"
3.25.b)1 1< 2< 6°< 3'"< 4%, 3.26. b) Drugie wyrazenie jest wigksze od pierwszego 0 12.

327 a) 23()+ 331]+ 41()> 3. 2410 gdyi43(): 230‘ 230: 23(). 415: 810‘ 415> 810_ 315> 8[0_ 31[2 3. 8]0' 310: 3. 2410.
2841 25+ 1 23 27 _ 750, H23 H27 50 L H2s _(~H2s ’
0)225+1>—227+1,b0(2 +1)(274 1) =204 2742+ 1> 27422 +1=(2"+1);

d)19%> 1618 - 20 - 22, gdyz19*>19* = 1=(197= 17)(19°+ 12)>(197- 17)(19°~ 3%) =

=(19 - 1)(19+ 1)(19 = 3)(19 + 3) = 16 - 18 - 20 - 22. 3.28.2) 207 - 299 = (298 — 1)(298 + 1) =298%— 17 < 298%;

b)457 - 31°> 447~ 30% & 457 447> 31°- 30" & (45 - 44)(45 +44) >

>(31-30)-(31+30) & 1:89>1:61 =89 >6l;

€)26'- 247= (26 — 24)(267+ 26 - 24 +247) =2 - (26°+ 26 - 24 + 247 ) > 8= 2= (26 - 24)

d) (17 + 13) = 1743175 13+ 317132+ 13> 177+ 137,

2 2 \ 25 25 N

3.29,3100_ 9150 _ <350) _ (275) _ (350+ 275)(350_ 275) > 350+275, gdyi?)so— 275 = <3z) _ (23> —92%5_g¥> |,

1 1

3
5

) 3 R S 1 1
41.0)0,6;1)18.522; g) 3; 42.6) 25,2025 0) 25,245,275 d) 25,25, 26,2 5, 25, 43.5)35,32,371¢) 36,3 0,32
1

1 1 7 13
T P e 11 9 3 8 - 16 1
d)34,39,36,3 8,327.4.6.f)ﬁ;g)z;h)—m.4.7.c)14;8; 2;2;2.48.c)c= m;f)f: E;g)gzg;

49.¢)2,/72 >3 /18 1) 4154 > 2 Y250, 2) 37 < Y190; 410.b) 1 d) 253 - o383 411 0) V5 -2 65,0017 /5,

2 g3 3, L ; S5x 28)54}’5, 4x’
£)18,/3 - 14 /2. 414.f) a* b* g)a- b’ h) b;j) 4 - b’ 4.15.b) /18x y, /W’/ 55— d) /0,125 ", 1/37,3%—27-.
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4-16-c)a2-b%;%-3/?;ab2-3b(a+b),ﬁ-S/E;d)a%z/éac,a%bwm,“;'c” f—
3-2/6)(3/6+2
a’b’ Mabcz417e)—11+4/§;f)8—3/7;i)( /—)(34f+ f) k) 1‘2/5;
3 2 /2
( o [22 o )4-19-f)%(3f—zﬁ);g)i(2+/_—f)~h)%(/E+10/6—9ﬁ+15ﬁ).

421c)7520d)1000e)o422d)/‘f)fg)3423d)4[ 23, 24rf)12/_.

62 4 1 1
§x.5.5.1)m +2m’n +n,J)§x +§xy+4y,k)zm +§mn+§n2;

1)0,04x°+0,04xy+ 0,01y~ 5.6.b) x’ = 3x* y+ 3x y> - y°, x3—6x2y+ 12xy2—8y3 %cf—azb+9abz—27b3

51.d)-2p*+3pg+le)2x’~

a*b®-3a’b*c*+3ab*c*—cC 5. f)O 0la’-36b% g) 5= 4 g Zesh Xty =922 58 aym’ —n’a -9,

1

4x7=25y%0,01a° - 36b%, — 5 x*+ 47, 55 &= 1 b o)’ —y,x—27y L X' = 25 ¥ 510.0) (2p+ 2g);

16
])(m+— )k)( r+%5)2.5.13.b)8(x+y),2(x+3y>2,2<2a2+3b2>2;c)(x—5y),(3x—2y),(a—:J,—b),
(O,lx—Sy)‘5.14.1)9m2n2—24mns+16sz;k)4c4—4c2d2+d4;l)%a2b2—4abc2+1664.
5.23.a)3(a—b)(b—c)(c—a);b)(x+y+z)<x2+y2+zz—xy—yz—Zx);c)3(a+b)(b+c)(c+a);
d)(a—b)(b—c)(c—a);e)(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c);f)<x2—2x+2>(x2+2x+2);
(¥ -V3x+1)(x7+ 3at1)(xf=x+1)(x'+x+1).524.0) 5 (2x=3y)(2x+3y), $(a - 3b) (a+3b),
2(x=2)(x+2) (X4 4)x(x+2)(x-2)a(a+2/2)(a-2/2)

PLoa,
5.31. +b

r + 1,
¢ b

(p +q° +r7)abc+pqc(a +b +qra<b )+rpb<c +a)—abc@
) )
+ 2

+¢|(pa+tgb+rec)=abce

_ 1 P
pa+qb+rc

<p +qi+r’ abc+pqc< +2ab +qra( +2bc)
+rpb(( ) ZCa)—abu:»(p +qi+r +2pq+2qr+2rp)abc+
+pqc(a—b) +qra(b—c) +rpb(c—a) =abces
& (p+q+r)2abc+pqc(a—b)2+qra(b—c)2+rpb(c—a)2:abc«:»
@pqc(a—b)z+qra(b—c)z+rpb(c—a)2:0@.Stqd(a—b)zz(b—c)zz(c—a)zzo,(boliczby
P, g, 1, a, b, ¢ s3 dodatnie) i ostatecznie a = b = ¢. 5.32. Wiemy juz, ze jezelia + b+ c= 0, toa’+ b*+ ¢*= 3abe.
Ale z zalozenia mamy takze rowno$¢ a’+ b+ ¢*= 0. Stada = 0lubb = Olubc = 0. Je§lia = 0, to c =— b i wowczas
dla kazdej liczby naturalnej nieparzystejnjesta”+b”+c”:O”+b”+( b" )—‘b"—b” 0.Gdyb=0lubc=0,to
rozumujemyanalogicznie.5.33.a"+b"+c”:(a+b+c)7l=> (a+b+c)ab+bc+ca)=abc=
:a2b+ab2+b2c+bcz+cla+caz+2abc:0:>=ab(a+b)+c2(a+b)+bc(a+b)+ca(a+b):0:>
=>(a+b)(ab+cz+bc+ca>:0:>(a+b)<c(b+c)+a(b+c)>:0:
s (a+b)(b+c)(cta)=0=a=-bVvb=-cVc=-aStada’==b*Vb ==’V ’=-a’ czyli
a+b’=0Vb +c*=0VcP+a’=0iostatecznie (a3+ b3)(b3+ CB)(C3+ a‘]) = (. 5.34. Wskazowka: Zauwaz, z¢
zwarunku b = a — 1wynika, ze @ — b = 1i zastosuj wzor na roznice kwadratow. 6.1. f) 1° Sprawdzenie réwnosci
dlan=11-11=(1+1)! - L2° Udowodnimy, ze
/>\|(1 22 dnenl = (nt ) =T LU 42204 o tnenl 4 (n+ 1)(n+ 1)1 = (n+2)1 = 1),
Rzeczywiscie, 1 - 11 +2- 20+ . +n-nl+ (n+ 1)(n+ 1)1 =(n+ 1)1 =1+ (n+1)(n+1)! =

1 -1

) (L +1
=(n+2)(n+1)!=1=(n+2)!~1g)1° Sprawdzenie réwnosci dlan = 1. (- 1) ‘12:(—1)1 E ( 5 )
wo1 n(n+1)

2

n-1

2 Wykazemy, ze /N 1= 27+ 3= 42+ .+ (1) n?= (1)

=

n -1

= 1P=2243" -4+ L+ (—1) ~n2+(—1)”(n+ 1)2:(_1)”, (n+1)(n+2) _

2
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Odpowiedzi

Istotnie, 1’ = 27+ 37— 47+ .. + (= 1)

1 2 3 4 O " 1_1 "3n+5 .
=yt gt +(-1) %+(—1) ’21”“:—9— 2+ (-1) 2”,”1 )).Istotme,
12,3 4., +(-1) li,,+( l)nnntll:l 2+(—1)’171§~”—t—2 +
2 22 2 2 2 9 2

n n- n 9(n+1
P B = g2 (-1 AR (<) ;+I)—

:é<2 +(-1)" 2”1+ H(9n+9-6n- 4)) = %(2 +(-1)" 32”—”f—15—>, i) 1° Sprawdzenie rownosci dla 72 = 1.
1+d)!
1'Td’:( er) ~d' ed =(d+1)!-d -ded =d(d+1-d).2° Wykazemy, ze
g 2-(d+1) 3-(d+2)! n(d+n-1)! (n+d)!
n/\le+ d2 + d3 + ...+ a4 = q -d =
2-(d+1)! d+n-1)! +1)(d ! +1+d)!
:l_a_o{!+%+..'+”( +d"11 ) +(n d)"(+ l+n) :(n PR ) — d!'|. Rzeczywiscie,
La 2 (d+1)! n(d+n-1)! (n+1)(d+n)!
—d—"+ dz + ...+ ar + P =
+d)! 1)(d+n)! +d)! n+l)+d)!
:(nd,, ) -d'+ <n+d)”(H n) _ (’;M? (n+1+d)—d!:((Tzl—l—d!&Z.b)l"Sprawdzenie

nierowno$cidlan =3.2° " *> (3!)2 = 2°>6° 64 > 36.2° Udowodnimy, 7e

”/\23(2” (n-1)> (n!)2:> NG <(n+ l) !)z>. Rzeczywiscie,

p(ne ) nagreng guien g e (o). gy (n!)z- 27> (n!)z< (n+ 1)2: (co wynika z tatwej do udowodnienia
nieréwnosci 2" = n + 1)—:(n!(n+ 1))2: ((n+ 1) !)2=> PICRRIEPN ((n+ 1) !)2,jeieliZ”(”’ D> (n!)z. Zatem na
mocy indukcji matematycznej wnioskujemy, ze n/>\32“ (= 1)> (n!)z; i) 1° Sprawdzenie dlan= 1.1 < 2 — —i— 2° Wy-

Lol o, 1

30 (prry oI

. 1 1 1 1 1 1 1 .
Istotme,1+?+—+...+—+ > <2+ <2—n+1,gdyz

kazemy, ze />\1
>

1+%+

3? n’ (n+1) (n+1)
1 1 1 1 1 1 +2 1 2
2——+(n+1>2<2—n+14:>(n+1)2+n+]<—ﬁ®(nn+—1)2<7®n(n+2)<(n+l)®0<1.

k) 1° Sprawdzenie dla 7= 3.25 * (3 1)> 31 & 23> 6,2° Wykazemy, ze
/\(2%”(”‘ D>t o 2?(’” DENS (n+ l)!). Rzeczywiscie,

nz3

R S G R S U R LI VP Znl(n+1)=(n+1)L1)1° Sprawdzenie dlan = 1.

24—‘h<[2i1] % 2. 2° Udowodnimy, ze /\[ 24;7 [Zn ﬁ#/-%g 2(::11) . Rzeczywiscie,
2(n+1))_ (2n+2)0 (2n+2) 2n+1( n)! _2(2n+1)4[2n -

nEU ) (1)) (n+ 1) (nlf n+ 1 g

2(2n+ 1) gr g 2n+ 1 4!

n+ 1 2/ 2‘/n+142‘/n(n+1) 2/n+ 1
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Odpowiedzi

gdyz2n+1=/4n’+4n+1> Jan’+4n = 2/n(n+ 1), m) 1° Sprawdzenie dla n = 2.
2141 > ((2+1)1) & 48 > 36. 2° Wykazemy, 7

/\(2!4!6!.,.(2n)! >((n+ 1)) = 214161 (2n) 120+ 2) 1> ((n+ 2y ]). Istotnie,

n=2

2!4!6!...(2n)!(2n+2)!><(n+1)!>n(2n+2)!.Wystarczyterazdowieéé,ie
((n+1)f(2ne2)1> ((nr2)t) L Ale((n+ 1)1 (204 2)1> ((n+2)1)
n+ 1
o ((ne 1)) 2 (1) (204 1)10> (4 2)1) 14:»4:»(2n+1)!!>(-n;—2> » gdzie
n+1
2n+1)!1'=1-3-5-...- 2n+1.Zatem,jeéliudowodnimy,ie(*)/\ 2n+ 1)1 > n+2 , to dowdd kro-
nz2 2

ku indukeyjnego bedzie ostatecznie zakonczony. Oto dowdd indukceyjny (*). 1) Sprawdzenie dla n = 2.

(2n+ 1)1 ><”—J2r—2)"“:> (2n+3)11 >(%3)2]

1

3
5!!>(2;2)©1-3~5>23.2)Wyka2emy,26/>\2

n+2
: -(2n+3)>("‘2‘3) , gdyz

n+2 n+2 n+2
n+3 n+3 2(2n+3) 1 2(2n+3)
(2”+3)>(T> ®<n+2) < PE) <=>C><1+n+2> < ) . Ale

Otoz (2n+3)11 = (2n+ 1)!!(2n+3)>(”+2)

n+ 1

n+?2
2
n+2 n+2

1 1 ! . 1 3(l’l+2) 3In+6
(1+n+2) <3(b0n/e\N(1+ﬁ) <3(wykazto!).Zatem(l+ > <3= 2010 ~

n+2 n+?2 n+2
2(2n+3
dn+6 ( ) 2 . n+ + n+l 3n n 3+ 1,
<At 270 63.h) Wskazowka: 107 (1) T 1= 3(-1) _—<1o‘*'—3(—1))+1oo1-1o* L

j) Wskazowka: 2" - 3" "'+ 5(n+1)-4=6-2""23"+5n+5-4=

=(277 23" = 4) 4 5(2" 3" 1) = (2707 3+ Sn -4 ) +

+5(4-6"=4+5)= (2" 3"+ 5n-4) +20(6"~ 1) +25.1) Wskazowka:
52<n+])7l_2n+2+3n+2A22(n+1)7l:52n71>52'2n+1A2+
+3”+'»3<22’"'422:50-52""-2””+12~3””~22""':38<52”"-2"”+12(52”“‘-2””+ 3”*‘-22"*‘);
n) Wskazowka: 3° (" 1) *3- 26 (n+ 1) = 27=3"""* 3= 26n- 27 - 26 =

=(3%"7 0= 26n-27) +26(3"" 2= 1) = (3" = 26n-27) + 26 - (27" '~ 1), 6.4. 2) 1° Sprawdzenie dla n = 0.

307 2%+ 1037 2 2% + 1. 2° Wykazemy, ze
A (3 2w 1i 3 22t n) - (322 i e 1)] Istotnie, jesli
neN|

3" 2V 1 3" 2 2%+ 1, to istnieje taka liczba naturalna k niepodzielna przez 3,ze 2 + 1 = 3" "' k, czyli

3

. . . " 3 3 2
223" k- LStad: 2" =2 0= (27 = (30 k= 1) = (37 k) —3(3" k) 3(3" k) 1=
=303 g2 3 k= 1 = 30232 0= 37 L kP ) - 1L T widzimy, Ze liczba
2% 1= (32”+ Y SRR 1) 3" * 2. k dzieli si¢ przez 3" " ?, ale nie przez3" * . 6.6. 1° Sprawdzenie row-

noscidlan=2.h(1)=1 :2(11(2) - 1)22(1 +%— 1>.Z°Wykaiemy,ie

AR +h(2)+ ot h(n=1)=n(h(n)= 1) = k(1) +h(2)+ ...+
#h(n=1)+h(n)=(n+1)(h(n+1) - 1)) Rzeczywiscie,

h()+h(2)+h(3)+ .. +h(n=1)+h(n)=n(h(n)=1)+h(n)=

~(n+ 1) h(n)=n=(n+ )(h(n+1) - nil)—n:(n+l)h(n+l)—l—n:
=(n+1)h(n+1)=(n+1)=(n+ 1)<h(n+ 1) - 1).6.10.Wystarczyzauwaiyé,ien”—n:n-(n"‘1— 1).

A poniewaz p ‘ n- (n” “- 1) i p¥n(awiec pinsawzglednie pierwsze, bo p jest liczba pierwsza), zatem
pln”'l— 1.6.12.P0niewaip|q"’l— liqlp"_ - 1,wic;cp|p"’ ]+<q”’ - l)iql(p"" - 1)+q”’ | Zatem

pq lp" “'+4” "= 1,bo pigqsawzglednie pierwsze (bo sg pierwsze!).
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6.13. Poniewai(z 57_5. 27)83_ (2 4 57)83_ <5 ' 27)83:

83
—[(2»57) —2-57]—
da z liczb w nawiasie kwadratowym jest podzielna przez 83. Wobec tego dana liczba jest podzielna prze 83.

6.17. 1 sposob: Mnozac dwa pierwsze rownania danego ukfadu stronami, otrzymujemy réwnanie
(x+y+z)(—)1? + 31)- + %) = 1, ktore jest rownowazne rownaniu (x+y+z)(xy+yz+zx) =xyz, (bo
x#0,y#0,z#0),ato-rownaniu3xy (x+y)+3yz(y+z)+3zx(z+x)+6xyz=0.Pododaniu stronami te-

go rownania i trzeciego rownania ukltadu dostajemy rownanie

:[(2-57—5-27)83— (2:57-5-27)

83
(5 : 27) -5 27] i liczba 83 jest pierwsza, wiec kaz-

Yyt 3xy(x+y)+3yz(y+z)+3zx(z+x)+6xyz:10013,czyliréwnanie(x+y+z)3: 10017, skad
x+y+z=1001. Wobectegot=x+y+z=1001. Zatem x+y +z+¢= 1001 + 1001 = 2002 . II sposob.
Zauwai,ie(x+y+z)<% + % + %) =le (x+y)(y+z)(z+x)=0.Stadx+y=0luby+z=0lubz+x=0.
JeSlix+y=0,toz=1¢=1001ioczywiScie x+y +z+1t=2002.Gdy y+2z=0,tox=t=1001; gdy wreszcie
z+x=0,toy=1t=1001. W obu przypadkach x +y +z + ¢ = 2002.

7.1.h)32x 0+ 240x "+ 720x 7+ 1080x P+ 810x ™ + 243 x"ﬁ;

A B 2y 1 —1477 -10 20 a® 20 a2 aib B4 18,

1)———64a b tga b+-—12 b+227 b +57a b+ 32 42" 729 a’h”

. 64a°  32a* | 204 _ 135b° _ 243b 729b° _ _

i) 7295~ 27p7 + b 20 + ype 82 caa’ ,k)4x 8x /6xy +36xy 162)1 /6xy +?y
k(8) R sy K (8)/ o, 6 3 -t 3\

7.2.c)(—l)-[k]< a’b) - (Yab')=(-1)" A¥a)(we) e, ga) ( Zx),

30 ,
f(-1)" 2" [ P x0T % 73.2) 2+ 42x7+ T0x* + 14x% d) 1152 @’ b + 8640 a’ b’ + 5832 ab’.

9 20 14
7.4, C)[5]34_ (2 sz>5: 326592 x': d)[11](_1)”(02)9.(3)(5)“:— 29753610120 a'x™. 7.5.b)[ A ] =1001;

7

8 12 12
c)[ ] = 48384.7.6. a)[ s ]( 1) =- 198a2x,[ N ](—1)8- 2%a *x'°=17920a *x'°

; 60
ai(“‘”a‘%":[k ]a‘"" ok . W wyra-

zach wymiernych k musi by¢ wielokrotnoscia 12, czyli k € {0, 12,24, 36,48, 60}. Wyrazami wymiernymi tego roz-

. 60 60 60 60) _,, (60 _[60) _, N
winiccia s zatem a* , a "’ ¢)—293930 x°. 7.11. 135.
0 12 24 36 48 60

7.12. Rozwazmy wspoiczynniki kolejnych wyrazow rozwinigcia tego dwumianu, to jest liczby

[kso ]250-<k|)'22(kl):[ 50 ]253% {50]250 k. 2—21\:[50]‘250%;

: 60
C)[ ]( )a x ?==35a""'x"%7.10. a) Stosujemywzérogc’)lny[ x

-1 k-1 k k
50 50 50 50
ot 1 250("”)-2‘2(’”'>:[k_1 ~247’”‘.meélwarunkéwzadania[k]250_”> k—l]zﬂﬁ}k
50 50 50
[ i ]250 *> . 1]247 ~* stad k < S%ik > 4%, awicc k = 5. Szukany wspotezynnik to 5 ]235.

IV, Zbior liczb rzeczywistych

1.6. 42857. 1.8. 34452, 34056, 34956. 1.14.~3i~11ub 31 5. 2.3. ) 24;d) 9. 2.4.¢) 360; £) 231. 2.5.d) 3 €) 33 ) 3.
2.6.a) 9;2.10. d) 2002 m + 1999, gdzie m € C. 2.11. Poniewaz kazda z tych liczb jest podzielna przez 24, wigc
mozna je przedstawi¢ w postaci 24 a i 24 b. Suma tych liczb wynosi (z zalozenia) 168, zatem 24a + 24b = 168, czy-
lia+b="7Stada=1,b=6,a=2,b=5a=23b= 4. Oznacza to, ze szukanymi liczbami sa: 24 i 144, 48 1 120, 96
i72.2.12. Zaldézmy, ze liczby te dzielimy przez d. Z tresci zadania wynika, ze d jest wspolnym dzielnikiem liczb
4373 -8 =43651826 — 7 = 819. Zatem, jesli znajdziemy NWD (4365, 819), to zadanie begdzie rozwiazane. Ten
za$ wynosi 9, co nietrudno stwierdzi¢, stosujac algorytm Euklidesa. 2.14. Zauwaz, ze:

3 3
)13°-2"= (137 - <25) = (132-2°)(13% 4 132224 210) = 137 - (13*4 137 2°+ 2“’);

7 7
PI=3%= (117) = (3%) = (117 = 3%) (1174 117 344+ 115354 1% 374 11434 117304 3% ) =
=40 - (11‘2+ 10 3%+ 115 3%+ 1% 32+ 11%- 3"+ 117 3%+ 3“).
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2.21. Dla dowolnej liczby catkowitej n mamy ( n+ 1)2 —n*=2n+ 1.2.24. Wskazowka: Jezeli p #3 jest liczba
pierwsza, to ktoras z liczb p — 1i p + 1jest podzielna przez 3, a zatem podzielna przez 3 jest liczba

p-1= (p - 1)(1) + 1). Uwaga: Podzielnosé liczby p*— 1przez 3, gdy p#3jest liczbg pierwszg wynika z mafego
twierdzenia Fermata. 2.29. Jezeli n jest dowolna liczba naturalna, to suma
n+(n+1)+(n+2)+(n+3)=4n+6=2(2n+ 3)jest liczby parzysta, wigksza od 2.

2.33. Niech 1 bedzie dowolng liczba catkowitg. Wowczas (2n + 1)2 - (2 n—1 )2 =4n- 2 = 8njest liczba podzielng
= [(5a+ 1Y - (5b+2)

przez 8. 2.46. Zauwaz, ze: (5a + 1)2— (5b+2) : [(Sa + 1)2+ (50 + 2)2 =

(Sa+1) - (5b+ 2)2]<(25a2+ 10a+1+25b°+20b+4) =

=5 (5a2+ 2a+4b+5b+ 1) : [(Sa + 1)2— (56+ 2)2}. Jeden z czynnikow jest rowny 5, zatem iloczyn dzieli sie

przez 5. 2.50. Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Jezeli p < 30, to oczywiScie p jest reszta z dzielenia p
przez 30. Wtedy bowiem p = 0 - 30 + p. Gdy za$ p > 30, to dzielac p przez 30, otrzymamy pewien iloraz k oraz
reszte r, ktora jest jedna z liczb {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27,28, 29}. Poniewaz mozemy wtedy zapisaé: p = 30k + r, to widzimy, ze r nie moze by¢ zadng z liczb: 2, 3, 4, 5,
6,8,9,10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, bo zadna z nich nie jest wzglednie pierwsza z 30 (kazda
z nich ma z 30 wspoélny dzielnik wickszy od 1). W takim razie r musi by¢ jedna z liczb: 1, 7, 13, 17, 19, 23, 29. To

za$§ dowodzi juz tezy zadania. 2.52.2n- (2n+2)(2n+4)(2n+6) + 16 = 16(n (n+1)(n+2)(n+3)+ 1) =

=16 (n2+ 3n+ 1)2: (4 (n2+ 3n+ 1))2. 2.55. Poniewaz zadna z liczb n — 1, n, n + 1nie jest podzielna przez 5, wigc
jedna z liczb n — 2, n + 2 jest podzielna przez 5. Zatem 5 | (n—2)(n+2), czyli 5 In’— 4. Zatem takze liczba

n’— 4+ 5jest podzielna przez 5. Istotnie wigc 5 | n’° + 1. 2.57. Zauwaz, ze:

ayn’+ 5n:n(n2+ 5>:n<n2— 1 +6):n(n2— 1) +6n=n(n—-1)(n+1)+6. Obaskladnikin (n—1)(n+1)
i 671153 podzielne przez 6, wigc istotnie liczba n’ + 5n jest podzielna przez 6;

b)n'+1in=n(n’+ 11)=n(n’+5+6)=n(n’+5)+6n=n(n=1)(n+ 1)+6n+6n=n(n-1)(n+1)+12n. Oba
sktadnikin (n— 1)(n+ 1)i12nsa podzielne przez 6. Istotnie wige 6 | n’+ 11n;

c)n’-19n=n (nz— 19) =n (n2+ 5- 24) =n’+ 51— 24n. Wezesniej pokazaliSmy, ze 6 | n’ + 5n, a 24 n jest row-
niez liczbg podzielna przez 6. Suma tych liczb réwna n’ — 19 1 jest wige rowniez podzielna przez 6. 2.58. Zauwaz,
zen'—4n’—4n’+ 16n:n(n3— 4n*-4n+ 16) :n(nz(n— 4)-4(n- 4))

=n(n- 4)(112— 4> =(n—=4)(n-2)n(n+2)=Niechn= 2k, gdzick € N ik > 3. Wérod czterech kolejnych

liczb naturalnych na pewno jedna dzieli si¢ przez 4, jedna przez 3, dwie przez 2, wiec iloczyn dzieli si¢ przez
16 -4 -3 -2 =384.2.61. Zauwaz, ze

3 13
(n’=n)(n*=4)=n(n*=1)-(n=2)(n+2)=n(n=1)(n+1)(n=2)(n+2).37.5)5(6),5 55 d) 0,15,
J2-1; 0,14(16), % 2.65. Roztézmy wyrazenie n’+ 3n° — n — 3 na czynniki. Mamy n’+ 3n°— n— 3

=n’(n+3)—(n+3)= (nZ— 1)(n+ 3)=(n-1)(n+1)(n+3).Podstawmy terazw nim n = 2k + 1. Otrzyma-
my:2k- (2k+2)(2k+4) =8k (k+1)(k+ 2). Poniewaz liczba k (k + 1)(k + 2)jest dla kazdej liczby calko-
witej k podzielna przez 6, wigc rozwazana liczba jest podzielna przez 48. 2.73. b)

n“-nf-n*+1-= ns(n4— 1) - (n4— 1) = <n4— 1)(n8— 1) = <n2+ 1)(n2— 1)(n4+ 1><n4— 1) =

(n4 + 1)(;12 + 1)2(n - 1)2( n+ 1)2; 2.74. n jest liczba wzglednie pierwsza z 6, wobec tego jest liczba nieparzysta, dla-
tegon’~1=(n—1)(n+ 1)jest iloczynem dwoch kolejnych liczb parzystych, ktorych iloczyn dzieli si¢ przez 8.
Réwniez jedna z tych liczb dzieli sie przez, gdyz n nie dzieli si¢ przez 3. Zatem n” — 1dzieli si¢ przez 3 i przez 8,

czyli dzieli si¢ przez 24.3.9. ¢) —T%; -0,77;-0,77 (8); - %; —@; e)-2,(23)- /5 -2 T%; -2.4;-/6;
3713 ., —10771 ., _ 8263 L _ ¥
3.14. 1) 9000 g) 3330 1) 19980 - 4.10. a) Poniewaz 10 + 6 /_ = (1 + /§> , zatem

4e2/5 3:2(2+ﬂ)_[:2(2+ﬁ)(/§—1)

Joves Akl ’ 2 -/3=(2+/3)(/3-1)-/3=3+1-/3=1;
f)3/5/§+7—3/5\/5—7:%<3\/40/§+56—{/40/5_56>:
:%[3/@@2)3_3/(2%2)3]:%(2/%2_(2/5-z)):%(zmz_mu):%A_Z
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4.13. a) Jezeli liczby x y i y z sa wymierne, to takze liczba % = %jest wymierna, a zatem roéwniez liczba

xt= % -z x jest wymierna (bo z x jest liczba wymierng). Podobnie wykazujemy, ze liczby y* i z* sa wymierne. Wo-
bec tego x*+ y*+ z* jest liczba wymierna. b) Poniewaz liczby x>+ y*+ z°, x*, y*, z% x y i z x s3 wymierne oraz za-
chodzi rownos¢ x <)c3 +y + z3) = (x2 )2 +(xy)y*+ (zx) z*, wigc x jest takze liczba wymierng. Analogicznie
otrzymujemy wymiernos¢ liczb y i z. 5.2. d) liczba niewymierna; g) liczba niewymierna; h) liczba wymierna.

5.7.d)5/2; ) 4.5.9. h) - 40 /5; 1) 18m) 2. 5.10. €) 9 - 5/9 (2 - ﬁ); ) 1190; h) - 14; j) /7; k) 60.

5.11.b)%-(4-4/3—75'+9m—124/5);c)32—1,5-3/0,03;d)3675+26/%—3/§;h)349+328+3/ﬁ

5.12.¢)20;h) 6: k)8 /7.5.13.¢)37,5 /3 k)2 (2/3 + 3} 1)3/3 - 182 + 129/432 - 16;m) 8

5.14.j)(/6+/§)(/§+/§);r)§;t) /52“ 2 )“[ 5.15.1)41; g) 1 h) 1. 5.16.b) (/5 - 2)(/5—1);

g)3+*/8.h) Ja-Ja’=b’ 25639 — 416 /3 + 169
3 b

5 .5.17.¢)100; ¢) 0,6; g) -

;1) 2,9.5.18.b) 6 /25 - ¥/2; d) 24; g) 2.

2+/3 . 2-/3 - /2 2+/3
2+2+ 3 2= -3 (/—+ 2+ 3) (f—ﬁ)

5.19.¢)

- 2+./3 N 2-/3 _ 5| 2+/3 . 2-/3 _

_ﬁ2+/4+2/§ 2—/4—2&] 2 24341 2-(3-1)

5|2t 2= :@.2+/§+2—/3']_
BB+ BB BB -

B AR E) CER R e (ER) V- APV s
5 (A A) R

e)/8-2/15+/s-2/6+ /8+2/2-2/5-2/10= (f—/§)2+
+/(/§—/§)2+/(1+f—ﬁ)2:/§—ﬁ+f—/§+l+f—ﬁ:1.5.19.Obienier()wnoécipodnieéstro-

nami do kwadratu. 5.20. a) Podnies obie strony do szeScianu;

[6+4/2 [6 / 2
c) 7 /2 = /%+; /2 =/3+2/2= (‘/i + 1) = /2 + 1.5.26. Poniewaz obie strony dowodzonej rownosci

przy przyjetych zalozeniach sg nieujemne, wiec podnoszac ja obustronnie do kwadratu, przechodzimy do réwno-

x+‘/x2k—y+2A\/x+m_‘/x—m+x—m
— * 2 z

Sci rownowaznej wyjsciowej, to znaczy x + f =

2 2
czyli do réwnosci X + \/} =x=* \/}1 A ta, jak widzimy, jest prawdziwa. a) Poniewaz zgodnie z udowodniong

/72 _ _ /72 _
réwnoécia/7i/ﬂ:\/7+ ; 24 i/7 ; 24 :@il,zatem
1 _ 1 _ 1 1 —L__l-:()

i+/1-/22 [J1v/a-1 1+/6-1 Jori-1 Jo /o

62.d)~1,9<a+b<-0,4;3,6<a-b<51:-63<ab<-275-084<%L<—03(6);

b
D-4<a+b<-25<a-b<7, -10<ab<-4, -5 <%<- L 63i)-2<p-2a<;
N3<3a+b- 2<764f)——<—%< 2:h) =21 <3a-2b<-16 65.d)—F < 4= <- L

h) - 3< —b<-3,25.7.1.b) Wykazemy, ze a*+ ab +b* - 3 (a+ b~ 1) = 0. Mamy
a +ab+b -3(a+b-1)=a’+ab+b*-3a-3b+3=
=(@’=2a+1)+(b*=2b+ 1)+ (ab-a-b+1)=(a= 1) +(b—1) +(a-1)(b-1)=
%(a—l)z+%(b—1)2+%((a—1)2+2(a—1)(b~1)+(b—1)2):
=5a-1)+H(b-1)+ La+b-2)>0.
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7.5.Mamy:a3+b3+c3+l+ l+l:(a3+%)+(b3+ %) +<c3+ %) =

b'c
>2- Ja <—+2 /b <—+2 ' = =2a+2b+2c=2 (a+b+c)77Skoroa+b‘1toa——+a

b= 5 — a, gdzie a jest pewna liczba rzeczywista. I wowczas korzystajac ze wzordw skroconego mnozenia, otrzy-

4
emve O ate b= (L 1 gyl 143 1134
mUJemy.C)a+b—(2+O!>+<2 a)_16 >0+ a+2a+a+16 2a+2a

-20°+at= % +30+20t> 315— 7.17. b) Nier6wnos¢ ta wynika z poprzedniej; podstaw w tamtej a” w miejsce a,

za$ b? —w miejsce b. 7.18. c) Skorzystamy z nieréwnosci migdzy Srednig arytmetyczng i Srednia geometryczng

a + b + ¢ liczb dodatnich, wéréd ktorych jest a liczb rownych b + ¢, b liczb rownych ¢ + a i ¢ liczb rownych a + b,

oraz z nierownosci 3 (ab+bc+ca) < (a+b+c )2 , ktora z tatwoscig otrzymujemy z nieréwnosci

ab+bctca<a’+b*+c%

(b+c)(cta)(atb) _ [a(b+c) +b(c+a)+c(ath)
S

a+b+c

1

2a+b+c a+b+c ‘2a+b+c_
= 2<ab+bc+ca)“h+r_ ab+bc+ca “b“'_ 3(ab+bc+ca)a+h+c<
| 2(a+b+c) _( a+tb+c ) T 3(avbro) <
a+b+c
_(a—‘l'[—)—ﬂ :<M>a+h+<': a+b+C <a“<bb-c”.
3(a+b+c) 3 a-—+b 1,1

b c

n

2n

722.¢)(n) = 1 2°-3% . n

; f) Poniewaz dla

n

)
z<<13+23+33+...+n3>": : [\/Z(”‘Ll)

2

kazdego k=1,2,3,...(2k+2)11 = (2k )11 (2k+2) < (2k+ 1)11(2k+2) = (2k+ 1)1 (2k+3 - 1) =
=(2k+ 1)11(2k+3) = (2k+ 1)1 = (2k+3) ! = (2k+ 1) !1to: 411 <511 = 311,611 <711 = 51,

(2n)1 <(2n+1)! ~ (2n~1)!!. Po dodaniu tych nieréwnosci stronami dostajemy

410461+ ...+ (2n) 10 < (2n+ 1)1 = 3, czyli nierdwno§¢ 211 + 411 + 611 + ... + (2n) 11 < (2n+ 1)1 - L.

8.6.2)(—6:5) Ry (5:+ 00 ) (—o0s =6} 1) (=3: 1) U {5, T}, R, (1:5), (=001 = 3) U (5:7) U (T; + ).
8.9.d)(-5; +o0); f [{— 4] 8.10.¢) (—oo1 = 4) U (T; +o0)sj) (=113 = 8) U (4 + 00 ). 9.1.£) 13 /42 - 84;

1, gdy x<-1
Sf Lp)/2+ f——92f)l|| 1 ~1, gdy —1<x<0

x+1 gdy x=20 i x#L

-1

gdy 1<x<2 _

h)|/x—1+1| Vﬁ—l\ x—1+1+[,/x—1—1] 2ﬁ sy 232, 9.4.f)1,gdy|x|741,
h)-2x+4,gdyx<0;4,gdy0 <x<2;2xgdyx = 2;i) 1, gdylxt#l 9.5.d)5,¢)1.9.6. k) -3;1) 1 -
m)(x+1)(x—3).10.3.])x:1Vx:4;m)brakrozw1qzan,p)x:—2v)c:2.10.5.f)x——§, )x—l,

10.6.1) 0 < x < 2.10.8. f)0<x<2;h)x<i;n)—2 <x<12.109.6)-22 <x<2%0)x<0Vr>4
1)——<x 5-10.12. d)x= ;f)x<~21ubx> 2.1013.e)x<-7Vx= 1) x> [
])x:—SVx:—-4Vx=6Vx:10.10.14.0)—% x<thind <x<31005.0)x=-3vx=2

e)xe (2; +o0)U{-2}.10.18. Dostajemynierownosm(a —b)2> cz,(b—c) >aq ,(c—a) = b?, czyli nieréwno-

éci:(a—b)z—cz> 0,(b—c)2—az> O,(c—a)z—bz> 01 wreszcie nieréwnosci: (a —b+c)(a-b—-c) =0,
(b—c+a)(b-c—-a)>0,(c-a+b)(c-a-b) > 0.Popomnozeniu nieréwnosci tych stronami dochodzimy
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do nieréwnosci(a —b+c)(a-b-c)(b-c+a)(b-c—a)(c—a+b)(c—a-b) > 0,czyli nieréwnosci

((a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c))z< 0. Stad wynika, ze (a+b—c)(a-b+c)(-a+b+c) = 0.

V. Funkcje liczbowe
1.1. ¢) tak; zbi6r trojkatow; d) tak; zbior odcinkow; e) nie; f) nie; g) tak; zbior wielokatow. 2.1. f) R; g) R.
2.2.b) R\{ 2 f] ©) R\{0, -1}.2.3.¢) (=2;0); f) (—o0;3)\{~2,2};2) (0: 1); h) {1}. 2.4.b) R\ { - 1};

d) (3 +o0 ) ) R\ {-2.2}.25. a)R\{—%}; O R\{/3,- /3, 2} h) R\{0,6, =1}, 2.6.¢) (3; +oo); f)(%;4>;

g)(—% ) (0:3) U (3 +00).2.7.0) (=5 = 1) U (35 g) (=3 = 1) U (=2:1) U (3:4)s h) (=5 1)\{- 1, 1},
2.8.6){0,21,42,63,84};f)(2;11);g)R+.2.9.c)<—];1);f)(—1;—%>U<%;1).3.12.d)—3,()i3;g)2'h)brak'
j)—4,—3,3i4;k)brak.3.13.f)brak;h)2;j)—3.3.17.f)nie;g)tak.4.1.d)min{f( )ox ( 7,533 >f:

3
migdzy Srednig arytmetyczng i Srednig geometryczng liczb 7 +x,7 +x,7 + x i 11 — 3.x otrzymujemy

f(x)=16 e 7+x=11-3xex= l.Stad:max{f(x): xe <—7;%>}: 16=1(1).

5(1—x)+(1+x)+2(1+zx)f

max{f(x):xe <-7,5;3%>} =3.43.b) Jeslix € < 7 ﬂ) to7+x 2= 0ill —3x = 0. Na mocy nieréwnosci

4
(7+x)+11-3x
)4 ] :}/? =16, przy czym

d)f(x)=(1 —x)S(I +x)(1+ 2x)2<

3 =1, za$

fx)=lel-x=1+x=1 +2x@x:O.Zatemmax<{f(x); xe (—%;1)}: 1 :f(O).4.4.c)Zauwaimynaj_

pierw, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza nierownosci x>+ 1 > 0 (anawet x”+ 1 > 1) oraz
JXT+H x> \/P tx= |x| *x 2 0, co dowodzi, ze dziedzing rozwazanej funkcji jest zbior R wszystkich liczb

rzeczywistych. Stosujac nierownosé & er b = /ab, otrzymujemy

:§(//ﬁ+x+/ﬂc?—x)>///;iﬁm.//m_x:
:/‘/(m +x)(/m—x) = /(m)z—xz =4+ 1-x"= I, przy czym f(x) = 1 & x= 0. Zatem

() 900 90
liczb x'0%0 x%00 %20 x®

90 1,1

F(x)=x""0+ x4 +x+1998 =x'000 4 x0 L x0 P 2 Tty tot x>

L
X
1998

> 2002 - 2002\/)('0004)(9““x°°-x8- -——11978 =2002 - 1 = 2002, przy czym
x

f(x)=2002 & x'"=x"=x" —x—%ﬁxvl Zatemmm{f(x): x>0} 2002 = f(1). 5.2. ) rosnaca;

h) rosnaca; j) rosngca. 5.7. Roznowartosciowe s funkcje z podpunktow a), d), ), h). 5.9. d) parzysta; e) parzysta;
1) nieparzysta; m) ani parzysta, ani nieparzysta; n) ani parzysta, ani nieparzysta. 5.10. d) nieparzysta; ¢) ani parzy-
sta, ani nieparzysta. 5.20. Podstawiajgc do podanej rownosci x + a w miejsce x, otrzymujemy

f(x+2a :—é— /f x+a) x+a))2 ::%-%/—é—-k/—ﬂx)—(f(x))z_
:%ﬂ/%*/f(")‘(f(ﬂ)z—%—/f(X)*(f(X))Z—f(X)+(f(X)) -

2

L -ty -
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31 ()= 3 +F(x) =5 =f(x) skad

%‘/lwf(x)+(f(x)>2_é (2 ~fx ))

f (x +2a) =f(x).5.21. Podstawiamy do podanej rownosci x + a w miejsce x; otrzymujemy réwnosc (1)
f(x+2a)= [(f'(x+ 3a) +f(x+a)>,zkt()rej wynika rownos¢ (2) f(x+ 3a):%(f(x+ da)+f(x+ 2a)).

Podstawiajac f(x+ 3a )z rownosci (2) do r(’)wnoéci (1), dostajemy rownos¢

f(x+2a)= %f(x+ da)+ %f(x+ 2a) + f f(x+a), czylirtownos¢ f(x+2a) =f(x+4a) + J2 f(x+a),

ktora po uwzglednieniu réwnosci podanej w zalozeniu prowadzi do rownosci

f(x+2a)=f(x+4a)+f(x+2a)+f(x) Stad f(x+4a)=~f(x)iostatecznie

f(x+8a)==f(x+4a)=- <—f(x)) =f(x). Otrzymana réwnos¢ f (x + 8a) = f(x ) dowodzi okresowosci funk-

cji f o okresie 8a. 5.25. Nie jest. Podstawiajac do podanej nierdwnosci za x kolejno 0 i 1, otrzymujemy nier6wnosci
; 2 2

7(0) - (f(O))2> —l—if(l) - (f(1)>z> 1 czyli nier(’)wnoéci(f(O) - %) <0 i(f(l) - %) < 0, z ktorych wyni-

ka,ze f(0) = 1]‘( )= dwu:;c ze f(0)= f(l).6.1.e)F(x):2—x,DF:R;G(x):,/Z—xz.xe<—/§;\/5>;

g>F<x>=3——,D -:R\{—};Gm: 2 - aD=R\{-2} ) F (x) = [B=R D =R\ 2):

G(x) = T—T D, R\{ 3, 1} 6.2. c)f(f( )) f(x),f(g(x)) :g(g(x)) = O,g(f(x)) :g(x).

71.¢) f7'(x) = - Ixls 72 d)f”l(x)*—Lx2+l‘f)f"(x):3x+1 x# 0;g) f~'(x), nie istnicje
f|x|>1' AR x X7 0:8) S () nie e

8.9.b) f(x)= l —d f(x)= %ﬁ— Wskazowka. Podstaw zamiast x najpierw 2xx-—+11’

nym réwnaniu 715 8.10. Zauwazmy, ze zaréwno dla x 2 0, jak i dla x < 0 zachodzi rownos¢ f(O) +f(2x)=x

a nastgpnie w otrzyma-

Wobec tego 2 £(0) = 0, czyli f(0) = 0i dalej f(2x) = x dla kazdej liczby rzeczywistej x. Tym samym

x)=fl2 2= 1y Eatwos rawdzié, ze funkcja f(x) = Ly spetnia podane w zadaniu réwnanie funkeyjne.
P 2 % 5 X Sp p Yl

VI. Funkcje trygonometryczne

16.¢) 60% f) 45° lub 135", 1.7. ¢) 2: g) 1. 2.4. 1) 396 k)(270) 2.6.b) 31,257 cm ~ 98,1cm. 2.10. a) 2,5 rad;

450

b)(——) 143,2°.2.11.b) £ = 70°e) 2 7 5.0)~3:0)1:g)1 + /3.3.6. d) dodatnie; e) dodatnic;

82,5
: : n 971 317 3n 1w 37w 5
i) dodatnie. 4.8. {?‘T T}’{ 5 },{ x4 T} {7[} {f 7[} 4.11. c) jest llczba dodatnig; e) i f) jest

liczbg ujemna. 4.12. b) ctg 1 > cos 1; ¢) cos 2 < sin 2, bo cos 2 < 0, za§sin2 > 0. 5.1. f) ,g)sm a.52.c)tga,
oilesina - cosa#0;d)ctg a, o ilesina - cosa;fO 5.3.k) 1;1) 1;m)|sin ot + cos |, 5.4. d) n a,e)cos—% —sm%,
; . Lss b cos’@ — 2sina (1 —sina) 2(1+sina)

tg a; ;m ; - - : : =
)cte )COSO‘ ) )= cosoc )(1—sma)cosa+(l+sma)cosa I =sina

7(1—sin2a>—251na(l—sina) 2(1+sina) | _ging ' —sinla '
~ cosor(l—sina+1+sina) T T-sina | cosQ (T+sina) = —5og— = cosa

2(1+tga)sinacosa+1  2(1+ctga)sinocosor+ 1
e - =

2 2
(1+tga) (I+ctgo)
sina |\ . cosa \ .
2(1+Cosa)smacosot+1 2(1+ SinO{)smO(cosOt-kl
= ol 3 =
sin o cos Q.
(l+cosa) <l+ sina)
_2sinocosa+ 2sin“a+ 1 2sinocosa+ 2 cos’a+ 1 _
sinot+ cosa sina+ cosa |
cos sin o
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(25'moccosa+ 2sin’a+ 1>cos205— (2sinacosa+ 2 cos” o + l)sinza

2
(sina+ cosa)
251n0(cos o+ 2sin*orcos’ o + cos> o — 2 sin’ acos o — 2 sin” arcos’ o — sin? a _
(sma+cosa)

2sinacosa(cosza— sinza) + (cos o - sin Ot)

(sinor + cosot)2

2
(cosza - sinzcx)(Z sinacosor+ 1) <coszcx - sinza)(sinot +cosar)
= 3 = 3 =cos’ o - sin’ Q.
(sina+ cosar) (sina+ cos )
5.6.b)sin” a — sin & - cos &; d) —sin @ - cos a. 5.7. b) cos” &; d) a — b. 6.9. Zauwaz, ze skoro tg o + ctg @ = 2, a po-
nadtotg o - ctg 0t = 1, wigctg o = ctg @ = 1 Wobec tego tg" o + ctg” o = 2 dla kazdej liczby naturalnej n.

6.10.b) 3 lub— 6.11.1 — 3m> 6.13. a) m’ + M 6.15. Wskazowka: wyznacz a®, b* oraz y* a*+ x> b*, a nastepnie wy-
facz wspolny czynmk przed nawias. 7.2. Zauwaz, ze:
f) A =sin*a+ cos’ o - (sin2 a+ cosza)(sin4a —sin’a- cos’a + cos“ot) =sin® o+ cos® o — sin® o + sin” o3

0) A= sin®o+ cos®a+ 2sin o cosa—1 _ 2sinor - cosar _

. 2 o
ctga(l—sm%x) clga-cos"a '
N4 cosa | i3 sina\ 3., _[sinodtcosa) .3 sinx+cosa\ 3. _
J)A-(l+——sina) sin (x+(1+cosa) cos a_<__sina ) sma+(———cosa ) cos” Q=
2 2 4 2
. . . tgra+1 tgra+1 tga+tg o
=(sina+cosar) -sin*o+ (sinor+cosor) - cos’a=...;1) A = £ - - zg
cg’or+1 Ly 1+tg’a
tg’ o
7.3.2) l+sin‘a—cos’a _ 1 +sin’a —cos’a _
1—<sm o+ cos Ot) 1—(sin2(x+ cosza)(sin4a—sinza»cosza+ cos“a)
2sin’a 2sin’ &

.4 4 T 2 2 ] ]
1 (sm @t cosT 0= st A cos a) l—((sinza-rcosza) - 2sin‘a - cos’a - sina - cos’ o

2sin’ 2 1 1 2
= = b)(1+ +tgot)(1— +tg0{)~cos a=
1-(1-3sin’a-cos’a) 3cos’a’ cosa cos o
:(1 +1isina :Ozlga)<(l ~1l-sina gosqlg(x)‘cosza: (cosa+ sina+1)(coso+sina—1)=

=(cos o + sin Ot) - 1=2cososina. 83.¢e)47; g) > l) 5-8.4.8) 47 ) % 8.5.d) R\ D, gdzie
D= {x ERx= 7(21( +1) i ke C}; f) R. 8.7.d) <§; 2>; e) (— I;+00). 8.8.b) (— 1; 1). 8.9. ) nieparzysta;
g) ani parzysta, ani nieparzysta; h) parzysta; i) nieparzysta; 8.10. Parzyste jest funkcja' c), nieparzyste sa funkcje:
e), ). 8.12. d) warto$¢ najwicksza nie istnicje, 1. 8.13. d) 2. 8.14.b) y —1. 8.17. Poniewaz liczby 1 i/2

max 6’ min

nie s3 wspotmierne, czyli nie istnieje najmniejsza wspolna wiclokrotno$é okresow 2 7 i ?/5 odpowiednio funkcji

y=sinxiy=sin (/5 x) zatem funkcja f(x) nie jest okresowa . 9.3. 5 rozwigzan, gdy a = %; 6 rozwigzan — gdy

a = %; 10 rozwiazan, gdy a € (é 3 ) brak rozwigzan, gdy a € ( é ) U ( % + oo)

9.9.b)x2—x—sin7rx+%20 & <x2—x+ i) +(l-sinTx)=0 e (x——é—) +(l=sin7x)=0ex= %(dla—

czego?). d) Rownanie to jest rwnowazne réwnaniu sin” x (1 - sin*" x) + cos’x (1 + cos™"! x) =0, a ono z kolei

, ktorych rozwiazaniami sa odpowiednio liczby:

. sinx=1 |sinx=0
— alternatywie dwoch ukiadow

cosx=0"|cosx=—1
x= % +2nm,x = (2n + 1) m, gdzie n € C. 9.10. a) Rozwiazaniami danego réwnania sg pary(x,y), gdzie x = 1,
y==% % +1+knike C. Wystarczy zauwazyé, ze tg*(x+y ) + ctg’(x +y) = 2 dla wszystkich liczb
rzeczywistych x, y takich, ze x +y#k - %, gdziek € C,zas1 - 2x—-x"=2 - (x+ 1)2< 2, dla kazdej liczby
rzeczywistej x. Zatem tg*(x+y) + ctg’(x+y) =1 - 2x-x*e tg’(x+y) = lix=—l s o tg(x+y) == 1i
x=—lex+y==+ % +hkmix=—1
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9.14. Zauwazmy, ze nierownos¢ xz(l + sin? y) +2x (siny + cosy) + 1 + cos’ y 2 0 jest rownowazna nieréwnosci
(x + cosy )2 + (xsin y+ 1)2 > 0, ktora, jak widzimy, jest prawdziwa. Rownos§¢ w nieréwnosci zadania zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy x + cosy = 0ixsiny + 1 = 0, czyli gdy x =— cosyix=- ﬁ, a wigc gdy: cosy = ﬁ,
cosysiny = 1, co wobec tozsamosci sin” y + cos” y = 1jest niemozliwe. Wykazalismy zatem, ze dla kazdych liczb
rzeczywistych x iy zachodzi nierdwno$¢ xz(l + sin? y) +2x (siny + cosy) + 1 + cos’ y > 0.

9.18. b) Zauwazmy, Ze sin’ Tx+ cos’ Ty =1 & sin’Tx=1 - cos’ My esin’Tx=sin*Ty e sinTTx=sin7y lub
sinTx=—siny e Ty=7"x+2knlubmy= (71— ﬂx) +2kmlubnty=—7x+2k7lub

Ty=Tx+ (2k+1)Tey=x+2kluby=-x+ (2k+1)luby=-x+2kluby=x+ (2k+1) @ y=x+nlub
y=—x+2m, gdzie n, m € C.1widzimy teraz, ze ilustracja geometryczng danego rownania jest suma mnogoscio-
wa prostych o rownaniach: y=x+niy=-x+m, gdzien,m € C.

d) Funkcja sinus jest funkcja okresowa o okresie podstawowym 2 7.

Dlatego wystarczy znalez¢ punkty, ktorych wspoirzedne spetniajg da- Y ﬁ
ne rownanie w kwadracie opisanym nierowno$ciami: — 7T < x < 7,

-7 < y < 7. Zauwazmy teraz, ze osic uktadu wspotrzednych rozbijajg

ten kwadrat na cztery mniejsze kwadraty, w ktorych sinx i siny sa tego T
samego znaku, a ponadto, ze: w kwadracie —-T < x < 0,-T <y < 0

dane réwnanie staje si¢ tozsamoscia 0 = 0, za§ w kwadracie 0 <x <7,

0 <y < 7 jest ono rownowazne rownaniu sin x = sin y, skad y = x lub —
y =T — x, natomiast w kwadratach 0 <x < 71,-T <y < 0

i—-7<x< 0,0 <y< mdane rownanie nie ma rozwigzan. Rycina SRR g
obok stanowi ilustracje geometryczna danego rownania w kwadracie
—TSx<7M,-nT<y<TI. .

9.24. Poniewaz 0 < 2 cos’ x < 2, wiec [tg x] S {0, 1, 2}. 1° Jesli [tg x] = 0, wtedy 2 cos’x=0, czylicosx = 0, co

oczywiscie zachodzi¢ nie moze. 2° Gdy [ tg x | = 1, wtedy cos® x = —é—, czyli cosx =+ T}; Zatem x =+ %— +2km,

_ -9l
a
b

gdzie k € C. Jednak tg<—%4£ + 2kn> =[~1] == 1#1. Wobec tego musi byé x = 2 + 2k 7, gdzie k € €. 3° Jesli

wreszcie [tg x] =2, wowczas cos” x = 1, skad cosx =+ 1, czyli x = k 7, gdzie k € C. Ale wtedy
[te x] = [tg k7] =[0] = 0#2. Ostatecznie wigc rozwiazaniami danego réwnania sa liczby%— +2km, gdzie k € C.

:%ﬂ+2k7[@

)2%@%+

T
6x

pIs

6x

T

=X yoknv s
6x

9.25. Zauwazmy, ze sin (2 + 3 3

6

=242k 7, gdzie k € C. Stad k = 0 (w przeciwnym razie liczby 2k 7t i% T+ 2k 7T mu-

T |-

T
6x

sialyby by¢ catkowite, a sa przeciez niewymierne). Wobec tego 6x

%] =0,czyli0 < L < 1. Ostatecznie wiec

x>-76l.

VII. Funkcje liniowe

1.23.a) a = 2, b =—1; b) 25. 1.26. Odcigta punktu P jest wspdlnym miejscem zerowym tych funkcji liniowych, stad
réwnanie —% a=- g— a+ %, ktorego rozwiazaniem jest liczba a =— 3. Zatem: P = (2;0), Q= (0; - 6),

R = (0, - 3); za$ pole trojkata POR jest rowne 3. 1.30.a = 1,b = 1.

1.32. Z tresci zadania wynika, ze liczba 2 jest rozwiazaniem réwnania a — 2 x = 2, stad

a = 6. Mamy wigc funkcje f(x) = 2i g(x) = 6 — 2x, ktérych wykresy przedstawia ryci- v
na obok. Czworokat, ktorego pole mamy obliczy¢, jest trapezem prostokgtnym o pod-

stawach dtugosci 3 i 2 i wysokosci 2. Zatem pole to jest r()wne% (3+2)-2=5.

ol 1 5\ X
-2
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1.41. 26.
1.43. Najkrotszym odcinkiem, o ktérym mowa w zadaniu, jest ten, ktorego jednym
koncem jest punkt 4 = ( 2;5), a drugim - jego odbicie wzgledem $rodka S tego od-
cinka, a wiec punkt B= (-2; - 3 ) Funkcja, ktorej wzor mamy znalezd, jest liniowa,
a wigc postaci y = ax + b. Podstawiajac do tego wzoru wspoirzedne punktow
2a+b=5
A 1B, otrzymujemy uktad réwnan ra+bee3 ktorego rozwiazaniem jest para:
—2a+b=-3,
o o
(a:;b) = (2:1). Zatem wzor funkcji liniowej to: y = 2.x + 1. Cheemy, aby jej wykresem ? X
byt odcinek AB. Wobec tego x musi by¢ dowolng liczbg z przedziatu (-2; 2). Oto wy- )
kres tej funkeji dla x € (-2;2).

1.48. Zacznijmy rozwigzywanie tego zadania od jego analizy na rycinie obok.
Odbijajac wzgledem osi OX punkt B, otrzymamy punkt B, = (2; - 3); punkt

D przecigceia si¢ odcinka B, C z osig OX jest tym, w ktérym skierowana z punktu
C czarna kula odbija si¢ od osi OX, aby trafi¢ w kulg biatg, znajdujaca sie

w punkcie B. Wynika to z rownosci katéw BDF, FDB, i CDE, a katy CDEi BDF
sg tutaj katami odpowiednio padania i odbicia. Nietrudno stwierdzi¢ tez, ze

X
D =(—-1;0).a) Poniewaz < BDF= 45, wigc < CDF = 135", Jest to kat, pod
ktorym nalezy kule czarng skierowac do osi OX. b) Tor kuli czarnej od punktu
C do punktu B jest wykresem funkcji f okreslonej nast¢pujaco:
e
x) =
x+logdy xe(-1;-2).
<=2
8 dla x 7b (b B a)
153.c)(g-f)(x)=-3,xE€R (f-g)(x)=13x-2 dla -2<x<0.2.1.c)x= W;
-3a
=2 dla x>0
¥2(02—b2—202b2> N a(ad+2bc) - ; 5 ) ) )
e)x= W, X= e 22 c)x>-Lf)x>- % 2.3. ) nie ma rozwigzania;
D1<x<64.24.6)234d)7.89.10.25.b)|al(x+a)=2(x+2) & (Ja| - 2) x=a-|a| + 4 Zatem, gdy:
a’+4.

1°a 2 0ia#2, to dane rownanie ma jedno rozwiazanie; jest nim liczba 2°a = 2, to rownanie jest sprzecz-

a—-2’
ne;3°a<0i a;l— 2, to dane réwnanie ma jedno rozwiazanie, jest nim liczba a — 2; 4° a =— 2, to réwnanie to jest
tozsamoSciowe. Reasumujgc, otrzymujemy, ze réwnanie to: — ma jedno rozwigzanie, gdy (a <0iaf- 2) lub
(a >0iaf 2); - nie ma rozwigzan (jest sprzeczne), gdy a = 2; — ma nieskoficzenie wiele rozwigzan (jest tozsa-

mosciowe), gdy a == 2. d) Réwnanie to: ma jedno rozwiazanie, gdy | m|#3; jest nim liczba — —”71—3, nie ma roz-

wigzan (jest sprzeczne), gdy m =— 3; ma nieskoficzenie wiele rozwiazan (jest tozsamoS$ciowe), gdy m = 3,
2.6. c) Dodajemy do obu stron danego réwnania 3 i przepisujemy je nastepujaco:

.(a+b—x+1)+(b+2—x+1)+<c+cg—x+1>:4_ 4x

¢ a+b+c’

1 1, 1), (atbtc)-x 11,1 4\ .
((a+b+c)—x)(a+E+E>~4~a+—b+c—,((a+b+c)—x)(5+3+?—m)—O.OCZka
L. S . Lo 1 1 1 4
Scie musiby¢a#0,b#0.c#0.a+b+c#0. Wtedy: 1 ]esh;+3+z7~‘m
x=a+b+c 2°jeéli% + % + % = ﬁl—c’ to rozwigzaniem rownania jest kazda liczba rzeczywista x.
4.1.b)|x+2y—3|+|2x—y——1|:O=>x+2y—3:2x—y—1:O@x:y:1;
f)x2+yz+12x—8y+52:0@(x+6)2+(y—4)2:0@x:—6,y:4.5.2.f)x:7,y:S;g)x:2,y:1,3;
hyx=5y=6i)x=5y=3.54.2)(33),(1: = 1)%e)(0:3),(2-1). (-2, - 1).55.b)x=2p-3q,y=3p-2¢;

, to rozwigzaniem réwnania jest
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5.6.b) Z pierwszego rownania ukladu wnosimy, ze musi by¢ y < 1. Wtedy

Y
|x—y| =l-yex-y=1l-ylubx-y=y-1lex= 1luby= —é—x+ %
Ponadto m_xy+_l =le y=mux+1iy#0. Analizujgc uktad rownai geome- y=m+1
trycznie, wnioskujemy, Ze: — ma on dwa rozwigzania, gdy m < 0; — ma on
jedno rozwigzanie, gdy % <m < llubm > I; - nie ma rozwigzan, gdy J//T
“1/0
0<m< Subm=1. /1| X
A x=1
S
i
f) Przygladajac si¢ ilustracji graficznej danego uktadu , widzimy, ze liczba
R (a)jego rozwigzan wynosi: Y
0, gdy a<1 lub a>5 2
1, gdy a=1 N W

R(a)- 2, gdy 1<a<2 ub a=5
4, gdy a=2 b 3<a<5 -2 3\0 1 2/ 4 x
5, gdy a=3
6, gdy 2<a<3. )

5.7. d) Po dodaniu rownai ukfadu stronami otrzymujemy rownanie 4 (x +y +z +u + v) = 12, czyli rownanie
x+y+z+u+v=3, zktorego na mocy rownan uktadu wynika, ze x = 2, y = 1, z= 3, u =~ 1,v=— 2. Rozwigza-
niem danego uktadu jest wiec piatka liczb: '(2, 1.3, - 1, = 2). ¢) Zauwazmy, Ze jezeli w pierwszym réwnaniu na-
szego ukladu zamienimy miejscamix i u orazy iv, to otrzymamy czwarte réwnanie z liczbg przeciwna po prawej
stronie. Jesli za$ to samo uczynimy w drugim rownaniu, to otrzymamy trzecie rownanie z liczbg przeciwna po jego
prawej stronie. Zatem u =—x i v =—y. Podstawiajac to do pierwszego i drugiego réwnania naszego ukiadu, otrzy-
—-4x+4y=16 ) . .
6x—2y=-16 Stad x =— 2, y = 2 i wobec tego dalej: u = 2, v =~ 2. Latwo sprawdzic, ze otrzy-

mana czwoérka (— 2,2,2,-2 ) spelnia dany uktad i stanowi jego jedyne rozwiazanie. 5.8. b) x = 30, y = 12, z = 70,

mujemy uktad

f)x=9,y=7z=5v=3t=1.59. Zalézmy, ze para ( x, y ) jest rozwigzaniem danego ukladu réwnaf. Z pierw-
1

= =
|x - y| =0, czyli ze x = y. Podstawiajac y = x do drugiego rownania i uwzglgdniajac to, ze x > 0, otrzymujemy row-

szego rOwnania wynosimy, ze x # 0 oraz, ze 1. To oznacza z kolei, ze x jest liczbg dodatnig. Wobec tego
g wy y. ] q q g

nanie2x— 1 + |2x - 1’ =0.Stad2x— 1 < 0, czylix < % Tak wigc kazda para (xy) spelniajaca podany ukfad

rownan jest taka, ze 0 <x=y < % I odwrotnie, kazda para (xy ), takaze 0 <x=y < %, spetnia dany uktad row-
nafi, co fatwo stwierdzi¢, podstawiajac ja do obu réownan uktadu.

Vill. Elementy geometrii pfaszczyzny

1.1. a) Niewspotliniowe; b) wspotliniowe. 1.2. ¢) Nie sg wspotliniowe; d) wspotliniowe; e) wspotliniowe.

1.3. a) Tak; b) nie; ¢) nie; d) tak; e) tak. 1.6. a) x € (— %; —;—), b) nie ma takiego x. 1.7. a) Mozna zbudowac trojkat;
b), ¢) nie mozna zbudowac trojkata. 1.13. S = 8 /3.1.16. AD = 5. 1.17. Punkty A i B maja te same rz¢dne oraz C

i D majg te same rzedne, wiec rzedna punktu D jest rtéwna — 5. Odcigte punktow A i B roznig si¢ o 2 (tak jak od-
ciete punktéw C i D), wigc odcigta punktu D réwna 4. Stad otrzymujemy, ze AC = 131 BD= 15. 1.18. (3; —3);
(=7:=5)(3:3).1.19.C = (0;1); D= (-4:4). 1.21. 4 = (160; =131); B= (-225; 184). 1.25. Zatézmy przeciwnie,
ze zadna z tych nieréwnosci nie zachodzi, wowczas mamy AC + AD < ABi BC + BD < AB. Po dodaniu tych nie-
réwnosci stronami dostajemy nierownosé (*) (AC + BC ) + (AD + BD ) < AB + AB. Jednak z drugiej strony na
mocy nieréwnosci trojkata AC + BC = ABi1AD + BD 2 AB, skad po dodaniu stronami otrzymujemy nieroOwno$¢
(AC+ BC) + (AD + BD) = AB + AB, sprzeczng z nieréwnoscia (*). Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy zada-
nia.
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1.36. Z nieréwnosci trojkata mamy: AC < AB + BC, BD < BC + CD,

EC < CD+ DE,DA < DE + EAi EB < EA + AB. Po dodaniu tych nieréwnosci
stronami otrzymujemy sume diugosci przekatnych mniejsza od podwojonego ob-
wodu tego pieciokata. I dalej: AF + BF > AB, BG + CG > BC,CH + DH > CD,
DK + EK > DEiEL + AL > EA. Nierownosci te, dodane do siebie stronami, pro-
wadzg do nieréwnosci:

(AF+GC)+ (BG+HD) + (CH+KE) + (DK + LA) + (EL + FB) >

>AB + BC + CD + DE + EA. A poniewaz AC > AF + GC, BD > BG + HD,

CE > CH + KE, DA > DK + LA, EB > EL + FB, wigc AC + BD + CE + DA + EB >
>(AF+GC)+ (BG+HD)+ (CH+KE) + (DK + LA) + (EL+FB) >

>AB+ BC+ CD+ DE + EA, skad wynika, Ze

AC+BD + CE+ DA+ EB > AB + BC + CD + DE + EA. 1.39. Zauwazmy, ze trdj-
kat ABC jest prostokatny; jego bok AC jest rownolegly do osi OY, zas bok BC — do osi OX. Rozpig¢toscia tego
trojkata jest oczywiscie dugoS¢ wysokoSci 1, opuszczonej z wierzcholka kata prostego. Obliczamy:

AB= [(1-5) 4 (4-1) ' = /47432 =5 BC=4,CA = 3. Ze wzoru na pole tr()jkqta%AB- h, = %AC-BCOtrzy-
mujemy /2, = Agl Efc =34 20,427, M= (1: -1}, R = 5.2.16.110% 90°; 705, 90". 2.18. S = 6 7. 2.20. Wybicrzmy
dowolng $rednicg B, B, tego okregu. Poniewaz dla kazdegoi = 1,2, 3,4, ..., 2002 zachodza nieréwnosci

2=B B,< A, B +A,B,, wicc dodajac je stronami, otrzymamy nieréwnos¢ . Wobec tego co najmniej jedna z sum
w nawiasach jest nie mniejsza od 2002. Wystarczy zatem za B przyja¢ ktorykolwiek z koncow Srednicy B B.,.
3.5.Niech P = <x”;y0)naleZy do prostej Ax+By+C =0.Wtedy Ax + By +C =0.Stad Ax +By =-C

|Ax,+ By, +C|
JA+ B
|Ax,+By,+C|

m .4.1. a) Prosta [ przecina okrag s; b) Prosta [ jest prosta zewn¢trzna okregu s; ¢) Prosta
2+

-

Szukana odleglos¢ d jest odlegtoscia punktu P od prostej Ax+ By + C,= 0. Zatem d = . Istotnie

wiecd =
jest styczng do okregu s. 4.3. (x - 1) (y- ) 100. 4.10. Okrf;gaml spelniajacymi warunki zadania sa okregi
o réwnaniach: (x— %) (y— %) = ( X+ %) <y+ —) = 64;<x 5)2 (y— 4-5—> = 64;

(x+ 15)2+ (y— %)2: 64.4.15.c=25lubc=—

422.90A4,C = 3 <B CA,= 30°C,<CA E = <C, A B= 60",
SOA E =<0A4,C+<CA E=90cn.d.

B Ay

Cy

4.23. Rownanie to jest rownowazne rownaniu (x — 4)2 +y?=27 y
ktére opisuje okrag o srodku (4; 0) i promieniu 2. Oznaczmy §ro-
dek tego okregu przez S, a punkty stycznoéci przezA i B. Poniewaz

AS _ 1

B3 = 7 Wiee <405 =30 “itg|<A40S|= [ a) Styczne §,i S, ma-

ja wigc rownania: y = —}5 xiy=- % x. b) Pole zakreskowanej 4

S
czesci jest rowne roznicy pola czworokata AOBS i pola wycinka < 7\ 2
S
)

ABS. Pole tego czworokata réwne jest polu trojkata rownoboczne-

2o o boku 4, czyli 4 /3, zas pole wycinka réwne jest % pola tego ko- 0
ta (dlaczego?), a WiQC% m-4= % T, zatem pole rozwazanej figury M

jestréwne4ﬂ—%n=7‘1:(16\/§—37£).
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58.6.500.7= % 511.,- 4

5.16. Zauwaz, ze < ADB=90%<0,CB=90%<0,AC=<0,CA4;
gdyz trojkat O, AC jest rtownomierny. Poniewaz AD 1l O, C, wige
<DAC= < ACO,. Skoro jednak < ACO, =<0, AC wigc

<10, AC = <CAD. Istotnie wigc prosta AC jest dwusieczng < BAD.

1 a-d m_
5.23.40.5.24.19,21ub3 3 5.26.75.5.27. 5.

5.30. Oznaczmy przez r i R promienie tych okregdw. Wowczas otrzymany pierSciefi kofowy ma pole rowne
TR -Tri=m (R2 - rz) =70 57= 257 (na mocy twierdzenia Pitagorasa).

5.31. Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie obok. Wowczas z treci za-

dania wynika, ze AB= 16cm, AO= OB= OC=8cm,0,0= 00,= 4 ¢
cm. Niech r bgdzie promieniem okreggu stycznego do trzech zakreslo-

nych okregdw, za$ O, — jego Srodkiem. Poniewaz trojkat O, O, O jest

rownoramienny, wigc odcinki O, 010, O, sg do siebie prostopadie. “
W trojkacie prostokatnym O OO, zachodzi zwigzek ‘r

0,0:= 0,0+ OO0}, czyli rtownanie (4 + r)2 =16+ (8- r)z, ktorego
rozwiazaniem jest r = —§- A zatem promien okregu stycznego do trzech

zakre§lonych okregdw ma dlugosé %

5.32. Oznaczmy $rodki okregdw o promieniu 7 przezO,,0,, ..., O, ?
a okregu o promieniu R — przez O i rozwazmy dwa okregi sposrod

nich. Poniewaz $rodki O, O, , ..., O, sa wierzchotkami szeSciokata fo-

remnego o boku dtugosci 27, wige trojkat OO, O, jest rOwnoboczny.

Stad wyplywa rownanie 2r= R — r, ktorego rozwigzaniem jest r = 133 R-"\'| /R-r

(@]

6.2. Katy rombu wynosza 60°1120°. 6.3. <CDA = 30°; trojkat A A D C — rownoramienny. 6.5. 1447 18° 18°.
6.6.<CBD= 100°; <CDB= 40°% < BCD= 40°. 6.7.90°6.8. <« BAC = 45°. 6.17.54". 6.18. Punkt S jest punktem prze-
ciecia dwusiecznych katow trojkata ABC. Wobec tego < CAS =< BAS oraz < ACM =< BCM=< BAM (z twierdze-
nia o katach wpisanych i opartych na tym samym tuku). Zatem < ASM=< CAS+<sACS=<BAS+< BAM=<SAM,
stad wynika rownoramienno$¢ trojkata ASM, w ktérym MS= MA.
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6.20. Oznaczmy punkty stycznosci tego okregu z bokami CA i CB odpo-
wiednio przez E i F (sa to oczywiScie Srodki tych bokow, bo tréjkat ABC
jest rownoboczny). Punkt stycznoSci prostej MN z okrggiem oznaczamy C
przez G. Poniewaz punkty C, E, O i F leza na jednym okregu (dwa prze-

ciwlegte katy czworokata CEOF sg proste), wiec < EOF = 120°. Stad /\
< MON = 60°. Ponadto< M OE +< N,OF = 60°, wobec tego G
< M,ON, = 180°. Zatem punkty M , O, N, leza na jednej prostej.

7.19. Spojrzmy na rycing obok. Widzimy, ze a
< ABE =< BED oraz <« CBF=< BFD (katy na-
przemianlegte). Wobec tego i faktu, ze BE i BF
sa dwusiecznymi odpowiednio katow ABD

i CBD, trdjkaty BDE i BDF sa rGwnoramienne,
w ktorych ED = BDi BD = DF. Stad wynika
réwnos¢ odcinkéw ED i DF.

7.26. Jezeli przez a, b i c oznaczamy dfugos¢ bokow, na ktére opuszczono wysokoSci i , i, h , tego trojkata, to je-

go pole S wyrazaja rownosci: S = % ah, = % bh, = % ¢h,, zktorych otrzymujemy a = 2h_S’ b= 2h_S’ c= 2h_S Podsta-
a b c

= 2/(%+%+%)(—%+%+%)4(%—}%+ }3)(711—+hi—-}1— , skad natychmiast wynika,

—b
e S= 1 .s.s.c(a )

1,11 b
h h h,
—h?
8.7.+-(a+b) h.89. bq—%’{%’——b—. 811 AC'i AM; AB'i AN; HC'i AM; H B'i A'N.8.12..
8.16. Poniewaz AM = KC i AM |l KC, wigc czworokat D K C
AMCK jest rownoleglobokiem. Stad AK Il MC. Stosujac

twierdzenie Talesa do ramion kata ABD, otrzymujemy, ze
EF = FB;bo AM = MBi MCIl AK. Analogicznie stosujac

3
.8.6.3 T

twierdzenie Talesa do ramion kata CDB, otrzymujemy, ze E
DE = EF. Z tych rownosci wynika, ze DE = EF = FB. E
A M B
. oatB o a=B . a=B . o+ _2ab ;,_a*+b’
9.4.4./5:8,/5.9.5.90° — 590" = =5 90" + =5 90" + —=.103.c = =40 d = o
11.2 1—1—2“— 3”3 11.7.90% 11.12.20. 11.16. 1332,

175



Odpowiedzi

11.21. Poniewaz 2 + 2 8= 180", wiec a + 8 = 90". Stad
<EHG=<AHD=180"~ (o + 8)=90". Analogicznie dowo-
dzimy, ze < EFG =2 FGH=< HEF= 90".

11.28. Skorzystamy ze wzoru Herona na pole trojkata. Wiadomo, ze (*) §'= -‘—Z—er—b - h. Ponadto
28

28 ppe= (a"b)'h’Wif?Ch: a_.El;JC = azb S pe=
_ 2 Jfa=b+tc+d , _ a-b+c+d a-b+c+d ,\ a-btc+d _
i b /( 2 (a b))< 2 C)( b d) PR
=~ E b/(p —a)(p-b)(p-b-c)(p-b-d) Wracajac z obliczonym h do wzoru (*), otrzymujemy zadany
wzOr.
D b C
d d h\
A a E a—b.\ B
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Wyaicto Pedagoiczne OPERON
proponuje zintegrowany zestaw
dydaktyczny do nauki matematyki

dla liceum ogdlnoksztatcacego,
liceum profilowanego i technikum.

Pozycje z zestawu do tomu 1:

B Program nauczania
zakresy podstawowy
i rozszerzony

PROGRAM NAUCZANIA

Liceumt oeoumul
csunpronon

m A{E MATYKA

TAKRESY SO
PODSTAWOWY S
| ROZSTERZONY

B Zbior zadan liniad
zakresy podstawowy
i rozszerzony

MATEMATYKA

1

ZAKRESY PODSTAWOWY | ROZSTERZONY
Zbior zadan
ia ¥

Lin
ponadstanderdowa

M Testy sprawdzajace
zakresy podstawowy
i rozszerzony

WYDAWNICTWO PEDAGOGICZNE

B Podrecznik
zakres podstawowy

25 MATENIATYKA

1

LAKRES PODSTAWOWY |
Podrecznik

M Zbidr zadan linia2
zakresy podstawowy
i rozszerzony

I MATEMATYKA

L

ZAXRESY PODSTAWOWT | ROZSZERZONY
Zbiér zadan

Linja
. standardowa

B Stereogramy czesé |
zakresy podstawowy
i rozszerzony

M Podrecznik
zakres rozszerzony

B Przewodnik dla nauczyciela

zakresy podstawowy
i rozszerzony

B Filmy edukacyjne
zakresy podstawowy
i rozszerzony

Wydawnictwo Pedagogiczne OPERON
www.operon.pl
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B Zeszyt éwiczen dla ucznia

zakres podstawowy

MATEMATYKA

L

. , TURES PODSTAWOWY

i Zeszyt éwiczen

E dla ucznia
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