Proste rownania trygonometryczne

1.Rownanie sinx=a

Rozwigzaniami takiego rownania sa: x = x, + 2kn  lub x =m — xy + 2km, gdzie k € C.

Spdjrz na ponizszy rysunek:
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Zaznaczamy te argumenty dla ktorych wykresy funkcjiy = a oraz y = sin x si¢ przecinaja.
Wystarczy, ze odczytamy jeden z takich argumentéw, czyli x, . Woéwczas wszystkie
rozwigzania tego rOwnania, zapisujemy zgodnie ze wzorem rozwigzan podanym powyze;j.

Przyklad 1

Znajdz wszystkie rozwigzania rOwnania:

1T

Z tabeli wartos$ci funkcji trygonometrycznych odczytujemy, ze jednym z rozwigzan rOwnania
jest x, = %. Zapisujemy zatem wszystkie rozwigzania tego rownania zgodnie z wzorami:

x=%+2kn lub x=7‘[—%+2k7‘[=5?”+2k7'[ ,gdzie keC.
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2. Réwnanie cosx = a
Rozwigzaniami takiego rownania sa: x = xo + 2kmw lub x = —xy + 2kmr ,gdzie keC .

Spojrz na ponizszy rysunek:
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Zaznaczamy te argumenty dla ktorych wykresy funkcjiy = a oraz y = cos x si¢ przecinaja.
Wystarczy, ze odczytamy jeden z takich argumentéw, czyli x, . Woéwczas wszystkie
rozwigzania tego rownania, zapisujemy zgodnie ze wzorem rozwigzan podanym powyze;j.

Przyktad 1. Znajdz wszystkie rozwigzania rOwnania: cosx = — ?
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Aby zapisa¢ wszystkie rozwigzania tego rOwnania, musimy zna¢ przynajmniej jeden taki
argument, dla ktorego wykresy obu funkcji si¢ przecinaja. W tabeli wartos$ci funkcji
trygonometrycznych mozemy odczytaé takie wartosci tylko dla (0, g), gdzie wartosci funkcji

cosinus sg dodatnie. Tutaj natomiast mamy odczyta¢ argument, gdy wartosci funkcji cosinus
sa ujemne. Co w takiej sytuacji? Jednym ze sposobow odczytania takiej wartos$ci jest:

Z tabeli warto$ci funkcji trygonometrycznych odczytujemy, ze jednym z rozwigzan rdwnania
jest (patrz kolor zielony)
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Oznacza, to ze zawsze wykres y = cosx przecina si¢ z prosta o rOwnaniu y = - W

punkcie, ktory jest oddalony od wierzchotka cosinusoidy, gdzie warto$¢ funkcji cosinus jest
réwna 1, o %. Na powyzszym rysunku ten odcinek zostat zaznaczony na zielono. Teraz jak to

si¢ ma do rozwigzan rOwnania ? Rozwigzania tego réwnania bedziemy wyznaczac¢ podobnie.

Tyle, ze bedziemy teraz wyznacza¢ punkty, ktorych odlegtos¢ od wierzchotkdéw cosinusoidy
. y oy .o . . , .y . . TIT

gdzie wartos¢ funkcji cosinus jest rOwna -1, wynosi rowniez p

3. Réwnanie tgx=a

Rozwigzaniami takiego rownania jest x = x, + km , gdzie k € C..

Spojrz na ponizszy rysunek:
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Z tabeli warto$ci funkcji trygonometrycznych odczytujemy, ze tg g =

Musimy odczyta¢ warto$¢ argumentu . Ale odlegto$¢ punktu x, od O jest r(')wna% , czyli:

Xog = ——

6

Zatem zbior wszystkich rozwigzan to: x = —% + km ,gdzie k € C.

4.Podsumowujac::rozwigzania elementarnych rownan trygonometrycznych zawiera tabela:

Réwnanie | Dziedzina rownania  Rozwigzanie rownania | Przedzial podstawowy

x, =x,+2kn

SinX =d  x
— g E{——,—
fIE{—Ll} R x, =%—x,+2kx X 373
x, =x,+2kx
COSX =d
g e {_ 1}1} R x, =—x,+2kx x, € {U,x}
igx=a Ri{x=24kn nkeC} x,e|-2,Z
aceR 2 x=x,tknm 22
ctgx=a | Rifx=kenkeC} x=x, vhr x, €(0,7)
ce R

Uwaga. Na stronach 5 — 10 sa przvklady z dokladnym opisem rozwiazan.

Prosze zrobi¢ w zeszycie odpowiednig notatke. Przeanalizowaé przyktady. Wykona¢ zadania
ze strony 271 zad.8.46
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Rozwiaz rownanie: sin x = e
Rozwigzanie:

sinx = ———
2

x=mn—-x,t2kn, ke C

Czyli

x=—g+2kﬁ

Ostatecznie:

Jest to rdwnanie elementame, wiec nie wymaga
przeksztalcen. Po prawej stronie (w odréznieniu od
innych zadan) znajduje sie liczba ujemna,

Najpierw znajdujemy taka wartoéc kata x, dla

ktdrej sinus ma wartos¢ — ﬁ :

3 - NE]

o nie znajdziemy w tabelce, ale jest tam =

Sprawdzamy, dla jakiego kata x, sinus ma warto$¢
?. Jest nim % Szukany przez nas kat ma

wartod¢ —— , a to dlatego, Ze sinus jest funkcja

3
. Sy w8
nieparzystg i sm{-3} = —sin el
Znaleziong wartos¢ kata wstawiamy do wzoru

na serie rozwiazan dla sinusa.

x=—g+2kﬂ b = = k-1

3
czyl

x=—g+2kﬂ lub .r=:—:|t+2k:rt,kEC

Odpowiedz

x=—f+zknlubx=§n+zkn,kec

3
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Rozwiaz rownanie: sin x =7

Rozwigzanie:

V2

sinx=——

2

.X'u=

3

x=x0+2k:rt

lub
x=r—-X,t2km, ke C

czyli

x=§+2krr lub x=n+g+2kﬂ,ﬁ:ec

ostatecznie:
o 3
x==+2kn lub x=—na+2kn, ke C
4 4
Odpowiedz
o 3
x=z+2kﬂlubx=zﬂ:+2kn,k e C

Jest to rdwnanie elementarne (podstawowe),
ktére nie wymaga przeksztalcen.

Najpierw znajdujemy w tabelce taka wartoéc kata

x, dla ktorej sinus ma 1.'\rart0§-iT2

Katem tym jest %

Korzystamy ze wzoréw, sin x = sin x,, czyli:
x=x + 2kn

lub

x=n-x+ 2kn, keC



Rozwigzanie:
2sinx=-1 /.2

: 1
sinx=-—
2

L
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x=x,+2knlubx=mn—x,+2kn, k € C.

Czyh
=—g+ 2kmlubx=m— (—g) + 2km,
ke C.
Ostatecznie:

x=—g+2kﬁlubx=ﬁ+g+2kn,kEC,

czyli
b 7
x=—6+2kﬂ:]ubx=6n+2kn,kec

Odpowiedz

7
x=—g+2k:rr]ubx=3n+2kmke C

Rownanie to trzeba przeksztalcic, dzielac stro-
nami przez 2.

5 et  fis
Dopiero rownanie sin x = — 2 jest elemen-
tamne.

Najpierw szukamy takiego kata x,, dla ktorego
sinus ma wartosc % Jest nim g"
Nasz kat ma wartosc -E. poniewaz sinus jest

funkcjg nieparzysta, zatem

: 8 o 1
sin (- E}——sm At
Znaleziong wartos¢ kata wstawiamy do wzoru

rozwigzan sinusa.



Rozwigz rownanie: cos x =

o5

Rozwigzanie:
Jest to réwnanie elementarne, nie wymaga prze-
_ 2 ksztalcen. Szukamy takiej wartodci kata x,, dla
COS X = — Jf o
2 ktorej cosinus ma wartosc o Katem tym jest 1
T
X 0 1

X==% + 2km
lub

k= +2km, ke C Teraz znalezione x, wstawiamy do wzoréw roz-

wigzan dla rownania cosi x = cos x;:

C—Z}r’ll x=—x + 2kn, lub
= 2k, ke C
2= "4 2kt lobx=—+2%n ke C s
4 4
Odpowiedz

=_l;+2kn lubx=g+2kﬂ,k -C
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Rozwiaz rownanie: cosx = _T

Rozwigzanie:

x=x,+2kn, ke C
Czyli
xX= —E T+ 2kn
6

lub 5
=gn+2kn:,kEC

Odpowiedz
i) n + 2km lub
6

=§TI:+2RTE,R e C

Jest to réwnanie elementarne, nie wymaga
przeksztatcen. Po prawej jest liczba ujemna, za-
tem nalezy postapi¢ w nastepujcy sposob.
Najpierw szukamy takiego kata, dla ktérego co-

sinus przyjmuje wartus'fTa . Takim katem jest
m

6

Poniewai po prawej stronie rownania mamy

liczbe ujemna, nalezy znaleziuneg odjac od m,
= T

czylim— 5

Wynika to ze wzoréw redukcyjnych (tak poste-

pujemy w przypadku cosinusa, bo cosinus jest

funkcjg parzysta i nie mozemy postapic tak, jak

przy sinusie).

Zgodnie ze wzorami redukcyjnymi mamy

{ n n:] T _ —V3
ws|2-——— =05 —=——
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. . 5 :
Teraz znaleziong wartos¢ x, = —mn wstawiamy
do wzordw rozwiazan cosinusa

X=-x + 2kn, x=x + 2kn, ke C



Rozwiaz rownanie: ctg 3—1 x=+3

Rozwigzanie:
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T xiikﬂ,kec
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—x=x,+tkn, keC
4
§x=f+kn f"i
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Odpowiedz
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Jest to rdwnanie elementarne.
Szukamy takiego kata, dla ktérego cotangens ma

wartoéc +/3. Jest to kat %

Wstawiamy te wartos¢ do wzoru rozwiazan dla
cotangensa.
Nastepnie rozwigzujemy réwnanie, liniowe mno-

i : 4
23c obie strony przez 3



