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1. Wstep

1. Wstep

Niniejszy poradnik powstal w wyniku moich wieloletnich doswiadczen w pracy z uczniami
uzdolnionymi matematycznie w dwéch warszawskich gimnazjach.

Ucze matematyki od ponad 40 lat, przez caly ten czas na Wydziale Matematyki, Infor-
matyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. Przez kilka lat zajmowalem sie praca
z nauczycielami w ODN w Warszawie, od ponad 20 lat ucze réwniez w szkotach. Najpierw
uczyltem w liceach: Pierwszym Spolecznym Liceum Ogdlnoksztalcacym (tzw. ,Bednar-
ska”) w Warszawie, péZniej w Liceum Przymierza Rodzin im. Jana Pawla IT w Warszawie.
W obu liceach pracowalem z uczniami zdolnymi, uczylem wedlug wlasnego programu
rozszerzonego i przygotowywalem uczniéw do Olimpiady Matematycznej (ok. 20 mo-
ich uczniéw zostalo finalistami Olimpiady). Od 10 lat ucze w gimnazjach: przez caly
ten czas w Gimnazjum Przymierza Rodzin im. Jana Pawta II w Warszawie i aktualnie,
trzeci rok, w Gimnazjum nr 13 im. Stanistawa Staszica w Warszawie. W gimnazjum tez
ucze wedlug wlasnego programu rozszerzonego i przygotowuje uczniéw do Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw (dalej bede uzywal skrétu OMG). W dotychczasowych
oémiu OMG w Gimnazjum Przymierza Rodzin 27 moich uczniéw zostalto finalistami,
a wiekszos¢ z nich laureatami OMG. Po tak bogatych doswiadczeniach, wyniesionych
gltownie ze szkol niepublicznych, postanowilem przenies¢ swoje do$wiadczenia na grunt
szkoly publicznej. Ucze¢ w Gimnazjum im. Staszica wedlug tego samego wlasnego pro-
gramu. W roku szkolnym 2012/2013 jedenastu moich uczniéw I1I klasy zostalo finalistami
OMBG. Te sukcesy przekonuja mnie o skutecznosci programu oraz o skutecznosci moich
dziesiecioletnich doswiadczen z pracy z uczniami zdolnymi. Tymi doswiadczeniami chce
sie teraz podzieli¢ z innymi nauczycielami, z wiara, ze bedg oni mogli moje doswiadczenia
przenies¢ do swoich szkol, i z wiara, ze ich uczniowie odniosa podobne sukcesy.

Moje doswiadczenia wywodza sie przede wszystkim ze szk6t niepublicznych. Tak sie zto-
zylto, ze w szkotach, w ktérych uczyltem, miatem ogromna swobode w ksztaltowaniu pro-
gramu nauczania i wielokrotnie spotkalem sie z wielka zyczliwos$cia dyrekcji, patrzacej
z wyrozumialoécia na moje — czesto niestandardowe — pomysty. Chce w tym miejscu
za te zyczliwos¢é podzickowaé dyrektorom tych szkél: Krystynie Starczewskiej, Elzbie-
cie Guzickiej i Pawlowi Glowackiemu. Po do$wiadczeniach w pracy wylacznie w szkole
niepublicznej, idac do szkoly publicznej bytem peten obaw — czy moje pomysty beda
tam odebrane réwnie dobrze. Chce podziekowaé¢ pani dyrektor Reginie Lewkowicz i jej
zastepczyni pani Urszuli Tarkowskiej za zyczliwosé i za to, ze wszelkie moje obawy juz
dawno sie rozwialy. Gimnazjum im. Staszica jest dla mnie dowodem, ze moje pomysty
moga by¢ realizowane w kazdej szkole — jesli tylko znajda zrozumienie dyrekcji.

Jak wspomniatem, ucze wedlug wlasnego programu rozszerzonego. To nie znaczy, ze
wszystko w tym programie wymyslilem sam. Przede wszystkim, méj program jest roz-
szerzeniem zwyklego programu gimnazjalnego. Moi uczniowie korzystaja ze zwyklych
podrecznikow, rozwiazuja zadania ze zwyklych zbioréw zadan. Nie miejsce tu na kryp-
toreklame ktéregokolwiek podrecznika, zbioru zadan czy programu. Nauczyciel, cheacy
wdrozy¢ to, co opisuje w poradniku, moze wybraé¢ dowolny program, podrecznik, zbiory
zadan. W uwagach realizacyjnych zamieszczam tylko krétkie uwagi dotyczace tego, jakie
cechy powinien mie¢ dobry podrecznik czy zbiér zadan; programy nauczania nie roz-
nia sie istotnie. Na czym wigc polega moéj program? Otdz na rozszerzeniach programu
zwyklego. Moje wieloletnie do$wiadczenia pokazuja, ze w gimnazjum jest wystarczajaco
duzo miejsca na rézne rozszerzenia — zwlaszcza wtedy, gdy uczymy uczniéw zdolnych.

4



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

Ten poradnik jest po$wiecony wtasnie takim rozszerzeniom. Jego objeto$¢ wskazuje, ze
z uczniami gimnazjum mozna zrobi¢ naprawde wiele.

Chcee tez wyraznie podkreslié: nie wszystko, o czym pisze, mozna zrobié¢ ze wszystkimi
uczniami w jednym cyklu ksztatcenia. Z jednym rocznikiem koncentrowalem sie bardziej
na jednych tematach, z innym rocznikiem na innych. O tym, jak rozszerzyé¢ program,
ile zrobié¢, decyduje nauczyciel na biezaco. Trzeba pamieta¢ o dwéch rzeczach: po pierw-
sze, wszystko, co zrobimy w ten sposéb, bedzie rozszerzeniem podstawowego programu
i bedzie z korzyscia dla ucznidéw; po drugie, wszystko, co zrobimy, mamy zrobié¢ bar-
dzo doktadnie. Celem nie jest to, by$my wypelnili odpowiednie rubryki w dzienniku, ale
by uczniowie te ponadprogramowe tematy dobrze zrozumieli. Pamigtajmy: wszystko, co
W ten sposob zrobimy, i tak stanowi nasz i naszych uczniow zysk.

Ten poradnik zawiera konkretne materialy teoretyczne, zadania, rozwiazania zadan i ko-
mentarze. Poradnik dla nauczyciela to nie monografia z dydaktyki matematyki. Nie sile
sie tutaj na wielkie rozwazania teoretyczne. Wychodze z zalozenia, ze nauczyciel, ktéry
ma z moich doéwiadczen skorzystaé, powinien otrzymaé w zasadzie gotowe materialty dy-
daktyczne. Takie staram sie da¢. Nie moge daé¢ gwarancji sukcesu, moge jedynie zapewnié,
ze wszystkie sukcesy moich uczniéw wywodza sie z takich lekcji, jakie tu opisalem. Moge
zapewni¢, ze wszystko, o czym pisze w poradniku, zostalo sprawdzone. Wszystkie pomy-
sly, o ktérych pisze, zostaly zrealizowane na lekcjach, czasem na kétkach po lekcjach (nie
rozrozniam tego, czy temat byt robiony na lekcji, czy na kétku — choéby z tego powodu,
ze w réznych latach bywalo réznie). Zadania byly zadawane do domu i omawiane na
lekcjach. Nieliczne zadania, ktére w chwili pisania poradnika wydaly mi sie nieskuteczne,
usunalem. W kilku miejscach zmienitem sformulowania czy kolejnoé¢ zadan, wyciagajac
wnioski z do$wiadczen ostatniego roku. Tak zresztg robie co roku — zestawy zadan, ktére
daje uczniom, modyfikuje w zaleznosci od tego, jak si¢ sprawdzily ostatnio. Jak wspo-
mniatem, chyba niemozliwe jest zrealizowanie z uczniami wszystkich pomystéw zawartych
w poradniku. Rola nauczyciela, ktory z tego poradnika bedzie korzystal, jest wybranie
tego, co mu najbardziej odpowiada. Nauczyciel sam ksztaltuje swoj program nauczania.
Chcialbym, by ten poradnik byl dla nauczyciela Zrodlem pomystéw; niektore sa podane
w gotowej postaci, inne by¢ moze tylko zainspiruja do stworzenia czegos zupelnie nowego.

Znaczne czedci poradnika to po prostu zbiory zadan. Moze to by¢ powodem krytyki: po
co jeszcze jeden zbiér zadan? Powtérze: uwazam, ze poradnik powinien daé¢ nauczycie-
lowi gotowe materialy, a nie tylko pomysty. Uwazam takze, ze o nauczaniu matematyki
nie powinno sie méwi¢ w sposéb teoretyczny”. Nauczanie matematyki odbywa sie za-
wsze poprzez rozwiagzywanie z uczniami zadan. Oczywiscie trzeba uczniom rézne kwestie
wythumaczy¢, ale ostatecznym celem jest zadanie. Dopiero zadanie zmusza ucznia do my-
$lenia samodzielnego — a przeciez mys$lenie samodzielne jest chyba najwazniejszym celem
nauczania (nie tylko matematyki). O tym nie da sie¢ rozmawiaé teoretycznie — trzeba te
zadania pokazaé. To wlasnie czynie.

Poradnikowi towarzysza pliki pdf, zamieszczone na stronie internetowej ORE, zawierajace
tekst poradnika oraz wiele z omowionych materialow dydaktycznych. Oto adres tej strony
internetowej:

www.ore.edu.pl/s/181

W pliku zawierajacym tekst poradnika zamieszczam trzy dodatki, w ktorych znajduja sie
przyktadowe materialy do zaje¢ seminaryjnych. Na tej stronie zamierzam takze zamiesz-
czaé informacje o btedach znalezionych w poradniku. W innych plikach sa zestawy zadan
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1. Wstep

oraz wybrane materiaty teoretyczne, ktére daje uczniom. Na przyklad jest tam w calo-
$ci tekst teoretyczny dotyczacy geometrii tréjkata, ktorego obszerne fragmenty przyta-
czam. Dla zwiekszenia czytelnosci poradnika i odréznienia tekstu, ktéry daje uczniom,
od komentarza przeznaczonego dla nauczyciela, zaznaczam poczatek i koniec cytowanych
fragmentow tekstu teoretycznego z geometrii. Poczatek kazdego fragmentu oznaczam
znaczkiem [¥], koniec znaczkiem [A].

Na zakonczenie chce podzigkowaé¢ wszystkim osobom, ktore przyczynily sie do powsta-
nia tego poradnika. Chce podzickowaé nauczycielom matematyki, z ktérymi wspdlpra-
cowalem; dyskusje z nimi niewatpliwie odegraly istotna role przy tworzeniu programu
nauczania: Mirce Galas, Eli Guzickiej, Ewie Jaroszewicz, Joasi Lisak, Piotrowi Mezyn-
skiemu, Hani Mierzejewskiej i Beacie Szlachcic z Gimnazjum Przymierza Rodzin oraz
Wojtkowi Martysowi, Agnieszcze Potockiej i Filipowi Smentkowi z Gimnazjum im. Sta-
szica. Nastepnie chce podzigkowa¢ memu przyjacielowi — Waldkowi Rozkowi, nauczy-
cielowi w Liceum Ogolnoksztalcacym im. KEN w Stalowej Woli, z ktérym wspoélpracuje
od kilkunastu lat, miedzy innymi przy organizowaniu warsztatéw matematycznych. Dys-
kusje i spory z nim bardzo mocno wptynely na zrozumienie przeze mnie tego, jak nalezy
uczy¢ matematyki w szkole. Dziekuje réwniez moim kolegom z Uniwersytetu: Jurkowi
Bednarczukowi, Markowi Kordosowi, Waldkowi Pompe, Pawlowi Strzeleckiemu a szcze-
gélne Zbyszkowi Marciniakowi, ktéry byl recenzentem poradnika, a jego uwagi bardzo
poprawity poradnik. Dziekuje Ani Rudnik za wyjasnianie zawilosci systemu TEX i za
pomoc w ztozeniu tekstu poradnika. Nade wszystko chce podzigkowaé mojej zonie Eli za
wieloletnia wspolprace we wszystkich szkotach, w ktorych razem uczylismy matematyki,
zwlaszcza w Szkole Przymierza Rodzin, ktora wspoltworzyliSmy, za pomoc przy pisaniu
tego poradnika oraz za nieskonczenie wiele innych rzeczy, ktérych wymieni¢ nie sposob.

Konstancin-Jeziorna 30 czerwca 2013 r.
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2. Motywacja dla wprowadzenia programu rozszerzonego

Ten rozdzial chcialbym zaczaé¢ od krotkiej refleksji nad tym, dlaczego ucze matematyki
w szkole. Do czego matematyka jest w ogdle uczniom potrzebna? Dlaczego jej uczymy?
Dlaczego wreszcie ja jej ucze? Na ten temat mozna napisaé cale tomy; ja chce ograniczyé
sig do kilku uwag o podstawowym dla mnie znaczeniu. Ucze matematyki z trzech powodéw,
ktoére — moim zdaniem — beda w przysztodci ksztaltowaly moich uczniow. Oto te powody:

e matematyka jest uzyteczna;
e matematyka porzadkuje nasz sposéb myslenia;
e matematyka jest piekna.
Omowie krétko te powody. O uzytecznoéci matematyki jest dzisiaj przekonany prawie
kazdy, cho¢ wiele os6b nie zdaje sobie sprawy z zakresu tej uzytecznosci. Uzywamy pro-
stej matematyki w codziennych obliczeniach: robimy budzet domowy, zawieramy umowy
kredytowe, zastanawiamy sie, ile kupi¢ farby na pomalowanie Scian pokoju, czy ile ku-
pi¢ trawy na obsianie ogrodka itp. Rzadziej myslimy o powazniejszych zastosowaniach
matematyki. lan Stewart pisze o tym w swojej ksiazce Listy do mlodego matematyka
([Stewart]) juz w pierwszym rozdziale:
Mysle czasami, ze najlepsza metoda zmiany spotecznego podejscia do ma-
tematyki bylyby czerwone nalepki na wszystkim, co jest zwigzane z mate-
matyka. ,,Uwaga, matematyka”. Taka nalepke wida¢ byloby oczywiscie na
kazdym komputerze; obawiam si¢, ze gdyby$my chcieli potraktowaé¢ pomyst
dostownie, to wida¢ byloby ja takze na czole kazdego nauczyciela matema-
tyki. Ale powinniSmy taki czerwony matematyczny znaczek nakleié takze na
kazdym bilecie lotniczym, kazdym telefonie, kazdym samochodzie, kazdym
samolocie, kazdym warzywie. . .

Dalej Stewart przekonuje, ze umieszczenie w tym wykazie warzyw nie byto przypadkowe,
pokazujac zwiazki miedzy matematyka i biologia... I wiele stron jeszcze po$wieca po-
kazaniu roli matematyki w dzisiejszym Swiecie. C6z, ja dodalbym, ze naprawde wiele
byloby przedmiotéow z ta naklejka: od najprostszych przedmiotéow uzytku codziennego
po tomograf komputerowy.

Co to znaczy, ze matematyka porzadkuje nasz sposéb myslenia? Przede wszystkim uczy
rozumowania opartego na $cistych regutach logiki. Uczy wyobrazni. Co to jest wyobraznia
przestrzenna, wie wlasciwie kazdy; zwlaszcza ci, ktérzy zarzekaja sie, ze jej nie posiadaja.
W pewnym stopniu ma ja kazdy — umiemy sobie na przyklad wyobrazié, jak wyglada
ogladany przedmiot z drugiej strony. Wiele oséb umie wyobrazi¢ sobie szachownice po
wykonaniu dwéch ruchéow lub swoje karty po zagraniu dwoch lew w brydzu. Ale co
wyobraznia przestrzenna ma wspolnego z porzadkowaniem sposobu myslenia? Ot6z nie
tylko umiemy sobie wyobrazié¢ rézne rzeczy, ktorych nie widzimy, ale takze umiemy wy-
wnioskowadé, jakie maja wlasnosci, do czego sie przydaja, umiemy wyciagnaé¢ wniosek,
co nastapi w szachach lub brydzu itp. Ale wyrézniam jeszcze jeden rodzaj wyobrazni:
formalna. Wykonujemy obliczenia i wyobrazamy sobie, jak bedzie wygladaé¢ wynik; czy
przyda nam sie dalej, czy bedzie bezuzyteczny; czy te obliczenia mogg prowadzi¢ do
rozwiazania zadania, czy raczej ,wyprowadzaja nas w pole”.

Umiemy przeprowadzac¢ rozumowania przez analogie i przez rozpatrzenie wszystkich przy-
padkéw. Umiemy stwierdzié, czy rzeczywiscie przeanalizowalidémy wszystkie mozliwosci.
Umiemy w swoich rozumowaniach opieraé si¢ na podobnych rozumowaniach wykonanych
w przeszltosci, ale umiemy takze oderwac sie od sposobu rozumowania typowego dla danej
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2. Motywacja dla wprowadzenia programu rozszerzonego

sytuacji i poszukac czegos innego. Umiemy przyjrzec sie wykonanym obliczeniom i dostrzec
w wynikach co$ wspélnego, jakas prawidtowosé, ktorej wezesniej nie dostrzegalismy i ktora
moze okaza¢ sie tym kluczowym, brakujacym krokiem na drodze do rozwiazania. Kazdy
matematyk czego$ takiego kiedys doswiadczyl; matematyka uczy nas takich sposobow
my$lenia. To sa sposoby myslenia przydatne w kazdej sytuacji; w matematyce dostrzegamy
je najwczesniej i z pewnoscig mozna powiedzieé, ze matematyka uczy nas ich najlepiej.

A co to znaczy, ze matematyka jest piekna? Pojecie piekna przede wszystkim kojarzy
si¢ z picknem zmystowym. Widzimy pigkny obraz, piekne gory i pigkny zachéd stonca.
Stuchamy pieknej muzyki, piegknego $piewu ptakéw i pieknego szumu gérskiego potoku.
Zachwycamy sie pieknym zapachem kwiatéw, perfum i podawanej na stél wspanialej
potrawy. Za chwile zachwycimy sie jej — chyba mozna powiedzie¢ — piegknym smakiem.
A po wspanialej uczcie zachwycimy sie cudownie pieknym dotykiem fotela, na ktérym
odbedziemy sjeste. Tyle zmysty. Ale przeciez jest jeszcze inne piekno: w czasie sjesty nie
musimy spaé, sniac pigkne sny; mozemy wzia¢ dobra ksiazke i zachwycaé si¢ pigknem
literatury. A gdzie w tym wszystkim jest matematyka? Czy chce powiedzieé, ze pickna
jest strona podrecznika zadrukowana znaczkami niezrozumiatymi dla wiekszosci ludzi?

Jest co$ takiego jak piekno rozumowania. Pickno my$li ludzkiej. Nie dotyczy ono wytacz-
nie matematyki. Odkrycia: szczepionek, struktury DNA i w konsekwencji kodu genetycz-
nego, czy lasera wraz z jego rozlicznymi zastosowaniami, to byly odkrycia wynikajace
z wieloletnich czasami doswiadczen, analizowania wynikdéw tych doswiadczen, podazania
btednymi Sciezkami, uwienczone w koncu sukcesem. To na pewno byly piekne odkrycia,
bedace wynikiem pieknych rozumowan. Ale matematyka pokazuje nam my$l w stanie czy-
stym, nieskazonym zadnym do$wiadczeniem. To jakby mysl wyabstrahowana ze wszelkich
zastosowan. I ta czysta my$l, czyste rozumowanie, moze by¢ nazwane pieknym.

Pigkno ma to do siebie, ze nie przez wszystkich jest dostrzegane i odczuwane. Sg osoby,
ktorych nie zachwyca malarstwo i chca w nim widzie¢ tylko odwzorowanie rzeczywistosci.
Nie zachwyca ich piekno gér widzianych ze szczytu, bo bardziej mysla o zmeczeniu. Nie
wszyscy zachwycaja sie muzyka czy zapachem Swiezo skoszonej taki. Nie wszyscy dostrze-
gaja piekno rozumowania matematycznego. Ale sa osoby, na ktorych niezwykle wrazenie
wywarly pigkne dowody twierdzenn matematycznych. Paul Erdos, wielki matematyk we-
gierski XX wieku, mowil, ze Bég ma taka ksiege, w ktérej sa zapisane najdoskonalsze,
tzn. najpiekniejsze dowody twierdzen matematycznych i czasem tylko, w swej dobroci,
pozwala nielicznym ujrzeé jej kawalek (zob. [Ksiega]). Jak pisal G. H. Hardy ,nie ma na
Swiecie miejsca dla brzydkiej matematyki”. Kazdy, kto studiowal matematyke, musiat za-
chwycié¢ si¢ niejednym dowodem, dostrzegajac w nim niezwyktle pigkno. Dla mnie bylo to
przede wszystkim twierdzenie Godla i twierdzenie o niezaleznoéci hipotezy continuum, ale
zachwycaly mnie takze twierdzenia algebry, topologii czy analizy funkcjonalnej. Kazdy
matematyk ma z pewnoscia takie swoje ,najpiekniejsze” twierdzenie, ktére by¢é moze
zadecydowalo ostatecznie o jego przyszltosci.

Piekno matematyki nie musi odwolywaé sie do tak powaznych twierdzen i teorii. Ksigzka
Dowody z Ksiegi zaczyna sie od niezwykle pigknego dowodu twierdzenia o nieskonczo-
nosci zbioru liczb pierwszych. Dowdd jest niezwykle krétki i zachwyca swoja prostota.
Przytocze go w calosci. Przypusémy, ze istnieje tylko skonczenie wiele liczb pierwszych:

D1y -3 Pn. Wezmy liczcbe N = py - ... p, + 11 jej dzielnik pierwszy p. Zadna z liczb
P1,.-.,Dn nie jest dzielnikiem N (dzielenie daje reszte 1), ale p jest dzielnikiem N. Za-
tem liczba pierwsza p jest rézna od kazdej ze wszystkich liczb pierwszych p1,..., 5.
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Ta sprzecznosé konczy dowdd twierdzenia. Nie znam matematyka, ktéry nie zachwycitby
sie tym dowodem, widzac go po raz pierwszy. A przeciez ten dowdd jest tak prosty, ze
mozna go pokaza¢ uczniom w szkole. No wlasnie, w jakiej szkole?

Programy nauczania matematyki w polskich szkotach sa podporzadkowane pierwszemu
z wymienionych celéw: uzytecznosci. Uczymy, jak ulozy¢ réwnanie, by rozwiazaé¢ zadanie
tekstowe bedace jakby niewielkim problemem praktycznym, o tresci wzietej z otaczaja-
cej nas rzeczywistosci. Uczymy, jak obliczy¢ pola najwazniejszych figur geometrycznych,
dlugosci linii (na przyklad za pomoca twierdzenia Pitagorasa czy wzoréw na dilugosé
tuku), objetosci bryt — w liceum takze za pomoca trygonometrii. Uczymy obliczania
najprostszych prawdopodobienstw i rozwiazywania prostych zadan optymalizacyjnych.
Niektorzy eksperci domagaja sie, by zadania egzaminacyjne w znacznie wigkszym niz
dotychczas stopniu byly formutowane w jezyku zycia codziennego, by dotyczyly rzeczy-
wistych zastosowan. To wszystko jest oczywiscie bardzo wazne. Ale ja dostrzegam jeszcze
jeden aspekt uzytecznosci.

Bo co to naprawde znaczy, ze matematyka jest uzyteczna? Dla mnie jednym z najwaz-
niejszych aspektéw uzytecznosci matematyki jest jej uniwersalnosé. To samo réwnanie
moze opisywaé zupelnie rézne sytuacje rzeczywiste. Ale, niezaleznie od tego, co ono opi-
suje, rozwigzywac je bedziemy tak samo. Ta sama krzywa opisuje ruch planety wokét
Stonca i cien rzucany przez pitke na boisko szkolne. I znéw, niezaleznie od tego, co ta
krzywa opisuje, jej wlasnosci bedziemy tak samo wyprowadzaé z jej definicji geometrycz-
nej lub réwnania algebraicznego. Matematyki nie nalezy zatem uczy¢ gtéwnie w kontek-
$cie praktycznym. Trzeba jej uczyé w sposéb uniwersalny, abstrakcyjny, bo tylko w taki
sposéb nauczymy jej rzeczywistej, powszechnej uzytecznoéci. To pierwsze: matematyki
chce uczy¢ dla niej samej, podkreslajac tylko jej uniwersalnos¢ i uzytecznosé.

Matematyka, uczona dla niej samej, porzadkuje nasz sposéb myslenia. Ucze nie tylko zadan
matematycznych; ucze, jak nalezy mysle¢ nad zadaniem, jak zabraé sie do rozwiazywania
zadania i jak podazaé do rozwiazania. Kieruje si¢ tutaj wspaniatymi ksiazkami, ktérych
autorem jest wielki matematyk amerykanski pochodzenia wegierskiego, George Polya (zob.
[Polya-1], [Polya-2]). W swych ksiazkach pokazuje on przede wszystkim, ze mozna nauczy¢
ucznia rozwiazywania zadan i pokazuje, jakich wskazowek (tzw. wskazdéwek heurystycz-
nych) nalezy uczniom udzielaé. O niektérych wskazéwkach heurystycznych, dawanych
moim uczniom, pisze przy okazji zadan. Jednak trzeba pamietaé: jesli matematyka ma
nauczy¢ uporzadkowanego sposobu myslenia, musimy da¢ uczniowi odpowiednie zadania.
Zadania, ktore ,sprawdzily sie” na moich lekcjach, sa wtasnie tematem tego poradnika.

Wreszcie, czy mozna pokazaé w szkole pigkno matematyki? Sa zadania, ktérych rozwigza-
nia wywoluja u uczniéw poczucie pewnej satysfakcji, a nawet poczucie piekna. Niektore ta-
kie zadania pokazuje, ale trzeba pamieta¢ — odczuwanie piekna jest bardzo indywidualne.
Nie wszystko, co mnie zachwycilo, zachwyci moich uczniéw. Ale i odwrotnie, wielokrotnie
moich uczniéw zachwycilo cos, czego sie nie spodziewalem; moze dlatego, ze ja juz sie
do tego przyzwyczailem, nic w tym nie mogto mnie zaskoczy¢ i dopiero reakcje ucznidéw
pozwolity mi dostrzec co$, czego nie widzialem wczesniej. Trzeba probowaé pokazywaé
piekno matematyki przede wszystkim przez pokazywanie jej niezwykle logicznej struktury,
jej uniwersalno$ci, widzenia jej jednocze$nie z wielu stron, ukazywania réznych aspektéw
tych samych pojeé, wreszcie zaskakujacych pomystéw w poszczegdlnych zadaniach. Trzeba
pamietaé, ze zaskoczenie bardzo mocno zapada w pamieé, a zaskoczenie w rozumowaniu
jest jednym z podstawowych elementéw decydujacych o pieknie tego rozumowania.



2. Motywacja dla wprowadzenia programu rozszerzonego

Podstawowym elementem mojego programu rozszerzonego sa zadania. Ucze, tak jak
wszyscy, algebry, geometrii (plaskiej i przestrzennej), elementéw statystyki i rachunku
prawdopodobienstwa. Ucze podstawowych wlasnosci funkcji, wspominam o przeksztal-
ceniach geometrycznych. R6znig nas zadania. O nich wlaénie pisze dalej.

Kogo ucze? Poradnik jest przeznaczony dla nauczycieli uczacych uczniéw zdolnych. Kogo
w takim razie ja uczytem? Przez wiele lat, gdy uczytem tylko w Gimnazjum Przymierza
Rodzin w Warszawie, uczyliSmy matematyki w grupach. Lekcje matematyki odbywaty sie
we wszystkich klasach jednego poziomu w tym samym czasie i uczniowie uczyli si¢ w gru-
pach zaawansowania, a nie w swoich klasach. Ja dostawalem tzw. grupe rozszerzona, byty
grupy, w ktérych uczono wedlug programu standardowego i byla grupa przeznaczona dla
ucznidéw z problemami, uczniéw, ktérzy wymagali bardziej indywidualnego traktowania.
Do grupy rozszerzonej uczniowie zgtaszali sie sami, za zgoda rodzicéw. Nie robitem zad-
nego specjalnego naboru do takiej grupy. Po prostu ci uczniowie, ktérzy juz dostali sie do
szkoly, wybierali poziom lekcji matematyki. Po szesciu latach nauki w szkole podstawowej
uczniowie na ogdl wiedza, czy matematyka sprawia im trudnosci, czy przychodzi raczej
tatwo; ci ostatni na ogdél wybierali grupe rozszerzona. Zglaszali si¢ réwniez uczniowie
,»Z rozsadku”, rozumiejac, ze dobra matematyka bedzie im potrzebna.

W ten sposéb rozpoczynalem nauke z duza grupa, znacznie wieksza od pozostalych, zto-
zona z uczniéw, ktérzy sie samodzielnie do niej zglosili. W trakcie nauki okazywato sie, ze
matematyka, ktorej ucze, jest inna od matematyki, ktérej wielu uczniéow sie spodziewalo.
Ci, ktorym sie to nie podobato, odchodzili do innych grup. Mysle dzisiaj, ze to byl dobry
pomyst organizacyjny, cho¢ — obawiam sie — w wielu szkotach niemozliwy do zrealizo-
wania ze wzgledu na nieche¢ dyrekcji do eksperymentowania. Ten system pozwalal na
naturalng selekcje: o tym, kto zostawal w grupie rozszerzonej, decydowala w pewnym
sensie sama matematyka. Ci, ktérym sie¢ podobala, zostawali, pozostali odchodzili do
bardziej tradycyjnego systemu.

Czesto nauczyciele pytaja mnie, jak rozpoznaje uczniéw zdolnych. Odpowiadam, ze sami
sig ujawniaja; ja tylko stwarzam im warunki. Moim zadaniem jest przede wszystkim sta-
ranny dobor zadan umozliwiajacych rozwdj i rozpoznanie tego rozwoju. Zadan nie do-
bieram w oparciu o jaka$ ,teori¢ dydaktyczna”. Obecny dobér zadan, kolejnosé, sposoby
rozwigzania ewoluowaly i sa wynikiem dzialan praktycznych. Jak pisalem, ,sprawdzily
sie”. Probowalem najpierw w liceach, dobieratem zadania tak, by jak najszybciej nauczy¢
moich uczniéw samodzielnego myslenia. Co roku modyfikowatem liste zadan; usuwalem
te, ktére moim zdaniem nie sprawdzily sie i dodawalem takie, ktérych z jakiego$ po-
wodu mi zabraklto. Do czego zabrakto? Tu odpowiedz byta doéé prosta. Zawsze jednym
z wazniejszych celow wskazujacych, co jest potrzebne, byla Olimpiada Matematyczna.

Sam w szkole startowatem dwukrotnie w olimpiadzie. Raz bylem finalista, w nastep-
nym roku laureatem. Pamietam, jak wiele sie nauczylem ze wspaniatych zbioréw zadan
profesora Straszewicza (zob. [Straszewicz]). Start w Olimpiadzie Matematycznej byt dla
mnie wielkyg przygoda intelektualna, chyba pierwsza tak wielka w moim zyciu. Zmusit
mnie do rozwiazywania wielu zadan, do uczenia sie matematyki znacznie szybciej, do
czytania ksiazek matematycznych itp. Wtedy, prawie 50 lat temu, bylo znacznie trudniej;
dzisiaj, w dobie Internetu, dostep do wielu zadan, ksigzek, czasopism, artykuléw, jest
znacznie latwiejszy. Zauwazylem, ze wielu moich uczniéw takze wiele skorzystato dzieki
przygotowaniom do Olimpiady Matematycznej, nawet jesli start nie zakonczy? si¢ pelnym
sukcesem. Ciénie si¢ na usta przypomnienie zasady twoércy sportowych olimpiad nowo-
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zytnych, barona Pierre de Coubertina, ze nie sukces, ale udzial jest celem. Dlatego — jak
wspomniatem — Olimpiada Matematyczna zawsze wskazywala mi kierunek w moich do-
$wiadczeniach dydaktycznych. Olimpiada Matematyczna jest trudna. Wielu nauczycieli,
widzac te trudnosci, nie zacheca swoich uczniéw do startu. Wielu nauczycieli otwarcie
przyznaje si¢ do nieumiejetnosci rozwiazywania zadan olimpijskich — a jak uczy¢ czegos,
czego samemu sie nie umie? Nie wiem, czy pocieszeniem bedzie stwierdzenie, ze niektorzy
moi koledzy z uniwersytetu, z tytutlem profesora, takze przyznaja sie, ze takich zadan nie
umiejg rozwigzywaé. A jednak matematyki ucza, na ogdt ze Swietnym rezultatem. Gdy
ponad 20 lat temu zaczalem uczy¢ w szkole, wiedzialem, ze olimpiada bedzie jednym
z moich celéw. Wzialem zadania z aktualnej olimpiady — i wpadiem w panike. Nie
umiatem rozwiaza¢ ani jednego. Moze rzeczywiscie praca na uniwersytecie, publikowanie
prac naukowych, to co$ innego niz Olimpiada Matematyczna. Nie bylo rady: wzialem
wspomniane zbiory zadan Straszewicza i zaczalem sobie przypominaé to, co umialem
25 lat wczesniej. Po kilku miesiacach okazalo sie, ze nie jest to takie trudne; w kolejnych
olimpiadach umiatem juz rozwigzaé¢ wickszo$é zadan. Nie wszystkie! Nigdy nie bylem tak
dobry jak niektérzy moi uczniowie. Ale mogtem juz zaczaé. Ostatecznie trener tyczkarzy
na ogot nie skacze o tyczce 5 metréw, a niektérzy jego podopieczni skacza nawet wyzej. . .

Mozna nauczy¢ sie rozwiazywania zadan olimpijskich. Jesli nauczyciel naprawde chce pra-
cowac z uczniami zdolnymi i chce ich wiele nauczy¢, to polecam mu t¢ droge. Po reformie
systemu edukacji, wprowadzeniu gimnazjow i skréceniu nauki w liceum, przekonaltem sie,
ze przygotowanie ucznia do olimpiady w trzyletnim liceum znacznie si¢ utrudnito. Ale
w zamian dostaliSmy gimnazja. Ta nowa szkota kusila, by zacza¢ w niej nauczanie ma-
tematyki nakierowane na samodzielno$é¢ myélenia, umiejetnosé prowadzenia rozumowan
i przygotowanie do olimpiady. Tu nastapito niezwykle wazne wydarzenie: z inicjatywy
Srodowiska olimpiady, a zwlaszcza nauczycieli wspotpracujacych z Komitetem Gléwnym
Olimpiady Matematycznej, powstala Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow (OMG).
Odbyta si¢ ona juz osiem razy. Zadania sa przygotowywane w stylu ,dorostej” olimpiady
— jej ,starszej siostry”. Sa jednak znacznie latwiejsze; tak, by do OMG mozna bylo
rzeczywiscie przygotowaé gimmnazjalistow. OMG wyznaczyta kierunek, w jakim musiat
pdjs¢ mdj program matematyki.

Zamiast — jak dawniej — czterech lat przygotowan do olimpiady, dostaliémy prezent w po-
staci dodatkowych dwoch lat. Mamy trzy lata gimnazjum i trzy lata liceum. To ogromna
zmiana i chcialem, by moj program wykorzystal dobrodziejstwa plynace dla matematyki
ze zmiany systemu szkolnego. Sprobuje teraz odpowiedzie¢, po tym wprowadzeniu, na
podstawowe pytania narzucajace sie¢ w zwigzku z moim programem rozszerzonym.

Po pierwsze, mozemy zapytaé, jak rozpozna¢ uczniéw zdolnych majacych 13 lat. Jak
pisatem wyzej, w Gimnazjum Przymierza Rodzin nie robilem zadnej selekcji wstepnej.
Pracowalem ze wszystkimi uczniami, ktérzy sie zglosili. Mozna oczywiscie zapytaé, co
bym zrobil, gdyby zglosili si¢ na przyktad wszyscy uczniowie szkoly. Céz, wierze w sta-
tystyke i mysle, ze byloby to niemozliwe. Tak tez bylo w praktyce. W szkole, w ktérej
mieliémy na jednym poziomie cztery klasy dwudziestoosobowe, do grupy rozszerzonej
zglaszalto sie zazwyczaj nieco ponad 20 uczniéw. Jeden raz zgtosito sie 35 ucznidéw, ale
juz po kilku tygodniach grupa stopniata do 25 oséb. Pozostali sami uznali, Zze moje wyma-
gania im nie odpowiadaja; niektérzy otwarcie mowili, ze mysleli, iz méj sposéb nauczania
pozwoli im pozna¢ matematyke bez wysitku. To, ze ja wymagalem odrabiania prac do-
mowych, ostatecznie ich zniechecito. Ale okolo jednej czwartej szkoly co roku chciato
podjac tez zwiekszony wysitek, by nauczy¢ sie wiecej.
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Trudniej bylo w Gimnazjum im. Staszica. Tam utworzyliémy dwie klasy matematyczne
i chetnych bylo duzo wiecej. W pierwszym roku przeprowadzilidmy test wstepny, po
ktérym podzielilismy klasy na dwie grupy zaawansowania. Ten podzial okazal si¢ dosc¢
trwaly. Poczatkowo moja grupa byla nieco bardziej liczna, po dwdch latach jest nieco
mniejsza. Prawie wszystkie decyzje zmiany grupy byly decyzjami samych uczniow, ktorzy
deklarowali cheé przejscia do bardziej zaawansowanej grupy lub cheé ucieczki do tej drugiej.

Jestem zadowolony z systemu, w ktérym uczniowie majg mozliwos¢ zmiany grupy, nawet
jesli jest to ograniczone tylko do dwoch grup. Nie stanowi to na ogét wielkiego problemu
organizacyjnego dla szkoty. Zazwyczaj w szkole jest wiecej niz jeden nauczyciel matema-
tyki. Wystarczy tak ulozy¢ plan, by dwie klasy mialy lekcje matematyki w tym samym
czasie. Ten system pozwala uczniom mniej ambitnym lub uczniom, ktorzy przeliczyli sie
ze swoimi sitami, lub wreszcie uczniom, ktorzy stwierdzili, ze nie sa az tak bardzo zainte-
resowani matematyka, uciec do programu mniej ambitnego. W Gimnazjum im. Staszica
w tej drugiej grupie moi koledzy ucza wolniej, robig mniej zadan, opuszczaja zadania
trudniejsze, ale nadal jest to program rozszerzony. To jest bardzo wazne. Uczniowie, ktérzy
przechodza do programu mniej ambitnego, nie maja poczucia niepowodzenia; nadal sa
w programie rozszerzonym, ale bardziej dostosowanym do ich mozliwosci, ambicji i checi.

Nauczanie matematyki ma cos wspolnego z nauczaniem jezykow obcych. Wydaje sie, ze nie
powinien by¢ na lekcji angielskiego w jednej grupie uczen, ktéry dopiero zaczyna uczy¢ sie
pierwszych stéwek i uczen, ktéry zna jezyk i potrzebuje bardziej konwersacji niz lekcji. Dla
wszystkich jest oczywiste, ze tacy dwaj uczniowie powinni znalezé sie¢ w innych grupach,
w ktérych uczy sie jezyka na réznych poziomach. Podobnie jest z matematyka; uczen,
ktoéry juz rozwiazuje zadania olimpijskie, nie powinien uczy¢ sie w jednej klasie z uczniem
majacym trudnosci ze skracaniem utamkow. Czesto slyszymy argument, ze nie nalezy
zbyt wczesnie tworzy¢ klas o ustalonym profilu. Jednak nawet w takich klasach nalezy
wprowadzi¢ oddzielne grupy jezykowe, dostosowane do poziomu uczniéw. Podobnie jest
z matematyka. Zdolnosci matematyczne ujawniajg sie w bardzo wczesnym wieku i na po-
ziomie gimnazjum réznice sa juz bardzo duze. Moim zdaniem warto wtozy¢ nieco wysitku
organizacyjnego, by utatwi¢ uczniom zdolnym i chetnym bardziej zaawansowang nauke ma-
tematyki, dostosowang do ich mozliwosci — czesto znacznie przewyzszajacych przecietne.

Nikogo nie dziwi to, ze dziecko uzdolnione muzycznie jest posytane do szkoty muzycznej
w wieku kilku lat. W przypadku uzdolnien muzycznych wydaje sie to konieczne; jesli tego
nie zrobimy, to by¢ moze na zawsze odbierzemy dziecku mozliwosé kariery muzycznej. Ni-
kogo nie dziwi rozwijanie u dziecka jego szczeg6lnych uzdolnien plastycznych. Nie dziwmy
sie wiec naturalnej potrzebie rozwijania zdolnoéci matematycznych. Poczatek gimnazjum
to nie jest zbyt wczesnie na tworzenie grup, w ktérych uczymy matematyki wedtug pro-
gramu rozszerzonego. Niektorzy nasi uczniowie sa naprawde tak bardzo uzdolnieni, ze
taki program im si¢ nalezy.

Inne pytania, ktére cisng si¢ na usta, to pytania, jak rozpoznaé mozliwosci tworcze ucznia
zdolnego, co robié¢ z takimi uczniami, jak z nimi pracowad, jak méwi¢ o matematyce. Tak
naprawde odpowiadam na nie w calym poradniku. Nalezy dawaé¢ uczniom zadania, po-
kazywaé rozwigzania, uczy¢ pomystéw i trikow — az pewnego dnia to zaowocuje. W tym
miejscu chciatbym zwroécié uwage na dwa aspekty nauczania. Nalezy dbaé¢ o bieglos¢
ucznia, w tym bieglo$¢ rachunkows. Ale przede wszystkim nalezy prowokowaé, zmuszaé
ucznia do wlasnego myélenia. Nalezy pamieta¢ o tym, ze uczen najwiecej sie uczy nie
wtedy, gdy my mu co$ wyjasniamy, ale wtedy, gdy samodzielnie (lub z niewielka nasza
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pomoca) musi znalezé odpowiedz na nasze pytanie. George Polya daje nam wazna rade:
uczen ma samodzielnie rozwigzaé taka cze$é¢ zadania, jaka jest w stanie. A nasza pomoc
ma sie ograniczaC do takich tylko podpowiedzi, jakie naprawde sa niezbedne. Efekty,
jak wspomniatem, przyjda pewnego dnia; nalezy uzbroi¢ sie w cierpliwosé. To wszystko,
o czym pisze dalej, nie przynosi efektow od razu.

Juz pierwszego dnia pracy z moimi uczniami méwie o réznicy miedzy nauka w szkole pod-
stawowej 1 w mojej klasie rozszerzonej w gimnazjum. Moéwiac najprosciej, w szkole pod-
stawowej na lekcjach matematyki najczedciej uczy sie ,,jak jest”. Ja chce natomiast uczyé
wdlaczego tak jest”. Ale to znaczy, ze nie ja mam moim uczniom wyjasniaé, dlaczego tak
jest. Moim celem jest bezustanne zadawanie pytania ,dlaczego”. Dopiero, gdy ucznio-
wie nie umiejg samodzielnie znalezé odpowiedzi, do pomocy wkracza nauczyciel. Jesli
gdziekolwiek dalej w poradniku pisze, ze co$§ wyjasniam uczniom, to trzeba pamietac, ze
najpierw zadam pytanie ,dlaczego?” z nadzieja, ze kto§ bedzie umial wskazaé¢ choé¢ jedna
malenka przyczyne. To w pewnym sensie odpowiada na pytanie, jak z uczniem zdolnym
pracowaé. Taka metoda wydaje sie by¢ bardzo nieefektywna. O wiele tatwiej i szybciej
sam cos wyjaénie uczniom niz jesli bede prébowal z nich to wyciagnaé¢ — a i tak na koncu
sam bede musial wyjasni¢. To tylko pozorna strata czasu. Na poczatku na pewno bedzie
wolniej; po jakim$ czasie zobaczymy zysk. Zobaczymy go wtedy, gdy uczniowie, przy-
zwyczajeni do bezustannych pytan ,dlaczego?”, wreszcie zaczna odpowiada¢. Uczniowie
na poczatku sami tez zadaja pytanie ,a co bedzie, gdy...?” Odpowiadam: ,zréb to
i sam/sama sie przekonaj”. Zysk zobaczymy wtedy, gdy uczniowie nie beda juz zadawaé
takich pytan, ale od razu sprébuja sami znalezé odpowiedZz. Od tego momentu nauka
nabierze przyspieszenia; potrzebna jest tylko cierpliwoscé.

Gdy moéwimy o metodach pracy, trzeba poruszy¢ jeden wazny temat. Czy matematyki
nalezy uczy¢ sie na pamie¢? Wiele oséb uwaza, ze nauka matematyki jest zaprzeczeniem
uczenia pamieciowego; nalezy matematyke przede wszystkim zrozumieé. Oczywiscie ma-
tematyke nalezy rozumie¢. Tylko, co to znaczy? Co to znaczy rozumie¢ twierdzenie ma-
tematyczne? Z jednej strony nalezy znaé pojecia w nim wystepujace, nalezy wiedzieé, co
jest zalozeniem i co teza, nalezy umieé je stosowaé. A czy do rozumienia konieczna jest
znajomo$¢ dowodu? Jesli uznamy, ze tak, to po prostu tego dowodu trzeba sie nauczy¢
na pamieé. Gdy zaczynam uczy¢ moich uczniéw geometrii, podaje im podstawowe twier-
dzenia i kaz¢ nauczy¢ sie ich na pamieé¢ wraz z dowodami. Te dowody beda wzorcami
rozumowania, ktére pojawia sie pézniej w rozwiazaniach zadan. Uwazam, ze uczen potrafi
sprawnie postugiwaé sie metodami dowodzenia, jesli pamieta wzorce. Na poczatku, roz-
wigzujac zadania, powtarza wyuczone rozumowania; potem tak bardzo sie¢ z nimi oswaja,
ze czyni to doé¢ automatycznie.

Czy mozna nauczy¢ dowodzenia sprawniej? Pewnie mozna, jesli sie ma do czynienia
z uczniami bardzo zdolnymi. W tym miejscu musze podkresli¢, ze bardzo rzadko mialem
do czynienia z uczniami naprawde wybitnymi. Znacznie czesciej uczytem uczniow dosé zdol-
nych i przy tym czesto pracowitych. Ci uczniowie nie umieli samodzielnie przeprowadzi¢
poprawnego rozumowania matematycznego, ale uczyli sie tego dosé szybko. Po paru mie-
siacach i kilkudziesigciu zadaniach rozwiazanych i oméwionych doktadnie w klasie, juz sami
potrafili rozwiazywaé zadania z OMG. Wynika z tego, ze ta metoda okazala sie skuteczna.
Zachecam do niej tych nauczycieli, ktérzy zdecyduja sie z mojego poradnika skorzystac.
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3. Cele i oméwienie programu

W tym rozdziale wskaze cele, ktére chee osiagnaé za pomoca mojego programu. George
Polya w swojej ksiazce [Polya-2] na stronie 291 pisze: ,najpierw i przede wszystkim
nalezy uczyé mlodziez MYSLEC”. Dalej, na stronie 308, Polya podaje 10 przykazan dla
nauczycieli. Zacytuje kilka odnoszacych sie¢ bezposrednio do celéw i sposobéw nauczania:

6. Niech ucza sie odgadywac.
7. Niech ucza sie udowadniaé.
8. Dostrzegac te cechy zadania, ktére moga byé¢ uzyteczne przy rozwiazywaniu innych
zadan — starac sig¢ dostrzec w danej konkretnej sytuacji metode ogdlna.
9. Nie ujawnia¢ od razu caltego sekretu — niech uczniowie odgadna go, zanim zostanie
ujawniony — niech znajda sami tyle, ile jest to mozliwe.
10. Sugerowacé, nie narzucajac swego zdania.

Przykazania 6, 7 1 8 przyblizaja nam to, co Polya mial na mysli piszac, ze nalezy uczy¢
mlodziez mysle¢. Mys$lenie matematyczne to miedzy innymi odgadywanie, dowodzenie
i wycigganie wnioskdéw ogdlnych, uogdlnianie. To wszystko powinno znalezé sie w dobrym
programie nauczania. Musimy mie¢ zadania, ktére ucza odgadywania; odgadniecie jest
najwazniejsza faza rozwiazania zadania matematycznego. Musimy mie¢ zadania, ktore
ucza dowodzenia; tak naprawde to jest najwazniejsza cze$¢ mojego programu. Musimy
zwraca¢ uwage uczniow na wnioski natury ogélnej wyptywajace z rozwiazan, a wybrane
zadania powinny to umozliwiaé.

Przykazania 9 i 10 dotycza dydaktyki. Przykazanie 9 kaze nam uczy¢ metoda dialogu,
w ktérym nauczyciel stawia pytania, a uczen odpowiada na tak wiele z nich, na ile
umie. To bardzo powolna metoda uczenia; o wiele szybciej (niektérzy méwia wprost:
o wiele efektywniej) jest podaé uczniom cala prawde od razu i kazaé sie jej nauczyé.
Nie zawsze to, co najefektywniejsze, jest dla ucznia najlepsze. Nie chodzi tylko o to, by
uczen nauczy! si¢ dokladnie tego, czego uczymy, ale by nauczyl si¢ pewnych umiejetnosci,
wsrdéd nich samodzielnego rozumowania. Nie chce tu jednak jednoznacznie krytykowad
takiego nauczania podajacego; sam je stosuje, ale jest ono tylko faza wstepna wiekszego
procesu. Bede o tym pisal dalej.

Przykazanie 10 powinno by¢ mottem dla calego poradnika. Nie chce twierdzié, ze to
wszystko, co pisze, jest jaka$ ostateczna prawda objawiona. Sugeruje Czytelnikom, by
z moich do$wiadczen korzystali; nie chce niczego narzucaé. Sugeruje, by kazdy wybratl
to, co uzna za ciekawe, odpowiadajace jego wlasnemu sposobowi nauczania i sprobowat
to wdrozy¢. Mam nadzieje, ze dostrzeze korzyscé.

Zagadnienia poruszone w poradniku zostaly pogrupowane wedlug dzialéw matematyki.
Uwazalem, ze tak bedzie wygodniej dla nauczyciela korzystajacego z poradnika. Jednak
tu chee zwroci¢ uwage na to, ze tak naprawde poradnik powinien udzieli¢ odpowiedzi na
pewne podstawowe pytania dotyczace nauczania. Na niektére pytania, natury bardziej
ogolnej, odpowiem w tym rozdziale; na inne odpowiadam w poszczegdlnych rozdziatach.
Przejdzmy do pierwszej kwestii: nauczenia myslenia.

Moim podstawowym celem jest nauczenie rozumowan matematycznych, rozwijanie my-
$lenia matematycznego i uczenie poprawnego wnioskowania. Srodkiem dla osiggniecia
tego celu jest znaczne zwigkszenie roli zadan na dowodzenie. Juz pierwsze zadania, ktore
daje uczniom, wskazuja ten cel. Sa to zadania o tamigtéwce Sudoku; pisze o nich w roz-
dziale 4. Uczniowie znaja te lamigléowke i umieja ja rozwiazywaé; nigdy dotychczas nie
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musialem tltumaczyé zasad Sudoku. Po rozwiazaniu kilku przyktadéw przychodza zada-
nia wlasciwe: dlaczego w dane pole mozna wpisa¢ dana cyfre? Te zadania ilustruja na
samym poczatku naszej pracy te zasadnicza réznice miedzy szkola podstawowa i moim
programem, o ktérej pisalem. Pytanie ,jak jest?” bedzie nas interesowaé znacznie mniej
niz pytanie ,dlaczego tak jest?”. Uczniowie od pierwszej lekcji sa przyzwyczajani do tego,
ze celem matematyki bedzie uzasadnianie.

Szczegdlnie wazne miejsce w moim programie zajmuje geometria; dowdd geometryczny nie
ma charakteru czysto abstrakcyjnego, ale odwoluje sie do konkretu, jakim jest rysunek.
Dowody algebraiczne tez maja swoje miejsce w moim programie, ale sa przesuniete na
pdzniej. Dowodzenie zaczynamy od geometrii. Zaczynam nauke geometrii w II semestrze
I klasy. Opis tego, w jaki sposéb ucze geometrii, znajduje sie w rozdziale 8: Geometria
trojkata. Niektore zadania uzupelniajace sa opisane w rozdziale 9: Papier w kratke. Nauke
geometrii kontynuuje w II klasie; wtedy ucze geometrii okregu (rozdzial 10: Geometria
okregu). Wreszcie do geometrii powracam w III klasie, gdy ucze twierdzenia Talesa i robig
z uczniami zadania na podobienstwo tréjkatéw. Tych zadan nie opisuje w Poradniku;
wybieram zadania olimpijskie lub zadania z powszechnie dostepnych zbioréw zadan.

Jak wspomniatem, dowody algebraiczne pokazuje uczniom pézniej. To, jak rozszerzam
zwykly szkolny program algebry, pokazuje w rozdziale 6. Gléwny pomyst rozszerzenia po-
lega na tym, by pokazaé uczniom role wzoréw skréoconego mnozenia. Te wzory przez wiele
lat byly w programie gimnazjum i pozostawiam je w moim programie. Przede wszystkim
te wzory wyprowadzam; pokazuje, ze tak naprawde biora sie one z mnozenia. Mozna tych
wzoréw nie pamietac i za kazdym razem wykonaé¢ odpowiednie mnozenie. Ale — jak ktos
kiedy$ mi powiedzial — sztuczka, ktorej uzyle$ dwa razy, stala sie metoda. To bardzo
dobry bon mot. To powiedzenie uczy nas tego, ze niektore rzeczy warto zapamietywac;
te mianowicie, ktore w naszych rozwazaniach pojawiaja sie czesto. Pokazuje uogélnienia
tych wzoréw i ich zastosowania. Pokazuje uczniom, ze dzieki wzorom skréconego mno-
zenia umiemy latwo rozwiazywaé¢ réwnania kwadratowe (nie wyprowadzam wzoréw, ale
pokazuje metode uzupelniania do kwadratu) i niektére proste uklady réwnan kwadrato-
wych. Umiemy rozkladaé¢ wyrazenia algebraiczne na czynniki; ttumacze tez, do czego to
moze by¢ przydatne. Pokazuje wreszcie, w jaki sposéb wykorzystuje si¢ wzory skréconego
mnozenia do dowodzenia nieréwnosci. W tym rozdziale omawiam tez kwesti¢ bieglosci
rachunkowej. Bieglosé rachunkowa jest — moim zdaniem — niezbednym elementem wy-
ksztalcenia matematycznego, dajacym uczniowi poczucie pewnosci przy rozwigzywaniu
zadan o podwyzszonej zlozonosci obliczeniowej.

W tym miejscu chece zajaé stanowisko w sprawie rozszerzania programu i ,wybiegania
w przéd”. Te zjawiska mialy miejsce w polskich szkotach od dawna. Teraz regularnie
dostaje uczniéw, ktorzy byli uczeni w szkole podstawowej tego, czego podstawa progra-
mowa szkoly podstawowej nie przewiduje. Gdy rozpoczynam z uczniami rozwiazywanie
zadan tekstowych (zob. rozdzial 5: Zadania tekstowe), moi uczniowie dziwia sig, ze wy-
magam od nich rozwiazan bez réwnan. Twierdza, ze uczono ich réwnan i potrafia te
wiedze wykorzystaé. Czasem sprawdzam to: robie krétka kartkowke, w ktérej daje im do
rozwiazania nietrudne réwnanie (wybrane z podrecznika gimnazjalnego) oraz daje jedno
zadanie tekstowe. W klasie liczacej ponad 20 os6b zazwyczaj nie wigcej niz dwie lub trzy
osoby potrafig bezblednie rozwigzaé¢ réwnanie i na ogoét nikt nie potrafi poprawnie uto-
zy¢ rownania do zadania tekstowego. Czesto natomiast zdarza sie, ze wielu uczniow umie
ulozy¢ uklad réwnan; z reguly jednak nikt nie potrafi rozwiazaé tego uktadu. Oczywi-
$cie ci uczniowie byli tego wszystkiego uczeni w szkole podstawowej i z tej nauki niewiele

15



3. Cele i oméwienie programu

zostato. Chcee podkredli¢, ze w klasach, w ktérych uczytem, byli uczniowie dobrzy z mate-
matyki, uczniowie, ktérym nauka nie sprawiata trudnosci i ktérzy mieli najlepsze oceny.
Wreszcie moge z cala pewnosScia powiedzieé, ze uczylem wielu uczniéw naprawde zdol-
nych. Dlaczego w takim razie nie nauczyli si¢ tych réownan? Prawdopodobnie bylo to
jednak za wczesnie; by¢ moze takze nie wyjasniono im dobrze, w jaki sposéb trzeba takie
rownania ukladaé i rozwigzywac.

Uwazam, ze rozszerzaé program mozna tylko wtedy, gdy uczniowie doskonale naucza
sie tego, co jest w programie nierozszerzonym. Nie powinno sie przechodzi¢ do nowego
tematu, zanim uczniowie nie nauczg si¢ bardzo dobrze poprzednich tematéw. Program
rozszerzony to nie jest jakis cel, ktéry musi by¢ realizowany za wszelka cene. Ucze tego,
czego moich uczniéw moge nauczy¢é — przez caly czas sprawdzajac, czy umieja to, czego
ich uczylem wcze$niej. Na ogdt okazywalo sie, ze miatem na tyle dobrych uczniéw, ze
mogli spetni¢ wiele moich oczekiwan. Przede wszystkim oczekiwatem od nich znacznie
wiekszej pracy i ci uczniowie, ktorzy to zrozumieli, odnosili potem sukcesy. Nigdy nie
staralem sie¢ zrealizowaé ,na sile” wiecej, niz bylo mozliwe. Te rade pozostawiam tym
nauczycielom, ktérzy zechcg korzysta¢ z mojego Poradnika.

Jest jeden temat, w ktérym rzeczywiscie wyprzedzam program. Jest nim kombinatoryka.
Wiele lat wykladalem wstep do kombinatoryki na Uniwersytecie Warszawskim i moge
uwazadé sie za specjaliste w tym zakresie. Tym bardziej jestem zmartwiony tym, w jaki
sposob uczy sie kombinatoryki w polskich liceach. Sprowadzenie kombinatoryki do kilku
zaledwie wzoréw na liczbe wybranych obiektéw kombinatorycznych (permutacji, kombi-
nacji i wariacji — z powtoérzeniami lub bez powtérzen) ogromnie zubaza te dziedzine ma-
tematyki. Okazuje sie, ze wielu uczniéw nie potrafi poprawnie zliczaé¢ elementéw zbiorow,
jesli to zliczanie nie podpada pod ktérys ze znanych schematéw; dokladniej: jesli nie od-
powiada ktoremu$ z poznanych wzoréw. Dobre uczenie kombinatoryki powinno zaczynaé
sie od dwéch podstawowych regul zliczania: dodawania i mnozenia. Dobre opanowanie
tych regul, wraz z dwiema podstawowymi zasadami zliczania (wszystkie elementy maja
byé policzone i zaden wiecej niz jeden raz), pozwala uczniom rozwiazywaé w zasadzie
kazde zadanie dotyczace zliczania. Wzory, ktorych uczy sie w polskich szkotach, niczego
istotnego tak naprawde nie wnosza. Uczac moich uczniéw kombinatoryki, zwracam uwage
wlasnie na to. Moge powiedzieé, ze wprawdzie ucze tego, co znajduje si¢ w programie
liceum, ale nie ucze tego tak, jak uczy sie w liceach.

Chce zatem jeszcze raz wyraznie podkresli¢, ze nie jest moim celem wyprzedzanie pro-
gramu i uczenie w gimnazjum tego, co znajduje sie w programie liceum. Jesli wprowadzam
nowe tredci, to przede wszystkim dlatego, ze bez nich dany fragment matematyki bylby
za bardzo zubozony. Drugi powdd, to przygotowanie do olimpiad. Podstawowym celem
programu jest rozszerzenie i poglebienie tych wiadomosci, ktore sg w programie gimna-
zjum. Nieliczne wyjatki zwiazane sa z przygotowaniem do startu w OMG i w przysztosci
w OM. Jednym z celow jest tez przygotowanie gruntu pod nauczanie w liceum tych
dzialow matematyki, ktére zazwyczaj sprawiaja uczniom wiele trudnosci.

Powréémy do oméwienia programu. Jak wspomnialem, o algebrze pisze w rozdziale 6. Je-
den temat, zazwyczaj uwazany za typowo algebraiczny, mianowicie warto$¢ bezwzgledna
oraz rozwigzywanie rownan i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna, omawiam w sposéb
geometryczny. Ten sposéb pokazuje w rozdziale 7, cho¢ na ogoét odkladam go na pédzniej:
po wstepnej nauce geometrii.

Jak wspomnialem, geometrie plaszczyzny omawiam w trzech rozdziatach: 8, 91 10. W roz-
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dziale 11 pokazuje kilka wstepnych ¢wiczen z geometrii przestrzennej. Ich celem jest wy-
robienie u ucznia wyobrazni przestrzennej i oswojenie z réznymi nietypowymi sytuacjami
w geometrii. Tych nietypowych sytuacji jest w programie gimnazjum stanowczo za malo.

W rozdziale 12 pokazuje, w jaki sposéb ucze kombinatoryki i rachunku prawdopodo-
bienstwa. O kombinatoryce pisalem wyzej. Tu chce napisaé pare stéw o rachunku praw-
dopodobienstwa. Pierwsze dwa zadania, ktore rozwiazuje z uczniami, sa bardzo mocno
powiazane z rzeczywistoscia. Dotycza one dwéch doswiadczen losowych, ktore wyko-
nuja wszyscy uczniowie mojej klasy. Chce w ten sposéb pokazaé, ze rachunek prawdo-
podobienstwa dotyczy rzeczywistosci. Uczy on nas tego, ze nawet w sytuacjach loso-
wych, w ktérych nie mozemy przewidzie¢ wyniku, umiemy wyciaga¢ poprawne wnioski
ogélne. Rachunek prawdopodobienstwa uczy nas bowiem, jak postepowaé racjonalnie
nawet w warunkach niepewnosci wywotanej losowoscia. Warto tez tu wspomnieé¢ (bede
o tym pisal szerzej w rozdziale o realizacji programu), ze warto z uczniami robié¢ zadania
wykorzystujace rzeczywiste dane. Robie to takze, uczac statystyki opisowej. Korzystam
na przyklad z autentycznych wynikéow egzaminéw publikowanych przez Komisje Egza-
minacyjne (Centralng i Okregowe). Pokazuje na przyklad, jak wygladaja wyniki szkoty
(tu tez korzystam z prawdziwych danych — oczywiscie anonimowych, po usunieciu da-
nych osobowych i wszystkiego, co mogloby ulatwi¢ identyfikacje uczniéw) na tle wynikéw
ogolnopolskich czy wojewddzkich.

W rozdziale 13 omawiam funkcje. W gimnazjum uczen powinien zetknaé si¢ nie tylko
z funkcjami liniowymi. Pokazuje moim uczniom znacznie bardziej skomplikowane funk-
cje i na tych przykladach ucze podstawowych pojeé¢. W szczegdlnosci ucze wyciggania
wnioskow z wykresu funkcji. Ucze rowniez funkcji liniowych, omawiam ich wykresy oraz
pokazuje proste zastosowania rownania prostej do zadan geometrycznych.

Rozdzial 14 dotyczy waznego zagadnienia dydaktycznego: nauczania metods projek-
tow. Omawiam dwa rodzaje projektéw matematycznych, ktére realizowalem z moimi
uczniami. Oba dotyczyly zwigzkéw matematyki ze sztuka. Jak pisalem, matematyka jest
obecna wszedzie. To, ze ma zwiazek ze sztuka, jest szczegélnie warte podkreslenia. Ja-
kiz bowiem moze by¢ zwiazek nauki tak Scistej jak matematyka z dziedzina tak bardzo
niedcista, oparta bardziej na fantazji niz rozumowaniu, jak sztuka? Okazuje sig, ze fascy-
nacja matematyka miata wielki wplyw na sztuke. Omawiam dwa takie przyktady: rézne
rodzaje symetrii w sztuce oraz geometrie w sztuce gotyckiej.

W rozdziale 15 omawiam role wskazéwek heurystycznych w nauczaniu matematyki.
W kilku nastepnych rozdziatach pisze o prowadzeniu kétek i zaje¢ seminaryjnych oraz
wykorzystaniu komputeréw w nauczaniu matematyki. Jeden rozdzial poswiecam kwestii
uzywania bardziej sformalizowanego jezyka matematyki oraz jezyka naturalnego. Poka-
zuje takze przykladowy rozklad materiatu i uzyskane efekty nauczania w Gimnazjum
im. Staszica w Warszawie. W ostatnim rozdziale omawiam wazny pomyst dydaktyczny:
warsztaty matematyczne. Jest to istotne uzupelnienie kétka matematycznego, sa to za-
jecia, ktérych jedynym celem jest przygotowanie do zawodow matematycznych.
Podzial tresci nauczania na semestry

Trzyletni cykl nauczania dzieli sie na sze$¢ semestréw. Zakladam, ze wszystkie wymagane
treéci nauczania zostana wystarczajaco oméwione w ciagu pierwszych pieciu semestrow.
Semestr szosty jest przeznaczony na przygotowanie do egzaminu gimnazjalnego. Czas
po egzaminie gimnazjalnym jest przeznaczony na przyklad na przygotowanie wltasnego
projektu. Podzial treéci nauczania na poszczegdlne semestry przedstawia sie nastepujaco:
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e Klasa I, semestr I

Przypomnienie wiadomosci o liczbach ze szkoly podstawowej. Zwracam tu uwa-
ge na dziatania na utamkach, rozktadanie liczb na czynniki pierwsze, szukanie
NWD i NWW oraz dzielenie z reszta. Pokazuje tez uczniom algorytm Euklidesa.
Zadania tekstowe.

Procenty. Tworzenie wykreséw procentowych oraz elementy statystyki opisowe;j
(o tym, jak ucze procentéw, pisze w rozdziale o zadaniach tekstowych).
Wyrazenia algebraiczne. W pierwszym semestrze ograniczam sie do podstawo-
wych dzialan na wyrazeniach algebraicznych (dodawanie, odejmowanie i mnoze-
nie przez jednomian). Wraz z omawianiem dzialan na jednomianach omawiam
wlasnosci poteg o wyktadnikach naturalnych. Mnozenie wyrazen algebraicznych,
wylaczanie wspdlnego czynnika poza nawias, rozktadanie wyrazen algebraicz-
nych na czynniki i wzory skréconego mnozenia omawiam w drugim semestrze.
Réwnania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma.

Proporcjonalnosé.

Poczatki geometrii; wprowadzenie podstawowych figur geometrycznych (plasz-
czyzna, prosta, péiplaszczyzna, pélprosta, odcinek, tamana, kat, wielokaty, fi-
gury wypukle i wkleste), wzajemne polozenie prostych (réwnoleglosé, prostopa-
dlosé), katy przy siecznej przecinajacej dwie proste (katy odpowiadajace, katy
naprzemianlegle), katy przylegle i wierzchotkowe.

e Klasa I, semestr 11

Geometria tréjkata; przystawanie trojkatéw, cechy przystawania, podstawowe
twierdzenia (suma katéw tréjkata, tréjkaty réwnoramienne, nieréwnosci miedzy
bokami i katami, nieréwnosé tréjkata).

Geometria na papierze w kratke; wprowadzenie do uktadu wspétrzednych. Po-
jecie wektora. Zapis ruchu na papierze w kratke za pomocg wektorow.

Rzut punktu i odcinka na prosta, odlegltosé punktu od prostej, czwarta cecha
przystawania trojkatéow prostokatnych. Pola wielokatéw.

Symetrie; klasyfikacja ,szlaczkéw” i ,tapet”.

Nierownosci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma.

Wartoéé bezwzgledna — interpretacja geometryczna; rozwiazywanie najprost-
szych réwnan i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna metoda geometryczna (np.
réwnan i nieréwnosci typu |z — a| = r czy | — a| + |x — b| > 7).

Mnozenie wyrazen algebraicznych, wzory skréconego mnozenia, dowodzenie toz-
samosci i nieréwnosci algebraicznych, porownywanie liczb zapisanych za pomoca
pierwiastkow. Grupowanie i rozkladanie wyrazen algebraicznych na czynniki.
Reszty z dzielenia liczb catkowitych przez liczby naturalne, wlasnosci reszt przy
dodawaniu i mnozeniu liczb catkowitych.

e Klasa II, semestr I
Nauke w tym semestrze rozpoczynamy od przygotowania do konkurséw matematycz-
nych. Przez 6-7 tygodni (tj. do ok. 20 pazdziernika) omawiam z uczniami rozwiazania
zadan konkursowych i olimpijskich. Po tym czasie, a wiec po starcie w Konkursie
Wojewddzkim i oddaniu zadan olimpijskich (z zawodéw pierwszego stopnia), zaczy-
nam systematyczna nauke wedlug podrecznika.

Potegi. Wtasnoéci poteg o wykladnikach naturalnych zostaly juz omdwione
w I klasie przy okazji omawiania wlasnosci jednomianéw. Teraz nastapi krét-
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kie powtérzenie i omowienie wlasnosci poteg o wykladnikach ujemnych. Potegi
liczb catkowitych. Rozktad liczby naturalnej na iloczyn poteg liczb pierwszych,
reszty z dzielenia poteg liczb naturalnych, podstawowe nieréwnosci dotyczace
poteg liczb naturalnych i rzeczywistych.

Pierwiastki dowolnego stopnia. Wtasnosci pierwiastkéw. Liczby niewymierne,
kilka réznych dowoddéw niewymiernodci.

Uktady réwnan.

Dokonczenie geometrii trojkata (zestawy zadan V i VI).

Twierdzenie Pitagorasa i podstawowe wnioski z niego. Pierwiastek kwadratowy.
Whioski z twierdzenia Pitagorasa (korzystajace z pojecia pierwiastka). Diugosé
przekatnej kwadratu, wysokosé trojkata réwnobocznego.

Podstawowe wlasnosci okregu; promien, $érednica, cieciwa, sieczna i styczna,
koto.

Geometria okregu i kota. Luk i wycinek. Kat srodkowy i wpisany oraz zaleznosé
miedzy nimi. Kat miedzy styczna i cieciwa. Zaleznodci metryczne w okregu
wynikajace z twierdzenia Pitagorasa. Dlugo$¢ okregu i tuku, pole kota i wycinka.
Wzajemne potozenie dwéch okregéw. Wspdlne styczne.

e Klasa II, semestr II

Geometria w ukladzie wspotrzednych. Odleglo$é¢ punktow.

Wielokaty i okregi. Okrag opisany na tréjkacie i okrag wpisany w tréjkat. Wa-
runki konieczne i wystarczajace na to, by na czworokacie mozna bylo opisaé
okrag i w czworokat mozna bylo wpisa¢ okrag. Wielokaty foremne i wlasno-
$ci miarowe kilku podstawowych wielokatéw foremnych (kwadratu, szedciokata
foremnego, oSmiokata foremnego).

Konstrukcje geometryczne. Zadania konstrukcyjne, ktére mozna tatwo rozwia-
za¢ metoda analizy bez koniecznosci odwolywania si¢ do pojecia podobienstwa
i jednoktadnosci.

Wprowadzenie do geometrii przestrzennej. Szedcian i jego siatki. Rézne kostki
do gry, rysowanie siatek kostki.

Potlozenie prostych i plaszczyzn w przestrzeni. Proste rownolegte i sko$ne. Pro-
ste prostopadle w przestrzeni. Prosta réwnolegla i prostopadla do ptaszczyzny.
Plaszczyzny réwnolegle i prostopadle. T'wierdzenie o trzech prostopadlych (na
przykladach, bez dowodu).

Podstawowe wielo$ciany (przypomnienie ze szkoly podstawowej): szescian, pro-
stopadtoscian, graniastostupy, ostrostupy. Graniastoshupy i ostrostupy niepra-
widlowe. Rysowanie wielo$cianéw.

Siatki wieloscianéw. Siatki ostrostupow tréjkatnych i czworokatnych.
Przekroje szescianu, graniastostup6w i ostrostupéw. Rysowanie (takze konstruk-
cyjne) przekrojow.

Przekatne graniastostupa i $cian graniastostupa. Wzajemne polozenie prostych
i plaszczyzn na przykladzie krawedzi i przekatnych oraz Scian graniastostupéw
i ostrostupéw.

Pole powierzchni i objeto$é graniastostupéw i ostrostupéw.

Elementy statystyki opisowej, srednia i mediana.

Elementy kombinatoryki; podstawowe zasady zliczania. Zadania na zliczanie.
Zdarzenia losowe, wprowadzenie do rachunku prawdopodobienistwa. Oméwienie
wykonanych do$wiadczen losowych.
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e Klasa III, semestr I

Elementy kombinatoryki — dokonczenie.

Funkcje i ich podstawowe wlasnosci. Przykltady funkcji. Wykresy funkcji. Two-
rzenie 1 badanie wykreséw funkcji za pomoca programéw komputerowych.
Funkcja liniowa i jej wykres. Rownanie prostej. Proste rownolegle i proste pro-
stopadle w ukltadzie wspoélrzednych. Wprowadzenie do geometrii analitycznej.
Tréjkaty podobne. Twierdzenie Talesa i rézne postaci twierdzenia odwrotnego
do twierdzenie Talesa. Cechy podobienstwa tréjkatéw. Wlasnosci metryczne
figur podobnych. Figury jednoktadne.

Konstrukcje geometryczne wykorzystujace podobienstwo i jednokladnosé.
Powtorzenie wiadomosci o graniastostupach i ostrostupach; zadania o podwyz-
szonym stopniu trudnosci.

Bryly obrotowe. Walec, stozek, kula. Objetosé bryt obrotowych, reguta Guldina
w najprostszych przypadkach.

e Klasa III, semestr II

Powtérzenie materialu do egzaminu gimnazjalnego.

Po egzaminie gimnazjalnym: przygotowanie projektu oraz omoéwienie wybra-
nych zagadnien z historii matematyki, jej zastosowan i tych jej dzialéw, ktore
nie sg omawiane zazwyczaj w szkole, a ktére moga byé opowiedziane uczniom
na tym poziomie.
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4. Sudoku

Na pierwszej lekcji matematyki z moja klasa w gimnazjum mdwie moim uczniom, ze
jedna z najwazniejszych réznic miedzy nauka w tej klasie a nauka w szkole podstawowej
bedzie to, iz w szkole podstawowej zwracano gtéwnie — jesli nie wylacznie — uwage na
to jak jest, ja za$ bede o wiele czedciej pytal, dlaczego tak jest. Réznice miedzy pytaniem
»jak” i pytaniem ,dlaczego” ilustruje juz pierwszym zadaniem, jakie realizuje w klasie.
Daje uczniom dwa diagramy Sudoku:

9 1148 6|7 9 5123
8 6 2 5 8
8 216 8 2|7]4
5|87 1 9 3|7 2
2171113 9 416
63 5 2|4 3|5 6 819
21 3 4 3 819
8114 3 6 3|4
416 7|2 41912|3|5]|6
Diagram 1 Diagram 2
Uczniowie rozwiazuja je bez trudu; ja nie musz¢ nawet po- [T Tol3 1511141312
dawac zasad. Okazuje si¢, ze wszyscy juz kiedys t¢ lami- 7775 ARNENRRE
gltowke widzieli; ci, ktérzy nie pamigtaja, o co chodzi, do- slalsl2l6lol31711
wiaduja sie¢ w pare minut od kolegéw. Obok podaje roz- s 7l 216l11319
wiazanie pierwszego zadania. Dla pewnosci poréwnujemy to o273l 15 16
rozwiazanie z rozwigzaniami uczniow. Drugiego zadania juz G 3 o357 T2 12
nie musze porownywac. To byly zadania wstepne, przygo- —
towawcze, dane uczniom tylko po to, bydmy wszyscy mieli 2[L[6f5]3]8[9]4]7
pewnosé, ze znamy zasady Sudoku. Teraz przychodzi czas O|7|8]1]412]5]6)3
na zadania wlasciwe. Oto pierwsze z nich: 315]4]6]9]7[2]1]8

Diagram la
Zadanie 1.
Wyjasnij, dlaczego w pole oznaczone gwiazdka mozna wpisaé jedynke (jako pierwsza
cyfre wpisywana do diagramu Sudoku):

Diagram 3
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Rozwiazanie. Popatrzmy na kolumne czwarta, zawierajaca pole z gwiazdka. W polu
trzecim od géry nie mozna wpisa¢ jedynki, bo w trzecim wierszu juz jest jedynka (w dru-
giej kolumnie). W polu piatym od géry nie mozna wpisaé jedynki, bo w piatym wierszu
juz jest jedynka (w kolumnie dziewiatej). W polach siédmym i dziewiatym od géry nie
mozna wpisaé jedynki, bo w dolnym bloku juz jest jedynka (w dsmym wierszu i széstej
kolumnie). Jedynym polem w czwartej kolumnie, w ktére mozna wpisaé jedynke, jest
zatem pole z gwiazdka.

Inne rozwiazanie: Popatrzmy na blok gérny. W dolnym wierszu tego bloku (czyli
w wierszu trzecim) nie moze staé jedynka, bo w tym wierszu juz jest (w kolumnie dru-
giej). W prawej kolumnie tego bloku (czyli w kolumnie sz6stej) nie moze staé¢ jedynka,
bo w tej kolumnie juz jest (w wierszu 6smym). Popatrzmy nastepnie na blok $rodkowy.
W nim jedynka nie moze sta¢ w wierszu $rodkowym (czyli pigtym), bo w tym wierszu juz
jest (w kolumnie dziewiatej). Zatem w bloku $rodkowym jedynka musi sta¢ w kolumnie
srodkowej (czyli piatej). Stad wynika, ze w bloku gérnym jedynka nie moze staé w tej
kolumnie i pozostaje tylko jedno miejsce, w ktére mozna wpisaé jedynke.

Cwiczenie. Przeprowadz podobne rozumowanie dotyczace pierwszego wiersza (zastanéw
sie, w ktdre pola pierwszego wiersza nie mozna wpisaé jedynki).

Uczniowie pisza rozwiazanie tego zadania na kartkach, ktére mi pézniej oddaja. Po zebra-
niu rozwiazan pokazuje oba moje rozwigzania; zostaja one na lekcji starannie oméwione.
Chce tu zwréci¢ uwage na to, ze rozwiazanie zadania 1 zawiera rozumowanie niewprost.
Tak naprawde pokazuje nie to, ze w dane pole mam wpisaé¢ jedynke, ale to, ze w zadne
inne nie mogeg; pozostaje to jedno. Teraz daje drugie zadanie.

Zadanie 2
Wyjasnij, dlaczego w pole oznaczone gwiazdka mozna wpisaé jedynke (jako pierwsza
cyfre wpisywana do diagramu Sudoku):

8 9|7 6| *

Diagram 4

Rozwiazanie. Dwarozwiazania dotyczace diagramu z zadania 2 nasladuja pokazane wyzej
rozwigzania zadania 1. W pierwszym rozwiazaniu rozwazamy wiersz dziewiaty. W tym
wierszu jedynka nie moze sta¢ w kolumnach drugiej i trzeciej, bo w bloku lewym dolnym juz
jest jedynka. Nie moze staé tez w kolumnach széstej i dziewiatej, bo w tych kolumnach
juz sa jedynki. Pozostaje tylko miejsce oznaczone gwiazdka. W drugim rozwigzaniu
rozwazamy blok prawy dolny i wykorzystujemy polozenie jedynki w bloku dolnym (musi
ona sta¢ w gérnym wierszu tego bloku). W rozwiazaniu trzecim rozwazamy 6sma kolumne
i koficzymy niepowodzeniem: nie umiemy wykluczy¢ potozenia jedynki w wierszu piatym.
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Jeszcze raz zbieram rozwiazania napisane przez uczniéw. W domu starannie poréwnuje
oba rozwiazania kazdego ucznia. Jestem ciekaw, jak to, ze pierwsze rozwiazanie zostalo
oméwione na tablicy, wplynelo na drugie rozwiazanie. Jest to pierwsza lekcja i juz na
niej dostaje istotne informacje o moich uczniach. Dowiaduje sie, jak szybko chwytaja
oni to, czego ich ucze. To bardzo wazna informacja. Pokazuje mi ona, jak szybko bede
mogt z dana klasa pracowaé. Nastepne zadania beda te pierwsze informacje o uczniach
potwierdzaé lub korygowad.

Teraz przychodzi pora na zadania domowe. Sa one tylko pozornie trudniejsze. W pierwszych
dwdéch zadaniach pisalem wyraZnie, jaka cyfre mozna wpisa¢ w pole oznaczone gwiazdka.
Tym razem uczniowie maja sami te cyfre znalezé. Trudnosé jest tylko pozorna. Przeciez
uczniowie i tak umieja Sudoku rozwiazaé i zobacza, o jaka cyfre chodzi. A oto te zadania:
Zadania domowe.

Sprawdz, jaka cyfre mozna wpisa¢ w pola oznaczone gwiazdkami w nastepujacych dia-
gramach Sudoku. Wyjaénij, dlaczego w te pola mozna wpisa¢ akurat te cyfry.

7 5 8 9|4 5 2
8 7 5(3 9 1
5 4 8|6 8152 6
8 3 7 8|2 916
6|7|*[4]9 2 61718
21716 8 9 1 3
4 5|2 3 * | 2 5
6 8 2 3 9
2 3 6|4 4 6|23
Diagram 5 Diagram 6
5 3 6 1 6|9 4
1(2 5 9 3 51
9 4 8 2 3
715 8 214 * | 1|7
6|8 2137 |x* 9
2 8 1 517 2|3
1 6|2 713 8
2151(9 6 911 6
7 3|1 2|8 8 9|7 6
Diagram 7 Diagram 8

Rozwiazania zadan domowych sprawdzam w domu i znéw patrze, jak poprzednie rozwia-
zania zmienilty sposéb myslenia uczniéw.

Oczywiscie Sudoku to tylko tamigléwka. Nie wiem, czy rozwiazywanie takich tamigléwek
jest matematyka, czy nie jest. W tej kwestii nie chce wdawac sie w dyskusje do niczego
konstruktywnego nieprowadzaca. Uwazam natomiast, ze zadanie polegajace na wyjasnie-
niu, dlaczego w dane pole mozna wpisa¢ dana cyfre, juz jest matematyka. Nie potrafie
pewnie podaé¢ przekonujacych kazdego argumentéw. Pozostanmy zatem tylko przy tym
moim zapewnieniu.
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5. Zadania tekstowe

Jak wspomnialem we wstepie, podstawowym celem nauczania matematyki w gimnazjum
powinno by¢ nauczenie uczniéw prowadzenia wlasnych rozumowan. Na poczatku I klasy
rozwiazuje z uczniami szereg zadan, w ktérych wymagam od nich nie tyle zastosowania
byé moze znanych im metod standardowych (np. ukladania réwnan, o ktérych — jak sie
okazuje — slyszeli w szkole podstawowej), ale zastosowania jakichkolwiek wtasnych spo-
sobow dojscia do rozwiazania. Uczniowie otrzymuja zestaw kilkunastu zadan tekstowych
i maja rozwiazaé te zadania bez uzywania réwnan, tzn. bez uzycia metod algebraicznych.
Oto ten zestaw zadan.

1.

10.
11.

12.

13.

14.

15.
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Zadania tekstowe bez réwnan

W ogrodzie mandaryna byly bazanty i kroliki. Mialy razem 35 gltéw i 94 nogi. Ile
bylo bazantéw, a ile krélikéw?

. Mandaryn hoduje siedmionogi i jedenastonogi. Maja one razem 35 gléw i 329 nég.

Ile ma on siedmionogéw i ile jedenastonogéw?

. Ile kilograméw solanki trzydziestoprocentowej i ile solanki dziesiecioprocentowej na-

lezy zmieszaé, by otrzymaé 10 kg solanki o stezeniu 24%?

. Ile kilograméw solanki trzydziestoprocentowej i ile solanki dziesiecioprocentowej na-

lezy zmieszaé, by otrzymaé 100 kg (lub: 10 kg) solanki o stezeniu 19,4%?

. Ile kilograméw solanki dwudziestoczteroprocentowej i ile solanki dziesiecioprocento-

wej nalezy zmieszaé, by otrzymac 8 kg solanki dwudziestoprocentowej?

Grzes i jego mlodszy brat Bartek zbierali kasztany. Grzes zebral 3 razy wigcej kasz-
tanéw niz jego brat. Wtedy Grzes dal bratu 15 kasztanéw i teraz maja po tyle samo
kasztanéw. Ile kasztanow zebral kazdy z braci?

Grzes i jego mlodszy brat Bartek zbierali kasztany. Grzes zebral 7 razy wigcej kasz-
tanéw niz jego brat. Wtedy Grze$ dal bratu 6 kasztanéw i teraz ma 5 razy wiecej
niz Bartek. Ile kasztanéw zebral kazdy z braci?

Za piec¢ lat Grze$ bedzie 4 razy starszy niz byl 4 lata temu. Ile lat ma Grze$ teraz?
Za pie¢ lat Grze$ bedzie 5 razy starszy niz byl 4 lata temu. Ile lat ma Grze$ teraz?
Za pie¢ lat Grzes bedzie 12 razy starszy niz byl 4 lata temu. Ile lat ma Grze$ teraz?

Trzy lata temu tata byl 5 razy starszy od Grzesia. Za trzy lata bedzie 3 razy starszy.
Ile lat ma Grzes teraz?

Dziadek Grzesia ma 5 razy tyle lat, ile tata Grzesia mial wtedy, kiedy dziadek miatl
tyle lat, ile tata ma teraz. Dziadek i tata Grzesia maja razem 136 lat. Ile lat ma
dziadek Grzesia i ile lat ma tata Grzesia?

Dwukrotnie bylem w cukierni. Za pierwszym razem za 2 buleczki i jedno ciastko
zaplacitem 4,10 zl. Za drugim razem za 3 buleczki i dwa ciastka zaplacilem 7 zl. Ile
kosztuje buleczka, a ile ciastko?

Dwukrotnie bylem w cukierni. Za pierwszym razem za 4 buleczki i 6 ciastek zapta-
cilem 15 zl. Za drugim razem za 6 buteczek i 4 ciastka zaplacitem 14 zl. Ile kosztuje
buleczka, a ile ciastko?

Dwukrotnie bytem w cukierni. Za pierwszym razem za 4 buleczki i 5 ciastek zapta-
citem 13,30 zl. Za drugim razem za 7 buleczek i 3 ciastka zaplacilem 13,50 zi. Ile
kosztuje buleczka, a ile ciastko?
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16. Grzes wybral sie na dluga wedréwke. W jedna strone szedt 3 godziny i 3 godziny
jechal na rowerze. W drodze powrotnej godzine jechal na rowerze i 11 godzin szed!.
Ile razy szybciej jechal na rowerze niz szed1?

17. Statek ptynal z pradem rzeki dwie godziny i wracal pod prad trzy godziny. Ile razy
wieksza byla predkosé statku od predkosci rzeki?

Ten zestaw zadan wykorzystujemy kilkakrotnie:

1) na poczatku I klasy rozwigzujemy te zadania bez réwnan;

2) w drugiej potowie I semestru, gdy ucze wyrazen algebraicznych; wtedy te zadania, ale
z danymi w postaci ogdlnej, rozwiazujemy jeszcze raz poznanymi metodami i wynik
zapisujemy w postaci wzoru, za pomoca odpowiedniego wyrazenia algebraicznego;

3) w II semestrze I klasy rozwiazujemy te zadania za pomoca réwnan liniowych; na
przykladzie tych zadan ucze réznych sposobéw uktadania rownan;

4) pod koniec I klasy rozwiazujemy te zadania za pomoca réwnan, ale z danymi w po-
staci ogblnej; inaczej mowiac, ukltadamy i rozwiazujemy rownania ze wspolczynni-
kami zapisanymi w postaci ogélnej (z parametrami);

5) w II klasie rozwiazujemy te zadania za pomoca ukladéw réwnan;

6) w II klasie jeszcze raz rozwiazujemy te zadania za pomoca ukladéw réwnan, ale
z danymi w postaci ogdlnej (z parametrami).

Oméwie teraz na wybranych przykladach, w jaki sposéb rozwigzuje z uczniami powyzsze
zadania. Zaczne od zadania 1. Jest to stare chinskie zadanie, przytaczane w wielu zbiorach
zadan. Standardowe rozwiazanie oczywiscie polega na ulozeniu narzucajacego sie uktadu
rownan:
{ b+ k = 35,
2b + 4k = 94.

Przypominam jednak, ze na poczatku I klasy uzycie réwnan i ukladéw réwnan (nawet, jesli
uczniowie je znaja) jest zakazane! Najczestsza metoda rozwigzywania tego zadania jest
metoda systematycznego przeszukiwania lub metoda préb i bledéow. Uczniowie probuja
kolejno wszystkich mozliwosci az do znalezienia rozwiazania lub szukaja tego rozwiazania
za pomoca mniej lub bardziej ukierunkowanych poszukiwan. Rozwiazanie zadania ktéra-
kolwiek z tych metod, mimo iz moze to budzi¢ rézne zastrzezenia formalne (na przyklad to,
czy w ten sposob zostana znalezione wszystkie rozwiazania), zaspokaja moje wymagania.
Takie rozwigzanie jest bowiem wynikiem samodzielnego rozumowania ucznia, a o to mi
przede wszystkich chodzilo. Co wazne, pokazuje w ten sposob, ze do rozwiazania zadania
mozna dochodzi¢ wieloma metodami; nie ma jednej, ,wlasciwej” metody.

Na poczatku w nowej szkole (bylo tak zaréwno w liceum jak i w gimnazjum) uczniowie
czesto mnie pytaja o to, czy dane zadanie bedzie ,wolno” na moich lekcjach rozwiazywaé
metoda, ktérg kiedy$ wezedniej poznali. Chodzi mi o to, by uczniowie bardzo wczesnie
zobaczyli, ze ,wolno”: kazde zadanie wolno rozwigzywaé réznymi metodami — byle po-
prawnymi. Jedyne ograniczenia moga wynikaé z tego, ze czasem chce nauczy¢ konkretnej
metody i wtedy wymagam rozwiazywania zadania ta wlasnie metoda (dotyczy to takze
klaséwek, nie tylko zadan domowych i rozwiazywanych na lekcji). We wszystkich innych
przypadkach liczy si¢ tylko jedno kryterium: jest nim poprawnosc.
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Rozwiazanie metoda systematycznego przeszukiwania moze wygladaé¢ nastepujaco:

liczba krélikéw liczba bazantéw liczba nég
0 35 70
1 34 72
2 33 74
3 32 76
4 31 78
5 30 80
6 29 82
7 28 84
8 27 86
9 26 88
10 25 90
11 24 92
12 23 94

Po znalezieniu rozwiazania uczniowie zaprzestaja analizowania dalszych przypadkow.
Najczesciej nie jest to spowodowane tym, ze sa oni przekonani, iz nastepnych rozwia-
zan nie ma (bo liczby w ostatniej kolumnie rosna i nigdy juz nie pojawi si¢ w niej liczba
94). Po prostu znalezli oni rozwiazanie. Nie przychodzi im na ogédl do glowy my$l, ze
moze byé¢ wiecej rozwiazan; zadanie w ich pojeciu opisuje pewna sytuacje rzeczywista,
a rzeczywisto$¢ jest konkretna, jednoznaczna. Do tego problemu powracam z uczniami
pozniej. Inne rozwiazanie moze wyglada¢ nastepujaco:

liczba krélikéw liczba bazantéw liczba nég
0 35 70
10 25 90
20 15 110
15 20 100
13 22 96
12 23 94

Uczniowie préobuja réznych danych, przyblizajac sie mniej lub bardziej swiadomie do
rozwigzania. Zdarzaja sie tez rozwiazania catkowicie chaotyczne, w ktérych rozwiazanie
zostaje znalezione chyba rzeczywisdcie przypadkowo; zdarzajg sie tez takie rozwigzania,
w ktorych chaotyczne poszukiwania nie zostaja doprowadzone do konca, rozwiazanie sie
urywa bez jakiegokolwiek komentarza i zadanie pozostaje bez odpowiedzi.

Sa uczniowie, ktorzy znajduja rozwiazanie dzieki rozumowaniu. Najczesciej to rozumowa-
nie wyglada nastepujaco: gdyby mandaryn mial tylko bazanty (byloby ich 35), to miatyby
one razem tylko 70 nég. Ale zwierzeta mandaryna maja o 24 nogi wiecej. Kazdy krélik
ma o dwie nogi wiecej od bazanta, wigc mandaryn ma 12 krélikow. Zatem ma 23 ba-
zanty. To rozwiazanie omawiam z uczniami dokladnie. Najczesciej ,ubarwiam” je w nieco
makabryczny sposob: nieostrozny ogrodnik, strzygac trawnik, obcial kazdemu kroélikowi
dwie nogi. Teraz wszystkie zwierzeta mandaryna majg po dwie nogi, wiec razem maja
70 nég. To znaczy, ze na trawniku zostaly obciete 24 nogi, a wiec ogrodnik obcial je
dwunastu krélikom. Jak sie okazuje, to makabryczne ubarwienie powoduje, ze ucznio-
wie lepiej zapamietuja rozwiazanie; majg wyrazny punkt odniesienia i latwiej pézniej to
rozwigzanie uczniom przypomnieé¢. Podobny sposéb rozumowania polega na rozwazeniu
sytuacji, w ktérej mandaryn ma wylacznie kréliki. Wowczas 35 krélikow miatoby tacznie
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140 nég, to jest o 46 nég za duzo. Kazdy posiadany bazant zmniejsza taczna liczbe nég
o dwie. Stad wynika, ze mandaryn ma 23 bazanty, a wiec 12 krélikow.

Zadanie 2 jest tylko innym wariantem zadania 1 i uczniowie najczesciej bez problemu
samodzielnie znajdujg podobne rozwiazanie. W przysztosci pokaze uczniom jeszcze kilka
podobnych zadan; oméwie je dalej. Zadanie 3, dzieki temu, ze ma rozwigzanie w liczbach
calkowitych, tez moze by¢ latwo rozwiazane metoda préb i btedow. Trudniej znalezé ta
metoda rozwiagzanie zadania 4, a prawie niemozliwe jest rozwiazanie metoda prob i ble-
dow zadania 5. Tu juz wyzszo$é metody rozumowania jest oczywista. Uczniowie jednak
nie zauwazaja, ze zadania 3, 4 1 5 sa wlasciwie tylko nieistotna modyfikacja zadania 1.
Popatrzmy jednak na wypisane obok siebie rozwiagzania obu zadan (solanke dziesiecio-
procentows nazwe solankg ubozsza, trzydziestoprocentows za$ bogatsza):

Zadanie 1

Zadanie 3

Przypusémy, ze mandaryn ma tylko 35
bazantéw; maja one wtedy 70 nog.

Przypuéémy, ze mamy tylko 10 kg solanki
ubozszej; jest w niej wtedy 1 kg soli.

Ale zwierzeta mandaryna maja razem 94
nogi.

Ale w 10 kg solanki 24-procentowej ma
by¢ 2,4 kg soli.

Zwierzeta mandaryna maja wiec 24 nogi
wiecej.

Brakuje 1,4 kg soli.

Jeden krolik ma o dwie nogi wiecej od
bazanta.

W 1 kg solanki bogatszej jest o 0,2 kg
soli wiecej niz w 1 kg solanki ubozszej.

Mandaryn ma zatem 24 : 2 = 12 kroli-
kéw.

Potrzebujemy zatem 1,4 : 0,2 = 7 kg so-
lanki bogatsze;j.

Mandaryn ma takze 23 bazanty.

Potrzebujemy 3 kg solanki ubozszej.

Takie porownanie rozwiazan ostatecznie przekonuje uczniéw, ze mamy do czynienia pie-
ciokrotnie z tym samym zadaniem. Chce tu zwréci¢ uwage na to, ze niektorzy uczniowie
znajduja powyzsza metode rozwiazania samodzielnie, inni ucza sie jej na przyktadzie tych
pieciu zadan. Uczenie sie rozumowan jest oczywiscie najbardziej efektywne, jesli uczen
potrafi takie rozumowanie wymysli¢ samodzielnie. Najczesciej jednak tak sie nie dzieje;
nawet uczniowie uzdolnieni nie potrafia wielu rozumowan przeprowadzié¢ catkowicie sa-
modzielnie. Ucza si¢ ich wtedy poprzez obserwacje zadan tak rozwiazywanych i poprzez
zapamietywanie odpowiednich sposobéw rozwiazania. Tak wladnie postepuje z uczniami
na poczatku I klasy. Wtedy takze okazuje sie, ktérzy uczniowie potrafia szybko sie ta-
kich rozumowan nauczy¢; okazuje sie takze, ktérzy z nich zaczynaja rozwijac¢ sie znacznie
szybciej od kolegow.

Jest jeszcze jeden sposéb zapisywania rozwigzania zadan tego typu. Mianowicie kazde dzia-
tanie, ktére wykonujemy, poprzedzamy pytaniem. To pytanie ma wskazywaé, co w danym
dzialaniu obliczamy. Uczniowie, ktérzy naucza sie zapisywac takie pytania, znacznie lepiej
rozumieja cale rozwiazanie. W tej postaci zapisze rozwiazanie jednego z nastepnych za-
dan, w ktérych zajme sie kwestia istnienia i liczby rozwiazan. Podaje uczniom uogdlnienie
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zadania o zwierzetach mandaryna. Tym razem mandaryn hoduje smoki: te, jak wiadomo,
maja wiele gtéw i wiele nég. Popatrzmy na takie zadanie i jego przyktadowe rozwiazanie:

Zadanie 1 o smokach. Mandaryn hoduje smoki zielone i czerwone. Smok zielony ma
2 glowy i 9 nég. Smok czerwony ma 3 glowy i 13 nég. Smoki mandaryna maja razem 63
glowy 1 276 nég. Ile mandaryn ma smokow kazdego gatunku?

Rozwigzanie. Na jedna glowe smoka zielonego przypada 4% noég; na jedna glowe smoka
czerwonego przypada 4% nég. Gdyby mandaryn mial same smoki czerwone, to miatyby
one razem

63- 12 =273

nogi. Ale smoki mandaryna maja razem o 3 nogi wiecej. Jedna glowa smoka zielonego
daje nadwyzke % nogi. Takich nadwyzek mamy zatem 18; jest wigc 18 glow smokow
zielonych, czyli 9 calych takich smokéw.

Odpowiedz. Mandaryn ma 9 zielonych i 15 czerwonych smokdow.

Inaczej méwiac, rozcinamy smoki na kawalki tak, by kazdy kawalek mial jedna glowe
i pewng liczbe — by¢ moze niecatkowita — nég. Wtedy mamy zwykle zadanie o zwierze-
tach mandaryna (lub, ze wzgledu na liczby niecatkowite, o solankach). Oczywiscie musi
sie na koncu okazaé, ze odpowiedz jest liczba calkowita. A nieszczescie moze sie zdarzy¢
w wielu miejscach.

Zadanie 2 o smokach. Mandaryn hoduje smoki zielone i czerwone. Smok zielony ma
14 gtéw i 35 ndg. Smok czerwony ma 15 gtéw i 33 nogi. Smoki mandaryna maja razem:
200 glow i 482 nogi;
200 gltéw 1 430 nobg;
200 gléw i 510 nog;
200 gléw 1 450 noég;
200 glow i 470 nog;
200 glow i 461 nog.

Ile mandaryn ma smokéw kazdego gatunku?

- O Ao T o
S S S S N N

Rozwigzanie. Tniemy smoki na kawalki. Kazdy kawalek ma jedna glowe i tyle samo
nég (dla smokéw jednego gatunku). Zatem jeden kawalek smoka zielonego ma 1 glowe

i % = % nog; jeden kawaltek smoka czerwonego ma 1 glowe i % = % nog. Zatem jeden
. 5 11 _ 3 ’ . .
kawalek smoka zielonego ma o 3 — &= = {5 noég wiecej.

a) 200 gléw i 482 nogi.
Ile nég miatoby 200 kawalkéw smokow czerwonych?

200 - & = 440.

Tlu nég brakowatoby wtedy?
482 — 440 = 42.

Ile jest kawaltkéw smokéw zielonych?
.3 _
42 : {5 = 140.

Ile jest smokéw zielonych?
140 : 14 = 10.
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Ile jest kawalkéw smokéw czerwonych?
200 — 140 = 60.

Ile jest smokéw czerwonych?
60 : 15 =4.

Odpowiedz. Mandaryn ma 10 smokéw zielonych i 4 smoki czerwone.

200 gltéw 1 430 nog.
Ile nég miatoby 200 kawalkéw smokow czerwonych?

200 - 1 = 440.

Sprzecznos$é. Smoki maja za malo nég.
200 gtow i 515 nog.
Ile nég miatoby 200 kawalkéw smokéw czerwonych?

200 - & = 440.

Ilu nég brakowatoby wtedy?
515 — 440 = 75.

Ile jest kawaltkéw smokow zielonych?
.3
75 15 = 250.

Sprzecznosé. Smoki maja za duzo nég.
200 gtow i 450 nog.
Ile nég mialoby 200 kawalkéw smokéw czerwonych?

200 - & = 440.

Tlu nég brakowatoby wtedy?
450 — 440 = 10.

Ile jest kawalkéw smokow zielonych?

Sprzeczno$é. Liczba kawalkow smokéw zielonych nie jest catkowita.
200 gtow i 470 nog.
Ile n6g miatoby 200 kawaltkéw smokéw czerwonych?

200 - & = 440.

Ilu nég brakowatoby wtedy?
470 — 440 = 30.
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Jak widzimy, zadanie moze nie mie¢ rozwigzania z wielu powodéw. Uczniowie czesto dzi-
wig sie, jak to jest mozliwe: przeciez zadanie powinno opisywaé rzeczywistosé, a w niej
sprzeczno$¢ nie jest mozliwa. Jedno wytlumaczenie jest takie, ze mandaryn w swoich obli-
czeniach gdzies si¢ pomylil. Ale, czy zadanie o smokach opisuje jakakolwiek rzeczywisto$é?
Moze sie tez okazaé, ze dane w zadaniu sg niewystarczajace do podania jednoznacznej

Ile jest kawalkéw smokéw zielonych?
30 : £ = 100.

Ile jest smokéw zielonych?
100 : 14 = 71.

Sprzecznos$é. Liczba smokow zielonych nie jest catkowita.

200 gléw i 461 nog.
Ile nég mialoby 200 kawalkéw smokéw czerwonych?
200 - 2 = 440.
Tlu nég brakowaloby wtedy?
461 — 440 = 21.

Ile jest kawaltkéw smokéw zielonych?

.3 _
21: 5 ="170
Ile jest smokéw zielonych?
70:14 =5.

Ile jest kawaltkéw smokéw czerwonych?
200 — 70 = 130.

Ile jest smokéw czerwonych?
130 : 15 = 83.

Sprzeczno$¢. Liczba smokéw czerwonych nie jest calkowita.

odpowiedzi. Nastepne zadanie ma wiele rozwigzan:

Zadanie 3 o smokach. Mandaryn hoduje smoki zielone i czerwone. Smok zielony ma
5 gtow i 10 nég. Smok czerwony ma 6 gléw i 12 ndég. Smoki mandaryna majag razem 300

gtéow i 600 nog. Ile mandaryn ma smokéw kazdego gatunku?

Rozwigzanie. Zadanie ma 11 rozwigzan. Oto one:

30

60 smokow zielonych, 0 smokdéw czerwonych,
54 smoki zielone, 5 smokéw czerwonych,

48 smokdéw zielonych, 10 smokéw czerwonych,
42 smoki zielone, 15 smokéw czerwonych,

36 smokow zielonych, 20 smokéw czerwonych,
30 smokdéw zielonych, 25 smokéw czerwonych,
24 smoki zielone, 30 smokéw czerwonych,

18 smokéw zielonych, 35 smokéw czerwonych,
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e 12 smokéw zielonych, 40 smokéw czerwonych,
e 6 smokéw zielonych, 45 smokdéw czerwonych,
e 0 smokéw zielonych, 50 smokéw czerwonych.

Uczniowie do$¢ szybko zauwazaja, ze oba gatunki smokéw sa w zasadzie identyczne:
maja po dwie nogi na jedng gltowe. Poniewaz nie mozna ich rozréznié¢, wiec tak naprawde
mamy tylko jedna informacje o nich, mianowicie o liczbie gtéw. Informacja o liczbie nég
jest doktadnie taka sama: po prostu liczba nég jest dwa razy wicksza. Musimy zatem
znalez¢ mozliwe rozwiazania tylko dla liczby gléw i to jest wlasnie te 11 rozwiazan.
W dalszym ciagu nie bede analizowal z uczniami kwestii niejednoznacznosci; powrdce
do niej dopiero przy okazji uktadéw réwnan (uktady nieoznaczone). Bedziemy natomiast
analizowali kwestie rozwigzalnoéci niektérych zadan.

Teraz przechodze do nastepnych zadan; polegaja one na rozréznieniu i wykorzystaniu
dwbch pojeé: o0 ile wiecej” 1 ,jile razy wiecej”. W zadaniu 6 latwo zauwazamy, ze Grzes
zebral 3 razy wiecej kasztanow niz Bartek i o 30 kasztandéw wiecej niz Bartek. Teraz
chwili zastanowienia wymaga odpowiedz, ile kasztanéw zebral Bartek. Czesto uczniowie
dziela 30 przez 3, a powinni dzieli¢ przez 2. Skoro kasztany Grzesia to 3 porcje kasz-
tanoéw Bartka, wiec réznica to dwie porcje kasztanéw Bartka. Podobnie, gdyby Grze$
zebral 7 razy wiecej kasztanéw niz Bartek i o 120 kasztanéw wiecej, to Bartek
zebralby 120 : 6 = 20 kasztanéw. Rozwiazanie tego zadania mozna tez przedstawié¢ gra-
ficznie. Grzes zebral 3 razy wiecej kasztanéw niz Bartek; Bartek swoje kasztany wlozyl
do pudeleczka, Grzes ma trzy takie pudeteczka kasztanow:

Kasztany Bartka Kasztany Grzesia

-’ I

Nastepnie Grzes 15 swoich kasztandéw przesypal do woreczka i ten woreczek dal Bartkowi.
Teraz Grzes ma tyle samo kasztandéw co Bartek, a wiec obaj maja jedno pudeleczko i jeden
woreczek:

Kasztany Bartka Kasztany Grzesia

5 = &

Poréwnujac liczby pudeteczek i woreczkéw w obu sytuacjach, stwierdzamy, ze w pude-
teczku jest tyle samo kasztanéw co w woreczku; zatem Bartek zebrat 15 kasztandéw. Ana-
logiczne dwa rysunki dla zadania 7 wygladaja nastepujaco. Przed oddaniem kasztanéw
byto tak:

Kasztany Bartka

Kasztany Grzesia

7

FII I I I
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a po oddaniu tak:

Kasztany Bartka Kasztany Grzesia

(7 (D
SR BB BB

Nietrudno zauwazy¢, ze do szesciu woreczkOw przesypano kasztany z dwoéch pudelek;
w jednym pudelku jest zatem 18 kasztanow.

Zadania 8, 9 i 10 tez polegaja na rozumieniu réznicy miedzy zwrotami ,,0 ile wiecej” i ,ile
razy wiecej”. W zadaniu 8 mamy tak naprawde dwdch Grzesiéw: Grzes mlodszy (tzn.
Grze$ 4 lata temu) 1 Grze$ starszy (tzn. Grzes za b5 lat). Grzes starszy jest o 9 lat starszy
od Grzesia mltodszego i 4 razy starszy od Grzesia mtodszego. Grzes mlodszy ma zatem
9 : 3 = 3 lata; dzisiaj Grzes ma 7 lat. Zadania 11 i 12 wymagaja tylko nieco bardziej
zlozonych rozumowan; nie bede ich tu przytaczal.

Oméwie teraz krotko zadania 13, 14 i 15. W zadaniu 13 najczesciej uczniowie zauwazaja,
o ile wiecej kupitem za drugim razem i o ile wiecej zaptacitem. Stwierdzaja, ze 1 buteczka
i 1 ciastko kosztuja 2,90 zl, a nastepnie, ze jedna buteczka kosztuje 1,20 zt. Nieco bardziej
skomplikowane rozumowania przeprowadzaja w zadaniu 14 i bardzo czesto gubia sie
w zadaniu 15. Omawiam z nimi wtedy metode ,zréownywania” zakupéw — jest to dobre
wprowadzenie do rozwiazywania uktadéw réwnan metoda przeciwnych wspotczynnikow.
Oto rozwiazanie: zwiekszam pierwszy zakup trzykrotnie i drugi pieciokrotnie:

e za 12 buleczek i 15 ciastek zaptacitbym 39,90 zl,
e za 35 buleczek i 15 ciastek zaptacitbym 67,50 zl.

Za 23 butleczki zaptacitbym zatem 27,60 zl, czyli za jedna 1,20 zt. Mozna zadaé¢ pytanie,
czym ta metoda rozwiazania rézni sie od rozwiazania za pomoca uktadu réwnan. Otéz
moim zdaniem algebra polega na wprowadzaniu symboli, ktére pozwalaja nam oderwaé
sie od rzeczywistosci. Po wprowadzeniu symboli, nie ma znaczenia, co one oznaczaly
wczesniej. Metoda rozwiazywania polega na formalnym przeksztalcaniu wyrazen. Taki
jest zreszta cel algebry. Rozumowanie algebraiczne jest rozumowaniem formalnym, ode-
rwanym od rzeczywistoéci. To samo rozumowanie moze oznaczaé¢ zupelnie rézne rzeczy,
odnosié sie do zupelnie innej tresci zadania. O to chodzi w algebrze. UloZenie réwnania to
stworzenie matematycznego modelu rzeczywistosci. Dalsze rozumowanie jest rozumowa-
niem wewnetrznym w matematyce i dopiero ostateczny wynik ma by¢ zinterpretowany
w rzeczywistosci, ktora modelowaliSmy. Metoda, ktora proponuje tutaj, wiaze ucznia
caly czas z rzeczywistoscia. To jest moim zdaniem ogromna réznica. Na razie rozma-
wiamy tylko o rzeczywistoéci, choé¢ robimy to samo, co w przysztoéci bedziemy robié
z symbolami. Pozwala to w przysztosci dostrzegaé nie tylko formalng strone obliczen al-
gebraicznych, ale tez pamietaé, ze za tym formalizmem kryje sie rzeczywistosé. W szcze-
gblnoéci uczniowie maja wieksza Swiadomosé tego, ze symbole algebraiczne oznaczaja cos
konkretnego; liczbe czegos, co istnieje naprawde.

Rozwiazanie zadania 15 zapisze jeszcze raz, tym razem zgodnie z zasada: do kazdego
dziatania odpowiednie pytanie. Oto rozwiazanie:
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Rozwiazanie. Ile zaptacitbym za pierwszym razem za 12 buleczek i 15 ciastek?
313,30 = 39,90.
Ile zaplacilbym za drugim razem za 35 buleczek i 15 ciastek?
5-13,50 = 67,50.
O ile buleczek wiecej bym kupit?
35 —12 = 23.

O ile wiecej bym zaplacilt?
67,50 — 39,90 = 27,60.

Ile kosztuje jedna buleczka?
27,60 : 23 = 1,20.

Ile kosztuja 4 buleczki?
41,20 = 4,80.

Tle kosztuje 5 ciastek?
13,30 — 4,80 = 8,50.

Tle kosztuje jedno ciastko?
8,50 : 5 = 1,70.

Odpowiedz: Jedna buleczka kosztuje 1,20 zl, a jedno ciastko 1,70 zl.

Tak zapisywano rozwigzania podobnych zadan w czasach, gdy ja chodzitem do szkoty
podstawowej. Wowczas, w siedmioletniej szkole podstawowej, nie uczono algebry. Ozna-
czenia literowe, wyrazenia algebraiczne i réwnania pojawialy sie dopiero w klasie VIII,
tzn. w pierwszej klasie liccum. A jednak zadania tekstowe rozwiazywaliSmy. Metoda,
ktéora nazwalem metoda ,zréwnywania”’ zakupéw, byla powszechnie stosowana do po-
dobnych zadan tekstowych. Tak tez chce, by umieli je rozwiazaé¢ moi uczniowie w I klasie
gimnazjum. Widaé, ze algebra nie jest do tego potrzebna. Okazuje sie przy tym, ze
uczniowie, ktoérzy taki sposdb rozwiazywania zadan opanuja, nie maja potem trudnosci
z ukladaniem i rozwiazywaniem (a zwlaszcza ukltadaniem) réwnan i ukladéw réwnan. Byé
moze i tak nie mieliby trudnosci, ale tego nie wiem. Moje doswiadczenie pokazuje, ze czas
LStracony” na uczenie rozwigzywania zadan bez uzycia algebry ,zwraca sie” przy uczeniu
uktadania réwnan, a wiec rozwiazywaniu zadan z uzyciem algebry. Rozwiazywanie zadan
bez algebry uczy bowiem lepszego zrozumienia tekstu matematycznego, wynajdywania
w nim istotnych informacji i zapisywania ich pézniej w sposob sformalizowany.
Interesujace sa dwa ostatnie zadania. Uczniowie rozwiazujacy je algebraicznie wprowa-
dzaja w naturalny sposéb dwie niewiadome (oznaczajace dwie predkosci: pieszo i na
rowerze w zadaniu 16 oraz statku i pradu rzeki w zadaniu 17) i umieja utozy¢ tylko jedno
rownanie. Niemozno$é¢ ulozenia drugiego réwnania powoduje, ze wielu z nich rezygnuje
z dalszego rozwiazania tego zadania. Chodzi jednak o to, ze w zadaniach tych nie prosze
o obliczenie obu predkosci, ale tylko o obliczenie stosunku predkosci. Do tego, jak sie
okazuje, jedno rownanie wystarczy. Ale najpierw rozwigzemy te zadania bez réwnan.
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W zadaniu 16 zapiszmy droge Grzesia w obie strony (p oznacza godzine drogi pieszo,  go-
dzine drogi na rowerze). Przyjmijmy, ze w drodze ,tam” Grze$ najpierw szedl, a potem
jechal na rowerze, a w drodze powrotnej (czytanej od prawej strony do lewej) najpierw
jechal na rowerze, a potem szed! pieszo:

tam: p p p roror
z powrotem: p p p PP PP PP P PT

Zauwazmy, ze te sama odleglo$é, ktéra Grzes szedl w drodze powrotnej 8 godzin, w drodze
yJtam” przejechal na rowerze w dwie godziny. Zatem jechat cztery razy szybciej niz szedl.

W zadaniu 17 sprébujmy zapisaé droge statku z pradem i pod prad. Litera s oznacza droge
statku przez godzing, p droge, jaka przebywa rzeka przez godzine. Przyjmijmy jednak,
ze statek plynie na stojacej wodzie, za kazdym razem w tym samym kierunku. Droge
z pradem przedstawimy jako dwie godzinne drogi statku (czyli s) i cudowne przesuniecie
o dwie drogi p w kierunku ruchu statku. Odpowiada ono temu, ze prad rzeki ,,pomégt”
statkowi przesuna¢ sie o ten dystans dwéch p. Droge pod prad przedstawimy jako najpierw
droge dwoch s, potem jeszcze jednego s i wreszcie cudowne przesuniecie o trzykrotne
p w kierunku przeciwnym do ruchu statku. Tym razem bowiem prad przeciwdzialal
staraniom statku i cofnal go az trzy razy (bo podréz pod prad trwala 3 godziny). Mamy
wtedy w pierwszej linijce dwie drogi s i dwa cudowne przesuniecia w te samag strone
o p, w drugiej linijce mamy trzykrotne przesuniecie o s, a w trzeciej cudowne cofniecie
o trzy p. Obie podroze musza sie skonczy¢ w tym samym miejscu; dlatego w drugiej linijce
zapisaliSmy trzecie s za trzema p w trzeciej linijce. Mozna to odczytac tak: przeptywamy
dwa s, potem cofamy si¢ o trzy p i jeszcze trzeci raz przeplywamy godzinng droge s.

z pradem: s s pp
pod prad: s s s
cofniecie: p pp

Widzimy teraz, ze jedna droga s jest réwna pieciu cudownym przesunieciom p (réwnowazy
dwa cudowne przesuniecia do przodu i trzy do tylu), a wiec statek plynie 5 razy szybciej
od pradu rzeki.

Po raz drugi rozwiazujemy zadania tekstowe w postaci ogoélnej. Chodzi teraz o to, by
sytuacje rzeczywista, wyrazona w treéci zadania, opisa¢ za pomoca wyrazenia algebra-
icznego. Uczniowie znaja juz sposéb dochodzenia do rozwiazania zadania. Teraz ich celem
jest zapisanie tego rozwiazania za pomoca wyrazenia algebraicznego; wynikiem ma by¢
wzOr na rozwigzanie zadania. Chodzi o to, by powtarzajac cate rozumowanie, tworzyli
coraz to nowe wyrazenia opisujace kolejne wielkosci obliczane w zadaniu. Na tym tak
naprawde polega algebra: rozumowanie, ktére umiemy przeprowadzi¢ na konkretnych
liczbach, zapisujemy w postaci ogdlnej, za pomoca liter.

Mamy wtedy nastepujacy zestaw szeéciu zadan; przypominam, ze w zestawie oryginalnym
niektére zadania sie powtarzaly, réznity sie tylko danymi. Nieco upraszczam zadania
o zbieraniu kasztanéw i opuszczam trudniejsze zadania dotyczace wieku (zadanie 11
i 12). Opuszczam takze zadanie o drodze pieszo i jezdzie na rowerze, pozostawiajac tylko
zadanie o statku plynacym z pradem i pod prad. Jesli rozwigzania tych zadan okaza sie
bardzo tatwe dla uczniéw, to oczywiscie moge dodaé¢ opuszczone zadania; moge dodaé
takze zadanie o smokach.
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6.

Zadania tekstowe — wzory ogdlne
Mandaryn hodowal k-nogi i m-nogi (gdzie k < m). Jego zwierzatka mialy razem
g gléw i n nég. Ile mial zwierzat kazdego gatunku?
Grze$ zmieszal dwie solanki: p-procentowa i g-procentowa (gdzie p < ¢). Otrzymal
w ten sposéb m kg solanki r-procentowej (gdzie p < r < ¢). Ile kazdej solanki mial
Grzes?
Grzes zebral m razy wiecej kasztandéw niz Bartek i stwierdzil, Zze ma o n kasztanow
wiecej. Ile kasztanéw zebral kazdy z chlopcéw?
Za m lat Grzes$ bedzie k razy starszy niz byt n lat temu. Ile lat ma Grzes teraz?
Za a buleczek i b ciastek zaptacitem m zt. Za ¢ buleczek i d ciastek zaptacitem n zt.
Ile kosztuje buteczka, a ile ciastko?
Statek plynal z pradem m godzin, a pod prad n godzin. Ile razy szybciej ptynat
statek od pradu rzeki?

Zaczynamy od wspodlnego rozwiazania zadan o zwierzetach hodowanych przez manda-
ryna i mieszaniu solanek. Solanke p-procentows nazywamy solanka ubozsza, a solanke
g-procentowa nazywamy solanka bogatsza (z zalozenia mamy bowiem p < q).

Zadanie 1

Zadanie 2

Przypusémy, ze mandaryn hoduje tylko
k-nogi; jest ich g, maja one wtedy kg nog.

Przypusémy, ze Grze$ wzial tylko m kg
solanki ubozszej.
Ma ona wtedy 185 - m kg soli.

Ale zwierzeta mandaryna maja razem
n nog.

Ale w m kg solanki r-procentowej ma by¢
100 - M kg soli.

Zwierzeta mandaryna maja wiec n — kg
nog wiecej.

1 i je L .m— 2. i
Grzesiowi brakuje 155 -m — 155 *m kg soli.

Jeden m-nég ma o m — k nég wiecej od
k-noga.

W 1 kg solanki bogatszej znajduje sie

0 185 — 195 kg soli wiecej niz w 1 kg so-
lanki ubozszej.

Mandaryn ma zatem 2=~
m—k

mM-Nnogow.

, . L m—-L_.m .
7 VA —

Grze$ potrzebuje 199—99 — ko solanki

100 100

bogatszej.

Mandaryn ma takze g — ”_kg k-nogéw.

m—

, . T m— P m
Grze$ potrzebuje m — 190 —130 — ko s0-

. . . 100 100
lanki ubozszej.

Utamki w rozwigzaniu zadania 2 moga wyglada¢ dosé przerazajaco. Biorg sie¢ one z me-
tody rozwiazywania zadan na procenty, ktérej ucze. Mimo niedogodnoéci w zapisie, jest
ona bardzo skuteczna. Moéwie uczniom, ze obliczanie procentu jakiejs liczby jest to mno-
zenie. Doktadniej: to, ze liczba b jest réwna p procent liczby a, zapisujemy w postaci

b:

p

100 " @- Z tego wzoru otrzymujemy wzory na rozwiazania trzech podstawowych typow

zadan na procenty. Mianowicie mamy:
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. . . L . oy
1) Oblicz p procent liczby a. Rozwiazaniem jest liczba b = 145 - a.
. - . L . _ 100b
2) Ile procent liczby a stanowi liczba b? Rozwigzaniem jest liczba p = ==,
3) Oblicz liczbe, ktérej p procent jest réwne b. Rozwiazaniem jest liczba a = %}’b.
Nastepnie trzeba zapaorgn(gtac ze zwiekszenie o p procent, to mnozenie przez liczbe 1+ £~ 100
(czyli przez utamek L logp) a zmniejszenie o p procent, to mnozenie przez liczbe 1 — 155

(czyli przez ulamek 2 100 P). Uswiadomienie sobie tego, ze obliczenie procentu jest mno-
zeniem przez utamek, usuwa watpliwosci, ktére uczniowie miewaja przy rozwiazywaniu
zadan podobnych do nastepujacego:

Zadanie. Dwie pary butéw kosztowaly tyle samo. Pierwsza para najpierw zdrozala
0 10%, a potem o 20%, druga najpierw zdrozata o 20%, a potem o 10%. Ktére buty
kosztowaly wiecej po tych dwoch podwyzkach cen?

Poniewaz mnozenie przez liczby % i % jest przemienne, wiec po podwyzkach obie pary
butow kosztuja tyle samo. Bez zrozumienia tego, czym naprawde jest obliczanie procentu,
uczniowie wielokrotnie wdawali si¢ w rozwazania, czy otrzymamy wiecej, gdy obliczymy
mniejszy procent od wickszej liczby, czy wiekszy procent od mniejszej; klasa dzielila
sie na ogdl na dwie mniej wiecej rownoliczne grupy zwolennikéow kazdego z tych dwdoch
pogladéw. Natomiast prawie nigdy nie bylo zwolennikéw trzeciego pogladu, ze ceny beda
rowne. Wydaje sie, ze wystepowanie w otrzymywanych wzorach utamkéw o mianowniku
100 jest niewielka cena, jaka placimy za sprawnos¢ w rozwiazywaniu zadan na procenty.

W zadaniu na procenty mozna pozby¢ sie ulamkdéw, mnozac licznik i mianownik przez
100, a takze mozna uniknaé¢ takich utamkow od poczatku, jesli zmienimy jednostki i mase
solanki bedziemy wyrazaé¢ nadal w kilogramach, a mase soli w dekagramach. Mamy wtedy
takie rozwigzania:

Zadanie 1

Zadanie 2

Przypusémy, ze mandaryn hoduje tylko
k-nogi; jest ich g, maja one wtedy kg nog.

Przypuéémy, ze Grzes wzial tylko m kg
solanki ubozszej; ma ona wtedy pm dag
soli.

Ale zwierzeta mandaryna majg razem
n nég.

Ale w m kg solanki r-procentowej ma by¢
rm dag soli.

Zwierzeta mandaryna maja wiec n — kg
nog wiecej.

Grzesiowi brakuje rm — pm dag soli.

Jeden m-n6g ma o m — k nég wiecej od
k-noga.

W 1 kg solanki bogatszej jest o ¢ —p dag
soli wiecej niz w 1 kg solanki ubozszej.

—k .
Mandaryn ma zatem “—Z m-nogdéw.
m—k

Mandaryn ma takze g — 2= kg k-nogéw.

Grze$ potrzebuje ”Z P kg solanki bo-
gatszej.
Grze$ potrzebuje m — M kg solanki

ubozszej.
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W zadaniu 3 mamy od razu odpowiedZ: Bartek zebral —"= kasztanéw. Pamigtamy bo-
wiem, ze liczba kasztanéw Grzesia, to porcje Bartka i jeszcze m — 1 takich porcji, skla-
dajacych si¢ na nadwyzke n kasztanéw. Oczywiscie Grzes zebral m - "= kasztanow.

W zadaniu 4 rozwazamy dwoch Grzesiow: Grze$ mlodszy to Grzes n lat temu, Grzes
starszy to Grze$ za m lat. Grzes starszy jest starszy od Grzesia mlodszego k razy i jest
starszy o m + n lat. Tak jak w zadaniu poprzednim, Grze$ mtodszy ma ?—j‘f lat, a wiec

obecnie Grzes$ ma n + T4 lat.

W rozwiazaniu zadania 5 wykorzystamy metode ,zréwnywania” zakupdéw. Zacznijmy
jednak od krotkiej analizy danych, wyprzedzajac tym samym nieco tok rozumowania.
Analiza danych zajme sie bowiem po rozwiazaniu wszystkich sze$ciu zadan. Przyjmiemy
najpierw, ze wszystkie liczby a, b, ¢ 1 d sa rézne od zera (a nawet sa dodatnie). Uczniowie
zwracaja uwage, ze powinny tez by¢ catkowite; jednak ja probuje oponowaé — twierdze,
ze mozna zupelnie dobrze wyobrazi¢ sobie kupno potowy buteczki czy polowy ciastka.
Teraz zrownajmy zakup ciastek. Pierwszy zakup powtorze d razy, drugi b razy. Wéwczas:

e za ad buleczek i bd ciastek zaptacitem dm ztotych;
e za bc buleczek i bd ciastek zaptacitem bn ztotych.

Teraz widzimy, ze za kazdym razem kupiliSmy tyle samo ciastek. Powstaje jednak pro-
blem: co od czego odja¢? Gdy dane byly konkretnymi liczbami, odejmowalismy od wigk-
szej liczby mniejsza. Widaé tez bylo, ze jedli kupiliSmy tyle samo ciastek, ale wiecej
buleczek, to zaptaciliSmy wiecej. A czy tu jest tak samo? Czy dane zostaly dobrane do-
brze: jesli ad jest wieksze od bc, to czy dm jest wieksze od bn? A co by to znaczylo,
gdyby bylo na odwrét? Bardzo mnie cieszy, gdy uczniowie sami stawiaja takie pytania;
jesli nawet tak sie nie stanie, to ja prowokuje rozmowe na ten temat. To bardzo wazne, by
uczniowie dobrze zrozumieli, co si¢ dzieje. W szczegdlnosci wazne jest, by dobrze zastano-
wili sie nad przypadkiem, gdy ad = bc. Sami dobieraja takie czworki liczb, by zachodzita
réwnos$é ad = be i rozwiazuja zadanie na tych konkretnych danych. Widza, co sie dzieje:
dane sg proporcjonalne, a wiec tak naprawde dwukrotnie dostajemy te sama informacje
o cenach. A do rozwigzania zadania potrzebne sa dwa rézne, niezalezne zestawy danych.

Takie dyskusje sa niemozliwe w przypadku rozwiazania algebraicznego. Algebra polega
na tym, ze zrywa wiez miedzy rzeczywistoscia a obliczeniami. Jak juz pisalem, takie same
rownania czy uklady réwnan maja pasowaé do wielu zadan, obliczenia beda natomiast
takie same. Dopiero po zakofczeniu rozwiazania mozna (czy raczej trzeba) zastanowié si¢
nad tym, czy otrzymane rozwiazanie odpowiada rzeczywistosci. Dyskusje, ktére ucznio-
wie tu prowadza, sa bardzo cenne: pomagaja one lepiej zrozumieé sens réwnan, ktére
w przysztosci do tych zadan zostanag utozone. Bardzo wazne tez jest dla mnie to, by
uczniowie na poczatku nauki w gimnazjum jak najczeéciej byli zmuszani do samodziel-
nych rozumowan, wypowiadania wnioskow, dociekania, co sie dzieje i jaki jest sens tego,
co nam wyszto. Odkrycie, ze jest wszystko jedno, co od czego sie odejmie, nie jest tatwe,
a jest bardzo cenne. Zrozumienie, ze jesli za 7 buteczek zaptace 14 z1, to buleczka kosztuje
2 zl, jest trywialne; zrozumienie, ze jesli za —7 buleczek zaptace —14 z1 (i co to wszystko
ma znaczyc¢), to nadal buleczka kosztuje 2 zl, jest znacznie trudniejsze. A co to znaczy,
ze kupitem wiecej buleczek, ale mniej zaptacitem?

Po zrozumieniu wszystkich takich subtelnosci, w szczegdlnoéci po zrozumieniu, ze nie
ma znaczenia, co od czego odejmujemy, otrzymujemy wzér. Bulteczka kosztuje dﬂ’g:g:‘
zlotych. Ceng ciasteczka obliczamy podobnie. Wzory te warto zapamietaé.
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W zadaniu 6 uczniowie bardzo szybko zauwazaja, ze n — m predkosci statku jest réwno-
wazne n—+m cudownym przesunieciom (m przesunieé z pradem i n przesunie¢ pod prad).
Zatem statek plynie nmfm" razy szybciej niz prad rzeki. Zdarza sie jednak, ze uczniowie
tylko dostrzegaja ten wzér i nie potrafig go uzasadnié. Zdarza sie tez, ze dostrzegaja
wzdér ogolny po kilku prébach rozwiazania zadania z réznymi danymi: wyciggaja wniosek
ogblny z réznych danych. Takie rozumowania tez bardzo cenig, ale jednak chciatbym, by
zrozumieli zadanie do konica. Robie im na tablicy diagramy, zaznaczajac liczbe przeply-
nie¢ godzinnych i cudownych przesunieé¢ (uzywajac liter m i n). Z takiego rysunku widad,
ze liczby przeplynieé sie odejmuja, a liczby cudownych przesunie¢ dodaja.

W zadaniach z danymi w postaci ogdlnej rozwazamy takze warunki rozwiazalnosci, pa-
mietajac o trudnosciach, z jakimi zetknelidémy sie¢ przy okazji zadan o smokach. Popatrzmy
na taka analize danych w zadaniu 1.

Zadanie 1 Warunki rozwigzalnoéci

Przypuéémy, ze mandaryn hoduje tylko
k-nogi; jest ich g, maja one wtedy kg nog.

Ale zwierzeta mandaryna maja razem
n nog.

Zwierzeta mandaryna majg wiec n — kg | Musi byé¢ n > kg.
nog wiecej.

Jeden m-n6g ma o m — k nég wiecej od | W zalozeniach zadania mielidmy k < m.
k-noga.

n=kg 1 -nogow Liczba catkowita n — kg musi by¢ po-
m—k ' . . .
dzielna przez liczbe catkowita m — k.

Mandaryn ma zatem

n—kg
m—Fk

s . . n—kg
k-nogéw. Musi by¢ g > —7.

Mandaryn ma takze g —

O warunkach rozwiazalnosci zadania 5 pisalem wyzej. Powrdocimy do nich w II klasie,
omawiajac dokladniej warunki rozwiazalnosci uktadu dwéch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi.

Nastepnym razem omawiamy zadania tekstowe przy nauce réwnan liniowych. Rozwiazy-
wanie réwnan jest czynnos$cia do$é rutynowa. Ucze, co to sa réwnania réwnowazne (maja
te same rozwiazania) i w jaki sposéb z jednego réwnania mozemy otrzymaé réwnanie
rownowazne:

1) po kazdej stronie réwnania mozemy wykonaé dzialania, w tym redukcje wyrazéw
podobnych;

2) do obu stron réwnania mozemy dodaé te sama liczbe (pamigtajmy, ze niewiadoma,
a takze kazde wszedzie okre$lone wyrazenie algebraiczne przedstawia liczbe);

3) obie strony réwnania mozemy pomnozy¢ przez te sama liczbe rézna od zera (pamie-
tajmy, ze np. x jest liczba, ale nie wiemy, czy nie jest przypadkiem réwna zeru; nie
wolno zatem mnozy¢ rownania przez x lub %)
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Zwracam uwage, ze odejmowanie jest dodawaniem liczby przeciwnej, a dzielenie jest
mnozeniem przez liczbe odwrotna. Wynika z tego, ze czynnosci 2) i 3) obejmuja réwniez
odejmowanie i dzielenie. Nie dowodze, ze te czynno$ci prowadza rzeczywiscie do réwnan
rownowaznych. Rozwiazanie z uczniami kilkunastu przyktadowych réwnan w zasadzie
wystarczy i nastepne rownania rozwiazuja oni bez problemu. Wazne jest natomiast ukla-
danie rownan. Na przykladzie zadania 15 pokazuje, ze do wielu zadan mozemy utozy¢
wiele réwnan.

Po pierwsze, mozemy na dwa sposoby wybraé¢ niewiadoma. Po drugie, w réznej kolej-
nosci mozemy wykorzystaé dwie informacje o cenach: z pierwszego i drugiego zakupu.
Popatrzmy na przyklad. Mozemy utozy¢ 6 réznych réwnan do tego zadania.

Roéwnanie 1.
x = cena jednej buleczki (w zlotych),

4x = cena czterech buteczek,

13,30 — 4z = cena pieciu ciastek,

13,30 — 4x . .
— 5 = cena jednego ciastka.
Réwnanie ma postaé
1 —4
Tz +3- w = 13,50.

Réwnanie 2.
2 = cena jednej buteczki (w zlotych),

7x = cena siedmiu buleczek,
13,50 — 7z = cena trzech ciastek,
1 _
w = cena jednego ciastka.
Roéwnanie ma postaé
13,50 — 7
Az +5- Tx = 13,30.

Réwnanie 3.
2 = cena jednej buleczki (w zlotych),

4x = cena czterech buleczek,

13,30 — 4x = cena pieciu ciastek,

13,30 — 4z . .

— 5 = cena jednego ciastka,
7z = cena siedmiu buleczek,

13,50 — 7x = cena trzech ciastek,

13,50 — Tx . .

— 5 = cena jednego ciastka.

Réwnanie ma postaé
13,30 — 4z 13,50 — Tx

5 - 3

Zauwazmy, ze w kazdym réwnaniu niewiadoma z byla cena jednej buleczki. Zawsze wy-
magam od uczniéw, by wyraznie napisali na poczatku, w jaki sposéb wybieraja jednostke.
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Gdyby niewiadoma x wyrazala cene buteczki w groszach, to réwnania wygladalyby ina-
czej, np. zamiast 13,30 mielibySmy 1330. Ponadto wymagam zawsze od uczniéw, by
w opisie niewiadomych wyrazZnie pisali, ze sg one liczbami; niewiadoma z nie jest zatem
buleczka, ale cena buleczki. Moim zdaniem nie jest to przesadna dokladnosé. Uwazam,
ze matematyka powinna uczy¢ wyrazania sie precyzyjnie, cho¢ precyzyjnie nie znaczy
formalnie. Mozemy zamiast symboliki logicznej uzywaé jezyka naturalnego, ale nie po-
winnidmy uzywaé (czy naduzywad) zargonu. Nalezy jednak pamietaé¢ o tym, ze nawet
poprawne rozumienie niektérych zwrotéw jezyka naturalnego jest rézne od tak samo
brzmigcych $cistych wyrazen matematycznych. Ta kwestia zajme sie w innym miejscu.
Zauwazmy, ze pierwsze dwa réwnania réznia sie kolejnoscia wykorzystywania informacji:
w pierwszym ceng jednego ciastka wyznaczamy z pierwszej informacji (tzn. informacji
o pierwszym zakupie), a druga informacja daje nam réwnanie; w drugim cene jednego
ciastka wyznaczamy z drugiej informacji, a rownanie tworzymy z pierwszej. Wreszcie trze-
cie réwnanie otrzymujemy wyznaczajac dwoma sposobami (korzystajac z obu informacji)
cene jednego ciastka i przyrownujac otrzymane wyrazenia. W podobny sposéb mozemy
ulozy¢ 3 réwnania, w ktérych niewiadoma x bedzie oznaczaé cene jednego ciastka (takze
w zlotych lub groszach). Napisanie tych réwnan pozostawiam jako latwe éwiczenie.

Wymagam od uczniéw, by do kazdego zadania umieli napisa¢ w taki sposéb po kilka
rownan. Zazwyczaj robie dwie klasowki z rownan liniowych. Pierwsza polega na roz-
wiazywaniu réwnan. Uczniowie dostaja na niej kilka réwnan do rozwiazania. W jednym
z tych réwnan wymagam od uczniéw doktadnego zapisania stowami, co w kazdym kroku
robia (np. ,do obu stron réwnania dodaje 2z” czy ,obie strony réwnania dziele przez
177), w nastepnych pozwalam na opuszczanie takich komentarzy lub (jesli rzeczywiscie
im to pomaga) zapisywanie ich w sposéb skrétowy (z pionowa kreska na prawo od réw-
nania). Wyniki pierwszej klaséwki sa na ogdl dobre juz za pierwszym razem; druga zas
z reguly musze powtoérzy¢. Jednak na ogdt uczniowie, ktérzy dobrze nauczyli sie rozwia-
zywaé zadania bez réwnan, potrafiag bez klopotu odnalezé w tekécie potrzebne informacje
i umieja skorzysta¢ z nich w odpowiedniej kolejnosci. Nie maja klopotu z rozréznianiem
tych informacji i rozumieja dobrze, co to znaczy, ze mozemy je wykorzysta¢ w tej czy
innej kolejnosci. Tu widze zasadnicza korzy$¢ z takiej wlasnie kolejnosci nauczania.

Ukladamy réwniez réwnania (a takze je rozwiazujemy) do zadan w postaci ogélnej. Zrobmy
to w przypadku zadania 1 o k-nogach i m-nogach hodowanych przez mandaryna. Ulozymy
jedno réwnanie, w ktérym niewiadoma bedzie liczba m-nogdw. Po rozwiazaniu réwnania
bedziemy mogli poréwnaé¢ wynik z wynikiem otrzymanym wczesniej bez pomocy rownan.

x = liczba m-nogdw,
g — x = liczba k-nogéw,
ma = liczba nég m-nogdw,
k(g — x) = liczba nég k-nogbw.
Otrzymujemy réwnanie

mz + k(g — x) = n.

Przeksztalcamy to réwnanie w sposéb réwnowazny (nie bede zapisywal, jakie czynnosci
wykonujemy; na ogdt w tej fazie nauczania nie jest to juz potrzebne uczniom):

mx + kg — kx = n,
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mx — kx =n — kg,
(m —k)x =n — kg,
n—kg

 om—k’
Oczywiscie w ostatnim kroku m — k # 0, gdyz w zalozeniach zadania mielidmy k < m.
Podobnie rozwigzujemy inne rownania; pozostawiam to tutaj jako ¢wiczenie.

Do zadan tych dwéch zestawoéw powracamy przy okazji uczenia uktadéw réwnan. Uczenie
uktadania réwnan z dwiema niewiadomymi jest juz bardzo proste; uczniowie od razu wi-
dza, jakie niewiadome przyjaé i jak kazda informacje w zadaniu przeksztalci¢ w rownanie.
Nie ma przy tym znaczenia, czy zadanie mialo dane liczbowe, czy zapisane bylo w po-
staci ogdlnej. Podobnie jest z rozwiazywaniem takich uktadow rownan. Oczywiscie klopot
moze sprawi¢ dyskusja rozwigzalnoéci w przypadku ogélnym. Czasami, po wyprowadze-
niu wzoréw na rozwigzanie ogélne uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi,
wprowadzam pojecie wyznacznika 2 X 2 i zapisuje rozwiazanie za pomocg wyznacznikow.
Wowezas dyskusja rozwiazalnosci jest bardzo prosta. Decyzje o tym, czy tak zrobi¢ w danej
klasie, podejmuje na podstawie dotychczasowych postepéw uczniow. W klasie, w ktorej
operacje formalne nie sprawiaja juz uczniom klopotu, pozwalam sobie na to.

Na zakoniczenie chcialbym podsumowaé argumenty, ktore sktonity mnie do takiej kolej-
nosci nauczania i ktére nadal przekonuja mnie o stusznosci tej decyzji.

1. Jak wspomnialem wczesniej, widze trzy podstawowe powody, dla ktorych uczymy
matematyki w szkole (a przynajmniej, dla ktérych ja ucze matematyki). Sg to:

e Matematyka jest uzyteczna.

e Matematyka porzadkuje nasz sposéb myslenia.

e Matematyka jest pickna.

Uzytecznos¢ matematyki wymaga uczenia tego, co pozniej moze sie przydac¢. Naturalne
jest oczekiwanie, by uczyé¢ zatem metod ostatecznych, najlepszych, najdoskonalszych,
najlepiej prowadzacych do rozwiazania. Bardzo czesto sa to metody schematyczne, algo-
rytmiczne. W wielu przypadkach zostaly nawet tak skomputeryzowane, ze wiele zadan
mozemy z pomoca komputera rozwiazaé¢ niemal bezmy$lnie. W szkole uczenie takich
metod stoi jednak w sprzecznosci z powodem drugim. Porzadkowanie my$lenia wymaga
bowiem miedzy innymi tego, by uczen nie tyle podazal za wyuczonym schematem, ale
by rozumial problem i rozumial, dlaczego rozwiazuje sie go w taki wlasnie sposob.
Musimy zatem uczy¢ wielu schematéow i musimy pokazywaé, skad one si¢ wziety. Wie-
lokrotnie musimy zatem przeby¢ z uczniami droge, na ktorej nie znajdziemy wprawdzie
przydatnych p6zniej metod rozwiazywania probleméw, ale ktorej przebycie wzbogaci spo-
sOb myslenia ucznia, pomoze mu dostrzec istote problemu, pomoze tez zrozumieé¢ metody,
ktorych bedziemy go uczy¢ pozniej. Znana jest zasada: ,droga jest celem”. Na tej wlasnie
drodze stoja, moim zdaniem, rozwigzania zadan bez rownan.

W szkole potrzebne sa te schematy, bedace przeciez wynikiem trwajacego cale tysiaclecia
rozwoju matematyki, w tym przez matematykéw znacznie od nas wybitniejszych (Newton,
Euler, Gauss, Lebesgue, Hilbert i inni). Ale potrzebne sa tez zwykle éwiczenia umysthu,
takie gamy, preludia i etiudy dla naszych szarych komorek. Zadania, o ktérych tu pisatem,
sa wlasnie takimi ¢wiczeniami. A bez gam i etiud nigdy nie zagramy koncertu z orkiestra.

2. Chce rozwinaé tu mysl o tym, ze wielokrotnie niewskazane dydaktycznie jest ucze-
nie sposob6w najlepszych, doskonalych. Potrzebne jest odpowiednie wprowadzenie do
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wielu z nich. Nie bedziemy rozwiazywaé z uczniami zadan optymalizacyjnych za pomoca
rachunku rézniczkowego, zanim nie pokazemy zadania optymalizacyjnego rozwiazywa-
nego elementarnie (minimum funkcji kwadratowej, najkrétsza droga w geometrii). Nie
bede badal z uczniami monotonicznoéci funkcji za pomoca pochodnych, zanim nie po-
kaze wprost z definicji, gdzie funkcja kwadratowa jest rosnaca i gdzie jest malejaca. Nie
bede stosowal twierdzenia cosinuséw, zanim nie pokaze uczniom, ze w przypadku wielu
tréjkatéw (np. z katami 30°, 45° czy 60°) potrafie obliczy¢ dtugos$é trzeciego boku tréj-
kata bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa. Nie bede wyprowadzaé wzoru na rozwiazania
rownania kwadratowego, zanim nie rozwiaze z uczniami kilku réwnan metoda uzupetnia-
nia do kwadratu. Nie wszyscy nauczyciele podzielaja te poglady. Wielu uwaza uczenie
rzeczy ,niepotrzebnych” za strate czasu; przechodza oni jak najszybciej do rozwiazania
ostatecznego; nierzadko przechodza do matematyki ,,wyzszej”, zanim uczen odpowiednio
zrozumial matematyke elementarna.

Dla mnie rozwiazywanie bez rownan zadan tekstowych nie jest rzecza ,niepotrzebna’.
Uczen uczy sie odczytywania tekstu matematycznego, wyszukiwania w nim potrzebnych
informacji, dostrzegania zwiazkéw miedzy wielkoSciami wystepujacymi w tym tekscie
i tak dalej. To wszystko bedzie mu potrzebne w przysztosci, chociazby wtedy, gdy bedzie
uktadal réwnania do tych zadan.

3. Porzadkowanie myslenia ucznia oznacza w szczegdlnosci to, ze pozwala sie jemu roz-
wija¢ wlasne sposoby myélenia, poddawaé je krytycznej analizie i doskonali¢ je. Kazde
rozwiazanie zadania tekstowego metoda nieschematyczna jest wynikiem indywidualnego
podejscia ucznia do zadania. Znalezienie rozwiazania jest zawsze wynikiem jakiegos sa-
modzielnego rozumowania ucznia. Chce, nawet w sposéb sztuczny, stwarzaé¢ okazje
zmuszajace ucznia do samodzielnego rozumowania. Uczniowie na ogdt znajduja kilka
sposobow rozwiazania zadania. W ten sposéb uczg sie na przykladzie wlasnym i swo-
ich kolegow, ze kazde zadanie moze by¢ rozwiazane wieloma sposobami i wielokrotnie te
rézne sposoby sa poprawne.

Porzadkowanie myélenia polega tez na umiejetnoéci odrézniania rozumowania popraw-
nego od blednego. Uczniowie dowiaduja sig, ze wyltacznie poprawno$é¢ matematyczna
jest podstawa do zaakceptowania rozwiazania. Bardzo czesto uczniowie, ktérzy pewne
zadania widzieli juz w szkole podstawowej i teraz widza je ponownie, rozwiazane przez
nauczyciela inaczej, pytaja, czy na klaséwce wolno bedzie rozwiazaé¢ zadanie sposobem
innym niz pokazany teraz. Zmiana nastawienia ucznia trwa nierzadko bardzo dtugo; na-
zywam ja ,odtruciem ucznia”. Uczen musi kiedys$ przekonaé sie, ze kazde zadanie moze
by¢ rozwiazane wieloma sposobami i musi nauczy¢ sie odrézniaé¢ rozwiazanie poprawne
od niepoprawnego. Wreszcie, jak wspomnialem, musi przyja¢ do wiadomosci, ze o za-
akceptowaniu rozwiazania decyduje jego poprawnosé, a nie to, jakie rozwigzanie byto
pokazane przez nauczyciela na tablicy.

Naturalnie pojawiajaca si¢ metoda ,,préb i bledéw” staje si¢ wlasnie takim innym sposo-
bem rozwigzania zadania. Jednoczesnie prowokuje ona do dyskusji o poprawnosci rozwia-
zania. W szczegdlnosci po raz pierwszy pojawia si¢ naturalne pytanie o to, czy zadanie
ma tylko jedno rozwigzanie. Przy metodzie algebraicznej rozwiazanie jest wynikiem jed-
noznacznych obliczen i nie wida¢ miejsca na pytanie o to, czy jest to jedyne rozwiazanie.
Taka watpliwo$¢ pojawia sie¢ naturalnie wtedy, gdy metoda préb i bledéw zostato zna-
lezione jedno rozwiazanie i pytamy o to, czy moga istnie¢ inne rozwiazania i czy nalezy
kontynuowaé poszukiwania ich.
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4. Rozwiazania algebraiczne ucza postepowania wedlug wyuczonych schematéw. Przed-
wczesna i nadmierna algebraizacja szkolnego programu matematyki doprowadzila do
tego, ze uczniowie na lekcjach matematyki mysla coraz rzadziej, zastepujac myslenie
wkuwaniem gotowych schematéw postepowania, a wlasciwie gotowych schematéw obli-
czen.

5. Warto przypomnieé¢ tutaj nieco juz zapomniang dawng prawde dydaktyczna: lepiej
rozwiazaé jedno zadanie wieloma sposobami niz wiele zadan tym samym sposobem lub
wiele zadan, z ktérych kazde jednym, wlasciwym dla niego, sposobem.

6. Rozwiagzania metodami nietypowymi, opisowymi, wymagaja od ucznia napisania wielu
komentarzy. Uczniowie przychodzacy do gimnazjum ze szkoly podstawowej czesto sa
przyzwyczajeni tylko do zapisywania wykonywanych obliczen, bez stowa wyjasnienia.
Wprowadzono nawet specjalna symbolike pozwalajaca usunaé¢ komentarz stowny z tek-
stu matematycznego. Na przyktad pionowa kreska na prawo od réwnania algebraicznego,
po ktoérej jest napisane na przykiad +2x, oznacza: ,do obu stron réwnania dodajemy
2z”. W rozwiazaniach niealgebraicznych czesto taki komentarz jest niezbedny i ucznio-
wie na poczatku nie wiedza, jak go zapisa¢. Pamigtam zdumienie mojego ucznia, ktory
z niedowierzaniem dopytywal: czy ja to wszystko mam zapisa¢ stowami? To, ze w roz-
wigzaniu zadania matematycznego beda nie tylko obliczenia, ale takze opis stowny tego,
co uczen robi, nie mieéci mu sie w glowie. A przeciez niedhugo taki stowny zapis rozwia-
zania bedzie konieczny; na przyklad wtedy, gdy ten uczen zacznie rozwiazywaé zadania
geometryczne na dowodzenie. Chee uczyé, jak zapisuje sie przeprowadzone rozumowanie.
Zaczynam juz w gimnazjum, zdajac sobie sprawe z tego, ze bedzie to trwaé bardzo diugo.
Ale nie chcialbym, by moi uczniowie, tak jak nawet niektérzy moi magistranci, nie umieli
napisa¢ poprawnie po polsku tego, co wlasnie udowodnili.
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6. Algebra
W tym rozdziale chee zajaé sie¢ wyrazeniami algebraicznymi. Algebra — jak sie powszech-
nie uwaza — to nauka o réwnaniach. Oczywiscie nie mozna temu zaprzeczy¢. Rownania
sg na pewno centralnym punktem algebry i one stanowia motywacje dla wszystkiego, co
péZniej algebra bylo nazywane. Ale nalezy pamietaé¢ réwniez o tym, ze algebra to takze
pewien sposoOb patrzenia na matematyke, sposéb, w ktérym odrywamy sie od konkret-
nych liczb i rozumowania dotyczace liczb zastepujemy rozwazaniami ogélnymi. Wprowa-
dzamy litery oznaczajace liczby, a p6zniej zajmujemy sie strukturami, ktore wywodza sie
od struktur liczbowych.
W tym rozdziale w zasadzie nie bede zajmowal sie réwnaniami. O rownaniach pierwszego
stopnia pisalem w rozdziale o zadaniach tekstowych. Tam tez wspomnialem o ukladach
rownan. Tu dodam tylko, ze w zasadzie wszystko, czego ucze o rownaniach, mozna znalezé
w dowolnym podreczniku gimnazjalnym. Tu natomiast chce zajaé sie wyrazeniami alge-
braicznymi. Chce rozszerzy¢ to, co pisalem w rozdziale o zadaniach tekstowych: pokaze
wiecej przykladow tworzenia wyrazen i opisywania za ich pomoca zaleznoéci matema-
tycznych. Chce wspomnieé¢ o tym, w jaki sposéb ucze czynnoéci rutynowych: dziatan na
wyrazeniach. W szczegodlnosci chee podkredlié, ze uwazam za wazne uczenie rozkladania
wyrazen na czynniki. Wiele miejsca poswiece wzorom skréconego mnozenia i zastosowa-
niom tych wzoréw. Rozdzial ten zakoncze oméwieniem chyba najwazniejszego zastoso-
wania: uzycia wzoréw skréconego mnozenia do dowodzenia nieréwnosci.
Tworzenie wzoréw
Pokazywalem juz, w jaki sposob za pomoca wyrazen algebraicznych opisuje przebieg
rozwiazania (bezposredniego, bez réwnan) zadania tekstowego, a takze w jaki sposéb
uktadamy réwnania do zadan z danymi w postaci ogdlnej i jak takie réwnania rozwia-
zujemy — otrzymujac w efekcie wzor ogdlny na rozwiazanie. Teraz chce pokazaé kilka
zadan prostszych, ktére na ogdl rozwiazuje z uczniami wezesniej. Pierwsze dotyczy tzw.
ulamkéw prostych.

Ulamek prosty to utamek o liczniku réwnym 1. Takie utamki byly uzywane w starozyt-
nym Egipcie; stad czesto nazywamy je utamkami egipskimi. Egipcjanie zapisywali inne
utamki w postaci sum utamkéw prostych o réznych mianownikach. Tego dotyczy nasze
pierwsze zadanie.

1. Liczbe % przedstaw w postaci sumy ulamkéw o liczniku 1 i ré6znych mianownikach.

Rozwiazanie mozna znalez¢ dosé tatwo:

2 1 1

37 o
Jednak wielu uczniéow tego rozktadu nie znajduje. Zadanie daje uczniom na samym po-
czatku roku szkolnego, zazwyczaj w pierwszym zestawie zadan domowych. Uczniowie nie
widza zadnej metody, w szkole podstawowe]j nie rozwiazywano z nimi zadnego zadania
podobnego typu. Nieliczni uczniowie decyduja sie na zgadywanie, tzn. na metode préb
i bledéw. Ale dla wielu uczniéw ten sposéb myslenia jest nie do przyjecia.

Kiedy$ jedna z moich uczennic (zreszta bardzo dobra uczennica, w IT klasie byta finalistka
OMG) zapytala mnie wprost, dlaczego ja namawiam uczniéw do zgadywania. Przeciez
w szkole podstawowej uczono ja, ze zgadywanie nie jest metods rozwiazywania zadan
matematycznych. W zadaniu do rozwiazania nalezy doj$¢ poprzez obliczenia (lub rozu-
mowania) prowadzace od danych do wyniku: od tego, co na poczatku rozwiazania jest
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zapisane jako ,dane” do tego, co jest zapisane jako ,szukane”. A rozwigzania odgadniete
nie byly uznawane.

Matematyka, w odréznieniu od rutynowych rachunkéw, polega przede wszystkim na od-
gadnieciach i tego wlasnie musimy naszych uczniéw nauczy¢. Jesli rozwigzanie nie wy-
maga zadnego odgadniecia, to znaczy, ze nie wymagalo od ucznia myslenia. Polegato
tylko na przypomnieniu sobie, jak takie zadanie bylo rozwiazane w klasie i powtérzeniu
ciagu czynnosci juz raz wykonanych. Jesli rozwiazanie ma w jakimkolwiek momencie od-
biega¢ od wyuczonego schematu, to znaczy, ze uczefi musi wymysli¢ (a nazywajac rzecz
po imieniu: odgadnaé), co, w ktérym miejscu i jak nalezy zmienié. Odgadniecie jest naj-
wazniejszym elementem rozumowania matematycznego. W tym zadaniu uczymy bardzo
prostych odgadniec.
Wiekszo$¢ uczniéw, jak wspomniatem, nie potrafi rozwigzaé tego zadania. Wtedy, nie
pokazujac rozwigzania znalezionego przez tych nielicznych pozostalych, daje uczniom
wskazdwke: sprébujcie rozwigzaé najpierw kilka prostszych zadan:
2. Sprobuj odgadnaé, jak liczby %, %, %, %, % mozna przedstawi¢ w postaci sumy
utamkéw o liczniku 1 i réznych mianownikach. Zobacz, czy widzisz jakas wspélng
regule i zastosuj ja do kilku nastepnych utamkéw tej postaci.

Teraz juz wielu uczniéw znajduje rozwiazanie:

2_1+1
32 6
271+1
5 3 15’
271+1
7 4 28’
271+1
9 5 45

i tak dalej. Teraz juz widza, ze

a takze, ze

2 1 1 1 1

29 15 15.29 15 ' 435
Pierwsze przyktady byly odgadniete, nastepne sa wynikiem rozumowania opartego na
wynikach odgadnieé. Niektoérzy uczniowie maja trudnosci wynikajace z innego odgadnie-
cia. Na przyktad mamy dwa rézne rozklady

2 1 1 1.
9 5 45 6

2 L
18"
Ten drugi rozktad powstal z rozkladu

2 1 1

= -+
3 2 6
przez podzielenie obu stron przez 3. To oczywiscie utrudnia znalezienie rozwiazania ogol-
nego, ale wielu uczniéw radzi sobie nawet z takimi trudnosciami.
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W pierwszych tygodniach nauki na tym poprzestaje. Wracam do tego zadania, gdy zaczy-
namy zajmowac sie wyrazeniami algebraicznymi. Wtedy zapisujemy rozwiazanie ogélne

na przyktad w postaci

2 1 1

m—1 n n@n-1)

dlan > 1.
Interesujace sa wyniki klaséwki. Czesto daje zadanie:

3. Liczbe % przedstaw w postaci sumy trzech utamkéw o liczniku 1 i réznych mia-
nownikach.

Chyba najprostsze rozwiazanie polega na skorzystaniu ze znanego rozwiazania poprzed-

niego zadania:

3_1+1+1
13 7 13 91

Zdumiewajace jest, jak wielu uczniéw tego rozwiazania nie znajduje.

Uczniowie czesto pytaja mnie, czy kazdy utamek daje sie w ten sposéb przedstawic.
Moéwig im, ze tak i nawet pokazuje metode (czasami nazywana algorytmem Fibonacciego)
dobra dla utamkow wlasciwych: od danego ulamka odejmij najwiekszy utamek prosty
mniejszy od niego, potem od réznicy odejmij najwickszy utamek prosty mniejszy od niej
i tak dalej. To dziala, chociaz oczywiscie nie dowodze tego w klasie.

Tu jednak pokaze¢ dowod. Wezmy ulamek nieskracalny ¢ taki, ze 1 < a < b. Podzielmy
b przez a z reszta: b = am + r, gdzie 0 < r < a. Niech nastepnie n = m + 1. Mamy
wowczas:

a 1 _an-b am+a-b_ a—(b—am) a-—r

b n bn bn bn bn

Poniewaz 0 < r < a, wiec 0 < a —r < a. Zatem licznik otrzymanego utamka jest
mniejszy od licznika naszego danego utamka. Po pierwszym odjeciu zmniejszyt sig licznik,
po nastepnym zmniejszy sie jeszcze bardziej i tak dalej. Mozemy wykonaé tylko skonczenie
wiele takich odejmowan i w koncu dostaniemy utamek prosty.

Warto zobaczy¢ na kilku przykladach, jak ten algorytm dziala:

3_1+ 1+ 1
73 11 231’
3 1 1 1
= — +

13 5 33 2145

Ale czasem odejmowanie konczy sie szybciej:

3_1+1
5 2 10’
3 _1.,1
11 4 44°

Inne zadanie zwigzane z zapisywaniem wzoréw takze polega na odgadnieciu. Oto ono:
4. Liczby znajdujace sie¢ w prawej kolumnie sg wartoSciami pewnego wyrazenia alge-
braicznego, w ktérym n jest numerem kolejnej liczby (ten numer znajduje sie w lewej
kolumnie):
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2
5
10
17
26
37
a0
65
82

0O Ui Wi =

©

Nietrudno zauwazy¢, ze wyrazeniem algebraicznym opisujacym liczby w prawej kolum-
nie moze by¢ n? + 1 (nie jest to jedyne takie wyrazenie!). Sprébuj znalezé wyrazenie
algebraiczne opisujace liczby w prawej kolumnie nastepujacej tabelki:

3
8
15
24
35
48
63
80
99

© 00 O Uk W

Czasami takie zadanie poprzedzam zadaniem, w ktorym prosze o dopisanie kilku nastep-
nych wyrazéw ciagu, zgodnie z odgadnieta regula tworzenia ciggu. Na przyklad podaje
ciagi:

1,4,9,16,25,36,49, 64,81, . . .
1,3,6,10, 15,21, 28, 36, 45, 55, . ..
2,6,12,20, 30,42, 56, 72,90, 110, . . .
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . . .

Pierwszy ciag, to oczywiscie ciag kwadratow i uczniowie zapisuja go wzorem nawet zanim
zaczniemy lekcje o wyrazeniach algebraicznych. Interesujace jest poréwnanie drugiego
i trzeciego ciagu. W drugim ciagu (tzw. liczb tréjkatnych) uczniowie latwo znajduja
regule (kolejne réznice sa réwne 2, 3,4, 5, . ..), choé na ogd! nie znajduja wzoru. W trzecim
ciagu (podwojonych liczb drugiego ciagu) czesé uczniéw znajduje wzoér n(n+ 1), podczas
gdy inni znajduja regute: kolejne réznice sa kolejnymi liczbami parzystymi 4,6, 8, 10, .. ..
Wreszcie w ciagu Fibonacciego niektérzy uczniowie dostrzegaja regule, a zaskakujacy
wzor ogélny poznaja w liceum na kétku olimpijskim lub na studiach.
Uczniowie na ogét szybko znajduja wzér n? — 1, a po rozwiazaniu kilku prostych zadan
tego typu znajduja réwniez wzér @ lub ”QT*” w zadaniu nastepujacym:
5. W tabelce 1 liczby znajdujace si¢ w prawej kolumnie sg warto$ciami pewnego wyraze-
nia algebraicznego, w ktérym n jest numerem kolejnej liczby (ten numer znajduje sie
w lewej kolumnie). Nietrudno zauwazy¢, ze wyrazeniem algebraicznym opisujacym
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liczby w prawej kolumnie moze byé n? + 1 (nie jest to jedyne takie wyrazenie!).
Sprébuj znalezé wyrazenie algebraiczne opisujace liczby w prawej kolumnie tabelki 2:

tabelka 1 tabelka 2
1 2 1 0
2 5 2 1
3 10 3 3
4 17 4 6
5 26 5 10
6 37 6 15
7 50 7 21
8 65 8 28
9 82 9 36

Czynnosci rutynowe

Po nauce zapisywania i odgadywania wzoréw przystepujemy do dziatan na wyrazeniach
algebraicznych. Tu ogranicze sie tylko do kilku uwag. Zestawy zadan algebraicznych zo-
stana dolaczone do poradnika w postaci pliku w formacie pdf; kilka przyktadowych zadan
podaje dalej.
Wielu uczniom pomaga zapisywanie sum algebraicznych rzeczywiscie w postaci sumy; na
przyktad, zamiast

5ab — 3a*c — 2abc + 4bc — 3bc?

pisza

5ab 4 (—3)a’c + (—2)abe + 4bc + (—3)bc?.
Przy odejmowaniu sum algebraicznych najpierw zmieniamy znaki wewnatrz nawiaséw,
a potem dodajemy:

(a+b—2c)—(Ba+b—4c) = (a+ b+ (=2)c) — (Ba+ b+ (—4)c) =
=(a+b+(=2)c) + ((-3)a+ (-1)b+4c) =
=a+b+(—2)c+ (-3)a+ (-1)b+4c=
=a+b—2c—3a—-b+4c=
= —2a + 2c.

Podobna sztuczke stosuje przy mnozeniu przez jednomiany. Zamiast
a(2a + b) — b(3a — 2ab + b) + b(ab — b*) — ab(ab — a?)
piszemy

a(2a +b) + (—b) (3a + (—2)ab+b) + b(ab + (—1)b%) + (—ab) (ab+ (—1)a?).

Potem mnozymy kazda sume w nawiasach przez odpowiedni jednomian i otrzymane
wielomiany dodajemy. To zmniejsza poczatkowo liczbe bltedéw przy dziataniach na wie-
lomianach (sumach algebraicznych). Wreszcie uczniowie dostaja ode mnie kilka duzych
zestawdéw zadan na mnozenie wielomiandéw. Zaczynamy od mnozenia, po ktérym nie na-
stepuje redukcja wyrazéow podobnych. W takich przyktadach mozna latwo przesledzié
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kolejnoéé¢ dziatan i sprawdzié, czy nie ma bledéw. Przy okazji za kazdym razem zastana-
wiamy sie, ile sktadnikéw ma mieé iloczyn; to sie bardzo przyda pézniej. Potem uczniowie
mnoza takie sumy, w ktorych wystapi redukcja wyrazéow podobnych. Wreszcie ostatnie
przyklady to mnozenie wielomianéw wyzszych stopni (na przyklad 4, 5 lub 6) z jedna
zmienna. Uczniowie doéé¢ szybko nabieraja wprawy i po kilku tygodniach na klaséwce
(na ktoérej daje okolo 10 mnozeni, w tym kilka przykladéw mnozenia wielomianéw stopni
3, 4 lub 5), bezblednie rozwiazuja prawie wszystkie przyklady (zdecydowana wiekszosé
klasy robi nie wiecej niz 1 blad). Wtedy przechodzimy do rozkladania na czynniki.

W tym miejscu chce napisaé pare uwag na temat biegloSci rachunkowej. Uwazam ja
za bardzo wazny element wyksztalcenia matematycznego. W przysztosci nasi uczniowie
beda musieli umieé¢ przeprowadzi¢ nawet bardzo dtugie obliczenia. Jeszcze w trakcie przy-
gotowania do Olimpiady Matematycznej w liceum namawiam uczniéw do nauczenia sie
geometrii analitycznej tak, by mogli dowodzi¢ twierdzenia metoda analityczna (wpro-
wadzenie do takich metod zamieszczam w rozdziale o funkcjach). Rozwiazanie zadania
geometrycznego metoda analityczna nierzadko zajmuje kilka stron; sa to obliczenia nie
na konkretnych liczbach, ale na wyrazeniach algebraicznych. Mianowicie, wspolrzedne
punktéw na ogél nie sa konkretnymi liczbami, ale maja postaé ogdlna, np. (a,b). Obli-
czenia te musza by¢ przeprowadzone bezblednie; na ogoét nie widaé zrédel ewentualnych
bledéw i rozwigzanie bledne trudno poprawié. Na studiach takich obliczen jest wiecej,
zwlaszcza na studiach technicznych (warto tu sobie przypomnieé szukanie ekstreméw za
pomoca mnoznikéw Lagrange’a).

Daje moim uczniom w I klasie kilkanascie zadan rachunkowych (nazywam je ,tasiem-
cami”); przykladowym takim zadaniem jest:

(5 +01+475): (5 +0,1—15)) 2,52
((05—3+025—2):(025—-3)) 15

Takie zadania biore ze znakomitego rosyjskiego zbioru zadan [Skanavi]. Wymagania wo-
bec uczniéw dotyczace rozwiazywania ,tasiemcéw” sa proste: uczniowie maja najpierw
rozwiazaé pierwsze cztery zadania. JeSli uczen rozwiaze wszystkie bezblednie (spraw-
dzam tylko wyniki, prawdopodobiefistwo uzyskania poprawnego wyniku mimo bledow
rachunkowych jest bliskie zeru), to ma temat zaliczony. W przeciwnym przypadku za kazde
zadanie rozwiazane blednie rozwiazuje dwa nastepne. Uczniowie bardzo szybko rozumieja,
ze naprawde optaca sie niezwykle doktadnie sprawdzi¢ wszystkie obliczenia. Zreszta do-
radzam im, jak rozwigzywacé takie zadania: wykonywacé kolejne dzialania oddzielnie, nie
przepisujac calego wyrazenia. Bardzo wiele bledéw bierze sie bowiem z niepotrzebnego
przepisywania. Kolejne obliczenia mogg wiec wygladaé nastepujaco:

6. Oblicz:

}+01+i_3+i+3_9_1
6 15 30 30 30 30 3
Togg Lt_5,3 2 6 _1
6 15 30 30 30 30 5’
11 _15_5
3'5 31 3
5 ggp_ b 22 84 21
3 3 100 20 5

1 1 30 20 15 12 13
i 25 - 2 = - 4~ _ - -~
0,5 3 0,25 5 60 60+60 60 60’
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1 3 2 1
2—7:———:—
0,25 6 12 12 12
18,1 1312 13
60 12 60 1 5’
13 7 7

5 13 5

2.7 25 2,

5'5 5 7 1 7
Zauwazmy, ze wszystkie liczby w tych obliczeniach zostaly zamienione na utamki zwy-
kte, czasem niewlasciwe. To polecam moim uczniom: obliczenia wykonujcie na utamkach
zwyktych, nie przejmujac si¢ tym, ze niektére beda niewtasciwe. Wymuszana przez wielu
nauczycieli zamiana utamkéw zwyktych na liczby mieszane jest wielokrotnie przyczyna
roznych bledéw rachunkowych. Zamiana na utamki dziesietne prowadzi natomiast do
obliczen przyblizonych. Ale powr6émy do zasadniczego tematu. Uczniowie rozwiazuja
ytasiemce” do skutku (najczesciej pierwsze cztery z jednym lub dwoma bledami; w na-
stepnej serii znéw maja jeden lub dwa bledy, a w trzeciej lub czwartej kolejce btedéw juz
nie ma). Z reguly zestaw 15 tasiemcéw wystarcza; w zbiorze zadan jest ich zreszta wiecej.

W przypadku wyrazen algebraicznych juz nie stosuje tak drastycznych metod, jednak
daje uczniom zestawy wielu zadan i sprawdzam wyniki. Robi¢ dwie klaséwki: jedna
bez mnozenia wyrazen algebraicznych, druga — duzo pdzniej — podwiecona wylacznie
mnozeniu wyrazen. Przed kazda klaséwka robie rowniez dwie lub trzy kartkowki — tak,
by pokazaé uczniom, czego moga sie spodziewaé na klaséwce. Przed kazda klasowka daje
rowniez uczniom zestaw przygotowawczy, zawierajacy zadania podobne do tych, ktére beda
na klaséwce. Jak wspomniatem wyzej, wyniki klaséwek sa juz na og6t zadowalajace. A teraz
obiecanych kilka przyktadéw zadan. Najpierw dziatania wstepne, jeszcze bez mnozenia
wyrazen algebraicznych. Zalaczam przykladowy zestaw przygotowawczy do klasdéwki.

Wyrazenia algebraiczne — przygotowanie do klaséwki
7. Wykonaj mnozenie jednomianéw i zapisz wynik w postaci uporzadkowane;j:
a) (—2a3b%c)® - (—3a%b°c?)?,
b) (—2abbaacbaache)* - (—5aabcbecabbacaabebbe).
8. Dokonaj redukcji wyrazéw podobnych:

a) 3z3 — b5x? + 27 + 423 — 5 + 20 — 4a? + 523 — Tw — 14 + 3,
b) 3a%b — 5ab* — 3aba + 6aab — 4abba + 12bab — 4baa + 3aabb.

9. Wykonaj dzialania na nastepujacych sumach algebraicznych:

a=2xr+1,
b=3x—2,
c=x+4,
d=2%—z+1,

e=2—z— 122

a) a—(bf(cf(dfe)»7
b) ((a—0b)—(c—d)) +e.
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10. Wykonaj dzialania:
a) —2(2z — 3+ 2?) +32(2z — 1 — 22) — 5(2% — 22 — 3) + 32%(3 — 22),
b) 2x(3a — 4b) — a(2z —y) + 3b(2y — x) — 2y(—a + 4b).
Nastepnie zestaw kilkunastu przyktadéw na mnozenie, wybranych z zestawéw, ktére daje
uczniom.
11. Wykonaj mnozenie wyrazen algebraicznych:

a) (2a —5b)(3c+d)

b) (5z —y)(3z + 2t)

c) 2z +1)(3z—1)

d) (Ba—0)(2a+10)

e) (z+3)(@*-2)

f) (z —5)(2? + 22)

g) (z—1)(22% + 32 — 5)

h) (z+2)(2? —z—1)

i) (22 — 22— 3) (22 + 42 — 1)
i) (@ + 2 +1)(2% -3z —2)
k) (x +1)(z+2)(x+3)

1) (a+b)(a—2b)(3a —b)
m) (x+2y—z)(2x + 3y — 5z)
n) Bz—y+2)(2z+y+22)
o) (222 —z + 3)(23 — 322 — 22 +5)

p) (z*+ 223 — 32% + 52 — 3)(2® — 322 + x — 2)
A oto odpowiedzi do ostatniego zadania:

11. Wykonaj mnozenie wyrazen algebraicznych:

a) (2a —5b)(3c+d) 2ac + 2ad — 15bc — 5bd
b) (bx —y)(3z + 2t) 15zz + 102t — 3yz — 2yt
c) 2z +1)(3z—1) 622+ —1
d) (3a—10)(2a+0) 6a® + ab — b?
e) (r+3)(x? —2) 23+ 322 —22 -6
f) (z —5)(2? + 27) 2% — 322 — 102
g) (z—1)(22% + 3z — 5) 223 + 22 —8xr +5
h) (z+2)(22 —z—1) 23422 —3x -2
i) (22 — 22— 3)(2? + 4z — 1) ot 4+ 203 — 1222 — 102 + 3
i) (2 +z+1)(2? - 32 —2) ot — 203 —42% — 52 — 2
k) (z+1)(z+2)(x+3) 23+ 622+ 112 +6
1) (a+0b)(a—2b)(3a—b) 3a® — 4ab — 5ab? + 2b3
m) (x+2y—z)(2x + 3y — 5z) 222 + 6y2 + 522 + Twy — 13yz — Tzw
n) 3z —y+2)2z +y+22) 622 — y® 4+ 222 + xy — yz + 82z
0) (222 —z + 3)(23 — 322 — 22 +5) 22% — Tzt + 223 + 322 — 11z + 15
p) (z*+22% — 32% + 52 — 3)(2® — 322 + x — 2)

7 — 28 — 825 + 142* — 2522 + 2022 — 132+ 6
Rozkladanie na czynniki

Uczniowie dobrze rozumieja, po co ucza si¢ mnozenia wyrazen algebraicznych. Jest to po
prostu wykonanie dzialan zapisanych w zadaniu. Ale czynnosé odwrotna? Po co komu
takie ,cofanie sie”? Zaczynam od tego, ze pokazuje uczniom zalety postaci iloczynowej.
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Pierwsze korzysci widzimy juz przy rozktadaniu liczb naturalnych na czynniki. Utamek

2876 . SRV EEVAT . - 1.
Ti53 umiemy skroci¢, jesli umiemy rozlozy¢ na czynniki licznik i mianownik:

2867  47-61 47

4453 ~ 7361 73

W tym przypadku nie musimy trudzié si¢ szukaniem rozkladu (co jest do$¢ czasochlonne),
bo mamy prosty sposéb: algorytm Euklidesa. Ale widzimy zalete rozkladu na czynniki.
Inny przyktad: ile dzielnikéw ma liczba 727 Rozlézmy ja na czynniki pierwsze:

72=8-9=2%.3%

Wszystkie dzielniki liczby 72 musza mie¢ w swoich rozkladach na czynniki pierwsze co
najwyzej liczby 2 i 3; z tym, ze nie moga mieé¢ wiecej niz 3 dwojki i nie wiecej niz 2 tréjki.
A wigc sa to liczby postaci
2k . 3!

gdzie 0 < k < 3 oraz 0 <[ < 2. Takie liczby mozemy wypisa¢ w tabelce:

20.30 20.31 20.32

21.30 2l.31 21.32

22_30 22_31 22.32

23.30 23.31 23.32

Widzimy wiec, ze liczba 72 ma 12 dzielnikéw. Ogdlnie, liczba n postaci n = p* - ¢ (gdzie
p i ¢ sa liczbami pierwszymi) ma (k + 1)(I + 1) dzielnikéw. Jeszcze ogdlniej, jesli

n:p]fl-pgz-...~pfnm,
to liczba n ma
(k1+1) - (ka+1)-...-(kn+1)

dzielnikéw. Na przyktad liczba 60 = 2% - 3! - 5! ma
2+1)-(1+1)-(1+1)=12

dzielnikéw. A liczba 45000 = 23 -32 -5 ma 4 -3 -5 = 60 dzielnikéw. Tu zalety rozkladu
na czynniki sa wyrazne. PrzejdZzmy do wyrazen algebraicznych.

Nietrudno obliczyé, ze
(x —1)(z —2)(x —3) =2 — 62% + 11z — 6.
Roéwnanie
(x—=1)(z—-2)(z—-3)=0

ma oczywiste rozwiazania: x1 = 1, o = 2 1 3 = 3. Wynika to oczywiscie z tego, ze
iloczyn jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ktérys czynnik jest réwny 0. Natomiast
rOownanie

23— 62>+ 11z —6=0
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nie ma tak oczywistych rozwiazan. Oczywiscie my juz umiemy je rozwiazaé, bo znamy
rozklad na czynniki. Ale jedli nie znamy takiego rozkladu na czynniki, to rozwiazanie
rownania moze by¢ niebanalne.

Bedziemy zatem uczy¢ si¢ rozkladania na czynniki; w gimnazjum oczywiscie mozemy spo-
dziewac sie tylko do$¢ prostych przyktadow. Zaczynamy od wytaczania wspdlnego czyn-
nika poza nawias, potem stosujemy proste grupowanie, by wreszcie przej$¢ do przyktadow
trudniejszych (w tym z wykorzystaniem wzoréw skréconego mnozenia). Popatrzmy na
kilka zadan.

12. Wylacz wspdlny czynnik poza nawias:

)

a
b)
c)
d)
e)
f)
g)

h) (3z — 5y)(2x — Ty) — (4o + y)(Ty — 2x)

13. Rozléz nastepujace wyrazenia algebraiczne na czynniki:

14. Rozldéz nastepujace wyrazenia na czynniki:

2)
b)
0
Q)
)

f)

15. Rozléz nastepujace wyrazenia na czynniki:

Sax + 3ay

25abx? — 35a%cx + 85ab®x?

2(a +b)% +2b(a — b) + a®

2z(x — 3) + 32(3 — o)
5(a+z)(b—y)* +3(a+2)*(b—vy)

ala+b+c)+bla+b+c)—cla+b+c)

(22 +3y)(z —y) — Bz —4y)(z —y)

ab — cd — ad + be

22y —1—y? + a2

ax? —ax + ba? — bx

4x3 — day? — 622 + 692

ab — c¢d? — ad? + be

35ac — 91ad — 55bc + 143bd
23— 322 +3x -9

20pm — 15gn + 12gm — 25pn

axr — by + az+ bz —ay + bx

mT — my + ne — nyYy + pr — py

202 —a+2ab—b—2ac+c

pr® + qx + ¢*y + pgry + p*qx + pg?
qx® + pay — pry — py* + pgx + qry
2qz — 2qy + pz + pr + 2qx — py

a® + ab — ac — 6b + 2bc

a? — 2b% + ab — ac — 2bc

2ab — 2ac + 3b% + ¢ — 4be

222 4 5xy — xz + 3y — yz
—22 — 2%+ 2y — 2y + 222

2a% + 3b% — Tab + 3ac — 9bc
—4x?%y + 22y + 227 — y? + 2y
dyz + bxy — 2y% + 2x2 + 322

Zadanie 12 polega na wylaczaniu wspoélnego czynnika. W pierwszym przykladzie oczywi-
$cie wspélnym czynnikiem jest a. W trzecim przykladzie wspdlny czynnik zobaczymy po
wykonaniu dzialan, a w czwartym mozemy albo wykonaé dziatania i wytaczy¢ x, albo od
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razu dostrzec ten czynnik, albo wreszcie dostrzec czynnik (z — 3). Zwlaszcza na te trze-
cig mozliwosé trzeba zwrdcié uwage. Dalsze przyktady maja utwierdzié¢ ucznia w tym, ze
wspolny czynnik nie musi by¢ jednomianem; moze by¢ bardziej ztozong suma algebraiczna.
Zadanie 13 polega na grupowaniu. Mamy 4 sktadniki i spodziewamy sie¢ iloczynu dwdch
sum po dwa skladniki; w taki sposob bedziemy grupowaé¢. Mamy mie¢ dwie grupy po
dwa sktadniki. W pierwszym przykladzie mozemy grupowaé na dwa sposoby:

ab — cd — ad + be = (ab — ad) + (bc — ed) = a(b—d) 4+ ¢(b— d) = (a + ¢)(b— d),
ab —cd — ad + be = (ab+be) + (—ad — ed) = bla+ ¢) —d(a+¢) = (a+ ¢)(b — d).

W zadaniu 14 mozemy grupowa¢ w dwie grupy po 3 sktadniki lub w 3 grupy po 2 sklad-
niki. Uczniowie, po obejrzeniu kilku przykladéw, nie maja wiekszych trudnosci z tymi
zadaniami.

Wreszcie przychodzi zadanie 15. Mamy 5 skladnikéw, a wigc prawdopodobnie mieliSmy
do czynienia z mnozeniem dwbéch wyrazen: jednego z dwoma sktadnikami i drugiego
z trzema skladnikami, ale nastapita redukcja wyrazéw podobnych. Oczekuje, ze te przy-
ktady uczniowie rozwiagza metoda dopasowywania lub po prostu metoda préb i btedow.
Popatrzmy na pierwszy przyklad:

a® + ab — ac — 6b% + 2bc.
Sktadnik a? sugeruje, ze w obu wyrazeniach wystapi a. Podobnie 6b? sugeruje, ze w obu

wystapi b, z odpowiednimi wspétczynnikami. Wreszcie w jednym wyrazeniu wystapi c.
Nasze mnozenie wyglada zatem nastepujaco:

a® + ab — ac — 6b® + 2bc = (ea + ob) - (ea + eb + ec),

gdzie znak e oznacza nieznane wspoélczynniki liczbowe. Skladnik a? ze znakiem plus
pokazuje, ze w obu nawiasach znaki przy a sa jednakowe. Mozemy przyjac, ze sa rowne 1
(bowiem mozemy pomnozy¢ wszystkie wspélezynniki przez —1). Mamy zatem:

a® 4 ab — ac — 6b* 4+ 2bc = (a + ob) - (a + b + ec).

Widzimy, ze redukcja wyrazow podobnych nastapila przy ab i nie nastapila przy ac.
Zatem wspotczynnik przy c jest réwny —1:

a® 4 ab — ac — 6b* + 2bc = (a + ob) - (a + eb — c).

Dalej jest juz tatwo: wspotezynnik przy b w pierwszym nawiasie jest rowny —2 i w drugim
nawiasie jest réwny 3:

a® 4+ ab — ac — 6b* + 2bc = (a — 2b) - (a + 3b — ¢).

Nietrudne sprawdzenie pokazuje, ze znalezliémy poprawny rozktad.

Nastepne zadanie polega na odgadywaniu rozktadu na czynniki trojmianu kwadratowego.
Uczniowie zauwazaja, ze

(x +a)(x+Db) = 2%+ (a+b)x + ab.
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Zatem, aby znalezé¢ rozktad tréjmianu
2
xr° +pr+q
na czynniki, wystarczy odgadnaé takie liczby a i b, by

a+b=p, ab=gq.

W prostych przypadkach takie odgadniecie nie sprawia uczniom klopotu. W przysztosci

uczniowie poznaja metode znajdowania takich liczb a i b.
16. Rozldz nastepujace wyrazenia na czynniki:
a) ¥ —2x—3
b) 2%+ 5z +4
c) 22 —5x+6
d) 2%+ 72z + 10
e) 22 —3x+2
f) 22 +x—2

Do zadan na rozkladanie na czynniki powracam po wzorach skréconego mnozenia. Po-

nizej podaje rozwiazania powyzszych pigciu zadan.
12. Wytlacz wspdlny czynnik poza nawias:

a) bax + 3ay a(5x + 3y)
b) 25abx? — 35a’cx + 85ab*x? 5az(5bx — Tac + 17b%x?)
c) 2(a+b)?+2b(a —b) + a? 3a(a + 2b)
d) 2z(z —3) +3z(3 — x) (x—3)(2z —3z) = —x(z — 3)
e) 5(a+z)(b—y)?+3(a+z)*(b—y) (a+z)(b—y)(5(b—y)+3(a+z))
f) ala+b+c)+bla+b+c)—cla+b+c) (a+b+c)la+b—rc)
g) (2z+3y)(z—y) — Bz —4y)(z —y) (z—y)(—z+Ty)
h) (3z —5y)(2z — Ty) — (4a +y)(Ty — 22) (22 — Ty)(Tz — 4y)

13. Rozldz nastepujace wyrazenia algebraiczne na czynniki:

a) b—cd—ad+bc
b) x -y +a?

c) ax? —ax—i—bz — bz
d) 423 — 4xy? — 622 + 63>
) ab— cd? — ad® + be
)35a6791ad 55bc + 143bd
) 2% — 322+ 3z -9

h) 20pm — 15gn + 12¢gm — 25pn

14. Rozléz nastepujace wyrazenia na czynniki:

e
f
g

a) ar — by +az+ bz —ay + bx

) mx —my + nx —ny + pr — py

c) 2a® —a+2ab—b—2ac+c

d) pa® + gz + ¢*y + pgry + p*qx + pg®
e) q® +pqy — pry — py® + pgr + gy
£) 2gz — 2qy + pz + px + 2qx — py

(@* = 1)(y* +1) =

(a+c)(b—d)

(x =) (z+1)(y%+1)
z(x —1)(a +b)

2(z —y)(z +y)(2z - 3)
(a+c)(b—d?)

(7Ta — 11b)(5¢ — 13d)

(z —3)(2* +3)

(5p + 3q)(4m — 5n)

(a+b)(x+z— Y)
(m+n+p)(r—y)
(a+b—c)(2a—1)
(zp + q) (= + qy + qp)
(xqg —yp +pq)(z+y)
(p+29)(xz+2—y)
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15. Rozléz nastepujace wyrazenia na czynniki:

a) a® + ab — ac — 6b + 2bc (a—2b)(a+3b—c¢)
b) a? — 2b% + ab — ac — 2bc (a—b—c)(a+2b)
c) 2ab — 2ac + 3b* + ¢ — 4bc (b—¢)(2a4+3b—c¢)
d) 222 + 5xy — 2z + 3y? — yz (z +y)(2x + 3y — 2)
e) —2%2 — 2%+ 2y —ay + 222 (z—x)(xz+y—2)
f) 2a? + 3b% — Tab + 3ac — 9bc (a —3b)(2a — b+ 3¢)
g) —4x%y + 2xy? + 222 — % + 2y (v +y — 2xy) (22 — v)
h) 4yz + 5xy — 2y? + 22z + 322 (x4 2y)(3x —y + 22)

16. Rozléz nastepujace wyrazenia na czynniki:

a) 2 — 2z —3 (x —3)(z+1)
b) 2%+ 5z +4 (z+1)(z +4)
c) 22 — 5z +6 (x —3)(x—2)
d) 22+ 72 +10 (z +2)(z +5)
e) v —3x+2 (x—2)(x—1)
f) 22 + 2 -2 (x—=1)(x+2)

Wzory skré6conego mnozenia

Wzory skréconego mnozenia, tradycyjnie omawiane przy okazji mnozenia wyrazen alge-
braicznych, to jeden z tematow, ktore w ostatniej reformie programowej zostaly usuniete
z gimnazjum i przeniesione do liceum. To w zasadzie oznacza, ze nie powinnidmy tego
tematu w gimnazjum poruszaé, nawet z uczniami zdolnymi. Z drugiej strony, wiele za-
dan, w ktorych korzystamy ze wzoréow skréconego mnozenia, mozna zakwalifikowaé jako
zadania na mnozenie wyrazen algebraicznych. Od poczatku ostatniej reformy uwazalem,
ze o ile przeniesienie pewnych tresci do liceum oznacza, ze tych tematéw nie bedziemy
wymagaé¢ na egzaminie od wszystkich gimnazjalistow, to jednak nie oznacza, ze w pro-
gramie rozszerzonym, przeznaczonym dla ucznidow zdolnych, nie mozna tego zamiescié.
Moim zdaniem, wzory skroconego mnozenia pozwalaja na konstruowanie tak wielu nie-
zwykle pozytecznych zadan i sprawne prowadzenie tak wielu waznych rozumowan, ze
nie mozna z nich rezygnowaé. Dlatego w moim programie rozszerzonym te wzory zawsze
byly, sa i — mam nadzieje — zawsze beda. A teraz chce pokazaé, co takiego waznego
w tych wzorach widziatlem i jakie zadania dawalem uczniom.

Zaczynamy od tego, ze wzory te nie biorg si¢ z niczego; sg one wynikiem mnozen, ktoére
w naturalny sposéb beda sie pojawia¢ w réznych rozumowaniach matematycznych. Po-
nadto te wzory co$ znacza, maja tresé¢ (na przyklad geometryczna), ktéra uczen powinien
rozumieé. Nawet ci uczniowie, ktorzy poznali te wzory juz wczesniej, bardzo czesto po-
pelniaja jeden z wielu podstawowych btedéw, polegajacych na wykonywaniu obliczen tak
jakby wedlug wzoréw:

(a+b)2=a?>+b% (a—b2?=a*>-0* Va2+b2=a+b ~a2-b2=a-b, ()

nawet wtedy, gdy zapytani o odpowiednie wzory, podaja je poprawnie. Widziatem kla-
séwke, w ktérej kilkakrotnie poprawnie zastosowano wzory skréconego mnozenia (w tym
réwniez z pierwiastkami) i w ktérej ponadto w dwoch réznych zadaniach znalazly sie
nastepujace obliczenia:

V1I6+1=+v42+12=4+1=05, uy)
V36—1=+62-12=6-1=5.
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W takich przypadkach za calg klaséwke stawiam ocene niedostateczna; uprzedzam wcze-
$niej uczniow, ze w trakcie nauki pojawi sie pojecie tak zwanego ,bledu kardynalnego”
— bledu, ktérego nie wolno popelnié i za popelnienie ktérego uczen otrzymuje ocene nie-
dostateczna, niezaleznie od tego, co poza tym na klasowce zrobit. Takim bledem kardy-
nalnym jest m.in. niepoprawne podniesienie do kwadratu (czyli na przyklad skorzystanie
ze ywzoru” (a+ b)? = a® + b?) lub niepoprawne wyciggniecie pierwiastka (czyli na przy-
klad skorzystanie ze wzoru va+b = /a + \/E) W omawianym przypadku dodatkowo
wyjasnitem, ze ocena niedostateczna jest spowodowana niekonsekwencja. Powiedziatem:
zdecyduj sie, jaka liczba ma pierwiastek rowny 5. Czy ma to byé¢ 17, czy moze 35, czy
wreszcie po prostu 257 Ale nie moga to by¢ dwie rézne liczby z tych trzech.

Tyle anegdot. Dlaczego jednak nawet dobrzy uczniowie, nierzadko doskonale radzacy so-
bie z zadaniami naprawde trudnymi i potrafiacy nauczy¢ sie rzeczy trudnych, robia tak
kardynalne bledy? W przypadku ucznia stabego, niedouczonego, odpowiedz wydaje sie
prosta: wlasnie to niedouczenie powoduje btedy. To nie jest pelne wyjadnienie, bo nie
odpowiada na pytanie, dlaczego akurat te, tak czeste btedy. Ala taka odpowiedz jest
zupelnie niezadowalajaca w przypadku uczniéw dobrych, ktérzy jednak tez robig takie
bledy. By¢ moze moja odpowiedz tez nie bedzie zadowalajaca, ale wydaje mi sie pew-
nym przyblizeniem do ostatecznej odpowiedzi. Jedna z przyczyn jest prostota. Uczniowie,
zwlaszcza dobrzy, dostrzegaja wielka wlasciwos¢ matematyki — jest nia prostota i ele-
gancja. Rozwiazanie proste jest zazwyczaj poprawne, rozwiazanie dlugie i zawile jest
narazone na bledy. Elegancja wyniku jest zazwyczaj gwarancja poprawno$ci. A czyz
moze by¢ co$ prostszego niz
(a+b)? = a® +b*?

Tym bardziej, ze jesli dodawanie zastapimy mnozeniem, wzér bedzie poprawny. Kiedys
styszalem anegdote — nie wiem, czy prawdziwa, ale, jak sie czesto moéwi, jedli nawet
nieprawdziwa, to dobrze wymyslona — o badaniach wsrod uczniéw pewnej szkoly. Na
pytanie o to, jakiemu wyrazeniu jest réwne wyrazenie (a+b)?, wszyscy uczniowie, dobrze
przeciez wyuczeni, odpowiedzieli prawidlowo. Na pytanie, czemu jest réwne wyrazenie
(a+ b)? juz tylko nieliczni odpowiedzieli poprawnie. Wszyscy uczniowie natomiast napi-
sali, ze (a + b)* = a* + b*. Bo przeciez wzoru na czwarta potege sumy nie bylo, a wtedy
zadzialal zdrowy rozsadek: dla kazdego n powinno byé¢ (a+b)™ = a™+b", ale z niejasnych
powodéw dla wykladnika 2 (nieliczni wiedza jeszcze, ze tak jest tez dla wykladnika 3)
akurat jest wyjatek i ten wyjatek jest omawiany w szkole az do znudzenia. Zreszta po-
$wiecenie tak dtugiego czasu jednej sprawie nadaje jej charakter wyjatku.

Jak wspomnialem, nie wiem, czy takie badania rzeczywiscie byly prowadzone, czy jest to
tylko zgrabna dykteryjka. Zauwazylem jednak sktonno$é¢ do nadmiernego upraszczania
rozumowan nawet u dobrych uczniéw. Einsteinowi przypisuje si¢ powiedzenie: ,;wszystko
nalezy upraszczaé jak tylko jest to mozliwe, ale nie bardziej”. Chodzi wlasnie o to ,nie
bardziej”. Naturalna intuicja ucznia domaga si¢ maksymalnego uproszczenia; naszym
obowiazkiem jest pokaza¢ granice tego uproszczenia. Matematyka jest prosta i elegancka,
ale czasem ta prostota jest bardziej wyrafinowana. Naszym zadaniem jest pokazaé, na
czym ta prawdziwa prostota naprawde polega. Jak widaé¢, nie rozwiazuje to problemu do
konica, btedy beda sie zdarzaé¢. Mysle jednak, ze rzadziej niz wtedy, gdybyémy tej pelnej,
wyrafinowanej prostoty matematyki dobrze nie pokazali.

Jednym ze sposobéw zilustrowania tej bardziej ztozonej prawdy jest pokazanie jej interpre-
tacji geometrycznej. Obraz dziala na uczniéw mocniej niz wzor, a dwa rézne wyjadnienia
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tego samego zagadnienia znacza wiecej niz jedno. Drugim sposobem jest ukazanie wzoru
w calym jego kontekécie — w tym przypadku jako jednego z wielu podobnych wzoréw
— i wyjasnienie istoty calego zagadnienia. Okazuje sig, ze to zagadnienie w calej ogdlnosci
jest wystarczajaco proste, by uczen mogt je ogarna¢. Uprosémy to tak, jak tylko sie da,
ale nie bardziej niz to konieczne — nie do zredukowania problemu tylko do jednego
wyktadnika, poniewaz to uproéci zagadnienie bardziej niz umyst ucznia tego potrzebuje.

Zacznijmy od interpretacji geometrycznej. W wielu podrecznikach widzialem interpreta-
cje geometryczna prawa mnozenia ,kazdy wyraz przez kazdy”

(a+b)(c+d) =ac+ bc+ ad+ bd,

(zob. rys. 6.1) czy wzoru na kwadrat sumy (zob. rys. 6.2):

b ab b?
d ad bd
a a? ab
& ac be
a b Rys. 6.1 a b Rys. 6.2

Rzadziej spotyka sie interpretacje wzoru na réznice kwadratéw, a zupelnie
interpretacji analogicznych wzoréw dla wyktadnika 3. Mamy na przyklad

a> = =(a—b)(a+b)=(a—b)-a+(a—b)-b
z interpretacja geometryczna na rysunkach 6.3, 6.4 1 6.5:

nie widzi sie

r r r
b b2 b b2 b (a _ b) -b b2
____________ .
“ @ | a3 s 2 s
1 1 1
| (a=b)ta |
1 1 1
1 1 1
1 1 1
~ H ~ H ~ H
u b J AN b J AN b J
Y Y Y
a Rys. 6.3 a Rys. 6.4 a Rys. 6.5
Popatrzmy tez na interpretacje geometryczna wzoru na sze$cian sumy
(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b*
na rysunkach 6.6, 6.7, 6.8 1 6.9:
bﬂ . b
a 0 a ;
' i
T | i
I |
Pt i
b ' i
1 ' 1
a’ . i 3a2%b : !
a ! | ! a |
LA iAo > JRanion
SVl T
1 [ v I
N T Rl VPt Videbevinetes 2y
- e
b a Rys. 6.6 b a Rys. 6.7
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b b
1
a a "y
o
f : Ly
N
A
P
3ab® : b3 : N
a a I
| —er
e l———t—” ] 00| el
v A L
", z z 1
b /'4 b // //
o’ - -
b a Rys. 6.8 b a Rys. 6.9

W podobny sposéb mozna pokazaé¢ interpretacje geometryczna wzoru

a® =0 =(a—0b)(a®*+ab+b*)=(a—0b)-a®>+ (a—b)-ab+ (a—b)-b*
na trzech rysunkach. Tym razem caly szeScian ma krawedZz réwna a; maty szedcianik
w rogu ma krawedz rowna b. Bryle powstala przez usuniecie matego szescianika z duzego
dzielimy na trzy prostopadlosciany o objetosciach odpowiednio:

(a—b)-a?, (a—10) - ab, (a—0b)- b

Na rysunku 6.10 widzimy prostopadloscian o jednej krawedzi réwnej a — b i dwoch kra-
wedziach rownych a, na rysunku 6.11 widzimy prostopadtoscian o krawedziach rownych
a—>b, aib, anarysunku 6.12 — prostopadtoscian o jednej krawedzi rownej a —b i dwdch
krawedziach réwnych b:

.
|
.
| , !
e T
P
1 .
2 P
(a—0b)-a P
1 H :
'
! b :
% Spaal
PR Wl
R B ik e .
r" -
A
oL
N b v )
a Rys. 6.10
a
/ﬁ)/:
1 1
A
d 1
r L ;
H
H
o
]
(a—b)-ab: D
I
1 1
o || b -
At P3¢ SO IR
b /
Ak

Q<
j=v]
<
w
o
=
-
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(a—0b)-b2:
a< | | LA--tH------------- >
(S PP T p——
R
D B e T T no) S P
e P ST e L
b //,
~
\ b Y]
Y
a Rys. 6.12

Teraz zajmijmy sie wzorami ogélnymi. Prosze uczniéw o wykonanie obliczen:

17. Oblicz:  (a+b)3, (a+0b)*, (a+b)® (a+b)° (a+b)7", (a+0b)s.
Proponuje takze metode: obliczajcie po kolei, nastepny wynik otrzymacie mnozac po-
przedni przez a + b. Uczniowie na ogoél otrzymujg wyniki poprawne:

(a+b)' =a+b,

(a+b)?* = a* + 2ab + b?,

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b°,

(a+b)* = a* +4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*,

(a4 b)° = a® + 5a*b + 10a>b? + 10a2b> + 5ab* + b°,

(a+b)5 =a® +6a°b + 15a*b? + 200> + 15a%b* + 6ab® + b,

(a+b)" =a" +7a5 + 21a°b? + 35a*b> + 35a3b* + 21a%0° + Tab® + b7,

(a+b)% =a® +8a"b+ 28a°b? + 56a°b> + 70a*b* + 56a°b° + 28a2b° 4 8ab” + a.

Wtedy zauwazamy regule. Rozwiniecie (a4 b)™ zaczyna sie od a™ i koniczy b™. Po drodze
mamy sktadniki, w ktérych potegi a maleja, a potegi b rosna. Istotne sa tylko wspdlczyn-
niki. Tabela wspotczynnikow tworzy tréjkat Pascala:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Uczniowie dostrzegaja zasade tworzenia trojkata Pascala: kazdy wiersz zaczyna sie 1 kon-
czy jedynka; wyrazy posrednie sa sumami wyrazéw sasiadujacych z nimi wiersz wyzej.
Te reguly formulujemy wyraznie — tak, aby uczniowie mogli je zapamietac¢. Oczywiscie
nie przeprowadzam dowodu. To jest tylko obserwacja, ktora potwierdzam: dalej tez tak
bedzie, to jest reguta ogdlna.
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Wreszcie wprowadzam oznaczenie (Z) wspoélczynnikéw dwumianowych wystepujacych
w tréjkacie Pascala. Liczba n, stojaca na gorze, oznacza wyktadnik; liczba k, stojaca na
dole, wskazuje, przy ktérej potedze b znajduje sie ten wspolczynnik. Te wspolczynniki
dwumianowe pojawia sie oczywiscie jeszcze raz, na lekcjach kombinatoryki. Na razie nie
podaje wzoru na obliczanie wspdlczynnika dwumianowego. Te wspdlczynniki pochodza
z trojkata Pascala i tylko w taki sposdb na razie bedziemy je obliczac.

W tym miejscu konieczny jest komentarz dydaktyczny. Po pierwsze, jak wspomniatem
wczesniej, wprowadzenie wzoru ogdlnego

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) (O)a +<1)a b+(2>a b +...+<n_1>ab +<n>b,

a takze sposéb jego uzyskania przez kolejne mnozenia, uzmystawia uczniom rzeczywisty
sens wzoru. Widza, ze wzieta .z sufitu” regula (a+b)™ = a™ 4 b™ nie ma zadnego uzasad-
nienia i ze prawdziwa regula jest inna. To oczywiscie nie zapobiega bledom popelnianym
w przysztoéci. Na klasowce beda czesto zapominaé o wzorach i zwyciezy zty odruch. Ale
moze u niektérych uczniéw te rozwazania ogdlne wytwarzaja inne odruchy?

To nie jest jedyny powdd dla wprowadzenia wzoru ogdlnego. Chce, by uczniowie uczyli
sig dostrzegania ogoélnych prawidlowosci w serii przykladéw. Otrzymane wzory dla nie-
wielkich wykladnikéw pozwalaja na uogélnienia. Chce zmusié¢ uczniéw do wypowiedzenia
tej reguly ogdlnej — tak, by ostatecznie moéc sformutowaé wzor ogélny. Ta regula ogdlna
zmusza nas do wprowadzenia nowego pojecia: wspoétczynnika dwumianowego. Widzimy,
ze jedyne, co rozréznia poszezegdlne wzory (poza jedna rzecza oczywista: wyktadnikami
poteg), to wladnie wspélezynniki. To sklania nas do przyjrzenia sie im, dostrzezenia ich
struktury i wprowadzenia oznaczenia umozliwiajacego zapisanie wzoru w postaci ogélnej.

Uogoélnianie — wyciaganie wnioskéw ogdlnych z obserwowanych przykladéw — to bar-
dzo wazny element mys$lenia matematycznego. OczywisScie trzeba pamigtaé o tym, ze jest
to element zawodny. Zdarza sie, ze takie uogdlnienia zawodza, ale czesto prowadza do
poprawnych hipotez. Umiejetnos¢ stawiania hipotez jest przeciez jedna z wazniejszych
umiejetnosci badawczych, nie tylko w matematyce. Nalezy uczniom uzmystowié, ze po-
stawienie trafnej hipotezy to dopiero pierwszy krok do rozwiazania problemu. Potrzebne
jest rozumowanie potwierdzajace hipoteze; w matematyce takim rozumowaniem jest do-
wo6d (w naukach przyrodniczych moze nim byé¢ do$wiadczenie). Nie zawsze dowod jest
dostepny dla uczniéw w tym wieku; wtedy wkracza autorytet nauczyciela. Ale to nie jest
autorytet, ktory moze oznajmic: ja wam moéwie, ze tak jest. To nie wystarczy. Ma by¢:
ja wam mowie, ze te hipoteze mozna udowodnié. Czasem nawet moze dodac: i ja znam
dowdd (chociaz nie jest to konieczne; méwie uczniom o wielkim twierdzeniu Fermata,
a nie mam nawet nadziei, ze dowéd poznam i zrozumiem).

Podsumowujac: uczmy naszych uczniéw stawiania hipotez na podstawie obserwowanych
prawidlowosci i potwierdzajmy hipotezy trafnie postawione, moéwiac, ze w istocie sg one
twierdzeniami; jesli to mozliwe pokazujmy dowody. Pokazujmy jednak réowniez hipotezy
nietrafne. Wspanialy przyklad takiej nietrafnej hipotezy polega na zliczaniu, na ile czesci
cieciwy dziela okrag. Dokladniej, popatrzmy na zadanie:

18. Na okregu wybrano n punktéw i poprowadzono wszystkie cigciwy o konicach w tych
punktach. Punkty te sa wybrane tak, by zadne trzy cigciwy nie przeciely sie w jednym
punkcie. Na ile czesci te cieciwy dziela kolto?
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Popatrzmy na cztery przypadki (dla n = 2,3,4,5) pokazane na rysunku 6.13:

DODD..

Dla n = 2 mamy 2 czesci, dla n = 3 mamy 4 czesci, dla n = 4 mamy 8 czesci, dlan =5
mamy 16 czedci. Zbierzmy wyniki razem w jednej tabelce:

liczba czesci

0 = N

n
2
3
4
5

—_
(@)

Widzimy, ze liczba czesci jest potega dwdjki i odgadujemy wzor:
liczba czesci = 271

Popatrzmy, czy dla szedciu punktéw nasza hipoteza sie potwierdzi:

Rys. 6.14

Nietrudno policzyé, ze na rysunku 6.14 mamy tylko 31 czedci, zatem nasza hipoteza sie
nie potwierdzila. To powinno nas przekonaé, ze hipoteza postawiona na podstawie kilku
przypadkéw moze nie by¢ ogélnie prawdziwa; potrzebny jest dowéd. W tym przypadku
prawidlowy wzoér jest inny:

liezba czedci = 1 4 (™) & (™) = "Lz 6n® +23n% - 18n + 24
e 2 4) 24 :

Dowdd nie jest bardzo trudny, chociaz zdecydowanie nie na poziomie gimnazjum. Wzér
mozna uczniom pokazaé jako ciekawostke, ale ja dowodu nie pokazuje. Dowdd polega na
nastepujacej obserwacji. Rysujemy kolejne cigciwy. Kazda nowa cieciwa rozcina obszar,
przez ktéry zaczyna przechodzi¢, do pierwszego punktu przeciecia. Nastepnie rozcina
obszar, przez ktory przechodzi po kazdym punkcie przeciecia. Stad wniosek, ze kazda
cieciwa dodaje jeden nowy obszar plus tyle obszaréw, ile na niej lezy punktow przeciecia;
zatem liczba obszaréw jest réwna 1 (cale kolo na poczatku) plus liczba cieciw plus liczba
punktéw przeciecia. Oczywiscie liczba cieciw jest réwna (;), a liczba punktéw przeciecia
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jest rowna (Z) (kazdy punkt przeciecia wyznacza jednoznacznie cztery punkty na okregu:
konice obu przecinajacych sie cieciw).

Rozumowanie przez postawienie trafnej hipotezy jest bardzo waznym sposobem rozwig-

zywania zadan. Na XVI Olimpiadzie Matematycznej bylo nastepujace zadanie:

19. Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p? 4+ 1 i 6p? 4+ 1 sa réwniez liczbami
pierwszymi.

Rozwigzanie zaczniemy od obliczenia 4p? + 1 i 6p? + 1 dla kolejnych liczb pierwszych p,

w nadziei, ze dostrzezemy jaka$ prawidlowos¢:

p 4p?+1 6p2+1
2 17 25
3 37 55
5 101 151

7 197 295
11 485 727
13 677 1015
17 1157 1735
19 1445 2167

Zauwazmy, ze w kazdym wierszu jedna z liczb ma na koncu cyfre 5, a wiec jest podzielna
przez 5. Mozemy zadaé naturalne pytanie, czy wynika to z tego, ze liczba stojaca w pierw-
szej kolumnie jest pierwsza, czy ma to charakter ogélniejszy. Postawmy hipoteze, ze dla
kazdej liczby naturalnej n co najmniej jedna z liczb: n, 4n? 41 i 6n2 4+ 1 dzieli sie przez 5.
Sprébujmy zatem obliczyé liczby 4n? 4+ 1 i 6n2 + 1 dla kolejnych liczb n, niekoniecznie
pierwszych:

n 4n?+1 6n®+1 n 4n?+4+1 6n®+1 n 4n’+1 6n®+1
1 5 7 8 257 385 15 901 1351
2 17 25 9 325 487 16 1025 1537
3 37 55 10 401 601 17 1157 1735
4 65 97 11 485 727 18 1297 1945
5 101 151 12 577 865 19 1445 2167
6 145 217 13 677 1015 20 1601 2401
7 197 295 14 785 1177 21 1765 2647

Nasza hipoteza, jak dotad, potwierdza sie. Przypomnijmy ja:

o dla kazdej liczby naturalnej n co najmniej jedna z liczb n, 4n? + 1 i 6n® + 1 jest

podzielna przez 5.

Tak sformulowana hipoteza okazuje sie prawdziwa i mozna ja udowodni¢ kilkoma spo-
sobami. Udowodnienie jej oczywiscie konczy rozwiazanie zadania. Jedyna taka liczba
pierwsza p jest 5; dla kazdej innej liczby pierwszej p co najmniej jedna z liczb 4p? + 1
oraz 6p? + 1 jest zlozona, bo dzieli sie przez 5 i jest wieksza od 5. A dla p = 5 obie liczby
101 i 151 sa pierwsze (co mozna latwo sprawdzié¢ recznie). Udowodnijmy nasza hipoteze.

Sposéb 1. Rozpatrujemy kilka przypadkéw w zaleznosci od tego, jaka jest ostatnia cyfra
liczby n.
1. Ostatnia cyfra liczby n jest 0 lub 5. Wtedy liczba n jest podzielna przez 5.
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2.

3.

Ostatnia cyfra liczby n jest 1 lub 9. Wtedy ostatnig cyfra liczby n? jest 1, a wiec
ostatnig cyfra liczby 4n? + 1 jest 5. Liczba 4n? + 1 jest zatem podzielna przez 5.
Ostatnig cyfra liczby n jest 2 lub 8. Wtedy ostatnia cyfra liczby n? jest 4, a wiec
ostatnia cyfrg liczby 6n2 + 1 jest 5. Zatem liczba 6n? 4 1 jest podzielna przez 5.

. Ostatnia cyfra liczby n jest 3 lub 7. Wtedy ostatnig cyfra liczby n? jest 9, a wiec

ostatnig cyfra liczby 6n2 + 1 jest 5. Stad wynika, ze liczba 6n2 + 1 jest podzielna
przez 5.

Ostatnig cyfrg liczby n jest 4 lub 6. Wtedy ostatnig cyfra liczby n? jest 6, a wiec
ostatnia cyfrg liczby 4n? + 1 jest 5 i liczba 4n? 4 1 jest podzielna przez 5.

Sposéb II. Rozpatrujemy trzy przypadki w zaleznosci od tego, jaka reszte przy dzieleniu
przez 5 daje liczba n.

1.
2.

Liczba n daje reszte 0 przy dzieleniu przez 5. Wtedy n dzieli si¢ przez 5.

Liczba n daje reszte 1 lub 4 przy dzieleniu przez 5. Wtedy n = 5k +1 lub n = 5k 44
dla pewnej liczby naturalnej k. Stad latwo wynika, ze n? = 51 + 1 dla pewnej liczby
catkowitej

(5k +1)% = 25k% + 10k + 1 = 5(5k* 4 2k) + 1,
(5k + 4)? = 25k + 40k + 16 = 5(5k* + 8k + 3) + 1.

Zatem
An® +1=4(51+1)+1=20014+5=5(4l + 1),

a wiec liczba 4n? + 1 dzieli si¢ przez 5.

Liczba n daje reszte 2 lub 3 przy dzieleniu przez 5. Wtedy n = 5k+2 lub n = 5k +3
dla pewnej liczby naturalnej k. W obu przypadkach istnieje taka liczba catkowita [,
ze n? = 5l + 4

(5k +2)% = 25k + 20k + 4 = 5(5k* + 4k) + 4,
(5k + 3)% = 25k? + 30k + 9 = 5(5k* + 6k + 1) + 4.

Zatem
6n2+1:6(5l+4)+1:3Ol+25:5(6l+5),

a wiec liczba 6n? + 1 dzieli si¢ przez 5.

Domyslenie sie, ze w tym zadaniu nalezy rozpatrywaé podzielnosé przez 5, nie jest latwe.
Ale po obejrzeniu kilku przypadkéw ta podzielnosé narzuca sie.

Poznawanie nowych wzoréw w wyniku obserwacji przyktadéw przeprowadzimy jeszcze
raz. Prosze uczniow o rozwigzanie nastepujacego zadania:

20.
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Oblicz:
a) (a—b)(a®+ ab+ b?);
b) (a—b)(a® + a?b + ab® + b);
c) (a—0b)(a*+ a®b+ a®b? + ab® + b%);
d) (a —b)(a® + a*b+ a®b? + a?b3 + ab* + b°);
e) (a—0b)(a®+ a®b+ a*b? + a®b® + ab* + ab® + b°);
) (a—b)(a” + a® + a®b? + a’b?® + a3b* + a®b° + ab® + b").



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

Wiyniki sa nam dobrze znane:
20. Oblicz:
Y(a? + ab + b?) = a3 — b3;
)(a® + a?b + ab? + b3) = a* — b
a—0b)(a* + a3b + a?b? + ab® + b*) = a® — b;
)(a® + a*b + a®b? + a?b® + ab* + b°) = ab — b5;
)(ab + a®b + a*b? + a®b® + a?b* + ab® + b5) = a” — b7;
f) (a —b)(a” + a%b + a®b? + a*b® + a®b* + a?b® + ab® + b7) = a® — bS.

Oczywiscie odgadujemy wzér ogdlny:
(a—b)a"+a" o+ a" 20 + ... + a2 fab" "t ") =" — b

Znéw informujemy, ze ten wzér tez mozna udowodni¢; dowdd jednak pominiemy. Ten
wzér ma wazne konsekwencje. Po pierwsze, jedli liczby a i b sa caltkowite, to dostaniemy
whniosek, ze liczba a—b jest dzielnikiem liczby a™ —b™ dla dowolnego wyktadnika n. Mamy
tez wazny wzoér (po podstawieniu a = 1):

(1=0)A+b+b* 4. ..+ 24" ") =1 b+

Jesli teraz b # 1, to otrzymamy znany wzor

1— bt
1+b+b2+...+b"*2+b"*1+b”:ﬁ

Ten wzor mozna wyprowadzié bezposrednio w nastepujacy sposéb. Oznaczmy litera
S lewa strone:
S=1+b+b>+.. .+ 240"t 4™

Mamy wéwczas
S=1+b+b>+.. .+ 240" b =
=1+b1+b*+.. .+ =
=1+b(5-0").
OtrzymaliSmy rownanie

S =1+b(S—b").

Przeksztatcamy je w sposéb rownowazny:

S =1+0bS b,
S—bS=1-bp""
S(1—b)=1-b""

Jedli teraz b # 1, to dostajemy wzor na S. Z tego wzoru mozna z kolei wyprowadzi¢ wzor
(a _ b)(an + an—1b+ an—2b2 _|_ . + a2bn—2 + abn—l _|_ bn) — a7l+1 _ bn—&-l.
We wzorze

1—pt!

14+b+b2 4. .+ 24" ppn = -
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podstawmy % w miejsce b:

b S W A
I+—4 S+ +—=—29"
a a am 1-2

raz w ICZ mnozy¢ obie strony przez a™ i upro$cié¢ utam rawej stronie.
Tera: starc omnozy¢ obie stro ez a” osci¢ utamek po prawej stronie

Mozna zadaé pytanie, ktora metoda wyprowadzenia tych wzoréw jest lepsza. Czy zaob-
serwowaé wzory na roznice poteg i wyprowadzi¢ z nich wzér
1— bn+1
T+b+b02 . 402 = 5

czy odwrotnie — najpierw wyprowadzi¢ ten ostatni wzér i z niego wzdr na réznice po-
teg. Zdecydowanie opowiadam si¢ za sposobem pierwszym. Ucze stawiania hipotez: do-
strzegania prawidlowosci i formulowania ich w postaci wniosku ogélnego. Drugi sposéb
wyprowadzenia kiedys pokaze (albo zrobi to ktos§ inny w liceum). Nie stracimy tego,
zyskamy za to pewna rzadko ¢wiczong umiejetnosé rozumowania.

Jednym z zadan, ktore daje uczniom, jest zadanie polegajace na wyprowadzeniu innych
wzoréw skroconego mnozenia, np. wzoru na kwadrat sumy wielu sktadnikdw:

21. Wykonaj mnozenie wielomianéw:
a) (a+b+c)?,

b) (a+b+c)(a+b—c),

c) (a+b—c)la—b+c),

d) (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c),

e) (a+b+c)la+b—c)la—b+c)(—a+b+c),
f) (a+b+c)3,

g) (a+b+c+d)?,

h) (a+b+c+d)>.

Te wzory sa podstawa do ciekawego ¢wiczenia. Popatrzmy na pierwszy wzor: mamy
obliczy¢ iloczyn
(a+b+c)=(a+b+c)-(a+b+c).

Znamy regule mnozenia: kazdy wyraz przez kaZdy Sprébujmy teraz Wyobrazié sobie,
jak wyglada iloczyn. Beda w nim kwadraty: a2, b2 i ¢?. Kwadrat a? powstaje przez
pomnozenie a z pierwszego czynnika przez a z druglego czynmka, podobnie inne kwadraty.
A jak powstaje iloczyn ab? Sa dwa sposoby: a z pierwszego czynnika i b z drugiego lub
na odwrét. W iloczynie mamy zatem trzy kwadraty i 6 iloczynéw: dwa ab, dwa ac i dwa
bc. Razem 9 skladnikéw, czyli tyle, ile miato byé: 3 -3 = 9. A wiec, bez wykonywania
obliczen na papierze czy na tablicy, widzimy wynik: a? 4+ b2 + ¢ 4 2ab + 2ac + 2bc.
Takie ¢éwiczenie mozna przeprowadzi¢ dla kwadratu czterech sktadnikéw; uczniowie do-
strzegaja regule ogdlna. Kwadrat sumy jest réwny sumie kwadratéw sktadnikéw plus
suma wszystkich podwojonych iloczynéw. Mozemy oczywiscie drazyé¢ temat dalej i za-
stanawiac sie z uczniami, ile jest tych podwojonych iloczynéw. W ten sposob zblizamy sie
do kombinatoryki; potrzeba zastanawiania si¢ nad takimi pytaniami staje sie¢ widoczna.
O tym, jak ucze kombinatoryki, pisze w innym rozdziale.

Wreszcie, podobne rozumowanie mozna z uczniami przeprowadzi¢ dla szedcianu sumy
trzech liczb. Tu problemy beda wigksze: trzeba na przyktad obliczyé, ile razy wystapi
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skladnik abe. Ale wielu uczniéw potrafi cale rozumowanie przeprowadzi¢ poprawnie. Za-
checam do takich zadan; é¢wiczenie czego$, co mozna nazwaé wyobraznig formalng, alge-
braiczna, réwniez jest wazna umiejetnoscia matematyczna.

Prosze uczniéw o obliczenie kwadratéw prostych wyrazen liniowych, na przyktad:
(22 — 3)* = 42® — 122+ 9.

Gléwny cel takich zadan to rozwiniecie umiejetnosci wykonywania czynnosci odwrot-
nej: zwijania tréojmianéw do kwadratu. Takie zadania tez daje moim uczniom. Podobne
umiejetnosci é¢wicze na wyrazeniach zawierajacych pierwiastki; daje zadania polegajace
na podniesieniu do kwadratu

(5 —3v/2)% = 25 — 30v/2 + 18 = 43 — 30V/2,

a takze na rozpoznaniu kwadratu. Przykladem moze by¢ rozpoznanie, ze liczba 3 + 2v/2
jest kwadratem:

3+2vV2=2+2V2+1=(V2+1)%

Takie zadania zdarzaly sie na zawodach matematycznych. Zadanie polegajace na wyka-
zaniu, ze liczba

\/11+6\/§+\/11—6\/§

jest naturalna, moze by¢ rozwigzane dwoma sposobami. Jeden polega na podniesieniu jej
do kwadratu:

x:\/11+6\/§+\/11—6\/§,
x2=11+6\/§+2-\/11+6\/§-\/11—6\/§+11_6\/§=

—2242\/(11 4+ 6v2)(11 — 6v2) =

=22+2y112-62-2=22+2/121 —72=22+4+2V49 =22+ 14 =
= 36.

Poniewaz liczba = jest dodatnia, wigc x = 6. Drugi sposéb polega na zauwazeniu, ze
liczby podpierwiastkowe sg kwadratami:

\/11+6\/§+\/11—6\/§:\/(3+\/§)2+\/(37\/5)2:3+\/§+|37\/§|:6.

Wzory skréconego mnozenia sg wykorzystywane do rozkladania wyrazen na czynniki.
Tego tematu nie bede tu rozwijal; w prawie kazdym zbiorze zadan z algebry znajduje sie
wiele zadan na ten temat.

Jednym z zastosowan wzoréw skroconego mnozenia jest rozwigzywanie rownan kwadra-
towych. Nie wyprowadzam wzoréw ogdlnych na pierwiastki ani nie przeprowadzam dys-
kusji rozwiazalnosci w zalezno$ci od znaku wyrdznika A. Pokazuje na przyktadach, jak
takie rownania mozna rozwigzaé¢ tzw. metoda uzupelniania do kwadratu. Popatrzmy na
przyktad; rozwiazemy réwnanie

22+ 8z +15=0.
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Patrzymy na pierwsze dwa skladniki: 22 +8z. Zauwazamy, ze sa to pierwsze dwa sktadniki
kwadratu
(x +4)* = 2% + 8z + 16.

Zatem do obu stron réwnania dodajemy 1:

2?48 +16=1,
(x+4)* =1.

Teraz mamy dwie mozliwosci:
r+4=1 lub z+4+4=-1.

Pierwsza mozliwos¢ daje 1 = —3, druga daje xo = —5. Zwracam uwage, ze otrzymali-
$my dwa rozwiazania. Pokazuje rowniez przyklad, gdy rownanie kwadratowe ma jedno
rozwigzanie oraz gdy nie ma rozwigzania.

Zauwazmy, ze uczniowie widza juz dwie metody rozwigzywania prostych réwnan kwadra-
towych. Oprécz metody uzupelniania do kwadratu, znaja metode rozktadu na czynniki.
Rozktad

2?2+ 8z +15= (z +3)(z +5)

mozna latwo odgadnaé.

Uwazam, ze réwniez w liceum warto najpierw pokaza¢ metode uzupelniania do kwadratu,
a potem wyprowadzi¢ wzory; uczniowie lepiej rozumieja, skad si¢ te wzory wziely.
Pokazuje jeszcze jedno zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia do rozwiazywania row-
nan; tym razem sa to pewne uklady réwnan. A oto zadania:

22. Udowodnij, ze  (a +b)2 — (a — b)? = 4ab  oraz, korzystajac z tego wzoru, znajdz
liczby rzeczywiste a i b takie, ze:

a) a+b="7, ab=12
b) a+b=9, ab=38,

c) a—b=2, ab=35,
d) a—b=-1, ab=20.

23. Przedstaw liczby a i b w postaci a = s +t, b = s — t dla odpowiednio dobranej
liczby s, a nastepnie korzystajac ze wzoru:  (s+t)(s—t) = s> —t2,  znajdz liczby
rzeczywiste a i b takie, ze:

a) a+b=—-6, ab=38,
b) a+b=4, ab=4,
¢) a+b=6, ab=10,
d) a+b=2, ab=2.

24. Przedstaw liczby a i b w postaci a = s +t, b = s — t dla odpowiednio dobranej
liczby s, a nastepnie korzystajac ze wzoru:  (s+1)2+ (s —t)? = 2(s2+12), znajdz
liczby rzeczywiste a i b takie, ze:

a) a+b="17, a®+b*=25

b) a+b=7, a?®+b* =29,
c) a+b=10, a®+b> =68,
d) a+b=10, a®+0b*>=178.
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Popatrzmy tez na przyktadowe rozwiazania. Niech a +b = 7 i ab = 12. Te liczby pod-
stawmy do wzoru
(a4 b)? — (a —b)? = 4ab.

Mamy
7 —(a—b)2=4-12,

skad dostajemy (a—b)? = 1. Teraz wiekszo$¢ uczniéw pisze, ze a—b = 1 i szybko znajduja
jedno rozwiazanie:

a=4, b=3
Nalezy u$wiadomié uczniom, ze istnieje takze druga mozliwosé: a — b = —1, prowadzaca
do rozwiazania symetrycznego:

a=3, b=4

Inny sposob rozwiazania polega na zauwazeniu, ze jedli a + b = 7, to a mozna zapisac
w postaci a = 3,5 + x dla pewnego x, a b mozna zapisa¢ w postaci b = 3,5 — = dla tej
samej liczby x. Méwiac inaczej, liczby a i b réznia sie od 3,5 o tyle samo: jedna na plus,
druga na minus. Mamy wtedy

(3.5 +2)- (3,5 — ) =12,

czyli
(3,5)% — 22 = 12.

Teraz dostajemy
22 = (3,5)% — 12 = 0,25.

Zatem x = 40,5 i stad dostajemy oba rozwiazania. Wreszcie, jedli wiemy, ze a4 b? = 25,
to w tej drugiej metodzie dostaniemy réwnanie

(3,54 z)% + (3,5 — x)? = 25,

czyli
2((3,5)% + 2%) = 25.

Rozwiazujac to réwnanie otrzymamy znéw 22 = 0,25 i dostaniemy znane nam juz roz-
wiazania.

Znajdowanie liczb a i b, jesli znane sg ich suma i iloczyn, pozwala oczywiscie rozkladac
na czynniki tréjmiany kwadratowe, a wiec takze rozwiazywaé¢ rownania kwadratowe.
Uczniowie widza teraz dwie metody rozwiazywania réwnan kwadratowych i tylko malenki
krok dzieli ich od zauwazenia, ze znalezienie rozwigzan réwnania i rozlozenie tréjmianu
na czynniki to zagadnienia w istocie rownowazne.

Dowodzenie nieréwnosci

Ostatnim zastosowaniem wzoréw skrdéconego mnozenia, ktore pokazuje moim uczniom,
jest dowodzenie nieréwnosci. Nieréwnosci wystepuja bardzo czesto w zadaniach olimpij-
skich na kazdym poziomie (zar6wno w OMG, jak i w OM). Umiejetnoéé dowodzenia
nieréwnosci jest wielka sztuka, ktérej poswiecono wiele ksiazek ([Kourliandtchik], [Mitri-
novié]) oraz zbioréw zadan (dla gimnazjalistéw na przyklad [Kubica-Szymezyk]).
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Zaczynam od podania podstawowych wlasnosci relacji mniejszosci w zbiorze liczb rze-
czywistych. Oto one:

1) Jeslia<bic<d,toa+c<b+d.

JeSlia <bic>0,toac<bc.

Jedlia <bic<0,toac> b

Jedli0<a<bil<c<d, toac<bd.

Jedli 0 < a < b, to a® < b2.

Jesli a,b>01a?<b? toa<bh.

Jedli a € R, to a® > 0.

Te wlasnoéci podaje uczniom bez dowodu; mozna powiedzieé, ze sa to aksjomaty nieréw-
noéci. Krétko je omawiam i pokazuje, ze niektére mozna tatwo uogdlni¢; na przyklad,
mozna udowodni¢ wlasnosci analogiczne do 5) i 6) dla wyzszych poteg. Teraz przyste-
pujemy do dowodzenia nieréwnosci. Zaczynam od poréwnywania liczb zapisanych za
pomocy pierwiastkéw. Popatrzmy na kilka przyktadéw.

S T o W N

)
)
)
)
)
)

EN

25. Ktoéra liczba jest wieksza:
a) 14+ V2 czy 4 — /37
b) 142 czy 4 — /37
) V146 — 12 czy 12 — /1427
d) 32411 + 995 czy 5741/13?

Oczywiscie uczniowie chca po prostu obliczyé te liczby na kalkulatorze i poréwnac ich
przyblizenia dziesigtne. W pierwszym przykladzie to dzialta; kalkulator o$miocyfrowy
pokazuje, ze:

1+v2~ 24142135, 4 — /3 ~ 2,2679492.

Zatem

1+v2>4—3.

Trudniej jest z przyktadem drugim. Nie wszyscy uczniowie maja kalkulatory, ktére obli-
czaja pierwiastki trzeciego stopnia; ci, ktérzy takie kalkulatory maja, nie zawsze umieja
z nich prawidtowo korzysta¢. Obliczenia na kalkulatorze pokazuja, ze

14+v2~ 24142135, 4 — /3 ~ 2,5577504,

a wiec tym razem mamy

1+vV2<4— 3.

W przykladzie trzecim mamy
V146 — 12 ~ 0,083045, 12 — V142 ~ 0,083625.

Roéznica jest znacznie mniejsza, ale ciagle wystarczajaco duza, by powiedzie¢, ktora liczba
jest wieksza. Przyktad czwarty jest jednak bardziej ztosliwy. Nawet kalkulator jedenasto-
cyfrowy nie pokaze réznicy. Obie liczby dadza przyblizenie 2069,5864321 i nie bedziemy
wiedzieli, ktéra z nich jest wieksza. Dopiero dokladniejszy kalkulator pokaze réznice:

324v/11 + 995 =~ 2069,5864320751, 574113 ~ 2069,5864321163.
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Obliczenia przeprowadzone na kalkulatorze pokazujg kilka probleméw. Pierwszy z nich
to kwestia dzialan dostepnych na kalkulatorze; drugi to dokladnosé obliczen. Wiemy,
ze kalkulator oblicza pierwiastki z przyblizeniem; nie wiemy jednak, jaka jest wielkos¢
btedu. Jesli przyblizony wynik mnozymy na przyklad przez 574, to blad sie powieksza.
Nie mamy przy tym kontroli nad wielkoscig tego bledu. Jedli zatem dostrzezemy roz-
nice na jedenastym miejscu, to nie wiemy, czy jest to rzeczywista réznica, czy wynik
zwielokrotnionego bledu. Te problemy pokazuja, ze warto mie¢ jakas metode poréwny-
wania takich liczb, dajaca wynik doktadny. Taka metode pokazuje uczniom. Popatrzmy
na przyklad pierwszy. Chce udowodni¢ nieréwnosé

1+v2>4-3.

Korzystajac z wlasnosci 1) — 7), przeksztalcam ja w sposéb réwnowazny:

V2 >3- /3,

2> (3-3)?

2>9—6v3+3,
6v/3 > 10,
3v3>5,
27 > 25.

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, wiec pierwsza tez byla prawdziwa. Nalezy tu zwroécié
uwage na to, ze za kazdym razem, gdy podnosiliémy do kwadratu obie strony nieréwnosci,
po obu stronach staty liczby dodatnie (i to trzeba sprawdzié!).

7 druga nieréwnoscia jest malenki klopot: nie widaé, czy trzeba bedzie podnosié¢ obie
strony nieréwnosci do kwadratu, czy do trzeciej potegi. Okazuje sie, ze trzecia potega
jest lepsza (polecam sprawdzenie, w jakie klopoty wpakujemy si¢, podnoszac obie strony
do kwadratu). A oto obliczenia:

1+vV2<4— 3,
V3 <3-V2,
3<(3-V2)°,

3<27—27V2 418 — 2V2,
20V/2 < 42,
292 .2 < 422,
1682 < 1764.

Dowdd trzeciej nieréwnosci pozostawie jako ¢wiczenie. Jest to szczegdlny przypadek nie-
réwnosci
n2+k—n<n-—+vn?-k,

gdzie 0 < k£ < n?. W naszym zadaniu mamy: n = 12 i k& = 2. Dowéd tej ogdlnej
nieréwnosci jest nastepujacy:
n2+k—-—n<n-—yvn?-—k,
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vVn2+k<2n—+/n?—k,
n?+k<4n® —dn\/n2 — k+n? -k,
dn\/n? — k < 4n% — 2k,
2ny/n? —k < 2n% — k,
4n*(n® — k) < (2n* — k)2,
ant — An2k < An* — %k + K2,
0 < k>

W konicu popatrzmy na dowodd ostatniej nieréwnosci. Znéw zaczynamy przeksztatcaé ja
w sposOb réwnowazny:

32411 + 995 < 574v/13,
(324V/11 + 995)% < 5742 - 13,
3242 .11 4 2 - 324 - 995v/11 4 9952 < 4283188,
2144761 + 644760v/11 < 4283188,
64476011 < 2138427.

Do tego momentu wszystkie obliczenia mozna bylo tatwo wykonaé na kalkulatorze oémio-
cyfrowym, jednak teraz podniesienie obu stron do kwadratu moze by¢ klopotliwe. Jest
to oczywiscie dobry moment do tego, by nauczy¢ uczniéw mnozenia liczb nawet o$mio-
cyfrowych na kalkulatorze o$miocyfrowym (trzeba podzielié obie liczby na dwa bloki
czterocyfrowe, wykonaé¢ mnozenia blokéw i potem dodaé je odpowiednio przesuniete).
W tym przyktadzie jednak mozemy postapié¢ inaczej. Wystarczy zauwazy¢, ze liczby cal-
kowite po obu stronach dziela si¢ przez 3, potem jeszcze raz przez 3 i jeszcze raz. Po
podzieleniu przez 27 (lub trzykrotnie przez 3) otrzymamy nier6wnosé

23880v/11 < 79201.
Teraz podniesienie obu stron do kwadratu jest juz tatwe:
(23880V/11)% = 2388% - 11 - 100 = 6272798400

oraz:

792012 = (79200 + 1)% = 7922 - 10000 + 2 - 79200 + 1 = 6272640000 4 158400 + 1 =
= 6272798401.

Wszystkie dzialania, z wyjatkiem ostatniego dodawania mozna wykonaé na kalkulatorze
o$miocyfrowym; to ostatnie dodawanie mozna wykona¢ w pamieci.

Poréwnywanie liczb w taki sposéb mialo jeszcze jeden cel. Chodzito o to, by pokazaé
metode dowodzenia nieréwnosci: przeksztalcamy te nieréwnosé w sposéb réwnowazny
dotad, az otrzymamy nier6wno$¢ w sposéb oczywisty prawdziwa. Definiuje zatem nie-
réwnosci réwnowazne (obie sa prawdziwe lub obie falszywe) i podaje uczniom cztery
metody otrzymywania nieréwnosci rownowaznych z danej nieréwnosci:

1) do obu stron nieréwnosci mozna dodaé te sama liczbe;
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2) obie strony nieréwnosci mozna pomnozyé przez te sama liczbe dodatnia;

3) obie strony nieréwnosci mozna pomnozy¢ przez te sama liczbe ujemna, zmieniajac

kierunek nieréwnoéci na przeciwny;

4) obie strony nieréwnosci mozna podnie$é¢ do kwadratu, o ile obie byly dodatnie.
Wyjasniam uczniom (nie dowodzac tego szczegdlowo), ze te reguly wynikaja z pokazanych
na poczatku siedmiu aksjomatéw. Teraz stosujemy te metode dowodzenia nieréwnosci do
dowodu kilku najprostszych nieréwnosci.

26. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b, ¢, d (takich, ze b i d sa rézne
od zera) prawdziwe sa nastepujace nieréwnosci:

a ¢ a+b c+d
jesli — < — <
a)Jemb_d, to S g
b) jeslibid sa liczbami dodatnimi oraz % (—3, to %S Zi; §§

27. Udowodnij nastepujace nieréwnosci:

a) a®+ b > 2ab,

b) a? — ab+ b* > ab,

c) (a? —b%)% > 4ab(a — b)?,
1

d) 1—|—a2*2

e) a®+ab+b% >0,

f) a® —ab+b? >0,

g) a>+b>+1>ab+a+b.
28. Udowodnij, ze:

1
a) jeSlia>0,toa+ — > 2,
a

1
b) jeSlia <0,toa+ — < -2,
a

b
c) jeéliab>0,tog+—22.
b a

29. Udowodnij, ze jesli 0 < a < b, to

2 2
a+b 2 Vo2

Pare stéw komentarza do tych zadan. W pierwszym dowodzie uczniowie czesto mnoza
obie strony dowodzonej nieréwnosci przez bd, nie zastanawiajac sie nad znakiem tego
iloczynu. Metoda jest oczywiscie poprawna: bedziemy jeszcze raz dzieli¢ przez bd i kie-
runek nieréwnosdci — jedli sie zmienia — to zmienia sie dwa razy. Trzeba jednak zwrécié
na to uwage. Prostszy dowdd polega na dodaniu do obu stron jedynki. Dowdd nastepnej
nieréwnosci polega na pomnozeniu obu stron przez wspolny mianownik.

Pierwsze dwa przyklady nastepnego zadania polegaja na doprowadzeniu do nieréwnosci
(a — b)? > 0. Czesto dowdd nieréwnosci polega na doprowadzeniu jej do podobnej po-
staci: kwadrat jakiego§ wyrazenia jest nieujemny. W nastepnej nieréwnosci czeste jest
rozumowanie nastepujace:
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(a® — b*)? > 4ab(a — b)?,
(a —b)*(a+b)? > 4ab(a — b)?,
(a +b)* > 4ab.

Oczywidcie trzeba zwrécié uwage na dzielenie obu stron przez (a — b)?. Uczniowie cze-
sto nie widza problemu, bo przeciez ,kwadrat jest liczbg dodatnig’. Rozumowanie jest
poprawne, jesli oddzielnie rozpatrzy si¢ przypadek a = b; jednak bardziej elegancki jest
chyba dowdd nastepujacy:
(a® — b*)? > 4ab(a — b)?,
(a—b)*(a+b)? > 4ab(a — b)?,
(a —b)*(a+ b)* — 4ab(a — b)* > 0,
(a—0)*((a+b)* —4ab) >0,
(a —b)*(a® — 2ab + b*) > 0,
(a—b)*>0.

Nastepna nieréwnos¢ polega po prostu na pomnozeniu obu stron przez wspoélny mianow-

nik i zauwazeniu, ze jest on dodatni. Kolejne dwie nieréwnoéci polegaja na odpowiednim
grupowaniu. Mozemy rozumowa¢ nastepujaco:

b2 3b? b\?  3b?
2 2 2

b+ = b+ —+— = = —.
a”+ab+ a+a+4+4 <a+2>+4
Mozna tez pomnozy¢ obie strony przez 2 i zauwazy¢, ze

2a% + 2ab + 2b* = a® + (a + b)* + b,

Dowdd wielu nieréwnosci polega na doprowadzeniu jej do postaci: suma kwadratéw pew-
nych wyrazen algebraicznych jest nieujemna. W szczegdlnoéci ostatnia nieréwnosé tego
zadania mozna doprowadzi¢ do postaci

(a—b)?*+(a—1)*+B-1)?2>0.
Jest to szczegdlny przypadek nieréwnosci
a®? + b+ > ab + ac + be,
ktéra doprowadzamy do postaci
(a=b2+(a—c)?+(b—-c)?>0.

Przyjecie ¢ = 1 ulatwia dostrzezenie takiej postaci, bo mamy tylko jeden iloczyn ab i ta-
twiej dostrzec, ze pojawi sie on w kwadracie réznicy.

Nastepne zadanie dane jest po to, by uczniowie zapamietali nieréwnosci dotyczace sumy
liczby i jej odwrotnosci. Wreszcie ostatnie zadanie wprowadza cztery rézne Srednie: har-
moniczna, geometryczna, arytmetyczna i kwadratowa. Pojawiaja sie naturalne pytania
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o to, czy istnieja jeszcze jakie$ inne $érednie i o to, jak wygladaja te Srednie dla wielu
liczb. Podaje uczniom nieréwnosci miedzy srednimi w calej ogdlnosci i radze, by je za-
pamietali. Pokazuje tylko dowody dwoch szczegdlnych przypadkow. Najpierw pokazuje
dowdd nieréwnosci migdzy $rednig arytmetyczna i geometryczna dla czterech liczb:

b d a+b C+d
at +C+ ; Vﬁi*Vi > \/Vab — \/Vabed = Vabed.

Nastepnie dowodze tej nieréwnosci dla trzech liczb:
b
;mggﬂigig

Wprowadzam czwarta liczbe
a+b+c

3

i korzystam z udowodnionej nieréwnosci dla czterech liczb:

d:

= =d.
4 4

Zatem abed < d*, czyli abe < d3. Stad ostatecznie dostajemy

Vabe < d — LZH'C

Méwie uczniom, ze dowdd ogdlny (przez indukcje) wykorzystuje obie pokazane wyzej
sztuczki, ale oczywiscie go nie pokazuje.
Nastepne zadanie polega na odpowiednim grupowaniu.
30. Udowodnij, ze
a) jesli a,b > 0, to (a + b)(a* +b*) > (a® + b?)(a® + V),
b) a+b.a3+b3 < a4—&—b47
2 2 2
c) jesli a+b >0, to a® + b> > a?b + ab?,
d) (a? +b%)(a* +b*) > (a® + b%)2.

Te nieréwnosci doprowadzamy odpowiednio do postaci

ab(a +b)(a — b)* >0,
(a —b)*(a® + ab+ b*) > 0,
(a+b)(a—1b)?%>0,
a®b?(a —b)* > 0.

Interesujacy jest nastepujacy ciag nieréwnosci:
31. Udowodnij, ze:
a) jeslia,b>0oraza+b=1, to ab < i
b) jedli a,b > 0 oraz a+b =1, to a® + b* > %,
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c) jeélia,b>00raza+b:1,toa4—|—b42%,
d) jeélia7b>00raza+b:1,toa8+b821—§8,
e) jeélia,b>00raza—|—b:1,toa3—|—b32i,
f) jedli a,b>0oraz a+b=1, toa® +b° > L,
g2) jeélia,b>00rauza—i—b:1,‘50616—1—19623—127
h) jeélia,b>00rauza—l—b:1,‘LO(JL7—|—Z)726—147

Ta nienaturalna kolejnos¢ zadan jest spowodowana dwiema metodami dowodzenia; przyj-
rzyjmy sie im. We wszystkich zadaniach mamy zalozenia: a,b > 0 oraz a+b = 1. Najpierw
dowodzimy, ze ab < %. Mozemy na przyktad skorzystaé z nieréwnosci miedzy Srednimi:

Mozemy tez napisa¢ nasza nieréwnos¢ w postaci
(a+b)?
ab < ———
- 4
i doprowadzié ja do postaci (a—b)? > 0. Mozemy wreszcie podstawié¢ b = 1 —a i dowodzi¢
nieréwnosci

1
a(l —a) < T
1
a—a*< T
4a —4a® < 1,
4a? —4a+1>0,
(2a —1)? > 0.
Teraz dowodzimy kolejnych nieréwnosci:
a+b=1,
(a+b)? =1,

a? + 2ab+ b? =1,
a?+b% =1-2ab,
1 1
2, 12
b*>1-2--=—-.
a”+ 0" > 13

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze ab < %. Teraz
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Poniewaz ab < § oraz ab > 0, wicc (ab)? < . Zatem

1 1 1

4 | 14
> 2. — =_.
a+b_4 216 5

W podobny sposéb dowodzimy nastepnej nieréwnoéci. Dowéd kolejnej wymaga grupo-
wania:

(a4 D)@ +5) 21,
a® + a?b+ ab® + 1% > %,
ad+ v > % — (a®b+ ab?),
a3+b32%—ab(a+b),

1
a3+6325—ab,

Podobne grupowanie lub podnoszenie do kwadratu daje nastepne nieréwnosci.

Mozna udowodnié¢ nieréwnos$é ogdlniejsza:

1
Twierdzenie. Jeslia+b=1,to a" +0b" > on 1"

W dowodzie wykorzystujemy jeszcze raz sztuczke, ktérg widzieliSmy przy rozwigzywaniu
uktadow réwnan. Jesli a + b = 1, to istnieje liczba x taka, ze

1
a:§—|—x oraz b:§—x.

Teraz dla dowolnej dodatniej liczby p ze wzoru dwumianowego Newtona mamy

(p+a)"=p"+ <Tll)p"1x + (Z)p”%z + <g>p”3ac3 + (Z)p"4x4 +...

n n ny n_ ny ,— n\ - n\
(p—x)"=p —<1)p 1x+(2>p 2332—(3)}9 3x3+(4>p dpd .

Po dodaniu stronami, otrzymamy

n n
p+z)"+(p—a)" =2p" + 2(2>p”2x2 + 2(4>p”4x4 +...

Zauwazamy, ze po prawej stronie mamy tylko parzyste potegi x. Poniewaz p > 0, wigc
wszystkie skladniki sumy po prawej stronie sa nieujemne. Stad

Po podstawieniu p = % otrzymamy dowodzong nieréwnosc.
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Warto pokazaé uczniom ten dowdd dla kilku wybranych n, na przyklad dla n = 4 oraz
n = 5. Takie dwa przyktady pokazuja jasno, o co chodzi w dowodzie i uczniowie beda
widzieli, ze dla kazdego wykladnika dowdd bedzie taki sam. Dla n = 5 mamy:

(p+z)° = p° + 5p*a + 10p32? + 10p?x® + 5pa* + 2,
(p—z)° = p° — 5pta + 10p3x? — 10p*x® + 5pa’* — °.

Po dodaniu stronami dostajemy

(p+z)° + (p—x)° = 2p° 4 20p32> + 10pz?t > 2p°.

Popatrzmy na jeszcze jedno zadanie.
32. Udowodnij, ze:

a) jesli a,b >0, to (a+0b)- (L + 1) >4,

b) jesli a,b,c >0,t0 (a+b+c)- (1 +++1)>09,
c) jesli a,b,e¢ >0, to (a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abe,
d) jeslia,b>0ia+b=1,to (1+1)(1+1) >0,

e) a(l+b%) +b(1+a?) < (1+a?)(1+0b?).

W dowodach pierwszych dwdch nieréwnosci zobaczymy liczby i ich odwrotnosci. Trzecia
sprowadza si¢ do nieréwnosci miedzy $rednimi:

(a+b)(b—gC)(c+a) :a;b,b;?c;a > Vab - Ve - /ea = abe.

Czwarta nier6wno$¢ sprowadza sie tatwo do nieréwnoéci ab < %. Ostatnia nieréwnosé

wynika z tego, ze 7%z < % Inny dowdd polega na pomnozeniu obu stron przez 2 i gru-
powaniu:

2(1 +a*)(1 +b%) — 2a(1 + b%) — 2b(1 + a?) =
= (1+a®)(1+b%) —2a(1+b%) + (1 +a*)(1 +b%) — 2b(1 + a?) =
=1+ (1+a®—2a)+ (1+a®)(1+b*—2b) =
=(1+a*)(1—a)?+ (1+b*(1—-0)?>0.

Wiele nieréwnosci mozna udowodnié¢ za pomoca znanego twierdzenia o nieréwnosciach
kwadratowych:

Twierdzenie. Jedli a > 0 oraz b* —4ac < 0, to dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa
jest nieréwnosé
az® +bx +c¢>0.

Jedli natomiast b? —4ac < 0, to dla kazdej liczby rzeczywistej = prawdziwa jest nieréwnosé
ostra

az® + bz +c¢> 0.
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Dowdd polega na przeksztatcaniu tej nieréwnosci w sposéb réwnowazny. Zaczynamy od
pomnozenia obu stron przez liczbe dodatnia 4a:

ax® +br +c> 0,
4a%2? + 4abz + 4ac > 0,
4022 + dabx > —4ac,
4a%2? + 4abz + b* > b? — 4ac,
(2az + b)? > b* — 4ac.

Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego x: lewa strona jest kwadratem, a prawa
jest niedodatnia z zalozenia. Jedli b*> — 4ac < 0, to prawdziwa jest nieréwnoéé ostra.

Zastosujmy to twierdzenie do dowodu trzech znanych nam juz nieréwnosci. Najpierw

a®+ab+ b2 >0.

Napiszmy x zamiast a:
2 + bz + b2 > 0.

Wspolezynnik przy z2 jest dodatni. Wystarczy zatem zauwazy¢, ze b? — 4b? = —3b? < 0.
WezZmy nastepna nieréwnosc:
a® +b% + ¢ > ab+ ac + be.
Ponownie napiszmy x zamiast a i przegrupujmy:
x2+b2+c2—bx—cx—b020,
2% — (b+c)z + (b? — be+ c2) > 0.
Wspbtezynnik przy 22 znowu jest dodatni. Obliczamy zatem wyrdznik tréjmianu:
(—(b+€))* = 4(b® —be+ 2) = b2 + 2bc + ¢ — 46 + dbe — 4> = =3(b— ¢)> < 0.
Wreszcie trzecia nieréwnosé:
a(l+b%) +b(1 +a?) < (1+a)(1+b%).
Wykonajmy dziatania i pogrupujmy wedtug poteg a:
a(l+b%) +b+a®b < 1+b* +a*(1 +b?),
a?(> —=b+1) —a(®®+1)+ (b* —b+1) > 0.
Wspoétezynnik b2 —b+1 przy a? jest dodatni. Mozna to udowodnié na przyktad za pomoca
tego samego twierdzenia. Teraz obliczamy wyréznik:
(B +1)2 —4(t? —b+1)2 = (0® + 1) — (20 — b+ 1))" =
=(*+1)+20b> —b+1)) - (B> +1) —2(0* —b+1)) =
= (302 —2b+3)(=b* +2b—1) = —(b— 1)*(30* — 2b + 3).
Teraz wystarczy jeszcze raz skorzysta¢ z tego samego twierdzenia, by pokazaé, ze dla
kazdego b zachodzi nieréwnosé 3b — 2b + 1 > 0.

Zauwazmy, ze zastosowanie twierdzenia o nieréwnosciach kwadratowych pozwolilo za-
stapi¢ rozwiazanie wymagajace pomyshu rozwigzaniem rutynowym, czesto praktycznie
automatycznym. Dlatego to twierdzenie warto pokazaé¢ gimnazjalistom przygotowujacym
sie do zawoddéw matematycznych.
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7. Wartos$¢ bezwzgledna
Metoda geometryczna

W tym rozdziale pokaze, w jaki sposéb interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej
jako odlegloséci punktéw na osi liczbowej pozwala rozwiazywaé réwnania i nieréwnosci
z wartodcig bezwzgledna na poziomie gimnazjum. Uczniowie czesto styszeli o wartosci
bezwzglednej juz w szkole podstawowej (na przyklad na kétkach) i wiedza, ze np. |5| = 5
oraz |—4| = 4. Od tego tez zaczynam. Mdéwie uczniom, ze obliczanie wartosci bezwzglednej
liczby polega na usunieciu jej znaku. Liczby dodatnie (oraz zero) zapisujemy zwykle bez
znaku; wartosé bezwzgledna takiej liczby jest wiec jej rowna. Liczby ujemne zapisujemy ze
znakiem ,minus” poprzedzajacym liczbe; obliczenie wartosci bezwzglednej liczby ujemnej
polega na zapisaniu tej samej liczby, ale z pominieciem znaku minus. Teraz przechodze
do interpretacji geometrycznej.

Zaznaczam liczbe x na osi liczbowej. Musimy przypomnieé sobie, co to jest 0§ liczbowa
i gdzie na tej osi sg umieszczone liczby dodatnie, zero i liczby ujemne. Wiemy, gdzie lezy
zero; to jest definicja osi. O$ liczbowa to przeciez prosta z zaznaczonym na niej punktem
zerowym, wybrana pélprosta dla liczb dodatnich (na rysunkach najczesciej prawa, i tak
przyjmijmy) i ustalona jednostka. Nastepnie, jesli liczba x jest dodatnia, to zaznaczamy
ja na prawo od zera, w odlegtosci z jednostek od zera. Poniewaz w tym przypadku |z| = z,
wigc tak naprawde zaznaczyliSmy te liczbe w odleglosci |z| jednostek od zera (rys. 7.1).

|z Rys. 7.1

To bylo proste. Wazniejsze jest zrozumienie, gdzie na osi liczbowej leza liczby ujemne.
Wiemy, ze na lewo od zera, ale gdzie konkretnie lezy jakas wybrana przez nas liczba ujemna?
Popatrzmy najpierw na przyktady. Liczba —4 lezy na lewo od zera w odlegtoéci 4 jednostek
od niego, liczba —7,3 lezy w odleglosci 7,3 jednostek od zera, tez na lewo od niego. Tu
widzimy, ze tak naprawde warto$¢ bezwzgledna liczby jest wpisana w definicje osi liczbowej.
Liczba ujemna z lezy na lewo od zera w odleglosci |z| jednostek od niego (rys. 7.2).

|| Rys. 7.2

Podsumowujac: wartos¢ bezwzgledna liczby jest to po prostu odlegtos¢ tej liczby od zera
na osi liczbowej. Tu zwracam uwage na réwno$é |0] = 0. Oznacza ona tyle, ze odleglo$é
liczby zero od siebie samej jest réwna zero. To jest chyba naturalne dla ucznidéw. Teraz
zajmiemy sie obliczaniem odlegloéci miedzy dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowe;.
Znéw zacznijmy od przyktadow.

Odlegtosé 5 od 7 jest réwna 2. Liczba 5 lezy na prawo od zera, w odlegtosci 5 jednostek od
niego. Liczba 7 lezy tez na prawo od zera, w odlegtosci 7 jednostek od niego, a wiec o 2 jed-
nostki dalej. Kilka nastepnych przyktadéw tego typu (o ile rzeczywiscie beda potrzebne)
przekonuje uczniow, ze odlegtos¢ dwéch liczb obliczamy odejmujac od wiekszej z nich
mniejsza. Jesli od wiekszej liczby odejmiemy mniejsza, to wynik bedzie dodatni; jesli
odejmiemy odwrotnie, od mniejszej wieksza, to wynik bedzie ujemny. Ale czym te dwa
wyniki beda sie rézni¢? Oczywiscie tylko znakiem. Ten drugi ma warto$¢ bezwzgledna
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réwng pierwszemu wynikowi. To powinno nas przekonaé, ze jest obojetne, ktora liczbe
odejmiemy od drugiej; mamy tylko wziaé¢ warto$é bezwzgledna wyniku (rys. 7.3 1 7.4).

Yy T
t t t #\ t t t t t t }# t +—>
Y
|z —yl Rys. 7.3
x Yy
P T G T S S T T G T T
— >
Y
|z—y| Rys. 7.4

Oczywiscie, jeSli x = y, to |z — y| = 0: odleglosé liczb x i y jest wtedy réwna 0. Mamy
takze |x — y| = |y — x| oraz, w szczegdlnodei, | — x| = |z|.

Naszym celem jest nauczenie uczniéw rozwiazywania réwnan i nieréwnosci z wartoécia
bezwzgledna. Zaczynam od kilku éwiczen wstepnych. Prosze uczniéw najpierw o wymie-
nienie liczb lezacych w odleglosci 2 od zera. Najczesciej pada odpowiedz: 2; zapominaja
o liczbie —2. Jednak po zwrdceniu im uwagi, na ogél juz nie popelniaja tego bledu.
Natomiast zdarza si¢, ze powtarzaja ten btad, gdy prosze o podanie liczb lezacych w od-
leglosci 5 od 3. Znéw najczedciej wymieniaja tylko 8, zapominajac o liczbie —2. Jednak
po co najwyzej kilku przyktadach sprawa staje si¢ jasna i wiecej takie bledy juz sie nie
pojawiaja. Gorzej jest z nieréwnosciami.

Na pytanie, jakie liczby leza w odleglodci mniejszej niz 3 od liczby 5, najczedciej pada
odpowiedz: 3, 4, 6 i 7. Skad ona sie bierze? Przede wszystkim z przyzwyczajenia, wy-
niesionego chyba ze szkoly podstawowej, do rozwiazywania wiekszosci zadan w liczbach
catkowitych. Po drugie — i to jest btad nowy — z nieprzyswojenia sobie, ze odleglosc
moze by¢ réwna 0, a wiec liczba 5 tez jest dobra.

Z ta druga kwestig mozna sobie tatwo poradzi¢, ale trzeba o tym co najmniej kilkakrotnie
przypominaé. Z pierwsza jest gorzej. Zdarzalo mi si¢ zetknaé z tym bledem jeszcze pod
koniec IT klasy, gdy wydawalo sie, ze sprawa jest dobrze wyjasniona i utrwalona. Okazuje
sie, ze przywiazanie do liczb catkowitych jest silniejsze, niz sie wydaje. Przychodzi pora
na wyjadnienie, co to sa przedzialy, jak je zapisujemy i jak oznaczamy na osi liczbowe;j.
Liczby wigksze od —2 i jednoczesnie mniejsze od 5 tworza przedzial otwarty, zaznaczany
na osi liczbowej w sposéb pokazany na rysunku 7.5

—2 0 5 Rys. 7.5

i zapisywany jako (—2,5) lub (—2;5). Drugi sposéb zapisu jest stosowany tylko wtedy, gdy
mamy do czynienia z ulamkami dziesigtnymi. Zapis (5, 6, 7) jest bowiem mylacy: moze by¢
odezytany jako (5,6; 7) lub jako (5; 6,7). Jednak, jesli nie ma ryzyka nieporozumienia, uzy-
wam przecinka. Zwracam uwage, ze staram sie nie méwic tu o zbiorach; na to przyjdzie pora
pdzniej. Méwie, ze te liczby tworza przedzial i nie mowie, ze jest on zbiorem tych liczb.
W przyszlodei (w liceum) bedziemy uzywaé stowa ,zbior”, ale jestem pewien, ze I klasa
gimnazjum to za wczesnie. Zwracam natomiast uwage, ze same liczby —215 juz nie sa w tym
przedziale otwartym; mialy go bowiem tworzy¢ liczby wieksze od —2 i mniejsze od 5.
Wprowadzam tez przedzialy domkniete; na przyklad liczby niemniejsze (czyli wigksze lub

réwne) od —4 i jednocze$nie niewieksze (a wigc mniejsze lub réwne) od 2 tworza przedzial
domkniety (—4,2), zaznaczany na osi liczbowej w sposéb pokazany na rysunku 7.6.

—4 0 2 Rys. 7.6
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Podkreslam réznice w zaznaczaniu: konice przedzialu zaznaczone sa niewypelnionymi ké-
teczkami lub wypelnionymi kéteczkami, w zaleznosci od tego, czy przedzial jest otwarty, czy
domkniety. Niektérzy uczniowie uzywaja w przypadku przedziatéw otwartych ukosnych
kresek; méwie, ze nie ma to znaczenia. Wazne sg tak naprawde kropki oznaczajace konce.

Na ogo6l nie definiuje przedzialéw otwarto-domknietych i domknieto-otwartych, bo takie
w zadaniach nie wystapia. Jesli jednak uczniowie zapytaja o mozliwosé wiaczenia do
przedziatu tylko jednego konca, to oczywiscie te kwestie wyjasniam.

Wigkszy problem mamy z zadaniem postaci: jakie liczby lezg w odlegtosci wiekszej niz 2 od
liczby 57 Tu odpowiedz jest suma dwoch przedziatow niewlasciwych. Ot6z wtedy mowie,
ze wszystkie takie liczby zaznaczamy na osi liczbowej w sposéb pokazany na rysunku 7.7.

0 3 7 Rys. 7.7

Sa to liczby, ktore sa mniejsze od 3 lub wigksze od 7. Natomiast liczby, ktore sg niewigksze
od —2 lub niemniejsze od 6, zaznaczamy na osi liczbowej w sposéb pokazany na rysunku 7.8.

e 0 6 Rys. 7.8

Po kilku (lub kilkunastu) éwiczeniach wstepnych, przechodze do zapisywania tych pytan
w postaci rownan i nieréwnosci. Pytanie o liczby odlegle o 7 od zera jest tak naprawde
prosba o rozwigzanie réwnania

lz| = 7.

Jak juz uczniowie wiedza, sa dwie takie liczby, a wiec to rownanie ma dwa rozwiazania:
I = —7, Ty = 7.

To wazny moment. Wigkszos¢ uczniow po raz pierwszy widzi, ze rownanie moze mie¢
wiecej niz jedno rozwiazanie. Zwracam tez uwage na to, ze — w odréznieniu od rozwia-
zywania réwnan pierwszego stopnia — nie stosujemy tutaj zadnego sposobu przeksztal-
cania réwnania do postaci rownowaznej. Mianowicie odczytujemy tylko to, co zostalo
zapisane w rownaniu, i podajemy odpowiedzi.

Po kilku przykladach réwnan tej najprostszej postaci przychodzi pora na podsumowanie.
Rozwazamy réwnania postaci

|x‘ =T,

gdzie r jest dowolng liczba rzeczywista. Jesli r < 0, to nasze rownanie nie ma rozwiazania:
nie ma takich liczb rzeczywistych z, ktérych odlegtosé od zera bytaby liczba ujemna. Jesli
r = 0, to nasze réwnanie ma tylko jedno rozwiazanie: x = 0. Jesli wreszcie r > 0, to nasze
rownanie ma dwa rozwigzania:

Ty = —7T, To =T.
Nastepnie rozwiazujemy réwnania nieco ogoélniejsze:

e réwnanie |z — 2| = —5 nie ma rozwigzania;
e réwnanie |z — 3| = 0 ma jedno rozwiazanie: x = 3;

82



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

e réwnanie |z — 1| = 3 ma dwa rozwigzania: 1 = —2, o = 4.
Troche gorzej jest z odlegtosciami od liczb ujemnych. Uczniowie musza si¢ przyzwyczaié
do tego, ze na przykltad |5—(—3)| = |5+ 3| = 8 oraz, ogdlniej, |z — (—3)| = |z + 3|. Musza
nauczy¢ sie zapisywaé warto$é bezwzgledna sumy jako warto$é bezwzgledna réznicy.
Rozwiazmy zatem réwnanie |z 4+ 3| = 5. Poniewaz |z + 3| = |« — (—3)|, wiec réwnanie to
ma dwa rozwigzania:

1 =(-3)-5=-8, a3=(-3)+5=2.

Teraz mozemy podsumowaé nasze rozwazania dotyczace takich najprostszych réwnan.
Sa to réwnania w postaci ogdlnej
|£L' - a| =T,

gdzie liczby rzeczywiste a i 7 sa dane. Jesli r < 0, to nasze rownanie nie ma rozwigzan.
Nie istnieje bowiem liczba x, ktérej odleglos¢ od a byltaby ujemna. Jesli r = 0, to nasze
rownanie ma tylko jedno rozwiazanie: x = a. Jesli wreszcie r > 0, to rownanie ma dwa
rozwigzania. Jedna liczba polozona w odlegtosci r na lewo od punktu a jest oczywiscie
a — r; druga, polozona na prawo od a, jest a + r. Zatem rozwiazaniami réwnania sa:

rr=a—1r, T2=a-+T.

Wszystkie rozwazane wyzej przypadki zostaly zebrane razem w nastepujacej tabelce:

Réwnanie r<0 r=0 r>0
x| =7 brak rozwiazan =0 T =-r, Tog=T
| —al =7 brak rozwigzan T=a T1=a—7, To=a+T

Przechodzimy teraz do rozwigzywania nieréwnosci. Pytanie: , jakie liczby sa potozone na
osi liczbowej w odleglosci mniejszej od 7 od punktu 07”7 zapisujemy w postaci nieréwnosci:

x| < 7.

Sa to oczywiscie liczby znajdujace sie miedzy liczbami —7 1 7, z wylaczeniem tych dwdch
liczb. Rozwiazania naszej nieréwnosci tworza zatem przedzial otwarty (—7;7), ktéry za-
znaczamy na osi liczbowej w sposéb pokazany na rysunku 7.9.

7 0 7 Rys. 7.9

Nastepne pytanie: jakie liczby leza na osi liczbowej w odleglosci co najmniej 4 od punktu
07 Zapisujemy je w postaci nieréwnosci:

|z > 4.
Sa to liczby polozone ,na lewo” od punktu —4 (lacznie z tym punktem), a takze liczby
polozone ,na prawo” od punktu 4 (takze lacznie z tym punktem). Rozwiazania naszej
nieréwnosci mozemy zaznaczy¢ na osi liczbowej w sposéb pokazany na rysunku 7.10.

—4 0 4 Rys. 7.10
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Mozemy tez zapisac:

Rozwiazania najprostszych nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna zostaly zebrane w na-

r < —4

stepujacych dwdch tabelkach:

lub x> 4.

Nierownosé r <0 r=0 >0

x| <7 brak rozwigzan brak rozwigzan —r<z<r

x| <7 brak rozwiazan x=0 —r<z<r

|x| > r wszystkie liczby x#0 r<-—rlubzx>r
rzeczywiste

|x| > r wszystkie liczby wszystkie liczby r<—rlubz>r
rzeczywiste rzeczywiste

oraz:

Nierownosé r <0 r=0 r>0

|z —al <r brak rozwigzan brak rozwiazan a—r<z<a-+r

|z —a| <r brak rozwigzan r=a a—r<z<a4+r

|z —a|l >r wszystkie liczby T#a r<a—rlubz>a+r
rzeczywiste

|z —a|l >r wszystkie liczby wszystkie liczby r<a—rlubz>a+r
rzeczywiste rzeczywiste

Teraz moge da¢ uczniom kilka zadan, na ktérych beda mogli przeéwiczyé to, czego sie

dotad nauczyli. Oto one:

1. Rozwiaz réwnania:

a) |z 42| =3,
o) z+5=1,
) -4 =14,
g) |z —17=38,

a) r1 =2, x9 = 3,

c) T3 = —2, zo = —3,

e) 1 =32,y =

3
57

b) |z — 1| =4,
d) |z + 3| =0,
£) o +4 = -3,

h) o — 3| = 2.

2. Znajdz réwnania z wartoscia bezwzgledna majace nastepujace rozwiazania:
b) x1 = =2, z3 = 3,

d) z =2,

f) X1 :—%,332:3.

3. Rozwiaz nastepujace nieréwnosci i zaznacz na osi liczbowej, gdzie leza rozwiazania
kazdej z nich:

a) |z —2] <3,

c) lx+2] <3,

b) |z —3] >1,
d) |z —4| <6,

84



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

e) ¢ =7/=0, f) lo -1 <4,
g) |z +1] > 5, h) |z —2| <0,
i) |z —6] < -3, j) |z +9] > —6,
k) |z +4] >0, ) |z + 2| < 1.

4. Znajdz nieréwnosci, ktérych rozwiazania tworza nastepujace przedzialy. Zaznacz te
przedzialy na osi liczbowej.

a) (2a3)7 b) (_273)a
c) (2,3), d) (3,2
e) (_57_3)5 f) <—%, >

Zajmiemy sie teraz trudniejszymi rownaniami. Rozwiazmy najpierw zadanie:

Zadanie. Szosa z Zakopanego do Gdanska prowadzi przez Krakéw i Warszawe. Odlegloéé
z Krakowa do Warszawy wynosi 300 km. Pan Kowalski wyjechal samochodem
ze swojego domu w Krakowie, pojechal do swego przyjaciela, ktéry mieszka
gdzie$ przy drodze z Zakopanego do Gdanska, a nastepnie pojechal do War-
szawy. Lacznie przejechal 380 km. Gdzie mieszka przyjaciel pana Kowalskiego?

Rozwiazywanie zadania zaczniemy uwaga, ze przyjaciel pana Kowalskiego moze mieszkac

na jednym z trzech odcinkéw drogi z Zakopanego do Gdanska:

(1) na odcinku miedzy Krakowem i Warszawa;

(2) na odcinku miedzy Krakowem i Zakopanem;

(3) na odcinku mi¢dzy Warszawa i Gdanskiem.

Rozpatrujemy kolejno te trzy przypadki:

(1) Zauwazamy najpierw, ze gdyby przyjaciel pana Kowalskiego mieszkal przy drodze
z Krakowa do Warszawy, to pan Kowalski przejechatby tacznie tylko 300 km; ten
przypadek nie moze wiec mie¢ miejsca.

(2) Przypusémy zatem, ze przyjaciel pana Kowalskiego mieszka przy drodze z Krakowa
do Zakopanego i zastanéwmy sie, jak daleko mieszka on od Krakowa. Pan Kowalski
pojechal najpierw do niego, potem musial wréci¢ do Krakowa i wreszcie przejechat
ostatnie 300 km jadac do Warszawy. Zatem w drodze z Krakowa do swego przyjaciela
i z powrotem do Krakowa przejechat 80 km — jego przyjaciel mieszka 40 km od
Krakowa w strone Zakopanego.

(3) Rozwazmy teraz ostatni przypadek, w ktérym przyjaciel pana Kowalskiego mieszka za
Warszawa, w kierunku Gdanska. Wtedy pan Kowalski musial najpierw przejecha¢ 300
km do Warszawy, potem pojechat dalej do swego przyjaciela, i wreszcie wrocit do War-
szawy. W drodze z Warszawy do swego przyjaciela i z powrotem przejechat zatem 80
km — jego przyjaciel w takim razie mieszka 40 km za Warszawa w kierunku Gdanska.

Zadanie nie ma wiec jednoznacznej odpowiedzi: przyjaciel pana Kowalskiego mieszka
albo 40 km za Krakowem w kierunku Zakopanego, albo 40 km za Warszawa w kierunku
Gdanska.

Sformulujmy teraz to zadanie w jezyku matematycznym — zamiast o szosie z Zakopa-
nego do Gdanska bedziemy méwié o osi liczbowej. Na tej osi wybierzemy dwa punkty
o wspoélrzednych k i w, oznaczajace Krakéw i Warszawe. Odlegtosc tych dwoch punktow
wynosi 300 jednostek. Przyjmijmy wiec, ze k = 0 oraz w = 300. Nasze zadanie sprowadza
sie do znalezienia na osi liczbowej punktu x takiego, ze suma odlegtosci tego punktu x od
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punktéow k i w wynosi 380 jednostek. Za pomoca wartosci bezwzglednej mozemy nasze
zadanie sformutowaé w postaci réwnania:

|z| + | — 300| = 380.
WidzieliSmy, ze to rownanie ma dwa rozwigzania:

= —40 lub z = 340.

W taki sam sposéb mozemy rozwiaza¢ dowolne réwnanie postaci
|z —a| + |z —b] =,

gdzie liczby rzeczywiste a, b i r sa dane. Jedli liczby a i b sa réwne, to takie rownanie nie
rézni sie od réwnan, ktére juz rozwiazywalismy (dlaczego?). Mozemy zatem przyjaé, ze
a # b; jedna z tych dwdch liczb jest wiec wigksza od drugiej. Przyjmijmy na przyklad,
ze a < b (w przeciwnym przypadku zamieniamy a na b i na odwrét). Szukamy takiego
punktu x, dla ktérego suma odlegtosci od punktu x do punktéw a i b na osi liczbowej jest
rowna r. Inaczej méwiac, szukamy punktu x na osi liczbowej o nastepujacej wlasnosci:
e pan Kowalski wyjezdza samochodem z punktu a, odwiedza swojego przyjaciela, ktory
mieszka w punkcie x, a nastepnie jedzie do punktu b, przejezdzajac tacznie r kilo-
metréw.
Oczywidcie, jesli odleglosé r, ktéra ma przejechaé pan Kowalski, jest mniejsza od b—a, to
zadanie nie ma rozwiagzania: pan Kowalski jadac z punktu a do punktu b musi przejechaé
tacznie co najmniej b — a kilometrow.

Jesli odleglos$é r jest rowna b — a, czyli réwnanie ma postaé
|t —al+ |z —b=0b-—a,

to kazdy punkt lezacy miedzy a i b (lacznie z tymi punktami) jest rozwiazaniem naszego
rownania:
a<x<hb.

Przyjaciel pana Kowalskiego moze mieszka¢ w dowolnym punkcie drogi z punktu a do
punktu b (w tym w a lub w b). Jadac z punktu a najpierw do swego przyjaciela, a potem
do b, pan Kowalski pokona doktadnie odlegtos¢ b — a.

Wreszcie, jesli r > b — a, to zadanie ma dwa rozwiagzania. Jedno znajduje sie ,na lewo”
od punktu ¢ — pan Kowalski pojedzie w kierunku przeciwnym niz kierunek do b, potem
wroci do a i wreszcie pojedzie do b. Przejedzie wiec dwukrotnie odlegto$¢ od a do x,
a potem przejedzie jeszcze b — a kilometréw. Zatem punkt = lezy w odleglosci

r—(b—a)
2

kilometréw ,na lewo” od punktu a. Jednym rozwiazaniem jest wiec

r—b+a _a+b-r

Tr=a =
2 2
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Drugie rozwiazanie znajduje si¢ w odlegltosci

r—(b—a)
2

kilometréw ,na prawo” od punktu b. Jest wiec réwne

r—b+a r+a+bdb
x + 9 5

Ostatecznie, w tym przypadku mamy rozwiazania

a+b—r r+a+b

ry=—F5— T2= B

2
To rozumowanie moga teraz uczniowie przeé¢wiczy¢ na nastepnych zadaniach:

5. Znajdz na osi liczbowej wszystkie punkty x, dla ktérych suma odleglosci od danych
punktéow a i b wynosi d, gdzie:

a) a=-3,b=4,d=13, b) a=-5b=—-4,d=1,
¢) a=-10,b=1,d =10, d) a=-10,b=1,d = 15,
e) a=—-10,b=1,d=11, f) a=7b=11,d=>5,

g) a=5b=-3,d=10, h) a=1,b=12,d=17.

W kazdym przypadku zapisz wyrazona w zadaniu zalezno$¢ w postaci réwnania z war-
toscia bezwzgledna. Zaznacz wszystkie rozwiazania na osi liczbowe;j.

6. Rozwiaz réwnania

a) |z — 2|+ |z — 6| = 10, b) |z + 3|+ |z — 7| = 10,
c) |+ 1|+ |z —5| =10, d) |z+ 6]+ |z — 8| =10,
e) |z + 6|+ |z +2| =10, f) | — 1]+ |z — 3| = 10,
g) |lr—3|+ |z +6| =3, h) [z — 4|+ [z + 1] =5.

Pokazemy nastepnie, w jaki sposéb mozna rozwiazywac jeszcze trudniejsze zadania pro-
wadzace do bardziej ztozonych rownan z warto$ciag bezwzgledna. Popatrzmy na takie
zadanie.

Zadanie. Szosa z Zakopanego do Gdanska prowadzi przez Krakéow i Warszawe. Od-
leglosé z Krakowa do Warszawy wynosi 300 km. Pan Kowalski, wilasciciel
znanej firmy produkujacej lody, polozonej gdzie$ przy szosie z Zakopanego do
Gdanska, wystal ze swej wytworni pie¢ samochodéw-chtodni z lodami: dwa
do Krakowa i trzy do Warszawy. Lacznie te samochody przejechaly 800 km.
W ktérym miejscu jest polozona wytwoérnia lodéw pana Kowalskiego?

Rozwiazanie tego zadania takze bedzie polegalo na rozpatrywaniu trzech przypadkéw.

Przypadek 1.

Przypusémy, ze wytwérnia lodéw znajduje sie w punkcie z na odcinku drogi miedzy

Zakopanem i Krakowem (tzn. na osi liczbowej na lewo od Krakowa). Wtedy dwa samo-

chody musialyby przejechaé odcinek drogi od wytwérni do Krakowa, a trzy od wytwdrni

do Warszawy. Przedstawmy to na rysunku 7.11 w nastepujacy schematyczny sposob:

T K w

Rys. 7.11

87



7. Warto$¢ bezwzgledna

Te trzy samochody, ktére jada do Warszawy, musiatyby pokonaé odcinek drogi z Krakowa
do Warszawy, wynoszacy 300 km. Razem przejechalyby wiec 900 km. To jest niemoz-
liwe, gdyz wszystkie samochody przejechaly tylko 800 km. Zatem wytwoérnia lodow nie
znajduje sie miedzy Zakopanem i Krakowem.

Przypadek 2.

Zalézmy teraz, ze wytwornia lodéw znajduje sie w punkcie z miedzy Krakowem i War-
szawg, (tzn. na osi liczbowej miedzy punktami K i W). Zaznaczmy na rysunku 7.12 drogi,
ktore musiatyby przeby¢ samochody:

>

K T w

Rys. 7.12

Dwa samochody jadace do Krakowa i dwa samochody jadace do Warszawy przebylyby
razem dwukrotng droge z Krakowa do Warszawy, czyli 600 km. Trzeci samochdéd jadacy
do Warszawy musiatby zatem przejechaé¢ 200 km. To daje nam jedno rozwiazanie zadania:
wytwornia moze znajdowacé sie na drodze z Krakowa do Warszawy w odleglosci 200 km
od Warszawy (a zatem 100 km od Krakowa).

Przypadek 3.

Wreszcie przypusémy, ze wytwérnia lodow znajduje sie w punkcie z na odcinku drogi
z Warszawy do Gdanska (tzn. na osi liczbowej na prawo od punktu W). Na rysunku 7.13
zaznaczmy schematycznie drogi, jakie musialyby przeby¢ wysltane samochody:

K w T

>

Rys. 7.13

Pie¢ samochodéw musi dojecha¢ do Warszawy, potem dwa z nich musza, przejecha¢ razem
jeszcze 600 km z Warszawy do Krakowa. Zatem te pie¢ samochodéw przejedzie razem
200 km od wytwoérni do Warszawy. Stad wniosek, ze wytwornia lodow znajduje sie 40 km
od Warszawy w kierunku Gdanska.

Ostateczna odpowiedz wyglada zatem nastepujaco: wytwérnia lodéw moze sie¢ miescié
200 km od Warszawy w kierunku Krakowa lub 40 km od Warszawy w kierunku Gdanska.

Zadanie to mozemy zapisa¢ w postaci réwnania, w ktéorym wystapia wyrazenia z war-
toscia bezwzgledna. Tak jak poprzednio przyjmijmy, ze Krakow lezy w punkcie 0 na osi
liczbowej, a Warszawa w punkcie o wspétrzednej 300. Szukamy takiej liczby x, ktora

spelnia réwnanie
2 |z| + 3|z — 300] = 800.

Jak widzieliSmy wyzej, to réwnanie ma dwa rozwigzania: 1 = 100 oraz x5 = 340.

Wartosé bezwzgledna ma wazna wilasnosé, ktorej tu nie bede dowodzi¢; bardzo cze-
sto podaje ja uczniom tez bez dowodu. Mianowicie, dla dowolnych liczb rzeczywistych
a 1 b prawdziwa jest réwnosé

|abl = |a - |b].
Pozwala ona zapisa¢ powyzsze rownanie w postaci
|2z + |3z — 900] = 800.
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Czesto réwnanie, ktére mamy rozwigzaé, jest podane wlasnie w takiej postaci. Korzysta-
jac z podanej réwnosci mozemy takie réwnanie doprowadzi¢ do postaci

p-lt—al+q-lz=0=r

i rozwigzaé je metoda opisana wyzej. Na zakonczenie wspomne tylko, ze jesli uczniowie
nauczg sie rozwigzywaé graficznie rownania takie jak powyzsze, to w podobny sposob
beda mogli rozwiazaé analogiczne nieréwnoéci. Uczniowie moga to wszystko przeéwiczyé
na nastepujacych zadaniach:

7.

10.

11.

12.

Hurtownia pana Kowalskiego znajduje sie gdzies przy trasie Zakopane—Gdansk. Za-
ktadamy, ze odleglosé z Krakowa do Warszawy wynosi 300 km. Pan Kowalski wystat
ze swej hurtowni samoch6d osobowy do Krakowa i samochéd ciezarowy do Warszawy.
Samochéd osobowy spala érednio 6 litréw benzyny na 100 km, a samochéd cieza-
rowy 10 litréw. Kiedy samochody wrocily, okazalo sie, ze spality lacznie 76 litréw
benzyny. W ktérym miejscu moze znajdowacé sie hurtownia? W kazdym z mozliwych
przypadkéw oblicz, ile litréw benzyny spalit samochdd osobowy, a ile ciezarowy.

Przyjmijmy, ze miasta A i B polozone sa na osi liczbowej w punktach o wspétrzed-
nych 10 i 100. Z miasta C' potozonego na tej osi wyjechaly 4 samochody osobowe do
miasta A i 5 samochodéw ciezarowych do miasta B. L.acznie samochody te spality
28,7 litrow benzyny. Wyznacz polozenie miasta C, jesli srednie zuzycie benzyny dla
samochodu osobowego wynosi 5 litréw na 100 km, a dla cigzarowego 10 litrow.

. Przyjmijmy, ze miasta A i B polozone sa na osi liczbowej w punktach o wspotrzed-

nych odpowiednio 10 i 40. Z miasta C' polozonego na tej osi wyjechaly 4 samochody
do miasta A i 6 samochodéw do miasta B. Samochody, ktére jechaly do miasta A,
przejechaly lacznie o 80 km wiecej niz te, ktore jechaly do B. Znajdz polozenie
miasta C' na osi liczbowej.
Rozwiaz rownania. Podaj interpretacje geometryczna kazdego z tych réownan, ukta-
dajac zadanie tekstowe.

a) 2z + 1|+ 3z +2| =7,

b) 2|z + 4|+ |z — 2| =6,

c) 3|z + 5|+ |z + 3] =2,

d) 2|z + 1|+ 4z —5| =8,

e) v —2|+ |z —6/=9.
Rozwiaz rownania:

a) |z — 1]+ 3z + 2| = 2,
b) [2z 4+ 1] + [5x — 2| = 2,
c) [3x — 2|+ |5z + 1| = 3,
d) |z —4|+[3z+ 1| =5,

e) |3z + 5+ |4 — 1| = 4.
Rozwiaz rownania:

a) |z|+ |z —1]+ |z —2] =2,
b) |z|+ |z — 1|+ |z — 2| =4,
0) Jal + |z — 1]+ o — 2| = 3,
d) |z =1+ ]z —4|+ |z =5+ |z -7 =8,
e) e+ 1]+ |z — 3|+ v — 5|+ |z — 6] =8,
f) |l +2|+ |z + 1|+ |z — 5|+ |z — 7] = 10.

89



8. Geometria tréjkata

8. Geometria tréjkata

Geometria jest niewatpliwie najwazniejsza czescia mojego programu I klasy. Nauke geome-
trii rozpoczynam zazwyczaj mniej wiecej na poczatku I semestru i poswiecam jej caly czas
do konca roku szkolnego. Przez kilka pierwszych tygodni ucze wylacznie geometrii, potem
przeznaczam na geometrie co najmniej potowe godzin matematyki tygodniowo. W I kla-
sie ucze w zasadzie wylacznie geometrii trojkata i rozwigzujemy zadania wykorzystujace
tylko pojecie przystawania tréjkatéw. W II klasie ucze twierdzenia Pitagorasa i geometrii
okregu, w III klasie uczg twierdzenia Talesa i podobienstwa trojkatéow. Oddzielna kwestia
jest nauka symetrii i przeksztalcen geometrycznych; oméwie ja w innym rozdziale.

Nauka geometrii w I klasie sprowadza sie w zasadzie do rozwiazywania zadan na dowo-
dzenie. Mozna powiedzieé, ze jest to nauka dowodzenia twierdzen. Na poczatku trzeba
wyjadnié, co to w ogdle jest dowdd. Wyjasniam wiec, w jaki sposob definiujemy w mate-
matyce nowe pojecia i w jaki sposéb uzasadniamy prawdziwosé¢ formutowanych twierdzen
dotyczacych tych poje¢. Zaczynam od wyjasnienia uczniom, ze ani procesu definiowania,
ani uzasadniania nie mozna ciggna¢ w nieskonczono$é¢. Nie da sie objasniaé¢ kolejnych
pojeé uzywajac do tego pojeé bardziej zrozumialych — ten proces musi sie zatrzymacd
na pojeciach na tyle prostych, ze nie wymagaja one juz zadnego wyjasnienia, poniewaz
wszyscy (jak sie wydaje) rozumiemy te pojecia jednakowo. Dobrym, choé zartobliwym,
przykladem jest objasnienie pojecia ,kon” w staropolskiej encyklopedii: kon, jaki jest,
kazdy widzi sam. Podobnie nie da si¢ uzasadniaé kolejnych twierdzen za pomoca twierdzen
bardziej oczywistych — ten proces takze musi si¢ zatrzymaé na twierdzeniach tak oczy-
wistych (znéw wydaje sie, ze dla kazdego), ze nie wymagaja one juz zadnego wyjasnienia.
Opowiadam potem uczniom, ze na takiej zasadzie jest zbudowana najwazniejsza ksigzka
dotyczaca geometrii: Elementy Euklidesa. Euklides wymienia w niej pojecia pierwotne (tak
je dzisiaj nazywamy): punkt, prosta, plaszczyzna; nie s one w ksiazce zdefiniowane (moze
co najwyzej opisane). Wymienia takze ich podstawowe wlasnosci, aksjomaty — prayj-
mowane bez dowodu. Zaznaczam, ze nie bede podawal oryginalnego zestawu aksjomatow
Euklidesa, przyjme natomiast bez dowodu nieco wiekszy zestaw stwierdzen. Beda sie one
pojawialy jako wlasnosci figur geometrycznych w dalszym wykladzie. Nastepne lekcje sa
poswiecone wilasnie tym najbardziej podstawowym wlasnosciom figur geometrycznych.

Zaczynam od podania aksjomatu mowiacego, ze przez dwa punkty przechodzi doktadnie
jedna prosta; wyjasniam przy okazji, co w matematyce znaczy zwrot ,dokladnie jedna”
i dlaczego go uzywamy. Wskazuje niejednoznacznosci jezyka naturalnego, ktérym sie na
codzien postugujemy, i wyjasniam, ze stowo ,dokladnie” ma wlaénie te niejednoznacz-
noéci usunaé¢. Mdéwie uczniom, ze z tego pierwszego aksjomatu latwo wynika, ze dwie
proste przecinaja sie w co najwyzej jednym punkcie; proste rozumowanie pozostawiam
jako éwiczenie (choé nie wymagam go pézniej od ucznidéw; uwazam, ze dowodzenie faktow
zbyt prostych lub oczywistych moze ich zanudzi¢). Nastepnie méwie, co to jest pdlpro-
sta i odcinek. Mowie tez, ze kazdej parze punktéw jest przypisana liczba nieujemna —
odleglo$é tych punktéw. Méwie nastepnie (jest to jakby kolejny aksjomat), ze dla kazdej
liczby nieujemnej r na pélprostej o poczatku A istnieje doktadnie jeden punkt B taki,
ze odcinek AB ma dlugosé r. Tak sformulowany aksjomat pozwala péZniej na wybiera-
nie takich punktéw jak srodek odcinka, punkty dzielace odcinek na dang liczbe réwnych
czesci czy wreszcie przedtuzanie odcinka o zadana dhugosé.

Odcinki AB i C'D nazywam réwnymi, jesli maja jednakowa dtugosé; pisze wtedy po pro-
stu AB = C'D. To znaczy, ze nie wprowadzam oddzielnego oznaczenia na dtugosé odcinka;
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jest to notacja przyjeta powszechnie w geometrii (stosowana na przyklad w zadaniach
olimpijskich od ponad 60 lat). Definiuje dodawanie odcinkéw: suma jest odcinek, kto-
rego dlugosé jest sumag dtugosci sktadnikéw. Stad w szezegdlnosci wynika, ze jesli punkt
C lezy wewnatrz odcinka AB, to AC + CB = AB. Do tej kwestii powracam przy okazji
twierdzenia 8 (nieréwnosci trojkata).

Nastepny temat to katy. Mowie, ze dwie polproste o wspdlnym poczatku dziela ptasz-
czyzne na dwie czesci: katy (wprowadzam takze kat zerowy i pelny w przypadku, gdy
te polproste sie pokrywaja). Méwie o mierze kata i o tym, ze dla kazdej liczby r (z za-
kresu 0 < r < 360) i p6lprostej AB istnieja dokladnie dwie pélproste AC takie, ze kat
BAC ma dokladnie r stopni. W szczegdlnosci pozwala to dzieli¢ katy na zadana liczbe
czedci. W tym miejscu zbaczam na chwile z gtéwnego toku wyktadu, by opowiedzie¢
o konstrukcjach geometrycznych. Przypominam uczniom, ze w szkole podstawowej na
0g6l uczono ich pewnych podstawowych konstrukeji, np. dzielenia odcinka lub kata na
polowy. Zwracam im uwage na to, ze czym innym jest kwestia istnienia pewnych punk-
tow czy poélprostych, a czym innym jest zadanie skonstruowania ich zgodnie ze $cisle
okre$lonymi zasadami. Moéwie, ze w gimnazjum naucza sie¢ na przyklad konstrukcyjnego
dzielenia odcinka na zadang liczbe réwnych czeéci, podczas gdy nie istnieje konstrukcja
geometryczna (za pomoca wylacznie cyrkla i linijki bez podzialki) podzialu dowolnego
kata (w szczegblnosci kata 60°) na trzy réwne czesci. Niemoznosé konstrukeyjnego po-
dzialu kata na trzy rowne czesci nie oznacza jednak, ze takie pélproste dzielace ten kat
nie istniejg — wrecz przeciwnie, podany aksjomat gwarantuje, ze istnieja.

Chcee tutaj zwroci¢ uwage na to, ze wprowadzanie tych aksjomatéow ma charakter niefor-
malny. Opowiadam o nich, rysujac odpowiednie sytuacje na tablicy i nie zapisuje tych
aksjomatéw, zwlaszcza w sposob formalny. Méwie o nich jak o oczywistych wlasnosciach
figur geometrycznych, dobrze znanych juz ze szkoly podstawowej (uczniowie umieja prze-
ciez odmierzy¢ zadany odcinek lub narysowaé zadany kat). Zwracam tez uwage na to, ze
nie przejmuje sie utrata ,,czystosci” logicznej: aksjomaty mieszaja pojecia geometryczne
z wlasnoSciami liczb rzeczywistych, a wiec z punktu widzenia czystej logiki nie tworze
teorii pierwszego rzedu.

Dwa katy nazywam rownymi, je$li maja réwne miary. Tak, jak w przypadku diugosci
odcinkéw, nie wprowadzam oddzielnego oznaczenia na miare kata; pisze na przyklad
ABAC = AFEDF. Podobnie jak w przypadku odcinkéw, definiuje dodawanie katow.
Omawianie katéw konicze oméwieniem réznych rodzajéw katéw (w szczegdlnosei definicja
katéw wypuklych) oraz definicja katéw przylegtych i wierzchotkowych. Definiuje réwniez
kat zewnetrzny tréjkata.

Dwie grupy aksjomatéw omawiam szczegdlnie doktadnie. Pierwsza dotyczy prostych row-
noleglych, druga to cechy przystawania tréjkatéw. Podaje aksjomat Euklidesa w postaci
najczesciej spotykanej: przez punkt nielezacy na danej prostej przechodzi doktadnie jedna
prosta do niej réwnolegta. Nastepnie definiuje katy odpowiadajace i naprzemianlegle przy
dwdch prostych przecigtych sieczna. Pierwszy aksjomat dotyczacy takich katow mowi, ze
katy odpowiadajace i katy naprzemianlegte (dokladniej: kazda para katéw odpowiadaja-
cych i kazda para katéw naprzemianlegltych) przy prostych réwnoleglych sa réwne. Drugi
aksjomat méwi, ze wystarczy jedna réwnosé (tzn. réwnoséé jednej pary katéw odpowia-
dajacych lub naprzemianleglych) do tego, by proste byly réwnolegle.

Teraz przechodze¢ do omawiania cech przystawania tréjkatéw i pierwszych twierdzen.
Uczniowie otrzymuja tekst (a wladciwie jego pierwsza cze$¢), skladajacy sie z kilkunastu
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stron. Jest to material teoretyczny, ktéry bardzo szczegdétowo omawiam na lekcji, i kto-
rego kaze sie doktadnie nauczy¢ w domu. Ten tekst nie zastepuje podrecznika, jest jego
uzupelnieniem. Po oméwieniu tego tekstu i zrobieniu kilku poczatkowych zestawoéw zadan
powracam do podrecznika po to, by zrobi¢ z uczniami zadania, ktére sie tam znajduja.
W wielu przypadkach okazuja sie one interesujacym uzupelnieniem tego, czego uczniowie
nauczyli si¢ dotychczas. Te pierwsza cze$¢ tekstu, ktéry daje uczniom, wiaczam w catosci
do niniejszego poradnika.

Tekst ten zaczyna sie od podania uczniom alfabetu greckiego (jak wiemy, litery greckie sa
czesto uzywane w geometrii do oznaczen katéw). Prosze ucznidw, by uczyli si¢ tych liter;
w przyszlosci bardzo si¢ im to przyda. Ja sam czesto uzywam liter greckich do oznaczania
katow; w miare uptywu czasu uzywam coraz wiecej liter. Nastepnie wprowadzam zasady
oznaczania wierzchotkow, katéw i bokéw tréjkata; zwracam uwage uczniéw na pewna
estetyke oznaczen, bardzo przydatna w calej matematyce. Na przyktad prosze, by kat
przy wierzchotku B oznaczali litera (3, a nie «, jak czesto to sie zdarza.

Dalej starannie omawiam trzy cechy przystawania tréjkatéw. Zwracam uwage na staranne
przestrzeganie kolejnoséci wierzchotkéw przy zapisie przystawania trojkatéw. Przystawa-
nie tréjkatéw nie jest bowiem tylko wlasnoscia samych trojkatow — istotne jest to, ktére
wierzcholki (a zatem katy i1 boki) sobie odpowiadaja. Cechy przystawania formulujemy,
uzywajac stowa ,odpowiednie”; méwimy na przyklad, ze trojkaty sa przystajace, jesli
odpowiednie boki sa réwnej dlugosci. Ta odpowiednios¢ niestety zanika potem w zapi-
sie; jest to tym bardziej przykre, ze owa niestaranno$¢ znajduje swoje miejsce rowniez
w podrecznikach i zbiorach zadan.

Wreszcie podaje dowody oS$miu twierdzen (wraz z oczywistymi wnioskami). Zwracam
uwage na to, ze kazdy dowdd jest poprzedzony rysunkiem wraz z dokladnym opisem
przyjetych oznaczen i tego, co zostato ewentualnie dorysowane, a dowody sg zapisywane
w punktach. Zwracam uwage na wprowadzane na rysunkach oznaczenia. Czesto uczniowie
oznaczaja ta sama litera rézne rzeczy (np. rézne katy) bez nalezytego uzasadnienia,
ze sg one réwne (zob. odpowiednie wyjasnienia w rozwiazaniu zadania 1). Czesto tez
wprowadzaja nowe obiekty, zadajac od nich za duzo (np. przedtuzaja bok AB tréjkata
ABC do punktu D takiego, ze odcinek BD ma zadana dlugosé, a kat ADC zadana miare).
Dlatego wymagam, by za kazdym razem przy wprowadzaniu nowych obiektéw zastanowili
sie, na jakiej podstawie taka operacja jest wykonalna (tu przypominam o aksjomacie
moéwigcym o istnieniu na poélprostej punktu lezacego w danej odlegloéci od poczatku
pélprostej i o podobnym aksjomacie dotyczacym katéw).

Wymagam tez, by kolejne stwierdzenia w dowodzie byly prawidlowo uzasadnione (takim
uzasadnieniem moze by¢ kazde z zalozen: wlasnoéé dorysowanych elementéw rysunku,
poprzednie stwierdzenie, aksjomat lub udowodnione wezesniej twierdzenie). Ponadto przy
rozwiazywaniu zadan wolno powolywac sig¢ na zadania rozwiazane wczesniej. Bardzo prze-
strzegam tego, by uczniowie w dowodach nie powotywali si¢ na wlasnoéci figur, ktére znaja
ze szkoly podstawowej, a do ktérych jeszcze nie doszliSmy. Uzasadniam to tym, ze dopdki
nie beda wiedzieé, jak sie dowodzi tych znanych wlasnosci, nie moga by¢ pewni, czy w dowo-
dzie nie jest wykorzystywane wlasnie to, czego w tej chwili dowodza. Wreszcie w tym tekscie
wyjaéniam uczniom, co to jest twierdzenie odwrotne i czym sg dowody niewprost. Mimo ze
pojecie dowodu niewprost wydaje sie logicznie do$¢ skomplikowane, nie zauwazytem, by
sprawiato ono moim uczniom jakie$ istotne trudnoéci. Przypominam, ze z rozumowaniami
niewprost uczniowie sie juz zetkneli w zadaniach o Sudoku. A oto sam tekst.
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v
Greckie litery: mate i niektére wielkie
a alfa v ni I' gamma
8 Dbeta & ksi A delta
v  gamma o  omikron O teta
6 delta T pi A lambda
€ epsilon o ro = ksi
¢ zeta, dzeta o sigma I pi
n eta T  tau > sigma
¥ teta v ipsilon d fi
Lt jota p fi ¥ psi
k  kappa x chi ) omega
A lambda P psi
G mi w  omega

1. Oznaczenia bokéw i katéow tréjkata

Odcinki zapisujemy zwykle podajac ich konce, np. odcinek AB. Czesto oznaczamy od-
cinki malymi literami, np. odcinek a. Katy zapisujemy podajac trzy litery: oznaczenie
punktu na jednym ramieniu, oznaczenie wierzcholtka oraz
oznaczenie punktu na drugim ramieniu, np. kat BAC lub
ABAC. Jesli nie prowadzi to do nieporozumien, to poda-
jemy tylko wierzchotek kata, np. £ A. Czesto oznaczamy katy
malymi literami alfabetu greckiego, np. «, 3, v. Przypu-
$¢émy, ze dany jest tréjkat ABC. Bok lezgcy naprzeciw wierz-
chotka A oznaczamy zwykle litera a, bok lezacy naprzeciw
wierzchotka B oznaczamy litera b, a bok lezacy naprzeciw

Rys. 8.1

wierzchotka C' oznaczamy litera c. Katy przy wierzchotkach A, B i C oznaczamy odpo-
wiednio literami greckimi o, 81 (rys. 8.1).

2. Przystawanie trdjkatow

Moéwimy, ze tréjkaty ABC i DEF sa przystajace (i piszemy A ABC = A DEF), jesli
AB = DE, BC =EF, AC=DF

oraz

£BAC = LEDF, A{ABC =«£DEF, A{ACB=4ADFE.

Zapis ANABC = ADEF oznacza, ze wierzcholki tréjkata ABC odpowiadajg wierzchot-
kom tréjkata DEF w tej kolejnosci (tzn. wierzchotek A odpowiada wierzchotkowi D,
wierzcholek B odpowiada wierzchotkowi E i wierzcholek C' odpowiada wierzchotkowi F').
Woéwezas bok AB odpowiada bokowi DE, bok BC odpowiada bokowi EF i bok AC od-
powiada bokowi DF'. Podobnie jest z katami: kat BAC (czyli kat A) odpowiada katowi
EDF (czyli katowi D), kat ABC (czyli kat B) odpowiada katowi DEF (czyli katowi E)
oraz kat AC'B (czyli kat C') odpowiada katowi DFE (czyli katowi F).

Mozemy zatem powiedzieé, ze dwa tréjkaty sa przystajace, jesli odpowiadajace boki i katy
tych tréjkatéw sa rowne. Na rysunku 8.2 tak samo sg zaznaczone réwne odpowiadajace
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boki i katy tréjkatow przystajacych ABC i DEF.
c F
A B D E
Przystawanie tréjkatéw oznacza 6 réwnosci: trzy réwnosci bokéw i trzy réwnosci katow.

Okazuje sie, ze do przystawania trojkatéw wystarcza tylko pewne trzy rownosci. Mowia
o tym tzw. cechy przystawania tréjkatow.

Rys. 8.2

3. Cecha przystawania BBB
Cecha przystawania BBB (bok — bok — bok) méwi, ze dwa tréjkaty sa przystajace, jesli
ich odpowiadajace boki sa réwne. A zatem A ABC = A DEF, jesli (rys. 8.3)

AB=DE, BC=FEF, AC=DF.
C F
A B D E

4. Cecha przystawania BKB

Rys. 8.3

Cecha przystawania BKB (bok — kat — bok) méwi, ze dwa tréjkaty sa przystajace, jesli
dwa boki jednego tréjkata sa rowne odpowiadajacym im bokom drugiego trdjkata oraz
katy zawarte miedzy tymi bokami sg réwne. W przypadku tréjkatéw ABC' i DEF mamy
zatem trzy przypadki tej cechy przystawania. Mamy zatem A ABC = A DEF, jesli
zachodzi jeden z nastepujacych trzech przypadkow:

1. AB = DE, AC = DF, {BAC = LEDF (rys. 8.4):

JApA

2. AB = DE, BC = EF, {ABC = £{DEF (rys. 8.5):

yApA

E Rys. 8.4

E Rys. 8.5
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3. AC = DF, BC = EF, £ACB = 4DFE (rys. 8.6):
/éo\ /QF\
A B D E

5. Cecha przystawania KBK

Rys. 8.6

Cecha przystawania KBK (kat — bok — kat) méwi, ze dwa tréjkaty sa przystajace, jesli
jeden bok jednego tréjkata jest réwny odpowiadajacemu mu bokowi drugiego tréjkata
oraz gdy oba katy pierwszego trojkata przylegte do tego boku sa réwne odpowiadajacym
im bokom drugiego tréjkata. W przypadku tréjkatéow ABC i1 DEF mamy trzy przypadki
tej cechy przystawania. Mamy zatem A ABC = A DEF, jesli zachodzi jeden z nastepu-
jacych trzech przypadkéw:

1. AB = DE, {BAC = {EDF, £ABC = £DEF (rys. 8.7):

A ’ B D ’
2. BC = EF, {ABC = {DEF, {ACB = £DFE (1ys. 8.8):
/i /i
A B D
3. AC = DF, {BAC = {EDF, {ACB = {DFE (1ys. 8.9):
A B D

Jak sie wkrétce przekonamy, w przypadku cechy przystawania KBK nie ma wielkiego
znaczenia, czy oba katy przylegaja do odpowiadajacych bokéw (musza jednak byé to

E Rys. 8.7

E Rys. 8.8

E Rys. 8.9
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katy odpowiadajace sobie). Wyniknie to stad, ze jesli dwa katy jednego tréjkata sa
réwne dwém katom drugiego trojkata, to trzecie katy obu tych tréjkatow tez sa réwne.

Rys. 8.10 D W przypadku cechy przystawania BKB musimy natomiast by¢
ostrozniejsi: katy, o ktérych méwi ta cecha przystawania mu-
szg by¢ zawarte miedzy odpowiadajacymi sobie bokami. Popa-
trzmy na nastepujacy przyklad: wezmy trojkat BC'D, w ktérym
BD = CD. Nastepnie na prostej BC wybierzmy punkt A,
tak jak na rysunku 8.10. Wéwczas tréjkaty ABD i ACD
nie sa przystajace. Narysujmy te dwa tréjkaty obok siebie.

A Rys. 8.11

Mamy wéwczas (rys. 8.11):
A1D1 = 142D27 B1D1 = CQDQ, KBlAlDl = ACQAQDQ.

W tym przypadku katy B; A1 Dy i CyA3Ds nie leza jednak miedzy réwnymi odpowiada-
jacymi sobie bokami A1 D1 i As Dy oraz B1 D1 1 CoD5 i dlatego cecha przystawania BKB
nie stosuje si¢ do tréjkatow A1 B1 Dy i AsCoDs.

6. Katy wierzcholtkowe
Twierdzenie 1. Katy wierzchotkowe sa réwne.

Dowéd. Zalézmy, ze proste AB i C'D przecinaja sie w punk-
cie O, lezacym wewnatrz odcinkéw AB i CD (rys. 8.12).
Przyjmijmy naste¢pujace oznaczenia katdw:

a=4£A0C, B=4BOD, ~=£BOC.

Rys. 812 Udowodnimy, ze £ AOC = £BOD, czyli, 7¢ a = 3.
Nr | Stwierdzenie Uzasadnienie
1. a+ v =180° katy przylegle,
2. B+~ =180° katy przylegle,
3. | a+y=08+7y 1i2,
4. | a=p 3,
c. b.d. o.
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7. Suma katéw trojkata
Twierdzenie 2. Suma katow trojkata wynosi 180°. D Cc E
Dowdd. Oznaczmy katy trojkata ABC' literami «, 8 i . Na-

stepnie przez wierzcholek C' prowadzimy prosta rownolegta do
boku AB i zaznaczamy na niej punkty D i E po obu stronach

punktu C, w taki sposéb jak na rysunku 8.13. « B
A Rys. 8.13 B
Nr | Stwierdzenie Uzasadnienie
1. LACD =« katy naprzemianlegte,
2. ABCE =0 katy naprzemianlegte,
3. LACD + ABCFE + v = 180° punkty D, C'i E sg wspdlliniowe,
4. o+ B+ v =180° 1,23,
c. b.d. o.
Whnioski.

1) Jedli w tréjkacie jeden kat jest prosty lub rozwarty, to pozostale dwa katy sa ostre.
2) Suma katéw ostrych trjkata prostokatnego jest réwna 90°.

3) Jesli dwa tréjkaty maja dwie pary katéw réwnych, to trzecie katy tych trojkatow tez
sa rOwne. Na przyklad, jesli w tréjkatach ABC i DEF mamy £ A = £D oraz £B = LF,
to £C' = L F.

8. Kat zewnetrzny tréjkata

Twierdzenie 3. Kat zewnetrzny trojkata jest réwny sumie katéw wewnetrznych do niego
nieprzylegtych.

Dowéd. Oznaczmy katy tréjkata ABC literami o, 5 1. Na c Rys. 8.14
polprostej AB zaznaczamy punkt D na zewnatrz odcinka

AB (rys. 8.14). Udowodnimy, ze £ DBC = « + 7.

o B
A B D
Nr | Stwierdzenie Uzasadnienie
L. | a+8+~v=180° twierdzenie 2,
2. | a+y=180° -7 L
3. £ADBC =180° — 3 katy przylegte,
4. | ADBC =a+7vy 213,
c. b.d. o.
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Whiosek. Kat zewnetrzny tréjkata jest wiekszy od kata wewnetrznego do niego nieprzy-
legtego.

9. Tréjkaty ré6wnoramienne

Twierdzenie 4. Jezeli w trojkacie dwa boki sa rowne, to katy lezace naprzeciw tych

bokoéw sa rowne.

Rys. 8.15 C Dowéd. Przypusémy, ze w tréjkacie ABC zachodzi rownosé bo-
kéw AC = BC'. Udowodnimy, ze wtedy £ BAC = LABC'". Po-
prowadzmy dwusieczng kata AC'B i oznaczmy literg D punkt,
w ktérym ta dwusieczna przecina bok AB (rys. 8.15).

A D B
Nr | Stwierdzenie Uzasadnienie
1. AC = BC z zalozenia,
2. LACD = £BCD punkt D lezy na dwusiecznej kata ACB,
3. ANACD = ABCD 1, 2, wspélny bok C'D, cecha przystawania BKB,
4. | LBAC = L{ABC 3,
c. b.d.o.

Whniosek 1. Przy powyzszych oznaczeniach AD = BD oraz L ADC = £BDC = 90°.
Whiosek 2. Dwusieczna C'D kata C miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego (tzn.
takiego, w ktérym AC = BC) jest jednoczesnie §rodkowa, wysokoscia i symetralna pod-
stawy AB.

10. Twierdzenie odwrotne do danego twierdzenia

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia 4. Wyjasnimy tez, co to jest
twierdzenie odwrotne. Ot6z kazde twierdzenie matematyczne mozna sformulowaé tak, by
mialo nastepujaca postac:

jesli ... to ...
Czesé twierdzenia znajdujaca sie miedzy stowami jesli i to nazywamy zaloZzeniem,
a czesé znajdujaca sie po slowie to nazywamy tezg. Twierdzenie 4 mozemy przeformu-
lowaé¢ w nastepujacy sposob:
jesli boki AB i AC tréjkata ABC sa réwne, to katy BAC 1 ABC tréjkata ABC sg réwne.
Zalozeniem jest zdanie ,boki AB i AC tréjkata ABC sa réwne” | tezg zdanie katy BAC
i ABC trojkata ABC sa réwne”. Twierdzenie odwrotne do danego twierdzenia otrzy-
mujemy zamieniajac zatozenie z tezg. Twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia 4 bedzie
zatem twierdzenie:
jesli katy BAC 1 ABC tréjkata ABC sa réwne, to boki AB 1 AC tréjkata ABC sa réwne.

Czasami zdarza sie, ze twierdzenie odwrotne do danego twierdzenia jest réwniez praw-
dziwe, tzn. mozna je udowodnié. Tak bedzie w przypadku twierdzenia 4; twierdzenie
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odwrotne do niego udowodnimy za chwile. Czesto jednak okazuje sie, ze twierdzenie od-
wrotne do danego twierdzenia nie jest prawdziwe. Na przyktad udowodnimy wkrotce
nastepujace twierdzenie:
e jesli czworokat ABCD jest rombem, to przekatne AC' i BD czworokata ABCD sa
prostopadte.
Nietrudno zauwazy¢, ze twierdzenie odwrotne
e jesli przekatne AC i BD czworokata ABC D sg prostopadle, to czworokat ABCD
jest rombem
nie jest prawdziwe. Mozna bowiem tatwo skonstruowaé czworokat o prostopadtych prze-
katnych i bokach réznych dlugo$ci — na przyklad w kazdym deltoidzie przekatne sa
prostopadte, a nie kazdy deltoid jest rombem.

11. Tréjkaty réwnoramienne — c.d.
Zgodnie z zapowiedziag udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia 4.

Twierdzenie 5. Jesli w trojkacie dwa katy sa réwne, to boki lezace naprzeciw tych katéw
sg rOwne.

Dowdd. Przypusémy, ze w tréjkacie ABC zachodzi réwnosé ka- C  Rys. 8.16
tow L BAC = LABC. Udowodnimy, ze wtedy AC = BC. Tak

jak w dowodzie twierdzenia 4 poprowadzimy dwusieczna kata

ACB i oznaczymy literg D punkt, w ktérym ta dwusieczna prze-

cina bok AB (rys. 8.16).

A D B
Nr | Stwierdzenie Uzasadnienie
1. ABAC = LABC z zalozenia,
2. LACD = £BCD punkt D lezy na dwusiecznej kata AC'B,
3. LADC = £BDC 1, 2, wniosek z twierdzenia 2,

4. NACD = ABCD 2, 3, wspoélny bok C'D, cecha przystawania KBK,

5. | AC = BC 4,

c. b.d. o.

12. Nieréwnosci miedzy bokami tréjkata

Twierdzenie 6 i odwrotne do niego twierdzenie 7 podaja zaleznosci miedzy dlugoéciami
bokéw i wielkodcia katéw w trojkatach nieréwnoramiennych.

Twierdzenie 6. W trojkacie naprzeciw dhuzszego boku lezy wiekszy kat.

Dowdd. Oznaczmy katy tréjkata ABC literami o, 31 7. c Rys. 8.17
Przypu$émy nastepnie, ze bok AB jest dtuzszy od boku
AC, tzn. AB > AC. Udowodnimy, ze v > (3. Poniewaz
AB > AC, wiec wewnatrz boku AB znajduje sie taki
punkt D, ze AD = AC. Oznaczmy litera § kat ADC
(rys. 8.17). A D B
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Nr Stwierdzenie Uzasadnienie
1. v > LACD polprosta C'D lezy wewnatrz kata AC'B,
2. AC = AD z zalozenia o punkcie D,
3. LACD =6 2, twierdzenie 4,
4. 0> kat ADC jest katem zewnetrznym tréjkata DBC),
5. | v>8 1,3i4,
c. b.d. o.

13. Dowody niewprost. Nier6wnosci miedzy bokami tréjkata — c.d.
Twierdzenie 7. W tréjkacie naprzeciw wickszego kata lezy dtuzszy bok.

Dowdéd. Oznaczmy boki tréjkata ABC literami a, b, ¢ i katy literami «, 51y (rys. 8.18).

Przeprowadzimy tzw. dowdd przez sprowadzenie do niedorzeczno$ci (inaczej na-

zywany dowodem niewprost). Wyjasnimy najpierw, co

to jest dowdd niewprost. Dowdd niewprost polega na tym,

ze przypuszczamy, iz teza twierdzenia jest nieprawdziwa.

W praktyce wyglada to tak, ze to przypuszczenie dotaczamy

do zalozen twierdzenia, a nastepnie z dotychczasowych za-

lozen i przyjetego przez nas przypuszczenia dochodzimy do

sprzecznosci. W ten sposob pokazujemy, ze nasze przypusz-
Rys. 8.18 czenie musiato by¢ nieprawdziwe, a to znaczy, ze prawdziwa

jest teza twierdzenia. Przypusémy zatem, ze zachodzi nieréwnosé 5 > «. Chcemy poka-

zaé, ze b > a. W tym celu przypusémy, ze teza nie jest prawdziwa, tzn. b < a. Mamy

zatem dwie mozliwo$ci:

Przypadek 1. b < a.

Wtedy z twierdzenia 6 wynika, ze § < «, co jest sprzeczne z zalozeniem.

Przypadek 2. b = a.

Wtedy z twierdzenia 4 wynika, ze 3 = «, co znéw przeczy zalozeniu.

W obu przypadkach otrzymaliSémy sprzeczno$¢ z zalozeniem. To znaczy, ze nasze przy-
puszczenie bylo niemozliwe, a wiec b > a, c. b. d. o.

Whiosek. Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest dtuzsza od kazdej z przypro-
stokatnych. W trojkacie rozwartokatnym najdtuzszym bokiem jest bok lezacy naprzeciw
kata rozwartego.

14. Nieré6wnos¢ tréjkata
Twierdzenie 8. Suma dwoch bokdéw trojkata jest wieksza od trzeciego boku.

Dowéd. Przypusémy, ze mamy dany tréjkat ABC. Udowod-

Rys. 8.19
v nimy, ze AC'+ BC > AB. W tym celu poprowadZzmy dwusieczng,
kata AC'B i oznaczmy litera D punkt przeciecia tej dwusiecznej
z bokiem AB (rys. 8.19).
A D B
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Nr | Stwierdzenie Uzasadnienie
1. LACD = £BCD CD jest dwusieczng kata ACB,
2. £LADC > £LBCD kat ADC jest katem zewnetrznym trdjkata DBC,
3. £LADC > LACD 112,
4. AC > AD twierdzenie 7 (dla tréjkata ADC),
5. £BDC > LACD kat BDC jest katem zewnetrznym tréjkata ADC,
6. £BDC > £BCD 1i5,
7. | BC>BD twierdzenie 7 (dla tréjkata DBC),
8. AC+BC > AD+BD | 4i7,
9. AD+ BD = AB punkt D lezy wewnatrz odcinka AB,
10. | AC+ BC > AB 819,
c. b.d. o.

Whiosek. Jedli A, B i C sa dowolnymi punktami ptaszczyzny, to AB < AC + BC, przy
czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy C' jest punktem odcinka AB.
Twierdzenie 8 moéwi, ze jedli liczby rzeczywiste a, b i ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, to
prawdziwe sa trzy nieréwnosci:

a+b>c, a+c>b oraz b+c>a.

Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne. Mozna bowiem udowodnié, ze jesli a, b i ¢ sa
trzema liczbami rzeczywistymi takimi, ze

a+b>c, a+c>b, b+c>a,

to istnieje trojkat, ktorego boki maja dlugosci a, b i ¢. To twierdzenie odwrotne zapa-
mietajmy teraz bez dowodu. Zauwazmy natomiast, ze z powyzszych trzech nieréwnosci
wynika, iz liczby a, b i ¢ sa dodatnie. Jesli bowiem dodamy do siebie stronami pierwsze
dwie nieréwnoéci, to otrzymamy

2a+b+c>b+c,

czyli 2a > 0, a wiec a > 0. Podobnie dostajemy b > 01ic¢ > 0.
(4]

Na tym konczy sie pierwsza czes¢ tekstu, ktory dostarczam uczniom. Dalsze czesci, ktore
na og6l rozdaje tez w I klasie, krétko omowie dalej, jednak na ogél bez przytaczania
ich w catosci. Jak wspomnialem wczesniej, powyzsze twierdzenia omawiam na lekcji bar-
dzo dokladnie i prosze uczniéw, by nauczyli sie dowodéw na pamieé. Uwazam, ze takze
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w matematyce konieczne jest uczenie sie na pamieé¢. Dowody twierdzen i rozwiazania
wielu zadan zawieraja wazne pomysly, ktére beda wykorzystywane przy rozwiagzywa-
niu nastepnych zadan. Bez opanowania pamieciowego (przynajmniej na poczatku) tych
dowoddw i rozwiazan, uczen nie zapamieta na ogdl najistotniejszych pomystéw i tego,
w jaki sposob sa one wykorzystywane w rozumowaniach. Dopiero z uptywem czasu i na-
bieraniem przez uczniéw do$wiadczenia przychodzi umiejetnosé zapamietywania samych
pomystéow. Tak przynajmniej dzieje sie w przypadku uczniéw, ktorzy nie sa wybitnie
uzdolnieni, ale sa wystarczajaco zdolni, by nauczy¢ sie nawet bardzo zaawansowanej ma-
tematyki. Przy kazdym twierdzeniu wprowadzam pojecia, ktére si¢ w nim pojawiaja (np.
takie jak symetralna odcinka czy odcinki w trdjkacie: wysoko$¢, érodkowa, dwusieczna
— tu odrézniam dwusieczna kata jako polprosta i dwusieczna w trdjkacie, ktora jest tylko
czedcia tej polprostej, odcinkiem dwusiecznej kata zawartym w tréjkacie). Na ogét poka-
zuje takze uczniom inne dowody niektérych twierdzen. Moim zdaniem jest bardzo wazne,
by uczniowie zdawali sobie sprawe z tego, ze wiele twierdzen mozna udowodnié¢ réznymi
sposobami i warto czasami znaé takie alternatywne dowody. Oméwie tutaj twierdzenia
4 i 5 oraz pokaze alternatywny dowod twierdzenia 8.

Rys. 8.20 C Przypuéémy wiec, ze mamy dany tréjkat rownoramienny ABC,
w ktérym AC' = BC. PoprowadZzmy w nim $rodkowa C'D (rys.
8.20). Nietrudno wéwczas pokazaé (cecha BBB), ze tréjkaty ADC
i BDC sa przystajace. Zamiast dwusiecznej kata (tak jak w dowo-
dzie twierdzenia 4) mogliSmy zatem wzia¢ srodkowa. Zauwazmy
jednak, ze jesli poprowadzimy srodkowa w dowodzie twierdzenia
5, to dowod ,nie wyjdzie”. Tréjkaty ADC i BDC maja wspdlny
bok CD, réwne boki AD i BD i réwne katy A i B. Katy te nie leza jednak miedzy
rownymi bokami, wiec nie mozemy zastosowac¢ cechy przystawania BKB.

A D B

Pokazanie uczniom takich nieudanych ,dowodéw” jest bardzo ksztalcace — pokazujemy
bowiem, ze istnieja sposoby rozumowania, ktore nie prowadzg do zamierzonego celu. In-
teresujace jest pytanie, czy w dowodach twierdzen 4 i 5 mozna bylo wzia¢ wysokos¢
tréjkata. Jest to bardzo naturalny sposob rozumowania dla uczniéw — z wysokoscia ze-
tkneli si¢ wezeéniej niz z dwusieczna i srodkowa. Problem polega na tym, ze nie wiemy,
czy wysokosé lezy wewnatrz trojkata — tego trzeba wezesniej dowiesé. Zauwazmy nastep-
nie, ze w dowodzie twierdzenia 5 skorzystaliSmy z twierdzenia o sumie katow tréjkata,
a wigc z aksjomatu Euklidesa o réwnoleglych. Euklides prawdopodobnie zdawal sobie
sprawe z tego, ze dowdd korzystajacy z mniejszej liczby aksjomatéw, w szczegdlnosci
niekorzystajacy z aksjomatu o réwnoleglych, bedzie bardziej elegancki od dowodu twier-
dzenia przeprowadzonego z uzyciem tego aksjomatu. Oto taki dowdd niekorzystajacy
z aksjomatu o réwnolegtych.

Przypusémy, ze dany jest tréjkat ABC, w ktorym L BAC' = L ABC'. Przedtuzmy boki AC
i BD poza punkty A i B, odpowiednio do punktéow D i E tak,
by AD = BE (rys. 8.21). Poniewaz katy BAC' i ABC sa réwne,
wiec réwne sa tez katy do nich przylegle, tzn. {DAB = L EBA.
Teraz na podstawie cechy przystawania BKB stwierdzamy, ze
tréjkaty DAB i EBA sa przystajace (maja wspélny bok AB,
A B réwne boki AD i BE i réwne katy miedzy réwnymi bokami).

7 przystawania tych trojkatéw wynikaja réwnosci: DB = FEA,

D E 4AADB = A{BFEA oraz {EFAB = £DBA. 7 tej ostatniej réw-
noéci i z zalozenia wynika, ze L DBC = L EAC. Teraz wreszcie

Rys. 8.21 C
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z cechy przystawania KBK wynika, ze tréjkaty DBC i FAC sa przystajace, a zatem
AC = BC. W podobny sposéb mozna udowodni¢ twierdzenie 4, co pozostawie jako
éwiczenie.

7 dowodem tym wiaze sie ciekawa, pouczajaca historia. Lamana ABDAFEB, swoim
ksztaltem nieco przypominajaca most, byla przez sredniowiecznych zakdéw nazywana
,0slim mostem” (po lacinie pons asinorum). Uwazali oni, Zze przebrniecie przez dowody
obu twierdzen (czwartego i odwrotnego do niego piatego) jest jak przejcie przez ten
most i tylko osty nie sa w stanie tego dokonac. ..

Istnieje jeszcze jeden ciekawy dowod obu twierdzen, pochodzacy chyba od Pappusa. Mia-
nowicie w twierdzeniu 4 zauwazamy, ze AABC = ABAC (z cechy przystawania BKB:
AC = BC, BC = AC, LACB = £BCA); w twierdzeniu 5 do tego samego wniosku
dochodzimy na podstawie cechy przystawania KBK. Ten dowdd jednak wydaje mi sie
nieco zbyt abstrakcyjny dla gimnazjalisty — zwlaszcza na poczatku nauki geometrii.
Przystawanie trojkatow w tym dowodzie jest tak naprawde relacja nie miedzy figurami
geometrycznymi, ale miedzy uporzadkowanymi trojkami punktéw. Wydaje sie, ze méwie-
nie o przystawaniu figur, nawet jesli bardzo konsekwentnie zwracamy uwage na kolejnosé
punktéw (czyli ich odpowiednio$c), jest czyms znacznie prostszym dla ucznia, niz rozpa-
trywanie relacji miedzy uporzadkowanymi tréjkami punktéw lub przystawaniem trojkata
do siebie, ale w innym potozeniu.

Twierdzenie 8 mozna udowodnié¢ w nastepujacy sposob. Najpierw przedtuzamy bok AC
tréjkata ABC do punktu D takiego, ze CD = BC'i taczymy punkt D D
z punktem B (rys. 8.22). Poniewaz CD = BC|, wiec katy ADBiCBD

sg rowne. Kat CDB jest przy tym mniejszy od kata ABD; zatem c
mamy {ADB < £ABD i w trojkacie ABD naprzeciw mniejszego
kata lezy krotszy bok: AB < AD. Poniewaz AD = AC+CD = AC+
BC, otrzymujemy zadana nieréwno$é: AB < AC + BC. Widzimy, ze 4 Rys. 8.22
ten dowdd jest oparty na zupetnie innym pomyséle niz dowdd zamiesz-

czony w tekscie dla uczniéw. O wyborze poprzedniego dowodu zadecydowalo chyba to, ze
chcialem, by uczniowie szybciej nauczyli sie wykorzystywaé odcinki w trojkacie; w tym
wypadku dwusieczna.

Po omoéwieniu podstawowych twierdzen robie z nich klaséwke. Na klaséwce daje zazwyczaj
3—4 twierdzenia i oczekuje przytoczenia doktadnych dowodéw. Uczniowie zazwyczaj nie
wierza, ze bede wymagat przytoczenia dowodu ze wszystkimi szczegdtami; wyniki klasowki
sg wiec na ogdl dosé mizerne. Dopiero poprawa klaséwki, ktéra robie po kilku dniach od
podania wynikéw, przynosi oczekiwane rezultaty. Uczniowie przyjmuja do wiadomosci,
ze dowoddéw trzeba rzeczywiscie nauczy¢ sie na pamieé¢ i zdecydowana wiekszosé klasy
otrzymuje oceny bardzo dobre. Wtedy przechodze z uczniami do rozwiazywania zadan.
Zadania sg zgrupowane w zestawy. Zestaw I sktada sie z zadan, ktorych rozwiazanie polega
na tzw. rachunku katéw. Zestaw II — poza zadaniem pierwszym — sklada si¢ z zadan
dotyczacych wlasnosci trojkatéow réwnoramiennych; w zadaniach tych wykorzystuje sie
cechy przystawania tréjkatow w najprostszych sytuacjach. Zestaw III zawiera zadania
dotyczace przystawania trdjkatéw. Wreszcie zestaw IV to zadania dotyczace nieréwnosci
w geometrii. Zatrzymajmy si¢ na chwile w tym miejscu. Rozwiazania zadan, ktére ucznio-
wie prezentuja na tablicy, musza takze by¢ dokladnie zapisywane w punktach. Coraz
czedciej, zwlaszeza wtedy, gdy ja sam pokazuje rozwiazanie, na tablicy zostaje zapisany
tylko szkic rozwiazania. Uczniowie maja wtedy przeksztalcié¢ taki szkic w doktadny dowdd
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zapisany w punktach. W tym czasie robi¢ dwie nastepne klaséwki. Pierwsza obejmuje
tylko zestaw I zadan. Znow nie wymagam od uczniéw samodzielnych rozwiazan: maja
wylacznie nauczy¢ sie rozwiagzan zadan z tego zestawu i przytoczy¢ na klaséwee dokladnie
te rozwigzania. Jest to klaséwka do$¢ krotka, zawiera 3 — 4 zadania. Po zrobieniu zadan
z zestawu IV robie duza, dwugodzinng; czasem, ze wzgledu na plan lekcji, rozbijam jg na
dwie klasowki godzinne, oceniane wspdlnie. Na tej klasowce daje 8 zadan: cztery zadania
wybieram z zestawéw II — IV (jedno zadanie z zestawu II, dwa z zestawu III i jedno
z zestawu IV), trzy zadania bardzo podobne do zadan z tych trzech zestawéw i jedno
zadanie zupelnie nowe (na széstke). Po tej klaséwee uczniowie otrzymuja (w postaci pliku
pdf) moje rozwiazania zadan z czterech pierwszych zestawéw; te rozwiazania nie sg zapi-
sane w punktach, ale tak, jak zazwyczaj zapisujemy dowody twierdzen matematycznych.
Uczniowie, ktorzy zaliczyli te ostatnia klaséwke, maja odtad prawo zapisywania dowodow
twierdzen nie w punktach, ale zwyklym ,jezykiem matematycznym”. Interesujace jest
to, ze wielu uczniéw pozostaje jeszcze dlugo przy zapisie bardziej formalnym i nawet
w II klasie zapisuja w ten sposob rozwiazania zadan olimpijskich. Méwia przy tym, ze
ten zapis daje im znacznie wigksza pewno$¢ poprawnoéci rozumowania.

Staram sie, by do konca I klasy wszyscy uczniowie zaliczyli (czasem nawet po dwéch po-
prawach) te duza klaséwke. W niektérych klasach udato mi sie takze rozwiazaé z uczniami
zadania z V i VI zestawu; rzadko zdarzalo mi sie dotrze¢ w I klasie do zestawu VII.
Zestaw V zawiera zadania dotyczace wlasnosci czworokatéw: najpierw sa zadania o réw-
nolegtobokach, potem nieréwnosci. Zestaw VI to zadania o wielokatach wykorzystujace
cechy przystawania tréjkatow. Wreszcie zestaw VII to zadania na twierdzenie Pitago-
rasa. Nastepne zestawy zadan dotycza juz geometrii okregu i rozwigzujemy je dopiero
w II klasie. Popatrzmy zatem na wszystkie zestawy zadan; komentarze do poszczegdlnych
zestawbéw zamieszcze po rozwigzaniach zadan kazdego zestawu:

Zestaw 1

1. Udowodnij, ze dwusieczne katéw przyleglych sa prostopadte. Udowodnij, ze dwu-
sieczne katéw wierzchotkowych przediuzaja sie.

2. Punkt O lezy wewnatrz tréjkata ABC. Udowodnij, ze L AOB > L ACB.

3. Dany jest trojkat ostrokatny réwnoramienny ABC, w ktéorym AC = BC'. Odcinek
AD jest wysokoscig tego tréjkata. Udowodnij, ze LACB =2 - £LBAD.

4. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym £C' = 90°. Odcinek CD jest wyso-
koscia tego trojkata. Udowodnij, ze L BAC = L{BCD i L{ABC = LACD.
5. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym 4B = 90° oraz £ A = 45°. Udowod-

nij, ze AB = BC'. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym 4B = 90° oraz
£A = 60°. Udowodnij, ze AC =2 - AB.

6. Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC wybrano punkty D i F
w taki sposéb, by AC = AF oraz BC = BD. Udowodnij, ze { DCE = 45°.

7. Dany jest trojkat ABC, w ktorym L BAC = o, LABC = 3 oraz {ACB = 7. Na
bokach BC', AC i AB tego trojkata wybrano odpowiednio punkty D, E i F w taki
sposéb, by AE = AF, BD = BF' i CD = CFE. Oblicz miary katéw trojkata DEF.

8. W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowa AD. Udowodnij, ze BC' = 2+ AD wtedy
i tylko wtedy, gdy trojkat ABC jest prostokatny.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

. W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katéw A i B. Przez punkt przeciecia

tych dwusiecznych poprowadzono prosta [ réwnolegla do boku AB. Prosta [ przecina
bok AC' w punkcie D i bok BC w punkcie F. Udowodnij, ze DF = AD + BF.

W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
ACAD = LCBE, LKCAB = LCDF oraz {CBA = LCED.

Zestaw 11

Dane sa przystajace trojkaty ABC i DEF. W tréjkacie ABC' poprowadzono $rod-
kowa AM, dwusieczng AK i wysokosé AH. W trojkacie DEF poprowadzono srod-
kowg DN, dwusieczna DL i wysokos¢é DG. Udowodnij, ze:

AM = DN, AK =DL oraz AH = DG.

Tréjkat ABC jest réwnoramienny: AC = BC. W tréjkacie tym poprowadzono dwu-
sieczna C'D. Udowodnij, ze ta dwusieczna jest $rodkowa i wysokoscia.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym AC' = BC, poprowadzono wysoko$ci
AD i BE. Udowodnij, ze AD = BE.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym AC = BC, poprowadzono $rodkowe
AD i BE. Udowodnij, ze AD = BE.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym AC = BC, poprowadzono dwu-
sieczne AD i BE. Udowodnij, ze AD = BE.

W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
jesli AD = BE, to trojkat ABC' jest rownoramienny. Rozwiaz analogiczne zadanie
dla trojkata rozwartokatnego.

W tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Proste zawierajace te wyso-
kosci przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze jeSli AP = PB, to tréjkat ABC
jest réwnoramienny.
W tréjkacie ABC Srodkowa CD jest tez wysokoscia. Udowodnij, ze trojkat ABC
jest réwnoramienny.

W tréjkacie ABC dwusieczna CD jest tez wysokoscia. Udowodnij, ze trojkat ABC
jest réwnoramienny.

W tréjkacie ABC érodkowa C'D jest tez dwusieczng. Udowodnij, ze tréjkat ABC
jest réwnoramienny.

Zestaw 111

W tréjkatach ABC' i DEF poprowadzono srodkowe AM i DN. Udowodnij, ze tréj-
katy ABC i DEF sa przystajace, jesli:
a) AB= DEFE, BC = EF oraz AM = DN,
b) AM = DN, BC = EF oraz LAMB = A{DNE,
¢) AB=DE, AM = DN oraz {MAB = {NDE,
d) AB=DE, {B = AF oraz AMAB = {NDE,
) AB=DE, AC = DF oraz AM = DN.
W tréojkatach ABC i DEF poprowadzono dwusieczne AK i DL. Udowodnij, ze
trojkaty ABC i DEF sa przystajace, jesli:
a) AB=DFE, AK = DL oraz LA = 4D,
b) AK = DL, LA = 4D oraz LAKB = L{DLE.

e
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.
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W tréjkacie ABC poprowadzono $rodkowa AD. Udowodnij, ze punkty B i C sa
jednakowo oddalone od prostej AD.

Na pélprostej OA lezy punkt B, a na potprostej OC lezy punkt D tak, ze OA = OC
oraz OB = OD. Odcinki AD i BC przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze
tréjkaty OAD i OCB sa przystajace. Udowodnij, ze polprosta OP jest dwusieczna
kata AOC.

Na bokach AB, BC i CA tréjkata réwnobocznego ABC' leza odpowiednio punkty
D, FE i F tak, ze AD = BE = C'F. Udowodnij, ze tréjkat DEF' jest réwnoboczny.

Na bokach BC, AC' i BA tréjkata rownobocznego ABC' wybieramy odpowiednio
punkty D, E i F tak, ze AF = BD = CE. Odcinki AD i BE przecinaja sie
w punkcie K; odcinki BE i C'F przecinaja si¢ w punkcie L; odcinki CF i AD
przecinajg sie w punkcie M. Udowodnij, ze tréjkat K LM jest rownoboczny.

Dany jest trojkat réwnoboczny ABC. Na pélprostych AB, BC i CA (na zewnatrz
trojkata ABC) wybrano punkty D, E i F tak, ze AD = BE = CF. Udowoduij, ze
tréjkat DEF jest réwnoboczny.

Na bokach AB, BC' i CA tréjkata ABC zbudowano (na zewnatrz tréojkata) trzy
tréjkaty réwnoboczne: AFB, BDC' i CEA. Udowodnij, ze AD = BE = CF.

W tréjkacie ABC, w ktérym kat C' jest prosty, przedluzono bok AC poza punkt C
do punktu D takiego, ze CD = CB oraz przedluzono bok BC poza punkt C do
punktu F takiego, ze CE = C'A. Udowodnij, ze przediuzenie wysokosci C'F tréjkata
ABC jest srodkowa w tréjkacie CDE.

Udowodnij, ze jesli punkt M lezy na podstawie AB trdjkata réwnoramiennego ABC,
to suma odlegtosci punktu M od ramion AC' i BC nie zalezy od potozenia punktu M.
Udowodnij, ze suma odlegtosci dowolnego punktu M znajdujacego sie wewnatrz troj-
kata réwnobocznego od trzech bokéw tego trojkata nie zalezy od polozenia punktu M.

Zestaw IV

Zmajdz wszystkie wartosci zmiennej x, dla ktérych istnieje tréjkat o nastepujacych
dtugosciach bokow:

a) a=3x+3, b=4r+1, c=13 - 2x;

b) a=3z—-6,b=4x—1,c=11—2z.
Znajdz wszystkie wartodci zmiennej x, dla ktérych istnieje tréjkat réwnoramienny
o nastepujacych dlugosciach bokow:

a) a=2x+5,b=3r+4, c=4x+1,

b)a=2x+1,0=3x+1,c=4x+1,

c) a=2x+3,b=3x+7 c=4x+1,

d) a=8x—1,b=T—2,c=9x — 2.
W kazdym przypadku oblicz dtugosci bokéw trojkata.
Punkt O lezy wewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze AO + OB < AC + BC.

Punkt O lezy wewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze
1

5 (AB+BC +CA) < A0+ BO +C0 < AB + BC + CA.

W tréjkacie ABC' polaczono wierzcholek A z dowolnym punktem D boku BC.
Udowodnij, ze 2- AD > AB + AC — BC'. Udowodnij, ze jedli punkt D jest $rodkiem
boku BC' tréojkata ABC, to 2- AD < AB + AC.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
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45.

46.

47.
48.

49.
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51.

52.
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Niech punkty D, E i F' beda srodkami bokéw BC, AC i AB tréjkata ABC. Udo-

wodnij, ze

(AB+ AC + BC) < AD + BE + CF < AB + AC + BC.

DN | =

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB > AC. Odcinek AD jest dwusieczng kata A
w tréjkacie ABC. Udowodnij, ze BD > CD oraz {ADB > £ADC.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB > AC. Odcinek AD jest sSrodkowa boku BC.
Udowodnij, ze {BAD < £LCAD.

Punkty K i L leza na boku AB tréjkata ABC'. Udowodnij, ze obwdd trojkata K LC
jest mniejszy od obwodu tréjkata ABC.

Tréjkat K LM lezy wewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze obwod tréjkata K LM
jest mniejszy od obwodu tréjkata ABC.

Zestaw V
Dany jest réwnoleglobok ABCD. Udowodnij, ze przeciwlegle boki i przeciwlegle
katy sa réwne, tzn. AB =CD, AD = BC, DAB = ABCD i LABC = LADC.
Przekatne réwnolegloboku ABCD przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze ten
punkt jest srodkiem obu przekatnych, tzn. AP = CP oraz BP = DP.

Dany jest czworokat ABCD taki, ze AB = CD i AD = BC. Udowodnij, ze ten
czworokat jest rownolegltobokiem.

Dany jest czworokat ABCD taki, ze AB = CD i AB || CD. Udowodnij, Ze ten
czworokat jest réwnolegtobokiem.

Dany jest czworokat ABCD taki, ze {DAB = {DCB i {ABC = £LADC'. Udowod-
nij, ze ten czworokat jest réwnolegltobokiem.

Przekatne czworokata ABC D przecinaja sie¢ w punkcie P, przy czym AP = C'P oraz
BP = DP. Udowodnij, ze ten czworokat jest rownoleglobokiem.

Dany jest czworokat wypuklty ABC D taki, ze AD = BD. Udowodnij, ze BC < AC.
Udowodnij, ze suma odlegtosci dowolnego punktu pltaszczyzny od wierzchotkéw da-
nego czworokata jest wieksza od polowy obwodu tego czworokata.

Znajdz punkt polozony wewnatrz czworokata wypuklego, dla ktorego suma odleglo-
$ci od wierzchotkéw tego czworokata jest najmniejsza.

Udowodnij, ze suma dlugosci przekatnych czworokata wypuklego jest mniejsza od
obwodu tego czworokata, zas wigksza od polowy obwodu czworokata.

Zestaw VI

W pieciokacie wypuklym ABC DE poprowadzono wszystkie przekatne. Oblicz sume
katow LCAD + ADBE + AECA+ LADB + £BEC.

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty P, @, R i S sa punktami przecigcia
dwusiecznych katéw zewnetrznych czworokata ABCD. Udowodnij, Zze sumy prze-
ciwlegtych katéow czworokata PQRS sa rowne.

Na bokach BC i C'D réwnolegloboku ABCD zbudowano (na zewnatrz réwnole-
globoku) tréjkaty réwnoboczne BCK i DCL. Udowodnij, ze tréjkat AKL jest
réwnoboczny.
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69.
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Udowodnij, ze punkty przeciecia dwusiecznych katéw réownolegtoboku nie bedacego
rombem sa wierzchotkami prostokata.

Dany jest réwnolegtobok ABC'D z katem ostrym przy wierzchotku A. Na péltprostej
AB wyznaczono punkt M (M # B) taki, ze CB = CM, a na po6lprostej C'B punkt
N (N # B) taki, ze AB = AN. Udowodnij, ze DM = DN.

W réwnolegltoboku ABCD, w ktérym bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku BC,
potaczono érodek M boku AB z wierzchotkami C'i D. Udowodnij, ze kat C M D jest
prosty.

Na bokach AB i BC kwadratu ABC D obrano odpowiednio punkty F i F, takie, ze
EB + BF = AB. Udowodnij, ze suma katow BAF, EDF i ECB wynosi 90°.

W czworokacie ABC'D mamy AB = AD i BC = CD. Wykaz, ze katy B 1 D sa
rowne. Wykaz, ze przekatne tego czworokata sa prostopadle.

Na bokach AB, BC i CA tréjkata ABC zbudowano trzy tréjkaty réwnoboczne:
APB, BRC i CQA. Tréjkat BRC lezy po tej samej stronie boku BC co tréjkat
ABC, pozostate dwa leza na zewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze punkty A, P,
R i @ sa wspdiliniowe lub sa wierzchotkami réwnolegloboku.

Dane sg dwa kwadraty: ABCD i AEFG. W obu kwadratach podana kolejno$é
wierzchotkéw jest przeciwna do ruchu wskazéwek zegara. Udowodnij, ze BE = DG.

Zestaw VII

Dwaj turyéci wyruszaja jednoczesnie z tego samego miejsca. Jeden z nich idzie na
péinoc z predkoscia 5 kilometrow na godzine, drugi jedzie na rowerze na zachéd
z predkodcia 12 kilometréw na godzine. Po jakim czasie odlegto$é¢ miedzy nimi bedzie
wynosila 39 kilometréw?

Uwaga. Na potrzeby tego zadania przyjmij, ze Ziemia jest plaska.

Jeden koniec linki od latawca, majacej 41 m dlugosci, umocowano na wysokosci 1 m
do tyczki whitej pionowo w ziemie. Latawiec znajduje sie nad miejscem odleglym od
tyczki o 40 m. Na jakiej wysokosci znajduje sie latawiec? Przyjmij, ze linka jest tak
napieta, ze stanowi odcinek linii prostej.

Dwie wieze, jedna o wysokoé$ci 40 metréw i druga o wysokosci 30 metrow, stoja
w odleglosci 50 metrow od siebie. W jakiej odlegtosci od wyzszej wiezy znajduje sig
(na powierzchni ziemi) punkt jednakowo oddalony od wierzchotkéw obu wiez?
Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AB = 14, AC = 15 oraz BC = 13. Oblicz
dlugosci wszystkich wysokoéci tego trojkata.

W trojkacie ABC mamy dane: AB = 16, BC = 6 oraz £B = 60°. Oblicz dlugos¢
boku AC.

Podstawy AB i C'D trapezu ABCD maja odpowiednio dtugosci 13 i 5. Ramie AD
jest prostopadle do podstaw i ma dlugos¢ 15. Symetralna ramienia BC przecina
ramie AD w punkcie E. Oblicz dlugo$é odcinka AF.

Dany jest prostokat ABCD i dowolny punkt P, polozony na plaszczyznie. Udowod-
nij, ze AP? + CP? = BP? + DP?,

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym £C = 90°. W tym tréjkacie popro-
wadzono $rodkowe AD i BE. Udowodnij, ze 4 - (AD? + BE?) =5- AB2.

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Udowodnij, ze przekatne AC' i BD tego czwo-
rokata sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy AB? + CD? = AD? + BC®?.
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70. Znajdz wszystkie takie liczby rzeczywiste z, by tréjkat o bokach nastepujacych diu-
goéci byl prostokatny:
a) a=x+16,b=x+ 18, c =z + 34;
b)a=z+2,b=x+3,c=z+ 1L

Zestaw I — szkice rozwigzan.

1. Udowodnij, ze dwusieczne katéw przyleglych sg prostopadle. Udowodnij, ze dwu-
sieczne katéow wierzchotkowych przedtuzaja sie.

Rozwiagzanie. Niech najpierw polproste OD i OF beda dwu-
siecznymi katéw przylegltych AOC' i BOC (rys. 8.23). Katy AOD
i DOC sy réwne; oznaczmy je litera a. Katy BOE i EOC sa
rowne; oznaczmy je literg 3. Poniewaz punkty A, O, B sa wspol-
liniowe, wiec 2a + 26 = LAOB = 180°. Zatem

4DOE = o+ f3 = 90°.

Niech teraz proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie O (rys.
8.24). Niech nastepnie poélproste OF i OF beda dwusiecznymi
katow AOC' 1 BOD. Poprowadzmy dwusieczna OG kata BOC.
Pétproste OF i OG sa dwusiecznymi katéw przylegtych AOC
i COB, a wiec sa prostopadle. Podobnie, pélproste OG i OF sa
prostopadte. Zatem L EOF = 180°. To znaczy, ze polproste OF
i OF tworza jedna prosta, czyli sie przedtuzaja.

Rys. 8.24

2. Punkt O lezy wewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze LAOB > LACB.

Rozwiagzanie. Pokaze dwa sposoby rozwiazania tego zadania.

Sposdb I. Przedtuzmy odcinek AO do przeciecia z bokiem BC c
tréjkata ABC (rys. 8.25). Kat AOB jest katem zewnetrznym tréj-
kata BDO; zatem LAOB > £BDO. Kat BDO jest katem ze- D
wnetrznym trojkata ADC; zatem £ BDO > L ACD. Stad wynika,
ze

£LAOB > LACD. AT he 825 P

Sposéb II. Oznaczmy katy tak jak na rysunku 8.26. Mamy wéow-

czas C
LBAC =a+¢e, KLABC=p+n.
Stad wynika, ze '
LACB =180° — LBAC — L{ABC =180° —a—-f—c—n= A B

=(180°—a—f3)— (e+n) = LAOB — (¢ + 1),

a wiec LACB < LAOB.
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3. Dany jest trojkat ostrokatny réwnoramienny ABC, w ktéorym AC = BC'. Odcinek
AD jest wysokoscig tego tréjkata. Udowodnij, ze LACB =2- LBAD.

c Rozwigzanie. Oznaczmy L ACB = v oraz £ BAC = « (rys. 8.27).
Witedy v = 180° — 2, czyli o = B2=7 = 90° — 2. Stad dostajemy

A ABAD:a—ACAD:af(%Of'y):90°7%790°+’y:%,
D
/> ‘ czyli LACB =~ = 2- L BAD.
[\
A B
Rys. 8.27

4. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym £C = 90°. Odcinek CD jest wyso-
koscig tego tréjkata. Udowodnij, ze L BAC = {BCD i LABC = LACD.

Rys. 8.28 c Rozwiazanie. Oznaczmy katy ostre trojkata ABC jak na
rysunku 8.28. Wtedy o + 3 = 90°, skad dostajemy

ABCD =90°—-(3=a oraz LACD =90°—a=p0.

= o5
A D B

5. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym £B = 90° oraz LA = 45°. Udowod-
nij, ze AB = BC. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym 4B = 90° oraz
A A = 60°. Udowodnij, ze AC =2 - AB.
Rys. 8.29 C Rozwiazanie. Jedli LA = 45° i LB = 90°, to £C = 45° = L A. Zatem
z twierdzenia 5 wynika, ze AB = BC. Przypusémy teraz, ze LA = 60°
i £B = 90°; wtedy, oczywiscie, £C' = 30°. Na przeciwprostokatnej AC
wybierzmy teraz punkt D tak, by AD = AB (rys. 8.29). Tréjkat ABD
jest réwnoramienny, przy czym jeden jego kat jest rowny 60°. Stad wynika,
ze wszystkie katy tego trojkata sa réwne 60°. Zatem AB = AD = BD. Po-
nadto L DBC = 30° = LDCB. Zatem tréjkat BC'D jest rownoramienny:
BD = CD. Stad otrzymujemy réwnos¢ AB = AD = BD = CD, z ktérej wynika, ze
AC =2-AB.
Uwaga. Inny sposéb rozwiazania otrzymamy przedtuzajac bok AB do punktu D takiego,
ze AB = BD. Zauwazamy, ze tréjkaty ABC 1 DBC sa przystajace (cecha BKB), a wiec
AADC = 60°. Stad wynika, ze trojkat ADC' jest réwnoboczny. Poniewaz AD = 2 - AB,
wiec AC =2- AB.
6. Na przeciwprostokatnej AB trdojkata prostokatnego ABC wybrano punkty D i F
w taki sposéb, by AC = AF oraz BC = BD. Udowodnij, ze { DCE = 45°.

Rozwigzanie. Oznaczmy katy ostre A i B trojkata ABC tak jak na rysunku 8.30.
Wéwezas mamy o + 5 = 90°. Poniewaz AC = AFE, wiec

A B

c
180° —
LACE = LAEC = y —90° - 2.
- 8 , . . _ o B _
Ry > B W podobny sposodb pokazujemy, ze L BDC' = 90 5. Za

tem z twierdzenia o sumie katow tréjkata D EC otrzymujemy

Rys' 8.30 (o} o a (e} /8 a+ﬂ o]
4DCE = 180° — LAEC — £BDC = 180 —(90 —5)— 90° — 2 ) = — 45°.

2 2
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7. Dany jest trojkat ABC, w ktérym L BAC = o, LABC = (3 oraz LACB = 7. Na
bokach BC', AC' i AB tego trojkata wybrano odpowiednio punkty D, F i F' w taki
sposéb, by AE = AF, BD = BF i CD = CFE. Oblicz miary katéw trojkata DEF.

Rozwiazanie. Oznaczmy katy tréjkata tak jak na rysunku 8.31.
Woéwezas
180° — «

LAFE = LAEF = ———= = 90° - %

Podobnie { BFD = £BDF = 90° — 2. Stad dostajemy

KEFD = 180° — {AFE — {BFD = 180° — (900 - %) - (900 - g) _@ ; B

W podobny sposéb obliczamy pozostale katy tréjkata DEF', otrzymujac ostatecznie:

g

B+ O‘_ﬂzgoo_? (EFD =210 _gp0 7,

—90°~ 2 (DEF = :

LEDF =
2

8. W tréjkacie ABC poprowadzono $rodkowa AD. Udowodnij, ze BC = 2- AD wtedy
i tylko wtedy, gdy trojkat ABC jest prostokatny.
Rozwiazanie. Poprowadzmy w trojkacie ABC srodkowa AD i oz-

c
naczmy katy ostre tego tréjkata literami 81~ (rys. 8.32). Zalézmy
najpierw, ze BC = 2 - AD. Wtedy AD = BD = CD, a wiec D
trojkaty ABD i AC'D sa réwnoramienne. Stad mamy < BAD = f3 A
oraz LCAD = ~. Zatem A B
Rys. 8.32

180° = LBAC + LABC + LACB = (B+v)+ 8+~ =20+ 2,
czyli LBAC = 4 v =90°. Trojkat ABC jest wiec prostokatny.
Przeprowadzimy teraz dowoéd w druga strone. Przypuéémy, ze trdj- ¢
kat ABC jest prostokatny i oznaczmy katy tak jak na rysunku 8.33. D

7 zatozen wynika, ze 8 + v = 90° oraz BD = CD. Prowadzimy

dowdd niewprost. Zalézmy, ze AD # BD. Przypusémy najpierw, A
ze AD < BD. Wtedy (8 < . Poniewaz BD = CD, wiec réwniez 4 B
AD < CD, czyli v < 1. Zatem {BAC =¢+1n> 3+ = 90°, co Rys. 8.33

jest sprzeczne z zatozeniem. Podobnie doprowadzamy do sprzecznoéci przypuszczenie, ze

AD > BD. Zatem AD = BD, czyli BC =2- AD.

Uwaga. Inne rozwiazanie otrzymamy przedluzajac odcinek AD (poza punkt D) do
punktu F takiego, ze DE = AD. Teraz zauwazamy, ze tréjkaty ACD i EBD sa przysta-
jace (cecha BKB). Stad wynika, ze AC = BE oraz L EBD = 7. Zatem mamy réwnos$¢
AABE = [+ v = 90°. Stad wynika, ze trojkaty ABC i BAFE sa przystajace, a wiec
AFE = BC. Zatem 2- AD = 2 - BD, czyli ostatecznie AD = BD = CD.
9. W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katéw A i B. Przez punkt przeciecia
tych dwusiecznych poprowadzono prosta [ réwnolegta do boku AB. Prosta [ przecina
bok AC w punkcie D i bok BC w punkcie F'. Udowodnij, ze DF = AD + BF.
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Rys. 8.34 c Rozwiazanie. Niech E bedzie punktem przeciecia dwusiecz-
nych katéw CAB i CBA (rys. 8.34). Poniewaz DF || AB, wiec
ABAFE = ADEA (katy naprzemianlegle). Poniewaz pdlprosta
AFE jest dwusieczng kata BAD, wiec K BAE = ADAE. Zatem
ADAE = £LDFEA, skad wynika, ze AD = DE. Podobnie poka-
A B zujemy, ze BF = EF, a wiec AD + BF = DE + EF = DF.

10. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze

LCAD = LCBE, £KCAB = LCDE oraz LCBA = £CED.

Rozwigzanie. Oznaczmy literami «, 8 i v katy tréjkata ABC. Niech punkt M be-
dzie srodkiem boku AB (rys. 8.35). Najpierw zauwazamy, ze
LCAD = LCBE = 90° — . Nastepnie zauwazamy, ze od-
cinki DM i EM sa érodkowymi w tréjkatach prostokatnych
ABD i ABE, poprowadzonymi z wierzchotkéw katéw pro-
stych. Z zadania 8 wynika zatem, ze trojkaty AEM i BDM
sa réwnoramienne:

DM =EM = AM = BM.

Rys. 8.35

Stad: AMAE = AMFEA = «, azatem {AMFE = 180° — 2.
Nastepnie: KM BD = AMDB = (3, a wiec £ BM D = 180° — 2. Mozemy teraz obliczy¢
katy trojkata réwnoramiennego M DE:

ADME = 180° — LAME — {BMD = 180° — (180° — 2at) — (180° — 23) = 2+ 23 — 180°

oraz

180° — (2ac+ 23 — 180°)

AMDE = LMFED = 5

=180° — (a + 9).
Wreszcie
LCED =180° — LAME — AMED = 180° — a — (180° —a — ) = 8 = LABC

i podobnie {CDE = a = LBAC.

W drugiej czesci zadania 1 uczniowie rzadko dorysowuja dwusieczna kata BOC; czesciej
prowadza dowdd bezposredni podobny do dowodu pierwszej czeéci. W zadaniu 2 chyba
nigdy jeszcze nie znalezli rozwiazania sposobem pierwszym. Pomyst przedluzenia odcinka
AO przydaje sie w zestawie 4, jednak uczniowie nie dostrzegaja go wéwczas, mimo poka-
zania tego pomystu teraz. Pierwsza czesS¢ zadania 5 jest dla uczniéw oczywista, w drugiej
popelniaja bardzo ciekawy blad: pisza, ze — poniewaz kat C jest dwa razy mniejszy od
kata A — odcinek AB jest dwa razy krétszy od odcinka AC. Prébujg przy tym powo-
lywaé sie na twierdzenie 7 (naprzeciw wigkszego kata lezy dluzszy bok). Nie dostrzegaja
przy tym dwdéch bledéw: po pierwsze, nie rozpatrywali obu bokéw naprzeciw rozwazanych
katow; po drugie, twierdzenie 7 méwi tylko o tym, ktéry bok jest dtuzszy i nie méwi,
ile razy dluzszy. Uczniowie ci sg zaskoczeni, ze nie ma zadnej prostej zaleznosci tego
typu. Podobnie sa zaskoczeni tym (o czym im méwie, gdy wspominam o konstrukcjach
geometrycznych), ze nie mozna konstrukcyjnie podzielié¢ kata 60° na trzy réwne czesci.
Zazwyczaj podaja wtedy ,przyklad” konstrukcji: dziela punktami D i F bok AB trdj-
kata réwnobocznego ABC' na trzy rowne czedci i twierdza, ze katy ACD, DCE i ECB sa
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rowne. Nieduzy, niezbyt dokladny rysunek i pomiar katéw za pomoca katomierza te teze
potwierdza. Do tej kwestii powracam pod koniec zestawu II. Zadania 6 i 7 rozwiazuje
sie podobnie: musimy oblicza¢ miary katéw przy podstawie tréjkata réwnoramiennego
o danym kacie miedzy ramionami. W zadaniu 6 czesto pojawia sie rozumowanie pole-
gajace na dodaniu miar katéow ACE 1 BCD. Otrzymujemy kat prosty, przy czym kat
DCE zostal dodany dwa razy. W zadaniu 7 interesujacym problemem jest kwestia istnie-
nia punktow D, F i F. Sg to mianowicie punkty stycznosci okregu wpisanego w trojkat
z bokami tréojkata. Takie wyjasnienie jest jednak na tym etapie przedwczesne; mozemy
jednak poprosi¢ uczniéw o obliczenie dlugosci odcinkéw AD, DB itd. Prowadzi to do
nietrudnego ukladu réwnan z trzema niewiadomymi. Przyjmijmy bowiem, ze

BC=a, AC=0b oraz AB=c.
Wprowadzmy nastepnie niewiadome:
x=AF=AF, y=BD=BF, z=CD=CE.

Otrzymamy uklad réwnan:

r+y=c,
y+z=a,
x4z =0

Dodajac stronami réwnania pierwsze i trzecie, otrzymujemy 2x 4+ y + z = b + ¢ czyli, po
uwzglednieniu réwnania drugiego, 2z + a = b + ¢. Stad dostajemy

_btc—a

. 2

W podobny sposéb obliczamy y i z. Konstrukcja odcinkdéw o takich dlugosciach jest juz
bardzo prosta. Zauwazmy, ze pokazany sposob rozwiazania ukladu réwnan ma prosta
interpretacje geometryczna:

AB+ AC=AF+BF+AE+CE=2-AE+BD+CD =2-AE+ BC

i stad
2-AF = AB+ AC — AB,

czyli
AE = %-(AB+AC—AB).

Umiejetnosé skonstruowania punktéw D, E i F pozwala w inny sposéb (tzn. bez uzycia
dwusiecznych katéw) skonstruowaé srodek okregu wpisanego w tréjkat: wystarczy na
przyktad w punktach D i E poprowadzi¢ proste prostopadle do odpowiednich bokdéw
i punkt przeciecia tych prostopadtych bedzie szukanym $rodkiem okregu wpisanego.

Zadanie 9 jest zadaniem, w ktorym korzystamy z réwnosci katéw naprzemianleglych; jest
to w tym zestawie jedyne takie zadanie. Zwracam tez uwage na zadania 8 i 10. Te zadania
stang sie oczywiste, gdy poznamy nieco geometrii okregu. Zadanie 8 to tak naprawde
stwierdzenie, ze kat wpisany w okrag jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy jest oparty na
$rednicy okregu. Zadanie 10 wynika natomiast z tego, ze na czworokacie ABDFE mozna
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opisac¢ okrag. Zadania te daje tu celowo; chce pokazaé, ze — w miare jak przybywa wiedzy
— te same twierdzenia umiemy udowodnié¢ prosciej, a czasem umiemy udowodnié wiecej
(zobaczymy takie zadanie w zestawie IV). Zadanie 10 jest dla uczniéw trudne; nie tylko
prawie nigdy nie zdarza si¢, by kto$ z klasy rozwiazal je samodzielnie (w rozwiazaniu
korzystamy kilkakrotnie z zadania 8), ale nawet samo zapamigtanie dowodu jest trudne.

Jest to zatem zadanie, ktérego rozwiazanie z reguly musi pokaza¢ na tablicy nauczyciel.
W takim przypadku robie duzy rysunek i po kolei pokazuje, ktére katy obliczam. A oto
sposob, w jaki powstaje rysunek. Zaczynam od zaznaczenia punktu M. Nastepnie pro-
wadze odcinki M D i M E oraz zaznaczam na rysunku strzatkami katy a i 8 (rys.8.36).
Teraz korzystam z zadania 8, by zaznaczy¢ réwnos$¢ odcinkéw wychodzacych z punktu M;
moge tez zetrzeé niepotrzebne juz oznaczenia katéw prostych (rys. 8.37).

C

M TB

S
o —

B
Rys. 8.36 Rys. 8.37

Nastepnie zaznaczam miary katow AEM i BDM oraz obliczam miary katéw AME
i BMD (rys. 8.38). W kolejnym kroku obliczam miare kata EM D oraz miary katéow
MED i MDE przy podstawie tréjkata réwnoramiennego DEM (rys. 8.39).

180° — 20 180°—23 180° 23
Rys. 8.38
180° —(180° —2a)—(180° —28) =

=204+28—180°

180° — (2a+28—180° 360° —2a—
80 (a;—[ 80°) _ 360 22a 2ﬁ:180°—a—ﬁ

Rys. 8.39
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Wreszcie wykazuje, ze L DEC = (3 (rys. 8.40).

180° — 20 180°—253

180° —(180° —2a) —(180° —283)=
=2a+23-180°

o _ — o L o_ —
180 (2(1;-2/3 180°) _ 360 22a 28 _180°—a—f3

180° —a—(180° —a—B)=180° —a—180° +a+B=p Rys. 8.40

Odpowiednio zrobiony rysunek pokazuje kolejnosé obliczen, a wiec caly tok rozumowa-
nia; obliczane kolejno miary katow odczytujemy z géry na dot. Prosze uczniéw, by na
podstawie tego rysunku zapisali caly dowdd w punktach. Bardzo czesto uczniowie, ktorzy
nie dali rady przerysowaé¢ w taki sam sposéb rysunku z tablicy, fotografuja go aparatem
komoérkowym; sam zresztg ich do tego zachecam. Okazuje sie, ze wielu uczniéw z takim
zadaniem radzi sobie juz calkiem dobrze; pozostali dostaja kompletny i doktadny dowdd
na tablicy na nastepnej lekcji.

Zestaw II — szkice rozwigzan.

11. Dane sa przystajace tréjkaty ABC i DEF. W tréjkacie ABC poprowadzono $rod-
kowa AM, dwusieczng AK i wysokos¢ AH. W trojkacie DEF poprowadzono Srod-
kowa DN, dwusieczng DL i wysokosé DG. Udowodnij, ze:

AM = DN, AK = DL oraz AH = DG.

Rozwiazanie. Szczegélowe rozwiazanie pokaze w przypadku $rodkowych (rys. 8.41).
Dowodzimy wtedy, ze trojkaty ABM i DEN sa przystajace (mozna tez dowodzié, ze
tréjkaty AMC i DNF sa przystajace). Poniewaz tréjkaty ABC i DEF sa przystajace,
wiec AB=DE, {ABM = ADEN oraz BC = EF.

C F

A B D E Rys. 8.41
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Zatem . )
BM:§-BC:§-EF:EN.

Stad wynika, ze AABM = ADEN (cecha przystawania BKB), a wigc AM = DN.
Réwnosci dwusiecznych dowodzimy pokazujac na przyklad, ze tréjkaty ABK i DEL sa
przystajace. Aby udowodnié, ze réwne sg wysokosci, musimy rozwazy¢ trzy przypadki.
Jedli trojkaty ABC' 1 DEF sa ostrokatne, to wysokoéci AH i DG leza wtedy wewnatrz
tych tréjkatéw. Dowodzimy wéwcezas na przyklad, ze trojkaty ABH i DEG s przy-
stajace. Szczegbly tych dowoddéw, a takze dowoddéw réwnosci wysokoéci w przypadku
tréjkatéw prostokatnych i rozwartokatnych, pozostawiam jako éwiczenie.

12. Tréjkat ABC jest réwnoramienny: AC = BC. W tréjkacie tym poprowadzono dwu-
sieczng C'D. Udowodnij, ze ta dwusieczna jest srodkowa i wysokoécia.

Rozwiazanie. Dwusieczna kata ACB przecina bok AB w punk-
cie D (rys. 8.42). Tak jak w dowodzie twierdzenia 4, pokazujemy,
ze trojkaty ADC i BDC sa przystajace (maja one wspélny bok
CD, LACD = £BCD, AC = BC, cecha przystawania BKB).
Stad wynika, ze AD = BD, a wigc dwusieczna C'D jest takze rod-
kowa. 7 przystawania tréjkatow ADC i BDC wynika réwniez, ze
A D B LADC = £BDC. Poniewaz punkt D lezy na prostej AB, wiec

Rys. 8.42 LADC + ABDC = 180°. Zatem LADC = £BDC = 90°, czyli
dwusieczna C'D jest tez wysokoscia.

C

13. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym AC' = BC', poprowadzono wysokosci
AD i BE. Udowodnij, ze AD = BE.

c Rozwiazanie. Przypusémy, ze tréjkat ABC' jest ostrokatny. Za-
tem wysokoéci AD i BE leza wewnatrz tego tréjkata. Dowodzimy,
ze tréjkaty ABD i BAEFE sa przystajace (rys. 8.43). Tréjkaty te

E D maja wspolny bok AB iréwne katy ABD i BAE (wynika to z twier-
dzenia 4). Nastepnie

A B ADAB =90° — LABD =90° — {BAE = {ABE.
Rys. 8.43
Stad wynika, ze AABD = ABAEFE (cecha przystawania KBK),
a wiec AD = BE.

Uwaga. Mozna takze dowodzié¢, ze AADC = ABEC. Nalezy takze rozwigzaé zadanie
w przypadku, gdy trojkat ABC jest prostokatny lub rozwartokatny; pozostawiamy to
jako ¢éwiczenie.

14. W tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktérym AC = BC, poprowadzono $rodkowe
AD i BE. Udowodnij, ze AD = BE.

c Rozwiazanie. Dowodzimy, ze trojkaty ABD i BAF sa przystajace
(rys. 8.44). Tréjkaty te maja wspdlny bok AB oraz réwne katy

ABD i BAE (na podstawie twierdzenia 4). Nastepnie
BD =

-BC =—--AC = AE.

N |
N |

=

C
Rys. 8.44 B Stad wynika, ze AABD = ABA
a wiec AD = BE.

(cecha przystawania BKB),
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15. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym AC = BC, poprowadzono dwu-
sieczne AD i BE. Udowodnij, ze AD = BE.

Rozwigzanie. Dowodzimy, ze tréjkaty ABD i BAE sa przystajace
(rys. 8.45). Trojkaty te maja wspdlny bok AB oraz réwne katy
ABD i BAE (co wynika z twierdzenia 4). Nastepnie

=
Q
v)

£BAD = % - {BAC = % -£{ABC = LABE.

Stad wynika, ze AABD = ABAEFE (cecha przystawania KBK), s 845

a wiec AD = BE.

16. W trojkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
jesli AD = BE, to trojkat ABC' jest rownoramienny. Rozwiaz analogiczne zadanie
dla trojkata rozwartokatnego.

Rozwiazanie. Dowodzimy, ze trojkaty ADC i BEC sa przysta-
jace (Rys. 8.46). Z zalozenia wiemy, ze AD = BE. Tréjkaty ADC
i BEC maja tez wspolny kat C: LACD = LBCE. Ponadto

£LCAD =90° — LACD =90° — £« BCE = L{CBE.

&
Q
&)

A B
Zatem ANADC = ABEC (cecha przystawania KBK), skad wynika, Rys. 8.46

ze AC = BC.

17. W tréjkacie ABC poprowadzono wysokoéci AD i BE. Proste zawierajace te wyso-
kosci przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze je$li AP = PB, to tréjkat ABC
jest réwnoramienny.

Rozwigzanie. Dowodzimy, ze {BAC = LABC' (rys 8.47). Poniewaz trojkat ABP jest
réwnoramienny, wiec £ BAP = { ABP. Nastepnie

£LCAD =90° — LACD =90° — KBCE = {CBE.

(> O\
Stad wynika, ze ,\

£LBAC = {BAP+ LCAD = {ABP + LCBFE = LABC, Rus. 8.47
ys. 8.

czyli tréjkat ABC' jest rOwnoramienny.

18. W tréjkacie ABC érodkowa CD jest tez wysokosécia. Udowodnij, ze tréjkat ABC
jest réwnoramienny.

Rozwigzanie. Dowodzimy, ze tréjkaty ADC i BDC' sa przysta-
jace (rys 8.48). Z zalozenia wiemy, ze AD = BD oraz

LADC = £BDC = 90°.

Tréjkaty ADC i BDC' maja takze wspélny bok CD, a wigc sa 4
przystajace (cecha BKB). Zatem AC = BC. Rys. 8.48
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19. W tréjkacie ABC dwusieczna C'D jest tez wysokoscia. Udowodnij, ze trojkat ABC
jest réwnoramienny.

c Rozwiazanie. Dowodzimy, ze trojkaty ADC i BDC' sa przysta-
jace. Tréjkaty te maja wspdlny bok C'D, a z zalozenia wynika,
ze LADC = ABDC = 90° oraz LACD = ABCD. Zatem rze-
czywiscie AADC = ABDC (cecha przystawania KBK), a wiec
AC = BC.

A D B
Rys. 8.49

20. W tréjkacie ABC $rodkowa CD jest tez dwusieczng. Udowodnij, ze tréjkat ABC
jest réwnoramienny.

c Rozwigzanie. Przedtuzamy odcinek CD do punktu E takiego,
ze DE = CD. Najpierw dowodzimy, ze trojkaty BDC i ADE
sg przystajace. Z zalozenia BD = AD. 7 konstrukcji wynika, ze
DC = DE. Katy BDC i ADFE sa wierzcholkowe, wiec

ABDC = AADE

A D B
(cecha przystawania BKB). Stad wynika, ze
BC =AFE oraz ABCD = LAED.
E
Rys. 8.50 Zatem LACD = LAED, czyli trojkat ECA jest réwnoramienny.

Stad dostajemy AC' = AE = BC.

Zadanie 11 ma pokazywac, ze tréjkaty przystajace sa identyczne pod kazdym wzgledem.
Pokazujemy tu tylko, ze odpowiednie odcinki w tréjkatach przystajacych sa rowne. Stuzy
to jako przyklad tego, ze wszystkie inne wlasnosci tych tréjkatéw beda takie same. Za-
danie 12 jest w zasadzie powtérzeniem twierdzenia 4. Chce jednak utrwali¢ u uczniéow to,
ze w tréjkacie réwnoramiennym dwusieczna, Srodkowa i wysoko$é¢ poprowadzone z wierz-
chotka miedzy ramionami pokrywaja sie i sa zawarte w symetralnej podstawy. To dowodzi
w szczegollnosei jednej wlasnosci symetralnej: punkt jednakowo oddalony od koncow od-
cinka lezy na symetralnej tego odcinka. Dowdd w druga strone, tzn. dowdd tego, ze punkt
symetralnej jest jednakowo oddalony od konicéw odcinka, jest rozwiazaniem zadania 18. Po
rozwigzaniu zadania 18 podsumowuje te dwa zadania, omawiajac wlasnoé¢ charakteryzu-
jaca srodkows. Jest to tez dobry moment na to, by powiedzie¢ uczniom, co to jest miejsce
geometryczne punktéw (w bardziej nowoczesnej terminologii méwimy o zbiorze punktéw
majacych dana wlasnosé; ja jednak uzywam tu okreélenia tradycyjnego). Tak wiec sy-
metralna odcinka (a wiec z definicji prosta prostopadia do odcinka, przechodzaca przez
jego érodek) jest miejscem geometrycznym punktéw jednakowo oddalonych od kohcéw
tego odcinka. Zadania 13, 14 i 15 pokazuja ciekawe wtasnosci trojkata rownoramiennego.
Wtlasnosci te sa o tyle wazne, ze charakteryzuja trojkaty rownoramienne. Zadanie 16 jest
zadaniem odwrotnym do zadania 13: w trojkacie rownoramiennym wysokoéci sa réwne i na
odwrdét, to znaczy jesli w tréjkacie wysokoéci sg rowne, to ten trojkat jest réwnoramienny.
Uczniowie pytaja mnie (a jesli tego nie uczynia, to sam poruszam ten temat), dlaczego
wysokosci sa tak wyrdznione, dlaczego podobnego zadania nie datem dla $rodkowych
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i dwusiecznych. Odpowiadam im, ze podobne twierdzenia dla srodkowych i dwusiecznych
sa prawdziwe, ale ich dowody sa znacznie trudniejsze, a takze wymagaja wiedzy, ktorej
uczniowie teraz jeszcze nie posiadaja. Zadanie 17 po raz pierwszy wspomina jeden z tzw.
punktow szczegblnych trdjkata: ortocentrum, czyli punkt przeciecia wysokosci. Wprawdzie
moéwie tylko o punkceie przecigcia dwdch wysokosci, ale uczniowie na ogot gdzies juz styszeli
o tym, ze wszystkie wysokosci przecinaja si¢ w jednym punkcie i czesto przy okazji tego
zadania o tym moéwia. Jest to dobra okazja, by o tych punktach z uczniami porozmawiaé,
podaé fakty i powiedzie¢, ze dowody odpowiednich twierdzen poznaja wkrétce. Zadania
18, 191 20 sa w pewnym sensie odwrotne do zadania 12. Jesli odcinek w tréjkacie ma dwie
z trzech wlasnodci (§rodkowa, dwusieczna, wysoko$é), to tréjkat jest réwnoramienny i ten
odcinek ma oczywiscie takze te trzeciag wlasnos$¢. Te trzy zadania warto zadaé¢ uczniom
do domu jednoczesnie. Sa oni zaskoczeni tym, ze dwa pierwsze zadania rozwiazuje sie
latwo — widaé od razu, dlaczego odpowiednie trojkaty sa przystajace — natomiast roz-
wigzania trzeciego zadania na ogél nie znajduja. Rozwiazanie, ktére uczniom pokazuje,
wykorzystuje czesto stosowana sztuczke: przedtuzenie srodkowej o te samg dlugosé. Ten
pomyst bedzie jeszcze wiele razy wykorzystywany w innych zadaniach.

Jest to dobry moment, by porozmawiaé z uczniami o rozwiazywaniu zadan. Mowie im,
ze rozwigzania wielu zadan oparte sa na pewnych powtarzajacych sie pomystach, sztucz-
kach (uzywam tego slowa, nazywam pomysly sztuczkami). Sztuczki, pomysty, ktére sie
powtarzaja, warto zapamietaé: pomyst wykorzystany dwa razy staje sie¢ metoda. Takim
pomystem jest wladnie sztuczka polegajaca na przedluzeniu érodkowej; w przysziosci ta-
kich sztuczek uczniowie poznaja wiecej. By¢ moze cala nauka matematyki polega na
poznawaniu i wymyslaniu nowych sztuczek.

Sztuczke polegajacag na przedluzeniu $rodkowej wykorzystuje w zadaniu o trysekcji”
kata 60 stopni. Uczniowie czesto twierdza, ze umieja podzieli¢ kat 60° na trzy réwne
czesci. Oto ich rozumowanie: mamy dany tréjkat rownoboczny ABC'; dzielimy bok AB
na trzy réwne czesci punktami D i F; wtedy

LACD = ADCFE = LECB = 20°.

Pokaze, ze tak nie jest. Niech wiec punkty D i E dzielg bok AB tréjkata réwnobocznego
ABC na trzy réwne czesci (rys 8.51). Cheemy pokazaé, ze katy ACD, DCE i ECB nie
sg réwne. W tym celu przedluzamy odcinek C'E' do punktu F' takiego, ze CE = EF
(rys. 8.52) — zauwazmy, ze odcinek C'E jest srodkowa w tréjkacie DBC:

C C

Rys. 8.51

Rys. 8.52
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Najpierw dowodzimy, ze tréjkaty ADC i BEC sa przystajace (cecha przystawania BKB).
Stad wynika, ze katy ACD i BCFE sa réwne oraz DC = EC. Zatem trojkat DEC jest
rownoramienny; jego katy przy podstawie sa réwne, a zatem sg ostre. Stad wynika, ze
kat BEC jest rozwarty. Z twierdzenia 7 zastosowanego do trdjkata EFBC wynika, ze
CE < CB. Teraz dowodzimy, ze tréjkaty DEC i BEF sa przystajace (réwniez cecha
BKB). Stad wynika, ze DC' = BF'. Poniewaz DC < BC, wiec BF < BC. Z twierdzenia 6
zastosowanego do trojkata BC'F wynika, ze {EFCB < {BFE = £{DCE.

Doktadniejsze obliczenia przeprowadzone z uzyciem trygonometrii (czego z uczniami nie

robie) pokazuja, ze cos DCE = % ~ 0,92857 oraz cos ECB = 51—\{17 ~ 0,94491. Stad
dostajemy
ADCE =~ 21,7868° oraz A{ACD = AFECB = 19,1066°.

Te wielkosci podaje uczniom moéwigc, ze w liceum naucza sie, jak to mozna obliczy¢.
Zestaw II1 — szkice rozwigzan.
21. W tréjkatach ABC i DEF poprowadzono srodkowe AM i DN. Udowodnij, ze tréj-
katy ABC i DEF sa przystajace, jesli:
a) AB= DE, BC = EF oraz AM = DN,
b) AM = DN, BC = EF oraz {AMB = {DNE,
¢) AB=DE, AM = DN oraz {MAB = {NDE,
d) AB=DE, {B = AF oraz AMAB = A{NDE,
e) AB=DE, AC = DF oraz AM = DN.

Rozwiazanie. Oto trojkaty ABC i DEF z poprowadzonymi w nich srodkowymi AM
i DN (rys. 8.53):

A B D E Rys. 8.53

a) Poniewaz BC = EF,a M i N sg $rodkami bokéw BC i EF, wigc

BM =3 -BC = }-EF = EN.

7 tego wynika, ze AB = DE, AM = DN i BM = EN, wiec ANABM = ADEN
(cecha przystawania BBB). Zatem

LABC = LABM = ADEN = {DEF

i z cechy przystawania BKB otrzymujemy A ABC = A DEF.

b) Tak jak w punkcie a) dowodzimy, ze BM = EN. Mamy tym razem AM = DN,
LAMB = DNE i BM = EN, wigc AABM = A DEN (cecha przystawania
BKB). Stad wynika, ze AB = DE i LABC = {ABM = {DEN = {DEF, a wiec
AN ABC = A DEF (cecha przystawania BK B).
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¢) Z cechy przystawania BKB otrzymujemy A ABM = A DEN, skad wynika, ze
BM = DN oraz — tak jak w punktach a) i b) — 2ze LABC = LDEF'. Teraz

BC=2-BM =2-EN =FEF

i znéw z cechy przystawania BKB dostajemy A ABC = A DEF.

d) Z cechy przystawania KBK dostajemy A ABM = A ADN. Stad — tak jak w punk-
cie ¢) — wynika, ze BC' = E'F i z cechy przystawania BKB, ze A ABC = A DEF.
e) Przedluzamy érodkowe AM i DN do punktéw P i @ takich, ze AM = MP oraz

DN = NQ. Nastepnie punkt P laczymy z punktem C, a punkt @ z punktem F
(rys. 8.54):

A B D E Rys. 8.54

Najpierw zauwazamy, ze N AMB = APMC: AM = PM z definicji punktu P,
BM = CM, bo M jest $srodkiem boku BC oraz {AMB = £PMC, bo sa to katy
wierzchotkowe (cecha przystawania BKB). Stad wynika, ze CP = AB. Podobnie
dowodzimy, ze ADNE = AQNF i FQ = DE. Teraz mamy:

AC =DF, CP=AB=DE=FQ, oraz AP=2.AM =2-DN = DQ.

7 cechy przystawania BBB wynika teraz, ze A ACP = A DFQ, skad dostajemy
LCAM = LFDN. Teraz z cechy przystawania BKB mamy A AMC = A DNF,
awiec CM = FN. Stad wynika, ze BC = EF iz cechy przystawania BBB dostajemy
ANABC = ADEF.

22. W tréojkatach ABC i DEF poprowadzono dwusieczne AK i DL. Udowodnij, ze
trojkaty ABC i DEF sa przystajace, jesli:
a) AB=DFE, AK = DL oraz LA = 4D,
b) AK = DL, LA = 4D oraz LAKB = {DLE.

Rozwiagzanie. Oto trojkaty ABC i DEF z poprowadzonymi w nich dwusiecznymi AK
i DL (rys. 8.55):

A B D E Rys. 8.55

a) Poniewaz £ A = LD, wiec

{BAK = 1. 4{BAC=1.4A=1.4D=1.4EDF = {EDL.
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Zatem AN ABK = A DEL (cecha przystawania BKB). Stad wynika, ze £B = LFE
i z cechy przystawania KBK dostajemy A ABC' = A DEF.

b) Tak jak w punkcie a) pokazujemy, ze {BAK = L{EDL i tym razem z cechy przysta-
wania KBK dostajemy A ABK = A DFEL, a nastepnie konczymy dowéd podobnie
do przykladu a).

23. W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowa AD. Udowodnij, ze punkty B i C' sa
jednakowo oddalone od prostej AD.

Rozwiagzanie. Niech P i ) beda rzutami punktéw B i C' na pél-
prosta AD (rys. 8.56). Wowczas £ BPD = £CQD = 90° oraz
ABDP = £CDQ (katy wierzchotkowe). Tréjkaty BDP i CDQ
maja po dwa katy rowne, a wiec takze L DBP = ADCQ. Za-
tem ABPD = ACQD ({BDP = £CDQ, {DBP = 4DCQ,
BD = CD, cecha przystawania KBK). Stad dostajemy BP = CQ.
B Inne rozwiazanie polega na zauwazeniu, ze proste BP i C'Q sa row-
nolegle i skorzystaniu z réwnosci katéw naprzemianlegtych.

C

Rys. 8.56

24. Na polprostej OA lezy punkt B (rézny od A i O), a na pdlprostej OC lezy punkt D
(r6zny od C i O) tak, ze OA = OC oraz OB = OD. Odcinki AD i BC przecinaja
sie¢ w punkcie P. Udowodnij, ze trojkaty OAD i OCB sg przystajace. Udowodnij,
ze polprosta OP jest dwusieczng kata AOC.

Rozwiazanie. Przyjmijmy, ze punkt B lezy na zewnatrz odcinka

D
OA (rys. 8.57). Wtedy latwo zauwazy¢, ze punkt D lezy na ze-
c wnatrz odcinka OC'; dowdéd w drugim przypadku jest wlasciwie
P taki sam i pozostawiam go jako ¢wiczenie. Aby udowodnié, ze
tréjkaty OAD 1 OCB sa przystajace, wystarczy przypomnieé¢ so-
o A B

bie zatozenia OA = OC, OD = OB i zauwazy¢, ze kat O w obu

trojkatach jest wspélny (cecha przystawania BKB). Stad wynika,

Rys. 8.57 ze LOBC = LODA oraz £LOAD = £OCB. Z ostatniej réwnoéci

wynika natomiast, ze L BAP = £ DCP. Poniewaz takze AB = C'D, wiec trojkaty ABP

i CDP sg przystajace. Zatem AP = CP i teraz latwo zauwazamy, ze trojkaty OAP

i OCP sa przystajace (cecha przystawania BBB lub BKB). Zatem LAOP = LCOP,
czego nalezato dowiesé.

25. Na bokach AB, BC i C'A tréjkata réwnobocznego ABC' leza odpowiednio punkty

D, EiF tak, z2e AD = BE = CF (rys. 8.58). Udowodnij, ze tréjkat DEF jest

réwnoboczny.

Rozwiazanie. Poniewaz z zalozenia mamy AD = BE = CF oraz

C
AB = BC = CA, wiec DB = EC = FA. Z zalozenia wynika tez,
E ze ADAF = {EBD = L{FCFE = 60°. Zatem trojkaty ADF, BED
F i CFE sa przystajace (cecha przystawania BKB), skad wynika, ze
DE = EF = FA.
A D B

Rys. 8.58
26. Na bokach BC, AC i BA tréjkata réwnobocznego ABC wybieramy odpowiednio
punkty D, E'i F tak, ze AF' = BD = CFE. Odcinki AD i BE przecinajg si¢ w punk-
cie K; odcinki BE i CF przecinaja si¢ w punkcie L; odcinki CF i AD przecinaja
sie w punkcie M (rys. 8.59). Udowodnij, ze trojkat K LM jest réwnoboczny.
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Rozwiazanie. Poniewaz z zalozenia mamy AF = BD = CFE oraz

AB = BC = CA, wiec 'B = DC = FEA. Z zalozenia wynika tez,

7e AFBC = ADCA = {EAB = 60°. Zatem tréjkaty FBC, DCA

i EAB sa przystajace (cecha przystawania BKB). Stad dostajemy:

ABCF = LCAD = {ABE oraz {BFC = LCDA = {AFEB.

Tréjkaty FBL, DCM i EAK maja po dwa katy réwne; zatem

ich trzecie katy réwniez sa réwne: LFLB = ADMC = {EKA. a F B

Stad wynika, ze rowne sa wiec tez katy do nich wierzcholkowe: Rys. 8.59

AKLM = A LMK = AMKL. Tréjkat K LM ma trzy rowne katy,

a wiec jest rownoboczny.

27. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC'. Na pélprostych AB, BC' i CA (na zewnatrz
trojkata ABC) wybrano punkty D, E i F tak, ze AD = BE = CF (rys. 8.60).
Udowodnij, ze tréjkat DEF jest réwnoboczny.

Rozwigzanie. Dowodzimy, ze A ADF = A BED = ACFE (ce-

cha przystawania BKB).

E

D
F Rys. 8.60

28. Nabokach AB, BC'i CA tréjkata ABC zbudowano (na zewnatrz trojkata) trzy trdj-
katy réwnoboczne: AFB, BDC i CEA (rys. 8.61). Udowodnij, ze AD = BE = CF.

Rozwigzanie. Najpierw dowodzimy, ze A ABD = AFBC. E
Mianowicie AB = F'B i BD = BC, bo tréjkaty ABF i BCD
sg réwnoboczne. Ponadto

£KABD = £ABC + £CBD = £ABC + 60°,
AFBC = {ABC + {FBA = £{ABC + 60°. A B

Zatem {ABD = AFBC. Teraz wystarczy skorzysta¢ z ce-

chy przystawania BKB. Stad wynika, ze AD = CF. Drugiej

rownosci dowodzimy podobnie, wykazujac, ze tréjkaty ACD

i EC'B sa przystajace.

29. W tréjkacie ABC, w ktérym kat C jest prosty, przedtuzono bok AC' poza punkt C' do
punktu D takiego, ze CD = C'B oraz przedluzono bok BC poza punkt C' do punktu
E takiego, ze CE = C' A. Udowodnij, ze przedtuzenie wysokosci CH tréjkata ABC
jest srodkowa w tréjkacie CDE (rys. 8.62).

Rozwigzanie. Najpierw zauwazamy, ze A ABC = AEDC B

(AC = EC, BC = DC, LACB = LECD, cecha przystawania

BKB). Stad wynika, ze LABC = LFEDC. Nastepnie korzy-

stamy z tego, ze CH L AB:

2 Rys. 8.61

H
AABC =90° — ABCH = LACH = {DCM. D c A
Zatem LCDM = £DCM, czyli DM = CM. W podobny spo- M
sOb pokazujemy, ze EM = CM, skad ostatecznie dostajemy E
DM = FEM. Rys. 8.62
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30. Udowodnij, ze jesli punkt M lezy na podstawie AB tréjkata rownoramiennego ABC),
to suma odlegtosci punktu M od ramion AC' i BC nie zalezy od potozenia punktu M.
Udowodnij, ze suma odleglosci dowolnego punktu M znajdujacego si¢ wewnatrz trdj-
kata réwnobocznego od trzech bokdéw tego trojkata nie zalezy od polozenia punktu M.

Rys. 8.63 C Rozwiazanie. PoprowadZzmy wysoko$¢ AD i odcinek M N réwno-
N legly do boku BC'. Niech E bedzie punktem przecigcia tych dwoch
nowych odcinkéw (rys. 8.63). Wowczas trojkat AMN jest réwno-
ramienny, bo
P D

AMAN = LBAC = LABC = {AMN
Q

4 M B (ostatnia réwnoé¢ wynika z tego, ze proste MN i BC sg réwno-

legle). Odcinki M P i AF sa wysokoSciami w tréjkacie réwnoramiennym AMN, wiec
MP = AE. Poniewaz proste BC i M N sg réwnolegle, wiec odlegtosci punktéw M i E
od prostej BC sa rowne: MQ = ED. Stad wynika, ze MP 4+ MQ = AE+ ED = AD,
a wiec suma odleglosci punktu M od ramion tréjkata rownoramiennego ABC jest réwna
wysokoséci AD, niezaleznie od polozenia punktu M na podstawie AB tego trdjkata.

Niech teraz trojkat ABC bedzie réwnoboczny i niech P, Q
i R bedg rzutami punktu M na boki tréjkata. Przez punkt M
prowadzimy odcinek DFE réwnolegly do boku AB oraz pro-
wadzimy dwie wysokosci: DF tréjkata DEC i1 CH trojkata
ABC'. Niech G bedzie punktem przeciecia odcinkéw DE i CH
(rys.8.64). Z udowodnionej pierwszej czesci zadania wynika,
ze MP 4+ M@ = DF = CG. Poniewaz MR = GH, wiec
MP+ MQ+ MR = CG+ GH = CH. Pokazalidmy wiec, ze
suma odlegtosci punktu M od bokdéw trojkata réwnobocznego
jest réwna wysokoéci tego trojkata, niezaleznie od wyboru punktu M.

Rys. 8.64 C
1
1
1
1
1
1
1
g
d

Gl M

1
i
A H R B

Wraz z trzecim zestawem zadan daje¢ uczniom nastepny fragment tekstu z ,teoria”’. Nie
bede go tutaj zamieszczaé, jedynie krétko go omoéwie (calo$é tego tekstu znajduje sie
we wspomnianym we wstepie pliku pdf towarzyszacym poradnikowi). Definiuje w nim
pojecie rzutu prostokatnego punktu na prosta i odlegtos¢ punktu od prostej. Nastepnie
definiuje rzut odcinka na prosta. Dowodze¢ wtedy twierdzenia méwigcego, ze jesli punkt A
nie lezy na prostej k, a punkty B i C leza na tej prostej, to AB < AC wtedy i tylko
wtedy, gdy rzut odcinka AB na prosta k jest krotszy od rzutu odcinka AC na te
prosta. Dowodze nastepnie tzw. czwartej cechy przystawania trojkatéw prostokatnych:
dwa trojkaty prostokatne sa przystajace, jesli maja réwne przeciwprostokatne i jedna
pare przyprostokatnych. Ta cecha, cho¢ przydatna w niektorych zadaniach, stanie sie
zupelnie niepotrzebna po udowodnieniu twierdzenia Pitagorasa. Jednak uogélnia sie ona
na trojkaty rozwartokatne; ten dowdd réwniez zamieszczam w moim tekscie, chociaz
dokladnie go z uczniami nie omawiam. Koncze ten fragment tekstu wyjasnieniem, co to
jest odlegtoéé dwdch prostych réwnolegltych. Dowodze mianowicie twierdzenia, ze jesli
dwie proste réwnolegte k i [ przetniemy prosta prostopadla do nich, to dltugo$¢ odcinka
taczacego proste réwnolegle nie zalezy od wyboru tej prostopadlej. Dokladniej: pokazuje,
ze jesli odcinki AA’ 1 BB’ sa prostopadte do prostych ki1, to sg réwne. W tym celu prowadze
odcinek AB’ i dowodze, ze tréjkaty AA’B’ i B'BA sa przystajace (rys.8.65). Szczegdly
dowodu pomine, jednak zostanie on prawie bez zmian powtérzony w rozwigzaniach
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poczatkowych zadan z zestawu V. Zwracam jednak uwage na to, ze pojecie odleglosci
prostych réwnolegtych bylo wykorzystane w powyzszym rozwiazaniu zadania 30.

A B A B

N N N N

Al B’ 1 A B’ A Rys. 8.65

Zadania 21 i 22 sa zadaniami czysto technicznymi i polegaja na tym, by uczniowie na-
uczyli sie wykorzystywaé cechy przystawania tréjkatéw. Zwracam tu uwage na zadanie
21 e), w ktérym jeszcze raz zostala uzyta sztuczka polegajaca na przedtuzeniu srodkowe;.
Zadania 21 i 22 wlaczytem do moich zestawéw zadan po tym, jak moim uczniom zdarzato
sie konczy¢ dowdd przystawania tréjkatéw stwierdzeniem: oba tréjkaty sa podzielone na
dwa tréjkaty odpowiednio do siebie przystajace, a wiec tez sa przystajace. Troche do-
ktadniej: mamy dane dwa trojkaty ABC i DEF. Odcinek AM dzieli tréjkat na dwa
trojkaty ABM i ACM; odcinek DN dzieli trojkat DEF na dwa tréjkaty DEN i DFN.
Tréjkaty ABM i DEN sa przystajace oraz trojkaty ACM i DF N sa przystajace. Czy
trojkaty ABC i1 DEF sa przystajace? Otéz zaskoczeniem dla uczniéw jest to, ze z tych
samych trojkatow czasem mozna zlozy¢ wiekszy trojkat na dwa sposoby i otrzymane
trojkaty nie sa przystajace (rys. 8.66):

A

B M c E N F Rys. 8.66

Zwracam tu uwage na to, ze w przystawaniu zaréwno lewych, jak i prawych tréjkatow,
na ktére podzielilismy duze tréjkaty, nie zostata zachowana kolejnosé wierzchotkéw. Jest
to moze kolejny argument za tym, by starannie wymagaé¢ od uczniéw, by tej kolejnosci
przestrzegali. Chcialem tez zwrocié¢ ich uwage na to, ze dowdd przystawania trojkatow
powinien by¢ przeprowadzony starannie i korzysta¢ z odpowiedniej cechy przystawania
— przynajmniej na poczatku, gdy dopiero zaczynaja si¢ uczy¢ dowodzenia twierdzen.
Zadania 21 i 22 maja wtasnie nauczy¢ ich takiego stosowania cech przystawania.

Zadanie 23 ma przypomnie¢ uczniom pojecie odlegtoéci punktu od prostej. Uczniowie cze-
sto méwia, ze w tym zadaniu nie ma czego dowodzi¢, bo z definicji $érodkowej odcinki BD
i C'D sa rowne; zapominaja w ten sposéb o tym, ze odleglos¢ punktu od prostej mierzymy
wzdtuz odcinkéw prostopadlych do tej prostej. Warto przy tym poruszyé problem, jakie
proste leza w jednakowej odlegtosci od danych dwoch punktéow A i B. Jednym z warunkow
wystarczajacych jest ten, by prosta przechodzita przez srodek odcinka AB (drugim jest,
by byla réwnolegla do prostej AB). Zadanie 24 pokazuje nowa konstrukcje dwusiecznej
kata: z wierzchotla kata zakreslamy dwa tuki przecinajace jedno ramie w punktach A i B,
drugie zas w punktach C' i D; potem prowadzimy pdlprosta o poczatku O i przechodzaca
przez punkt przeciecia odcinkéw AD i BC. W tym miejscu warto powiedzie¢ pare stéw
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o uczeniu konstrukcji geometrycznych. Uczniowie na ogét znaja kilka prostych konstruk-
cji ze szkoly podstawowej: konstrukcje trojkata o danych bokach, konstrukcje srodka
odcinka, prostej prostopadlej i réwnoleglej czy wreszcie konstrukcje dwusiecznej kata.
Warto powiedzieé, ze poznane przez nich konstrukcje nie sa jedyne; te same figury mozemy
konstruowac inaczej. Zadania 25, 26 i 27 sa ¢wiczeniami dotyczacymi tréjkatow réwno-
bocznych. Interesujace jest zwlaszcza zadanie 26. Najprostszy (chyba) dowdéd wymaga
wykazania przystawania trzech tréjkatéw i pokazania nastepnie, ze tréjkat K LM ma
trzy réwne katy. Uczniowie jednak pokazuja na ogdt znacznie dtuzsze dowody; dowodza
przystawania kolejnych trojkatow tak, aby ostatecznie pokazaé, ze tréjkat K LM ma trzy
rowne boki. Zadanie 28 jest latwiejsza czescig zadania olimpijskiego; trudniejsza polega
na pokazaniu, ze odcinki AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie. Dowodzi sie
tego na ogdt korzystajac z wlasnodci okregéw, zatem to zadanie zostanie odlozone na
pézniej. Uczniowie, ktérzy wykonali staranny rysunek, dostrzegaja, ze te trzy odcinki
przecinaja sie¢ w jednym punkcie i czesto pytaja, czy tak jest zawsze.

Jest to dobra okazja, by porozmawia¢ z uczniami o takich problemach w geometrii. Wyja-
$niam uczniom, ze dwie proste na ogol przecinaja sie w jednym punkcie; réwnoleglosé jest
w pewnym sensie sytuacja wyjatkowa. Trzy proste na ogdét beda przecinaé sie¢ w trzech
punktach; to, zeby mialy jeden punkt wspdlny, jest tez czyms$ wyjatkowym i takie sytu-
acje badamy ze szczegblnym zainteresowaniem. Mdéwie im wtedy, co to sa punkty szcze-
golne tréjkata, dowody odkladajac jednak najczedciej na poézniej. Dotychczasowa wiedza
uczniéw pozwala jedynie na udowodnienie, ze symetralne trzech bokéw tréjkata przeci-
naja sie w jednym punkcie; mozna tez udowodni¢ wlasnosé charakteryzujaca dwusieczng
kata i pokazac, ze dwusieczne katéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. Dowdd, ze
wysokosci (a wladciwie proste zawierajace wysokosci) przecinaja sie w jednym punkcie,
wykorzystuje najprostsze wlasnosci réwnoleglobokéw i polega na sprowadzeniu do zada-
nia o symetralnych bokéw pewnego innego tréjkata. Wreszcie to, ze $rodkowe przecinaja
sie w jednym punkcie, wymaga rozwazania podzialu odcinka w danym stosunku; takie
zadania robie z uczniami w II lub III klasie.

Chce jeszcze oméwié¢ zadanie 30. Jego sformutowanie jest dla wielu uczniéw niezrozu-
miale: co to znaczy, ze co$ nie zalezy od polozenia punktu M na podstawie tréjkata
rownoramiennego lub wewnatrz tréjkata réownobocznego? A zwlaszcza, jak powinno sie
dowodzié czegos takiego. Wyjasniam im, ze mozna postapi¢ dwo-
jako: albo wybra¢ dwa dowolne punkty i pokazaé, ze dla nich odpo-
wiednie sumy sg rowne, albo pokazaé, ze dla dowolnego punktu M
ta suma jest réwna jakiemus szczegdélnemu odcinkowi w rozwaza-
nym tréjkacie. Rozwiazanie, ktére zamie$citem wyzej, polega na
tym drugim pomysle. Pokazuje, ze rozwazana suma jest rowna
D p  bewnej wysokosci trojkata. W tym rozwigzaniu korzystam z po-
A —\ jecia odleglosci prostych réwnoleglych. Zadanie 30 (w obu przy-
padkach) rozwigzuje sie latwiej za pomoca pdl. Niech M bedzie
punktem potozonym na podstawie AB i niech D i E beda jego
rzutami na ramiona AC' i BC tego tréjkata (rys. 8.67). Odcinek C'M dzieli trojkat ABC
na dwa tréjkaty AMC' i M BC. Suma po6l tych trojkatow jest réwna polu calego trdjkata:

C

A M B
Rys. 8.67

%~AC~DM+%~BC~EM:%~AC~h,

gdzie h jest wysokoscig opuszczong z wierzchotka B na bok AC. Poniewaz AC = BC,
wiec z powyzszej réwnosci otrzymujemy DM + EM = h.
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W podobny sposéb odcinki AM, BM i CM dzielg trojkat réwnoboczny ABC na trzy
trojkaty (rys. 8.68). Znéw mamy réwnanie:

1 1 1 1
5 BC DM+ 5 -AC-EM+ - AB-FM = -AB-h,

gdzie h jest wysoko$cia (dowolna) tréjkata ABC. Tak jak wyzej,
otrzymujemy:

DM +EM + FM = h.

Rys. 8.68
Do zadania 30 powracamy zatem, gdy (po przerobieniu zestawu VI) zajmujemy sie polami
wielokatow.

Zestaw IV — szkice rozwiazan.

31. Znajdz wszystkie wartosci zmiennej z, dla ktérych istnieje tréjkat o nastepujacych
dtugosciach bokow:
a) a=3x+3,b=4zx+1, c=13 — 2x;
b) a=3x—-6,b=4c—1,c=11 - 2z.

Rozwiazanie. Trbjkat o bokach a, b i ¢ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa
nieréwnosci
a+b>c, a+c>b, b+c>a.

Rozwiazujemy zatem trzy nieréwnosci z niewiadoma x.

a) Nieréwnos$¢ a + b > ¢ ma postaé
(Bx+3)+ (4x+1) > 13 — 2z,
czyli 9z > 9. Zatem x > 1. Nieréwnos¢ a + ¢ > b ma postaé
3z 4 3) 4+ (13 — 2z) > 4z + 1,
czyli 3x < 15. Zatem x < 5. Wreszcie trzecia nieréwno$¢ ma postac
(dr + 1)+ (13 — 2z) > 3z + 3,

czyli < 11. Ostatecznie otrzymujemy 1 < z < 5.

Uwaga. Przypomnijmy, ze nie trzeba sprawdzaé, czy dla znalezionych wartosci « dtugosci
a, b i c beda liczbami dodatnimi. Jesli bowiem spetnione sa wszystkie trzy nieréwnosci
tréjkata, to a,b,c > 0.

b) Najpierw rozwiazujemy nieréwnosé
B3z —6)+ (4o — 1) > 11 — 2x.

Po uproszczeniu otrzymujemy nieréwnosé 9z > 18, czyli > 2. Nastepnie rozwiazu-
jemy nieréwnosé

(B3x —6) + (11 — 2z) > 4x — 1.
Otrzymujemy 3z < 6, czyli < 2. Ta nieréwnoé¢ jest sprzeczna z poprzednia, wiec
nie ma takiej wartosci x, dla ktérej liczby a, b i ¢ bylyby dlugosciami bokdéw trojkata.
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32. Znajdz wszystkie wartosci zmiennej x, dla ktorych istnieje tréjkat rownoramienny
o nastepujacych dlugosciach bokow:
a) a=2x+5,b=3r+4, c=4x+1,
b)a=2x+1,0=3x+1,c=4x+1,
c)a=2r+3,b=3x+4+7 c=4x+1,
d) a=8x—1,b=Tr—2,c=9x — 2.
W kazdym przypadku oblicz dlugosci bokéw trojkata.
Rozwigzanie. W kazdym z czterech powyzszych zadan mamy do rozwiazania trzy row-
nania (z niewiadoma xz): a = b, a = ¢ 1 b = ¢. Dla kazdego rozwiazania x tych réwnan,
obliczamy a, b i ¢, a nastepnie sprawdzamy, czy tréjkat o takich bokach istnieje.

a) Réwnanie a = b ma postaé: 2z + 5 = 3z + 4. Jego rozwiazaniem jest x = 1 i wtedy
a=b=7,c=05. Oczgywiscie tréjkat o takich bokach istnieje. Réwnanie a = ¢ ma
postaé: 2x+5 = 4z +1. Jego rozwiagzaniem jest x = 2 i wtedy a = ¢ =9, b = 10. Taki
trojkat takze istnieje. Wreszcie trzecie réwnanie b = ¢ ma postac: 3z +4 = 4oz + 1
i jego rozwigzaniem jest x = 3. Tym razem otrzymujemy tréjkat o bokach a = 11,
b = ¢ = 13. Zadanie ma zatem trzy rozwigzania.

o
~

Wiszystkie trzy rownania maja to samo rozwiazanie: x = 0. Otrzymujemy trojkat
rownoboczny o bokach a =b=c=1.

o
~

Réwnanie ¢ = b ma rozwiazanie x = —4 i wtedy a < 0. Réwnanie ¢ = ¢ ma
rozwiazanie x = 1 i wtedy a = ¢ = 5, b = 10. Taki tréjkat nie istnieje, bo a + ¢ =b.
Wreszcie rownanie b = ¢ ma rozwiazanie x = 6 i otrzymujemy tréjkat o bokach
a=15,b=c=25.
d) Réwnania a = b i b = ¢ maja rozwiazania, w ktérych b < 0. Réwnanie ¢ = ¢ ma
rozwigzanie x = 1 i otrzymujemy tréjkat o bokach a =c=7, b =5.
33. Punkt O lezy wewnatrz tréjkata ABC. Udowodnij, ze AO + OB < AC + BC.

c Rozwiazanie. Przedluzamy odcinek AO do przecigcia z bo-
D kiem BC (rys. 8.69). Wéwczas z nieréwnosci trojkata mamy
AC +CD > AD oraz OD 4+ BD > OB, skad dostajemy
o AC+BC=AC+CD+ BD >AD+ BD =
= A0+ OD + BD > AO + OB.
4 Rys. 8.69 B

34. Punkt O lezy wewnatrz tréjkata ABC. Udowodnij, ze

1
5 (AB+BC +CA) < A0 + BO +CO < AB + BC + CA.

c Rozwiazanie. Skorzystamy trzykrotnie z poprzedniego zada-
nia (rys. 8.70). Mamy zatem

AO + BO < AC + BC,

BO+CO < AB + AC,

A0+ CO < AB+ BC.

Rys. 8.70 . . . /s .
Po dodaniu stronami tych trzech nieréwnoéci, otrzymujemy

2.-A0+2-BO+2-CO<2-AB+2-BC+2-CA,
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czyli
AO+ BO+CO < AB+ BC + CA.

7 drugiej strony, trzykrotnie korzystamy z nieréwnosci trojkata:
AB < AO+ BO, BC<BO+CO, CA<CO-+ AO.
Po dodaniu stronami tych trzech nieréwnosci, otrzymujemy:

AB+ BC +CA<2-(AO + BO + CO),

czyli
-(AB+BC+ CA) < AO+ BO + CO.

DN | =

35. W tréjkacie ABC polaczono wierzcholek A z dowolnym punktem D boku BC.
Udowodnij, ze 2- AD > AB + AC — BC. Udowodnij, ze jesli punkt D jest srodkiem
boku BC' tréojkata ABC, to 2- AD < AB + AC.

Rozwigzanie. Korzystamy z nieréwnosci tréjkata dla tréjkatéw ABD i ACD (rys. 8.71).
Otrzymujemy wéwczas

AB < AD+ BD, AC < AD+ CD.
Po dodaniu tych nieréwnosci stronami, otrzymujemy
AB+ AC <2-AD+BD+CD=2-AD + BC,

czyli 2- AD > AB + AC — BC. Niech teraz D bedzie srodkiem boku BC (rys. 8.72).
Przedluzamy teraz $srodkowa AD za punkt D do punktu F takiego, ze AD = DE.

C C
E

D

A B Rys. 8.71 A B Rys. 8.72

Wéwezas, tak jak w zadaniu 21 e), dowodzimy, ze AB = C'E. Teraz skorzystamy z nie-
rownosci tréjkata dla trojkata ACE:

2-AD=AD+ DE =AE < AC+CE =AC+ AB.

36. Niech punkty D, E i F beda $rodkami bokéw BC, AC i AB tréjkata ABC (rys. 8.73).
Udowodnij, ze

-(AB+ AC + BC) < AD + BE + CF < AB + AC + BC.

DN | =
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Rozwiazanie. Najpierw trzykrotnie skorzystamy z lewej nieréwnosci z poprzedniego
zadania:

2-AD >AB+ AC-BC, 2-BE>AB+BC—-AC, 2-CF>AC+ BC - AB.

¢ Po dodaniu tych trzech nieréwnoéci stronami, otrzymamy nieréw-
noscé
E D 2-(AD+ BE+CF) > AB+ BC + CA,
czyli
1
A F B AD+ BE+CF > - - (AB+ BC + CA).
Rys. 8.73 2

Teraz trzykrotnie skorzystamy z prawej nieréwnosci z poprzedniego
zadania (rys. 8.73).

2.AD < AB+ AC, 2-BE < AB+BC, 2-CF < AC + BC.

Po dodaniu tych trzech nieréwnosci stronami, otrzymamy nieréwnosé
2-(AD+BE+CF)<2-(AB+ BC+ CA),

czyli
AD+ BE+CF < AB+ BC + CA.

37. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB > AC. Odcinek AD jest dwusieczng kata A

w tréjkacie ABC'. Udowodnij, ze BD > CD oraz LADB > LADC.

Rozwigzanie. Poniewaz AB > AC, wigc wewnatrz odcinka AB istnieje taki punkt E, ze
AE = AC (rys. 8.74). Tréjkaty AED i ACD sa przystajace,

X bo maja wspoélny bok AD, AC = AFE oraz {EAD = LCAD
D (cecha przystawania BKB). Stad wynika, ze LAED = LACD
oraz ED = CD. Stad dostajemy:
N e a— £BED = 180° — {AED = 180° — LACD =
Rys. 8.74 = ABAC + LABC > LABC = LEBD.

Zatem w tréjkacie EBD mamy BD > ED, czyli BD > CD. Nastepnie, kat ADB
jest katem zewnetrznym tréjkata ADC, wiec LADB = £DAC + LACD. Podobnie
mamy {ADC = £{DAB + £{ABD. Poniewaz AB > AC, wiec LACD > LABD. Zatem
ADAC = LDAB oraz LACD > £LABD, skad wynika, ze {ADB > LADC.

38. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB > AC. Odcinek AD jest srodkowa boku BC.
Udowodnij, ze L BAD < £LCAD.

e} Rozwigzanie. PoprowadZzmy w tréjkacie ABC dwusieczna
AFE kata A (rys. 8.75). Z poprzedniego zadania wiemy, ze
ED BE > EC, czyli punkt E lezy wewnatrz odcinka C'D. Pol-

prosta AFE lezy zatem wewnatrz kata CAD. Stad wynika, ze

A Rys. 8.75 B KBAD < {BAE = LCAE < LCAD.
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Tej nieréwnosci mozemy tez dowiesé, korzystajac z wielokrotnie stosowanej sztuczki po-
legajacej na przedtuzeniu srodkowej AD do punktu F'

takiego, ze AD = DF (rys. 8.76). Tak jak w zada- ~ g
niu 21 e) dowodzimy, ze A ABD = A FCD; z tego
za$ wynika, ze LCFA = ABAD oraz AB = CF. Te- D
raz CF = AB > AC, wigc
A B

LCAD = LCAF > LCFA = £BAD. Rys. 8.76

39. Punkty K i L leza na boku AB tréjkata ABC. Udowodnij, ze obwdd tréjkata K LC
jest mniejszy od obwodu tréjkata ABC.

Rozwiazanie. Korzystamy dwukrotnie z nieréwnosci tréjkata

c
(rys. 8.77):
KC < AK + AC,
LC < LB+ BC.
A K L B

Dodajemy stronami te nieréwnosci, a nastepnie do obu stron
dodajemy KL: Rys. 8.77

KC+LC+KL<AK+AC+LB+BC+ KL=AB+ AC+ BC.

40. Tréjkat KLM lezy wewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze obwdd tréojkata K LM
jest mniejszy od obwodu tréjkata ABC.

Rozwiazanie. Rozwazmy dla przykladu jedno mozliwe polozenie trojkata K LM we-
wnatrz tréjkata ABC (rys. 8.78). Niech prosta KM przecina boki AB i AC w punktach
PiQ. Woéwczas PQ < AP + AQ. Zatem

AB+ AC+ BC =AP+ PB+ AQ+ Q@B+ BC >
> PB + BC + QC + PQ,

czyli obwod tréjkata ABC jest wigkszy od obwodu czworokata
PBCQ.

A

Rys. 8.78

Przypu$émy teraz, ze prosta KL przecina bok BC w punkcie R (rys. 8.79). Wéwczas
KR < KP + PB + BR. Zatem

c
PB+BC+CQ+PQ=KP+PB+BR+RC+CQ+QK > Q
> KR+ RC+CQ+ QK, "
czyli obwdd czworokata PBC(Q jest wiekszy od obwodu czworokata R
KRCQ. Wreszcie zauwazmy, ze ML < LR+ RC+CQ+ QM. Zatem K
KR+ RC +CQ+QK = KL+ LR+ RC +CQ +QM + MK > e 570

> KL+ LM + MK,

czyli obwod czworokata K RC'(Q jest wiekszy od obwodu tréjkata K LM . Stad ostatecznie
dostajemy:
ObwABC > Ob'waCQ > OwaRCQ > Ob’wKLM.
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W zadaniu 31 nie trzeba sprawdzaé, ze liczby a, b i ¢ sa dodatnie (bo to wynika z trzech
nieréwnosci tréjkata), ale trzeba to wyraznie napisaé¢. Uczniowie jednak o tym zapominaja
— nieliczni przypominaja sobie, ze to juz udowodniliSmy na lekcji lub dowodza, Ze te liczby
sg dodatnie, pozostali koncza rozwigzanie na obliczeniu a, b i ¢. Przypominam uczniom,
ze napisanie (powolujac si¢ na wspomniang ogdlna wlasnosé lub tego dowodzac), iz te
liczby sa dodatnie, jest koniecznym fragmentem rozwiazania. W zadaniu 32 c) réwnanie
a = b ma rozwiazanie x = —4. Uczniowie czesto méwia wtedy, ze takie rozwiazanie jest
niemozliwe, bo & nie moze by¢ liczba ujemna. Rzeczywiscie, w tym przypadku rozwigzanie
nie istnieje, ale dlatego, ze a < 0. Wyjasniam uczniom, ze nawet dla z < 0 moze sie
okazac, ze liczby a, b i ¢ beda dodatnie i tréjkat istnieje. Na przyklad, jesli

a=3x+10, b=4x+12, c¢=2x+09,

to rownanie a = b ma rozwigzanie r = —2. Wéwczas a = b = 4 oraz ¢ = 5 i tréjkat
o takich bokach oczywiscie istnieje. Zdarza sig, ze uczniowie rozpoczynaja rozwiazywanie
zadania 32 od rozwiazania nieréwnosci takich jak w zadaniu 31, a nastepnie sprawdzaja,
czy otrzymane rozwiazania spelniaja te nieréwnosci. Oczywiscie jest to niepotrzebny
nadmiar pracy. Wystarczy przeciez najpierw znalezé rozwiazanie (w liczbach dodatnich)
i sprawdzié¢, czy spelnia ono nieréwnosci tréjkata (wystarczy jedna nieréwnosé: jeslia = b,
to nieréwnosci a+c¢ > bib+c > a sg oczywiscie spelnione). Takie niepotrzebne obliczenia
wykonuja dos¢ czesto réwniez uczniowie liceum.

Popatrzmy na takie zadanie: znalez¢é wartos¢ parametru m, dla ktérego rownanie kwa-
dratowe 22 +max+7 = 0 ma dwa rozwiazania, ktérych suma jest réwna 10. Oczywiécie od
razu widaé, ze m = —10 i ze réwnanie 22 — 102 4+ 7 = 0 ma dodatni wyréznik A. Rozpo-
czynanie rozwiazania od zapisania i rozwigzania nieréwnoéci m? —7 > 0 jest przykladem
wlasénie takiego dodawania sobie niepotrzebnej pracy.

Zadanie 33, mimo rozwiazania mieszczacego sie w jednej linijce, jest niezwykle trudne.
Dawalem je uczniom przez ponad 20 lat (zaréwno w gimna-
zjum jak i w liceum) i tylko raz zdarzylo mi sig, ze uczen roz-
wiazal je poprawnie. Najczestszym btedem popelnianym przy
rozwiazywaniu tego zadania jest przyjmowanie (bez uzasad-
(6 nienia), ze AC > AO i BC > BO. Na rysunku 8.80 widzimy,

A B ze mozliwe jest takie polozenie punktu O wewnatrz tréjkata
Rys. 8.80 ABC, by jedna z tych nieréwnosci (np. BO < BC') byla nie-
prawdziwa. Okazuje sie, ze pomyst polegajacy na przedtuzeniu

odcinka AQO jest dla zdecydowanej wiekszo$ci uczniéw zbyt trudny do wymyslenia. Czesto
dorysowuja oni inny odcinek: C'O; zadne proby rozwiazania nie prowadza wowczas do
sukcesu. Wydaje sie, ze pokazanie tego pomystu (polegajacego w gruncie rzeczy na dwu-
krotnym ,,przycinaniu” trojkata ABC tak, by otrzymac trojkat ABO — najpierw wzdiuz
prostej AO odcinamy tréjkat ADC, potem wzdluz prostej BO odci-

namy tréjkat OBD — przy czym kazde ,przycinanie” zmniejsza ob-

wo6d) powinno ulatwié rozwiazanie zadania 40. Okazuje sie jednak, ze

tak nie jest. Wielu uczniow w ogéle nie dostrzega problemu; twierdza,

ze jest oczywiste, iz figura mniejsza, zawarta w wiekszej, ma mniej-

szy obwdd. Pokazuje przyklad (rys. 8.81). Czworokat wklesty zawarty

w trojkacie ma wiekszy obwod. Uczniowie zgadzaja sie woéwczas na

Rys. 8.81 dopisanie dodatkowego zalozenia: wielokat wypuktly zawarty w innym

C
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wielokacie wypuklym ma oczywiscie mniejszy obwdd. Pytam wtedy, gdzie w swoim ro-
zumowaniu (sprowadzajacym sie przeciez do jednego stowa ,oczywiste”) wykorzystali za-
lozenie o wypukltosci. Gdy wreszcie zaakceptuja fakt, ze to zadanie nie jest ,oczywiste”,
na ogdél nie potrafia go prawidlowo rozwiagzaé. Ostatecznie jest to zadanie olimpijskie!
Zadanie 40 jest natomiast bardzo dobrym pretekstem do tego, by porozmawiaé¢ o wypu-
ktosci. Podaje uczniom wtedy trzy definicje wypuklosci: zwykla, obejmujaca wszystkie
figury geometryczne (odcinek laczacy dwa punkty figury jest w niej w calosci zawarty)
i dwie dla wielokatéw (wszystkie katy sa wypukle; wielokat lezy w calosci po jednej
stronie prostej, zawierajacej dowolny bok). Ta ostatnia definicja jest wprost idealna dla
dowodu twierdzenia moéwiacego, ze jesli wielokat wypukly W jest zawarty w dowolnym
wielokacie V', to obwéd W jest mniejszy od obwodu V. Dowdd oczywiscie polega na
przycinaniu wzdluz prostych zawierajacych boki mniejszego wielokata. Taki dowdd po-
kazuje oczywiscie na jednym przyktadzie; uczniowie oczywiscie dostrzegaja jego ogdlnosé.
Zwracam uwage na réznice miedzy zadaniem 39 i 40. Oba dotycza pordéwnania obwoddw
tréjkatéw, z ktérych jeden jest zawarty wewnatrz drugiego. W zadaniu 39, ze wzgledu na
szczegblne polozenie mniejszego trojkata, wystarcza dwie nieréwnosci trojkata; zadanie
40, ze wzgledu na swoja ogdlnosé¢, wymaga metod subtelniejszych.

Zadanie 34 jest bardzo prostym wnioskiem z zadania 33 i uczniowie na ogét nie maja z nim
probleméw. Interesujaca jest jednak kwestia szacowania sumy odlegloéci punktu O od
wierzchotkéw trojkata. Z jednej strony moze ona byé¢ dowolnie bliska obwodowi trojkata
(wystarczy wziaé¢ trojkat réwnoramienny o bardzo malej podstawie, diugich ramionach
ipunkt lezacy blisko wierzcholka), z drugiej powstaje pytanie, dla jakiego punktu O ta suma
jest najmniejsza. To pytanie jednak pozostawiam bez odpowiedzi; punkt minimalizujacy
te sume pojawi sie w jednym z nastepnych zadan, jednak réwniez bez dowodu.

Chce zwréci¢ uwage na zadanie 36. Méwi ono, ze:

1
3 (Obwdd tréjkata) < Suma srodkowych < Obwdd tréjkata.

Okazuje sie, ze mozna udowodni¢ wiecej. Méwie wtedy uczniom, ze trzy $rodkowe tréjkata
przecinajg si¢ w jednym punkcie (zwanym Srodkiem cigzkosci tréjkata), zas odcinek od
wierzchotka do srodka ciezkosci jest dwa razy dluzszy od odcinka biegnacego od érodka
cigzkosci do boku (rys. 8.82):

c
AS=2.-SD, BS=2-SE, CS=2-SF.
Wowcezas mozemy skorzystaé trzy razy z nieréwnosci tréj- E D
kata:
S
AB < AS+ BS, BC<BS+CS, AC < AS+CS. 5
F
Dodajac te trzy nieréwnosci stronami, otrzymujemy Rys. 8.82
2 4

AB+AC+BS <2-(AS+BS+CS) = 2-5-(AD+BE+CF) = g-(AD—I—BE—i—C’F).

Stad otrzymujemy nieréwnosé
3
Suma $rodkowych > Y (Obwdd tréjkata).
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Dzigki dodatkowej wiedzy o Srodkowych tréjkata, udowodniliSmy twierdzenie mocniejsze.
Odpowiednie przyktady pokazuja, ze obu nieréwnosci

g - (Obwdd trojkata) < Suma $rodkowych < Obwéd tréojkata

wzmocnié juz nie mozna, tzn. nie istniejg state a > % ib <1 takie, ze
a - (Obwdd trojkata) < Suma srodkowych < b - (Obwéd tréjkata).

Wystarczy w tym celu przyjrzec sie tréjkatom réwnoramiennym: jednemu o diugiej pod-
stawie i bardzo krétkiej wysokosci i drugiemu o bardzo krétkiej podstawie i bardzo diugiej
wysokosci.

Zestaw V — szkice rozwigzan.

41. Dany jest réwnoleglobok ABCD. Udowodnij, ze przeciwlegle boki i przeciwlegle
katy sa réwne, tzn. AB = CD, AD = BC, £DAB = {BCD i LABC = LADC.

D ¢ Rozwigzanie. Poprowadzmy w danym réwnolegtobo-

ku przekatna BD (rys. 8.83). Wéwczas trojkaty BDA

i DBC sa przystajace: LABD = £CDB (katy naprze-

mianlegle), LADB = LCBD (katy naprzemianlegle),

A B wspélny bok BD, cecha przystawania KBK. Stad wy-
Rys. 8.83 nika, ze AB = CD, AD = BC oraz {DAB = £BCD.
Wreszcie

£LABC = LABD + £CBD = LCDB + £{ADB = LADC.

42. Przekatne réwnolegtoboku ABCD przecinajg sie w punkcie P. Udowodnij, ze ten
punkt jest srodkiem obu przekatnych, tzn. AP = CP oraz BP = DP.

D ¢ Rozwigzanie. Pokazujemy, ze trojkaty ABP i CDP sa

przystajace (rys. 8.84). Z poprzedniego zadania mamy
AB = CD oraz {ABD = £CDB. W podobny spo-

P s6b, z réwnoleglosci prostych AB i C' D wynika réwnosé
A B katoéw naprzemianlegtych: L BAC' = L DCA. Teraz wy-
Rys. 8.84 starczy skorzystaé z cechy przystawania KBK. Zatem

AP = CP oraz BP = DP.

43. Dany jest czworokat ABCD taki, ze AB = CD i AD = BC. Udowodnij, ze ten
czworokat jest rownolegtobokiem.

Rozwiazanie. Prowadzimy przekatna BD (rys. 8.83). Zauwazamy, ze trojkaty ABD
i C DB sg przystajace: wspolny bok BD, AB = CDi AD = BC, cecha przystawania BBB.
Zatem £ ABD = LCDB, czyli AB | CD (katy naprzemianlegte). Podobnie AD || BC.

44. Dany jest czworokat ABCD taki, ze AB = CD i AB || CD. Udowodnij, ze ten
czworokat jest rownolegtobokiem.

Rozwigzanie. Znéw prowadzimy przekatna BD oraz pokazujemy, ze A ABD = ACDB
(rys.8.83): wspdlny bok BD, AB = CD, L ABD = £CDB (katy naprzemianlegle), cecha
przystawania BKB. Zatem L ADB = L{CBD, skad wynika, ze AD || BC.

45. Dany jest czworokat ABCD taki, ze {DAB = {DCB i {ABC = £LADC'. Udowod-
nij, ze ten czworokat jest réwnolegtobokiem.
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Rozwigzanie. Oznaczmy: { BAD = a i LABC = (3 D c
(rys. 8.85). Wowczas £ BCD = « oraz £LADC = (. A

WezZmy punkt E na przedluzeniu boku AB poza punk-

tem B. Mamy wowczas 2a+ 20 = 360°, skad wynika, ze A P
a+ [ =180°. Zatem LEBC = a, czyli AD || BC (katy 4 5
odpowiadajace). Podobnie dowodzimy, ze AB || DC. Rys. 8.85

46. Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie P, przy czym AP = C'P oraz
BP = DP. Udowodnij, ze ten czworokat jest rownolegtobokiem.

Rozwigzanie. Z cechy przystawania BKB latwo wynika, ze A ABP = ACDP (rys.
8.84). Zatem L BAP = LDCP, czyli AB || CD (katy naprzemianlegle) i podobnie poka-
zujemy, ze AD || BC.

47. Dany jest czworokat wypukly ABCD taki, ze AD = BD. Udowodnij, ze BC' < AC.

Rozwiazanie. Czworokat ABCD jest wypukly, wiec prze- D
katna AC' przecina przekatna BD (rys. 8.86). Zatem

{BAC < {BAD = LABD < £ABC,

skad wynika, ze BC' < AC.
A B
Rys. 8.86

48. Udowodnij, ze suma odlegloéci dowolnego punktu plaszczyzny od wierzchotkéw da-
nego czworokata jest wigksza od polowy obwodu tego czworokata.
Rozwigzanie. Polaczmy punkt P z wierzchotkami czworokata ABCD (rys. 8.87). Przyj-
mijmy najpierw, ze punkt P nie lezy na prostych zawierajacych boki czworokata. Mamy
wowcezas (z nieréwnodci tréjkata dla trojkatéw ABP i CDP): b
c
AB < AP+ BP oraz CD < CP+ DP.

Podobnie

BC < CP+BP oraz AD < AP+ DP.

Rys. 8.87
Dodajac te cztery nieréwnoéci stronami, otrzymujemy

AB+ BC +CD+ AD < 2- (AP + BP + CP + DP),
czyli
AP+ BP+CP+ DP > 5-(AB+ BC+CD + DA).

W przypadku, gdy punkt P lezy na ktéryms boku czworokata, co najwyzej dwie z roz-

wazanych nieréwnosci trojkata staja sie réwnosciami, a wiec po dodaniu wszystkich nie-

rownosci stronami znéw otrzymamy nieréwnosé ostra.

49. Znajdz punkt polozony wewnatrz czworokata wypuklego, dla ktérego suma odlegto-
$ci od wierzchotkéw tego czworokata jest najmniejsza.

135



8. Geometria tréjkata

D Rozwiazanie. Tym punktem jest punkt przeciecia przekatnych

c czworokata. Niech P bedzie tym punktem i niech punkt @ be-
l dzie dowolnym innym punktem wewnetrznym czworokata. Przy-
O puéémy, ze punkt @) nie lezy na zadnej przekatnej czworokata

(rys. 8.88), przypadek, gdy punkt @ lezy na jednej przekatnej
pozostawie jako ¢wiczenie. Wowczas

A B

Rys. 8.88 AC < AQ + CQ oraz BD < BQ + DQ

Stad
AP+ BP+CP+DP=AC+ BD < AQ + BQ + CQ + DQ.

50. Udowodnij, ze suma dlugosci przekatnych czworokata wypuklego jest mniejsza od
obwodu tego czworokata, zas wicksza od potowy obwodu czworokata.

D Rozwiazanie. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych
¢ czworokata (rys. 8.89). Nieréwnosé

AC+BD =AP+BP+CP+DP > %-(AB+BC+CD+ DA)

wynika z zadania 48. Zastosujemy teraz nieréwnosé tréjkata do
trojkatéow ABC, ACD, ABD i BCD. Mamy woéwczas

A B
Rys. 8.89

AC < AB+ BC, AC<AD+CD, BD< AB+ AD, BD< BC+CD.
Po dodaniu tych czterech nieréwnosci stronami, otrzymujemy
2-(AC+BD)<2-(AB+ BC+CD+ AD),

czyli
AC+BD < AB+BC+CD+ AD.

Ostatecznie

- (Obwod czworokata) < AC' + BD < Obwdd czworokata.

N | =

Zadania 41 i 42 pokazuja najwazniejsze wlasnosci réwnoleglobokéw. Przed omawianiem
zadan z zestawu piatego uczniowie musza zatem poznaé definicje réwnolegloboku. Zaczy-
nam jednak od pytania, co to jest rownolegtobok — przeciez to pojecie wystepowalto juz
w szkole podstawowej. W odpowiedzi uczniowie czesto podaja wszystkie znane im wla-
snosci rownolegtobokéw: sa to czworokaty majace przeciwlegte boki réwnolegle i rowne
oraz przeciwlegle katy réwne. Uscislam wtedy: definicja réwnolegltoboku jest to, iz ma on
przeciwlegte boki rownolegte, reszta to sa wlasnosci, ktorych bedziemy teraz dowodzié.
To wlasnie jest celem dwoéch pierwszych zadan tego zestawu. Zadania od 43 do 46 po-
kazuja z kolei, ze pewne kombinacje powyzszych wlasnosci sg wystarczajace do tego, by
czworokat byl réwnolegtobokiem.

Po udowodnieniu podstawowych wlasnosci rownoleglobokéw nadszedt odpowiedni mo-
ment, by pokazaé¢ uczniom dwa czesto stosowane twierdzenia. Sa to twierdzenia o tzw.
liniach érodkowych tréjkata i trapezu. Zacznijmy od nastepujacego lematu:
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Lemat. Punkt D jest érodkiem boku AC trojkata ABC. Przez punkt D prowadzimy
prosta réwnolegla do boku AB, przecinajaca bok BC w punkcie F. Wéwczas BE = EC

oraz DE = % - AB.

Dowdéd. Prowadzimy prostg réwnolegta do boku BC|, przecina- 2 fys: 8:90

jaca bok AB w punkcie F' (rys. 8.90). Teraz wystarczy zauwa-
zyé, ze trojkaty AFD i DEC sa przystajace (cecha KBK) oraz b

AN
ze czworokat FFBED jest rownoleglobokiem. /\

A F B

Twierdzenie. Punkty D i E sa odpowiednio srodkami bokéw AC' i BC tréjkata ABC.
Woéwczas DE || AB oraz DE = 3 - AB.

Dowéd. Przez punkt D prowadzimy prosta rownolegla do boku AB. Z lematu wiemy,
ze przecina ona bok BC' w jego érodku, a wiec w punkcie E. To znaczy, ze DE || AB;
rownos¢ DE = % - AB wynika teraz z lematu.

Odcinek DF jest nazywany linig $rodkowa tréjkata (nie myli¢ ze srodkowa!). Definiu-
jemy takze linie sSrodkowa trapezu jako odcinek taczacy srodki ramion trapezu. Nastepu-
jace twierdzenie dotyczy wlasnie tej linii srodkowe;j:

Twierdzenie. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB || CD. Punkty F i F sa
odpowiednio $rodkami bokéw AD i BC. Wéwczas EF || AB oraz EF = 5 - (AB+ CD).

Dowdéd. Niech G bedzie punktem przeciecia prostych AB i DF (rys. 8.91). Tréjkaty
BGF i CDF sa przystajace (cecha KBK); zatem BG = CD oraz GF = FD. Odci-
nek EF jest wiec linig srodkowa w trojkacie AGD.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze EF || AB
oraz E F
- (AB +CD), N

-(AB + BG) = B . .

EF:%-AG:

N
N

co konczy dowdd.

Udowodnione wyzej twierdzenia sa szczegdlnymi przypadkami twierdzenia Talesa. Twier-
dzenie Talesa w calej ogdlnosci nie wystepuje w podstawie programowej dla gimnazjum,
jednak w moim programie rozszerzonym krétko je omawiam. Ogélny dowdd twierdze-
nia Talesa odkladam na pdzniej (na poczatek III klasy lub — wyjatkowo — na koniec
1T klasy). W dowodzie twierdzenia Talesa korzystam z pol tréjkatéw, o ktérych jeszcze nie
moéwiliSmy. Ponadto do samego sformulowania tego twierdzenia konieczne jest wyjasnie-
nie, co to jest podzial odcinka (wewnetrzny i zewnetrzny) w danym stosunku. Te pojecia
omawiam z uczniami p6zniej — pola wielokatéw jeszcze w I klasie, podziat w danym sto-
sunku bezposrednio przed twierdzeniem Talesa w IIT lub II klasie. Natomiast teraz moge
daé uczniom jako zadanie udowodnienie analogicznego (do powyzszego) lematu dla danej
skonczone]j liczby odcinkéw; jest to w istocie twierdzenie Talesa dla odcinkéw rownych.
Oto ten lemat dla trzech odcinkdw:

Lemat. Punkty D i E (w tej kolejnosci) dzielg bok AC tréjkata ABC na trzy réwne
czesci. Przez punkt D prowadzimy prosta réwnolegla do boku AB, przecinajaca bok BC

w punkcie F'; przez punkt E prowadzimy prosta réwnolegla do boku AB, przecinajaca
bok BC' w punkcie G. Wéwczas BF = FG = GC, EG = % - AB oraz DF = % - AB.
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Szkic dowodu. Przez punkt D prowadzimy prosta réwnoleglta do boku BC, przecina-
jaca bok AB w punkcie H oraz przez punkt E prowadzimy pro-

sta rownolegla do boku BC, przecinajaca odcinek DF w punk- < fys. 8:92
cie J (rys. 8.92). Nastepnie dowodzimy, ze czworokaty HBF D i E/\G
JFGE saréwnoleglobokami oraz ze trojkaty AHD, DJE i EGC D/\ P
sa przystajace. b
A H B

W zadaniu 47 widzimy dwa tréjkaty ACD i BC'D, majace po dwa boki réwne (bok CD
wspOlny, AD = BD). Trzeci bok jest dluzszy w tym tréjkacie, w ktérym jest wigkszy kat
miedzy pozostalymi bokami. Zadanie to zawiera wiec dowdd nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie. Dane sa dwa tréjkaty ABC i DEF takie, ze: AB = DE, AC = DF oraz
£BAC > LEDF (rys. 8.93).

C

A ! B D ! E Rys. 8.93

Woéwezas BC > EF.

Twierdzenie to jest czasem stosowane w zadaniach i warto je przy tej okazji podaé
uczniom. Zadanie 49 warto skonfrontowaé z problemem znalezienia punktu, dla ktérego
suma odlegloéci od wierzchotkdéw tréjkata jest najmniejsza. O ile rozwiazanie zadania
49 jest bardzo latwe, o tyle analogiczne zadanie dla trdjkata jest znacznie trudniejsze.
Odpowiedz jest nastepujaca: jesli ktérys kat tréjkata ABC jest réwny co najmniej 120°,
to szukanym punktem jest wierzcholek tego kata; w przeciwnym przypadku, szukanym
punktem jest punkt przeciecia odcinkéw AD, BE i CF z zadania 28. Mozna pokazadé, ze
jesli P jest tym punktem przeciecia, to

LAPB = {BPC = LCPA =120°

oraz P jest punktem wspdlnym okregéw opisanych na tréjkatach réwnobocznych dory-
sowanych do tréjkata ABC. Dowody tych stwierdzen sa jednak za trudne, by pokazaé je
uczniom w tym momencie. Punkt P nazywamy punktem Fermata (czasem takze punk-
tem Steinera lub punktem Torricelliego) dla tréjkata ABC'. Przy okazji zadania 50 warto
wspomnieé, ze jego tezy nie mozna wzmocnié, tzn. nie istnieja stale a > % ib <1 takie,
ze

a - (Obwéd czworokata) < AC + BD < b- (Obwdd czworokata).

Aby sie o tym przekonaé, wystarczy przyjrzeé¢ sie¢ rombowi o bardzo dlugiej jednej prze-
katnej i bardzo krétkiej drugiej oraz prostokatowi o bardzo dlugim jednym boku i bardzo
krétkim drugim.
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Zestaw VI — szkice rozwigzan.

51. W pieciokacie wypuklym ABC DFE poprowadzono wszystkie przekatne. Oblicz sume
katow LCAD + ADBE + {ECA+ LADB + £BEC.

Rozwiazanie. Niech P i () beda punktami przecigcia prze- D Rys. 8.94
katnej BD odpowiednio z przekatnymi AC i EC. Oznacz- ’
my katy literami greckimi, tak jak na rysunku 8.94. Kat ¢ c
jest katem zewnetrznym tréjkata APD, a wiec ¢ = a + 4. w V

Podobnie kat v jest katem zewnetrznym trojkata BQE,
wiec ¢ = [ + €. Suma katéw tréjkata PCQ jest réwna

@+ 1+ = 180°, skad wynika, ze A

at+f+y+d+e=(a+d)+(B+e)+y=p+p+y=180°

52. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty P, ), R i S sa punktami przeciecia
dwusiecznych katéw zewnetrznych czworokata ABCD. Udowodnij, ze sumy prze-
ciwleglych katéw czworokata PQR.S sa rowne.

Rozwiagzanie. Oznaczmy katy czworokata tak jak na ry-
sunku 8.95. Wéwezas L PAB = § - (180° — a) = 90° — £.
Podobnie £ PBA = 90°— £. Stad £APB = “{2. W podobny
sposéb LCRD = 1. Zatem

LAPB + LCRD = a;5+7;5 - 3620 — 180°

P Rys. 8.95

i, podobnie, L BQC + £ DSA = 180°.

53. Na bokach BC i C'D réwnolegtoboku ABCD zbudowano (na zewnatrz réwnoleglo-
boku) tréjkaty réwnoboczne BCK i DC'L. Udowodnij, ze tréjkat AK L jest réwno-
boczny.

Rozwiazanie. Przypusémy, ze kat a jest katem ostrym réwnolegltoboku oraz a < 60°
(rys. 8.96). Pozostale przypadki pozostawimy jako éwiczenie.

Wowezas AB = LD = LC oraz BK = DA = CK. Ponadto A

LABK =360° — {ABC — £CBK =
= 360° — (180° — a) — 60° = 120° + a,

C
£LDA = 360° — LADL — £LDC = "
= 360° — (180° — o) — 60° = 120° + a, 4 ‘
LLCK = {BCD + £{BCK + {LCD = K
Rys. 8.96 K

= a4+ 60° + 60° = 120° + «.

Stad wynika, ze tréjkaty ABK, LDA 1 LCK sa przystajace, a wiec AK = LA = LK.

54. Udowodnij, ze punkty przeciecia dwusiecznych katéow réwnolegloboku nie bedacego
rombem sa wierzchotkami prostokata.
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Rozwigzanie. Mamy udowodnié, ze czworokat PQRS jest prostokatem (rys. 8.97). Za-

b uwazmy, ze

ABAP+ LABP = - - £BAD + % - LABC =

N o) =

1
(£BAD + £ABC) = 7 - 180° = 90°.

Zatem £APB = 90°; podobnie dowodzimy, ze pozostale

Rys. 8.97
" katy czworokata PQRS sa proste.

55. Dany jest réwnolegtobok ABC D z katem ostrym przy wierzchotku A. Na potprostej
AB wyznaczono punkt M (M # B) taki, ze CB = CM, a na pdlprostej CB punkt
N (N # B) taki, ze AB = AN. Udowodnij, ze DM = DN.

D c Rozwigzanie. Oznaczmy kat BAD litera « (rys. 8.98).
Wtedy £ BCD = «. Zauwazamy teraz, ze trojkaty BMC

i NBA sa réwnoramienne i ich katy przy podstawie sg

A & = o réwne (bo katy MBC i NBA sa wierzcholtkowe). Zatem

mamy £ BCM = £ N AB, skad wynika, ze
ANAD = ANAB+a=4BCM + a = 4DCM.

Rys. 8.98 N Zatem trojkaty NAD i DCM sa przystajace (cecha przy-
stawania BKB) i DN = DM.

56. W rownolegloboku ABCD, w ktérym bok AB jest dwa razy diuzszy od boku BC,
potaczono érodek M boku AB z wierzchotkami C'i D. Udowodnij, ze kat CM D jest

prosty.

D ¢ Rozwigzanie. Oznaczmy kat BAD réwnolegloboku ABCD li-
tera a (rys. 8.99). Tréjkaty MDA i MCB sa réwnoramienne,
bo AD = AM = MB = CB. Zatem £{AMD = 189=2 oraz

A M B ABMC = w = §. Stad wynika, ze
Rys. 8.99
180° —
LAMD + 4BMC = == 1 & = o,

czyli LCM D = 90°.
57. Na bokach AB i BC kwadratu ABCD obrano odpowiednio punkty E i F' takie, ze
EB + BF = AB. Udowodnij, ze suma katow BAF, EDF i ECB wynosi 90°.

D ¢ Rozwiazanie. Skoro EB = AB — BF (rys. 8.100), wiec

AE = AB— EB = AB — (AB — BF) = BF.

Zatem takze EB = FC. 7 zalozenh wynika, ze trojkaty ABF

r i DAF sa przystajace (AB = DA, L{ABF = {DAE = 90°,

AFE = BF, cecha przystawania BKB). Zatem £ BAF = {ADE.

A E B Podobnie tréjkaty CBE i DCF sa przystajace. Stad wynika, ze
Rys. 8.100 LFECB = AFDC, a wigc ostatecznie

ABAF + AEDF 4+ LAECB = {ADE + {EDF + {FDC = £{ADC = 90°.
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58. W czworokacie ABC'D mamy AB = AD i BC = CD. Wykaz, ze katy B i D sa
réwne. Wykaz, ze przekatne tego czworokata sa prostopadte.

C
Rozwigzanie. W czworokacie ABCD prowadzimy przekatne AC

i BD (rys. 8.101). Tréjkaty ACB i ACD sa przystajace (wspllny b B
bok AC, AB = AD i BC = CD, cecha przystawania BBB). Stad
wynika, ze L ABC' = L ADC. Nastepnie zauwazamy, ze z rownosci
AB = AD wynika, ze punkt A lezy na symetralnej odcinka BD.
Réwniez punkt C lezy na tej symetralnej. A wiec prosta AC jest

A
symetralna odcinka BD; jest wiec do niej prostopadla.

Rys. 8.101

59. Na bokach AB, BC i CA tréjkata ABC zbudowano trzy tréjkaty réwnoboczne:
APB, BRC i CQA. Tréjkat BRC' lezy po tej samej stronie boku BC' co trojkat
ABC; pozostale dwa leza na zewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze punkty A, P,
R i @) sa wspotliniowe lub sa wierzchotkami rownolegtoboku.

Rozwiazanie. Przypusémy, ze punkty A, P, R i @ nie sa wspolliniowe. Rozpatru-
jemy tylko przypadek, gdy LCBA < 60°, tzn. gdy poélprosta BA lezy wewnatrz kata
CBR oraz ABCA > 60°, tzn. poélprosta CR lezy wewnatrz kata BCA (rys. 8.102).
Pozostale przypadki zostawiam Czytelnikowi. Tréjkaty BC'A
i BRP sa przystajace ({CBA = 60° — {ABR = A{RBP,
BC = BR, BA = BP, cecha przystawania BKB). Stad wy-
nikaja rownosci PR = AC' = AQ. W podobny sposéb dowo-
dzimy, ze tréjkaty BCA i RCQ sa przystajace (BC = RC,
ABCA =60°+ LRCA = ARCQ, AC = QC, cecha przysta-
wania BKB). Wynika z tego, ze PA = BA = RQ. Czworokat
PAQR ma zatem przeciwlegle boki réwne, a wigc jest réwno-
legltobokiem.

P Rys. 8.102
R

60. Dane sa dwa kwadraty: ABCD i AEFG. W obu kwadratach podana kolejnosé
wierzchotkéw jest przeciwna do ruchu wskazéwek zegara. Udowodnij, ze BE = DG.

Rozwiazanie. Rozpatrujemy przypadek, gdy wierzcholek E lezy D c

wewnatrz kwadratu ABCD (rys. 8.103). Tréjkaty ABE i ADG

sa przystajace ({BAE = 90° — {EAD = {DAG, AB = AD, F

AE = AG, cecha przystawania BKB). Zatem BE = DG. Pozo- ¢

stale przypadki (zalezne od polozenia punktu FE) pozostawiam jako

¢wiczenie. A B
Rys. 8.103

Uwaga. To zadanie znalazlo sie w informatorze maturalnym; jego niewielka modyfikacja
znalazla sie tez w arkuszu maturalnym w 2010 roku.

Zestaw VI sklada sie¢ z zadan dotyczacych wielokatéw. Interesujace, ze wzgledu na uogél-
nienia, jest zadanie 51, w ktérym rozpatrujemy gwiazde wewnatrz pieciokata wypuktego.
Jedli polaczymy co drugi wierzcholek szesciokata wypuklego, to otrzymana gwiazda (tzw.
gwiazda Dawida) sklada si¢ z dwdch tréjkatéw. Suma katéw takiej gwiazdy wynosi oczy-
wiscie 360°. Popatrzmy teraz na siedmiokat wypukly ABCDEFG. Mozemy w nim utwo-
rzy¢ dwie gwiazdy siedmioramienne: laczac co drugi (rys. 8.104) lub co trzeci wierzcholek
(rys. 8.105):
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Rys. 8.104 Rys. 8.105

Oznaczmy katy gwiazdy literami greckimi «, 3, v, d, €, 1 9, tak jak na rysunkach
8.104 i 8.105. Wybierzmy przy tym punkty P i Q: w pierwszym przypadku sa to punkty
przeciecia przekatnej BG z przekatnymi AC' i AF. W drugim przypadku sg to punkty
przeciecia przekatnej BF' z przekatnymi AD i AE. Wreszcie ¢ i ¢ sa katami trojkata
APQ przy wierzchotkach P i Q.

W pierwszym przypadku korzystamy z tego, ze suma katow kazdego z czworokatow
PCEG i QBDF jest rowna 360°:

(180° — ) + v+ e+ =360° oraz (180° — ) + B+ 6 + 1 = 360°.
Po dodaniu tych rownosci stronami, otrzymamy
B4+vy+d+e+n+9=2360°+¢+.

Do obu stron dodajemy teraz « i korzystamy z tego, ze suma katéw trojkata APQ jest
rowna 180°:

a+B+y+5+ec+n+19=360°+a+ ¢+ =360°+ 180° = 540°.

W drugim przypadku kat ¢ jest katem zewnetrznym trojkata BEQ); zatem ¢ = 3 + €.
Niech nastepnie R i S beda punktami przeciecia przekatnej GC' z przekatnymi AD i BF'.
Kat ¢ jest katem zewnetrznym trojkata PRS, wiec p = LA PRS+ A PSR. Z kolei kat PRS
jest katem zewnetrznym tréjkata RDG, a kat PSR jest katem zewnetrznym trojkata
SCF. Zatem

£LPRS =0+v oraz £PSR=++n.

Zatem
p=v+0+n+7

1 ostatecznie
180 =a+ep+d=a+0+y+5+ec+n+7.

W tym przypadku suma katow gwiazdy jest réwna 180°. Oczywiscie te badania mozna
kontynuowaé, obliczajac sumy katow gwiazd oSmiokatnych, dziewieciokatnych i tak dalej.
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Nie mozna jednak oczekiwaé, by uczen pierwszej klasy gimnazjum byl w stanie wypro-
wadzi¢ jakie§ ogblne wnioski z tych badan.

Pozostale zadania z tego zestawu sa do$¢ rutynowymi zadaniami dotyczacymi wielokatéw
i majg daé uczniowi szanse nabrania wprawy w wykorzystywaniu dotychczas poznanych
metod (rachunek katéw i cechy przystawania tréjkatéow) w dowodzeniu twierdzen geome-
trycznych. Moje dotychczasowe do$wiadczenia pokazuja, ze uczniowie, ktérzy nauczyli
sie solidnie tego wszystkiego, co jest w pierwszych szeSciu zestawach zadan, moga juz
przystapi¢ do samodzielnego rozwiazywania zadan olimpijskich (oczywiscie mam tu na
my$li Olimpiade Matematyczna Gimnazjalistéw).

Po przerobieniu zestawu VI daje uczniom nastepny fragment tekstu ,teoretycznego”,
w ktérym omawiam pojecie pola wielokatéw i dowodze twierdzenia Pitagorasa oraz twier-
dzefr odwrotnych do niego (celowo uzywam tu liczby mnogiej). Te fragmenty tekstu za-
taczam w calosci.

v
1. Aksjomaty pola

Kazdemu wielokatowi przypisujemy nieujemna liczbe rzeczywista, ktérag nazywamy jego
polem. Pole wielokata F' bedziemy oznaczaé¢ symbolem Pg (spotykane jest tez oznacze-
nie [F]). Na przyktad, pole tréjkata ABC oznaczamy symbolem Pspc (lub [ABC]), pole
pieciokata K LM N P oznaczamy symbolem Prpynyp (lub [KLMNP]).

To przyporzadkowanie ma trzy wtasnosci, ktére nazywamy aksjomatami pola.

Aksjomat 1. Pole prostokata o bokach dtugosci a i b jest réwne a - b. Na przyklad dla
prostokata ABC'D na rysunku 8.106 mamy Papcp = a - b.

Aksjomat 2. Pola tréjkatéw przystajacych sa réwne, tzn. jesli A ABC = A DEF, to
Papc = PpEr.

Aksjomat 3. Jedli wielokat F' rozetniemy na wielokaty Fi, ..., F,, to pole calego wielo-
kata F' jest réwne sumie pél wielokatéw, na ktore go rozcigto:

Pp = Pp, +...4 Pp,.

Jedli na przyklad, siedmiokat ABCDEFG (rys. 8.107) rozetniemy na sze$¢ wielokatéw:
cztery tréjkaty ABG, BFG, BCF i CLK oraz dwa czworokaty KLEF i CDEL, to

Papcperc = Pape + Perc + Pecr + PocLkx + Pkrer + PcpEL-

G

A a B Rys. 8.106 D Rys. 8.107
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2. Pole trojkata

Najpierw wyprowadzimy wzér na pole tréjkata prostokatnego. Zaltdézmy, ze mamy dany
trojkat prostokatny ABC, w ktérym kat B jest prosty.
Poprowadzmy przez wierzcholek C' prosta rownolegla do boku AB, a przez wierzcho-
tek A prosta rownolegla do boku BC. Oznaczmy przez D punkt przeciecia tych pro-
stych. Poniewaz AB | CD oraz L{ABC = 90°, wiec £BCD = 90°. Podobnie do-
wodzimy, ze {BAD = 90°. Czworokat ABC'D ma zatem trzy katy proste, z czego
wynika, ze jego czwarty kat tez jest prosty. Zatem czworokat
D ¢ ABCD jest prostokatem, czyli Papcp = AB - BC. Zauwazamy
nastepnie, ze AABC = ACDA ({BAC = £DCA, wspblny
bok AC, LACB = LCAD, cecha przystawania KBK). Zatem
Papc = Popa oraz Papecp = Pape + Popa- Stad wynika, ze

BS
s}

1
Rys. 8.108 Papc = 3" AB-CD.

Pole tréjkata prostokatnego jest zatem polowsg iloczynu przyprostokatnych.

WezZmy teraz dowolny tréjkat ABC i opusémy wysokos¢ C'D z wierzchotka C' na prosta
AB. Mozliwe sg dwa przypadki: wysoko$é spada na podstawe AB lub na jej przedtuzenie.

Rys. 8.109 C Zajmijmy si¢ najpierw przypadkiem, w ktérym wysokosé spada na
podstawe AB (rys. 8.109). Tréjkaty ADC i BDC' sa prostokatne.
Zatem
A ) B 1 1
Papc = 3 -AD-DC oraz Pgpc = 3 BD - DC.

Wysokosé CD podzielita tréjkat ABC na tréjkaty ADC i BDC, wigc

1 1 1
Papc = Papc+Pepc = §-AD-DC+§-BD~DC =--(AD+BD)-DC = §-AB-DC.

N =

Pole tréjkata ABC jest zatem polowg iloczynu podstawy przez wysokosé.

W drugim przypadku punkt D lezy na przedtuzeniu podstawy AB (rys. 8.110). Tréjkaty

Rys. 8.110 ADC i BDC sg prostokatne. Zatem

1 1
PADC:§ADDC oraz PBDC:§BDDC

Tym razem trojkat ADC jest podzielony na dwa trojkaty:
ABC i BDC. Zatem Pyspc = Papc+Pspc, skad wynika,
ze

A B "D

1 1 1
Papc = Papc—Pepc = §-AD-DC'—§-BD-DC’ =_—-(AD-BD)-DC = E-AB-DC'.

1
2

W tym przypadku pole tréjkata rowniez okazalo si¢ réwne polowie iloczynu podstawy
przez wysokosé.

144



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

We wszystkich przypadkach otrzymaliémy ten sam wynik: pole tréjkata ABC' o podstawie

AB i wysokosci CD jest rowne

A B Rys. 8.111

3. Pole réwnolegloboku

1
Papc = 5 - AB-CD.

7 tego wzoru wynika wazny wniosek. Méwi on, ze pola
tréjkatéw o tej samej podstawie, ktérych wierzchotki
leza na prostej k réwnoleglej do podstawy, sa réwne
(rys. 8.111). A wiec, jesli k || AB, to pola tréjkatéw
ABC i ABD sa réwne: Papc = Pagp.

Wyprowadzimy teraz wzér na pole réwnolegloboku. Podzielmy réwnoleglobok ABC' D
na dwa tréjkaty przekatna BD. PoprowadZmy w nim wysoko$é DE (rys. 8.112). Naj-
plerw zauwazamy, ze tréjkaty ABD i BCD sa przystajace: A ABD = A BCD (bok BD

wspOlny, L ABD = ACDB, {BDA = £DBC, cecha przy-
stawania KBK). Zatem pola tych dwéch tréjkatéw sa réwne.
Suma pédl tréjkatéw ABD i BCD jest réwna polu réwnole-
globoku ABCD, wiec pole trojkata ABD jest polowa pola

rownolegloboku:

D C

1
Pipp = 5 - Pagcp. Rys. 8.112

Pole réwnolegtoboku ABCD jest wiec réwne

1
PABCD:2'PABD:2'§'AB'DE=AB~DE.

Pole réwnolegtoboku jest wiec iloczynem podstawy przez wysokosc.

W szczegdlnosci dwa réwnolegloboki o tej samej podstawie i tej samej wysokosci maja
rowne pola. Je$li zatem punkty D, C, F i E lezag na prostej réwnoleglej do AB, to

PABCD = PABEF (rys. 8.113):

D

4. Pole trapezu

B Rys. 8.113

Wyprowadzimy teraz wzér na pole trapezu. Niech bedzie dany trapez ABCD o pod-
stawach AB i C'D. Niech punkt M bedzie srodkiem ramienia BC. Poprowadzmy pro-

sta DM i niech punkt E bedzie punktem przeciecia
tej prostej z prosta AB (rys. 8.114). Tréjkaty DMC
i EM B sa przystajace: CM = BM, bo punkt M jest
$rodkiem boku BC; LDMC = LEM B, bo sa to katy
wierzchotkowe, a L DCM = L EBM, bo sa to katy na-
przemianlegle przy siecznej BC', przecinajacej proste

D

c

Rys. 8.114
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rownolegle AFE i CD. Zatem pola tych tréjkatéow sa réwne. Stad wynika, ze pole trapezu
ABCD jest rowne polu trojkata AED, wiec

1
Piapcp = Pagp = 3 -AFE - DH.
7Z tego, ze trojkaty DM C i EM B sg przystajace, wynika rowniez, ze CD = BE. Zatem
AE =AB+ BE =AB+CD.

Stad otrzymujemy:
1
Pipcp = 5 . (AB+ OD) -DH.

Pole trapezu jest wiec iloczynem $redniej arytmetycznej podstaw przez wysokosé trapezu.

Pole wielokata zostalo wprowadzone aksjomatycznie. Okazuje sie, ze trzy podane aksjo-
maty wystarcza do calego dalszego wyktadu geometrii. Zwracam uwage na to, ze nie
podaje twierdzenia, ze figury przystajace maja réwne pola. Jest tak dlatego, ze przez
dluzszy czas nie rozwazam przystawania innych figur niz tréjkaty. Ogoélna definicja przy-
stawania wymaga wprowadzenia pojecia izometrii, czego w I klasie gimnazjum nie chce
robié¢. Przy okazji nauki symetrii wspominam do$¢ nieformalnie o przeksztalceniach geo-
metrycznych, jednak nie wprowadzam ogélnego pojecia izometrii. Kolejno$¢ dowodzenia
wzoréw wydaje mi sie naturalna. W wielu podrecznikach najpierw dowodzi sie wzoru na
pole réwnolegtoboku, a potem wyprowadza sie z niego wzor na pole tréjkata, ale czesto
ten dowdd ma istotng luke: autorzy podrecznikéow pokazuja, ze roéwnoleglobok ma takie
samo pole jak prostokat, postugujac sie rysunkiem takim jak rys. 8.115.

! Rys. 8.115

Trojkat odciety z lewej strony zostaje przeniesiony na prawo i z rownolegtoboku tworzy sie
prostokat. To dowodzi, ze pole réwnolegtoboku jest iloczynem podstawy przez wysokosé.

Ten dowdd jednak nie dziala w przypadku, gdy réwnoleglobok jest duzo wyzszy (rys.
8.116). Tym razem nie da sie odciaé z lewej strony takiego tréjkata, by po dolozeniu go
z prawej strony przeksztalcié réwnolegltobok w prostokat.
Mozna argumentowad, ze ten réwnolegtobok mozemy po-
tozy¢ na drugim boku, ale wzér na pole réwnolegtoboku
jest potrzebny dla kazdej podstawy i kazdej wysokosSci.
Wiele rozumowan polega na obliczeniu pola dwoma spo-
sobami, a wiec potrzebne sg oba wzory. Oczywiscie ten do-
wod mozna uratowaé, rozcinajac rownolegtobok liniami poziomymi na wiele mniejszych
rownoleglobokow:; trzeba tylko udowodnié, ze tak sie da zrobi¢ — a to juz wykracza poza
poziom gimnazjum. Zwlaszcza, ze zamiana kolejnosci wyprowadzania wzoréw usuwa ten
problem.

Rys. 8.116

Wprowadzenie pojecia pola wielokata pozwala wréci¢ do zadania 30 i rozwiazaé je poka-
zana wczesniej metoda. Daje wtedy uczniom kilka nowych zadan. Oto one:
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1. Punkt P jest punktem przecigcia przekatnych czwo-

D c
rokata wypuktego ABCD. Udowodnij, ze pola trojkatéw
BCP i DAP sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy boki AB P
i CD sg réwnolegle (rys. 8.117).

A B
Rys. 8.117
2. Punkty M i N leza odpowiednio na bokach ABiCD D N c
rownolegloboku ABCD. Odcinki AN i DM przecinaja
sig¢ w punkcie K, za$ odcinki BN i CM przecinaja sie
w punkcie L. Udowodnij, ze pole czworokata K M LN jest
réwne sumie pdl tréjkatow AKD i BCL (rys. 8.118).
A M B
Rys. 8.118
3. Dane sa dwa réwnolegtoboki ABC'D i BEFG takie, D E c
ze punkt E lezy na boku C'D, a punkt A lezy na boku
FG. Udowodnij, ze te rownolegltoboki majg réwne pola
(rys. 8.119). F
A\/B
G Rys. 8.119
4. Dany jest kwadratowy tort, oblany z brzegow i z gory /
warstwg, czekolady réwnej grubosci. Chcemy za pomoca
prostoliniowych cieé¢ poprowadzonych ze srodka tortu do |
brzegéw podzieli¢ ten tort miedzy 7 osob tak, by kazda |
z nich dostala tyle samo ,masy” tortu i polewy czekola-
dowej. Czy jest to mozliwe? Jesli tak, to wskaz metode
podziatu. Rysunek 8.120 przedstawia tort bez wierzchniej
warstwy czekolady, ale nalezy o niej rowniez pamigtad.
|
Rys. 8.120

Rozwiazania niektérych zadan wymagaja pomystu; tutaj jedynie naszkicuje te pomysty.
W zadaniu 1 nalezy zauwazy¢, ze punkty C i D leza po tej samej stronie prostej AB
i wtedy nastepujace warunki sa rownowazne:

o tréjkaty BCP i DAP maja réwne pola;

tréjkaty ABC i ABD maja réwne pola;

tréjkaty ABC i ABD maja réwne wysokosci;

punkty C'i D leza w jednakowych odlegtoéciach od prostej AB;
proste AB i C'D sa réwnolegle.

W zadaniu 2 zauwazamy, ze pole trojkata ABN jest réwne sumie pdl tréjkatow AM D
i MBC (i réwne polowie pola réwnolegloboku).

W zadaniu 3 trzeba zauwazyé, ze oba réwnolegloboki maja pole dwa razy wieksze od
pola tréjkata ABE.
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Zadanie 4 jest trudniejsze. Wydaje sie, ze osoby, ktore dostaja czesci narozne, dostana tez
wiecej czekolady. Rozwiazanie polega na tym, by podzieli¢ obwéd kwadratu na siedem
réwnych czesci i udowodnié, ze pola odpowiednich wycinkow
sa wtedy réwne (rys. 8.121). Taka czes$¢ zadania mozna zrobié
z uczniami dokladnie, chociaz dowdd tez wymaga pomystu.
Pokazujemy, ze pole jednego wycinka jest réwne iloczynowi
potowy tej czesci obwodu, ktora jest w danym wycinku, przez
polowe boku kwadratu (tzn. wysokosé tego wycinka w przy-
padku, gdy jest on tréjkatem). Jest to oczywiste, gdy wycinek
jest trojkatem. W przypadku, gdy wycinek zawiera rég kwa-
dratu, trzeba go podzieli¢ na dwie czesci odcinkiem biegnacym
ze $rodka kwadratu do wierzchotka. Potem trzeba pokazac, ze
— jesli podzielimy na siedem réwnych czesci obwod kwadratu
zewnetrznego — to tak samo zostanie podzielony kwadrat wewnetrzny; to wymaga po-
dobienstwa tréjkatéw lub jednokladnosci i moze by¢é tylko opowiedziane uczniom. Scisty
dowdd musi by¢ odtozony na pézniej. Teraz widzimy, ze caly kwadrat zostanie podzielony
na siedem réwnych czesci, a takze na siedem réwnych czesci zostanie podzielony kwadrat
wewnetrzny. Z kolei z tego wynika, ze takze réznica tych dwoch kwadratow, czyli boczna
polewa czekoladowa zostanie podzielona na réwne czesci. Oczywiscie gbrna polewa tez
zostanie podzielona na rowne czesci. Szczegdly dowodu pozostawiam jako ¢wiczenie.

Rys. 8.121

Po rozwiazaniu zadan z zestawu VI i zadan dodatkowych, dotyczacych pdl wielokatéw,
przechodzimy do twierdzenia Pitagorasa. Uczniowie dostaja kolejny fragment tekstu teo-
retycznego. Zwracam uwage, ze w tym Poradniku nie zachowuje ciaglosci numeracji
twierdzen geometrycznych; kazdy fragment tekstu ma oddzielng numeracje. A oto tekst
o twierdzeniu Pitagorasa:

PoczatekTekstu

1. Twierdzenie Pitagorasa

Twierdzenie 1. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktorym £C = 90°. Wtedy
AC? + BC? = AB2.

Twierdzenie Pitagorasa jest jednym z najwazniejszych twierdzen geometrii. Dzisiaj zna-
my wiele réznych dowoddéw tego twierdzenia. Przedstawie tu trzy dowody, pierwszy z nich
jest dowodem Euklidesa, drugi pochodzi prawdopodobnie od Pitagorasa, autorem trze-
ciego jest matematyk hinduski Bhéskara zyjacy w XII wieku.

Dowdd 1. (Euklides, Elementy)

Na bokach AC, BC i AB tréjkata ABC budujemy kwadraty ACDE, BCFG i ABKL,
lezace na zewnatrz tréjkata. Prowadzimy odcinek C'M prostopadty do boku AB; punkt
H jest punktem przeciecia tego odcinka z bokiem AB. Oznaczmy litera « kat A trojkata

ABC. Naszym celem jest udowodnienie, ze pole kwadratu ABK L jest réwne sumie pél
kwadratéw ACDE i BCFG:

Pscpe + Ppcra = PaBkL-

Gléwny pomyst dowodu polega na wykazaniu, ze

Pscpe = Pargm oraz Ppcorg = Pouk.
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Pokaze najpierw serie rysunkéow (rys. 8.122, 8.123, 8.124, 8.125, 8.126 i 8.127) ilustruja-
cych dowdd réwnoséci Pacpe = Parawm:

F F
D D
C, ¢ C, ¢
E E
(3 (3
A H B A H B
Rys. 8.122 L M K L M K Pacpr =2-Pack
F F
D D
C G C G
E E
(614 (03
A H B A H B
Rys. 8.123 L M K L M K Picr = PaBE
F F
D D
C ¢ C G
E E
(0% (e
A H B A H B
Rys. 8.124 L M K L M K Pigre = Parc
F F
D D
C G C ¢
E E
(o3 (63
A H B A H B
Rys. 8.125 L M K L M K Parc = Paryg
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F F
D D
C G C ¢
E E
(03 (03
A H B A H B
Rys. 8.126 L M K L M K Parypg = 2-Pary
Ostatecznie dostajemy:
F F
D D
C ¢ C ¢
E E
(e} (e}
A H B A H B
Rys. 8.127 L M K L M K Pscpe = Parvn

A teraz dowdd twierdzenia (rys. 8.128).

L M K Rys. 8.128
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Nr | Wniosek Uzasadnienie

1. Picpe =2 Pack EC jest przekatna kwadratu ACDE,

2. Picp = PapE CB || EA,

3. | FA=CA z konstrukcji,

4. | AB=AL z konstrukcji,

5. AFEAB =90° + « polprosta AC' lezy wewnatrz kata FAB,
6. LACAL =90° + « polprosta AB lezy wewnatrz kata C AL,
7. AFEAB = LCAL 5, 6,

8. ANABE = NALC 3, 4, 7, cecha przystawania BKB,

9. | Pape = Parc 8,

10. | Parc = Parm CH || AL,

11. | Paryvg =2 Parna HL jest przekatna prostokata ALMH,
12. | Pacpr = Parmm 1, 2,9, 10, 11,

13. | Ppcra = PeHMK analogicznie,

14. | Pacpr + Pecrc = PaBkL 12, 13,

c. b.d. o.

Dowéd II. (Pitagoras?) Kwadrat o boku a + b dzielimy na dwa kwadraty (o bokach
a ib) i cztery trojkaty prostokatne o przyprostokatnych a i b (rys. 8.129). Inny podzial
tego kwadratu widzimy na rysunku 8.130. Mamy na nim jeden kwadrat o boku ¢ i cztery
tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych a i b i przeciwprostokatnej c.

a b

a b Rys. 8.129 a b Rys. 8.130

Stad wynika, ze kwadrat o boku ¢ ma pole rowne sumie pél kwadratéw o bokach a i b,
czyli a®? + 0% =¢c2, c. b. d. o.
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¢ Dowdéd III. (Bhaskara) Kwadrat o boku ¢ dzielimy na cztery
b a b tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych a i b i jeden kwadrat
o boku a — b (rys. 8.131). Stad
=4 a—b+(afb)2:2ab+a272ab+b2 =a? + b,
b a b 2
P c. b. d.o.
Rys. 8.131

2. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Twierdzenie 2. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC? + BCO? = AB?. Wtedy tréjkat
ABC jest prostokatny i £C = 90°.

Dowdéd. Budujemy tréjkat DEF taki, ze AC = DF, BC = EF oraz ADFE = 90° (rys.

8.132).
B E

F D Rys. 8.132

Tréjkat DEF jest prostokatny, wiec z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
DE? = DF? + EF? = AC? + BC? = AB?,

czyli DE = AB. Zatem tréjkaty ABC i1 DEF sa przystajace (cecha przystawania BBB)
i£C = 4£F =90° c. b. d. o.

Pokazemy teraz inny dowdd twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa. W tym
celu udowodnimy najpierw dwa wazne twierdzenia. Przypusémy, ze dany jest trojkat
ABC, ktérego boki oznaczamy literami a, b i ¢, a katy literami o, 31 7.

Twierdzenie 3. Zal6zmy, ze kat « jest ostry. Poprowadzmy wysokosé C'D tréjkata ABC
i oznaczmy litera = dlugos¢ odcinka AD. Wtedy

a® =b% + 2 — 2cz.

Dowdd. Rozrézniamy trzy przypadki w zaleznosci od tego, gdzie lezy punkt D.

Rys. 8.133 c Przypadek 1. Punkt D lezy wewnatrz boku AB (rys.
8.133). Oznaczamy litera h wysoko$é C'D. Odcinek DB
jest réwny ¢ — x. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata
ADC wynika, ze 22 + h? = b%. Korzystamy teraz z twier-
dzenia Pitagorasa dla tréjkata DBC:

N ) a>=(c—x)*+h*=c*—2cx+2>+h’=
=c? —2cx +b* =b* 4 — 2cu.
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Przypadek 2. Punkt D lezy na zewnatrz boku AB.
Oznaczamy litera h wysokos¢ CD (rys. 8.134). Odci-
nek BD jest teraz réwny x — c. Z twierdzenia Pita-
gorasa dla tréjkata ADC wynika, ze 2% + h? = b2, b
Korzystamy znéw z twierdzenia Pitagorasa dla trdj-
kata BDC:

ad=@x—c)?+ht=2"-2cx+F+h= <
= —2cx+2*+h*=c"—2cx+ b = Rys. 8.134

=0+ 2 — 2.

8 <

Przypadek 3. Punkt D pokrywa si¢ z punktem B (rys. 8. 135). c
Wtedy = = c iz twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC wynika,
ze

=0 -=0+*-22% =0+ -2z, b a

c. b.d. o.

Whiosek. Jedli kat o jest ostry, to a? < b? + c2. Rys. 8.135

Twierdzenie 4. Zal6zmy, ze kat « jest rozwarty. Poprowadzmy wysoko$é¢ C'D trdjkata
ABC i oznaczmy litera x dlugo$é odcinka AD. Wtedy

a® = b + A + 2cz.

Dowéd. Oznaczamy litera h wysokosé C'D. Odcinek
DB jest teraz réwny ¢+ x (rys. 8.136). Z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata DAC wiemy, ze x2 + h% = b2.
Korzystamy nastepnie z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata DBC:

a?=(c+z)?+h> =42z +2°+h%=
=2 4 2cx + 0% =b% + 2 + 2cz,

c. b.d. o.
Whiosek. Jedli kat o jest rozwarty, to a® > b + c2.
Twierdzenie 5. Dany jest trojkat ABC. Jesli a? = b2 + 2, to a = 90°.
Dowéd. Przypusémy, ze a # 90°. Mamy wtedy dwa przypadki:
1. a < 90°. Wowczas z twierdzenia 3 wynika, ze a? < b 4 ¢2, co przeczy zalozeniu.

2. a > 90°. Wtedy z twierdzenia 4 dostajemy a®? > b? + c2, co tez jest sprzeczne
z zalozeniem.

Otrzymane sprzeczno$ci dowodza, ze kat o musi by¢ rowny 90°, c. b. d. o.

Uwaga. Twierdzenia 3 i 4 pokazuja, w jaki sposéb mozna obliczy¢ dlugosé boku a, gdy
znane sg dlugosci bokéw b i ¢ oraz dtugosé rzutu boku b na prosta AB. Twierdzenia te nie
obejmowaly jednego przypadku: gdy kat « jest prosty. Wtedy oczywiscie z twierdzenia
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Pitagorasa dostajemy a? = b% 4 c?. Zauwazmy tez, ze rzut boku AC na prosta AB jest
odcinkiem zerowym (a wiec = 0). Wtedy

a? =b> + ¢ — 2cx = b* + & + 2cx,

a wiec w zalozeniach twierdzen 3 i 4 mozna bylo przyjac takze, ze o = 90°.
Rys. 8.137 Twierdzenie 6. Dany jest taki tréjkat prostokatny ABC),
w ktérym £C = 90°. W tréjkacie tym poprowadzono wy-
¢ soko$é¢ C'D. Oznaczmy boki tréjkata ABC' literami a, b i ¢,
a nastepnie oznaczmy CD = h, AD = x i BD = y. Wtedy

a
c h=—, z=—, y=— oraz a:yzhz.
c c

Dowdd. Zapiszmy pole tréjkata ABC dwoma sposobami:

1 1
PABC:§'ab:§'Ch.

Stad dostajemy rownosé ch = ab, a wiec h = %b. Nastepnie z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata ADC' dostajemy

22 2.2 _ 272 20,2 _ 2 212 4
x2:b27h2:b27ab:bc ab:b(c a):b b b

c? c? c? c? 2’
2 . . 2 .
Zatem x = b? i podobnie y = <-. Wreszcie
a’> v¥*  a?p?
_ h2
- )

c c c?

c. b.d. o.

3. Tréjki pitagorejskie i Wielkie Twierdzenie Fermata

Naturalne pytanie, czy istnieja tréjkaty prostokatne takie, ze dtugosci ich wszystkich bo-
kéw sa liczbami catkowitymi, ma odpowiedz pozytywna. Przyktadem jest trojkat o bokach
dtugosci 3, 41 5:

32 +4>=9+16=25=5"

Tréjke (a, b, ¢) liczb catkowitych takich, ze a? +b? = ¢ nazywamy tréjka pitagorejska.
Przykladem tréjki pitagorejskiej jest wiec tréjka liczb (3,4, 5). Okazuje sie, ze trjek pita-
gorejskich (a, b, ¢) jest nieskonczenie wiele. Zauwazmy bowiem, ze jesli (a, b, ¢) jest tréjka
pitagorejska, to dla dowolnej liczby naturalnej k tréjka (ka, kb, kc) tez jest pitagorejska.
Mianowicie

(ka)? + (kb)? = k2a® + k*b? = k?(a® + V) = k¢ = (ke)%.

Na przyklad trojki liczb (6,8,10), (9,12,15), (12,16,20), (15,20,25), ... sa tréjkami
pitagorejskimi. Wszystkie one powstaly jednak z tréjki (3,4,5). To nie sa wszystkie
tréjki pitagorejskie. Mozna latwo sprawdzié, ze na przyktad tréjki (5,12, 13), (7,24, 25)
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i (8,15,17) tez sa pitagorejskie. Wzory skréconego mmnozenia pokazuja, w jaki sposéb
mozemy otrzymaé nieskonczenie wiele trojek pitagorejskich. Skorzystajmy ze wzoru

(a —b)? +4ab = (a + b)>.

Jedli liczba 4ab bedzie kwadratem: 4ab = k?, to tréjka (a—b, k, a+b) bedzie pitagorejska.
A wiec wystarczy przyjaé¢ a = m? i b = n2. Wtedy 4ab = 4m?n? = (2mn)? i k = 2mn.
Stad wynika, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m i n takich, ze m > n,
tréjka (m? — n?, 2mn, m? + n?) jest pitagorejska.

Mozna udowodnié wiecej. Tréjke pitagorejska (a,b,c) nazywamy tréjka pierwotna,
jesli liczby a, b i ¢ nie maja wspdlnego dzielnika. Okazuje sie, ze istnieje nieskonczenie
wiele tréjek pitagorejskich pierwotnych. Diofantos w drugiej polowie III w. n. e. znalazl
postaé wszystkich tréjek pierwotnych. Udowodnil najpierw, ze jesli (a,b,c) jest tréjka
pierwotna, to jedna z liczb a i b jest parzysta, a druga nieparzysta. Nastepnie pokazal, ze
trojka (a,b,c) jest trojka pitagorejska pierwotna, w ktérej liczba b jest parzysta, wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja liczby naturalne s it (gdzie s > t) réznej parzystosci, wzglednie
pierwsze (tzn. takie, ze jedynym wspélnym dzielnikiem s i ¢ jest jedynka) i takie, ze

a=s>—t% b=2st, c=s>+1t.

A oto przyklady pierwotnych tréjek pitagorejskich (wraz z odpowiednimi liczbami s i t¢):

s t a b ¢ s t a b ¢ s t a b c

2 1 3 4 5 6 1 35 12 37 8 3 55 48 73
3 2 5 12 13 6 5 11 60 61 8 5 39 8 89
4 1 15 8 17 7 2 45 28 53 8 7 15 112 113
4 3 7 24 25 7 4 33 56 65 9 2 77 36 85
5 2 21 20 29 7 6 13 84 &5 9 4 65 72 97
5 4 9 40 41 8 1 63 16 65 9 8 17 144 145

W polowie XVII wieku Pierre de Fermat (1601 — 1665), prawnik i matematyk mieszka-
jacy w Tuluzie, na marginesie czytanej ksiazki Arytmetyka Diofantosa zapisal nastepujace
twierdzenie: Nie mozna podzieli¢ szescianu na dwa szeSciany ani czwartej potegi na dwie
czwarte potegi, ani ogolnie Zadnej potegi wyzszej niz druga na dwie takie same potegi. Ina-
czej moéwiac, Fermat twierdzil, ze réwnanie " + y™ = 2™ dla n > 3 nie ma rozwiazania
w liczbach catkowitych. Twierdzenie to znane jest pod nazwa Wielkiego Twierdzenia Fer-
mata. Fermat dodat dalej: Znalaztem naprawde zadziwiajgcy dowaod, ktory nie zmiesci sie
na tym zbyt wgskim marginesie. Nigdy nie poznaliSmy dowodu Fermata; dzi§ przypusz-
czamy raczej, ze Fermat pomylil sie. Znamy natomiast oryginalny dowdd Fermata dla
wykladnika n = 4. Dowdd (z luka) dla n = 3 podal dopiero Euler w roku 1770. Na pelne
rozwigzanie problemu Fermata trzeba bylo czeka¢ az do roku 1994. Pierwsza wiadomosé
pojawita sie 23 czerwca 1993 roku; wtedy to, na trzecim ze swoich wykladéw w Instytu-
cie Newtona w Cambridge, angielski matematyk Andrew Wiles przedstawil szkic dowodu
wielkiego twierdzenia Fermata. Jego prace, zawierajaca pelny dowdd, przestudiowalo do-
ktadnie kilku specjalistow, znajdujac w dowodzie usterki wymagajace poprawek. W paz-
dzierniku 1994 roku Wiles przedstawil dwie prace, jedna wspodlna z Richardem Taylorem.
Prace te uzupelnialy przedstawiony wczeéniej dowdd tak, ze ostatecznie wielkie twier-
dzenie Fermata zostalo uznane za udowodnione. Ostatecznie praca Wilesa i praca Wilesa
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i Taylora zostaly opublikowane w 1995 roku w czasopi$mie Annals of Mathematics. Licza
one lacznie 129 stron druku.

4. Przekatna kwadratu i wysoko$é tréjkata réwnobocznego
Twierdzenie 7. Przekatna AC kwadratu ABCD o boku a ma dtugosé av/2.

D ¢ Dowdd. Tréjkat ABC jest prostokatny (rys. 8.138). Z twierdzenia
Pitagorasa dostajemy

@ AC? = AB? + BC? = a® 4+ a® = 242,
N 5 czyli
e — 9242 =
Rys. 8.138 AC =V2a® = a\/ﬁ,
c. b. d.o.
Twierdzenie 8. Wysokosé C'D tréjkata réwnobocznego ABC' o boku a ma dhugosé “T\/g
C Dowéd. Tréjkat ADC jest prostokatny (rys. 8.139). Z twierdzenia
Pitagorasa dostajemy
* 2 a®  3a?
OD? = AC? — AD? = 2—(9) =22 =22
“m\) T T T
A 2 D B czyli
Rys. 8.139 AC — 3a? _ a\/§7
4 2
c. b.d. o.
(4]

Na tym koncze zamieszczony w tym poradniku fragment tekstu teoretycznego o twierdze-
niu Pitagorasa, ktéry daje uczniom. Pozostala czeéc tekstu zawiera dowéd wzoru Herona
i jego zastosowanie do tzw. zagadnienia izoperymetrycznego dla tréjkatow. Ten fragment
tekstu traktuje wylacznie informacyjnie i nie omawiam go na lekcji. Natomiast polecam
uczniom przeczytanie go i najlepsi uczniowie zazwyczaj to robia. Caly tekst teoretyczny
znajduje sie we wspomnianym pliku pdf.
Zwracam uwage uczniéw na punkt 13 w dowodzie twierdzenia Pitagorasa i wyjasniam,
co to znaczy, ze dowdd jest analogiczny. Prosze ich przy tym, by ten analogiczny do-
wdd napisali starannie w punktach. Zazwyczaj nie maja z tym wigkszych problemoéw.
Twierdzenia 3 i 4 to oczywiScie twierdzenie cosinuséw w postaci geometrycznej. Twier-
dzenia cosinuséw w calej ogdlnoéci oczywidcie w gimnazjum nie omawiam. Pokazane jego
warianty geometryczne sa wystarczajace do rozwiazywania wielu zadan. Te twierdzenia,
wraz z twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Pitagorasa, pozwalaja rozpoznaé, czy
dany kat trojkata jest ostry, prosty czy rozwarty — gdy znane sa dtugosci trzech bokow
tego trojkata. Teraz przechodzimy do rozwiazywania zadan z zestawu VIL.
Zestaw VII — szkice rozwigzan.

61. Dwaj tury$ci wyruszaja jednoczesnie z tego samego miejsca. Jeden z nich idzie na

polnoc z predkodcia 5 kilometrow na godzine, drugi jedzie na rowerze na zachdéd

z predkoscia 12 kilometréw na godzine. Po jakim czasie odlegtos¢ miedzy nimi bedzie

wynosita 39 kilometréw?

Uwaga. Na potrzeby tego zadania przyjmij, ze Ziemia jest ptaska.
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Rozwiazanie. Turysci wyruszaja z punktu A. Po czasie ¢ (li- B
czonym w godzinach) pierwszy turysta znajduje sie w punk-
cie B, drugi w punkcie C' (rys. 8.140). Wéwczas AB = 5t,
AC = 12t oraz BC' = 39. Korzystajac z twierdzenia Pitago-
rasa ukltadamy réwnanie Rys. 8.140

(5t)% + (12t)* = 392.

Po wykonaniu obliczen dostajemy réwnanie 169t = 1521, czyli t2 = 9. Jedynym rozwia-
zaniem dodatnim tego réownania jest t = 3.
Odpowiedz: Po 3 godzinach.

62. Jeden koniec linki od latawca, majacej 41 m dlugoéci, umocowano na wysokosci 1 m
do tyczki wbitej pionowo w ziemie. Latawiec znajduje sie nad miejscem odlegltym od
tyczki o 40 m. Na jakiej wysokosci znajduje sie latawiec? Przyjmij, ze linka jest tak
napieta, ze stanowi odcinek linii prostej.

Rozwigzanie. Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkata ABC (rys. 8.141).

c

AI B
D E Rys. 8.141

Wtedy BC? = AC? — AB? = 412 — 40? = 1681 — 1600 = 81. Zatem BC = 9, czyli

EC =10.

Odpowiedz: Latawiec znajduje si¢ na wysokosci 10 m nad ziemia.

63. Dwie wieze, jedna o wysokoéci 40 metréw i druga o wysokosci 30 metrow, stoja
w odleglosci 50 metréw od siebie. W jakiej odleglosci od wyzszej wiezy znajduje sie
(na powierzchni ziemi) punkt jednakowo oddalony od wierzchotkéw obu wiez?

Rozwigzanie. Niech punkt C bedzie jednakowo oddalony D Rys. 8.142

od wierzcholkéw wiez AD i BE (rys. 8.142). Niech x oznacza

odlegloéé¢ AC'. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow AC'D

i BCE otrzymujemy réwnanie

E

x? +40% = (50 — x)? + 302

C
A ‘B

Po wykonaniu obliczen otrzymujemy z = 18

Odpowiedz: Szukany punkt znajduje sie 18 m od podstawy wyzszej wiezy.

64. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB = 14, AC = 13 oraz BC = 15. Oblicz
dlugosci wszystkich wysokoéci tego trojkata.

Rozwigzanie. Najpierw obliczymy wysoko$¢ CD (rys. 8.143). Oz- C Rys. 8.143

naczmy: CD = h oraz AD = x. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréj-

kata ADC otrzymujemy 22 +h? = 132. Z twierdzenia Pitagorasa dla

trojkata BC'D otrzymujemy nastepujace réwnanie:

(14 — 2)* + h* = 15%,
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czyli
142 — 28z + 22 + h? = 152,

Po podstawieniu 22 + h? = 132 otrzymujemy réwnanie
147 — 28z + 13% = 152,
ktorego rozwigzaniem jest x = 5. Teraz mozemy obliczy¢ h; otrzymujemy
h? =13% — 2% = 169 — 25 = 144,
czyli h = 12. Pozostalte wysokosci obliczamy ze wzoru na pole tréjkata. Ot6z

AB-CD 14-12 _

‘ABC 5 5

Zatem BC . b

2 TA 8y,

2

czyli

2.8 56

h = = — = 11 2.
A 15 )
Podobnie 9.84 168
he =—3 13 923

65. W tréjkacie ABC mamy dane: AB = 16, BC' = 6 oraz 4B = 60°. Oblicz dlugosc¢
boku AC.

Rozwigzanie. Poprowadzmy w tréjkacie ABC wysoko$é CD. Wéwezas LCDB = 90°
oraz £DCB = 30° (rys. 8.144).

D Rys. 8.144
7 wtasnodci tréjkata BCD o katach 30°, 60° i 90° wynika, ze
BD:%.Bczs oraz CD = DB-V3=3V3.
7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADC otrzymujemy teraz
AC? =132 + (3V/3)? = 169 + 27 = 196,

czyli AC = 14.
66. Podstawy AB i CD trapezu ABC'D maja odpowiednio dlugoéci 13 i 5. Rami¢ AD

jest prostopadte do podstaw i ma dlugosé 15. Symetralna ramienia BC' przecina
rami¢ AD w punkcie F. Oblicz dlugos¢ odcinka AF.
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Rozwigzanie. Niech AF = z. Z wlasno$ci symetralnej ma- D, c Rys. 8.145
my EB = EC (rys. 8.145). Z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkatéw ABE i1 EDC otrzymujemy

132 + 2? = BE?* = CE? = (15 — 2)* + 5%,
22 4169 = 152 — 30z + z° + 25,
30x = 81,
x=2/1. E

Zatem AE = 2.,7. A B

67. Dany jest prostokat ABC D i dowolny punkt P, polozony na plaszczyznie. Udowod-
nij, ze AP? + CP? = BP? + DP?,

Rozwiagzanie. Rozpatrujemy jedno z wielu mozliwych potozen punktu P na plaszczyznie

(rys. 8.146). Zbadanie pozostalych przypadkéw pozostawiam Czytelnikowi. Niech E i F

beda rzutami punktu P na proste AB i CD: Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

AP? + CP? = AE®* + EP> + CF? + FP? b < r
oraz P
BP? + DP? = BE? + EP? + DF? + FP?. B “ -
Poniewaz AE = DF i BE = CF, wiec AP?> 4+ CP? = BP? + DP2. Rys. 8.146

68. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym £C = 90°. W tym tréjkacie popro-
wadzono $rodkowe AD i BE. Udowodnij, ze 4 - (AD? + BE?) =5 - AB2.

Rozwiazanie. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow ACD i BCE. Mamy

wowezas (rys. 8.147)

B
1 1
AD? = AC® + CD* = AC® + (5 - BC)" = AC® + - BC?, .
czyli 4- AD? = 4- AC? 4+ BC?. W podobny sposéb dowodzimy, ze
4-BE? = AC?+44-BC?. Dodajac stronami dwie ostatnie réwnosci 4 E ¢

dostajemy: Rys. 8.147

4-(AD? + BE?)=5-(AC?* + BC?*) =5- AB%

69. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Udowodnij, ze przekatne AC' i BD tego czwo-
rokata sa prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy AB? + CD? = AD? + BC?.

Rozwiazanie. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych e}
czworokata ABCD. Zalézmy najpierw, ze przekatne czworokata
sa prostopadle (rys. 8.148). Mamy wéwczas D - B

AB? + CD? = AP? + BP? + CP? + DP? =
= AP? 4+ DP? + BP? + CP? = AD* + BC*. A Rys. 8.148
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Dowéd w druga strone jest prowadzony metoda niewprost. Zalézmy, ze

< AB? + CD? = AD? + BC?

> B
/ i przypus$émy, ze przekatne nie sa prostopadle. Zalézmy na przy-

klad, ze kat BPC jest ostry (rys. 8.149). Wéwczas kat APD tez
jest ostry, natomiast katy APB i CPD sg rozwarte. Mamy zatem

D

Rys. 8.149 A
AD? < AP? + DP? oraz BC? < BP?> + CP2.

Stad wynika, ze
AD? + BC? < AP? + BP? + CP? + DP2.

Nastepnie AB? > AP? + BP? oraz CD? > CP? + DP?; stad wynika, ze
AB? + CD? > AP? + BP?> + CP? + DP?.

Zatem AB? + CD? > AD? 4+ BC?, co przeczy zalozeniu.
70. Znajdz wszystkie takie liczby rzeczywiste x, by trdjkat o bokach nastepujacych diu-
gosci byl prostokatny:
a) a=x+16,b=x+ 18, c=x + 34;
b)a=z+2,b=x+3,c=z+ 1L
Rozwigzanie. Oczywiscie bok ¢ jest najdiuzszym bokiem obu tréjkatéw. Z twierdzenia
Pitagorasa mamy zatem a? + b? = ¢2. W przypadku a) otrzymujemy réwnanie

(x4 16)% + (z + 18)2 = (z + 34)%,
x? 4 322 + 256 + 2% + 362 + 324 = 2 4 68z + 1156,
222 4 68z + 580 = z2 + 68z + 1156,
z? = 576,
T =24,

gdyz x > —16. Zatem a = 40, b = 42 i ¢ = 58. W przypadku b) otrzymujemy

(x+2)2+ (z+3)2 = (z+11)
2?4+ 4r 4+ 4422 +6x+9 =2+ 222+ 121,
222 4+ 10x 4 13 = 22 4 222 + 121,

x? — 12z = 108,

x? — 122 + 36 = 144,

(x —6)? = 144,
r—6=12 lub x—-6=-12,
=18 lub z = —6.

Poniewaz x > —2, wiec ostatecznie otrzymujemy x = 18 i @ = 20, b = 21, ¢ = 29.
W tym zestawie chce zwrécié szczegdlna uwage na zadania 64 i 65. Zadanie 64 pokazuje, ze
umiemy obliczy¢ wysokosci trdojkata, gdy dane sa jego boki. Zatem umiemy takze obliczy¢

160



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

pole tréojkata. Przeprowadzenie zmudnych obliczen prowadzi do tzw. wzoru Herona. Tych
obliczen z uczniami nie przeprowadzam, choé¢ sam wzér podaje w tekscie teoretycznym,
ktory im daje. Zadanie 65 pokazuje, ze umiemy obliczy¢ dlugosé trzeciego boku tréjkata,
gdy dane sa dwa boki i kat 60° miedzy nimi. Proponuje uczniom wyprowadzenie wzoru
ogblnego dla sytuacji, gdy dwa dane boki maja dlugosci a i b. Nastepnie proponuje
uczniom rozwiazanie analogicznego zadania dla katéow 30°, 45°, 120°, 135° i 150°. Jest
to dobre ¢wiczenie, ktore warto wykona¢ przed nauczeniem sie twierdzenia cosinuséw.

Po przerobieniu z uczniami zadan zestawu VII na ogét omawiam tzw. punkty szczegdlne
tréjkata. Dobrym punktem wyjscia jest twierdzenie Carnota (daje komus do zreferowania
artykul, ktéry napisalem wspélnie z moim kolegag Waldemarem Pompe [Guzicki-Pompe-1]
i ktory ukazal sie w sprawozdaniu z IT Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw). Twier-
dzenie to, pokazujace jeden przypadek wspolpekowosci pewnych prostych, jest pretek-
stem, by porozmawia¢ z uczniami o sytuacjach, w ktérych trzy rézne proste przecinaja
sie w jednym punkcie.

Innym artykutem, ktéry daje uczniom do zreferowania, jest artykut o dlugosci odcinkéw
w trojkacie [Guzicki-Pompe-1].
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9. Papier w kratke

Zadania geometryczne na papierze w kratke stanowig znakomita ilustracje wielu waznych
pojeé geometrycznych oraz sa doskonalym wstepem do nauki geometrii analitycznej. Te
zadania rozwiazuje z uczniami jeszcze w I klasie, zanim na lekcji bede omawial twierdzenie
Pitagorasa. To bardzo wazne; wiele zadan znacznie sie upraszcza, gdy mozemy zastosowac
to twierdzenie. Cala zabawa z niektérymi zadaniami polega na tym, ze dla uczniéw,
ktérzy twierdzenia Pitagorasa nie znaja, sa one zaskoczeniem. Zanim przystapimy do
rozwiazywania takich zadan, musimy wyjaéni¢ uczniom doktadnie, jakie sa wtasnosci
papieru w kratke.

Na papierze w kratke wszystkie linie pionowe sa réwnolegte i odlegtosci miedzy sasied-
nimi liniami sa jednakowe. Podobnie wszystkie linie poziome sa réwnolegte, odleglodci
miedzy sasiednimi liniami sa jednakowe i jednoczes$nie takie same jak miedzy liniami
pionowymi. Wreszcie kazda linia pionowa jest prostopadla do kazdej linii poziomej. Ina-
czej méwiac, wszystkie kratki sa kwadratami (o boku 5 mm). Punkty przeciecia linii
nazywamy punktami kratowymi.

Ta wlasnosé papieru w kratke pozwala latwo mierzy¢ odleglosci miedzy punktami polozo-
nymi na tej samej prostej pionowej lub poziomej. Jesli punkty A i B lezg w odlegtosci 15
kratek, to dtugos¢ odcinka AB wynosi 7,5 cm. W dalszym ciagu przyjmiemy, ze jednostka
dlugodci jest 1 kratka, czyli 5 mm.

Pierwsze zadania majg wyjasnié¢, kiedy punkty kratowe sa wspétliniowe.

1. Udowodnij, ze nastepujace punkty A, B i C sa wspolliniowe (rys. 9.1):

Rys. 9.1

Rozwiagzanie. Zauwazmy najpierw, ze tréjkaty BDA 1 BEC sa przystajace: boki BD
i BE maja po dwie kratki, boki DA i EC maja po jednej kratce,
c a katy BDA i BEC sa proste (rys. 9.2). Zatem L ABD = {CBE.

D Stad wynika, ze
B E
LABC = LABD+£DBC = £{DBC+ ACBFE = {DBFE = 180°.

A

Rys. 9.2 To konczy dowdd.

7 tego zadania wynika, ze kolejnymi punktami kratowymi na prostej AB sg punkty
C, D, F itd., powstajace w ten sposob, ze od kazdego
punktu idziemy dwie kratki w prawo, jedna kratke do

E | gbry (lub dwie kratki w lewo i jedna w dol), i w ten
D spos6b dochodzimy do nastepnego punktu (rys. 9.3).
fo, Wazne jest to, ze zawsze idziemy tyle samo kratek
w prawo (w powyzszym zadaniu dwie kratki) i tyle
samo kratek w gére (w tym zadaniu jedna kratke).
Nie ma natomiast znaczenia to, ze w prawo idziemy
Rys. 9.3 akurat 2 kratki, a w gére akurat jedna kratke.
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2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych a i b (na rysunku 9.4 mamy a = 5
i b=3) punkty A, B, C'i D sa wspoélliniowe.

Rys. 9.4

Kolejne punkty kratowe prostej AB otrzymujemy tu w podobny sposéb: od kazdego
punktu kratowego na prostej AB idziemy a kratek w prawo i b kratek do géry (lub
a kratek w lewo 1 b kratek w dot), dochodzac w ten sposéb do innego punktu kratowego
na tej samej prostej.

Oczywiscie wspélliniowe beda tez punkty powstajace w ten sposéb, ze od danego punktu
idziemy a kratek w prawo i b kratek w dot (lub a kratek w lewo i b kratek w gore).
Powstaje pytanie, czy w ten sposob dojdziemy zawsze do nastepnego punktu kratowego
na tej prostej.

Mozemy tatwo przekonac sie, ze nie. Jesli bowiem a = 10 i b = 6, to od punktu A doszli-
by$my do punktu C, a nastepnym po A punktem kratowym na prostej AC' jest punkt B.
Nastepne dwa zadania wyjasniaja te kwestie do konca. Sa to jednak zadania trudniejsze i nie
wymagam, by uczniowie umieli je rozwiazaé; wymagam natomiast, by zapamietali ich tres¢.
3. Jedli liczby a i b sa wzglednie pierwsze, tzn. NWD(a,b) = 1, to na odcinku AB
nie ma innych punktéw kratowych. Jesli punkt kratowy C' lezy na prostej AB, to
punkty kratowe na tej prostej, lezace najblizej punktu C, otrzymamy przesuwajac
sie od punktu C' o a kratek w prawo i o b kratek do gory lub o a kratek w lewo

i o b kratek w dot.
4. Zalézmy, ze punkt D lezy o m kratek na prawo i o n kratek do géry od punktu A.

Zalézmy nastepnie, z2 NWD(m,n) = d oraz a = % i b = 5. Wtedy liczby a i b
sa wzglednie pierwsze, za$ punkt B polozony o a kratek na prawo i o b kratek do
gbéry od punktu A lezy na prostej AD. Ponadto, wewnatrz odcinka AD lezy d — 1
punktéw kratowych (pierwszym z nich, liczac od A, jest punkt B).

Na poprzednim rysunku mamy m = 15 i n = 9. Wtedy NWD(m,n) = NWD(15,9) = 3,

wiec d = 3. Stad dostajemy
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Na odcinku AD znajduja sie¢ 2 punkty kratowe: B i C.
Oczywiscie nie ma zadnego znaczenia to, czy od punktu A do B idziemy w prawo i do
gbry, czy w prawo i na dot.
Nastepne zadania wyjasniaja, kiedy proste przechodzace przez punkty kratowe sa pro-
stopadte.

5. Udowodnij, ze kat ABC na rysunku 9.5 jest prosty.

Rys. 9.5

Rozwigzanie. Tak jak w zadaniu 1 dowodzimy, ze tréjkaty BDA 1 BEC

Ce—eP | sy przystajace (rys. 9.6). Mamy wéwczas LABD = LCBE. Stad wynika,
7€
D
B KLABC = LABD + £DBC = LDBC + £CBE = {DBE = 90°.
A
To konczy dowdd.
Rys. 9.6

Podobne zadanie mozna udowodni¢ dla dowolnych liczb a i b.

6. Udowodnij, ze kat ABC na rysunku 9.7 jest prosty.

Rys. 9.7

Nastepne zadania dotycza trojkatéw rownoramiennych.

7. Narysuj kilka trojkatow rownoramiennych, ktérych wierzchotki lezg w punktach kra-
towych.

Trojkaty réwnoramienne narysowane przez uczniow maja zawsze podstawe pozioma lub
pionowa; uczniom wydaje si¢ nieprawdopodobne, by tréjkaty réwnoramienne mogty by¢
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polozone inaczej. W szczegdlnosci, dla wielu uczniéw zaskoczeniem jest to, ze odcinek
pionowy (lub poziomy) moze mieé¢ taka sama diugosé jak odcinek ukosny; pamietajmy, ze
nie mamy tu do czynienia z dowolnymi odcinkami, ale z odcinkami o koncach w punktach
kratowych. To bardzo powazne ograniczenie i uczniowie wyczuwaja je intuicyjnie, dlatego
nie spodziewaja sie, by odcinek ukosny mégl mie¢ dtugosé rowna catkowitej liczbie kratek.

8. Udowodnij, ze tréjkat ABC na rysunku 9.8 jest réwnoramienny (ramionami sa boki

AC i BO):
C

A
Rys. 9.8

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze punkty A, D i B sa wspolliniowe;

podobnie punkty C, E i D sa wspolliniowe (rys. 9.9). Ponadto ¢
kat ADE jest prosty. Wynika z tego, ze trojkaty ADC i BDC sa
przystajace, a wiec AC = BC.
E
B
D
A
Rys. 9.9

Bok BC' ma zatem dlugoéc¢ 5 kratek. Stad wynika, ze trojkat prostokatny BC'D, w ktérym
przyprostokatne majg dtugoéci BD = 31 CD = 4, ma przeciwprostokatna BC dtugosci 5
(rys. 9.10). Taki tréjkat mozna dostrzec takze na poprzednich rysunkach, na przyklad
widzimy go na rysunku 9.11.

Rys. 9.10 Rys. 9.11

Zauwazmy, ze mamy tu czysto geometryczny dowdd tego, ze trojkat prostokatny o przy-
prostokatnych dlugoéci 3 i 4 ma przeciwprostokatna dtugosci 5. Dowdd odwotujacy sie
do twierdzenia Pitagorasa ma w istocie charakter obliczeniowy: mozemy obliczy¢, ze
V32 + 42 = 5, a wigc przeciwprostokatna ma dlugoéé 5. Jednak w powyzszym dowodzie
mozemy to zobaczyé¢ na rysunku, bez zadnych obliczen. Inny przyklad trojkata pro-
stokatnego, w ktorym dlugosdci wszystkich bokéw sa liczbami naturalnymi, zobaczymy
w nastepnym zadaniu.
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9. Udowodnij, ze tréjkat ABC na rysunku 9.12 jest réwnoramienny (AC = BC).

C
~__
N
I~
I~
I~
\\
B
/|
I
P
i
Pl
-
/
d
A
Rys. 9.12

Tym razem tréjkat prostokatny BC'D ma przyprostokatne BD i C'D dlugosci odpowied-
nio 5 i 12 kratek oraz przeciwprostokatna BC dlugosci 13 kratek (rys. 9.13).

C D
I~
\\ T
I~
\\
\\ S~
B
/|
i
N\
\ s
I
P
d
/|
i
A
Rys. 9.13

Ostatnie dwa zadania pokazywaly nam przyklady tréjek pitagorejskich. Jest to dobry
moment, by je uczniom zdefiniowa¢ — przypominam, ze takie zadania robi¢ z uczniami
w I klasie, zanim udowodnie¢ twierdzenie Pitagorasa. Jak pamietamy, tréjka pitagorej-
ska nazywamy tréjke (a,b,c) liczb naturalnych o tej wlasnosci, ze a i b sa dlugodciami
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przyprostokatnych tréjkata prostokatnego, a c jest dlugodcia przeciwprostokatnej tego
samego tréjkata. Powyzsze dwa zadania pokazaly dwa przyktady tréjek pitagorejskich:

(3,4,5) oraz (5,12,13).

Na rysunku 9.14 widzimy jeszcze jeden przyklad tréjki pitagorejskiej (8,15,17):

Rys. 9.14

Jako ¢éwiczenie polecam narysowanie odpowiedniego rysunku dla tréjki (7,24, 25) (jest
on na tyle duzy, ze z trudem zmiescitby sie na tej stronie).

Trojkaty rownoramienne o wierzchotkach w punktach kratowych moga byé potozone
jeszcze inaczej.

10. Udowodnij, ze tréjkat ABC na rysunku 9.15 jest réwnoramienny (AC' = BC).

Rys. 9.15

Z tego ostatniego zadania wynika, ze dwa tréjkaty prostokatne na rysunku 9.16 (tréjkat
ACE o przyprostokatnych CE i AE dlugosci 81 1 oraz tréjkat BC' D o przyprostokatnych
CD i BD dlugosci 7 i 4) maja przeciwprostokatne tej samej dlugosci. Z twierdzenia
Pitagorasa rzeczywiscie dostaniemy taki wniosek:

82412 =644+1=65=49+ 16 = 7> + 42
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RN
\\ ~.

\
\ 7
\

Rys. 9.16

To zadanie ilustruje ciekawa wlasnosé niektérych liczb naturalnych; mianowicie maja one
dwa rézne rozklady na sume dwéch kwadratéow. Jak widzieliémy wyzej, te wlasnosé ma
na przyktad liczba 65. Oto kilka innych przykladow takich liczb:

50 = 7% + 1% = 52 4 52, 85 =92 + 22 =72 4 62, 125 = 112 + 22 = 102 + 5°.

Proponuje jako ¢wiczenie zrobienie odpowiednich rysunkéw na papierze w kratke.

Papier w kratke $wietnie nadaje si¢ do zilustrowania niektérych wilasnosci trojkatow.
Popatrzmy na dwa tréjkaty z narysowanymi srodkowymi na rysunku 9.17.

/ —
/ —
/ // ~_
— 7 JI\
/ YA AR

[/

Rys. 9.17
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W kazdym tréjkacie zaznaczone sa punkty kratowe, przez ktére przechodza boki i érod-
kowe. Widzimy wyraznie, ze trzy $rodkowe przecinaja sie w jednym punkcie ($rodku
ciezko$ci) oraz ze ten $rodek ciezkosci dzieli kazda srodkowa w stosunku 2 : 1. Zwracam
uwage na to, ze te rysunki nie wymagaja mierzenia odcinkéw oraz ze nie musimy jako$s
specjalnie uzasadniaé, iz Srodkowe rzeczywiscie przecinaja sie w jednym punkcie. Jest
to po prostu widoczne na rysunku; mamy pewnosé, ze odpowiednie odcinki przechodza
przez zaznaczone punkty kratowe.

Rysunek 9.18 ilustruje znane twierdzenie Eulera, méwiace, ze srodek okregu opisanego,
$rodek ciezkodci i ortocentrum tréjkata leza na jednej prostej (tzw. prostej Eulera):
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Rys. 9.18

Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, punkt S jest érodkiem cigz-
kosSci, a punkt H jest ortocentrum tego tréjkata. Widzimy, ze te trzy punkty leza na
jednej prostej oraz ze HS : SO =2: 1.
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Zliczajac kratki tatwo znajdujemy wspdlrzedne punktow. Przyjmijmy, ze punkt A lezy
w poczatku ukladu wspétrzednych oraz ze o§ Ox jest polozona poziomo. Mamy wtedy
nastepujace wspolrzedne punktow:

A=1(0,0), B=(48,24), C = (18,54),
O =(18,24), S=(22,26), H = (30,30).

Korzystajac z ostatnich rysunkéw, mozemy pokazac¢ uczniom, ze wspOlrzedne srodka ciez-
kosci otrzymujemy obliczajac Srednie arytmetyczne wspotrzednych trzech wierzchotkow.
Takie obserwacje nie stanowig oczywiscie dowodu, ale moga by¢ dobra podstawa do tego,
by podaé¢ uczniom te wlasnodci tréjkatow, zapewniajac przy tym, ze odpowiednie dowody
mozna przeprowadzié.
Oczywiscie podobne doswiadczenia mozna przeprowadzi¢ bez papieru w kratke, wyko-
nujac starannie rysunki za pomoca cyrkla i linijki. Pamietajmy jednak, ze na papierze
w kratke rysuje sie znacznie latwiej i mamy pewnosé, ze odpowiednie linie przeciely sie
w danym punkcie kratowym. Dlatego taki rysunek jak ostatni uczniowie moga przygo-
towaé sami, rysujac linie nawet od reki, bez przyrzadéw. Inny rysunek ilustrujacy twier-
dzenie Eulera otrzymamy wybierajac A = (0,0), B = (30,0) oraz C = (12, 36). Wéwczas
O = (15,15), S = (14,12) oraz H = (12,6).
Wreszcie rysunek 9.19 ilustruje twierdzenie o tzw. okregu dziewieciu punktéw. Rysujemy
trojkat ABC, w ktérym A = (0,0), B = (18,6) oraz C' = (8,16). W tym tréjkacie
znajdujemy $rodek okregu opisanego i ortocentrum. Woéwczas nastepujace punkty leza
na jednym okregu (ktérego $rodkiem jest srodek odcinka OH):

e spodki wysokoéci trojkata ABC)

e Srodki bokow trojkata ABC

e $rodki odcinkéw taczacych ortocentrum z wierzchotkami tréjkata ABC.

A
/N
SeavE

A Rys. 9.19

B

Nietrudno zauwazy¢, ze te punkty na rysunku 9.19 leza na okregu o promieniu réwnym
5 kratkom (przypominam tu o tréjkacie prostokatnym o bokach 3, 4 i 5 kratek).

Dobrym wprowadzeniem do wektoréw sa nastepujace wyscigi samochodowe. Mamy tor
wyscigowy z zaznaczona linig startu i mety: na niej zaznaczone sg trzy punkty. Wyscig
rozpoczyna si¢ w dowolnym z tych trzech punktéw. Zawodnik wykonuje pierwszy ruch do
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jednego z sasiednich punktéw kratowych. Reguta wykonywania nastepnych ruchéw jest
nastepujaca; przypusémy, ze w poprzednim ruchu pojechaliémy z punktu A do punktu B.
Przedtuzamy poprzedni ruch AB, zaznaczamy otrzymany koniec odcinka (punkt C') i mo-
zemy poruszy¢ sie do zaznaczonego punktu lub do jednego z oSmiu sasiadujacych z nim
punktéw kratowych (rys. 9.20).

Rys. 9.20

W jezyku wektoréow: jesli AB = [a, b], to nastepny ruch jest jednym z nastepujacych
9 wektoréw [a + 4,b + j], gdzie i,j5 € {—1,0,1}. Inacze] méwiac, nastepny ruch jest
jednym z 9 wektorow:

[a—1,b—1], [a—1,0], [a—1,b41],
[a,b—1], [a,b], la,b+ 1],
a+1,0—1], [a+1,0], [a+1,b+1].

Wyscig koniczy sie na trasie startu; samochéd musi zatrzymaé sie na tej linii (tzn. na-
stepny ruch zgodny z regulami moze byé¢ ruchem w miejscu, czyli wektorem zerowym).
Oczywiscie, jesli zawodnik wypadnie z trasy, to przegrywa. Teraz kazdy zawodnik wyko-
nuje swoje ruchy na torze niezaleznie od innych zawodnikéw; wygrywa ten, kto przejedzie
trase w najmniejszej liczbie ruchow.

Zauwazmy, ze reguta ruchéw powoduje, ze samochodu bardzo mocno rozpedzonego nie da
sie szybko zatrzymac. Nie da sie takze gwaltownie zmieni¢ kierunku jazdy. Przed kazdym
zakretem nalezy odpowiednio wezeénie zaczaé wytracaé predkosé, by nie wypasé z trasy.
Po przejechaniu trasy kazdy zawodnik musi zapisa¢ wszystkie swoje ruchy za pomoca
wspoélrzednych wektoréw. Pokazuje réwniez zawodnikom przyktadowe ruchy, informujac
ich, ze nie jest to trasa optymalna i zachecajac do uzyskania lepszego wyniku.

Zapis ruchu za pomoca wektoréow jest bardzo naturalny: pokazuje, o ile kratek w prawo
(lub w lewo w zaleznosci od znaku) oraz do géry (lub w do6t) przemiedci sie samochéd.
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A oto trasa wyscigu (rys. 9.21).
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Na rysunku 9.22 widzimy przykladowa droge samochodu.
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Po wprowadzeniu wektoréw mozna zadaé¢ uczniom pytanie o wspélrzedne wektora pro-
stopadtego do danego wektora. Istnieja dwa wektory prostopadle tej samej dtugosci. Na
przyklad, dla wektora [5, 3] beda to wektory [—3,5] oraz [3, —5] (rys. 9.23).

Rys. 9.23

Ogdlnie, dla wektora [a, b] mamy dwa wektory prostopadle tej samej dlugosci:
[-b,a] oraz [b,—al.

Wektor [—b, a] otrzymujemy z wektora [a, b] przez obrét o kat 90° w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara, za$ wektor [b, —a] otrzymujemy przez obrét w kierunku
zgodnym z ruchem wskazowek zegara.

Nastepne zadania dotycza obliczania pol tréjkatow o wierzchotkach w punktach krato-
wych. Umiemy latwo obliczyé pole prostokata, ktérego boki zawieraja sie w prostych
tworzacych kratki. Umiemy réwniez obliczy¢ pole tréjkata prostokatnego, ktérego przy-
prostokatne zawieraja sie w prostych tworzacych kratki. Troche ogdlniej: umiemy tatwo
obliczy¢ pole trojkata, ktérego jeden bok zawiera sie¢ w prostej poziomej lub pionowej.
Nietrudne jest tez obliczenie pola trapezu, ktérego podstawy zawieraja sie w dwdch
prostych poziomych lub dwéch prostych pionowych. Obliczenie pola dowolnego tréjkata
o wierzchotkach w punktach kratowych mozna sprowadzi¢ do obliczenia pdl takich figur.

11. Oblicz pole tréjkata ABC na rysunku 9.24 (jednostka pola jest 1 kratka).

C

Rys. 9.24
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Rozwiazanie. Od pola prostokata ADEF odejmujemy po-

la tréjkatéw ADB, BEC i CFA (rys. 9.25). Mamy zatem: - E
Pappr =6-7 =42,
1
PADB:§'6'3:9a
1 B
Pgpc = 5'4'4:8,
1
Pepa=--2-7T=1,
2 A D
Papc = Paper — Papp — Ppec — Pcra =
—42-9-8-7=18. s 925
Nieco trudniej rozwiazuje sie nastepne zadanie:
12. Oblicz pole trojkata ABC na rysunku 9.26.
c
B
A
Rys. 9.26
Rozwiagzanie. Tym razem od pola prostokata ADCF odej- P c
mujemy: pole trapezu ADEB, pole tréjkata BEC i pole
trojkata CFA (rys. 9.27). Szczegdly obliczenn pozostawie
jako ¢wiczenie.
| &
B
A D
Rys. 9.27

Nastepujace rysunki pokazuja, w jaki sposéb mozemy wyprowadzi¢ wzér ogdlny na pole
tréjkata o wierzchotkach w punktach kratowych. Przypu$émy, ze dwa boki tréjkata po-
wstaly z wektoréw o wspétrzednych [a,d] i [c,d], zaczepionych w jednym punkcie, przy
czym polprosta zawierajaca wektor [, d] powstaje z polprostej zawierajacej wektor [a, b]
przez obrét o kat wypukly zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Nasz tréjkat mozemy ob-
récié tak, by obie wspélrzedne wektora [a, b] byly dodatnie. Mamy wtedy sze$é mozliwych
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potozen wektora [c, d]. We wszystkich przypadkach na rysunku 9.28 mamy [a, b] = [5, 4]:

1
— | ///’
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//// / / //// /
\ /// \ /// ,/,//
\ | \| e
/ 7 //
Rys. 9.28

Nietrudno wtedy obliczy¢ z uczniami (rézne grupy uczniéw dostaja do obliczenia inne
przypadki), ze w kazdym przypadku pole tréjkata wyraza sie wzorem:

P:%~(ad—bc).

Jesli zamienimy wektory miejscami, to we wzorze na pole zmieni si¢ znak. Ogdlnie zatem
wzér ma postac:

1
P:§-|ad—bc|.

Oczywiscie znéw mozna powiedzieé¢, ze obliczenie pola tréjkata nie ma nic wspdlnego
z papierem w kratke i moze by¢ przeprowadzone catkiem ogdlnie. To prawda, ale na pa-
pierze w kratke to rozumowanie narzuca sie samo i jest znacznie tatwiejsze do zauwazenia.
Jednak oczywiscie wzor jest ten sam dla dowolnych wektoréw, nie tylko o wspélrzednych
calkowitych.

W podobny sposéb obliczamy pole kwadratu. Dowolny kwadrat o wierzchotkach w punk-
tach kratowych albo ma boki zawarte w prostych tworzacych kratki, albo wyglada tak
jak na rysunku 9.29.

N\ N\

Rys. 9.29 Rys. 9.30
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Obliczmy pole tego kwadratu. Od pola kwadratu o boku 8 odejmujemy pola czterech
jednakowych tréjkatéow prostokatnych (rys. 9.30). Mamy zatem

P:8-8—4-%~5-3:64—30:34.

Zauwazmy, ze jesli zamiast wektora [5, 3], z ktérego zostal utworzony powyzszy kwadrat,
wezmiemy dowolny wektor [a, b], to pole bedzie réwne

(a+b)2—4-%~a~b:(a+b)z—2ab:a2+62.

To dowodzi, ze dtugo$¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o bokach a i b wy-
nosi va? + b%. Oczywiscie rozumowanie jest znéw calkowicie ogélne; z papieru w kratke
pochodzi tylko motywacja.

Na zakonczenie przytocze zadanie z jednego z podrecznikéw szkolnych. Ktéry z naryso-
wanych trojkatow jest przystajacy do tréjkata ABC na rysunku 9.317

AN

Odpowiedz, ze jest to tréjkat III, nie zadowala mnie. Oczywiscie nietrudno wykazaé, ze
trojkat 111 jest przystajacy do tréjkata ABC (otaczamy oba prostokatami i wykazu-
jemy, ze trzy tréjkaty otaczajace tréjkat ABC sa przystajace do tréjkatéow otaczajacych
tréjkat T17). Ale czy jest to jedyne rozwiazanie? A moze jeszcze ktory$ trojkat jest przy-
stajacy do trojkata ABC? Zadanie znajduje sie w podreczniku do I klasy; twierdzenie
Pitagorasa jest dopiero w podreczniku do II klasy. Prébujmy wiec nie korzystaé z tego
twierdzenia.

Rys. 9.31

Jedna metoda polega na obliczeniu pdl wszystkich tréjkatéw (wprawdzie rozdzial o po-
lach wielokatéw jest za tym zadaniem, ale to nie szkodzi. .. ). Okazuje sie, ze tylko trdj-
kat I11 ma takie pole jak tréjkat ABC. A czy mozna poradzié sobie bez obliczania po6l?
Okazuje sig, ze tak i jest to bardzo interesujace ¢wiczenie dla uczniow.

Tréjkaty I i IT maja boki dlugoéci 5 (w przypadku tréjkata I przypominam o tréjce
pitagorejskiej (3,4,5)). Okazuje sie, ze tréjkat ABC nie ma boku dlugosci 5. Bok AB
ma dlugosé wieksza od 6, bok BC ma dlugosé wieksza od 5; to wynika z tego, ze prze-
ciwprostokatna jest dluzsza od przyprostokatnej. Natomiast kwestie boku AC wyjasnia
rysunek 9.32.

E

A
Rys. 9.32

Odcinek EC ma dtugo$é 5, odcinek AC jest od niego dluzszy.
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Nieco inny dow6d mamy w przypadku trojkata I'V. Jest to tréjkat réwnoramienny; ma
dwa boki réwne przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci
51 3. Trojkat ABC ma natomiast dwa boki krétsze od takiej prrzeciwprostokatnej.
Proponuje dostrzec to na rysunkach 9.33 1 9.34 (na rysunku 9.33 trzeba zauwazy¢ trzy
trojkaty prostokatne!):

Rys. 9.33 Rys. 9.34

Tréjkat ABC nie moze zatem mieé¢ dwdch bokéw réwnych ramionom tréjkata réwnora-
miennego IV.
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10. Geometria okregu

W drugiej klasie zaczynam uczyé¢ geometrii okregu. Zadania wykorzystujace wlasnosci
okregow beda rozwiazywane przez cala II klase oraz w klasie III w czasie przygotowan do
OMG. Korzystam z kilku zestawdéw zadan, bedacych kontynuacja zestawéw I — VII z I klasy
oraz z wielu zadan znajdujacych sie¢ w dostepnych zbiorach zadan. Przede wszystkim chce
tu wymieni¢ zbiory zadan olimpijskich, zaréwno z Olimpiady Matematycznej, jak iz OMG.

W nowej podstawie programowej do gimnazjum, geometria okregu jest bardzo okrojona.
Pozostato tylko kilka waznych tematow: wzajemne potozenie prostej i okregu, wlasnosci
stycznej do okregu, kat srodkowy, okrag wpisany w trojkat i opisany na tréjkacie (wraz
z konstrukcjami), dlugosé okregu i tuku oraz pole kola i wycinka kolowego. W moim
rozszerzonym programie ucze znacznie wiecej, poniewaz trudno sobie wyobrazié powazna
nauke geometrii okregu na przyktad bez twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym czy
bez pojecia okregdéw stycznych.

Zanim oméwie kolejne tematy geometrii okregu w moim programie, wyjadnie jedna bardzo
wazna rzecz. W drugiej klasie nie rozdaje uczniom dodatkowych materialéw teoretycznych.
Uczniowie musza opierac sie jedynie na wyjasnieniach nauczyciela. Jest to zabieg celowy.
Chodzi o to, zeby nauczy¢ uczniéw korzystania z wyktadéw, prowadzenia dobrych notatek
i uczenia sig¢ z nich. Oczywiscie zmusza to nauczyciela nawet do kilkakrotnego powtorzenia
tredci, poniewaz uczniowie nie potrafig od razu zanotowac¢ wszystkiego, co jest wazne, po-
nadto zdarzaja si¢ nieobecnosciiinne powody, dla ktérych material nie zostal nauczony i za-
pamietany. Bardzo czesto uczniowie, ktérzy nie nadazaja z robieniem rysunkéw, fotografuja
te wykonane na tablicy. Okazuje sie, ze uczniowie jednak umieja to, co najwazniejsze.

Jest jeszcze kolejna nowosé. Jeden temat catkowicie pomijam na lekcjach i niczego nie
wyjasniam. Kaze uczniom samodzielnie nauczy¢ sie tego z podrecznika oraz rozwiazad
zadania. Nastepnie robie z tego klaséwke. Tematem, ktéry w tym celu wybieram, jest
dlugosé okregu i pole kola (oraz dlugo$é tuku i pole wycinka). Jest to latwy temat do sa-
modzielnego opracowania, poniewaz nie wymaga zadnych wyjaénien teoretycznych. I tak
w szkole nie mozna udowodni¢ écidle wzoru na pole kola, co najwyzej w podreczniku zna-
juja sie rysunki majace przekaza¢ pewne intuicje. Nie maja one jednak zadnego znaczenia
dla tego, co bedzie dalej. To, co jest w podreczniku wazne, to zaledwie kilka typéw zadan
opierajacych sie na czterech wzorach (dlugosé okregu, pole kola, dlugosé tuku i pole wy-
cinka). Na ogdl uczniowie dosé tatwo opanowuja te wzory i klaséwka wypada niezle. Po
oméwieniu pracy klasowej (tu po raz pierwszy pojawiaja si¢ wyjasnienia nauczyciela),
nastepuje jej poprawa, ktéra daje juz bardzo dobre rezultaty.

Powréémy do geometrii. Nauke geometrii okregu zaczynam od podstawowych jego wila-
snosci. Uczniowie ze szkoly podstawowej wiedza, co to jest okrag, jego promien i Srednica.
Przypominam réwniez, co to jest cieciwa i tuk. Zwracam uwage, ze $rodek okregu jest
jednakowo oddalony od koncéw cieciwy, a wiec lezy na symetralnej cieciwy. Odcinek
laczacy érodek cieciwy ze Srodkiem okregu jest zatem prostopadly do cieciwy. Bedzie
to powodowalo, ze w wielu zadaniach korzystamy z twierdzenia Pitagorasa. Omawiam
wzajemne polozenie prostej i okregu, definiuje styczna do okregu i podaje jej podsta-
wowg wlasnosé, ze jest ona prostopadla do promienia. Nastepnie omawiam wzajemne
polozenie dwdch okregéw i definiuje okregi styczne (wewnetrznie i zewnetrznie). Podaje
uczniom twierdzenie, ze punkt stycznosci jest wspotliniowy z obydwoma srodkami. Wresz-
cie wyjasniam, co to znaczy, ze punkt lezy wewnatrz lub na zewnatrz okregu (punkty
lezace wewnatrz okregu i na nim tworza kolo). Podaje uczniom twierdzenie o tym, ze
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10. Geometria okregu

koto jest figura wypukla. Na ogdl te podstawowe wlasnosci okregéw podaje uczniom
bez dowodu. Nastepnie przechodze do pierwszej serii zadan dotyczacych okregéow, ktére
pokazuja zastosowania twierdzenia Pitagorasa w geometrii okregu.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

80.
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Zestaw VIII

W okregu poprowadzono dwie rowne cieciwy. Udowodnij, ze $rodek okregu jest jed-
nakowo oddalony od obu tych cieciw.

W okregu poprowadzono dwie cieciwy réznych dlugosci. Udowodnij, ze Srodek okregu
lezy blizej dluzszej cieciwy.

Dane sa dwa okregi wspélsrodkowe i prosta przecinajaca kazdy z nich w dwdch
punktach. Udowodnij, ze odcinki tej prostej zawarte miedzy okregami sa rowne.

Dany jest okrag o $rodku O i promieniu 7. Cieciwe AB tego okregu przedluzono
poza punkt B do punktu C' tak, ze BC = r. Pétprosta C'O przecina okrag w dwoch
punktach D i E; punkt D lezy na zewnatrz odcinka C'O, a punkt E wewnatrz tego
odcinka. Udowodnij, ze LAOD =3 - LACD.

Dany jest odcinek AB o dtugoéci 2. Punkty A i B sa
srodkami okregéw o promieniu 2. Udowodnij, ze okrag
styczny do prostej AB oraz styczny wewnetrznie do
obu okregéw o $rodkach A i B (rys. 10.1), ma promien
rowny %.

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC' o boku dlugo-
Sci 2. Punkty A, B i C sa érodkami okregdéw o pro-
mieniu 2. Udowodnij, ze okrag zawarty wewnatrz tych
trzech okregéw oraz styczny wewnetrznie do kazdego
z nich (rys. 10.2), ma promief réwny 2(3 — /3).

Rys. 10.2

Dany jest odcinek AB o dlugosci réwnej 2. Punkty
A1 B sg érodkami okregéw o promieniu 2. Udowodnij,
ze okrag styczny do prostej AB, styczny zewnetrznie

do okregu o $rodku A oraz styczny wewnetrznie do

V3
5.

A B
w okregu o érodku B (rys. 10.3), ma promien réwny
Rys. 10.3

Wierzcholki czworokata ABCD o bokach diugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu 7. Przekatna AC jest $rednica okregu, a katy ABC i ADC' czworokata sa
proste. Udowodnij, ze a® + b% + c® + d? = 8r2.

W okregu o srodku O i promieniu r poprowadzono dwie prostopadtle cieciwy o dtu-
goéciach 2a i 2b przecinajace sie w punkcie P. Udowodnij, ze OP? + a? + b* = 2r2.
Wierzcholki czworokata ABC' D o bokach dtugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu r. Przekatne tego czworokata sa prostopadle. Udowodnij, ze

a2+ 0>+ 2+ d*=8rk
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Zestaw VIII — szkice rozwigzan.

71. W okregu poprowadzono dwie réwne cieciwy. Udowodnij, ze srodek okregu jest jed-
nakowo oddalony od obu tych cieciw.

Rozwigzanie. Niech punkty M i N beda odpowiednio $rodkami

cieciw AB i CD (rys. 10.4). Poniewaz $rodek okregu lezy na sy-

metralnych cieciw AB i AC, wigc tréjkaty AMO i CNO sg pro-

stokatne. Mamy zatem

A

OM? = 0OA? — AM? = 0C? — CN? = ON?,

A

skad wynika, ze OM = ON. Rys. 10.4

72. W okregu poprowadzono dwie cieciwy réznych dtugoséci. Udowodnij, ze érodek okregu
lezy blizej dtuzszej cieciwy.

Rozwigzanie. Niech AB < CD. Tak jak w poprzednim zada-

niu tréjkaty AMO i CNO sa prostokatne (rys. 10.5). Poniewaz

AM < CN, wiec

OM? = 0A% — AM? > OC? — CN? = ON?,

o
Y,

skad wynika, ze OM > ON. o Rys. 10.5

73. Dane sa dwa okregi wspélsrodkowe i prosta przecinajaca kazdy z nich w dwoch
punktach. Udowodnij, ze odcinki tej prostej zawarte miedzy okregami sa rowne.

\V

Rozwiazanie. Zalézmy, ze cieciwa AB wigkszego okregu prze-
cina mniejszy okrag w punktach C'i D. Niech M bedzie rzutem
punktu O na prosta AB (rys. 10.7). Poniewaz $rodek okregu lezy
na symetralnej cieciwy, wiec punkt O lezy na symetralnych od-
cinkéw AB i C'D. Poniewaz punkty A, B, C'i D sa wspoélliniowe,
wiec punkt M lezy na obu symetralnych, czyli prosta OM jest sy-
metralng obu cieciw AB i CD. Zatem AM = BM i CM = DM.
Stad wynika, ze

A

q
)

(%

Rys. 10.6
AD =AM — DM = BM — CM = BC.

74. Dany jest okrag o érodku O i promieniu r. Cieciwe AB tego okregu przedluzono
poza punkt B do punktu C' tak, ze BC = r. Pélprosta C'O przecina okrag w dwoch
punktach D i E; punkt D lezy na zewnatrz odcinka C'O, a punkt F wewnatrz tego
odcinka. Udowodnij, ze LAOD =3 - LACD.

Rozwigzanie. Oznaczmy o = LACD (rys. 10.7). Poniewaz BC = r = OB, wiec

ABOC = a. Kat ABO jest katem zewnetrznym tréjkata

COB, wiec £LABO = 2a. Tréjkat ABO jest réwnoramien-
ny, wiec L BAO =2« i stad LAOB = 180° — 4a. Zatem
£LAOD =180° — LAOB — £BOC =
= 180° — (180° — 4a) — a = 3«
Rys. 10.7

czyli KAOD =3 - LACD.
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75 Dany jest odcinek AB o dtugoéci 2. Punkty A i B sa
m\ srodkami okregow o promieniu 2. Udowodnij, ze okrag
styczny do prostej AB oraz styczny wewnetrznie do
A B obu okregéw o $rodkach A1 B (rys. 10.1), ma promien

roéwny %.

Rys. 10.1
Rozwiazanie. Niech punkt O bedzie Srodkiem rozwaza-
nego okregu stycznego do dwéch danych okregéw i do pro-
stej AB. Niech S'iT beda punktami stycznosci tego okregu
z okregiem o §rodku A i z prosta AB (rys. 10.8). Niech
r bedzie promieniem okregu o srodku O. Zauwazmy, ze
wowcezas

/@i\
w
Rys. 10.8 AT = 1’ oOT = T, AO =2 —r.

Ostatnia rowno$¢ wynika z tego, ze punkty A, O i S sa wspoélliniowe. Z twierdzenia
Pitagorasa dla tréjkata ATO mamy AT? + OT? = AO?, czyli

1242 =(2-1r)2

Jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest r = 3

1
76. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC' o boku dlugo-
Sci 2. Punkty A, B i C sa $rodkami okregdéw o pro-
mieniu 2. Udowodnij, ze okrag zawarty wewnatrz tych
trzech okregéw oraz styczny wewnetrznie do kazdego
z nich (rys. 10.2), ma promief réwny 2(3 — /3).

Rys. 10.2
Rozwigzanie. Niech O bedzie $rodkiem rozwazanego okregu
‘ stycznego do trzech danych okregéw i niech S bedzie punktem
stycznosci tego okregu z okregiem o érodku A (rys. 10.9): Oczy-
AN\ wiscie punkt O jest punktem przeciecia wysokosci trojkata row-
‘gy nobocznego ABC' oraz punkty A, O i S sg wspotliniowe. Mamy
\' wowczas
2 23 2
e, 109 05:AS—A0:2—§-725.(3—\/§).

L Dany jest odcinek AB o dlugosci réwnej 2. Punkty
/m Ai B sg $rodkami okregéw o promieniu 2. Udowodnij,
ze okrag styczny do prostej AB, styczny zewnetrznie
A B do okregu o $rodku A oraz styczny wewnetrznie do
okregu o $rodku B (rys. 10.3), ma promien réwny §
Rys. 10.3
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Rozwiazanie. Niech punkt O bedzie Srodkiem rozwazanego okregu stycznego do danych
okregéow o $rodkach A i B. Niech nastepnie S i T beda punktami stycznosci okregu
o $rodku O z okregami o srodkach A i B. Wreszcie niech M bedzie punktem stycznosci
okregu o $rodku O z prosta AB (rys. 10.10):

Rys. 10.10

Przyjmijmy oznaczenia:
BM=x, OM=r.

Punkty A, S i O sa wspoélliniowe, wiec AO = 2 + r. Podobnie punkty B, O i T sa
wspolliniowe, wiec BO = 2 — r. Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw AMO i BMO
otrzymujemy réwnania

AM? + OM? = AO?, BM?+ OM? = BO?,
czyli
2+2)2+r*=2+7)7? 22+rP=(2-1)7

Przeksztalcamy pierwsze réwnanie, podstawiajac (2 — r)? w miejsce 22 + r%:

2+2)2+r*=(2+7)
A+4x+ 22 +r2 =4+ 4r + 12,
4+ (2 —7)% = dr + 12,
Ao +4 —4dr + 12 = dr + 12,
dx +4 — 4r = 4r,

r=2r—1.
Obliczong wartoéé = podstawiamy do réwnania 22 +r% = (2 — r)2:

2?2+ =(2-7r)%
(2r —1)2 +72 = (2 1),
492 —4r + 1412 =4 —4r 4+ 12,

472 = 3,
skad otrzymujemy r = @
78. Wierzchotki czworokata ABCD o bokach dlugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu r. Przekatna AC jest $rednica okregu, a katy ABC i ADC czworokata sa

proste. Udowodnij, ze a® + b? + ¢? + d? = 8r2.
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D Rozwigzanie. Przyjmijmy oznaczenia (rys. 10.11):

AB=a, BC=b, CD=c¢, DA=d.

A ¢ Wiemy, ze katy ABC' 1 ADC sa proste oraz przekatna AC jest
$rednica okregu. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéow ABC
i ADC wynika teraz, ze

Rys. 10.11 a®> + b+ +d* = (AB? + BC?) + (CD? + DA?) =
= AC? + AC?* =2 (2r)* = &%

Uwaga. W tym zadaniu zakladamy, ze dwa przeciwlegte katy ABC i1 ADC czworokata
ABCD sa proste oraz przekatna jest érednica. Jak sie¢ przekonamy wkrotce, z twierdzenia
o kacie wpisanym i srodkowym wynika, iz wystarczy zalozy¢ tylko, ze jeden kat czworo-
kata jest prosty. Kat przeciwlegly do niego tez bedzie prosty oraz przekatna AC bedzie
$rednicg okregu.
79. W okregu o srodku O i promieniu r poprowadzono dwie prostopadle cieciwy o diu-
goéciach 2a i 2b przecinajace sie w punkcie P. Udowodnij, ze OP? 4 a? + b% = 2r2.
Rozwigzanie. Poprowadzmy w okregu o érodku O i promieniu r prostopadle cieciwy
AB =2aiCD = 2b. Niech M i N beda rzutami érodka O na cieciwy AB i CD. Niech
ponadto P bedzie punktem przecigcia obu cieciw (rys. 10.12). Mamy wéwczas MB = a
i NC = b. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow BMO i CNO dostajemy

D/_\ OMQZOB2_M82:T2_CL2
AA\ M B oraz
N

ON? =(C% - NC? =% — b2,

o)
Czworokat PNOM jest prostokatem, wiec
p OP? = OM? + ON? = 2r* — (a® + V?),
Rys. 10.12 skad wynika, ze OP? + a? + b2 = 2r2.

80. Wierzcholki czworokata ABCD o bokach dlugosci a, b, ¢ i d leza na okregu o pro-
mieniu r. Przekatne tego czworokata sa prostopadle. Udowodnij, ze

a®+ b+ +d* =8t
Rozwiagzanie. Niech
AB=a, BC=b, CD=¢, DA=d.

Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC' i BD i niech punkty M i N beda
srodkami tych przekatnych (rys. 10.13). Niech wreszcie

AP=x, BP=y, CP=z DP=t.
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Mamy wéwczas

D
AB? = AP? + BP? = 2° + ¢?, /
2 2 2 2 2 pyA<n M c
BC* =BP*+CP* =y~ + 27,
CD?* = CP? + DP? = 2 4 2, N o
DA? = DP? + AP? = ¢ 4+ 2.
Stad wynika, ze
B
a2+ 02+ d? =20 oy 2R, Rys. 10.13
Poniewaz n +t
AC:x+Z:2.x i oraz BD:y—i-t:Q-yT,

wiec z poprzedniego zadania dostajemy

or =2 ((43)"+ (1))

Nastepnie
PM:AM—AP:x;Z—x:Z;m,
PN_DN_pp_Ytt _,_y—-t
2 2
Zatem

2 2
22 = OP? + (x;2> + (—y;t> =

2 2
:PM2+PN2+(x+Z) +(y—+t) =

2 2

_[(z—x 2+ y—1t 2+ T+ 2z 2+ y+t 2_

2 2 2 2 B

22 —2wz4a? +y? -2yt + 2+ a4+ 202+ 22 +y? -2yt + 82
; -

R R
- ; _

Stad wynika, ze

x2+y2+z2+t2 :47"2,
czyli

a? + 0+ 2+ d* = 8r

Uwaga. W zadaniach 78 i 80 udowodnilismy, ze jesli w czworokacie o bokach dlugosci a,
b, ¢ i d wpisanym w okrag o promieniu r przekatne sa prostopadle lub co najmniej jeden
kat jest prosty, to

a? +b? + A+ d? =82
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10. Geometria okregu

Mozna udowodnié¢ takze twierdzenie odwrotne: jedli w czworokacie o bokach dlugosci a,
b, ¢ i d wpisanym w okrag o promieniu r zachodzi réwnosé

a? 4+ b2 42+ d? = 8r?,

to przekatne tego czworokata sa prostopadte lub co najmniej jeden kat jest prosty. Dowéd
tego twierdzenia jest jednak znacznie trudniejszy; twierdzenie to bylo trescia zadania
olimpijskiego.

Zadania 71 — 73 sg bardzo latwe i wskazuja wazng wlasnos¢ cieciw okregu. Zadania 75 — 77
moga by¢ potraktowane jako zadania wstepne do projektu o oknach gotyckich (zadanie 75
rzeczywiscie jest wykorzystywane w tym celu). Te zadania pokazuja, ze w wielu przypad-
kach umiemy dos¢ tatwo obliczy¢ promien okregu stycznego do trzech linii: trzech okregoéw
lub dwéch okregdw i prostej. Zadanie 78 jest bardzo tatwe; zostato ono specjalnie sformu-
lowane w ten sposéb, by nie odwolywac sie do twierdzenia o kacie sSrodkowym i wpisanym
(ani do twierdzenia o kacie opartym na $rednicy). Katy wpisane i srodkowe beda omawiane
dopiero po VIII zestawie zadan i beda tematem nastepnego zestawu. Wreszcie zadania 79
i 80 sa dos¢ trudne (zwlaszcza zadanie 80) i na ogdl niewielu uczniéw potrafi je rozwiazaé.

Po rozwiazaniu zadan z zestawu VIII przechodze do omawiania katow $rodkowych i wpi-
sanych. Definiuje te dwa rodzaje katéw i podaje twierdzenie o kacie wpisanym i $rod-
kowym. Nie zawsze dowodze tego twierdzenia. Przypominam, ze wlasciwie kazdy temat
powtarzam. Bywa zatem, ze wprawdzie za pierwszym razem nie dowodze tego twier-
dzenia, ale robie to za drugim razem. Uczniowie, ktérzy zapamigtali twierdzenie juz za
pierwszym razem, poznaja dowdd. Pozostali zobacza dowdd, choé najprawdopodobniej
go nie zapamietaja. Méwie uczniom, ze znajomos¢é dowodu nie jest konieczna; nie bede
tego od nich wymagal, chociaz oczywiscie lepiej ten dowdd poznaé.

Pokazuje dowdd w trzech krokach: gdy ramie kata wpisanego przechodzi przez $rodek
okregu, gdy $rodek okregu lezy wewnatrz kata wpisanego i wreszcie, gdy srodek okregu
lezy na zewnatrz kata wpisanego. Szczegdly tu pomine, ten znany dowdd znajduje sie
w kazdym dobrym podreczniku geometrii.

Omawiam wnioski z twierdzenia o kacie $rodkowym i wpisanym: katy wpisane oparte
na tym samym luku sg rowne, takze katy wpisane oparte na réwnych tukach sa réwne.
Nastepnie podaje proste twierdzenie dotyczace katéw wpisanych.

Twierdzenie. Dany jest kat wpisany AC'B oparty na tuku AB

c E
J oraz dwa punkty D i E lezace po tej samej stronie prostej AB
co punkt C. Punkt D lezy wewnatrz okregu, punkt E lezy na

zewnatrz okregu (rys. 10.14). Wtedy

£ADB > LACB > LAEB.

A B
Rys. 10.14

7Z tego twierdzenia latwo wynika jeden warunek na to, by cztery punkty lezaly na jednym
okregu.

Twierdzenie. Dana jest prosta AB i dwa punkty C' i D lezace po tej samej stronie tej
prostej (rys. 10.15). Wéwezas punkty A, B, C' i D leza na jednym okregu wtedy i tylko
wtedy, gdy LACB = LADB.
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Podaje réwniez drugi warunek dla przypadku, gdy punkty C i D leza po przeciwnych
stronach prostej AB:

Twierdzenie. Dana jest prosta AB i dwa punkty C i D lezace po przeciwnych stronach
tej prostej (rys. 10.16). Wowcezas punkty A, B, C'i D leza na jednym okregu wtedy i tylko
wtedy, gdy LACB + LADB = 180°.

Rys. 10.15 Rys. 10.16

Ostatnie twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczajacy na to, by na czworo-
kacie ABCD mozna bylo opisaé okrag. W nastepnym zestawie zadan nie korzystamy
jeszcze z twierdzenia o okregu opisanym na czworokacie. Zwigzkom wielokatow i okregéw
bedzie poswiecony zestaw X. W zestawie IX wystarczg twierdzenia o katach wpisanych
i srodkowych, w szczegdlnosci twierdzenia o katach opartych na $rednicy (czy dokladniej
na pdélokregu). Istnieje jeszcze wiele waznych twierdzen geometrii okregu (na przyklad
twierdzenie o kacie miedzy styczna i cieciwa czy twierdzenie Ptolemeusza). Czesto po-
daje uczniom te twierdzenia na zakonczenie geometrii okregu. Na ogél podaje tez dowdd
twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa (zaréwno w przypadku kata ostrego jak
i rozwartego). Twierdzenie Ptolemeusza podaje bez dowodu.

Przejdzmy teraz do wspomnianego zestawu IX:
Zestaw IX

81. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
punkty A, B, D i E leza na jednym okregu.

82. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Odcinki AC i AD sa S$rednicami tych
okregéw. Udowodnij, ze punkty C, B i D sg wspdlliniowe.

83. Dane sa dwa okregi: odcinek AB jest $rednica pierwszego, punkt B jest srodkiem
drugiego. Prosta przechodzaca przez punkt A przecina pierwszy okrag w punkcie K
roznym od A i przecina drugi okrag w punktach M i N. Udowodnij, ze KM = KN.

A1 A Ay
W nastepnych szeciu zadaniach (tzn. w zadaniach 84-89) Aqg Az
punkty Aj, As, ..., A12 dziela okrag na 12 réwnych tukéw
tak jak na rysunku 10.17. Ao As
Inaczej moéwiac, punkty Ai, Ao, ..., A1s sa wierzcholkami
dwunastokata foremnego wpisanego w ten okrag. As Aa

A7 AG A5

Rys. 10.17

84. Oblicz miary katéw trojkata AgAqsAis.
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85. Cieciwa AgAsz przecina cieciwy A11A7 i A;1As odpowiednio w punktach P i Q.
Oblicz miary katéw trojkata PQAq;.

86. Cieciwy A1 Ag i A3A11 przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze AsP = AgP.
87. Udowodnij, ze cigciwy A12Ag, A2 A11 1 A1 Aqg przecinaja sie w jednym punkcie.
88. Udowodnij, ze cieciwy A12Ag, A3A11 1 A1 Ag przecinaja sie w jednym punkcie.
89. Udowodnij, ze cieciwy Aj2 Ay, AsA1g i A1 Ag przecinaja sie w jednym punkcie.

90. Tréjkat réwnoboczny ABC' jest wpisany w okrag. Punkt D lezy na krétszym tuku
AB. Punkt FE lezy na odcinku C'D oraz DE = DB. Udowodnij, ze tréjkaty BAD
i BCFE sa przystajace.

Zestaw IX — szkice rozwigzan.

81. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
punkty A, B, D i E leza na jednym okregu.

Rys. 10.18 C Rozwigzanie. Niech O bedzie $rodkiem boku AB (rys. 10.18).

7 twierdzenia o kacie opartym na $érednicy wynika, ze punkty
D i E leza na okregu o érednicy AB, czyli na okregu o $érodku O
E i promieniu OA.
D
A 0 B

82. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Odcinki AC i AD sa Srednicami tych
okregéw. Udowodnij, ze punkty C, B i D sg wspdélliniowe.

Rozwiazanie. Poprowadzmy odcinek AB (rys. 10.19). Po-
niewaz AC jest érednica jednego z danych okregdéw, wiec
£ ABC = 90°. Podobnie AD jest érednicg drugiego okregu,
a wiec LABD = 90°. Stad wynika, ze

c BvD
LCBD = £ABC + £ABD = 180°,

Rys. 10.19

czyli punkty C, B i D sa wspéliniowe.

83. Dane sy dwa okregi: odcinek AB jest $rednica pierwszego, punkt B jest $§rodkiem
drugiego. Prosta przechodzgca przez punkt A przecina pierwszy okrag w punkcie K
réznym od A i przecina drugi okrag w punktach M i N. Udowodnij, ze KM = KN.

Rozwiazanie. Poniewaz punkt K lezy na okregu o $red-

nicy AB, wiec LAKB = 90°. Punkt K jest wigc rzutem

punktu B na prosta M N. Poniewaz punkty M i N leza na

B okregu o srodku B, wiec punkt B lezy na symetralnej odcinka
M N; ta symetralng jest zatem prosta BK. Stad KM = KN,
co konczy dowad.

N

Rys. 10.20
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A1z
A1 Ay
W nastepnych szeciu zadaniach (tzn. w zadaniach 84-89) A1o As
punkty Aj, Ao, ..., Ajo dziela okrag na 12 réwnych tukéw
tak jak na rysunku 10.17. Ao Az
Inaczej moéwiac, punkty Aq, Ao, ..., A1o sa wierzcholtkami
dwunastokata foremnego wpisanego w ten okrag. As Ag
Az i As
Rys. 10.17
84. Oblicz miary katéw trdjkata AgAsAqs.
Rozwigzanie. Kat érodkowy oparty na tuku A; A; ma miare A Az
30°. Stad wynika, ze kat wpisany oparty na tuku bedacym dwu- e !
nasta czescia okregu ma miare 15°. Mamy zatem (rys. 10.21): Ao Az
KAlgAgAg =2- 150 = 300, Ag As
L AgAsA1o = 4-15° = 60°,
Ag A4
1A8A12A2 == 6 . 150 = 900.
Az As
Ag
Rys. 10.21

85. Cigciwa AgAjz przecina cieciwy Aj1 A7 i Aj1As odpowiednio w punktach P i Q.
Oblicz miary katéw trojkata PQAq;.

Rozwiazanie. Najpierw zauwazamy, ze An iz Ay
APA1Q = £A7A11As =2 -15° = 30°. Ao Az

Dorysujmy teraz cieciwe AzAs (rys. 10.22). Mamy wéwczas Ag As
AQA3A5 = LAgA3As = 3 - 15° = 45°, Ag A4
LQA5A3 = LA11 A5 A3 = 4-15° = 60°. As T As

Mozemy teraz obliczy¢ miare trzeciego kata trojkata QAsAs: Rys. 10.22

LA5QAs = 180° — 45° — 60° = 75°.

Stad dostajemy £ PQA1, = 75° oraz LQPA;; = 180° — 30° — 75° = 75°.
86. Cieciwy AjAg i A3Aj1 przecinaja sie w punkcie P. Udowodnij, ze A3P = AgP.
Rozwigzanie. Luki A; A3 1 AgA11 saréwne (rys. 10.23). Zatem Ajs

KA3A9A1 = 414914314117 Sk@d Wynika, ze tréjk@t A9A3P jest
rownoramienny. Ato As
Ag As

Rys. 10.23

87. Udowodnij, ze cieciwy A12A¢g, A2A11 1 A1 A7 przecinaja sie w jednym punkcie.
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Rozwiazanie. Zauwazmy, ze tuki A; Ao i A1 A1o sa réwne (rys.
10.24). Zatem pélprosta A9 A; jest dwusieczna kata Ao A19A12.
Podobnie pélprosta As Aq1 jest dwusieczna kata A1gAs Ao oraz
polprosta A Ag jest dwusieczng kata AsA13A19. Rozpatry-
wane cieciwy sg zatem dwusiecznymi katow tréjkata AjgAzAia,
a wiec przecinaja sie w jednym punkcie.

Rys. 10.24

Uwaga. Oczywiscie zanim to zadanie damy uczniom do rozwigzywania, musimy opowie-
dzie¢ o tzw. punktach szczegdlnych tréjkata. Uczniowie powinni wiedzie¢, ze dwusieczne
katéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie; dowdd tego twierdzenia nie jest konieczny.

88. Udowodnij, ze cieciwy A12Ag, AsA11 1 A1 Ag przecinaja sie w jednym punkcie.

A Az Rozwiazanie. Oznaczymy litera P punkt przecigcia cigciw

' ! AzAj; i A1 Ag. Polaczmy punkt P z punktami Ag i Ajs (rys.

Ao Az 1025) 7 zadania 86 Wiemy, ze AgP = A3P Luki A6A9 i A6A3
P

sa réwne, a wiec cieciwy AgAg i AgAs tez sa réwne. Stad wy-
nika, ze trojkaty AgPAg i AgPAs sa przystajace (cecha przy-
stawania BBB). Zatem £ AgPAg = LAgPAs. Pblprosta PAg
jest wiec dwusieczna kata A3 PAg. W podobny sposéb pokazu-
Az As jemy, ze pOlprosta PAjs jest dwusieczng kata A; PAj;. Ponie-
waz dwusieczne katéw wierzchotkowych przedtuzaja sie (zob.
zadanie 2), wiec punkty Ajo, P i Ag sa wspolliniowe.

Rys. 10.25

89. Udowodnij, ze cigciwy A124s, A3A19 1 A1 Asg przecinaja sie w jednym punkcie.

Lo A, Rozwiagzanie. Narysujmy tréjkat AgAsAio (rys. 10.26). Po-
! dobnie jak w zadaniu 87 pokazujemy, ze polproste AgA1, AsAqg
A Az i A12 A5 sa dwusiecznymi katéw trojkata AgAs Aqo: tuki A1 A

Ao
i A1A2 Sa réwne, Sk@d KAlgAgAl = KAlAgAQ; tuki A2A5
Ao A3 i A5A8 S5q I‘éWHG, Sk@d KAgAQAlO = KA10A2A12; huki A8A10
A A i A10A12 Sq réwne, Sk@d KA2A12A5 = KA5A12A8. Zatem Ci@—
s Y ciwy AgAy, AyAig i A12A5 przecinaja sie w jednym punkcie.
Az A As
Rys. 10.26

90. Trojkat réwnoboczny ABC' jest wpisany w okrag. Punkt D lezy na krétszym tuku
AB. Punkt E lezy na odcinku CD oraz DE = DB. Udowodnij, ze tréjkaty BAD
i BCFE sa przystajace.

Uwaga. Mozna zapytaé, czy na odcinku C'D rzeczywiscie lezy taki punkt F, dla ktérego
zachodzi réwno$é DE = DB. Okazuje sie, ze tak. Mianowicie (rys. 10.27):

£LCAD > LCAB = LCBA = LCDA.
Stad wynika, ze CD > C A. Nastepnie

ABDC = LBAC = LBCA > £BCD.
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Stad wynika, ze BC > BD. Poniewaz BC = CA, wiegc CD > BD. Zatem na odcinku
C D rzeczywiscie istnieje taki punkt E, ze DE = BD.

s Rozwiazanie. Poniewaz £{CDB = {CAB = 60° oraz DB = DFE,
wiec tréjkat DBE jest réwnoboczny (rys. 10.27). Zatem BD = BE.
Poniewaz BA = BC oraz £DBA = 60° — L{ABFE = {EBC, wiec
tréjkaty BAD i BCE sa przystajace (cecha BKB).
A B
D
Rys. 10.27

Uwaga. 7 przystawania trojkatéw BAD i BCE wynika w szczegélnoéci, ze DA = EC.
Zatem DC = DE + EC = DB + DA. Udowodniliémy zatem twierdzenie mowiace, ze
jesli tréjkat réwnoboczny ABC' jest wpisany w okrag oraz punkt D lezy na krétszym
tuku AB, to AD + BD = CD.

Jak wspomnialem wyzej, zadania zestawu IX dotycza katéw wpisanych i srodkowych.
Szczegdlnie interesujace sa zadania o okregu podzielonym na 12 réwnych tukéw; sa to
zadania o tarczy zegarowej (lub inaczej: o wierzchotkach dwunastokata foremnego). Tu
chcialtbym zwréci¢ uwage na zadania o cigciwach przecinajacych sie¢ w jednym punkcie,
czyli o przekatnych dwunastokata foremnego.

Problem, czy przekatne wielokata foremnego moga przecinaé sie w jednym punkcie, jest
bardzo interesujacy. H. Steinhaus w swojej stynnej ksiazce [Steinhaus] stwierdza bez do-
wodu, ze zadne trzy przekatne wielokata foremnego o 23 bokach nie moga przecinaé
sie w jednym punkcie. Rzeczywiscie tak jest. Udowodniono, ze jesli wielokat foremny ma
nieparzysta liczbe bokéw, to zadne trzy jego przekatne nie przecinaja sie w jednym punk-
cie. Dowdd jest do$¢ diugi i wymaga srodkéw znacznie wykraczajacych poza mozliwosci
ucznia. Popatrzmy jednak na przekatne pietnastokata foremnego (rys. 10.28).
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Wydaje sie, ze mozemy dostrzec kilka punktéw, w ktérych przecinaja sie trzy przekatne.
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To jednak zludzenie, znacznie wiekszy i dokladniejszy rysunek pokazuje, ze trzy przekatne
przechodzg bardzo blisko siebie, ale jednak nie przez ten sam punkt.

W przypadku, gdy liczba bokdéw wielokata foremnego jest parzysta, pewne jego trzy
przekatne moga przecina¢ si¢ w jednym punkcie. Jednak nie dowodzi tego zaden rysu-
nek, nawet zrobiony najdoktadniej jak umiemy. Zawsze istniataby watpliwos¢, czy jeszcze
doktadniejszy rysunek nie wykaze — tak jak to miato miejsce w przypadku pietnastokata
foremnego — ze mamy do czynienia ze ztudzeniem. Potrzebny jest $cisty dowdd geome-
tryczny, taki jak w zadaniach 87, 88 1 89. W przypadku dwunastokata foremnego mamy
sze$¢ réznych rodzajéw punktéw (oprécz srodka okregu opisanego), w ktérych przecinaja
sie co najmniej trzy przekatne. Zobaczymy je na rysunkach 10.29, 10.30, 10.31, 10.32,
10.33 1 10.34.

1
11
10
9 3 3
8
7
6 Rys. 10.29 Rys. 10.30
1
11
10
9 3 3
8
7
6 Rys. 10.31 Rys. 10.32
12 1
11 2
10 3
9 4
8 5
7 6 Rys. 10.33 Rys. 10.34

Na rysunku 10.35 widzimy wszystkie przekatne dwunastokata foremnego. Rozpoznanie
powyzszych szesciu typow punktéw, w ktérych przecinaja sie co najmniej trzy przekatne,
jest nietrudnym éwiczeniem.
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12
11 1

10 2

6 Rys. 10.35

Problemowi, ktére przekatne wielokata foremnego przecinaja sie¢ w jednym punkcie, po-
$wiecam jeden z artykuléw seminaryjnych towarzyszacych poradnikowi.

Teraz przechodzimy do ostatniego zestawu zadan z geometrii. Ten zestaw poprzedzam
kolejnymi twierdzeniami geometrii okregu. Zaczynam od pojecia okregu opisanego na
wielokacie i okregu wpisanego w wielokat. Nastepnie przypominam uczniom twierdzenia
o okregach i tréjkatach: istnieje okrag opisany na trdjkacie i okrag wpisany w tréjkat.
Przypominam, gdzie leza Srodki tych okregéow. Nastepnie méwig uczniom, ze wiele proble-
mow geometrii elementarnej jest zwiazanych z pewnymi sytuacjami wyjatkowymi. Dwa
punkty zawsze wyznaczaja prosta, trzy punkty na ogoét nie leza na jednej prostej. Inte-
resuja nas zatem te wyjatkowe sytuacje, w ktérych umiemy udowodnié, ze pewne trzy
punkty leza na jednej prostej. Podobnie dwie proste na ogél przecinaja sie w jednym
punkcie (réwnoleglosé jest tez takim zjawiskiem w pewnym sensie wyjatkowym). Trzy
proste na ogdl nie beda przecinac sie w jednym punkcie. Dlatego interesujg nas takie wy-
jatkowe sytuacje. MieliSmy do czynienia z punktami szczegélnymi tréjkata, interesowaly
nas trzy przekatne wielokata foremnego przecinajace sie w jednym punkcie, widzieliSmy
twierdzenie Carnota.

Podobnie jest z okregami. Trzy punkty niewspoétliniowe wyznaczaja okrag: jest to okrag
opisany na tréjkacie. Jesli mamy dane dowolne cztery punkty na plaszczyznie, to na ogot
nie beda one lezaly na jednym okregu. Trzy z nich wyznacza okrag (jesli sa niewspél-
liniowe), czwarty na ogél na tym okregu nie bedzie lezal. Dlatego sytuacja, w ktorej
pewne cztery punkty leza na jednym okregu, jest wyjatkowa i z tego powodu dla nas in-
teresujaca. Podobnie jest ze stycznoscia. Trzy proste wyznaczaja trojkat i w niego mozna
wpisa¢ okrag. Jesli dorysujemy teraz dowolna czwarta prosta, to na ogdl nie bedzie ona
do tego okregu styczna. Sytuacja, w ktorej istnieje okrag styczny do czterech prostych
znow jest wyjatkowa.

Po tej dygresji omawiam okregi opisane na czworokatach. Odpowiednie twierdzenie byto
wprowadzone juz przed zestawem IX, choé nie bylo wykorzystywane. Teraz je przypo-
minam. Nastepnie dowodze twierdzenia o réwnosci odcinkéw stycznych i wyprowadzam
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z niego warunek konieczny dla tego, by w czworokat mozna byto wpisaé okrag. Informuje
ucznidow, ze ten warunek konieczny jest réwniez wystarczajacy dla wielokata wypuktego.

Po tych twierdzeniach przechodzimy do rozwigzywania zadan. Zwracam tu uwage na
zadania 93, 94 1 95. Sa to uproszczone wersje zadan znacznie trudniejszych. Gléwna
trudnos¢ w rozwiazaniu zadan oryginalnych polega na wymysleniu, ze trzeba wybraé
pewne okregi i znalez¢ ich punkt przeciecia. Ten gtéwny pomyst podpowiadam uczniom.
Dla wielu uczniéw sa to nadal zadania trudne. Sadze jednak, ze warto te zadania uprosci¢
tak, by wieksza czes¢ klasy mogla je rozwiazac.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.
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Zestaw X

W trojkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
AEDC = LBAC i ADEC = LABC.

Bok AB tréjkata ABC jest cieciwa okregu, ktory przecina boki BC'i AC' odpowied-
nio w punktach D i E (réznych od A i B). Udowodnij, ze L EDC = £BAC oraz
ADEC = LABC.

Tréjkaty réwnoboczne ABC i BDFE sa polozone tak, ze punkt B lezy wewnatrz
odcinka AD oraz wierzcholki C' i E leza po tej samej stronie prostej AD. Okregi
opisane na tych tréjkatach przecinaja si¢ w punktach B i F'. Udowodnij, ze punkty
C, F i D sa wspétliniowe.

Na bokach AC i BC tréjkata ABC zbudowano, na zewnatrz tréjkata, dwa trdj-
katy réwnoboczne ACD i BCE. Okregi opisane na tych tréjkatach réwnobocznych
przecinajg sie w punktach C i F. Udowodnij, ze punkty A, F'i E sa wspolliniowe.
Na bokach BC, AC i AB trojkata ABC wybrano odpowiednio punkty D, F i F.
Okregi opisane na tréjkatach AFE i BDF przecinaja sie w punktach F' i G. Udo-
wodnij, ze L DGE = {BAC + £ABC.

Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Prosta przechodzaca przez punkt A
przecina te okregi w punktach C' i E réznych od A; prosta przechodzaca przez
punkt B przecina te okregi w punktach D i F réznych od B (rys. 10.36). Udowodnij,
ze proste CD i EF sa réwnolegle.

Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Proste przechodzace przez punkty Ai B
przecinaja jeden z tych okregéw w punkcie C réznym od A i B oraz przecinaja drugi
okrag odpowiednio w punktach D i F r6znych od A i B. Prosta k jest styczna do
pierwszego okregu w punkcie C' (rys. 10.37). Udowodnij, ze prosta k jest réwnolegla
do prostej DE.

Rys. 10.36 Rys. 10.37

W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD, BE i CF. Udowodnij,
ze polproste DA, EB i FC sa dwusiecznymi katow tréjkata DEF.

Dane sg cztery okregi o1, 02, 031 04. Okregi 01 1 05 sa styczne zewnetrznie w punkcie A,
okregi 02 1 03 sa styczne zewnetrznie w punkcie B, okregi o3 i 04 sa styczne zewnetrznie
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w punkcie C, okregi o4 i 01 sa styczne zewnetrznie w punkcie D (rys. 10.38).

Rys. 10.38

Udowodnij, ze punkty A, B, C'i D leza na jednym okregu.
100. W czworokacie wypuklym ABCD poprowadzono przekatna AC. Okregi wpisane

w tréjkaty ABC i AC'D sa styczne zewnetrznie. Udowodnij, ze w czworokat ABC' D
mozna wpisa¢ okrag.

Zestaw X — szkice rozwigzan.

91. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE. Udowodnij, ze
AEDC = £KBAC i ADEC = LABC.

Rozwiagzanie. Poniewaz katy AEB i AD B sa proste, wiec punkty
E i D leza na okregu o $rednicy AB (rys. 10.39). Czworokat ABDE
jest wiec wpisany w okrag. Zatem L EDB = 180° — £ BAF, skad
wynika, ze L EDC = £{BAC. W podobny sposéb dowodzimy, ze
L£DEC = LABC.

Rys. 10.39

Uwaga. Zauwazmy, ze rozwigzanie zadania 91 jest innym rozwiazaniem zadania 10 z ze-
stawu I. Nastepne zadanie jest uogdlnieniem zadania 91.

92. Bok AB tréjkata ABC jest cieciwa okregu, ktéry przecina boki BC' i AC' odpowied-
nio w punktach D i E (réznych od A i B). Udowodnij, ze L EDC = £BAC oraz
L£DEC = LABC.

Rozwiazanie. Z zalozenia punkty A, B, D i F leza na jednym
okregu, tzn. czworokat ABDE jest wpisany w okrag (rys. 10.40).
Zatem L EDB = 180° — { BAF, skad wynika, ze {EDC = £BAC.
W podobny sposéb dowodzimy, ze L DEC = L ABC.

93. Tréjkaty rownoboczne ABC i BDE sa polozone tak, ze punkt B lezy wewnatrz
odcinka, AD oraz wierzchotki C' i E leza po tej samej stronie prostej AD. Okregi
opisane na tych trojkatach przecinaja sie w punktach B i F. Udowodnij, ze punkty
C, F'i D sa wspoétliniowe.

Rozwigzanie. Polaczmy punkt F' z punktami A, B, C'i D (rys. 10.41). Chcemy udo-

wodnié, ze LCFD = 180°. Punkt F lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC. Zatem
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ACFA = LCBA = 60° oraz L{AFB = LACB = 60°. Poniewaz punkt F' lezy tez na
okregu opisanym na tréjkacie BDE, wiec ABFD = ABED = 60°. Stad wynika, ze
ACFD = LCFA+ LAFB+ ABFD = 180°. Punkty C, F' i D sa wiec wspolliniowe.

AWD
Rys. 10.41 A B Rys. 10.42

94. Na bokach AC i BC tréjkata ABC zbudowano, na zewnatrz trdjkata, dwa troj-
katy réwnoboczne ACD i BCE. Okregi opisane na tych tréjkatach réwnobocznych
przecinaja sie w punktach C i F. Udowodnij, ze punkty A, F' i E sg wspdlliniowe.

Rozwiazanie. Polaczmy punkt F' z punktami A, D, C' i E (rys. 10.42). Chcemy udo-

wodnié, ze LAFE = 180°. Punkt F' lezy na okregu opisanym na tréojkacie AC'D. Zatem

LAAFD = LACD = 60° i £DFC = ADAC = 60°. Poniewaz punkt F' lezy tez na

okregu opisanym na trojkacie BCE, wiecc {CFE = LACBE = 60°. Stad wynika, ze

LAAFE = LAFD + ADFC + LCFE = 180°. Punkty A, F' i E sa wiec wspotliniowe.

95. Na bokach BC, AC i AB tréjkata ABC wybrano odpowiednio punkty D, E i F.

Okregi opisane na tréjkatach AFE i BDF przecinaja sie w punktach F' i G. Udo-
wodnij, ze LDGE = {BAC + £ABC.

Rys. 10.43 C Rozwigzanie. Oznaczmy katy BAC i ABC literami « i .
Polaczmy punkt G z punktami D, E' i F' (rys. 10.43). Czworokat
AFGE jest wpisany w okrag, wiec { EGF = 180° —a. Podobnie
pokazujemy, ze £ DGF = 180° — 3. Stad otrzymujemy

4DGE = 360° — {EGF — {DGF =
=360° — (180° — o) — (180° — 3) = v + .

96. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Prosta przechodzaca przez punkt A
przecina te okregi w punktach C' i E réznych od A; prosta przechodzaca przez
punkt B przecina te okregi w punktach D i F réznych od B (rys. 10.36). Udowodnij,
ze proste CD i E'F sa rownolegtle.

Rys. 10.36 Rys. 10.44

Rozwigzanie. Narysujmy odcinek AB (rys. 10.44). Czworokat CDBA jest wpisany
w okrag. Stad wynika, ze { BAC = 180° — LCDB. Katy BAC i BAF sa przylegte, wiec
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£CDB = £BAE. Czworokat ABF'FE jest wpisany w okrag, wiecc { BAE+4ABFFE = 180°.
Stad wynika, ze LCDF + {DFE = 180°, a wiec proste CD i EF sa réwnolegle.

97. Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Proste przechodzace przez punkty Ai B
przecinaja jeden z tych okregdéw w punkcie C réznym od A i B oraz przecinaja drugi
okrag odpowiednio w punktach D i FE r6znych od A i B. Prosta k jest styczna do
pierwszego okregu w punkcie C (rys. 10.37). Udowodnij, ze prosta k jest réwnolegla
do prostej DE.

Rys. 10.37 Rys. 10.45

Rozwigzanie. Narysujmy odcinek AB i wybierzmy punkt F' na prostej k tak jak na ry-
sunku 10.45. Z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwg wynika, ze L FCA = LCBA.
Poniewaz katy CBA i EBA sa przylegle, wiec L FCA+4{FEBA = 180°. Czworokat ABED
jest wpisany w okrag, wiec L EBA + L EDA = 180°. Stad wynika, ze L FCA = {EDA.
Réwnosé tych katéw naprzemianleglych dowodzi, ze proste CF i DE sa rownolegte.

98. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD, BE i C'F. Udowodnij,
ze polproste DA, EB i FC sa dwusiecznymi katow tréjkata DEF.

Rozwigzanie. Chcemy udowodnié, ze na przyktad pélprosta FC jest dwusieczng kata

DFE, czyli, ze ACFE = LCFD (rys. 10.46). Zauwazmy, ze {AEH = LAFH = 90°.

Stad wynika, ze punkty A, F', H i E leza na jednym okregu (rys. 10.47).

C C

A F B Rys. 10.46 A B
Rys. 10.47

Zatem {CFE = ACAD, gdyz sa to katy wpisane oparte na tym samym luku EFH.
Nastepnie zauwazmy, ze { BDH = {BFH = 90°, a wiec punkty B, F, H i D lezg na
jednym okregu (rys. 10.48). Zatem LCFD = LCBE, gdyz sa to katy wpisane oparte na
tym samym tuku DH. Wreszcie z zadania 91 wynika, ze punkty A, B, D i F lezg na
jednym okregu (rys. 10.49).

C C

A B Rys. 10.48 A F B Rys. 10.49
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Stad wynika, ze LCAD = LCBE, gdyz sa to katy wpisane oparte na tym samym tuku
DFE. Zatem
LCFFE = £CAD = {CBE = LCFD.

To konczy dowdd.

Uwaga. Rozwiazanie tego zadania zostalo pokazane w sposéb niezwykle szczegdétowy. To
zadanie rzeczywiscie omawiam z uczniami bardzo dokltadnie. Pokazuje ono bardzo dobrze,
w jaki sposéb wykorzystujemy w zadaniach okregi przechodzace przez cztery punkty.
Rozwiazanie mozna bardzo prosto pokazaé¢ na trzech ostatnich rysunkach — takie roz-
wiazanie wlasnie pokazuje moim uczniom. Rysunki okregéw zapadaja dobrze w pamieé
i uczniowie tatwiej dostrzegaja potem podobne sytuacje w innych zadaniach. Zauwazmy,
ze ostatnig réwnos¢ katéw LCAD = £LCBE mozna udowodni¢ jeszcze inaczej. Kat CAD
jest katem ostrym tréjkata prostokatnego ADC, zatem LCAD = 90° — L ACB. Nato-
miast kat C BE jest katem ostrym tréjkata BEC i znéw mamy LCBE = 90° — LACB.
Istnieje jeszcze inny dowdd, wystarczy przyjrzeé sie katom tréjkatéw prostokatnych AHE
i BHD. Uczniowie latwiej dostrzegaja te dwa ostatnie dowody. Pokazalem pierwszy, by
doktadniej zwrdci¢é uwage na zastosowania okregéw opisanych na czworokatach. Oczy-
wiscie, niezaleznie od dowodu znalezionego przez uczniéw, na lekcji pokazuje wszystkie
trzy dowody.
99. Dane sg cztery okregi o1, 02, 031 04. Okregi 01 i 02 sa styczne zewnetrznie w punkcie A,
okregi 05 1 03 sa styczne zewnetrznie w punkcie B, okregi 03 1 04 sa styczne zewnetrz-
nie w punkcie C, okregi o4 1 01 sg styczne zewnetrznie w punkcie D (rys. 10.38).
Udowodnij, ze punkty A, B, C'i D leza na jednym okregu.

Rys. 10.50

Rozwigzanie. Przyjrzyjmy sie czworokatowi ABC D. Pokazemy, Ze mozna na nim opisa¢
okrag. W tym celu narysujmy odcinki wspélnych stycznych do okregéw w punktach A,
B, C'i D (rys. 10.50). Z réwnosci katéw miedzy stycznymi i cieciwa wynika, ze:

APAB = AQBA, AQBC =ARCB, ARCD =4£SDC, A£RDA=ALPAD.

Mamy zatem

ABAD + ABCD = {PAB + APAD + {RCB + £RCD =
=AQBA+ £SDA+ £QBC + £5DC =
= 4AQBA+ LQBC+ £SDA+ £5SDC =
= LABC + £ADC.

Stad wynika, ze na czworokacie ABC'D mozna opisaé¢ okrag.
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100. W czworokacie wypuklym ABCD poprowadzono przekatna AC. Okregi wpisane
w tréjkaty ABC i AC'D sa styczne zewnetrznie. Udowodnij, ze w czworokat ABC' D
mozna wpisa¢ okrag.

Rozwiazanie. Niech okrag wpisany w trojkat ABC bedzie D

styczny do bokéw tego trdjkata w punktach K, L i S i niech N M
okrag wpisany w trojkat AC'D bedzie styczny do bokéw tego
tréjkata w punktach S, M i N, tak jak na rysunku 10.51. Mamy 4 c
woéwcezas (na podstawie twierdzenia o réwnosci odcinkéw stycz- s
nych):
p L

AK = AS =AN, CL=CS=CM, BK =BL, DM = DN. ¥

Rys. 10.51

Stad
AB+CD=AK+BK+CM+ DM = AN + BL+CL+ DN = AD + BC,

co dowodzi, ze w czworokat ABC' D mozna wpisaé okrag.

Uwaga. Mozna udowodnié, ze je$li w czworokat wypukly ABCD mozna wpisaé okrag,
to okregi wpisane w tréjkaty ABC 1 AC'D sa styczne zewnetrznie.

199



11. Stereometria

11. Stereometria

Nauka stereometrii w gimnazjum sprowadza sie do badania wtasnosci kilku najprostszych
bryl (graniastostup i ostrostup prawidlowy, walec, stozek i kula), w tym do obliczania
pol powierzchni i objetosci, wraz z ewentualna zamiang jednostek. To bardzo ubogi pro-
gram, ktéry w liceum zostaje rozszerzony o rozpoznawanie katéw w brylach (kat miedzy
prostymi w przestrzeni, miedzy prosta i plaszczyzna oraz miedzy plaszczyznami), bada-
nie przekrojéw bryt i zastosowanie trygonometrii. Wydaje sie, ze tym, czego najbardziej
brakuje w poczatkowym nauczaniu stereometrii, jest wyrobienie u ucznia wyobrazni prze-
strzennej oraz obycia z bardziej nieregularnymi brytami.

Zajmijmy sie najpierw wyobraznia przestrzenna. Lekcje stereometrii rozpoczynam od
zabaw ze znanym obiektem — kostka szeScienng. Czym jest szedcian, uczniowie dobrze
wiedza ze szkoly podstawowej. Wiedza tez, co to jest siatka sze$cianu i na ogdt wiedza,
ze szeScian ma wiele réznych siatek. Pierwsze ¢éwiczenie, ktore daje uczniom na lekcji,
polega na narysowaniu mozliwie wielu siatek sze$cianu. Rzadko si¢ zdarza, by ktorys
uczen umial narysowaé wszystkie (jest ich 11). Zazwyczaj potrafia narysowaé od 6 do 9
réznych siatek. Czasem zdarza sie tez, ze rysuja wielokrotnie te same siatki (na przyklad
siatke i jej odbicie symetryczne lub po prostu dwukrotnie te sama siatke). Jednak na
og6l zdarza sie, ze kazda siatka zostanie narysowana przez ktorego$ z uczniow. W ten
spos6b mamy utworzona na lekcji petna liste siatek szescianu. Na rysunku 11.1 widzimy
te siatki (beda one potrzebne w wielu nastepnych zadaniach, dlatego na koficu lekcji
rozdaje¢ uczniom kartki z wydrukowanymi wszystkimi siatkami):

| | | | Rys. 11.1

Teraz definiuje uczniom prawidlowsa kostke do gry. Na $Scianach szesciennej kostki sa
zapisane liczby od 1 do 6 w taki sposéb, by sumy liczb na przeciwleglych $cianach byty
rowne 7. Tak wiec, naprzeciwko 1 lezy 6, naprzeciwko 2 lezy 5 i naprzeciwko 3 lezy 4.
Pierwsze zadanie polega na zbadaniu, ile jest réznych prawidtowych kostek, przy czym
interesuje nas tylko, jaka liczba jest na danej Scianie, a nie jak zostala na tej Scianie
zapisana. Tym zajmiemy si¢ pozniej.

Okazuje sig, ze istnieje 16 réznych prawidlowych kostek do gry. Jak je policzy¢? Otéz
ustawiamy kostke tak, by w nasza stron¢ byla zwrdcona $ciana z liczba 1. Po ustawieniu

.....
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z liczba 1). Pozostale $ciany dostana oczywiste nazwy: tylna, lewa, prawa, dolna i gérna.
Liczba 6 znajduje sie zatem na $cianie tylnej. Mozemy nastepnie przekrecié kostke (wokét
osi poziomej przechodzacej przez $rodki przedniej i tylnej Sciany) tak, by liczba 2 byla na
$cianie gornej; liczba 5 znajdzie sie wiec na $cianie dolnej. Mamy teraz dwie mozliwosci,
albo liczba 3 jest na $cianie prawej iliczba 4 na lewej (rys. 11.2), albo odwrotnie (rys. 11.3).

= =

o —

F““““"““
OO
<O

F““““"““
—

ad _ Rys. 11.2 ol Rys. 11.3

Zauwazmy, ze jeSli popatrzymy na kostke od strony wierzchotka, w ktérym schodza sie
Sciany z numerami 1, 2 i 3, to na pierwszej z kostek liczby te wystepuja w kolejnosci
zgodnej z ruchem wskazéwek zegara, na drugiej za$, w kolejnosci przeciwnej do ruchu
wskazdwek zegara. Te pierwsza kostke nazwiemy kostka prawoskretna, druga zas, kostka
lewoskretna.

Tradycyjnie na $cianach kostki nie piszemy liczb, ale umieszczamy kropki, od jednej
do szesciu. Te kropki nie sg umieszczone dowolnie na $ciance, ale wedtug tradycyjnych
wzoréw (rys. 11.4).

[ ] [ ] o O o O o ©
[ ] [ ] [ ] o ©
[ ] [ ] o O o O o O Rys. 11.4

Zauwazmy, ze obrot o 90° Scianki z jedna, czterema i piecioma kropkami, nie zmienia
wzoru. Obrét pozostalych trzech zmienia wzér (nie ma przy tym znaczenia, w ktéra
strone obracamy $cianke). Ustawmy teraz kostke w takim polozeniu, jak poprzednio:
jedynka na $ciance przedniej, széstka na tylnej, dwojka na gérnej i piatka na dolnej.
Najpierw rozpatrzmy kostke prawoskretna: tréjka jest na Sciance prawej, a czwérka na
lewej. Scianki z dwiema, trzema i szecioma kropkami moga by¢ w jednym z dwéch poto-
zen, to daje tacznie 8 kostek prawoskretnych. W podobny sposob pokazujemy, ze istnieje
8 kostek lewoskretnych. Mamy zatem 16 rodzajoéw prawidlowych kostek z tradycyjnym
oznaczeniem $cianek (rys. 11.5).

1 1 1

1 1 1

1 1 1
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’I____ ’I____ ’I____
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1 1 1

1 1 1
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1 1 1
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A oto siatki tych 16 kostek (rys. 11.6).

. . . . . . . .
. . . . . . . .
) o [0 @ . ) o [0 . ) o [0 . ) o [0 @ .
o | o o | o o | o o | o | o . o | o o | o
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. . . . . . . .
. . . . . . . .
° o o [e ) ° o o [e ) ° o o [e ) ° o o [e )
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0 0 D0 0 D0 0 0 0
°e °e YY) YY) e e e e YY) YY)
o0 o0 o0 o0
o0 o0 oo X oo oo X X
Rys. 11.6

Teraz przychodzi pora na zadania dla uczniéw. Oto pierwsze z nich.

Zadanie 1. Dana jest kostka prawoskretna (rys. 11.7):

A

. Rys. 11.7

Na nastepujacych siatkach szescianu uzupelnij brakujace liczby (we wlasciwych poloze-

niach):
L] | | | |
o L] HEn BNy
- . 3 - !
| | | o L |
1 1|
o ! 0
| | L] | L | e 118
Uczniowie na ogét maja trudnosci z prawidlowym rozwiazaniem tego zadania. Niektd-

rzy z nich probuja sobie wyobrazié, co sie stanie z siatka szescianu, gdy zaczniemy ja
sktadac i tworzy¢ szescian w przestrzeni. Jednak najczeSciej myla sie¢ przy tym. Jeden
z najczestszych bledow polega na tym, ze niektére cyfry rysuja nie tylko przekrecone, ale
takze odbite symetrycznie. Nie uswiadamiaja sobie, ze po ztozeniu siatki wszystkie liczby
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bedziemy nadal widzieli z tej samej strony — zewnetrznej. Inni rysuja wieksze siatki,
wycinaja je i sktadaja z nich szeScian. Tym uczniom tlumacze, ze w ¢wiczeniu nie chodzi
0 to, ale o wyrobienie wyobraZni, ktéra nie raz bedzie jeszcze potrzebna.

Na zakonczenie pokazuje uczniom rozwiazanie, w kto- H G
rym potrzebna jest znacznie mniejsza wyobraznia, ale =
zastepuje ja dobre zrozumienie tego, jak naprawde wy- £ o
gladaja siatki szeScianu i co w nich jest zachowane. Oto d 3
takie rozwiazanie. Oznaczmy wierzchotki kostki prawo- 1

skretnej literami A, B, C, D, E, F, G i H (rys. 11.9). on | c
Wtedy $ciany kostki maja nastepujace oznaczenia (rys. - =4
11.10)_ A B Rys. 11.9

A B E F B C D A B A C D Rys. 11.10

WezZmy teraz pierwsza z 11 kostek i oznaczmy literami A, B, FE i F wierzchotki Sciany, na
ktérej jest wpisana liczba 1 (rys. 11.11). Sciana ABFFE graniczy (przez krawedz AE ze
Sciang DAFE H . To pozwala oznaczy¢ na naszej siatce nastepne dwa wierzchotki (rys. 11.12).
Postepujac w ten sposéb mozemy oznaczyé wierzchotki wszystkich szesciu $cian (rys.
11.13). Teraz juz tatwo wpisujemy brakujace liczby we wladciwych miejscach (rys. 11.14).

E F H FE F G H FE F G H FE F
EEEES Y L] Lo 4]1]
A B D A B C D A B C D o A B
— — Cr——B Cr——B
€
— — G—F G—F
[}
Rys. 11.11 Rys. 11.12 H E  Rys. 11.13 H E Rys. 11.14

Podobne rozwiazanie mozna przeprowadzi¢ dla kazdej z pozostalych 10 siatek. Oto
wszystkie rozwigzania zebrane razem (rys. 11.15).

Rozwigzanie:
6[4]1] [o]n (o] BE | ¢ ]
0 4|1 ~ ¢ (6]4]1] [=]=
¢ | 0 41 L~ 0 41
] a B i) [¢] B
[z | | ¢ |
6lal1] |o]|~ 9]¢ 41
i 411 ™ © [0 64|1|
i ] 4 1| |2 - |2|m 5 Rys. 11.15
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Jak wspomnialem wyzej, to rozwiazanie wymaga od ucznia znacznie mniej wyobrazni
przestrzennej, za to wymaga pewnych umiejetnoéci. Wyobraznie przestrzenna nalezy
¢wiczy¢ 1 mozna ja u ucznia w znacznym stopniu wyrobié¢. Mysle jednak, ze umiejet-
no$é¢ rzeczywistego wyobrazenia sobie zlozonych sytuacji przestrzennych, jest w jakims
stopniu wrodzona — tak jak na przyktad stuch muzyczny. Wielu uczniow widzi od razu
to, czego inni nie sa w stanie dostrzec. Ci drudzy musza zastapi¢ swoja niemoznosé
odpowiednimi umiejetnos$ciami.

Pewnego razu moja zona rozwiazywala z uczniami klasy maturalnej zadanie polegajace
na obliczeniu promienia dwéch identycznych kul stycznych zewnetrznie takich, ze kazda
z nich byla styczna do trzech $cian sze$cianu schodzacych sie w przeciwleglych wierz-
cholkach. Srodki tych kul lezaly na gléwnej przekatnej sze$cianu, a punkt stycznosci byt
oczywiscie srodkiem szescianu. Krawedz szescianu mialta dtugosé 1. Jeden uczen, wybiera-
jacy sie na studia architektoniczne, bardzo dobrze rysowal. Podszedt do tablicy i wykonat
znakomity rysunek tego sze$cianu z dwiema wpisanymi kulami. Wszyscy doskonale na
tym rysunku widzieli calta sytuacje. Wtedy powiedzial — Nie mam pojecia, jak obliczy¢
promien tych kul, ale na oko, jest on troche mniejszy od 0,35. Prawidlowa odpowiedz
jest nastepujaca:

r= 3 V3

4
Chcialbym mieé taka wyobraznig przestrzenna. Sam na pewno nie potrafitbym oszacowaé
promienia tych kul z dokladnoscia do trzech setnych, chociaz potrafie go obliczy¢.

~ 0,317.

Jednym z wazniejszych celow nauczania geometrii przestrzennej jest wiec, moim zdaniem,
nauczenie uczniéw widzenia tego, co w sytuacji przestrzennej jest wazne i co pomaga
przeprowadzi¢ odpowiednie rozumowanie. To nie to samo, co wyobraznia przestrzenna.
Jest to na pewno znacznie mniej, ale za to jest to mozliwe do osiagniecia dla wigkszosci
uczniéw.

Podobne zadanie, sprawdzajace w istocie to, czego nauczylem w poprzednim, polega na
przerysowaniu jednej siatki na druga:

Zadanie 2. Na $cianach jednej z 11 siatek sze$cianu wpisano liczby od 1 do 6 (rys. 11.16).

4l5]6|
|1|2 3

Rys. 11.16

Na pozostalych siatkach szescianu wpisz brakujace liczby (rys. 11.17).

1 | | |
L] L]

1 | 1

1 | | Rys. 11.17
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Nie bede tu powtarzal calego rozumowania. Jest ono takie samo, jak w zadaniu 1. Pokaze
tylko ostateczne rysunki (rys. 11.18).

Rozwiazanie.
3| ot 1| |w e~ |8 4 |<.-o = ? 7
= ot 1| ~ ré |3 ot 1| |w e~
7 = ot 1| ? = o | ]
B I B a1 I KT . E
4] o] 6 |
3|1 o | e ¢ g o1
i ot | 1 N ™| o
i i - 1| |T7 o Rys. 11.18

Po tych éwiczeniach wstepnych przechodze do systematycznego nauczania geometrii prze-
strzennej. Omawiam z uczniami podstawowe pojecia: punkty, proste i plaszczyzny w prze-
strzeni. Rozmawiamy o tym, jak te figury moga by¢ polozone w przestrzeni. Dwa punkty
wyznaczaja prosta, trzy punkty niewspoétliniowe wyznaczaja plaszczyzne. A co jeszcze
moze wyznaczy¢ plaszczyzne? Prosta i punkt nielezacy na niej, dwie przecinajace sie proste
i dwie proste rownolegle. Pewnym zaskoczeniem dla uczniéw bywa to, ze istnieja proste
nieréwnolegte i jednocze$nie nieprzecinajace sie. Sa to proste skosne. Potem omawiam poto-
zenie punktu i ptaszczyzny, prostej i plaszczyzny oraz wreszcie dwoch ptaszczyzn. Trudnym
¢wiczeniem okazuje sie znalezienie wszystkich mozliwych polozen trzech plaszczyzn.

Nastepnie podaje uczniom (bez dowodu) dwa wazne twierdzenia. Pierwsze to twierdzenie
o prostej prostopadlej do ptaszczyzny: jesli prosta przebijajaca plaszczyzne w punkcie A
jest prostopadta do dwoch prostych k i I na tej plaszczyznie i przechodzacych przez
punkt A, to jest prostopadla do kazdej prostej m lezacej na tej plaszczyznie i przecho-
dzacej przez punkt A (rys. 11.19). Te prosta przebijajaca plaszczyzne nazywamy prosta
prostopadla do plaszczyzny. W przyszlosci bedziemy omawia¢ dokladniej proste skosne
i kat miedzy takimi prostymi. Wtedy to twierdzenie rozszerzymy, pozbywajac sie ograni-
czenia, ze proste na danej plaszczyznie przechodzg przez punkt A: jesli prosta przebijajaca
plaszczyzne jest prostopadia do dwdch nieréwnoleglych prostych na tej ptaszczyznie, to

jest prostopadta do wszystkich prostych na tej ptaszczyznie.

|
l
m A
k l
P

Rys. 11.19 Rys. 11.20

Drugie twierdzenie, ktére omawiam z uczniami, to twierdzenie o trzech prostopadtych.
Dana jest plaszczyzna P, prosta k przebijajaca plaszczyzne P w punkcie A i nieprosto-
padia do P, prosta [ bedaca rzutem prostej k na plaszczyzne P oraz prosta m lezaca na
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plaszczyznie P. Wéwcezas proste k i m sa prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy proste [
i m sa prostopadle (rys. 11.20).

Twierdzenie o trzech prostopadlych ilustruje za pomoca nastepujacego ¢wiczenia. Pro-
sze uczniéw o narysowanie dwéch siatek ostrostupéw. Pierwszy to ostrostup o podstawie
trojkatnej, drugi o podstawie czworokatnej. Wymagam, by podstawy nie byly wieloka-
tami o zadnych szczegélnych wlasnosciach, tréjkat ma mie¢ wszystkie boki roznej dtugo-
Sci, czworokat takze i ponadto nie moze mie¢ katéw prostych. Ponadto prosze, by Sciany
boczne nie byly tréjkatami réwnobocznymi, doktadniej, by krawedzie boczne mialty rézne
dlugosci. Wymagam tylko, by te siatki spelnialy warunek konieczny na to, by daly sie
skleié¢. Te boki tréjkatéow tworzacych éciany boczne, ktére majg zostaé sklejone ze soba,
muszg mieé te sama dtugosé. Oto przyktady takich siatek: na rysunku 11.21 mamy siatke
ostroshupa trojkatnego, na rysunku 11.22 mamy siatke ostrostupa czworokatnego.

G

F Rys. 11.21 E Rys. 11.22

A oto wymiary tych siatek (na powyzszych rysunkach sa one czterokrotnie zmniejszone).
Najpierw ostrostup trojkatny z rysunku 11.21:

AB=9cm, BC=7cm, AC =S8cm.
Ponadto
BF =BD=10cm, CD=CE=9cm, AF =AF=1lcm.
Nastepnie ostrostup czworokatny z rysunku 11.22:
AB=9cm, BC=7cm, CD=6cm, AD =8cm.
Ponadto
BE=BF =9cm, CF=CG=8cm, DG=DH=85cm, AH = AF =10cm.

Aby te siatke ostrostupa czworokatnego narysowaé jednoznacznie, podaje takze dlugosé
przekatnej AC: 9,5 cm (przypominam, ze dtugosci bokéw czworokata nie wyznaczaja go
jednoznacznie).
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Okazuje sig, ze tak zrobiona siatka ostroshupa tréjkatnego daje sie sklei¢ i rzeczywiscie
otrzymujemy ostrostup tréjkatny. Natomiast, ku wielkiemu zdziwieniu uczniéw, siatka
ostrostupa czworokatnego, mimo iz zrobiona wedlug tych samych regul, nie skleja sie.
Sciany boczne ,mijaja sie”, nie schodzg sie wszystkie w jednym wierzchotku. Dlaczego
tak si¢ dzieje? Popatrzmy na sklejony ostrostup tréjkatny (rys. 11.23), w ostrostupie
czworokatnym bedzie tak samo. Niech punkt H bedzie spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka D na podstawe ABC' ostro-
stupa. Niech DFE bedzie wysokoscia $ciany bocznej AC'D. Wéwczas
polprosta EH jest rzutem polprostej E D na plaszczyzne podstawy.
Poniewaz AC 1| DE, wigc z twierdzenia o trzech prostopadtych
otrzymujemy EH 1 AC. Stad wynika, ze jesli éciang boczng AC D
odlozymy na plaszczyzne podstawy (tak jak to sie dzieje z siatka
ostrostupa), to potproste EH i ED przedluza sie i beda tworzyly
jedna prosta prostopadla do krawedzi AC. Ta prosta oczywiscie
przechodzi przez wierzchotek D trdjkata AC'D. To znaczy, ze jesli Rys. 11.23

z wierzchotkow Scian bocznych siatki poprowadzimy prostopadte do

bokéw trojkata podstawy, to otrzymane proste przetna si¢ w jednym punkcie: spodku
wysokosci ostrostupa. Tak bedzie niezaleznie od liczby bokéw podstawy.

Popatrzmy zatem, jak to jest na naszych przyktadowych siatkach. W przypadku siatki
trojkatnej te prostopadie rzeczywiscie spotykaja sie w jednym punkcie (rys. 11.24).

G

F Rys. 11.24 E Rys. 11.25

To nie jest przypadek. Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Dany jest szeSciokat AFFBDCFEA taki, ze AF = AE, BF = BD oraz
CD = CFE. Wobwczas proste poprowadzone przez punkty D, FE i F, prostopadle odpo-
wiednio do prostych BC, AC i AB, przecinaja si¢ w jednym punkcie.

To twierdzenie wynika na przyklad z twierdzenia Carnota (zob. [Guzicki-Pompe-1])
i mozna je udowodni¢ takze dla szeSciokata niekoniecznie wypuklego.

A jak to jest w przypadku naszej siatki ostrostupa czworokatnego? Poprowadzmy takie
same polproste. Widzimy, ze nie przecinaja si¢ one w jednym punkcie (rys. 11.25), a wiec
ta siatka nie jest siatka ostrostupa. Siatke ostrostupa czworokatnego nalezy rysowaé zu-
pelnie inaczej. Musimy zadbaé o to, by te poélproste prostopadie do bokéw czworokata

207



11. Stereometria

przeciely sie w jednym punkcie. Najproéciej jest zaczaé¢ od wybrania tego punktu. Oto

sposob konstruowania siatki:

Rysujemy czworokat ABC D, ktory bedzie podstawa ostrostupa.

Wybieramy punkt S, ktéry bedzie spodkiem wysokosci ostrostupa.

Z punktu S prowadzimy cztery prostopadle do bokéw czworokata.

Na jednej z tych pélprostych (na przyklad na poélprostej przecinajacej bok AB)

wybieramy punkt E, ktéry bedzie wierzchotkiem ostrostupa.

e Nastepnie na poélprostej prostopadiej do boku BC wybieramy punkt F tak, by
BE = BF.

e Na poélprostej prostopadlej do boku C'D wybieramy punkt G tak, by CF = CG.

e Wreszcie na prostopadlej do boku AD wybieramy punkt H tak, by DG = DH.

e Rysujemy siatke ostrostupa.

Powstaje pytanie, czy rzeczywisdcie otrzymalisSmy siatke ostrostupa. Po pierwsze, nie jest
jasne, czy odcinki AE i AH majg te samg dlugosé. Po drugie, nie jest jasne, czy po
zagieciu Scian bocznych tak, by punkty E, F'; G i H znalazly sie nad punktem .S, te punkty
beda lezaly na tej samej wysokosci nad plaszczyzng podstawy. Mozna jednak udowodnié,
ze rzeczywiscie jest to siatka ostrostupa. Niech punkty P, @, T' i W oznaczaja rzuty
punktu S na boki czworokata ABCD (rys. 11.26). Najpierw dowodzimy, ze AE = AH.
Korzystamy wielokrotnie z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujac wowczas:
AE? = AP? + PE* = AS? - SP? + PE* = AS? — (BS? — BP?) + PE? =

= AS® — BS®> + BP*? + PE? = AS? - BS* + BE® = AS®> - BS* + BF? =

= AS? - BS? 4+ BQ? + QF? = AS® — (BQ* + QS*) 4+ BQ* + QF? =

= AS? - QS? + QF* = AS? — (CS? - CQ*) + QF* =

=AS? - CS?*+CQ*+ QF? =AS* —CS*> + CF% = AS? - CS* + CG*? =

= AS? —CS?* + CT?* + TG?* = AS? — (CT? +TS?) + CT? + TG? =

=AS? —-TS* + TG? = AS? — (DS? — DT?) + TG? =

= AS? - DS? + DI? + TG* = AS* — DS® + DG* = AS®> — DS* + DH? =

= AS? — (DW? +WS?)+ DH? = AS*> - DW? - WS? + DW? + WH? =

=AS? —WS? + WH? = AS? — (AS? — AW?) + WH? = AW? + WH? =

= AH?.
Nastepnie dowodzimy, ze punkty FE, F', G i H znajda si¢ na tej samej wysokosci nad
plaszczyzna podstawy. W tym celu wystarczy pokazaé, ze

PE? - PS? =QF?-QS*=TG?*-TS5*>=WH? - WS,
Zauwazmy w tym celu, ze
PE? - PS? = (BE* — BP?) — (BS? — BP?) = BE* — BS?
oraz
QF? - QS? = (BF? - BQ?) — (BS* — BQ?) = BF? — BS? = BE? — BS?.

Pozostalte rownosci mozna udowodni¢ w podobny sposob.
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\r

B

E Rys. 11.26

Teraz siatka sklei sie i wybrany punkt S okaze sie spodkiem wysokosci ostrostupa.

Rozpatrywanie bryt nieregularnych jest bardzo wazne. Zazwyczaj w gimnazjum rozwa-
zamy wylacznie graniastostupy i ostrostupy prawidlowe. To bardzo ogranicza uczniéw,
ktorzy nie wiedza poézniej, jak postepowaé z innymi wieloScianami. Ten przyktad siatek
ostrostupéw nieprawidlowych jest bardzo pouczajacy.

Jest jeszcze jedno éwiczenie, ktore robie z uczniami na poczatku nauki stereometrii.
Jest to ¢wiczenie polegajace na rysowaniu przekrojow szedcianu. Bardzo wielu uczniéw
nie potrafi prawidlowo narysowaé wielu rozwazanych czesto wieloscianéw. Rysowanie
przekrojow bardzo dobrze uczy podstawowych regul, ktére beda p6zniej wykorzystywane
przy bardziej skomplikowanych rysunkach.

Zadanie, ktére rozwiazujemy, polega na narysowaniu przekroju H Q G
szescianu plaszczyzng wyznaczong przez trzy punkty lezace na /
krawedziach sze$cianu. Zaczynamy od przekrojow, w ktérych E &
dane sa dwa punkty P i @ lezace na krawedziach o wspélnym \
wierzchotku. Wybieramy te krawedzie tak, by lezaly na gérnej
$cianie sze$cianu — punkt P na krawedzi EH i punkt Q) na PR - Jc
krawedzi GH. Te punkty ustalamy na dluzszy czas. Punkt R .
bedzie wedrowal po krawedziach. Zaczynamy od umieszczenia 4 B
go na krawedzi DH. Przekréj jest tréjkatem i na rysunku 11.27 Rys. 11.27
jest to zacieniowany tréjkat PQR.

Przy rysowaniu takich przekrojéw bedziemy korzysta¢ z nastepujacych zasad:

e jesli dwa punkty ptaszczyzny przekroju sg polozone na jednej Scianie szescianu, to
te punkty wyznaczaja krawedzZ przeciecia i mozemy narysowaé odcinek laczacy te
punkty na tej $cianie;

e jesli ptaszczyzna przekroju przecina dwie rownolegle Sciany sze$cianu, to krawedzie
przekroju na tych Scianach sg réwnolegle w przestrzeni;

e proste réwnolegle w przestrzeni beda réwnolegle na rysunku (o ile nie zdegeneruja
sie do punktow).
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Przy kolejnych rysunkach przekrojéw te zasady okaza sie niewystarczajace i zostana
uzupelnione o nastepne. Oczywiscie tych zasad nie dowodze, Scisty dowdéd wymagatby
wyjaénienia zasad rzutowania réwnoleglego, a na to chyba jest za wczeénie w gimnazjum.

Na rysunku 11.27 plaszczyzna przekroju przecina trzy Sciany sze$cianu i przekrdj jest
trojkatem. Tu wystarczylto skorzystaé z pierwszej z powyzszych trzech zasad. Nastepnie
punkt R bedzie wedrowal w dét krawedzi DH. W pewnym momencie znajdzie sie
w punkcie D (rys. 11.28). Przekréj nadal jest tréjkatem. Teraz punkt R moze poruszaé si¢
po krawedziach AD lub C'D. Nie ma to znaczenia, wybierzemy krawedz CD (rys. 11.29).

H Q G H Q G
P | // P | II
E 1 : 7 fa E : ’, o
) Vo 1
\ / | I
\ I / \ I
| \ | 1
\I// 'p! /
\
______ - \ - — -
/‘D:R ¢ /)/’ ¢
e 8
A B Rys. 11.28 A B Rys. 11.29

Na rysunku 11.29 skorzystaliémy z zasad méwiacych o réwnolegtych krawedziach prze-
kroju. Przekrdj jest trapezem PQRS. Proste PQ i RS sa réwnolegle, bo sa to krawedzie
przeciecia plaszczyzna przekroju plaszezyzn réwnolegtych ABCD i EFGH. Oczywiscie
odcinki QR i PS sa rysowane zgodnie z pierwsza regula. Zauwazmy, ze punkt S bedzie
lezat na krawedzi AD.

Punkt R bedzie dalej wedrowal po krawedzi C'D. Poniewaz wybraliémy punkty P i @ tak,
ze HQ < HP, wiec krawedz przekroju RS napotka punkt A zanim punkt R dojedzie
do punktu C. Bardzo zachecam Czytelnikéw, by samodzielnie zbadali, co sie dzieje przy
innym wyborze punktéw P i @ na krawedziach FH i GH; szczegblnie polecam przy-
padek, gdy te punkty leza w jednakowych odlegloéciach od punktu H. W rozwazanym
przypadku przekréj nadal bedzie trapezem PQRS, przy czym punkt S bedzie sie po-
krywal z punktem A (rys. 11.30). Gdy punkt R bedzie wedrowal dalej po krawedzi CD,
punkt S bedzie przesuwal si¢ wraz z nim po krawedzi AB tak, ze odcinki PQ i RS beda
réwnolegle. Przekrdj stanie si¢ pieciokatem PQRST (rys. 11.31). Punkt T na krawedzi
AFE wyznaczamy tak, zeby odcinek ST byt réwnolegly do odcinka QR. Wreszcie punkt R
dojdzie do punktu C' (rys. 11.32).

H Q G H Q G H Q G
| \
EP | | EP 1 \
ro V| F ro I
| I \ 1 I \
[ 1 | ! 1
Il 1 | T 1 !
| \ |
) e S e Dy - -
s - R 4 -
s _- 7z o
- -
A=S B A S B
Rys. 11.30 Rys. 11.31

Teraz punkt R moze poruszaé si¢ po krawedzi C'G lub po krawedzi BC. Najpierw popa-
trzymy, co sie dzieje, gdy punkt R powedruje do géry. Bez trudu narysujemy dwa odcinki
PQ i QR. Ale gdzie plaszczyzna przekroju przetnie plaszcezyzne Sciany dolnej?
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Ta kwestia wymaga wprowadzenia pewnego punktu pomocniczego. Popatrzymy mianowi-
cie, gdzie plaszczyzna przekroju przetnie prosta F'G. Oczywiscie bedzie to na zewnatrz
odcinka F'G. Przedluzamy odcinek F'G poza punkt G az do przeciecia z prosta PQ.
W przecieciu otrzymujemy pomocniczy punkt X (rys. 11.33). Zastanéwmy sie, w jakich
plaszczyznach lezy punkt X. Po pierwsze, musimy zauwa-
zy¢, ze proste PQ i FG naprawde przecinaja si¢ w prze-
strzeni, nie tylko na rysunku. Obie proste leza na tej samej
plaszczyznie Sciany gérnej oraz nie sg réwnolegle. Zatem
rzeczywiscie sie przecinaja. Punkt X lezy na prostej PQ,
a wiec lezy na plaszczyznie przekroju. Poniewaz punkt X
lezy na prostej F'G, wiec lezy na plaszczyznach $cian gérnej
i prawej. Zauwazmy teraz, ze punkty R i X leza na plasz-
czyznie przekroju i na plaszczyznie Sciany prawej. A wiec

A prosta X R jest krawedzig przeciecia plaszczyzny przekroju
Rys. 11.33 z plaszczyzna prawej Sciany. Rysujemy prosta X R az do
przecigcia z innym ograniczeniem $ciany prawej — w tym przypadku az do przecigcia

z krawedzia BC'. Przekrdj bedzie szeSciokatem. Punkt T wyznaczamy tak, by odcinki
PQ i ST byly réwnolegle, a punkt W tak, by odcinki TW i QR byly rownolegle.

Zasada wprowadzania punktu pomocniczego jest wlasnie jedna z tych nowych zasad,
o ktorych pisalem na poczatku.

Teraz popatrzmy, jak zmienia sie przekrdj, gdy punkt R wedruje dalej w gore krawedzi
CG, a takze gdy wedruje wzdluz krawedzi BC' w strone punktu C. Pomine szczego-
towe opisy konstrukeji; metode konstrukeji mozna w kazdym przypadku tatwo odczytaé
z rysunku.

Najpierw rozwazamy przypadek, w ktérym punkt R nadal porusza sie w gore krawedzi
CG. W pewnym momencie punkt S pokryje sie z punktem B (rys. 11.34). Przekr6j stanie
sie pieciokatam. Potem, gdy punkt R w dalszym ciagu bedzie si¢ poruszaé¢ w goére krawedzi
CG, punkt S zacznie wedrowaé w gore krawedzi BF' (rys. 11.35). Przekréj nadal bedzie
pieciokatem. Nastepnie popatrzmy na przypadek, w ktéorym punkt R porusza si¢ wzdiuz
krawedzi BC' od punktu C' w kierunku punktu B (rys. 11.36). Przekrdj jest szesciokatem.

X
e
- G/
P ) N /!
E S|/
| AN
T : R
1
Di---1-f-JC
,
,
,
A B=S A B A T B
Rys. 11.34 Rys. 11.35 Rys. 11.36

W taki sposéb mozemy rozwazy¢ wszystkie przypadki polozenia punktu R. Przypomi-
nam, ze dotychczas zajmowali$my si¢ sytuacja, w ktorej punkty P i @) lezaly na sasiednich
krawedziach $ciany gornej sze$cianu.
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Nastepnie popatrzmy, jak wyglada przekrdj, gdy punkty P i @ leza na przeciwleglych
krawedziach gornej Sciany sze$cianu (rysunki 11.37, 11.38 1 11.39).

o G o G G
p | p | p | f
BT F B F B F
| | [ | I |
! | | | I |
! | | | | |
|I | [} | i I
| -1 --t)c - -+-Jc P ---Jc
s _ L - T .,
- R 4 1 “
}Q /S __—-= R \ _______ R
A B A=S B A S B
Rys. 11.37 Rys. 11.38 Rys. 11.39

W narysowanych przypadkach przekrdj jest czworokatem lub pieciokatem.

Wreszcie umiesémy punkty P, @ i R na trzech, parami skosnych, krawedziach szescianu:
EH,CG i AB (rys. 11.40). Teraz wprowadzimy dwa punkty pomocnicze. Punkt Y jest
x rzutem punktu R na krawedz EF. Proste CG i RY sa
rownolegle, a wiec wyznaczaja plaszczyzne. Ta plaszczy-
P ey A zna odcina od szescianu graniastostup o podstawie RBC'
Ty £ Q Rozwazamy teraz graniastostup o podstawie czworokat-
;oo nej ARCD. Pomocniczy punkt X wprowadzamy tak jak
w h / poprzednio, by wyznaczy¢ przekrdj tego graniastostupa
Je-si-a-)C ptaszczyzna PQR. Ten punkt X pozwala nam znalezé
AN el punkt S, w ktérym plaszczyzna przekroju przecina kra-
A R B wedz GH. Po znalezieniu punktu S dalsza konstrukcja
Rys. 11.40 jest tatwa i polega na konsekwentnym stosowaniu reguty
méwigcej o przecinaniu plaszczyzn réwnolegltych. Szczegdlnie ciekawy jest przypadek,
gdy punkty P, Q i R sa srodkami krawedzi, na ktérych leza. Nietrudno udowodnié, ze
wtedy otrzymany przekrdj jest szesciokatem foremnym.

Po takich ¢éwiczeniach wstepnych przechodze do omawiania z uczniami tego, co jest
w podreczniku gimnazjalnym. Ucze ich obliczania pdl powierzchni i objetosci graniasto-
stupéw i ostrostupéw oraz wybranych bryl obrotowych: walca, stozka i kuli. Przy okazji
bryt obrotowych warto wspomnie¢ o tzw. regule Guldina. Méwi ona, ze objeto$¢ bryty
obrotowej powstalej z obrotu figury F' wokét osi obrotu k (przy zalozeniu, ze prosta k
nie przecina figury F') jest réwna

V:27TR‘PF,

gdzie Pr jest polem figury F, a R jest odlegloscia érodka ciezkosci figury F' od osi k.
W tym miejscu nalezy powiedzieé pare stéw o srodku ciezkos$ci. Mianowicie, jesli figura
ma $rodek symetrii, to jest on srodkiem ciezkosci, jesli figura ma 0§ symetrii, to $rodek
ciezko$ci lezy na tej osi symetrii oraz odleglos¢ $rodka ciezkosci trojkata od osi obrotu
jest Srednia arytmetyczna odlegtoéci wierzchotkéw tréjkata od tej osi.

Za pomoca reguty Guldina mozemy tatwo obliczyé¢ objetos¢ torusa oraz bryly powstalej
przez obrét kwadratu wokot prostej. Pokaze te obliczenia. Najpierw torus powstaly przez
obrét kota o promieniu r wokét osi odleglej o R od érodka okregu (rys. 11.41). Objetosé
torusa jest rowna

V =27R - mr? = 2n%Rr?.
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Przypusémy teraz, ze obracamy kwadrat o boku a wokél osi odlegtej o R od srodka
kwadratu. Nie ma przy tym znaczenia, jak bardzo obrécony jest kwadrat wokoét swego
srodka (rys. 11.42). Objetosé powstalej bryly obrotowej jest réwna

V =27R-d®.

Wreszcie wzér na objetosé¢ stozka Scietego powstalego z obrotu trapezu prostokatnego
ABCD wokét osi AD (rys. 11.43).

Rys. 11.41 Rys. 11.42 Rys. 11.43
Przyjmijmy
AB=R, CD=r, AD=h.

Objetosé stozka $cietego jest rowna sumie objetosci dwoch bryl obrotowych powstalych
z obrotu tréjkatéw ABD i BC'D wokét osi AD. Mamy zatem

Zatem

2
R—’_T‘PBCD:W'%‘F?T'W:%h'(R2+RT+T2).

V:27T~§'PABD+27T

Regule Guldina mozemy réwniez zastosowaé ,w druga strone”, do wyznaczenia $rodka
ciezkoéci poétkola. Szczegdly pozostawie jako ¢wiczenie, podam tylko odpowiedz. Srodek
ciezkodci potkola o promieniu r lezy na osi symetrii tego pétkola w odlegtosci

4

d= — .
3T

r

od érednicy ograniczajacej pétkole.

Na zakonczenie tego rozdzialu cheiatbym zarekomendowaé znakomity podrecznik [Iwasz-
kiewicz|, w ktérym mozna znalezé jeszcze wiele interesujacych tematéw wartych omdwie-
nia w gimnazjum — o ile starczy komus czasu.
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12. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Nauke rachunku prawdopodobienstwa rozpoczynam od oméwienia w klasie doswiadcze-
nia losowego wykonywanego przez uczniéw. Prosze uczniéw o kupienie pieciu kostek dwu-
dziestosciennych (mozna tatwo takie kupi¢ w dowolnym sklepie z grami). Na $ciankach
takiej kostki powinny znajdowac sie wszystkie liczby od 1 do 20. Nastepnie prosze, by
kazdy uczen rzucit 200 razy piecioma kostkami, zapisujac (najlepiej w arkuszu kalkula-
cyjnym, np. Ezcel) otrzymane wyniki rzutéw. Pojedynczy wynik sklada sie zatem z pieciu
liczb, ktére do arkusza kalkulacyjnego mozna wpisa¢ w dowolnej kolejnosci. Ostateczne
dane zebrane przez jednego ucznia sktadaja sie wiec z 200 wierszy po 5 liczb. Zapisane
wyniki rzutow wszyscy uczniowie maja nastepnie przekazaé¢ jednemu z uczniow, ktéry
dokona ostatecznej obrébki otrzymanych danych.

Pierwsze zadanie polega na policzeniu, ile razy otrzymano pie¢ réznych liczb, a wiec
w ilu wierszach wystapito 5 réznych liczb (czyli — inaczej méwiac — zadna liczba sig nie
powtérzy). Te liczbe réznych wynikéw nalezy nastepnie podzieli¢ przez liczbe wszystkich
rzutdéw (a wiec liczbe uczniéw bioracych udzial w eksperymencie pomnozona przez 200)
i wynik przedstawi¢ w postaci utamka dziesietnego. W ten sposéb dowiadujemy sie, jak
czesto w takim eksperymencie otrzymujemy 5 réznych liczb.

Drugie zadanie polega na wybraniu z kazdej piatki najwiekszej liczby i obliczeniu $redniej
arytmetycznej wybranych liczb. Zaprogramowanie w arkuszu kalkulacyjnym obu zadan jest
do$é prostym zadaniem dla uczniéw obeznanych z arkuszem. W II klasie, kiedy ten ekspery-
ment jest wykonywany, moge zalozy¢, ze wigkszo$¢ uczniow potrafi takie zadanie wykonac.

Wykonanie catego eksperymentu trwa ok. 2 — 3 tygodni i na ogél zdecydowana wigk-
sz0$¢ uczniéw bierze w nim udzial (zdarzaja sie uczniowie, ktérzy z réznych powodéw,
np. choroby, nie wykonaja zadania). Chodzi jednak o to, by uzyskaé kilka tysiecy wy-
nikéw, wtedy wyniki obliczone teoretycznie nie beda odbiegaly w znaczacy sposéb od
wynikow eksperymentu. Uczniowie czasami pytaja mnie, czy zamiast rzucania kostkami
moga wygenerowa¢ za pomocg komputera odpowiednia liczbe liczb losowych ze zbioru
{1,2,...,20}. Odpowiadam wtedy, ze celem eksperymentu jest zbadanie zgodnosci ob-
liczen teoretycznych z rzeczywistoscia i przekonanie uczniéw o tej zgodnosci. Nie jest
natomiast celem zbadanie, czy program komputerowy generujacy liczby losowe zostat
napisany poprawnie. Méwie im tez, ze mozna pokusi¢ sie o wypisanie ,z glowy” tego
ciggu 1000 liczb, nie tracac przy tym czasu na rzucanie kostkami. Ale wtedy, tak wyge-
nerowane wyniki, beda bardzo rézni¢ si¢ od wynikéw rzeczywiscie losowych — okazuje
sie bowiem, ze czlowiek nie potrafi postepowaé naprawde losowo i to, co nam sie wydaje
losowe, na ogdt od losowego bardzo sie rézni. Jeden z moich kolegéw daje zadanie do-
mowe: rzuci¢ 200 razy moneta i zapisa¢ wyniki. Oczywiscie wielu uczniom nie chce sie
traci¢ czasu na rzucanie i wyniki wymyslaja w czasie przerwy przed lekcja. Uczniowie sa
niezwykle zaskoczeni tym, ze nauczyciel bezblednie oddziela prawdziwe wyniki od oszu-
kanych. Mianowicie patrzy on na dlugie serie takich samych wynikéw (ortéw czy reszek).
Okazuje sie, ze cztowiek probujacy postepowaé losowo, na ogdt nie potrafi wygenerowaé
wielu jednakowych wynikéw. Natomiast w tak dlugim do$wiadczeniu losowym powinno
sie znalez¢ co najmniej kilka takich serii.

Nadchodzi chwila, gdy uczniowie sa juz gotowi do oméwienia zadan. Maja obliczone dwie
liczby: pierwsza z nich jest ulamek dziesietny z przedziatu (0, 1), druga — liczba rzeczy-
wista z przedzialu (1,20). Wtedy jako pierwszy wypisuje na tablicy obliczone wyniki:
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0,5814 i 17,15. Okazuje sig, ze wyniki doswiadczenia niewiele réznia sie¢ od wynikéw ob-
liczonych teoretycznie. Oczywiscie uczniowie spodziewaja sie tego, potrafig sie bowiem
domysli¢, ze przeciez taki jest cel calego eksperymentu. Jednak wielokrotnie byli za-
skoczeni doktadnoscia. Ich pierwsza liczba réznila si¢ od wyniku teoretycznego o kilka
setnych, druga o kilka dziesietnych.

Lekcje, ktora rozpoczatem od poréwnania wynikow, przeznaczam na wyjasnienie, skad
sig wywodzi i czym si¢ zajmuje rachunek prawdopodobienistwa. Zwracam uwage na to, ze
pierwsze istotne pytania, ktére spowodowaly powstanie rachunku prawdopodobienstwa,
dotyczyly gier hazardowych (np. pytania Kawalera de Meré kierowane do Pascala, zob.
np. [Jakubowski-Sztencel]). Pokazuje dwa rodzaje takich pytan. Pierwsze dotyczy tego,
jak czesto zdarzaja sie pewne zdarzenia losowe, np. uzyskanie okreslonej konfiguracji
w grze w kosci. Inaczej méwiac, pierwsze pytanie, ktére moze zadaé sobie hazardzista,
to pytanie ,jak czesto bede wygrywal?”. Drugie pytanie, znacznie dla niego wazniejsze,
to pytanie ile bede wygrywal?”. Oba zadania, ktére omawialiémy, dotyczyty tych py-
tan. W pierwszym zadaniu mozemy sobie wyobrazi¢ gre hazardowa, w ktérej grajacy
rzuca piecioma kostkami i wygrywa, gdy otrzyma pie¢ réznych liczb. Obliczenia teore-
tyczne i wykonane doswiadczenie pokazuja, ze w takiej grze gracz rzucajacy kostkami
ma przewage 1 bedzie wygrywal czesciej (dokladniej — bedzie wygrywal érednio 58 razy
w 100 grach). W drugim zadaniu mozemy wyobrazi¢ sobie gre hazardowa, w ktérej gracz
placi ,bankierowi” ustalona stawke za prawo rzutu piecioma kostkami i wygrywa tyle
ztotych, ile wynosi najwieksza z wyrzuconych pieciu liczb. Jesli optata za rzut wynosi
np. 17 zlotych, to gra bedzie niekorzystna dla bankiera (bedzie przegrywal $rednio ok.
15 groszy w jednym rzucie), jedli natomiast oplata bedzie wynosita 17,50 zl, to gra be-
dzie korzystna dla bankiera (bedzie wygrywal $rednio ok. 35 groszy w jednym rzucie).
Marek Kordos (zob. [Kordos|) zwraca uwage na to, ze oplaty za prawo rzutu kostkami
w XVII wieku (a wigc w czasie, gdy Kawaler de Meré pisal listy do Pascala) byly tak
skalkulowane, by gra bytla korzystna dla bankiera, ale przy tym tak, by zysk bankiera nie
byt zbyt widoczny (czyzby to sugerowalo, ze przynajmniej niektérzy bankierzy potrafili
samodzielnie — tak jak Pascal — odpowiedzie¢ na niektore pytania z nieistniejacego
przeciez jeszcze rachunku prawdopodobienistwa?).

Oba zadania wigza si¢ tez z dwoma znanymi problemami rachunku prawdopodobienstwa.
Pierwsze zadanie wiaze sie¢ z tzw. paradoksem urodzin, drugie z problemem szacowania
nieznanego maksimum i, opisanym w ksigzce [Feller], zadaniem szacowania wielko$ci
produkcji nieprzyjaciela w czasie I wojny $wiatowej. Te dwa zagadnienia omawiam krotko
z uczniami. Zwracam uwage na to, ze drugie zadanie (a zwlaszcza jego aspekt wspomniany
przez Fellera) ma charakter statystyczny i w zwiazku z tym omawiam krétko zastosowania
iznaczenie statystyki. Po takim wstepie przechodze do oméwienia rozwiazan dwoch zadan.

Przede wszystkim podaje (bez formalizmu, ktéry bedzie dopiero w liceum) klasyczna
definicje prawdopodobienstwa. Méwie, ze aby obliczyé¢ prawdopodobienistwo zdarzenia,
musimy obliczy¢ dwie liczby — liczbe wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia
losowego oraz liczbe tych wynikéw, ktére ,nas interesuja” (sa przedmiotem zadania).
W pierwszym zadaniu mamy do obliczenia liczbe wszystkich mozliwych piatek liczb od
1 do 20 (takich, jakie zostaly wpisane do arkusza kalkulacyjnego) oraz liczbe tych piatek,
w ktorych wszystkie liczby sa rézne. Informuje uczniéw (odkladajac na pdzniej wyjasnienie,
dlaczego te liczby sa réwne akurat tyle), jakie sa wyniki, pierwsza liczba jest réwna
20° = 3200000, druga jest réwna 20-19-18-17-16 = 1860480. Szukane prawdopodobiefistwo
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otrzymujemy dzielac druga liczbe przez pierwsza. W naszym zadaniu jest ono réwne

1860480 20-19-18-17-16  320-19-18-17 5814

_ - = = 0,5814.
3200000 320 - 10000 320 - 10000 10000

W tym miejscu tlumacze uczniom réznice miedzy taka definicja prawdopodobienstwa,
a definicja ,czestosciowa’, czyli taka, jaka chcialby uzyskaé¢ np. Kawaler de Meré. Jemu
chodzilo o to, by wiedzieé¢, jak czesto zdarzy sie taki wynik w rzucie kostkami, a nie jaki
jest stosunek liczby interesujacych wynikéw do liczby wszystkich wynikéw. To sa dwie
rozne rzeczy. Mamy zatem tak naprawde dwie definicje prawdopodobienstwa — definicje
sczestosciowa” | ktéra interesuje nas w zastosowaniach i definicje klasyczna, polegajaca na
obliczaniu stosunku liczby rozwazanych wynikéw do liczby wszystkich wynikow. Doswiad-
czenie, ktore uczniowie wykonali, ma ich przekonaé, ze obliczajac prawdopodobienstwo
wedlug definicji klasycznej, w istocie obliczamy takze prawdopodobienstwo ,,czestosciowe”.

Teraz przechodze do drugiego zadania. Oczywiscie uczniowie umiejg juz obliczy¢ Srednia
arytmetyczna wielu liczb. Informuje ich, ze w drugim zadaniu mamy do obliczenia wta-
$nie taka Srednig arytmetyczna. Musimy sobie wyobrazié, ze wypiszemy wszystkie moz-
liwe piatki liczb (pamigtamy, ze jest ich 3200000, a wigc stanowczo za duzo, by wszystkie
rzeczywiscie wypisac) i obok kazdej piatki napiszemy najwigksza liczbe wystepujaca w tej
piatce. To, co mamy obliczy¢, to wtasnie Srednia arytmetyczna tych wszystkich 3200000
liczb wypisanych obok piagtek. Ale jak to zrobi¢ w praktyce? Pokazuje prostszy przy-
ktad. Rzucamy dwiema kostkami do gry. ,,Wygrana” jest suma oczek uzyskanych na obu
kostkach. Wszystkie wyniki mozna latwo wypisa¢ w tabelce (rys. 12.1).

11 kostka

1]2]3]a]5]6

1]2]3al5]6]7

2olslals]6]7]s

% 3lals]e6l7]8]9

§ alslel7]8]9/10

516|7](8]9/10]/11
6[7]8]9w0]jiz]

Srednig arytmetyczng wszystkich 36 liczb wystepujacych w tabelce umiemy latwo obli-
czy¢. Na przyklad, sumy liczb w kolejnych wierszach sa rowne: 27, 33, 39, 45, 51, 57.
Zatem $rednia arytmetyczna jest réwna:

27+33+39+45+51+57_@_7
36 36

Te $rednia mozna obliczy¢ inaczej (tak czesto uczniowie obliczaja Srednig ocen) — liczba 2
wystepuje jeden raz, liczba 3 dwa razy, liczba 4 trzy razy i tak dalej. Suma wszystkich
liczb w tabelce jest wiec rowna

1-2+2-3+3-44+4-5+5-6+6-7+5-8+4-9+3-10+2-11+1-2+1-12=252.
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Kazdy skladnik jest iloczynem dwoch liczb — pierwsza wskazuje, ile razy wystapila dana
liczba, druga jest ta liczba. Teraz trzeba podzieli¢ otrzymang sume przez liczbe wszystkich
liczb, a wiec przez 36. Po tym przykladzie mozemy powréci¢ do naszego zadania. Mamy
3200000 liczb, kazda z nich jest jedna z liczb od 1 do 20. Musimy umieé¢ obliczyé¢, ile razy
kazda z nich wystapita. Tu znéw tylko podaje uczniom gotowy wzér: liczba k wystapila
k5 — (k — 1)° razy. Musimy zatem obliczy¢ sume

20

ST - (k—1)°) -k,

k=1

ktérej oczywiscie uczniom gimnazjum w ten sposob nie zapisuje. Proponuje natomiast
obliczenie tej liczby za pomoca arkusza kalkulacyjnego. W kolejnych kolumnach arkusza
wypisujemy nastepujace liczby:
e w pierwszej kolumnie wypisujemy (od géry) liczby od 20 do 1;
e w drugiej kolumnie wypisujemy liczby o 1 mniejsze niz w pierwszej kolumnie, tzn.
od 19 do 0;
e w trzeciej kolumnie wypisujemy piate potegi liczb z pierwszej kolumny, tzn. od 20°
do 15;
e w czwartej kolumnie wypisujemy piate potegi liczb z drugiej kolumny, tzn. od 19°
do 0°;
e w piatej kolumnie wypisujemy réznice liczb z trzeciej i czwartej kolumny, tzn. od
20% — 19° do 1° — 0°;
e w széstej kolumnie wypisujemy iloczyny liczb z piatej i pierwszej kolumny, tzn. od
(20° — 195) - 20 do (1° — 0°) - 1.
Wreszcie pozostaje dodanie liczb z széstej kolumny i podzielenie wyniku przez 3200000.
A oto otrzymana tabelka:

20 19 3200000 2476099 723901 = 14478020
19 18 2476099 1889568 586531 11144089
18 17 1889568 1419857 469711 8454798
17 16 1419857 1048576 371281 6311777
16 15 1048576 759375 289201 4627216
15 14 759375 537824 221551 3323265
14 13 537824 371293 166531 2331434
13 12 371293 248832 122461 1591993
12 11 248832 161051 87781 1053372

11 10 161051 100000 61051 671561
10 9 100000 59049 40951 409510
9 8 59049 32768 26281 236529
8 7 32768 16807 15961 127688
7 6 16807 7776 9031 63217
6 ) 7776 3125 4651 27906
5 4 3125 1024 2101 10505
4 3 1024 243 781 3124
3 2 243 32 211 633
2 1 32 1 31 62
1 0 1 0 1 1
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Suma liczb w szdstej kolumnie wynosi 54866700. Po podzieleniu jej przez 3200000, otrzy-
mamy znhany nam juz wynik 17,14584.

Najwazniejsza czes¢ obliczen zostala zakomunikowana uczniom bez dowodu. Mamy jed-
nak motywacje do przeprowadzenia kilku lekcji kombinatoryki. Wyjasniam uczniom, ze
w szkolnych zadaniach z rachunku prawdopodobienstwa najwazniejsza umiejetnoscia jest
umiejetnosé zliczania wynikow do$wiadczen, ktére wystepuja w zadaniu. Musimy zatem
nauczy¢ sie podstawowych technik zliczania elementéw zbioréw skonczonych. W tym
momencie mozemy przejs¢ do uczenia podstaw kombinatoryki.

Nauke kombinatoryki zaczynam od zliczania elementéw zbioréw zapisanych w najprost-
szy sposéb. Wiemy, ze na przyklad zbidr {1,2,3,...,117} ma 117 elementéw. W tym
momencie wprowadzam uczniom oznaczenie {a,b, ¢, ...} zbioru, ktérego elementami sa
a, b, c i tak dalej. Wyjasniam takze zapis za pomoca trzech kropek, zwracajac uwage
na niejednoznacznoé¢ takiego zapisu. Musimy bowiem z kilku przyktadow domysli¢ sie
intencji autora. Powr6émy jednak do zliczania. To, ze zbiér {1,2,3,...,117} ma 117 ele-
mentéw, jest oczywiste. Jednak wielu uczniéw popelnia prosty btad w podobnym zadaniu:
moéwia, ze zbidr {31,32,33,...,117} ma 86 elementéw, bowiem 117 — 31 = 86. Po wyja-
$nieniu, skad bierze sie ten blad i zrozumieniu przez uczniéw, ze wlasciwym dzialaniem
jest tu 117 — 30 = 87 (mielidmy 117 liczb, odrzuciliémy 30, wigc zostalo 87), stwierdzamy
ogélnie, ze jesli k < n, to zbiér {k,k+ 1,k+2,...,n} man—(k—1)=n—k+1 ele-
mentéw. Teraz mozemy rozwiazaé kilka zadan wykorzystujacych te regute. Na przyktad
zbiér {25,28,31,34,...,100} ma 26 elementéw. Mianowicie

{25,28,31,...,100} = {3-8+1, 3-9+1, 3-10+1, ..., 3-33+1}

ma tyle samo element6éw co zbiér {8,9,10,...,33}, czyli 33 —8+1 = 26. W tym miejscu
czasami wprowadzam tez oznaczenie

{25,28,31,...,100} = {3k +1: k=8,9,10,...,33} = {3k+1: 8 <k < 33}.

Oczywiscie zwracam uwage uczniow na to, ze pewne istotne informacje zostaly w po-
wyzszym zapisie przyjete milczaco, na przyklad to, ze liczba k jest catkowita. Ttumacze
im wtedy, ze w codziennej praktyce takie milczace zalozenia przyjmujemy czesto; jednak
w tekscie pisanym nie powinniSmy tego czyni¢ lub powinnismy takie zalozenia zapi-
sa¢ wyraznie na poczatku (na przyklad piszac, ze w dalszym ciagu literami k, [, m, n
oznaczamy wylacznie liczby calkowite). To, czy w danej klasie wprowadzi¢ bardziej for-
malne oznaczenia, czy uzywaé¢ wylacznie oznaczenia z trzema kropkami, zalezy gltéwnie
od tego, jak uczniowie danej klasy przyjmuja wprowadzanie nowych oznaczen, pojeé itp.
Ta kwestia wymaga kazdorazowej indywidualnej decyzji nauczyciela. Osobiscie uwazam,
ze w razie watpliwosci lepiej jest wprowadzi¢ mniej niz wigcej formalizmu. Formalizm na
ogot utrudnia samodzielne myé$lenie, powoduje, ze uczen bardziej koncentruje sie na tym,
jak co$ zapisaé, a nie na tym, o co chodzi w rozumowaniu.

Omowie teraz pewien typ zadan, z ktérymi czesto uczniowie maja kltopot. Oto pierwsze
zadanie: ile jest liczb podzielnych przez 7 wsrdd liczb od 1 do 999 wilacznie? Uczniowie
szybko podaja odpowiedz, dzielac 999 przez 7 i otrzymujac wynik 142. To jest poprawna
odpowiedz. Wezmy jednak dwa podobne zadania: ile wsrdéd liczb od 1 do 999 wlacznie,
jest liczb dajacych reszte 3 przy dzieleniu przez 77 A ile wsréd tych samych liczb jest
liczb dajacych reszte 6 przy dzieleniu przez 77 W pierwszym przypadku prawidlowa
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odpowiedzia jest 143, w drugim 142, jednak zdarza sie, ze uczniowie w obu przypadkach
podaja te samg odpowiedz 142. Skad bierze sie btad? Ot6z z niedoktadnego wyjaénienia
rozwiazania poprzedniego zadania. Uczniowie czesto argumentuja, ze co sibdma liczba
dzieli sie przez 7, a wiec jeSli chcemy obliczyé, ile jest liczb podzielnych przez 7 wsrdd
liczb od 1 do n, musimy podzieli¢ n przez 7 i odrzucié reszte. Ale zauwazmy, ze takze co
siédma liczba daje reszte 3 przy dzieleniu przez 7 oraz co sibdma daje reszte 6. Wazne
jest wiec nie tylko to, ze co sidbdma liczba ma rozwazana wlasnosé, ale takze to, jak te
liczby sa roztozone. Zauwazmy, ze dzielenie 999 = 7 - 142 4+ 5 oznacza, iz liczby od 1 do
999 mozna podzieli¢ na 142 grupy po 7 liczb:

1 2 3 4 ) 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23

988 989 990 991 992 993 994

i zostanie jeszcze 5 liczb: 995, 996, 997, 998, 999. W kazdej z tych 142 grup liczba po-
dzielna przez 7 jest na ostatnim miejscu. Wsérdd ostatnich pieciu liczb takiej liczby nie
ma. Mamy zatem 142 liczby podzielne przez 7. Ale zauwazmy, ze w kazdej grupie mamy
jedna liczbe, ktéra przy dzieleniu przez 7 daje reszte 3 i jedna liczbe, ktéra daje reszte 6.
Wiréd ostatnich pieciu liczb mamy jeszcze jedng liczbe dajaca reszte 3 i nie mamy nowej
liczby dajacej reszte 6. To nie jest trudne rozumowanie i btad popelniony na poczatku
moze by¢ tatwo wyjasniony i poprawiony. Troche gorzej jest z nieco trudniejszymi za-
daniami: ile jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 77 Ile jest liczb trzycyfrowych
dajacych przy dzieleniu przez 7 reszte 17 Ile jest liczb trzycyfrowych dajacych przy dzie-
leniu przez 7 reszte 57 Ile jest liczb trzycyfrowych dajacych przy dzieleniu przez 7 reszte
67 Oczywiscie mozemy przeprowadzi¢ analize podobng do poprzedniej. Mozemy to zrobié¢
dwoma sposobami. Po pierwsze, wykorzystaé¢ poprzedni podzial na grupy, uwzgledniajac
liczby znajdujace sie¢ przed pierwsza grupg i po ostatniej. A oto te grupy:

106 107 108 109 110 111 112
113 114 115 116 117 118 119
120 121 122 123 124 125 126
127

988 989 990 991 992 993 994

Mamy jeszcze 6 liczb przed pierwsza grupa: 100, 101, 102, 103, 104, 105 oraz znane nam
juz b5 liczb po ostatniej grupie: 995, 996, 997, 998 i 999. Najpierw musimy policzy¢ same
grupy. Popatrzmy zatem na ostatnie liczby w kazdej grupie:

112=16-7, 119=17-7, 126=18-7, ..., 994=142-7.

Tych grup jest wiec tyle, ile liczb w zbiorze {16,17,18,...,142}, czyli 142 — 15 = 127.
W kazdej grupie mamy jedna liczbe podzielna przez 7. Poza tymi grupami mamy jeszcze
jedna liczbe podzielna przez 7, mianowicie 105. Stad wynika, ze wérdd liczb trzycyfrowych
mamy 128 liczb podzielnych przez 7. Poza tymi grupami mamy takze jedna liczbe dajaca
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reszte 1 przy dzieleniu przez 7 (jest nia 995), dwie liczby dajace reszte 5 (103 1 999) i jedna
liczbe dajaca reszte 6 (jest nia 104). Mamy zatem 128 liczb dajacych reszte 1 lub reszte 6
i 129 liczb dajacych reszte 5. Po drugie, mozemy zapisa¢ odpowiednie zbiory bardziej
formalnie. Zbior liczb trzycyfrowych podzielnych przez 7 mozemy zapisa¢ w postaci

{105,112,119,...,994} = {7k : 15 < k < 142}.
Zbiér liczb dajacych reszte 1 ma postaé
{106,113,120,...,995} = {7k +1: 15 < k < 142}.
Zbiér liczb dajacych reszte 5 ma postaé
{103,110,117,...,999} = {7k +5: 14 < k < 142}.
Wreszcie zbidr liczb dajacych reszte 6 ma postac
{104,111,118,...,993} = {7k + 6 : 14 < k < 141}.

Zliczenie elementéw kazdego z tych zbioréw sprowadza si¢ teraz do poprzednich zadan.

Wykorzystanie powyzszego zapisu zbioréw wymaga jeszcze jednego komentarza. Mia-
nowicie zliczanie elementéw zbioru powinno spelnia¢ dwa warunki — kazdy element
zostanie policzony i zaden nie bedzie policzony wiecej niz jeden raz. Warto tu zauwazy¢,
ze najczestsze bltedy w zadaniach kombinatorycznych polegajacych na zliczaniu elemen-
tow zbioru skoniczonego wynikaja z nieprzestrzegania ktorego$ z powyzszych warunkow,
a czesto obu naraz. Popatrzmy na zliczanie liczb trzycyfrowych dajacych przy dzieleniu
przez 7 reszte 5. To, ze w tym zadaniu wszystkie elementy zostaly zliczone, wynika z tego,
ze kazda liczba dajaca reszte 5 przy dzieleniu przez 7 ma postaé¢ 7k + 5, najmniejsza taka
liczba jest 103 = 14-7+5, a najwieksza jest 999 = 142-7+45. Natomiast to, ze zadna liczba
nie zostala policzona wigcej niz jeden raz, wynika z tego, ze jesli k #£ [, to Tk+5 # Tl +5.
Dalsza nauke kombinatoryki sprowadzam w zasadzie do oméwienia dwéch podstawowych
regul zliczania — reguly dodawania i reguly mnozenia. Nie wprowadzam natomiast zna-
nych z liceum obiektéw kombinatorycznych: permutacji, wariacji (z powtérzeniami lub
bez), kombinacji. Wszystkie zadania kombinatoryczne mozna rozwiazaé¢ nie korzystajac
z tych pojeé, a w wielu zadaniach korzystanie z tych obiektéw jest wrecz niemozliwe.
Takze w zadaniach z rachunku prawdopodobienstwa nie wymagam precyzyjnego opisu
zbioru  zdarzen elementarnych (np. jako zbioru wariacji z powtérzeniami w przypadku
losowania ze zwracaniem). Bardziej skomplikowane zadania z rachunku prawdopodobien-
stwa rzeczywiscie rozwiazujemy na lekcji, ale w kazdym przypadku zliczanie rozwazanych
zdarzen elementarnych odbywa sie za pomocg wspomnianych dwéch regut kombinato-
rycznych. Pokaze teraz, w jaki sposoéb wprowadzam na lekcji te regutly.

Zaczynam od dwéch podobnych zadan. Wiemy, ze Sejm sklada sie z 460 postéw, Senat
ze 100 senatoréw. Mamy teraz wybraé delegacje Parlamentu. W pierwszym zadaniu de-
legacja sklada sie z jednego parlamentarzysty — posta lub senatora. W drugim zadaniu
delegacja sklada sie z dwoch parlamentarzystéw — jednego posla i jednego senatora.
W obu zadaniach pytam o liczbe mozliwych delegacji, ktére mozna utworzyé¢ zgodnie
z powyzszymi regutami. Inaczej méwiac, pytam o liczbe sposobéw wybrania delegacji.
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Wybér delegacji sprowadzam do wykonania pewnych czynnosci. Jedna czynnoscia jest
wybor posta, ta czynnosé konczy sie jednym z 460 wynikéw. Druga czynnoscia jest wybér
senatora, ta czynno$¢ konczy sie jednym ze 100 wynikéw. Pierwsza delegacje wybieramy
wykonujac jedng z tych czynnoéci. Zauwazamy przy tym, ze wyniki obu czynnosci nie
maja wspoOlnych elementéw. Wéowcezas reguta dodawania méwi, ze liczba mozliwych wy-
nikéw jest suma liczb wynikéw poszezegdlnych czynnosci. Druga delegacje wybieramy
wykonujac obie czynnosci — wybieramy najpierw posla, a potem senatora. Regula mno-
zenia moéwi, ze liczba mozliwych wynikéw jest tym razem iloczynem liczb wynikéw obu
czynnosci. Tak wiec pierwsza delegacje mozemy wybraé¢ na 560 sposobow, druga na 46000
sposobow. Teraz formutuje obie reguly w sposéb bardziej ogdlny.

Mamy do wykonania dwie czynnosSci. Pierwsza konczy sie jednym z m wynikéw, druga
jednym z n wynikéw. Mamy tez dwa rodzaje zadan. W pierwszym wykonujemy jedna
z tych dwéch czynnosci. Dokladniej — najpierw decydujemy, ktora czynno$é wykonac,
a potem te czynno$¢ wykonujemy. Regula dodawania orzeka, ze liczba mozliwych wy-
nikéw w takim zadaniu jest suma m + n. Zwracam w tym miejscu uwage na to, by
zaden wynik nie zostal policzony dwukrotnie, zaden wynik pierwszej czynnosci nie moze
pokrywaé sie z zadnym wynikiem drugiej. W przypadku, gdyby ktores wyniki sie po-
wtarzaly, nalezy odjaé liczbe wynikéw policzonych podwdjnie (jest to najprostszy przy-
padek tzw. zasady wlaczen i wylaczen). W drugim zadaniu wykonujemy obie czynnosci
po kolei. Wtedy reguta mnozenia orzeka, ze liczba mozliwych wynikéw jest iloczynem
m -n. W tym miejscu wyjasniam, ze nie jest konieczny warunek roztacznoséci. W zada-
niu o Parlamencie, gdyby jaki$ poset byt jednoczesnie senatorem, mégtby byé wybrany
jednoczesnie jako przedstawiciel Sejmu i jako przedstawiciel Senatu (w sktadzie delegacji
bytby wpisany dwukrotnie, raz jako poset i drugi raz jako senator).

Tak sformutowane reguly dodawania i mnozenia mozna oczywiscie uogolni¢ na wiecej
czynnosci. W przypadku reguly mnozenia nalezy zwroci¢ uwage na jeszcze jedna kwestie.
W zadaniu o Sejmie i Senacie mieliSmy do czynienia z iloczynem kartezjanskim dwodch
zbior6w. Dwuosobowa delegacja byla w istocie para (a,b), gdzie a jest postem, b za$
senatorem. Tak wigc regula mnozenia w najprostszej postaci méwi, ze |A x B| = |A|-|B]|
dla dowolnych zbioréw skonczonych A i B. Regule mnozenia mozemy jednak stosowaé
w ogblniejszym przypadku. Popatrzmy znéw na dwa zadania. 7 talii 52 kart wybieramy
dwukrotnie jedng karte, zapisujac wybrane karty. W pierwszym zadaniu karte wybrana
za pierwszym razem wkladamy z powrotem do talii, w drugim zadaniu wybrang karte
odkladamy na bok tak, ze nie mozemy jej wybraé¢ po raz drugi. Mamy znéw dwie czynno-
$ci — wybor pierwszej karty i wybdr drugiej karty. W obu zadaniach pierwsza czynnosé
konczy sie jednym z 52 wynikéw. Liczba mozliwych wynikéw drugiej czynnosci jest inna
w obu zadaniach. W pierwszym zadaniu mamy znéw jeden z 52 wynikéw. W drugim
zadaniu, niezaleznie od wyboru pierwszej karty, mamy jeden z 51 wynikéw. Zauwazmy
jednak, ze w tym przypadku nie mamy juz do czynienia z iloczynem kartezjanskim dwoéch
zbioréw. Jesli na przyklad za pierwszym razem wybierzemy Asa pik, to za drugim razem
wybieramy karte ze zbioru 51 kart (wszystkie z wyjatkiem Asa pik). Jesli natomiast za
pierwszym razem wybierzemy Asa kier, to zbiér mozliwych wynikéw drugiej czynnosci
bedzie inny niz poprzednio, tym razem bedzie to zbidr wszystkich kart z wyjatkiem Asa
kier. Wprawdzie zbiér mozliwych wynikow jest inny, ale ma tyle samo elementéw. W re-
gule mnozenia wladnie to jest istotne — druga czynnos¢, niezaleznie od wyniku pierwszej,
musi sie konezy¢ jednym z tej samej liczby wynikéw, cho¢ zbiory wynikéw (w zaleznosci
od wyniku pierwszej czynnosci) moga sie réznié.
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Popatrzmy teraz na kilka przyktadéw zadan, w ktérych wykorzystujemy regute mnozenia:

1. Rzucamy kostka 5 razy, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutéw. Ile wynikéw tej postaci
mozna uzyskaé?
2. Rzucamy 5 razy kostka dwudziestosScienna, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutow.
Ile wynikéw tej postaci mozemy uzyskaé?
3. Rzucamy 5 razy kostka dwudziestoScienna, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutéw.
Ile jest mozliwych wynikdéw, w ktérych zadna liczba si¢ nie powtdrzy?
4. Rzucamy 5 razy kostka dwudziesto$cienna, zapisujac wyniki w kolejnosci rzutow.
Ile jest mozliwych wynikéw, w ktérych zadna z wyrzuconych liczb nie jest wigksza
od k (gdzie 1 < k < 20)7
5. Ile jest liczb trzycyfrowych o trzech réznych cyfrach (tzn. takich, w ktérych zadna
cyfra sig nie powtarza)?
Rozwiazanie zadania 1 mozemy zilustrowac¢ graficznie. Rysujemy 5 okienek, w ktore mo-
zemy wpisywaé wyniki rzutéw (rys. 12.2).

Rys. 12.2

Nastepnie w kazde okienko wpisujemy liczby, ktore w tym okienku moga si¢ pojawi¢. Pod
kazdym okienkiem zapisujemy liczbe tych liczb, ktére moga by¢ wpisane w dane okienko.
W zadaniu 1 bedziemy mieli rysunek 12.3.

1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3
45,6 45,6 45,6 45,6 45,6
6 6 6 6 6 Rys. 12.3

Regula mnozenia méwi, ze liczba wszystkich wynikéw jest rowna iloczynowi liczb zapi-
sanych pod okienkami. W zadaniu 1 bedzie to

6-6-6-6-6=6°="7T776.

W zadaniu 2 otrzymamy rysunek 12.4.

1,...,20 1,...,20 1,...,20 1,...,20 1,...,20

20 20 20 20 20 Rys. 12.4

Zwrdémy uwage na to, ze cala opowie$¢ o losowaniu nie ma znaczenia. Istotne jest tylko
to, jak wyglada zapisany wynik. Jesli wynikiem jest ciag pieciu liczb (wybranych ze zbioru
liczb od 1 do 20), ktére moga by¢ zapisane w okienkach, to nie ma zadnego znaczenia, jak
te liczby powstaly. Istotne jest tylko to, ile jest takich ciagdéw i o tym wlasnie méwi regula
mnozenia. Zauwazmy wreszcie, ze rozwiagzanie zadania 2 wyjasnia, skad w pierwszym
zadaniu o kostkach dwudziesto$ciennych wziela si¢ liczba 20°. Kratki, w ktére mozemy
wpisywaé¢ dowolne liczby od 1 do 20 odpowiadaja doktadnie pieciu okienkom arkusza
kalkulacyjnego, w ktére uczniowie wpisywali wyniki swoich rzutéw. W zadaniu 3 nad
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okienkami wpisujemy nazwy liczb: a1, ag, as, aq oraz as. Te nazwy beda wykorzystane
przy wpisywaniu liczb w okienka:

ai as as aq as
1,...,20 1,...,20 1,...,20 1,...,20 1,...,20
# # # #
al ai,a2 ai,...,as| a,...,aq
20 19 18 17 16 Rys. 12.5

Liczba mozliwych wynikéw jest zatem réwna
20-19-18-17- 16 = 1860480.

To zadanie konczy zatem rozwiazanie pierwszego zadania o rzucaniu kostkami dwudzie-
stosciennymi. W zadaniu 4, podobnie jak w zadaniu 2, otrzymamy wynik k°. Teraz
mozemy dokonczy¢ rozwiazanie drugiego zadania o kostkach dwudziestosciennych. In-
teresuje nas liczba wszystkich piatek liczb, w ktérych najwigksza liczba jest rowna k.
Najpierw zauwazamy, ze wszystkie liczby sa niewicksze od k. Takich liczb jest k5. Od-
rzucamy nastepnie ciagi, w ktérych wszystkie liczby sa niewieksze od k — 1. Pozostana
wiec te ciggi, w ktérych co najmniej jedna liczba jest rowna k, a wiec wlasnie te, ktére
mamy zliczyé. Jest ich oczywiscie k° — (k — 1)°.

Wreszcie w zadaniu 5 okienka wygladaja nastepujaco:

ai a2 as
1,...,9 0,...,9 0,...,.9
+
ai ay,az
9 9 8 Rys. 12.6

Zwracam uwage uczniéw na to, ze w pierwszym okienku moga by¢ wpisane inne cyfry niz
w dwdéch nastepnych, w pierwszym nie moze by¢ cyfry 0. Dlatego w pierwszym okienku
mamy 9 mozliwosci, w drugim mamy do dyspozycji wszystkie 10 cyfr, ale zabroniony jest
wybor cyfry wpisanej w pierwsze okienko. Zatem mamy znéw 9 mozliwosci i w podobny
spos6b w trzecim okienku mamy 8 mozliwosci. Otrzymujemy wynik: istnieje 9-9-8 = 648
takich liczb.
Nieco trudniejsze sa dwa nastepne zadania. W pierwszym najprostsze rozwiazanie wy-
maga wpisywania cyfr w okienka w kolejnodci innej niz naturalna (tzn. od lewej strony).
Inne rozwiazanie obu zadan wymaga polaczenia reguly mnozenia z regula dodawania.

6. Ile jest nieparzystych liczb naturalnych trzycyfrowych majacych rézne cyfry?

7. Ile jest parzystych liczb naturalnych trzycyfrowych majacych rézne cyfry?
A oto rozwiazania tych zadan. Pierwszy sposéb rozwiazania zadania 6 polega na zliczaniu
mozliwoéci wpisania cyfr w trzy okienka. Zaczynamy od okienka ostatniego. Na ostatnim
miejscu moze staé jedna z pigciu cyfr nieparzystych (tzn. 1, 3, 5, 7 lub 9). Na pierwszym
miejscu moze staé¢ jedna z o$miu cyfr (nie moze staé zero i cyfra, ktéra postawiliémy na
ostatnim miejscu). Na drugim miejscu takze moze staé¢ jedna z odmiu cyfr (nie moze staé
zadna z cyfr wybranych na trzecie i pierwsze miejsce). Nasze okienka wygladaja zatem
nastepujaco:

a2 as a1
1,....,9 0,...,9 1,3,5
#+
ay ai,a2 7.9
8 ] 5 Rys. 12.7
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Zauwazmy, ze o kolejnosci wpisywania cyfr w okienka $wiadczy numeracja okienek zapi-
sana nad okienkami. Z reguly mnozenia wynika, ze istnieje 5 - 8 - 8 = 320 takich liczb.
Drugi sposob rozwiazania wykorzystuje, oprocz reguly mnozenia, takze regute dodawa-
nia. W zaleznosci od tego, jakie cyfry stoja na pierwszych dwoch miejscach, mamy cztery
przypadki:
e parzysta, parzysta;

pierwsza cyfra parzysta jest jedna z czterech cyfr (oprécz zera), druga tez jedna

z czterech (oprécz stojacej na pierwszym miejscu), na trzecim miejscu moze staé

jedna z pieciu cyfr nieparzystych, tacznie mamy 4 -4 -5 = 80 liczb,

e parzysta, nieparzysta,;
pierwsza cyfra jest jedna z czterech cyfr parzystych (oprécz zera), druga cyfra jest
jedna z pieciu cyfr nieparzystych, na trzecim miejscu moze staé¢ jedna z czterech cyfr
nieparzystych (oprécz stojacej na drugim miejscu), lacznie mamy 4 -5 -4 = 80 liczb,

e nieparzysta, parzysta;
pierwsza cyfra jest jedna z pieciu cyfr nieparzystych, druga cyfra jedna z pieciu cyfr
parzystych, na trzecim miejscu moze staé jedna z czterech cyfr nieparzystych (oprécz
cyfry stojacej na pierwszym miejscu), tacznie mamy 5 -5 -4 = 100 liczb,

e nieparzysta, nieparzysta,;
pierwsza cyfra nieparzysta jest jedna z pieciu cyfr, druga jest jedna z czterech (oprécz
stojacej na pierwszym miejscu), na trzecim miejscu moze staé¢ jedna z trzech cyfr
nieparzystych (oprécz cyfr stojacych na pierwszych dwéch miejscach), tacznie mamy
5-4-3 =60 liczb.

7 reguly dodawania wynika, ze istnieje 80 + 80 4 100 4 60 = 320 szukanych liczb.

Zadanie 7 takze mozemy rozwiaza¢ dwoma sposobami. W pierwszym skorzystamy z roz-
wiazania zadan 5 i 6. Z zadania 5 wiemy, ze istnieje 648 liczb trzycyfrowych o réznych
cyfrach. Z zadania 6 wiemy, ze wérdd tych liczb jest 320 nieparzystych. Pozostaje wiec
328 liczb parzystych. Drugi sposéb polega na wykorzystaniu reguly dodawania. Tym
razem mamy dwa przypadki w zaleznoéci od tego, jaka cyfra stoi na ostatnim miejscu:

® Zero;
wtedy na pierwszych dwoch miejscach mozemy umiesci¢ cyfry na 9-8 = 72 sposoby
(jedna z 9 cyfr na pierwszym miejscu i jedna z 8 na drugim),

e cyfra rézna od zera;
wtedy na pierwszych dwoch miejscach mozemy umiesci¢ cyfry na 8 - 8 = 64 sposoby
(jedna z 8 cyfr na pierwszym miejscu — oprdcz zera i stojacej na ostatnim miejscu
— i jedna z 8 na drugim), poniewaz sa cztery rézne od zera cyfry parzyste, wiec
w tym przypadku mamy 4 - 64 = 256 liczb.

Z reguly dodawania wynika, ze tacznie mamy 72 + 256 = 328 liczb.

Wreszcie ostatnie zadanie ilustrujace obie reguty kombinatoryczne. Jest to zadanie, w kté-
rym uczniowie niezwykle czesto popelniaja bledy. Rozwiazanie tego zadania omoéwie tu
szczegblnie doktadnie.

8. Ile jest nieparzystych liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktérych co najmniej jedna
cyfra jest dziewiatka?

Oméwimy 5 sposobdéw rozwiazania tego zadania. Pierwszy sposéb polega na wypisaniu
zliczanych liczb w kolejnosci rosnacej. Taki sposéb z pozoru wydaje sie nonsensowny,
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jednak uczniowie po chwili dostrzegaja, jak sa uporzadkowane te liczby i poprawnie
obliczaja, ile ich jest. A oto te liczby. Najpierw mamy liczby mniejsze od 900:

109 119 129 139 149 159 169 179 189
191 193 195 197 199

209 219 229 139 249 259 269 279 289
291 293 295 297 299

309 319 329 339 349 359 369 379 389
391 393 395 397 399

409 419 429 439 449 459 469 479 489
491 493 495 497 499

509 519 529 539 549 559 569 579 589
991 593 595 597 599

609 619 629 639 649 659 669 679 689
691 693 695 697 699

709 719 729 739 749 759 769 T79 789
791 793 795 797 799

809 819 829 839 849 859 869 879 889
891 893 895 897 899

Nastepnie mamy liczby zaczynajace sie od dziewiatki:

901 903 905 907 909
911 913 915 917 919
921 923 925 927 929
931 933 935 937 939
941 943 945 947 949
951 953 955 957 959
961 963 965 967 969
971 973 975 977 979
981 983 985 987 989
991 993 995 997 999

Uczniowie szybko dostrzegaja, ze liczby mniejsze od 900 (a wiec takie, ktérych pierwsza
cyfra nie jest dziewiatka) sa zgrupowane w 8 wierszach po 9 liczb (liczby, w ktérych jest
tylko jedna dziewiatka na ostatnim miejscu) i 8 wierszach po 5 liczb (liczby, w ktérych
jest dziewiatka na drugim miejscu i dowolna cyfra nieparzysta na ostatnim miejscu).
Mamy zatem

8-9+8-5=T2+40=112

liczb mniejszych od 900. Wreszcie rozwazamy liczby majace na pierwszym miejscu dzie-
wiatke. Druga cyfra moze byé¢ dowolna, trzecia jest jedna z pieciu cyfr nieparzystych.
Takich liczb jest 10 - 5 = 50. Lacznie zatem wypisano 112 + 50 = 162 liczby.

Chee tu zwrécié uwage na to, ze ten naturalny sposob zliczania jest przez wielu uczniéw
dostrzegany dopiero po przekonaniu ich, ze warto sprobowaé te liczby wypisa¢. Na ogot
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uczniowie nie biorg takiej metody rozwigzania pod uwage i — nie widzac innego sposobu
— rezygnuja z rozwiazywania zadania.

Drugi sposéb rozwigzania polega na analizowaniu, gdzie mozna umiesci¢ dziewiatke.
W tym sposobie rozwiazania pokaze najpierw rozumowanie bledne; z tym bledem ze-
tknalem sie wielokrotnie. Jest on popelniany zaréwno przez uczniéw gimnazjum, jak
i przez uczniéw liceum. Rozumowanie btedne mozna w skrécie opisaé¢ nastepujaco: wiemy,
ze jedna cyfra jest dziewiatka. UmieSémy ja na jednym z trzech miejsc, a nastepnie na
pozostalych miejscach mozemy umiescié dowolne cyfry (réwniez dziewiatki, bowiem dzie-
wiatka moze si¢ powtarzaé). A oto szczegdly rozumowania:
Wiemy, ze jedna z cyfr jest 9, mozemy ja umieéci¢ na jednym z trzech miejsc: pierwszym,
drugim lub trzecim.
o Jesli umiedcimy dziewiatke na pierwszym miejscu, to na drugim mozemy umiescié
dowolnag z 10 cyfr, a na trzecim dowolna z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to
w tym przypadku 50 liczb.
e Jesli umiedcimy dziewiatke na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umiescié
dowolng z 9 cyfr, a na trzecim dowolng z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to
w tym przypadku 45 liczb.
e Jesli umiescimy dziewiatke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umiescié
dowolng z 9 cyfr, a na drugim dowolng z 10 cyfr. Lacznie daje to w tym przypadku
90 liczb.

W sumie daje to 50 + 45 + 90 = 185 liczb.

Gdzie jest blad w tym rozumowaniu? Otéz okazuje sie, ze niektore liczby zostaly poli-
czone wielokrotnie. Przypusémy, ze najpierw umiesciliSmy cyfre 9 na pierwszym miejscu,
a na pozostalych miejscach umiesciliSmy kolejno cyfry 5 i 9. OtrzymaliSmy liczbe 959.
Przypu$émy teraz, ze najpierw umiesciliémy cyfre 9 na trzecim miejscu, a nastepnie
umiedciliSmy na pierwszych dwéch miejscach kolejno cyfry 9 i 5. Znéw otrzymaliSmy
liczbe 959. Ta liczba zostala wiec w powyzszym sposobie zliczania policzona dwukrotnie.
Zobaczmy teraz, w jaki sposéb mozna poprawi¢ to rozwigzanie bledne.

Dostalismy wynik 185. Pamietamy jednak, ze niektére liczby zostaly policzone wielokrot-
nie: liczby z dwiema dziewiatkami byly policzone po dwa razy, a liczba 999 nawet trzy
razy. Zliczamy teraz liczby z dwiema dziewiatkami.
e Jesli umiescimy dziewigtke na pierwszym i drugim miejscu, to na trzecim mozemy
umiesci¢ dowolna z 4 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5 lub 7.
e Jesli umiescimy dziewiatke na drugim i trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8).
e Jesli umiescimy dziewiatke na pierwszym i trzecim miejscu, to na drugim mozemy
umiesci¢ dowolna z 9 cyfr (od 0 do 8).
W sumie okazuje sig, ze mamy 21 liczb z dwiema dziewigtkami. Od otrzymanego wy-
niku musimy zatem odjaé¢ 21. Nastepnie mamy jedna liczbe (mianowicie 999) z trzema
dziewigtkami. PoliczyliSmy ja trzykrotnie, wiec od otrzymanego wyniku musimy jeszcze
odjaé 2. Zatem liczb, ktore nas interesuja, jest 185 — 21 — 2 = 162.
Trzeci sposéb rozwiazania polega na policzeniu najpierw liczb, ktére nie spelniajg jednego
z dwéch warunkéw zadania, mianowicie warunku méwiacego, ze w zapisie dziesietnym
liczby wystepuje co najmniej jedna dziewiatka. Kluczem sa tutaj stowa ,co najmniej”.
Zaprzeczenie tego warunku oznacza, ze mamy zliczy¢ liczby trzycyfrowe nieparzyste,
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w ktérych nie ma ani jednej dziewiatki. To okazuje si¢ znacznie latwiejsze. Najpierw
zliczamy wszystkie liczby trzycyfrowe nieparzyste. Wszystkich liczb trzycyfrowych jest
900, co druga jest nieparzysta. Istnieje zatem 450 liczb trzycyfrowych nieparzystych.
Mozemy réwniez rozumowaé nastepujaco: na pierwszym miejscu mozna umieséci¢ jedna
z dziewieciu cyfr, na drugim jedna z dziesieciu cyfr, a na trzecim jedna z pieciu cyfr
nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9. Lacznie mamy zatem 9 - 10 - 5 = 450 liczb. Teraz policzymy
wszystkie liczby nieparzyste, w ktérych nie wystepuje cyfra 9. Tym razem na pierwszym
miejscu mozemy umiesci¢ jedna z osmiu cyfr (od 1 do 8), na drugim jedna z dziewieciu
cyfr (od 0 do 8), a na trzecim jedna z czterech cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7. Lacznie
mamy zatem 8 -9 -4 = 288 liczb. Liczby, o ktore chodzi w zadaniu, to oczywiscie liczby
nalezace do pierwszej grupy (wszystkie liczby nieparzyste) i nie nalezace do drugiej
grupy (w ktoérej sa liczby nieparzyste bez dziewiatki). Stad wynika, ze liczb, o ktére
chodzi w zadaniu, jest 450 — 288 = 162.

Czwarty sposéb rozwiazania polega na wykorzystaniu reguly dodawania. Rozwazamy
trzy przypadki w zaleznosci od liczby dziewiatek. Dwa z tych przypadkéw beda rozbite
na nastepne ,podprzypadki”.

e Przypadek 1. Jest tylko jedna dziewiatka.
Tym razem zastosujemy metode znana z powyzszego blednego rozwiazania, jednak
uzycie tej metody bedzie poprawne, gdyz jest tylko jedna cyfra 9. Mozemy umiescié¢
ja na jednym z trzech miejsc.

* Jesli umiescimy dziewiatke na pierwszym miejscu, to na drugim mozemy umie-
$ci¢ dowolna z 9 cyfr (od 0 do 8), a na trzecim dowolna z czterech cyfr niepa-
rzystych: 1, 3, 5, 7. Lacznie daje to w tym przypadku 36 liczb.

* Jedli umiescimy dziewiatke na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umie-
$ci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), a na trzecim dowolna z czterech cyfr niepa-
rzystych: 1, 3, 5, 7. Lacznie daje to w tym przypadku 32 liczby.

* Jedli umiescimy dziewiatke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umie-
$ci¢ dowolna z 8 cyfr (od 1 do 8), a na drugim dowolna z 9 cyfr (od 0 do 8).
Facznie daje to w tym przypadku 72 liczby.

W sumie daje to 36 + 32 4+ 72 = 140 liczb.

e Przypadek 2. Sg dwie cyfry 9.
Dwie dziewiatki mozemy rozmieséci¢ na trzech miejscach na trzy sposoby.
* Jedli umiedcimy dziewiatke na pierwszym i drugim miejscu, to na trzecim mo-
zemy umiesci¢ dowolng z 4 cyfr nieparzystych.
* Jedli umiescimy dziewiatke na drugim i trzecim miejscu, to na pierwszym mo-
zemy umiesci¢ dowolng z 8 cyfr.
* Jedli umiescimy dziewiatke na pierwszym i trzecim miejscu, to na drugim mo-
zemy umieéci¢ dowolna z 9 cyfr.
W sumie daje to 4 + 8 + 9 = 21 liczb.

e Przypadek 3. Sa trzy dziewiatki.
Jest tylko jedna taka liczba: 999.

Sumujac wyniki otrzymane w powyzszych trzech przypadkach, dostajemy odpowiedzZ: sa
140 4+ 21 + 1 = 162 takie liczby.

Piaty sposéb rozwiazania wykorzystuje tzw. zasade wlaczen i wytaczen. Przed pokaza-
niem tego sposobu rozwigzania dokonajmy niewielkiej dygresji dotyczacej tej zasady.
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Zasada wlaczen i wylaczen (dla niewielkiej liczby zbioréw) jest dosé prostym uogélnie-
niem reguty dodawania i zazwyczaj pokazuje uczniom rozwiazania kilku zadan, w ktérych
te zasade wykorzystuje. Popatrzmy na takie zadania i sposoby ich rozwiazywania. Za-
czniemy od zadan na zasade wlaczen i wylaczen dla dwoch zbioréw. W tym miejscu na
0g6l nie wprowadzam terminologii teoriomnogosciowej. Zamiast méwi¢ o sumie zbiorow,
moéwie o tych elementach, ktére naleza do co najmniej jednego z rozwazanych zbioréw,
a zamiast méwié¢ o cze$ci wspdlnej (iloczynie) zbioréw, méwie o tych elementach, ktére
naleza jednoczesnie do kazdego z rozwazanych zbioréw. Ten sposéb méwienia jest bardzo
naturalny i nawet uczniowie gimnazjum szybko rozumieja, o co chodzi w rozwiazaniu
zadania. A oto zadania:

9. Kazdy uczen w klasie gra w siatkowke lub w koszykowke. W siatkéwke gra 25
uczniow, w koszykéwke 20 uczniow, natomiast w obie te gry razem gra 15 uczniow.
Tlu uczniéw jest w tej klasie?

10. Uczniowie pewnej klasy graja w siatkéwke lub w koszykéwke. W siatkéwke gra 24
ucznioéw, w koszykéwke 18 ucznidow, w obie te gry razem gra 16 ucznidéw, natomiast
4 uczniéw nie gra w zadng z tych gier. Ilu uczniéw jest w tej klasie?

11. Ile jest liczb naturalnych od 1 do 1000 wtacznie podzielnych przez 2 lub przez 37

12. W Kklasie liczacej 30 oséb 18 uczniéw uczy sie jezyka wloskiego, 15 uczniéow uczy
sig jezyka hiszpanskiego i 13 uczniéw uczy sie jezyka portugalskiego. Wérdd nich 8
uczniéw uczy sie jednoczesnie wloskiego i hiszpanskiego, 10 uczniéw uczy si¢ jedno-
czednie jezyka wloskiego i portugalskiego oraz 5 uczniéw uczy sie jednoczesnie jezyka
hiszpanskiego i portugalskiego. Wreszcie 3 uczniéw uczy sie tych trzech jezykow. Ilu
uczniéow nie uczy si¢ zadnego z tych jezykéw?

13. W Kklasie liczacej 30 oséb 15 uczniéw uczy sie jezyka wloskiego, 17 uczniéow uczy
sie jezyka hiszpanskiego i 10 uczniéw uczy si¢ jezyka portugalskiego. Wérdd nich 8
uczniéw uczy sie jednocze$nie wloskiego i hiszpanskiego, 7 uczniéw uczy sie jedno-
czesnie jezyka wloskiego i portugalskiego oraz 6 uczniéw uczy sie jednoczesnie jezyka
hiszpanskiego i portugalskiego. Wreszcie 4 uczniéw nie uczy sie zadnego z tych trzech
jezykow. Ilu uczniéw uczy si¢ wszystkich jezykow?

Zadanie 9 w zasadzie juz umiemy rozwiaza¢. Zliczamy uczniéw grajacych w siatkowke,
zliczamy uczniéw grajacych w koszykdéwke, otrzymane wyniki dodajemy (regula dodawa-
nia) i zauwazamy, ze niektorzy uczniowie zostali policzeni dwukrotnie. Te liczbe uczniéow
odejmujemy od otrzymanego wyniku. A wiec liczba uczniéw w klasie jest réwna:

25+ 20 — 15 = 30.
Podobnie rozwigzujemy zadanie 10. W co najmniej jedng z dwbch gier gra
24+18—-16 =26

uczniow. W klasie jest wigc 26 + 4 = 30 uczniéw. Oba zadania mozemy zilustrowaé
graficznie.

Najpierw definiujemy dwa zbiory A i B. Zbiér A sktada sie z tych ucznidéw, ktorzy graja
w siatkowke, zbiér B z tych uczniow, ktorzy graja w koszykéwke. Rysujemy dwa okregi
przedstawiajace zbiory A i B. Musimy tylko zadbaé o to, by te okregi sie przecinaly.
Dzielg one wtedy plaszczyzne na 4 czesci. Czesé plaszezyzny lezaca na zewnatrz obu
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okregéw oznacza te elementy, ktére nie naleza do zadnego ze zbioréw A i B, a wiec tych
uczniéw, ktérzy nie graja w zadna gre (w zadaniu 9 ma ona 0 elementéw, w zadaniu 10 ma
4 elementy). Czes$é plaszezyzny lezaca wewnatrz obu okregéw oznacza te elementy, ktére
naleza do obu zbioréw jednoczesnie, a wigc tych uczniéw, ktérzy graja w obie gry razem
(w zadaniu 9 ma ona 15 elementéw, w zadaniu 10 ma 16 elementéw). W rozwiazaniu
zadania 9 w te dwa obszary wpisujemy liczby 01 15 (rys. 12.8). Cze$¢ plaszczyzny zawarta
wewnatrz lewego okregu i na zewnatrz prawego oznacza te elementy, ktoére naleza do
zbioru A i nie naleza do zbioru B. W zadaniach 9 i 10 oznacza ona wiec tych uczniéw,
ktérzy graja w siatkéwke i nie graja w koszykéwke. W zadaniu 9 mamy 10 takich uczniéw.
Podobnie mamy 5 uczniéow, ktérzy graja w koszykdéwke i nie graja w siatkowke. Te liczby
wpisujemy w niewypelnione jeszcze obszary (rys. 12.9). Suma liczb znajdujacych sie we
wszystkich czterech obszarach jest réwna liczbie uczniéw w klasie. Mamy wiec 30 uczniow
w klasie. W zadaniu 10 otrzymamy rysunek 12.10 i znéw w rozwazanej klasie bedziemy
mieli 30 uczniéw.

0 0 4
Rys. 12.8 Rys. 12.9 Rys. 12.10

Naturalna potrzeba przy uczeniu matematyki jest zapisywanie wykonywanych rozumo-
wan za pomocy wzoréw. Powracamy wiec do kwestii wprowadzenia terminologii teo-
riomnogo$ciowej: zdefiniowania sumy i czesci wspélnej zbioréw (w szkole zdecydowanie
wole okreslenie ,,czes¢ wspdlna” od ,jiloczynu” zbioréw; slowo jiloczyn” moze mylié sie
z iloczynem kartezjanskim, a takze moze — poprzez skojarzenia z iloczynem liczb —
prowadzi¢ do blednych rozumowan) oraz zapisania zasady wlaczen i wylaczen wzorem

|[AUB| =|A|+|B| - |ANB|.

Na og6l tego nie robie, chociaz w klasach, w ktérych miatem wielu uczniéw zdolnych,
np. bioracych udzial w olimpiadzie, wprowadzalem terminologie teoriomnogosciowa, naj-
czedciej z dobrym rezultatem. Jedli jednak kto§ ma obawy (uzasadnione sytuacja), czy
to robi¢, a jednak chcialby zapisa¢ wynik rozumowania wzorem, proponuje rozwiaza-
nie kompromisowe. Niech n4 g, . oznacza liczbe elementéw nalezacych jednoczesnie do
zbioréw A, B, ... Na przyktad:

nA=|A\, ’I’LA7B:|AﬁB|7 nW7H,p:|WﬁHﬂP|

i tak dalej. Niech wreszcie Sa p,.. oznacza liczbe elementéw nalezacych do co najmniej
jednego ze zbiorow A, B, ... Zasade wlaczen i wylaczen dla dwéch zbioréw mozemy teraz
zapisa¢ w postaci

Sap=na+np—na;.

Rozwiazanie zadania 9 mozemy teraz zapisa¢ w postaci
Sap=na+ng—nap=25+20-15=230

lub
|AUB| =|A|+|B|] - |AN B| =25+ 20— 15 = 30.
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Podobnie liczba uczniéw w zadaniu 10 jest réwna
4+ Sap=4+na+ng—nap=4+24+18—-16=30
lub inaczej

A4 |AUB|=4+|A|+|B| - |ANB| =4+ 24+ 18 — 16 = 30.

Rozwiazanie zadania 11 moze by¢ zapisane w podobny sposéb. Wyjasnienia (czy raczej
przypomnienia z I klasy) wymaga tylko to, ze liczba jest podzielna przez 2 i przez 3 wtedy
i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 6. Mamy zatem 500 liczb podzielnych przez 2,
333 liczby podzielne przez 3 i 166 liczb podzielnych przez 6; ostateczna odpowiedz jest
zatem rowna

500 + 333 — 166 = 667.

Zadania 12 i 13 (a takze ostatni sposéb rozwiazania zadania 8, do ktérego powr6cimy)
wymagaja zasady wlaczen i wylaczen dla trzech zbioréw. Najpierw pokaze rozwiazania
graficzne zadan 12 i 13, a potem wykorzystanie wzoru (zapisanego za pomoca notacji
teoriomnogosciowej lub oznaczen wprowadzonych wyzej). W zadaniu 12 rozwazamy trzy
zbiory: zbiér W uczniéw uczacych sie jezyka wloskiego, zbiér H uczniéw uczacych sie
jezyka hiszpanskiego i zbiér P uczniéw uczacych sie jezyka portugalskiego. Dla zilustro-
wania tych trzech zbioréw rysujemy na plaszczyznie trzy okregi (rys. 12.11). Dbamy
o to, by byly w tzw. polozeniu ogdélnym, tzn. by dzielily plaszczyzne na 8 obszaréw
(ponumerowanych liczbami od 1 do 8, jak na rysunku 12.11).

8 8 8
5 OV SRS o\

Rys. 12.11 Rys. 12.12 Rys. 12.13

Nastepnie w kazdy obszar wpisujemy liczbe oznaczajaca, ile elementéw ma zbioér od-
powiadajacy temu obszarowi. Obszary te zapelniamy w kolejnoéci numerdéw wpisanych
w nie na rysunku 12.11. Zaczynamy wiec od obszaru oznaczonego liczba 1. W ten obszar,
odpowiadajacy czedci wspolnej W N H N P, wpisujemy liczbe 3, bo 3 uczniéw uczy sie
wszystkich trzech jezykéw. Nastepnie w obszar z numerem 2 wpisujemy liczbe 5. Wiemy
bowiem, ze 8 uczniéw uczy sie jednoczesnie jezyka wloskiego i hiszpanskiego, a 3 z nich
juz uwzgledniliémy w obszarze 1 (inaczej méwiac: 3 z nich uczy si¢ ponadto portugal-
skiego, a wiec zostaje 5, ktérzy ucza sie tylko wloskiego i hiszpanskiego). Mamy zatem
rysunek 12.12. W podobny sposéb wpisujemy liczby 7 i 2 w obszary o numerach 3 i 4
(rys. 12.13).

Nastepnie w obszar o numerze 5 wpisujemy liczbe 3. Mianowicie jezyka wloskiego uczy
sie 18 uczniéw, a 15 z nich zostalo juz uwzglednionych (3 w obszarze 1, 5 w obszarze 21 7

230



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

w obszarze 3). Otrzymujemy rysunek 12.14. W podobny sposéb wpisujemy liczby 51 1 w ob-
szary 61 7, otrzymujac rysunek 12.15. W 7 obszaréw wpisaliSmy liczby o sumie réwnej 26.
Poniewaz w klasie jest 30 uczniow, wiec zadnego jezyka nie uczy sie 4 uczniéw. W obszar
o numerze 8 wpisujemy liczbe 4 1 w ten sposoéb otrzymujemy kompletny rysunek 12.16.

6 B B
AI N\ \ AT

Rys. 12.14 Rys. 12.15 Rys. 12.16

W podobny sposob rozwiazujemy zadanie 13. Znéw wpisujemy liczby w obszary w ko-
lejnosci numerdéw (rys. 12.17). Jest jednak pewna réznica — nie wiemy tym razem, ilu
uczniéw uczy sie wszystkich trzech jezykéw. Jest to bowiem niewiadoma, ktéra musimy
znalezé. W obszar o numerze 1 wpisujemy zatem niewiadoma x.
W obszary 2, 3 i 4 wpisujemy teraz odpowiednio 8 —z, 7 — z
i6 —x. W obszar 5 musimy wpisaé teraz

B5-8—z)—(T—z)—2x==x.

W podobny sposdb w obszar 6 wpiszemy = + 3 i w obszar 7
wpiszemy x —3. Wreszcie w obszar 8 wpisujemy 4, bo 4 uczniow
nie uczy si¢ zadnego jezyka. Mamy zatem rysunek 12.17. Po-
niewaz w klasie jest 30 uczniéw, wiec po dodaniu wszystkich Rys. 12.17
liczb wpisanych w 8 obszaréw otrzymujemy réwnanie

r4+@8—2)+(7T—2)+(6—2)+x+ (xz+3)+ (r —3) +4 =30,

ktoérego rozwiazaniem jest x = 5. Zatem wszystkich trzech jezykow jednoczesnie uczy sie
5 uczniéw.

Rozwiazanie zadan 12 i 13 mozemy otrzymaé za pomoca wzoru wlaczen i wylaczen dla
trzech zbioréw. Oto ten wzor:

|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|ANnBnNC]|.

Z uzasadnieniem tego wzoru uczniowie, ktérzy dobrze zrozumieli regute dodawania i zasade
wlaczen i wylaczen dla dwdch zbiorow, nie maja na ogoél probleméw. Jak uzasadniamy
ten wzér? Sprébujmy policzyé elementy sumy A U B U C. Najpierw liczymy elementy
zbioru A, potem elementy zbioru B i wreszcie elementy zbioru C. Otrzymane liczby
dodajemy. Mamy wiec na razie wynik |A| + |B| + |C|. Teraz zauwazamy, ze pewne
elementy liczyliémy dwukrotnie, jesli x € AN B, to element x byl policzony dwukrotnie,
raz jako element zbioru A i raz jako element zbioru B. Musimy wiec odja¢ od wyniku
liczbe |A N B|. Podobnie musimy odjaé liczby |[AN C| i |BNC|. To jednak jeszcze
nie koniec. Zauwazamy, ze jeSli x jest elementem wszystkich zbioréw, to najpierw byt
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policzony trzykrotnie: raz jako element zbioru A, raz jako element zbioru B i raz jako
element zbioru C. Ale potem trzykrotnie policzyliSmy go jako element zbioréw A N B,
ANC'i BNC. W naszym dotychczasowym wyniku element z trzykrotnie uwzglednilismy,
a potem trzykrotnie sie go pozbyliémy. Trzeba wiec jeszcze raz go dodac. Stad wynika, ze
do wyniku nalezy dodaé liczbe |[ANBNC| i w ten sposéb otrzymujemy prawa strone wzoru.

Nazwa zasada wlaczen i wylaczen lub wzér wlaczen i wylaczen bierze si¢ stad,
Ze sume po prawej stronie otrzymujemy ,wlaczajac” do niej trzy liczby |A|, |B| i |C],
potem ,wylaczajac” z niej liczby |AN B|, |JANC|i|BNC|i wreszcie ,wlaczajac” do
niej liczbe |A N BN C|. Podobny wzér zachodzi réwniez dla wiekszej liczby zbioréw. Dla
czterech zbioréw mozna jeszcze sprobowaé go wypisac:

|JAUBUCUD| = |A|l+|B|+|C|+|D|-
—|ANB|—-]ANC|—|AND|—-|BNC|—|BND|—|CND|+
+|[ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNnCND|—
—|AnBNnCND,.

Dla wigkszej liczby zbioréw wypisanie odpowiedniego wzoru jest jeszcze bardziej ucigz-
liwe. Wida¢ jednak te sama zasade: ze znakiem + sg brane liczby elementéw zbioréw,
potem ze znakiem — sa brane liczby elementow cze$ci wspélnych kazdych dwdch zbioréw,
ze znakiem + liczby elementow czesci wspdlnych kazdych trzech zbioréw, ze znakiem —
liczby elementow czeéci wspdlnych kazdych czterech zbioréw i tak dalej do wyczerpania
wszystkich mozliwosci.

Wzoér wlaczen i wylaczen dla trzech zbioréw mozemy zapisaé¢ za pomoca wprowadzonej
wyzej notacji ,kompromisowej” w nastepujacy sposob:

SaBc=na+np+nc—nap—nac—npc+naBc.

A oto rozwiazania zadan 12 i 13 za pomoca wzoru wlaczen i wylaczen. W tych zadaniach
mamy trzy zbiory W, H i P. Dane w zadaniu 12 wygladaja nastepujaco:

(W|=18, |H|=15 |P|=13,
WNH|=8 |WnP|l=10, |HNP|=5,
W NHNMP|=3.

7 zasady wlaczen i wylaczen wynika, ze
WUHUP|=18+154+13—-8—-10—-5+ 3 = 26.

A zatem 4 ucznidéw nie uczy sie zadnego z tych jezykéw.

Dane w zadaniu 13 wygladaja nastepujaco:

\W| =15, |H|=17, |P|=10,
\WNH|=8, |WNP|=7 |HNP|=6,
W UH U P| = 26.

7 zasady wlaczen i wylaczen otrzymujemy réwnanie
26=15+17+10-8—-7—-6+ |WnNHNP| =26,
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ktorego rozwiazaniem jest |WNHNP| = 5. A zatem 5 uczniéw uczy sie wszystkich trzech
jezykow.
Powréémy do rozwiazania zadania 8. Definiujemy trzy zbiory liczb:

e A jest zbiorem trzycyfrowych liczb nieparzystych z dziewiatka na pierwszym miejscu,

e B jest zbiorem trzycyfrowych liczb nieparzystych z dziewigtka na drugim miejscu,

e (' jest zbiorem trzycyfrowych liczb nieparzystych z dziewiatka na trzecim miejscu.

Zbiorem liczb, ktére nas interesuja, jest oczywiscie zbiér liczb, nalezacych do co najmniej
jednego z tych trzech zbioréw, czyli liczb, ktére naleza do zbioru AU BUC. Korzystajac
z reguly mnozenia, nietrudno teraz zauwazy¢, ze:

e do zbioru A nalezy 50 liczb (na drugim miejscu moze sta¢ dowolna z 10 cyfr, na
trzecim dowolna z 5 cyfr nieparzystych), tzn. |A| = 50;

e do zbioru B nalezy 45 liczb (na pierwszym miejscu moze staé¢ dowolna z 9 cyfr
réznych od zera, na trzecim jedna z 5 cyfr nieparzystych), tzn. |B| = 45;

e do zbioru C nalezy 90 liczb (na pierwszym miejscu moze staé¢ dowolna z 9 cyfr
réznych od zera, na drugim dowolna z 10 cyfr), tzn. |C| = 90;

e do zbiorow A i B jednoczesnie naleza te liczby, ktére na pierwszych dwoch miej-
scach maja dziewiatki; jest ich 5, bo na trzecim miejscu moze sta¢ dowolna z 5 cyfr
nieparzystych, czyli |A N B| = 5;

e do zbioréw A i C jednocze$nie nalezg te liczby, ktére na pierwszym i trzecim miejscu
maja dziewigtki; jest ich 10, bo na drugim miejscu moze sta¢ dowolna z 10 cyfr, czyli
|[ANC| = 10;

e do zbioréw B i C jednoczesnie naleza te liczby, ktére na dwoch ostatnich miejscach
maja dziewiatki; jest ich 9, bo na pierwszym miejscu moze sta¢ dowolna cyfra rézna
od zera, czyli [ BNC| = 9;

e do zbioréw A, B i C jednoczesnie nalezy tylko jedna liczba, mianowicie 999, bo tylko
ta liczba ma dziewiatke na kazdym z trzech miejsc, czyli |[ANBNC| = 1.

Graficzna metoda rozwiagzania prowadzi do rysunku 12.18. Od-
czytujemy z niego, ze do co najmniej jednego zbioru (A lub B

lub C) naleza a
\/
1+4+9+8+36+32472=162

liczby. Korzystajac natomiast z zasady wlaczen i wylaczen,
obliczamy, ze liczba tych liczb, ktére naleza do co najmniej
jednego ze zbioréw A, B, C, jest réwna Rys. 12.18

[AUBUC| =|Al+ |B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|=
=504+45+90—-5—-10—9+1 = 162.
Korzystajac natomiast z wprowadzonej wyzej notacji ,.kompromisowej”, mozemy zapisac,

ze
Sa,B,c =na+np+nc—nap—nac—npc+napc=

=504+45+90-5-10-9+1 = 162.

Uczniowie czasami pytaja mnie, czy zadanie dla wigkszej liczby zbioréw mozna w po-
dobny spos6b rozwiazaé metoda graficzna. Pytanie bierze sig¢ stad, ze na ogd! nie potrafia
oni narysowaé czterech zbioréw w ,poltozeniu ogdlnym”, tzn. tak, by na rysunku byty
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przedstawione wszystkie potrzebne obszary (a jest ich 16). Rysunek czterech okregéw
prowadzi najwyzej do 14 obszaréw (tak jak na przyklad na rysunku 12.19). Mozna udo-
wodnié, ze jest to najwigksza liczba obszaréw, na ktore 4 okregi moga dzieli¢ ptaszczyzne.
Mozemy jednak przedstawic¢ 4 zbiory inaczej, na przyklad za pomoca czterech prostoka-
tow. Na rysunku 12.20 kazdy z czterech prostokatéw jest narysowany innym rodzajem
linii. Pigé zbioréw w polozeniu ogélnym mozna przedstawié¢ za pomoca pieciu trojkatow
na przyktad tak jak na rysunku 12.21.

[ [\ \

Rys. 12.19 Rys. 12.20 Rys. 12.21

Czytelnika zainteresowanego mozliwoéciami rysowania takich rysunkéw (tzw. diagraméw
Venna) odsylam do mojego artykulu w czasopismie Delta [Guzicki-1].

Ostatnim waznym zagadnieniem kombinatorycznym, ktére omawiam z uczniami gimna-
zjum, jest zliczanie podzbioréw ustalonego zbioru skonczonego. Zaczynam jednak od
zliczania tzw. ciagéw zerojedynkowych. Ciag zerojedynkowy dlugosci n jest to ciag
(a1,a9,as,...,a,), ktérego kazdy wyraz jest réwny 0 lub 1 (moga przy tym byé same
zera lub same jedynki). Nietrudno zauwazyé, ze istnieje 2" takich ciagdéw. Mozemy bo-
wiem wyobrazié¢ sobie n okienek; w kazde mozna wpisa¢ jedna z dwoch liczb: 0 lub 1.
7Z reguly mnozenia wynika, ze istnieje 2™ mozliwosci takiego wpisywania, a wiec 2" cia-
géw zerojedynkowych dlugosci n. Prosze teraz uczniéw o wypisanie wszystkich takich
ciagdéw dlugosci 2, 3, 4 i 5, a nastepnie policzenie, ile wsréd nich jest ciagéw z dana
liczbg jedynek. Okazuje sie, ze wypisanie wszystkich ciagéw zerojedynkowych diugosci 5
sprawia niektérym uczniom spore ktopoty. Niewielu wypisuje je w kolejnosci wykorzystu-
jacej poprzednia liste (na przyklad moga wypisaé dwukrotnie wszystkie ciagi dtugosci 4
i nastepnie do kazdego ciagu jednej grupy dopisa¢ 0, a do kazdego ciagu drugiej grupy
dopisa¢ 1). NajczeSciej, by¢ moze motywowani nastepnym poleceniem, wypisuja ciagi
w kolejnosci liczby jedynek. Najpierw wypisuja ciag bez jedynek, potem ciagi z jedna
jedynka, z dwiema jedynkami, z trzema jedynkami i tak dalej:

00000 10000 11000 11100 11110 11111
01000 10100 11010 11101
00100 10010 11001 11011
00010 10001 10110 10111
00001 01100 10101 01111
01010 10011
01001 01110
00110 01101
00101 01011
00011 00111
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Pewna kontrole poprawnosci wypisywania stanowi oczywiscie znana liczba ciaggéw, musi
ich by¢ w tym przypadku 2° = 32. Po prawidlowym wypisaniu wszystkich ciagéw i obli-
czeniu, ile z nich ma dana liczbe jedynek, uczniowie zauwazaja, ze otrzymane liczby juz
sa im znane z tréjkata Pascala:

Teraz wprowadzam definicje wspélczynnika dwumianowego: liczba (Z) jest réwna
liczbie ciggbéw zerojedynkowych dlugosci n, w ktérych jest k jedynek. Trojkat Pascala
wyglada wtedy nastepujaco:

(o) () () () (2) )

Zasada tworzenia trojkata Pascala latwo wynika z przyjetej definicji. Dla kazdej liczby n
mamy (8) = 1, bo istnieje tylko jeden ciag dlugosci n majacy 0 jedynek — mianowicie
ciag sktadajacy sie z samych zer. Podobnie (Z) = 1, bo tylko jeden ciag dlugosci n ma
n jedynek — ciag sktadajacy sie z samych jedynek. Wreszcie popatrzmy na wszystkie
ciggi dlugosci n majace k jedynek (gdzie 1 < k < n — 1). Zgrupujmy te ciagi w dwdch
grupach — w pierwszej ciggi konczace si¢ zerem, w drugiej konczace sie jedynka. We
wszystkich ciagach pierwszej grupy skreslmy ostatnie zero — otrzymamy wszystkie moz-
liwe ciagi dtugosci n— 1 majace k jedynek. Podobnie we wszystkich ciagach drugiej grupy
skreslmy ostatnig jedynke — otrzymamy wszystkie ciagi dtugosci n majace k —1 jedynek
(pamietajmy, ze jedna z k jedynek skresliliSmy). To dowodzi wzoru

n\ (n-—1 n—1
()= (') (o)

Ten wzér wyjaénia podstawowa zasade tworzenia trojkata Pascala: kazdy wyraz, oprocz
skrajnych, jest suma dwéch wyrazéw stojacych na lewo i na prawo od niego o jeden
wiersz wyzej.

Zliczanie ciagéw zerojedynkowych wiaze si¢ ze zliczaniem podzbioréw ustalonego zbioru.
Jedli zbiér A ma n elementéw, np. A = {a1,az,...,a,}, to kazdemu podzbiorowi zbioru
A odpowiada pewien ciag zerojedynkowy. Ttumacze to uczniom w nastepujacy sposéb.
Przypuéémy, ze nasz zbiér A jest zbiorem n 0s6b, na przyklad uczniéw danej klasy. Chce
wybraé pewna liczbe 0s6b (byé moze nikogo lub nawet wszystkich) do nagrody. Na ile
sposobow moge to zrobi¢? Ot6z przygladam sie kolejno tym osobom i co do kazdej podej-
muje jedna z dwdch decyzji: ,tak” lub ,nie”. Jesli tak, to pisze jedynke, w przeciwnym
przypadku pisze zero. Tworze w ten sposéb pewien ciag zerojedynkowy. Kazdemu spo-
sobowi wyboru (czyli kazdemu podzbiorowi) odpowiada jeden ciag zerojedynkowy i na
odwrét. Ponadto réznym podzbiorom odpowiadaja rézne ciggi. A wiec tych podzbiorow
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jest tyle, ile ciagéow zerojedynkowych, czyli 2. W podobny sposéb przekonuje uczniéw,
ze podzbioréow k-elementowych jest tyle, ile ciagéw zerojedynkowych diugosci n, w kto-
rych jest k jedynek, a wiec (Z) Zauwazmy, ze w wiekszodci zastosowan uczniowie nie
beda musieli oblicza¢ wspotczynnikow dwumianowych (Z) ze wzoru, wystarczy im wypi-
sanie kilku poczatkowych wierszy trojkata Pascala. Czasami jednak wzor jest potrzebny.
Wyjasnie teraz, w jaki sposéb pokazuje uczniom ten wzor.

Rozwazamy ciagi dlugoéci n, ktérych wyrazami moga by¢ 0, 1 lub 2. Chcemy zliczy¢ te
ciagi, w ktérych jest k — 1 jedynek (przy czym 1 < k < n) oraz dokltadnie jedna 2. Jest
zatem k wyrazow réznych od zera. Pomysl rozumowania polega na tym, by takie ciagi
zliczy¢ dwoma sposobami. Poniewaz liczba elementéw zbioru nie zalezy oczywiscie od
sposobu zliczania, wiec otrzymane dwie liczby beda réwne. Zrealizujmy zatem ten po-
myst. Oba sposoby zliczania polegaja tak naprawde na tym, by policzy¢, na ile sposobéw
mozemy taki ciag skonstruowac.

Sposéb 1. Najpierw tworzymy ciag zerojedynkowy dlugosci n, w ktérym jest k jedynek
(z definicji mozemy to zrobié¢ na (2) sposob6w), a nastepnie jedna jedynke zamieniamy
na dwéjke (poniewaz jest k jedynek, wiec niezaleznie od tego, na ktérych miejscach one
stoja w naszym ciagu, mozemy to zrobi¢ na k sposob6éw). Z reguly mnozenia wynika, ze
istnieje k - (Z) ciagbéw rozwazanej postaci.

Sposéb 2. Najpierw wybieramy miejsce, na ktorym wpiszemy dwdjke. Mozemy to miej-
sce wybra¢ na n sposobow. Pozostaje n — 1 miejsc. Mozemy je potraktowaé jako miejsca,
w ktére wpiszemy wyrazy ciagu zerojedynkowego dlugosci n — 1, w ktérym jest k — 1
jedynek. 7 definicji wiemy, ze istnieje (Z:i) takich ciaggéow. Znéw korzystamy z reguly
i
Jak wspomnialem, niezaleznie od sposobu zliczania elementéw musimy otrzymac ten sam

wynik. Mamy zatem réwnosé
n n—1
k. =n. .
(k) B (k - 1)

Poniewaz zalozylidmy, ze k > 1, wiec mozemy obie strony podzieli¢ przez k:

ny n (n-1
()51
Ten wzér mozemy zastosowaé do obliczania wspotczynnikow dwumianowych. Pokazuje
to na przyktadzie zadania o grze losowej.

mnozenia i stwierdzamy, ze istnieje n - ( ) ciagbéw rozwazanej postaci.

14. Na ile sposobéw mozna wybraé 6 liczb sposrdd liczb od 1 do 497 Inaczej méwiac, ile
jest 6-elementowych podzbioréw zbioru 49-elementowego?

Z definicji wiemy, ze liczba takich podzbioréw jest réwna (469). Korzystajac kilkakrotnie

7 POWYZSZego WZOTr'lU Oraz ze znanego nam juz wzoru (8) = 1, otrzymujemy:

49\ 49 48\ 49 48 (/47 49 48 47 [46\
6/ 6 5/ 6 5 4) 6 5 4 3/
49 48 47 46 (45) _ 49 48 47 46 45 (44) B

- T T3 LT e s T3

08 AT 05 () 0 8T 00 5

6 5 4 3 2 1 \0o) "6 5 4 3 21
4948 -47-46-45 - 44

6-5-4-3-2-1
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Po skréceniu utamka (bo: 48 =6-4 -2 oraz 15 =5-3) , otrzymujemy

(4;9) =49-47-46 - 3 - 44 = 13983816.

Nietrudno uogélnié to rozumowanie, by otrzymaé wzér na wspétezynnik dwumianowy (})
— w liczniku mamy iloczyn kolejnych (w porzadku malejacym) & liczb poczawszy od n
(a wiec od n do n — k + 1), w mianowniku za$ iloczyn wszystkich liczb od 1 do k. Wielu
ucznidéw zna juz pojecie silni, wiec ten wzér mozna zapisa¢ w znany sposoéb za pomoca
silni. Prosze jednak uczniéw, by zapamietali w otrzymanej postaci kilka szczegdlnych
przypadkéw wzoru na wspélezynnik dwumianowy:

() ()22 ()-meen

Po tym krétkim kursie kombinatoryki powracam do zadan z rachunku prawdopodobien-
stwa. Wybieram kilkanascie zadan (najczesciej korzystam ze zbioru zadan [Stachowski])
dotyczacych do$é prostych doswiadczen losowych (rzut kostka, takze wieloScienna, loso-
wanie jednej lub kilku liczb z danego zbioru liczb lub z urny z ponumerowanymi kulami,
jednoczesny rzut kostka i moneta, losowanie kart z talii). Oczekuje, ze w rozwiazaniach
uczniowie beda korzystali wytacznie z regut dodawania i mnozenia oraz mozliwie prostych
metod obliczania wspolczynnikéw dwumianowych.

Ten rozdziat chee zakoncezy¢ kilkoma ogdlnymi uwagami dotyczacymi nauczania kombina-
toryki. Po pierwsze, kombinatoryka to nie tylko permutacje, kombinacje i wariacje (z po-
wtorzeniami lub bez). Tych pojeé na lekeji nie omawiam. Kombinatoryka (przynajmniej
w zakresie obowiazujacym w szkole) to przede wszystkim sztuka zliczania elementéw
zbioréw skonczonych. Chciatbym, by uczniowie nauczyli sie tej sztuki korzystajac z naj-
prostszych zasad — ten sposéb myslenia znacznie bardziej przyda im sie w dalszej nauce
kombinatoryki, niz wylacznie umiejetnosé rozpoznawania wybranych obiektow kombina-
torycznych (wspomniane permutacje, kombinacje i wariacje). Kazde zadanie, w ktérym
korzysta si¢ z gotowych wzoréw na liczbe wariacji, mozna bardzo tatwo rozwiazaé¢ bez-
posrednio z reguly mnozenia — ale nie na odwrét (np. zadanie 8). Pokazane wyzej dwa

e wiors ()
(1) ()

(gdzie 1 < k < n) zostaly wyprowadzone bezposrednio z definicji wspétezynnika dwu-
mianowego (Z) jako liczby ciagdéw zerojedynkowych diugosci n, w ktérych jest k jedynek,
a nie za pomoca przeksztalcen algebraicznych wzoru z silniami. Takie dowody nazy-
wamy w kombinatoryce dowodami kombinatorycznymi. Otrzymane w drodze rozu-
mowania kombinatorycznego wzory maja widoczny sens, nie sa tylko wynikiem zrecznej
manipulacji symbolami. To bardzo wazne, bo w ten sposob uczniowie dostrzegaja tresé
poznawanych wzoréw. Wiele wzoréw mozna tez znacznie latwiej uzasadni¢ metoda kom-
binatoryczna niz metodami algebraicznymi.

(gdzie 1 <k <n—1) oraz
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Przykladem jest nastepujaca tozsamosc:

n\ > n\> n\> n o\’ n\> 2n

6) + ()~ G) e (2 ) -G
Dowdéd polega na zliczaniu dwoma sposobami ciggéw zerojedynkowych dtugosci 2n ma-
jacych n jedynek. Z jednej strony jest ich oczywiscie (2:) — to jest prawa strona wzoru.
7 drugiej strony patrzymy na liczbe jedynek wérdéd pierwszych n wyrazow ciagu — jest
to liczba od 0 do n. Jesli wérdéd pierwszych n wyrazdéw ciagu jest k jedynek, to wsrod
ostatnich n wyrazow jest n — k jedynek. Istnieje (Z) ciagéw majacych k jedynek i (ny_L k),
czyli (Z) ciagéw majacych n — k jedynek. Musimy wzia¢ dwa ciagi — jeden majacy k je-
dynek i jeden majacy n — k jedynek. Regula mnozenia méwi, ze mozemy to zrobi¢ na
(2)2 sposobow. Regula dodawania méwi z kolei, ze te liczby mamy dodaé¢ — to daje lewa
strone wzoru. Dowdd kombinatoryczny réwnosci (nf k) = (Z) pozostawie jako ¢wiczenie.
Oczywiscie istnieje dowdd rachunkowy tej tozsamoéci. Nie polecam szukania bezposred-
niego dowodu przez indukcje. Latwiej bedzie udowodni¢ tozsamosé ogdlniejsza, zwana
tozsamosciag Cauchy’ego-Vandermonde’a:

S () -0

dla dowolnych liczb m, n i k. Wyjaénienia wymaga tylko, co to znaczy (Z) dla k > n,
co w tej tozsamosci moze si¢ zdarzyé (najprosciej przyjaé, tak jak sie to zwykle robi,
n

ze (k) = 0 dla k < 0 oraz dla k > n). Tego dowodu jednak nie przeprowadzalbym
w gimnazjum. Dowdd kombinatoryczny mozna pokazaé zdolnym gimnazjalistom.

Bardzo zachecam do takiego wlasnie uczenia kombinatoryki, a zacza¢ mozna juz w gim-
nazjum.
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13. Funkcje

Pod koniec II klasy lub na poczatku III klasy zaczynamy zajmowacé si¢ funkcjami. Zaczy-
nam od przykladéw — funkcja, ktora kazdemu uczniowi mojej klasy przyporzadkowuje
jego numer na liscie, funkcja, ktéra kazdemu uczniowi przypisuje jego sasiada w lawce
(tu zwracam uwage na to, ze dla niektérych uczniéw ta funkecja moze byé nieokreslona).
Ogdl (zbidr) tych obiektéw, dla ktérych funkcja jest okreslona, nazywamy dziedzina. Tu
zazwyczaj juz uzywam stowa ,zbidr”, choé¢ rozumiem je w sposéb potoczny i nie prébuje
wyjadnia¢ uczniom, czym sa zbiory w matematyce.

Pokazuje przyklady przeksztalcen geometrycznych. To wlasdnie teraz uczniowie dowiaduja
sig, ze te wszystkie ruchy plaszczyzny, ktére demonstrowatem przy omawianiu szlaczkow
i tapet, byly przeksztalceniami geometrycznymi. Mamy wiec przesuniecia i obroty wokét
ustalonego punktu. Mamy symetrie i symetrie z poslizgiem. Przy okazji uczniowie zauwa-
zaja, ze niektére punkty przechodza na siebie i pytaja, czy jest to w porzadku. Méwie
im wtedy o punktach stalych, a nawet o figurach statych dla przeksztalcenia. Uczniowie
znajduja tatwo przyktady figur stalych przy przesunigciach (zazwyczaj tylko proste row-
nolegte do wektora przesunigcia; o pasach trzeba im powiedzieé, a zaskoczeniem jest to, ze
cala plaszczyzna tez jest taka). P6Zniej szukamy figur statych przy obrotach, symetriach
i symetriach z podlizgiem.

Pokazuje przyklady innych przeksztalcen, ale nie omawiam dokladnie ich wtasnosci. Tak
wiec pokazuje rzuty (nie tylko prostokatne), jednokladno$¢ oraz przeksztalcenia prze-
strzeni (przesuniecia oraz rzuty na plaszczyzne).

Po przeksztalceniach geometrycznych przychodzi pora na funkcje liczbowe i ich wykresy.
Przypominam, co to jest uklad wspélrzednych i pokazuje na przykladzie wykres funkcji.
Biore najpierw jaka$ funkcje o dziedzinie skonczonej, na przyklad opisuje funkcje, ktéra
przyporzadkowuje liczbom od 1 do n (gdzie n jest liczba uczniéw w klasie) liczby z tego
samego zbioru w sposéb nastepujacy:

liczba +— uczen o tym numerze — sasiad tego ucznia +— numer tego sasiada.

Taki wykres mozna szczegdlnie dobrze narysowac¢ na tablicy kratkowane;j.

Wreszcie przychodzi pora na funkcje liczbowe, ktérych wartosci obliczamy ze wzoru.
Ttumacze uczniom, co to jest dziedzina tak okreslonej funkcji i jak tworzymy wykresy
takich funkcji. Wyjasniam, ze na ogdt wykres jest krzywa. Zdarza sie jednak, ze wykres
sktada si¢ z kilku oddzielnych kawalkow. Méwie, w jaki sposob mozna narysowac wykres
recznie i jak mozna to zrobi¢ na komputerze. Istnieja specjalne programy do rysowania
wykreséw funkcji; mozna tez wykorzystaé program Fxcel, tworzac tablice wartosci funkcji
w pewnym przedziale i rysujac odpowiedni diagram. Wtedy rozdaje uczniom zestaw 20
funkcji i prosze o zrobienie wykreséw. Najlepiej, jesli uczniowie te wykresy wydrukuja
i przyniosa na jedna z nastepnych lekcji otrzymane wydruki — bedziemy je omawiac.
Prosze tez, by przyjrzeli si¢ tym wykresom i zastanowili sie, jakie szczegdlne wilasnosci
wykreséw sa warte omowienia.

Uczniowie sami czesto dostrzegaja takie punkty jak maksima i minima lokalne, a takze
dostrzegaja pojecie monotonicznosci. Byé moze na lekcjach innych przedmiotéw (na przy-
klad na fizyce) z takimi pojeciami juz sie zetkneli. Te wladnie pojecia bedziemy omawiaé
na nastepnych lekcjach. A oto wspomniany zestaw funkcji:
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Zadanie domowe. Obejrzyj na komputerze wykresy nastepujacych funkcji, wydrukuj
te wykresy. Na kazdym wykresie zaznacz jego charakterystyczne miejsca:

1. flx)=3z+1; 11.  f(x) :x+%;

2. f(x) =325 12, fa)—a— %;

3. fla)=—z+3; 13.  f(z) = ﬁiﬂ;

4. f(z) = —3z +6; 14.  f(z) = —xfi =

5. f(x) =4 15 f@)=

6. f(z)=2a—62+5; 16.  f(z) = (xiixl)f

7. f@) =¥ 17 fe) = s

8. f(z)=2a%—3ax; 18.  f(z) = M‘m;

9. flz) =322 — 2% 19.  f() = ﬁ;
10.  f(z)= é; 20.  f(z) =16 — 22.

Oto te wykresy (pokazuje wszystkie na rysunkach 13.1 — 13.20, w razie, gdyby uczniowie
jakiej$ szkoly nie mieli programu komputerowego pozwalajacego te wykresy obejrzec):

1. flx)=zz+1 2. f(x)=3xz-5
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Rys. 13.11

Rys. 13.12
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Rys. 13.14
Rys. 13.16

Rys. 13.18

16 — z2

Rys. 13.13
20.  f(z) =

Rys. 13.15
Rys. 13.17
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Po obejrzeniu przez uczniéw i wydrukowaniu wykresow, zaczynam omawiaé te wykresy
z uczniami. Uczniowie sami dos$¢ latwo dostrzegaja pewne wlasnosci funkcji, ktérych
wykresy ogladaja. Zauwazaja, ze pierwsze cztery wykresy sa liniami prostymi. Oma-
wiam z nimi wtasnosci tych prostych. Zauwazamy rézne nachylenia tych prostych, pytam
uczniow, od czego te nachylenia zaleza. Prosze, by w domu obejrzeli jeszcze kilkanascie
wykreséw funkcji liniowych (podaje im postaé wzoru: f(x) = ax + b) i na podstawie
obserwacji odpowiedzieli na pytanie, jaka jest rola obu wspélezynnikéw a i b. Oczywiscie
niektérzy uczniowie juz to wiedza, ale dla wielu innych jest to dobry moment do wta-
snych badan, obserwacji i stawiania hipotez. Na jednej z nastepnych lekcji do tego tematu
wracamy i wyjasniam wszystkie kwestie zwigzane z funkcjami liniowymi. Na razie py-
tam o kierunek nachylenia, o to czy wykres moze by¢ prosta poziomg lub pionowa, gdzie
wykres przecina osie itp. Oczekuje odpowiedzi — powtarzam — na podstawie obserwacji.

Uczniowie zauwazaja, ze niektére wykresy zmieniaja kierunek (tzn. w jednych przedzia-
tach rosna, w innych maleja), inne nie. Zaznaczaja ekstrema lokalne, nie umiejac ich na-
zwac. Widza jednak, ze sg to jakie$ charakterystyczne miejsca na wykresie. Zauwazaja, ze
niektore wykresy skladaja sie z jednej czesci (z jednego kawalka), inne natomiast si¢ roz-
rywaja. Czasami umieja nawet powiedzieé¢, skad sie takie rozrywanie bierze. Zauwazaja,
ze niektore wzory nie definiujg funkcji okreslonych dla wszystkich liczb rzeczywistych;
powodem jest dzielenie przez zero lub wyciaganie pierwiastka z liczby ujemnej. Wreszcie
zauwazaja poélokrag w przykladzie 20 i pytaja o to, czy caly okrag moze by¢ wykresem
jakiej$ funkcji. To pytanie generuje oczywiscie nastepne: czy moga tez byé inne krzywe
lub jednoczesnie kilka prostych (na przyklad proste réwnolegte itp.). Jesli uczniowie sami
takich pytan nie zadadza, ja sam je prowokuje. Te pytania pozwalaja przede wszystkim
zrozumieé, co to jest funkcja liczbowa i co to jest jej wykres.

Teraz przychodzi pora na monotoniczno$é. Monotonicznosé funkeji to bardzo wazne po-
jecie matematyczne i nalezy odpowiednio wczesnie je uczniom wyjaénia¢. Moim zdaniem
rowniez wiele innych poje¢ matematycznych nalezy wyjasnia¢ wielokrotnie, za kazdym
razem nieco inaczej i doktadniej. Monotonicznoéé¢ funkcji nalezy omawiaé¢ z uczniami co
najmniej trzykrotnie. Najpierw muszg oni zrozumieé¢ samo pojecie — najlepiej za po-
mocg wykresu. Ttumacze im, ze wykres to tak jakby rysunek drogi w gérach: idziemy od
lewej strony do prawej (a wiec zgodnie z kierunkiem wyznaczonym przez o§ Ox) i zwra-
camy uwage na to, czy idziemy pod gore, czy schodzimy w dot. Podaje przyklad takiej
wedréwki.

Przypuéémy, ze wyruszamy ze stacji kolejki linowej na Kasprowym Wierchu, wchodzimy
na szczyt Kasprowego Wierchu i nastepnie idziemy przez Swinicg na Przelecz Zawrat
(rys. 13.21).

PT

KW Sp
S L Rys. 13.21

Wéwezas najpierw podchodzimy ok. 30 metréw (réznicy pozioméw) na szczyt (1987 m
n.p.m.), potem schodzimy na Sucha Przelecz (1955 m), podchodzimy na Beskid (2011 m),
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schodzimy na Przelecz Liliowe (1950 m), podchodzimy na Skrajna Turnie (2099 m) i scho-
dzimy na Skrajna Przelecz (2071 m). Teraz Sciezka turystyczna omija szczyt Posredniej
Turni (2128 m). Gdyby$my jednak weszli na ten szczyt, to mieliby$émy nastepne podej-
Scie, ze szczytu Posredniej Turni zeszliby$émy na Swinicka Przelecz (2050 m). Wreszcie
— tym razem juz nie wyobrazajmy sobie drogi grania — obchodzimy $ciezka nizszy wierz-
cholek Swinicy i wchodzimy od razu na gléwny wierzcholek (2301 m). Teraz schodzimy
Sciezks (omijajac gran Swinicy) na Przelecz Zawrat (2159 m) i tu koficzymy interesujacy
nas odcinek wycieczki. Oto najbardziej charakterystyczne punkty (szczyty i przelecze)
wycieczki:

KW  Kasprowy Wierch 1987 m n.p.m.

S Sucha Przelecz 1955 m n.p.m.
B Beskid 2011 m n.p.m.
L Przetecz Liliowe 1950 m n.p.m.
ST Skrajna Turnia 2099 m n.p.m.

SP Skrajna Przelecz 2071 m n.p.m.
PT Posrednia Turnia 2128 m n.p.m.

SP Swinicka Przelecz 2050 m n.p.m.

S Swinica 2301 m n.p.m.

Z Zawrat 2159 m n.p.m.

Dostrzegamy pie¢ podejéc¢ i pie¢ zejsé. Po drodze zdobywamy pie¢ szczytow i schodzimy
na cztery przelecze (oprécz koficowego Zawratu). Oczywiste jest, ze sa to bardzo cha-
rakterystyczne punkty naszej wedrowki; tym samym charakterystyczne punkty wykresu
funkcji. Szczyty nazywam maksimami lokalnymi, przelecze minimami lokalnymi. Stowo
Hlokalny” staje sie jasne, gdy porownamy osiagniecie, jakim jest ,zdobycie” po drodze
Beskidu z wejéciem na najwyzszy szczyt naszej wedréwki — Swinice. Ten szczyt to oczy-
wiscie maksimum globalne. W przedziale, w ktorym podchodzimy pod gére, funkcja jest
rosngca; jesli schodzimy w dol, to funkcja jest malejaca.

Terminologia gérska bardzo dobrze przemawia do wyobrazni i uczniowie dosé tatwo za-
pamietuja wazne pojecia. Teraz przychodzi pora na zapisanie obserwacji. Prosze uczniow
o zrobienie tabelki przebiegu zmiennosci funkcji na podstawie wykreséw. Na przyktad
dla funkcji o numerze 8 (dla przypomnienia: f(z) = 2® — 3x) wykresowi na rysunku 13.8

odpowiada tabelka:

z —1,7 -1 0 1 1,7

vy 0 ya 2 \ 0 \ -2 10 /!
miejsce max miejsce min miejsce
zerowe lok. Zerowe lok. zZerowe
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Zwracam uwage nha to, ze podobne tabelki robie z uczniami wylacznie na podstawie
obserwacji wykresow, a nie obliczen. Te przyjda pézniej. Dlatego na przykltad w tabelce
pojawiaja sie liczby —1,7 oraz 1,7 zamiast —v/3 i /3. Dokladne wartosci miejsc zerowych
otrzymamy rozwiazujac réwnanie 22 — 3z = 0, co nie jest trudne, bowiem

2® — 3z = x(2? — 3) = z(z — V3)(z + V3).

To oczywiscie warto z uczniami kiedy$ zrobié, ale teraz cel jest inny, przekazaé intuicje
monotonicznosci funkcji i przedzialéw monotonicznosci, a do tego w zupelnosci wystarcza
wartoéci przyblizone odczytane z wykresu.

Uczniowie do$¢ tatwo tworza tabelki z wykresow funkcji. Powstaje wtedy naturalne pytanie
o to, czy z tabelki mozna odtworzyé¢ wykres. Latwo przekonujemy sie, ze tak nie jest,
z tabelki nie mozna odtworzyé wykresu funkcji w sposoéb jednoznaczny. Nie mozna na
przyklad rozstrzygnaé, czy funkcja jest ograniczona. Poréwnajmy wykresy funkcji 81 14.
Ich tabelki réznia sie tylko miejscami zerowymi funkcji, przedzialy monotonicznosci
i ekstrema lokalne sg takie same. Mozemy jednak wyobrazi¢ sobie taks modyfikacje
wykresu funkcji 14, w ktérej beda te dwa brakujace miejsca zerowe i wykresy tak sie
,odegng”, ze funkcja bedzie ograniczona, w przeciwienstwie do funkcji nr 8. Nie ma przy
tym znaczenia, ze nie umiemy podaé¢ wzoru takiej funkcji i nie umiemy w zwiagzku z tym
wprowadzi¢ takiego wzoru do komputera i obejrze¢ wykresu. Wazne jest, ze umiemy sobie
taka funkcje wyobrazi¢. Rysujemy teraz z uczniami rézne wykresy odpowiadajace jednej
tabelce i w ten sposéb dochodzimy do tego, ze w przysztosci beda potrzebne dodatkowe
informacje o funkcjach. Na razie jednak zadowalamy sie taka tabelka, ktora jedynie opisuje
przedzialy monotonicznodci, ekstrema lokalne, miejsca zerowe i punkt przeciecia z osig Oy.

Po zrobieniu i omoéwieniu kilku tabelek podaje uczniom definicje monotonicznosci. Mé-
wie, ze rozpatrujemy zawsze przedzialy (by¢ moze niewlasciwe) i zastanawiamy sie, czy
w danym przedziale funkcja jest rosnaca czy malejaca (czy tez nie ma zadnej z tych
wlasnosci). Wybieramy dwie liczby x1 1 @2 z rozwazanego przedzialu i zakladamy, ze
1 < x2. Funkcja f jest rosnaca, jesli niezaleznie od tego, jakie liczby x1 i 29 z tego prze-
dzialu wybierzemy (pamietajac o warunku, ze x1 < x3), to bedzie zachodzi¢ nieréwnosé
f(z1) < f(x2). Funkcja f jest natomiast malejaca w tym przedziale, jesli niezaleznie od
wyboru liczb 1 i x5 (takich, ze 21 < xz3) bedzie zachodzi¢ nieréwnosé przeciwna, tzn.
f(z1) > f(z2).
Tych definicji nie zapisuje w sposéb formalny! Zapisuje je na tablicy w sposob taki jak
wyzej, stowami. Méwie nastepnie, ze w obu przypadkach mozemy badaé¢ znak réznicy
fx2) — f(x1). Wowezas:

e jedli f(ze) — f(z1) > 0, to funkcja f jest rosnaca;

e jesli f(z2) — f(z1) <0, to funkcja f jest malejaca.
Popatrzmy, w jaki sposéb badamy monotonicznosé funkcji. W praktyce najpierw wybie-
ramy dowolne x; i 25 takie, ze x1 < 2 i obliczamy réznice f(z2) — f(x1), doprowadzajac
ja do wygodnej postaci. Dopiero wtedy zastanawiamy sie, w jakim przedziale chcemy roz-
patrywaé nasza funkcje. Zobaczmy na przykladach, jak sie to robi. Najpierw zbadajmy
funkcje liniowe.

Niech funkeja f bedzie dana wzorem f(x) = 3x+2. Bierzemy dowolne z; i 25 i zakladamy,
ze x1 < xo. WoOwczas

f(.’EQ) — f((El) = (3552 + 2) — (31’1 + 2) = 3552 +2— 3.’E1 —2= 3(.@2 — (El).
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Poniewaz z1 < o, wiec o — 1 > 0 i stad wynika, ze f(x2) — f(z1) > 0. Zauwazmy,
ze ta nier6wnos¢ zachodzi dla dowolnych z; i x5. Stad wniosek, ze rozpatrywana funkcja
f jest rosnaca w calym zbiorze liczb rzeczywistych (tzn. w przedziale niewlasciwym
(—00, +00)).

W taki sam sposéb mozemy zbadaé¢ monotonicznoéé¢ funkceji liniowej okreslonej wzorem
og6lnym. Niech zatem f(z) = ax + b. Wowczas

f(xa) — f(x1) = (az2 +b) — (az1 +b) = a(xe — 21).

Poniewaz znéw wybieramy z1 < xo, wiec x5 — x1 > 0. Zatem

e jedli @ > 0, to funkcja jest rosngca (w calym zbiorze liczb rzeczywistych);

e jedli a < 0, to funkcja jest malejaca (w calym zbiorze liczb rzeczywistych).
Przypadek, gdy a = 0 omawiamy oddzielnie. Funkcja liniowa jest wtedy stala i jej wykres
jest prosta pozioma (réwnolegla do osi Ox). Wyjasniam tez uczniom, dlaczego wykres
funkcji nie moze by¢ prosta pionowa.

Nastepnie przychodzi kolej na funkcje kwadratowa. Niech f(z) = z2. Wéwczas
flaz) = flan) = a3 — af = (22 — 21)(22 + 21).

Tak jak poprzednio, 2 —x1 > 0. Interesuje nas zatem znak wyrazenia w drugim nawiasie,
tzn. x9 + x1. Teraz zauwazamy, ze jesli 0 < x1 < 3, to 22 + 1 > 0. Jesli natomiast
1 < 29 <0, to z9 + x1 < 0. Stad wyciagamy wniosek, ze:

e w przedziale (0, +00) funkcja f jest rosnaca;

e w przedziale (—o0,0) funkcja f jest malejaca.
Oczywiscie tego, ze liczba oddzielajaca oba przedzialy monotonicznosci jest zero, mozemy
sie domysli¢ patrzac na wykres lub przygladajac sie wyrazeniu xo + x1. Pamietamy, ze
obie liczby 7 i 2 sa wybierane z tego samego przedzialu. Zastanawiamy sie, jakie musza
one by¢, by ta suma na pewno byla dodatnia. Nietrudno zauwazy¢, ze tak jest wlasnie
dla obu liczb dodatnich. Potem mozemy jeszcze dostrzec, ze liczba x1 moze by¢ réwna 0
(bo wtedy x2 > 0). W przypadku funkcji okreslonych bardziej skomplikowanym wzorem
takie odgadniecie moze by¢ trudniejsze.

Popatrzmy na nastepna funkcje kwadratowa. Funkcja o numerze 6 jest okreslona wzorem
f(x) = 22 — 62 + 5. Wéwczas

f(2) = f(a1) = (a3 — 622 +5) — (27 — 621 +5) = x5 — 629 + 5 — af + 621 —5 =
=25 — 2% — 620 + 621 = (x2 — 21) (T2 +71) — 6(xy —27) =
= (1’2 — 1’1)(%2 +x1 — 6)
Teraz domyélamy sie, ze liczba oddzielajaca przedzialy monotonicznosci jest 3. Miano-

wicie, jesli 3 < x7 < x9, to 1 + @2 > 6 1 wtedy f(z2) — f(z1) > 0. Podobnie, jesli
1 <2 <3, to f(xz) — f(x1) < 0. Zatem:

e w przedziale (3, +00) funkcja f jest rosnaca;

e w przedziale (—oo, 3) funkcja f jest malejaca.
Teraz przychodzi pora na wielomiany trzeciego stopnia. Tu jest trudniej. Zacznijmy od
funkeji o numerze 7, okreslonej wzorem: f(x) = 2%. Tym razem mamy

f(xQ) - f(ml) = x% - x? = (552 - x1)(x§ + 2122 —|—x%)
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Tak jak poprzednio, x5 — 1 > 0 i interesuje nas znak wyrazenia z3 + x129 + x2. Przy-
pominamy sobie lekcje o dowodzeniu nieréwnosci; dowodziliémy, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnosé a? + ab + b2 > 0, przy czym réwnoéé byla tylko
dla a = b = 0. Dla przypomnienia:

1
a’+ab+b* = 5 (a® + (a+b)* +b*).
Poniewaz x1 < zo, wiec liczby x1 1 x2 nie moga by¢ jednocze$nie rowne zeru. Zatem

x% + x12o +m% >0,

skad wynika, ze f(x2) — f(z1) > 0. Funkcja f jest wiec rosnaca w calym zbiorze liczb
rzeczywistych.

Trudniej jest znalezé przedzialy monotonicznosci nastepnej funkcji, okreslonej wzorem
f(x) = 23 — 3z. Tym razem mamy

f(x2) — f(x1) = (23 — a}) — (Bwa — 311) = (w2 — 31) (23 + T132 + 27 — 3).

Teraz zauwazamy, ze:

o jesli 1 < xy < a9, to 22 > 1, 2179 > 1 oraz x5 > 1; stad wynika nieréwnosé ostra
2+ 2110 + 22 — 3> 0;

e jesli ¢y < z9 < —1, to x% > 1, 129 > 1 oraz x% > 1; stad wynika nieréwnoé¢ ostra
23+ zmo + 27— 3> 0;

e jesli —1 <z <xy <1, to x% <1, z1x22 <1 oraz x% < 1; stad wynika nieréwnosé
nieostra 2 + z179 + 27 — 3 < 0. Réwnoéé moze przy tym zachodzié¢ tylko wtedy,
gdy 22 = mywy = 23 = 1; woéwezas 1 i z2 musza byé tego samego znaku i tatwo
stwierdzamy, ze 1 = 292 = —1 lub 21 = 29 = 1. Poniewaz x1 < z2, wiec to jest
niemozliwe; zatem 3 + z122 + 23 — 3 < 0.

Stad wynika, ze:

e w przedziale (1, +o00) funkcja f jest rosnaca;

e w przedziale (—oo, —1) funkcja f jest rosnaca;

e w przedziale (—1,1) funkcja f jest malejaca.

Wyjasniam uczniom takze, po co to wszystko, podajac jeden przyktad. Rozwiazujemy
nastepujace, dobrze znane zadanie optymalizacyjne. Zazwyczaj jest ono dobra ilustracja
zastosowania rachunku rézniczkowego. Pokazuje uczniom, ze mozna je rozwiazaé elemen-
tarnie.

Zadanie. Dany jest kwadratowy arkusz blachy o boku _|_ __________
3 m. Z tego arkusza chcemy wyciaé cztery jednakowe —
kwadraty, po jednym w kazdym rogu kwadratu. Otrzy- i
many kwadrat zaznaczony na ponizszym rysunku ma bok |

rowny x. Nastepnie zaginamy blache wzdluz linii prze-
rywanych, tworzac w ten sposéb prostopadloscienne pu- | __________
detko (otwarte od géry). Dla jakiej wartosci z otrzymane

pudetko bedzie mialo najwieksza objetosc? . v g
3 Rys. 13.22

Pokaze dwa sposoby rozwiazania. Pierwszy z nich korzysta z nieréwnoéci miedzy $rednia
arytmetyczng i geometryczna. Drugi polega na badaniu monotonicznosci pewnej funkcji.
W obu rozwiazaniach najpierw obliczamy objetos¢ pudetka.
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Rozwigzanie. Oczywiscie podstawa pudelka jest kwadratem o boku x, wysoko$é¢ pudetka
bedzie réwna ?’_T”” Zauwazmy, ze liczba x musi spetnia¢ nieréwnosci: 0 < z < 3. Objetos¢
pudelka jest rowna

3—x

5
Teraz przystapimy do pierwszego sposobu rozwigzania. Przypomnijmy nieréwnos$¢ mie-
dzy $rednimi. Mamy dane trzy liczby dodatnie a, b i c. Wowczas

m< a+b+c
_— 3 .

V=2x%

Przyjmijmy
a=b=—-, c=3—=x.
2
Oczywiscie te trzy liczby sa dodatnie. Mamy wowczas

Yabe = {f2E=2)

4
oraz
a+b+c F+5+@B-2) 3 _q
3 3 3
Z nieréwnoéci miedzy srednimi wynika, ze
2(3 _
3/x?(3 —x) <1,
— =
czyli
2(3 _
z*(3—x) <1
n <
Zatem )
V= M <2
2
7 drugiej strony, jesli x = 2, to objeto$¢ pudetka wynosi
22.(3-2
V= 7(2 ) =2.

Tak wiec najwieksza mozliwa wartosé ta objetosé przyjmuje dla x = 2.
Teraz przejdziemy do drugiego sposobu rozwiazania. Rozwazmy funkcje okre$lona wzo-
rem

f(x) =2*(3 — ) = 32% — 2®.

Wykres tej funkcji juz widzieliémy na rysunku 13.9.

Rys. 13.9
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Dostrzegamy maksimum lokalne w punkcie z = 2. Udowodnimy teraz, ze w przedziale
domknietym (0, 2) funkcja f jest rosnaca, a w przedziale (2, 400) funkeja f jest malejaca.
Mamy zatem pokazaé, ze:

e jesli 0 <y < wg <2, t0 faz) — fla1) > 0;
o jesli 2 <y < xo, to fxa) — fx1) <O.
Niech 21 < z5. Obliczamy najpierw f(x3) — f(x1):

w3 —af) — a5 +ay =323 — af) — (23 — a}) =

Poniewaz x1 < x9, wiec o — 21 > 0. Interesuje nas zatem znak wyrazenia
3(zy + x2) — (23 + 2120 + 23).
Przeksztalémy je w nastepujacy sposob:

3(x1 + x2) — (;v% + 170 + x%) = (2z1 — m%) + (229 — x%) + (21 + 22 — 2122) =

1
=21(2—21) + 22(2 — x2) + 5 ((2m1 —2122) + (229 — xlatg)) =
1 1
= $1(2 — Il) + x2(2 — xg) + 5%‘1(2 — l‘g) + §$2(2 — l‘l).

Przypusémy najpierw, ze 0 < 1 < x5 < 2. Wowczas
e poniewaz x1 > 0 oraz x1 < 2, wiec x1(2 —x1) > 0;
e poniewaz xo > 0 oraz xo < 2, wiec x2(2 — x9) > 0;
e poniewaz x; > 0 oraz zo < 2, wiec 221(2 — z2) > 0;
e poniewaz x > 0 oraz 1 < 2, wiec 522(2 —x1) > 0.

Stad wynika, ze
1 1
1‘1(2 — 1‘1) + 562(2 — SCQ) + 5561(2 — 1‘2) + 5932(2 — 1‘1) > O,

czyli f(xzq) — f(x1) > 0. Zatem w przedziale (0,2) funkcja f jest rosnaca. Niech teraz
2 < x1 < xo. Wowezas

e poniewaz x1 > 2, wiec z1(2 — z1) < 0;

e poniewaz xo > 2, wiec x2(2 — z2) < 0;

e poniewaz r; > 2 oraz xp > 2, wiec 221(2 — z3) < 0;

e poniewaz x > 2 oraz 1 > 2, wiec 512(2 —x1) < 0.

Stad wynika, ze
1 1
1‘1(2 — 1’1) + 562(2 — Ig) + 51‘1(2 — 1‘2) + 51’2(2 — 1’1) < O,

czyli f(z2) — f(z1) < 0. Zatem w przedziale (2,400) funkcja f jest malejaca. A wiec
w przedziale (0, 3) najwicksza wartosé funkcja f przyjmuje w punkcie z = 2.
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Rozwiazanie zadania drugim sposobem jest wiec zakonczone. Podsumujmy te dwa spo-
soby. Oczywiscie sposéb pierwszy jest trikowy i w zwiazku z tym prawdopodobnie nie
uogdlni sie na inne funkcje. Sposéb drugi pokazuje pewna metode dowodzenia, ze w ja-
kims$ punkcie funkcja przyjmuje maksimum. Pozostaje jednak pytanie, jak mozna od-
gadnaé, ze tym punktem jest x = 2. My popatrzyliSmy na wykres, ale w gruncie rzeczy
odgadlismy, ze to maksimum jest dokladnie w punkcie x = 2. Gdyby rozwazana przez
nas funkcja miala maksimum w jakim$ punkcie o wspdlrzednej x niewymiernej (np.
T = %(\/g—i— V/5) & 1,984), to takiej wartoéci moglibyémy nie odgadnaé¢. Widzimy z tego,
ze potrzebne beda metody, za pomoca ktorych te wartos¢ x bedzie mozna obliczy¢.
Takie metody oczywidcie nasi uczniowie poznaja w liceum — jest to rachunek réznicz-
kowy. Zadanie, ktére powyzej oméwitem, mozna rozwigzaé do konca juz z uczniami gim-
nazjum i jest ono dobra motywacja dla tego, co ich czeka w przysztosci. Uwazam, ze tak
nalezy uczy¢ matematyki. Mozliwie wczesnie nalezy pokazywaé dobre motywacje dla tego,
czego nasi uczniowie bedg uczy¢ sie pézniej. Idealem byloby, gdyby wiele zadan, ktére
z uczniami rozwigzujemy, miato naturalng kontynuacje w przysztosci. Jesli chodzi o temat
tak wazny jak badanie monotonicznosci funkcji, to jak wspomnialem wczeéniej, nalezy go
omawia¢ z uczniami kilkakrotnie: raz, aby przekazaé intuicje tego pojecia, drugi raz, by
dobrze wytlumaczyé definicje i pokazaé przyklady ilustrujace to pojecie i wreszcie trzeci
raz, by nauczy¢ skutecznych narzedzi. Dobrze, jesli przy tym te dzialania sg rozciagniete
w czasie — tak, aby uczniowie mogli te pojecia dobrze przyswoié¢. Jak bylo widaé¢ wyzej,
wraz z pojeciem monotoniczno$ci mozna pokazywaé uczniom zadania optymalizacyjne.
Gléwnym czasem, w ktérym takie zadania rozwiazujemy, jest czas nauki w liceum. Uwa-
zam jednak, Zze pewne pojecia nalezy wprowadzaé wczesniej, uczniowie powinni do nich
przywyknaé, by lepiej je rozumie¢ pézniej. Zadania optymalizacyjne mozna rozwiazywaé
juz w gimnazjum. Dobrym przykladem jest nastepujace zadanie geometryczne:
Zadanie. Dane sa dwa punkty A i B nie lezace na prostej k. ZnajdZz na tej prostej
punkt M taki, ze suma odleglosci AM + M B jest jak najmniejsza.

Rozwigzanie. Najpierw przypuéémy, ze punkty A i B leza po przeciwnych stronach
prostej k (rys. 13.23). Punkt M jest wéwczas punktem przeciecia prostej k z odcinkiem
AB. Jesli bowiem N jest dowolnym innym punktem prostej k, to z nieréwnosci trojkata
dla trojkata ABN otrzymujemy:

AN + NB > AB = AM + BM,

czyli rzeczywiscie suma odlegtoéci AM 4+ M B jest najmniejsza. Niech teraz punkty
A i B leza po tej samej stronie prostej k (rys. 13.24). Niech punkt C' bedzie polozony
symetrycznie do punktu B wzgledem prostej k (tzn. odcinek BC jest prostopadly do
prostej k oraz BD = CD).

» B
A A !
i
1
1

N k i k

M M S\, \D
S \\\ E
i
N

Rys. 13.23 B Rys. 13.24 N

Punkt M jest woéwczas punktem przeciecia prostej k z odcinkiem AC'. Niech punkt NV be-
dzie dowolnym, réznym od M, punktem lezacym na prostej k. Najpierw zauwazamy, ze

250



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

AMBD = AMCD (bok MD wspélny, BD = CD, LMDB = LMDC = 90°, cecha
przystawania BKB). Zatem M B = M C. W podobny sposéb pokazujemy, ze NB = NC.
Teraz korzystamy z nieréwnosci trojkata dla tréjkata ANC:

AN +NB=AN+NC > AC =AM + MC = AM + MB,

czyli znéw suma odlegltosci AM + M B jest najmniejsza.

Innym przyktadem geometrycznego zadania optymalizacyjnego jest zadanie o tym, ze
punkt przecigcia przekatnych czworokata wypuklego jest punktem, dla ktérego suma
odleglosci od wierzchotkéw czworokata jest najmniejsza. Wspominamy tez wtedy analo-
giczne zadanie dla tréjkata. Jego rozwiazanie jest jednak znacznie trudniejsze.

Warto réwniez poleci¢ nastepujace zadanie:

Zadanie. Miasta A, B i C leza w tej kolejnosci na jednej prostej drodze. Znane sa od-
legto$ci miedzy miastami. W kazdym miescie mieszkancy bardzo lubia napdj owocowy
o nazwie ,Owocek”. Znane sa zapotrzebowania na ,Owocek” w kazdym miescie (wy-
razane liczba ciezaréwek z ,,Owockiem”, ktére musza codziennie do danego miasta ten
napdj przywiezé). Zadanie polega na znalezieniu takiego punktu na drodze, w ktérym
nalezy wybudowaé wytwérnie ,,Owocka”, tak aby koszt transportu napoju byl jak naj-
mniejszy. Koszt transportu z punktu X do punktu Y jest réwny iloczynowi odlegtosci
z X do Y przez liczbe cigzarowek pokonujacych te droge.

Wskazowka do rozwigzania. Sa dwa sposoby rozwiazania zadania. Pierwszy z nich
polega na zbudowaniu funkcji wyrazajacej koszt transportu i znalezieniu minimum tej
funkcji. Umie$émy nasze miasta na osi liczbowej w punktach o wspdlrzednych a, b i ¢
(niech przy tym a < b < ¢). Niech zapotrzebowania na ,,Owocek” beda réwne odpowied-
nio za, zg 1 z¢. UmieSémy wreszcie wytwornie ,,Owocka” w punkcie z. Wéwczas koszt
transportu wyraza sie nastepujaca funkcja;

fl@)=za-lz—a|+zp-|lx =0+ 2¢c |z —|

Teraz dajemy uczniom konkretne dane (mozemy réznym uczniom daé rézne dane) i pro-
simy o obejrzenie wykresu, a nastepnie proébujemy wyciagnaé¢ wniosek ogdlny.
Drugi sposéb rozwiazania polega na ,przesuwaniu” punktu, w ktérym umieszczamy wy-
twérnie. Pokazujemy, ze je$li umiescimy najpierw punkt z na lewo od punktu a, to koszt
transportu zmniejszy sie, jesli przesuniemy x do a. A wigc nie ma minimum globalnego
na lewo od punktu a. Podobnie dowodzimy, ze nie ma minimum globalnego na prawo od
punktu c. Pozostaja dwa przedzialy: (a,b) i (b, c), Teraz wystarczy wykazaé, ze:

e jesli z4 > zp + 20, to w przedziale (a,b) najbardziej oplaca sie x = a;

e jedli z4 < zp + z¢, to w przedziale (a,b) najbardziej oplaca sie x = b;

e jesli z4 = zp + 2¢, to w przedziale (a,b) kazde polozenie punktu = daje ten sam

koszt transportu;

e jeSli zo > z4 + 2z, to w przedziale (b, ¢) najbardziej oplaca sie x = a;

e jeSli zo < z4 + zp, to w przedziale (b, ¢) najbardziej oplaca sie x = b;

e jeSli zo = z4 + zp, to w przedziale (b, c¢) kazde polozenie punktu x daje ten sam
koszt transportu.
Tak wiec najlepszy wybdr punktu x zalezy wytacznie od zapotrzebowan na ,Owocek”
w trzech miastach i nie zalezy od odleglo$ci miedzy miastami.
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13. Funkcje

Interesujace jest rozwiazanie z uczniami uogdélnienia tego zadania na wieksza liczbe miast.

Okazuje sie, ze jesli miasta Ay,..., A, sa polozone w punktach ai,...,a, (przy czym
a1 < ... < an) oraz zapotrzebowania w miastach Aj,..., A, wynosza odpowiednio
21y, Rn, tO:

e jeSlizg 4+ ...+ 2; > 2zi41 + ... + 2z, to w przedziale (a;,a;+1) najbardziej oplaca sie

T = ag;
o jeli 2y + ...+ 2; < zi41 + ... + 2y, to w przedziale {(a;, a;+1) najbardziej oplaca sie
T = Gjt+1;

o jeSli z1+...+ 2 = zi41+...+ zn, to w przedziale {(a;, a;+1) kazde polozenie punktu
x daje ten sam koszt transportu.
Dowody tych trzech wlasnosci sa catkowicie elementarne. Stad otrzymujemy nastepujacy
prosty algorytm znajdowania optymalnego potozenia punktu z. Najpierw obliczamy sume
wszystkich zapotrzebowan:
Z=z1+...+ 2zpn.

Nastepnie obliczamy kolejne sumy:

S1 = 21,
So = 21 + 22,
Sp =21+ ...+ 2,
Niech i bedzie najmniejsza liczba taka, ze S; > % - Z. Mamy wtedy dwa przypadki:
e jesli S; > % - Z, optymalny jest wybor = = a;
e jesli S; = % - Z, to w przedziale {(a;,a;+1) kazde polozenie punktu z daje ten sam
najmniejszy koszt transportu.
W tradycyjnym programie nauczania w gimnazjum nie ma miejsca na takie zadania.
W gimnazjum rozwiazujemy zadania prowadzace do réwnan. Moéwiac jezykiem bardziej
zaawansowanym, rownanie polega na znalezieniu wszystkich argumentéw «x, dla ktérych
f(x) = g(x), gdzie f i g sa dwiema danymi funkcjami. Inaczej méwiac, chodzi o zna-
lezienie miejsc zerowych funkcji f — g. Zadanie optymalizacyjne polega na znalezieniu
najmniejszej lub najwigkszej wartoéci funkcji. Ze wzgledu na to, iz w gimnazjum tak
naprawde powaznie zajmujemy sie tylko funkcjami liniowymi, zadania optymalizacyjne
nie sa rozpatrywane. Chce powiedzieé¢, ze takie zadania mozna rozwigzywaé ze zdol-
niejszymi uczniami gimnazjum, bardziej niz przecigtnie zainteresowanymi matematyka.
Korzys$é jest moim zdaniem ogromna — uczniowie, ktérzy wezesniej dostrzega potrzebe

rozwigzywania zadan optymalizacyjnych i zobacza elementarne sposoby ich rozwigzywa-
nia, beda lepiej rozumieli bardziej zaawansowane metody rozwigzywania.

Na zadaniach optymalizacyjnych koficze zajmowanie si¢ funkcjami w ogélnosci. Przecho-
dzimy do funkcji liniowych i bede chcial pokazaé¢ najwazniejsze — moim zdaniem — ich
zastosowanie. Mianowicie chodzi mi o wprowadzenie do geometrii analitycznej. Wykre-
sem funkcji liniowej jest prosta, zatem wzér definiujacy te funkcje to réwnanie proste;j.
Pewnym problemem sa proste pionowe, rownolegte do osi Oy; nimi zajmuje sie oddziel-
nie. Omawianie réwnania prostej wiaze si¢ z bardzo waznym pomystem w matematyce —
zamiast zajmowaé sie figurami geometrycznymi w sposéb tradycyjny (ktéremu poswieci-
lismy bardzo wiele czasu), mozemy zajmowa¢é sie réwnaniami tych figur i wykorzystywaé
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do tego algebre. To bardzo wazne — juz w gimnazjum mozemy pokazaé uczniom, ze na
te same problemy matematyki mozna patrzeé¢ z réznych stron i do rozwiazywania pro-
bleméw mozna stosowaé rozne metody. Pokaze dwa zadania, ktére zazwyczaj rozwiazuje
z uczniami obydwiema metodami: analityczna i tradycyjna.

Wtasnosci funkceji liniowych i ich wykreséw omawiam w zasadzie tak jak to jest zrobione
w dobrych podrecznikach. Jedyna réznice stanowi to, ze pokazuje uczniom réwnanie
prostej prostopadlej do danej prostej. Przypusémy zatem, ze mamy dane dwie proste
o réwnaniach y = kz i y = lx (rys. 13.25). Bierzemy trzy punkty: punkt O = (0,0) prze-
ciecia obu prostych oraz punkty lezace na tych prostych
o wspélrzednej x réwnej 1, tzn. A = (1,k) i b = (1,1).
Proste te sa prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy tréj- k===~ rA
kat OAB jest prostokatny (przy czym LAOB = 90°). i
A zatem wtedy i tylko wtedy, gdy AB? = OA? + OB2. !
Uczniowie znaja juz wzor na dlugosé odcinka w ukladzie i
wspolrzednych. Mamy zatem: !

i

t

I

I

yt y=kx

OA? =12 +k*, OB*=1*+1? oraz AB?=|k—1 > 1 z
Stad wynika, ze lf--==-- I o
lk—1> =1+ K +1> + 1. Rys. 13.25

Przeksztalcamy te rownosé w sposéb rownowazny:

(k—=0)*=k*+1+2,
K2 —2kl+12=k>+ 1% +2,
—2kl = 2,
kl=—1.

Otrzymalismy warunek konieczny i wystarczajacy na to, by proste o wspoélczynnikach
kierunkowych k i I byly prostopadte: kI = —1. Teraz mozemy rozwiaza¢ z uczniami trzy
podstawowe typy zadan:

e dla danych punktéw A i B znajdZz réwnanie prostej przechodzacej przez te punkty;

e dla danego punktu A i prostej k& o danym réwnaniu kierunkowym znajdZ réwnanie
prostej réwnoleglej do prostej k i przechodzacej przez punkt A;

e dla danego punktu A i prostej k o danym réwnaniu kierunkowym znajdz réwnanie
prostej prostopadlej do prostej k i przechodzacej przez punkt A.

Dla kazdego z tych trzech typéw zadan daje uczniom po kilka przykladéw, najpierw
z konkretnymi danymi liczbowymi, a potem w postaci ogblnej. Na przyktad:
e znajdZ réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (1,a) i B = (3,b);
e znajdz réwnanie prostej réwnoleglej do prostej o réwnaniu y = kx + 3 (gdzie k # 0)
i przechodzacej przez punkt A = (a,b);
e znajdz réwnanie prostej prostopadlej do prostej o réwnaniu y = kxz—m (gdzie k # 0)
i przechodzacej przez punkt A = (a,b).
Zwracam uwage na to, ze w pierwszym zadaniu dane zostaly dobrane tak, by prosta
AB nie byla pionowa. Teraz przychodzi pora na wspomniane dwa zadania. Kazde z tych

253
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zadan rozwiazuje najpierw z danymi liczbowymi (a wiec tylko jeden przyklad), a potem
z danymi w postaci ogdlnej. Ttumacze wtedy uczniom, ze w danej sytuacji geometrycz-
nej moge dobra¢ uklad wspélrzednych i jednostke w sposéb najdogodniejszy. Wybér
odpowiedniego ukladu wspolrzednych jest jednym z najtrudniejszych momentéw w roz-
wigzaniu zadania metoda analityczna. Wreszcie pokazuje klasyczne rozwiazania zadan.
A oto pierwsze zadanie.

Zadanie 1. Dany jest kwadrat ABCD i punkt F lezacy na boku BC. Na zewnatrz
kwadratu ABC D budujemy kwadrat BEFG.

yﬂ
D = \C
N
E| X F
- ’ \\ w;
A B G
Rys. 13.26

Udowodnij, ze proste AE, CG i DF przecinaja siec w jednym punkcie.

W pierwszej wersji daje to zadanie z konkretnymi wspétrzednymi punktéw, na przyklad:
A=(0,0), B=(5,0), C=(5,5), D=(0,5), E=(53), F=(83), G=(8,0).

Teraz trzykrotnie rozwiazuje pierwsze z podstawowych zadan, znajduje réwnanie prostej
przechodzacej przez dwa punkty. Otrzymuje nastepujace wyniki:

e prosta AE ma réwnanie y = %x;

e prosta C'G ma réwnanie y = —%m + %;

e prosta DF ma réwnanie y = —%x + 5.

Rozwiazuje uktad réwnan zlozony z pierwszych dwéch réwnan:

y=zu
y=-50+7%

Poréwnujac prawe strony obu réwnan, otrzymuje réwnanie z jedna niewiadoma x:

3,0, %

57 3 3’

3 5 40
15-20=-15- 20+ 15 —

57 g g

9z = —25z + 200,

34z = 200,
100
-
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Nastepnie znajduje

3 10 _ 00
(AT
Punkt P przeciecia prostych AE i CG ma zatem wspélrzedne P = (%70, %). Spraw-

dzamy, ze wspolrzedne tego punktu spelniajg trzecie réwnanie. Podstawiamy z = 1% do
prawej strony tego réwnania:

1 100 25 n 85 60

4 17 T TR T
Otrzymalismy druga wspolrzedng punktu P. To dowodzi, ze punkt P lezy na wszystkich
trzech prostych. Zadanie zostalo wiec rozwiazane.

Teraz rozwiazuje to samo zadanie w postaci ogdlnej. Dobieram uklad wspélrzednych
w sposéb najdogodniejszy — podobnie do poprzedniego rozwiazania. Osia Ox jest prosta
AB, osia Oy jest prosta AD (rys. 13.26). Dobieram nastepnie jednostke: AB = 1. Dlugosé
boku mniejszego kwadratu oznaczam litera p (pamietamy, ze 0 < p < 1; okaze sie, ze
z zalozenia p < 1 nigdzie dalej nie skorzystamy, natomiast z zalozenia p > 0 korzystamy
wielokrotnie — liczby p i p+1 wystapia bowiem jako mianowniki ulamkéw). Wspoéirzedne
punktoéw sa teraz nastepujace:

A =(0,0), B=(1,0), C =(1,1), D=(0,1), E=(1,p), F = (1+p,p), G = (1+p,0)

Znéw trzykrotnie rozwiagzuje podstawowe zadanie: znalez¢ rownanie prostej przechodza-
cej przez dwa dane punkty. Tym razem wspoélrzedne niektérych punktéw zawieraja pa-
rametr p. Otrzymuje:

e prosta AE ma réwnanie y = px;

e prosta CG ma réwnanie y = f[l)x + 1+ Il);

e prosta DF ma réwnanie y = fﬁm + 1.

Tak jak poprzednio rozwiazujemy uktad zlozony z pierwszych dwdch réwnan:

y=pz
{y = —%z +14 ;1)
Najpierw rozwiazujemy rownanie

px = —lx +1+ l,

p p

pr=-z+p+1,

Pr+r=p+1,

P+ 1z =p+1,

- p+1
=TT

Teraz latwo obliczamy, ze punkt P przeciecia prostych AE i CG ma wspdlrzedne

p+1 Mp+15
p2_|_1’ p2+1 :

P
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13. Funkcje
Wreszcie podstawiamy obliczong warto$é do prawej strony réwnania prostej DF':
Ll P pptl)

pPP+1 prP4+1 p?+1

p—1 p+1 _p-—1
p+1 p2+1 p?+1
Otrzymalismy druga wspotrzedng punktu P. To znaczy, ze punkt P lezy na prostej DF,
a wiec wszystkie trzy proste przecinaja sie w jednym punkcie.
Zauwazmy, ze metodg analityczna udowodniliSmy w calej ogdlnosci twierdzenie geome-
tryczne. To bardzo wazna obserwacja. Twierdzen geometrii mozna — jak sie okazuje —
dowodzi¢ réznymi metodami. PoznaliSmy metode analityczng. W przysztoéci zobaczymy

takze, w jaki sposéb mozna stosowaé wiedze o przeksztalceniach geometrycznych. A teraz
popatrzmy na dowdd klasyczny, tzn. przeprowadzony metodami geometrii euklidesowej,

tak jak to robiliSmy dotychczas na lekcji geometrii.
WezZmy okregi opisane na obu kwadratach. Majg one punkt wspélny B. Nie jest on przy

tym wspoélliniowy ze $rodkami, a zatem te okregi przecinaja sie w jeszcze jednym punk-
cie P. Pokaze, ze jest to szukany punkt wspélny prostych AE, CG i DF. Polaczmy
najpierw punkt P odcinkami z punktami B, C' i G (rys. 13.27). Punkt P lezy na okregu
opisanym na kwadracie ABC D. Stad wynika, ze kat wpisany BPC jest potlowa wklestego
kata srodkowego BOC, ma zatem 135°. Punkt P lezy tez na okregu opisanym na kwa-
dracie BEFG. Stad wynika, ze kat wpisany BPG jest rowny katowi wpisanemu BFG,

a wiec ma 45°. Poniewaz
£ABPC + £BPG = 135° + 45° = 180°,

wiec punkty C', P i G sa wspoélliniowe. Zatem punkt P lezy na pierwszej z trzech prostych

na prostej CG.

/, N
.
.
.
, \
.
.
. \
. \
.
7
. ! \ .
/ \
<O ] NN
! \// I,
! N
AN 1 PN '
N | SN |
. \
\ ! . \ !
N , N i
N . '
~ 7’ \, 1
!

A
Rys. 13.28

Rys. 13.27

Teraz potaczmy odcinkami punkt P z punktami B, D i F' (rys. 13.28). Katy wpisane BPD
i BPF sa proste, bo sa oparte odpowiednio na $rednicach BD i BF' (lub réwnowaznie:

sa réwne wpisanym katom prostym BCD i BEF'). Zatem
ABPD + £BPF = 90° 4+ 90° = 180°,

wiec punkty D, P i F' sa wspoélliniowe. Punkt P lezy wiec takze na drugiej prostej: na

prostej DF'.
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Nastepnie polaczmy punkt P z punktami B i E (rys. 13.29). Kat wpisany BPE jest

réwny katowi wpisanemu BFE, wiec ma 45°.
D c D > c
Pl
P P

ElL7 F EL< F
i !
/ o - /
I/ /,// // - I/
/ // s - /

B G A B G
Rys. 13.30

Rys. 13.29
Wreszcie polaczmy punkt P z punktami A i B (rys. 13.30). Nie wiemy jeszcze, czy prosta
PA przechodzi przez punkt E; na rysunku 13.30 jej fragment przechodzacy w poblizu
punktu E nie zostal zatem narysowany. Kat wpisany BPA jest réwny katowi wpisanemu
BCA, a wiec tez ma 45°. Pélproste PE i PA tworza z p6lprosta PB réwne katy (i leza
po tej samej stronie pélprostej PB), wiec sie pokrywaja. A zatem punkt P lezy takze na
trzeciej prostej, tzn. prostej AE. To konczy dowdd twierdzenia.
Nieco inny dowdd otrzymamy inaczej definiujac punkt P. Naszkicuje teraz ten dowdd.
Niech zatem punkt P bedzie punktem przeciecia prostych AE i CG. Potaczmy punkt P

odcinkami z punktami D i F' (rys. 13.31).

D DR

Rys. 13.31

G

B

A
Zauwazmy, ze tréjkaty prostokatne ABE i CBG sa przystajace (cecha przystawania

BKB). Stad wynika, ze
£LPAG + APGA = A{BAFE + LACGB = {BAFE + LAEB = 90°.

Zatem L APG = 90°. Stad wynika, ze punkt P lezy na okregach o $rednicach AC' i EG,
czyli na okregach opisanych na obu kwadratach. Tak jak poprzednio pokazujemy teraz,

ze punkty D, P i F sa wspdélliniowe, co konczy dowdd.
Ten dowdd, podobnie jak poprzedni, polegal na tym, by zauwazy¢, ze punkt przeciecia
prostych AE, CG i DF lezy na obu okregach opisanych na danych kwadratach. Réznica

polega na tym, ze w pierwszym dowodzie odgadujemy te wtasno$¢ punktu P, a nastepnie
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dowodzimy, ze tak okredlony punkt P lezy na trzech rozpatrywanych prostych; w dru-
gim dowodzie definiujemy punkt P jako punkt przeciecia odpowiednio wybranych dwéch
z trzech rozpatrywanych prostych, wtedy dowodzimy, ze lezy on na obu okregach opisa-
nych na kwadratach i wreszcie dowodzimy, ze lezy on takze na trzeciej prostej. Réznica
jest wiec niewielka. Co jest naprawde wazne, to to, ze oba dowody klasyczne wykorzy-
stywaly geometrie okregu — mimo iz twierdzenie nic nie méwilo o okregach. To jest
jedna z wielkich sztuczek w geometrii — umieé dostrzec okregi tam, gdzie na rysunku
ich nie ma. Dla kontrastu, dowdd analityczny odwotywal si¢ wylacznie do najprostszych
wlasnosci prostych — do réwnania prostej przechodzacej przez dwa punkty. Reszta byla
algebra: rozwiazywanie uktadow réwnan, przeksztalcanie wyrazen algebraicznych, pod-
stawianie do rownania. Jedyna trudnoécia byt odpowiedni dobér uktadu wspoétrzednych.
Przy innym doborze bedziemy musieli umie¢ znalezé wspélrzedne wierzchotkéw kwadra-
toéw, a dalej dowdd bedzie taki sam. Tylko obliczenia beda bardziej skomplikowane.

Teraz przejdziemy do drugiego zadania.

Zadanie 2. Udowodnij, ze w dowolnym trdjkacie $rodek okregu opisanego O, Srodek
ciezkosci S i ortocentrum H sg wspotliniowe. Ponadto srodek ciezkosci S lezy wewnatrz
odcinka OH oraz HS =2-0S.

A
Y

Rys. 13.32

Prosta, na ktérej leza te trzy punkty szczegdlne trojkata, nazywamy prostg Eulera. Euler
byl bowiem pierwszym matematykiem, ktéry to twierdzenie udowodnil. Warto wspo-
mnieé, ze jednym z dowodéw, ktore Euler przeprowadzil, byt dowdd analityczny. Spré-
bujemy przesledzi¢ te droge rozwiazania zadania.

Najpierw rozwiazemy to zadanie analitycznie, dla konkretnych wspétrzednych punktow.
Przyjmijmy

A=(0,0), B=1(30,0), C=(20,20).
Chcemy wyznaczy¢ wspdirzedne punktéw O, S'1 H.
Najpierw zauwazamy, ze prosta AC ma réwnanie y = x. Proste prostopadte do niej maja
réwnania postaci y = —x + b dla réznych b. Teraz:
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e symetralna odcinka AC' ma réwnanie y = —z + 20;

e wspolrzedne punktu O wyznaczamy podstawiajac do powyzszego réwnania x = 15;
zatem O = (15,5);

e wysokosé poprowadzona z punktu B jest zawarta w prostej o réwnaniu y = —x + 30;

e wspolrzedne punktu H wyznaczamy podstawiajac do powyzszego rownania x = 20;
zatem H = (20, 10).

Wspbdlrzedne punktu S mozemy wyznaczyé albo znajdujac rownania prostych zawiera-
jacych dwie $rodkowe i rozwiazujac uklad réwnan (co pozostawie jako nietrudne, choé
zmudne ¢éwiczenie), albo korzystajac z gotowego wzoru: wspoétrzedne srodka ciezkosci sa
$rednimi arytmetycznymi wspoétrzednych wierzchotkéw. Mamy zatem S = (%, %) Te-
raz pozostaje wykazac, ze punkty O, S'i H sa wspolliniowe oraz HS = 2-OS. Najprosciej
skorzystaé¢ z wektoréw:

08 = %~ 15,3 -5 = |
SH =[20- 2,10 - 2] =

Mozna réwniez wyznaczy¢ réwnanie prostej OH (ma ono postaé y = x — 10), sprawdzié,
ze wspolrzedne punktu S spelniajg to réwnanie oraz obliczyé¢ dlugosci odcinkéw OS, SH
i OH (by sie przekonaé, ze OS = % -OH oraz SH = % -OH). Szczegdly znéw pozostawie
jako ¢wiczenie.

Rozwiazmy teraz to zadanie w postaci ogélnej. Znéw wybieramy uklad wspotrzednych
tak jak w poprzednim zadaniu — prosta AB jest osia Oz, punkt A jest poczatkiem
uktadu wspoélrzednych. Wreszcie trzeba wybraé jednostke. Poniewaz bedziemy mieli do
czynienia ze $rodkami odcinkéw, wiec — dla zmniejszenia liczby ulamkéw w oblicze-
niach — przyjmiemy B = (2,0). Punkt C' ma teraz dowolne wspélrzedne, takie jednak,
by druga wspélrzedna nie byla réwna 0 (bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, ze jest
dodatnia). Przyjmijmy zatem:

A=(0,0), B=(2,0), C=(2p,2q),

przy czym q > 0. Prosta AC ma réwnanie y = %:z:. Stad wynika, ze proste do niej
prostopadle maja réwnania postaci y = —gx + b dla odpowiednich b. Teraz:
e symetralna odcinka AC' ma réwnanie y = —%m + #;

e wspolrzedne punktu O wyznaczamy podstawiajac do powyzszego rownania z = 1;
2 2
zatem O = (17 er%);

e wysokosé poprowadzona z punktu B jest zawarta w prostej o réwnaniu y = 717; + 22,

q )
e wspdblrzedne punktu H wyznaczamy podstawiajac do powyzszego réwnania x = 2p;
2
zatem H = (2p7 2”7721”).
Tak jak poprzednio, wspélrzedne $rodka ciezkosci wyznaczamy, obliczajac Srednie aryt-

metyczne wspolrzednych wierzchotkéw trojkata. Otrzymujemy woéwcezas S = (—21’; 2 %)
Wreszcie
_ [2p42 29 p*+¢®—p] _ [2p—1 3p—3p>—¢>
O—S)_[?)—l,?— q ]—[37 3q L
. 2p+2 2p—2p>  2q] _ [4p—2 6p—6p>—24>7 _
SH = [2p - 252 2k — 3] = [272, 0020 ] = 9. 08

To koniczy dowdd twierdzenia.
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13. Funkcje

Dowody analityczne twierdzen geometrycznych polegaja czesto na diugich, ale rutyno-
wych obliczeniach. Gtéwnym problemem jest odpowiedni dobér uktadu wspélrzednych,
zwlaszcza wtedy, gdy w rozwigzaniu beda wystepowaly réwnania okregéw. Na pozio-
mie gimnazjum jednak réwnaniami okregéw nie zajmuje sie. Mozna znalezé¢ wiele za-
dan, w ktérych wystarcza rownania prostych — tak jak to mialo miejsce w powyzszych
dwdéch zadaniach. Uwazam, ze zdolny uczen gimnazjum, startujacy w Olimpiadzie Ma-
tematycznej Gimnazjalistéw i przygotowujacy sie do startu w przyszlosci w Olimpiadzie
Matematycznej, jest wystarczajaco przygotowany, by zobaczy¢ takie rozwiazania. Wielu
takich uczniéw moze nawet osiagnac taka bieglo$¢ rachunkowa, by podobne obliczenia
przeprowadzi¢ samodzielnie.

Dowody przeprowadzane metoda analityczng sg — moim zdaniem — elementem solid-
nego warsztatu matematycznego. Uczen liceum, startujacy w Olimpiadzie Matematycz-
nej, na pewno powinien taki warsztat posias¢, a moze zaczaé przygotowania — jak sie
okazuje — juz w gimnazjum. Jest to doskonaly material uzupelniajacy na kétko ma-
tematyczne, ale takze jest wart pokazania na zwyklej lekcji — chociaz oczywiscie nie
daje takiego zadania na klasowce. Czym innym jest bowiem zapoznanie sie z podobnymi
metodami i czym innym jest nauczenie sie tych metod tak, by ich uzywaé¢ samodzielnie.

Na zakonczenie chce pokazaé dwa geometryczne dowody twierdzenia Eulera. Pierwszy
z nich wykorzystuje wlasnosci trzech wymienionych w twierdzeniu punktow szczegdl-
nych trojkata oraz korzysta z podobienistwa trojkatow. Na ogdl w III klasie ucze cech
podobienstwa trojkatow, wiec ten dowdd jest dostepny dla moich uczniéw. Czasem poka-
zywalem go na kétku. Drugi dowdd, ktéry tylko naszkicuje, wykorzystuje przeksztalcenia
geometryczne — mianowicie zostang wykorzystane wtasnosci jednoktadnosci. Ten dowod
na pewno wykracza poza program gimnazjum i zamieszczam go tutaj tylko ze wzgledu
na jego wyjatkowe piekno.

Pierwszym z rozwazanych punktow szczegdlnych jest Srodek okregu opisanego, be-
dacy punktem przeciecia symetralnych bokéw tréjkata (rys. 13.33). Proste KO, LO i MO
sg symetralnymi bokéw tréjkata ABC. Z wlasnosci symetralnych wynika, ze odcinki AO,
BO i CO saréwnej dlugosci; sa to promienie okregu opisanego na trojkacie. Drugim punk-
tem szczegdlnym tréjkata jest punkt przeciecia wysokosci (rys. 13.34). Dokladniej: jest
to punkt przeciecia prostych zawierajacych wysokosci tréjkata. Ten punkt nazywamy
ortocentrum tréjkata. Trzecim punktem szczegdlnym tréjkata jest punkt przeciecia
srodkowych (rys. 13.35). Ten punkt nazywamy $rodkiem ciezko$ci tréjkata.

Rys. 13.33 Rys. 13.34 Rys. 13.35

Podam teraz kilka podstawowych wlasnoéci tych punktéw szczegdlnych; wiasnodci te
beda wykorzystane w dowodzie twierdzenia Eulera. Jesli trojkat ABC jest ostrokatny, to
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Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

srodek okregu opisanego lezy wewnatrz tréjkata (tak jak na rysunku 13.33). Z twierdzenia
o kacie wpisanym i $rodkowym wynika wtedy, ze LAOB = 2 - LAC'B. Poniewaz trdjkat
ABO jest réwnoramienny, wiec

£LAOM = LBOM = % -£LAOB = LACB.

Podobnie
ABOK = LACOK = LBAC oraz A£AOL = £LCOL = LABC.

Odcinki AD, BE i C'F sa wysokosciami trojkata ABC na rysunku 13.34. Jesli trojkat
jest ostrokatny, to jego ortocentrum (na powyzszym rysunku punkt H) lezy wewnatrz
tréjkata. Nietrudno dostrzec na rysunku 13.34 pewne pary katéw rownych. Na przyklad

£ABAD =90° — {ABD = 90° — L{CBF = £BCF.

Wreszcie wazna wlasnoscia srodka ciezkosci tréjkata (rys. 13.35) jest to, ze dzieli on kazda
$rodkowa w stosunku 2 : 1, tzn.:

A5 _BS _CS
SK SL SM
Poniewaz istnieje tylko jeden punkt dzielacy odcinek w danym stosunku, wiec do udowod-

nienia, ze dany punkt S jest Srodkiem ciezkosci, wystarczy pokazaé, ze dzieli ktérakolwiek
$rodkowa w stosunku 2 : 1, na przyktad C'S: SM =2: 1.

Udowodnimy teraz twierdzenie Eulera dotyczace polozenia tych trzech punktéw szcze-
gblnych trojkata.

2.

Twierdzenie Eulera. Ortocentrum H, érodek ciezkosci S 1 srodek O okregu opisanego
na tréjkacie leza na jednej prostej (nazywanej prosta Eulera), przy czym punkt S dzieli
odcinek HO w stosunku 2: 1, tzn. HS =2-0OS.

Dowdéd. Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze tréjkat ABC jest ostrokatny i skorzystamy
z zauwazonych wyzej rownosci katow. Niewielka modyfikacje dowodu dla innych tréj-
katéw pozostawimy jako éwiczenie. Niech punkt H bedzie ortocentrum tréjkata ABC,
punkt O srodkiem okregu opisanego na tym trdjkacie i punkt S punktem przeciecia
odcinkéw HO i CM. Wykazemy, ze punkt S jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC.

B Rys. 13.36

Po pierwsze, mamy réwnos¢ L HCD = LFCB = £BAD. Wynika z niej, ze trojkaty
CDH i ADB sa podobne (oba sa prostokatne i maja pare réwnych katéw ostrych).

Zatem
CD AD

CD AD AB-CD
CH AB’ ’

czyli CH = 1D
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13. Funkcje

Po drugie, mamy réwnoé¢ LACD = LACB = LAOM. Wynika z niej, podobnie jak
wyzej, ze tréjkaty ACD i AOM sa podobne. Mamy stad réwnosé

CD OM

CD AM-CD 3AB-CD 1
AD — AM’ a B

czyli OM = 1D 1D §~C’H.

Wreszcie, odcinki CH i OM sa réwnolegle, skad wynika, ze tréjkaty CHS i MOS sa
podobne (maja pare réwnych katéw wierzchotkowych i dwie pary réwnych katéw naprze-
mianleglych). Stad dostajemy proporcje

cs _ us
CH OM’
z ktorej wynika, ze
CH

:M ~—:2'M.
cS S O S

Punkt S dzieli zatem odcinek CM w stosunku 2 : 1, a wiec rzeczywiscie jest $rodkiem
ciezkoéci tréjkata ABC, c. b. d. o.

Drugi dowéd twierdzenia Eulera wykorzystuje pojecie jednoktadnosci. Niech punkt S be-
dzie $rodkiem cigzkosci tréjkata ABC (rys. 13.35). Rozwazmy jednokladnosé o srodku S
i skali —%. Woéwezas punkt A przechodzi na punkt K, punkt B przechodzi na punkt L
i punkt C' przechodzi na punkt M. Nastepnie korzystamy
z tego, ze jesli punkt Y jest obrazem punktu X w jednoklad-
noéci, to obrazem prostej k przechodzacej przez punkt X
jest prosta [ rownoleglta do k i przechodzaca przez punkt Y.
Stad wynika, ze obrazem prostej zawierajacej wysokos¢ po-
prowadzona z wierzchotka A jest prosta do niej réwnolegla
przechodzaca przez punkt K. Ta prosta rownolegla jest sy-
metralna odcinka BC' (bowiem rozwazana wysokosé i sy-
metralna sa réwnolegle: sa bowiem prostopadle do prostej
B(C). Tak wiec obrazami prostych zawierajacych wysoko-
$ci s symetralne bokéw. A stad wynika, ze obrazem ortocentrum (czyli punktu przeciecia
wysokosci) jest $rodek okregu opisanego (bo jest to punkt przeciecia symetralnych bokéw,
czyli obrazéw prostych zawierajacych wysokosci). Jesli punkt O jest obrazem punktu H
w jednokladnosci o skali f%, to punkty H, S i O sa wspétliniowe, punkty H i S leza po
przeciwnych stronach punktu S oraz HS = 2 - OS. To konczy dowdd twierdzenia.

Rys. 13.35
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14. Projekty
Czes¢ I — szlaczki i tapety

W mojej pracy ze zdolnymi uczniami duza role odgrywaja prace projektowe. Opisze
tutaj projekty, ktére wykonywali moi uczniowie. Jeden projekt, ktéry wykonywali na
og6l w I klasie, dotyczyl symetrii. Drugi, wykonywany na ogét w IIT klasie (czasem
rozpoczynany w II klasie), dotyczyl geometrii w sztuce gotyku.

Projekt dotyczacy symetrii byl podsumowaniem nauki o symetriach. Po pierwszych
lekcjach symetrii, gdy omawialiSmy to pojecie na podstawie podrecznika, zadawatem
uczniom niewielkg pracy do wykonania w domu. Przypominatem, ze w szkole podsta-
wowej rysowali szlaczki. Szlaczek jest to rysunek, teoretycznie rozciagajacy sie w obie
strony do nieskonczonoéci, skladajacy sie z niewielkiego fragmentu powtarzanego w obie
strony nieskonczenie wiele razy. Oczywiscie my rysujemy tylko niewielki fragment takiego
szlaczka, ale w wyobrazni mamy caty szlaczek nieskonczony. Przy okazji tej definicji thu-
macze uczniom, ze gdybysmy przesuneli ten szlaczek o dlugosé powtarzanego fragmentu,
to rysunek przesuniety pokrylby sie catkowicie z oryginalnym. Czesto demonstruje im
to za pomocg rzutnika pisma. Na dwoch foliach mam narysowany dokladnie ten sam
szlaczek. Klade jedng na drugiej i uczniowie widza, ze rysunki sie pokrywaja. Nastepnie
przesuwam jedna folie po drugiej i w pewnym momencie rysunki znéw sie¢ pokrywaja.
Tak w nieformalny sposéb wprowadzam pojecie przeksztalcenia geometrycznego.

W T klasie nie uzywam terminu przeksztalcenie geometryczne. Ten termin pojawia sie
pod koniec II klasy lub na poczatku III klasy, gdy ucze funkcji. Wtedy przypominam im
doswiadczenia z przesuwaniem, obracaniem i odbijaniem rysunkéw szlaczkéw i tapet i wy-
jasniam, ze przeksztalcenie geometryczne jest jednym z rodzajow funkcji. Wtedy tez wyja-
$niam im, co to sa izometrie i méwie, ze sa (poza identycznoécia) tylko cztery rodzaje izome-
trii, dobrze im znane z I klasy: przesuniecia, obroty, symetrie osiowe i symetrie z poslizgiem.

W I klasie natomiast bede demonstrowal za pomoca folii takze inne przeksztalcenia.
Moéwie jednak tylko o przesuwaniu czy obracaniu rysunku, demonstruje takie przesuwanie
czy obracanie za pomoca dwdbch folii, ale nie nazywam tego przeksztalceniem plaszczyzny.

Po demonstracji szlaczka jako rysunku powtarzalnego, czy réwnowaznie — przesuwalnego,
prosze uczniéw, by w domu narysowali po kilkanascie réznych szlaczkéw. Na nastepnej
lekcji przerysowujemy te szlaczki na tablicy. Prosze, by kto§ narysowal swoje szlaczki
i na przykladzie tych szlaczkéw omawiam ich ,matematyczna klasyfikacje”. Mowie, ze
szlaczki bedziemy klasyfikowaé ze wzgledu na rodzaje symetrii, ktore posiadaja. Najcze-
$ciej zdarza sie, ze wérod pierwszych szlaczkdéw pojawiaja sie dwa rodzaje, ktore wybieram
jako pierwsze do oméwienia (pokazuje tu po dwa szlaczki kazdego typu). Sa to rysunki
14.1 — 14.4. Szlaczki, a w przysztosci takze tapety, bede w dalszym ciagu rysowal gruba
linia; wszystkie linie cienkie na nastepnych rysunkach beda liniami pomocniczymi lub
ilustrujacymi wlasnosci szlaczka, takimi jak osie symetrii.

N I N
OO 00000 nu
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Krétko omawiam z uczniami, jakie fragmenty szlaczkéw sg tymi podstawowymi powta-
rzalnymi komérkami — na rysunkach 14.5 — 14.8 sa to narysowane cienka linig prostokaty:

N
OO0 [O O] .. s

Teraz zauwazamy, jakie osie symetrii maja te szlaczki. W pierwszych dwoch (rys. 14.9
i14.10) od razu dostrzegamy poziome osie symetrii. Wielu uczniéw dostrzega tez pionowe
osie symetrii przechodzace przez srodki kwadratéw i okregéw (osie symetrii bede zaznaczal
na rysunkach linig przerywana o dlugich odcinkach):

00060600

Te osie symetrii demonstruje tez na foliach. Folie odwracam na druga strone w taki
sposéb, by pokryly sie wybrane osie symetrii — rysunki pokrywaja sie. Mam oczywiscie
zawczasu przygotowane takie cztery rodzaje folii. Jak wspomnialem, prawie zawsze wérdd
pierwszych rysunkéw byly wlasnie te cztery szlaczki.

010
A VA
AVAY,

Rys. 14.9

Rys. 14.10

Uczniowie trudniej dostrzegaja pionowe osie symetrii miedzy kwadratami i okregami, wi-
docznie bardziej my$la o osiach symetrii figur tworzacych szlaczek, niz o osiach symetrii
calego szlaczka. Widzimy zatem, ze szlaczek moze mie¢ dwa rodzaje pionowych osi sy-
metrii. O$ pierwszego rodzaju jest osia symetrii powtarzajacego sie rysunku tworzacego
szlaczek. O$ drugiego rodzaju przebiega miedzy rysunkami tworzacymi szlaczek.

Zdarzaja sie tez pytania, czy nalezy takze narysowaé ukos$ne osie symetrii kwadratéw.
Mam tez przygotowane takie folie — odbicie wzdluz ukosnej osi symetrii powoduje, ze
szlaczek odbity jest pionowy zamiast poziomy. Ta demonstracja przekonuje uczniéw, ze
szlaczek moze mie¢ tylko dwa rodzaje osi symetrii: poziome i pionowe. Wreszcie pokazuje
uczniom Srodki symetrii, czyli $rodki obrotéw o 180° (rys. 14.11 i 14.12). Okazuje sie,
ze leza one doktadnie w punktach przeciecia poziomej osi symetrii z osiami pionowymi
($rodki symetrii bede zaznaczal niewielkimi kéteczkami rysowanymi cienks linia):

(EhEHeHERuaHE R
0:0:0:0:0:0:0
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Oczywiscie na foliach demonstruje takze srodki symetrii. Wyjaéniam tez, ze to, iz Srodki
symetrii leza w punktach przeciecia osi symetrii, nie jest przypadkiem. Punkt przeciecia
prostopadtych osi symetrii dowolnej figury geometrycznej jest $rodkiem symetrii tej fi-
gury. Na og6l tez pokazuje prosty dowdd tego faktu. Warto tez wspomnieé, ze prawdziwe
jest nastepujace twierdzenie odwrotne: jesli sSrodek symetrii figury geometrycznej lezy na
osi symetrii tej figury, to ta figura ma tez druga os symetrii — lini¢ prosta prostopadta do
danej osi i przechodzaca przez dany Srodek symetrii. Ten dowdd nie jest trudny i takze
mozna go pokazaé uczniom (lub zostawié jako ¢wiczenie). Prosze uczniéw, by zapamietali
te dwa przydatne fakty. Beda one pomocne przy odnajdywaniu srodkow i osi symetrii
w bardziej skomplikowanych sytuacjach.

Uczniowie teraz tatwo odnajduja w dwdch nastepnych szlaczkach pionowe osie symetrii
i nieco trudniej srodki symetrii. Oto one w szlaczku trzecim (rys. 14.13).

1 T T T T N T N IR B Rys. 14.13

Ten szlaczek ma jeszcze jeden rodzaj symetrii. Po odbiciu symetrycznym wzgledem pro-
stej poziomej i przesunieciu o potowe dtugosci podstawowej komérki, szlaczek natozy sie
na siebie. Na rysunkach 14.14 — 14.16 widzimy:

1) jeszcze raz trzeci szlaczek (rys. 14.14),

2) nastepnie ten sam szlaczek odbity wzgledem osi poziomej narysowanej linia przery-
wang o krétkich odcinkach (rys. 14.15),

3) wreszcie ten sam trzeci szlaczek odbity wzgledem tej osi poziomej i przesuniety
o polowe dlugosci podstawowej komorki (rys. 14.16) — przypominam, ze szlaczek
jest nieskonczony i rysujemy tylko jego ograniczony fragment, przesuwamy zas$ caly
szlaczek.

Rys. 14.14

Rys. 14.15

Rys. 14.16

Widzimy, ze szlaczek najnizszy (rys. 14.16) pokrywa sie z najwyzszym (rys. 14.14). Po-
zioma o$ o tej wlasnosci nazywamy osia poslizgowa. Przeksztalcenie geometryczne bedace
zlozeniem symetrii osiowej z przesunieciem wzdluz tej osi nazywamy symetrig z posli-
zgiem. Osie poslizgowe bede na rysunkach oznaczal linig przerywana rysowana krétkimi
odcinkami w odréznieniu od osi symetrii rysowanej dtugimi odcinkami. Na rysunku 14.17
widzimy wszystkie rodzaje symetrii trzeciego szlaczka: pozioma 0§ poslizgowa, pionowe
osie symetrii oraz $rodki symetrii.

Rys. 14.17

Szlaczek czwarty ma te same rodzaje symetrii i nie bede ich juz tu rysowat.
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Mamy wiec cztery rodzaje symetrii szlaczkdéw: poziome osie symetrii, pionowe osie syme-
trii (czasem dwéch rodzajéw), srodki symetrii i osie poslizgowe. Okazuje sig, ze istnieje
tylko 7 rodzajéw szlaczkéw rézniacych sie posiadanymi rodzajami symetrii. W bardziej
zaawansowanym jezyku matematycznym oznacza to, ze istnieje tylko 7 jednowymiaro-
wych grup krystalograficznych. Oczywiscie badanie przez matematykéw takich powtarza-
jacych sie struktur ma motywacje bioraca sie z krystalografii. Krysztal jest powtarzajaca
sie struktura przestrzenna — mamy sie¢ powtarzajaca sie (teoretycznie) w nieskonczo-
nos¢ w trzech wymiarach, w oczkach tej sieci znajduja sie atomy tworzace dany zwigzek
chemiczny. Rozwazamy grupe przeksztalcen tej sieci, przeprowadzajaca dana sieé (i odpo-
wiednie atomy) na siebie. Pytamy nastepnie, ile jest takich grup przeksztatcen. Okazuje
sie, ze jesli ograniczymy si¢ do sieci jednowymiarowych, to istnieje dokladnie 7 takich
grup, odpowiadajacych siedmiu szlaczkom. Mozna takze udowodnié, ze istnieje doktad-
nie 17 dwuwymiarowych grup krystalograficznych, beda one odpowiadaly tzw. tapetom,
ktoére zaczniemy badac¢ po szlaczkach. Te dwie liczby podaje oczywiscie uczniom bez uza-
sadnienia i nie méwie takze o grupach przeksztalcen. Podczas rysowania odpowiednich
szlaczkéw 1 tapet tylko autorytet nauczyciela gwarantuje, ze zostaly narysowane wszyst-
kie. Uczniowie dostaja ode mnie wydrukowane rysunki wszystkich szlaczkéw i tapet oraz
klucz do rozpoznawania tapet.

Wréémy do szlaczkéw. Mamy 7 rodzajow szlaczkdéw. Oto one. Przy kazdym szlaczku
podaje jego nazwe (bioraca sie z krystalografii) oraz posiadane rodzaje symetrii. Na
rysunku zaznaczam posiadane przez szlaczek osie poziome (symetrii lub poslizgowa),
po jednej osi pionowej kazdego rodzaju i po jednym srodku symetrii kazdego rodzaju.
Zaczynamy od dwoch poznanych szlaczkow. Maja one po trzy rodzaje symetrii i réznia
sie tym, ze jeden ma pozioma o$ symetrii, drugi zas pozioma o$ poslizgowa.

Szlaczek 1 (typ pmm2). Ma pozioma o symetrii, dwa rodzaje pionowych osi symetrii
i dwa rodzaje $rodkéw symetrii (rys. 14.18).

oooogooo

Szlaczek 2 (typ pma2). Ma pozioma o$ poslizgowa, dwa rodzaje pionowych osi symetrii
i dwa rodzaje $rodkéw symetrii (rys. 14.19).

e =

Teraz przychodza cztery rodzaje szlaczkéw, kazdy z nich ma doktadnie jeden rodzaj
symetrii. Zaczynamy od szlaczkéw majacych znane nam osie poziome, potem zobaczymy
szlaczek z osiami pionowymi i wreszcie szlaczek ze $rodkami symetrii.

ys. 14.18

Rys. 14.19

Szlaczek 3 (typ plml). Ma tylko pozioma o$ symetrii (rys. 14.20).
D>
Szlaczek 4 (typ plal). Ma tylko pozioma o$ poslizgowa (rys. 14.21).

D20 N e N e e P SR
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Szlaczek 5 (typ pml1l). Ma tylko dwa rodzaje pionowych osi symetrii (rys. 14.22).

ANANAANANA

Rys. 14.22

Szlaczek 6 (typ pl12). Ma tylko dwa rodzaje srodkéw symetrii (rys. 14.23).

VAV -4V AV ke

Wreszcie ostatni typ szlaczkdw.

Szlaczek 7 (typ pl11). Nie ma zadnych symetrii (rys. 14.24).

DN NN NN DN

Pokazuje tez szlaczki utworzone z liter. Oto przyklady takich szlaczkéw, w tej samej

e XXX XX XXX e 0
MMM WM e 0
CECEEEED s
LFLILILT m e
AAAAAAAA o
NN NNNNNN e o0
e o S

Czasami uzywam z uczniami nazw szlaczkow pochodzacych od liter, z ktorych zostaly
utworzone. Tak wiec:

e typ pmm?2 nazywam typem X (rys. 14.25);
typ pma2 nazywam typem MW (rys. 14.26);
typ plml nazywam typem E (rys. 14.27);
typ plal nazywam typem LI (rys. 14.28);
typ pmll nazywam typem A (rys. 14.29);
typ p112 nazywam typem N (rys. 14.30);
typ p111 nazywam typem F (rys. 14.31).

Litery, obok najprostszych figur geometrycznych (kwadratéw, prostokatéw, okregdw,
trojkatéw) beda tez podstawowym skladnikiem tapet, ktérymi zajmiemy sie po szlacz-
kach.

Uczniowie rozpoznaja te szlaczki wérdéd narysowanych przez siebie. Na ogdl, wérdd pierw-
szych kilku narysowanych na tablicy, znajduje sie 4 — 5 typow szlaczkéw. Uczniowie,
ktorzy znajda u siebie szlaczek typu, ktérego nie ma na tablicy, dorysowuja go. Na ogot
okazuje sig, ze wszystkie (lub prawie wszystkie) rodzaje zostaly znalezione. Teraz przy-
chodzi pierwsza czes$¢ projektu. Prosze uczniow, by znalezli gdziekolwiek w otaczajacym
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nas $wiecie takie szlaczki, sfotografowali je i stworzyli album szlaczkéw. W albumie,
dla kazdego rodzaju szlaczka powinien by¢ rysunek wzorcowy, np. wziety z dostarczo-
nego im wzoru wszystkich 7 szlaczkéw, co najmniej jedno zdjecie szlaczka tego typu,
rysunek (odreczny lub lepiej komputerowy) sfotografowanego szlaczka, na ktérym sg za-
znaczone (najlepiej réznymi kolorami) osie i $rodki symetrii. Taki album ma zatem co
najmniej 7 stron odpowiadajacych siedmiu typom szlaczkéw i strone objasnien do ry-
sunkoéw (wyjasniajacych np. uzyte na rysunkach kolory). Czasami uczniowie poprzedzaja
strony po$wiecone szlaczkom kilkoma stronami, na ktérych fotografuja obiekty syme-
tryczne (wzgledem osi lub $rodka symetrii). Takie zdjecia sa czesto bardzo pomystowe.
Poza naturalnymi zdjeciami doméw czy pospolitych przedmiotow codziennego uzytku wi-
dzialem zdjecia wtyczki do pradu, widelca, czajnika sfotografowanego z gory itp. Wsrod
zdjeé szlaczkéw pomyslowosé jest jeszcze wigksza. Jako szlaczek majacy tylko o$ po-
§lizgowa, oprocz narzucajacych sie sladow cztowieka, widzialem zdjecie bieznika opony
samochodowej. Jako szlaczek majacy tylko srodki symetrii widzialem zdjecie gwintu diu-
giej Sruby. Zebranie odpowiedniej liczby zdjeé¢ (znalezienie wszystkich 7 szlaczkéw woko!
nas nie jest rzecza latwa) zajmuje uczniom nawet kilka tygodni. Czesto widaé, ze pomy-
sty sie powtarzaja, niektére pojawiaja sie naturalnie, inne sa wynikiem pomocy kolegow,
podpowiedzi. Nie mam nic przeciwko takiej wspotpracy, o ile ogranicza sie ona do podpo-
wiedzenia pomyshu, a nie do skopiowania zdjecia lub rysunku. Zdjecia maja by¢ w kazdej
pracy rozne, rysunki wykonane wlasnorecznie przez autora pracy.

Zdarza sig, ze uczniowie znajduja potrzebne zdjecia w Internecie. Podpowiadam im takze,
gdzie mozna je znalezé. Wiele takich szlaczkéw pojawia sie jako elementy dekoracyjne
w architekturze i sztuce zdobniczej: meandry na wazach greckich, fryzy na budynkach
wlasciwie kazdego stylu, kafelki w sztuce islamu, elementy ubioru (np. bizuteria damska
czy paski do zegarkéw) i wiele innych. Pomystowo$é uczniéw w poszukiwaniach w sieci
przewyzsza wielokrotnie moje oczekiwania, wielokrotnie bylem tez zaskoczony skoja-
rzeniami uczniow. Nie zawsze zdjecie przedstawialo idealny szlaczek, ale kojarzylo sie
z takim szlaczkiem. Na przyktad zdjecie ptakéw siedzacych na drucie — oczywiscie od-
legloséci miedzy nimi nie byly jednakowe, ale skojarzenie z prawidlowym szlaczkiem jest
oczywiste. Wreszcie jako szlaczek mozna potraktowaé jeden pasek ,wyciety” z tapety,
a tapet wokot nas i w Internecie mozna znalezé mnoéstwo.

Najczesciej prace oddane za pierwszym razem zawieraja bledy (zle zakwalifikowanie
szlaczka) czy luki (np. brak pewnych osi lub symetrii na rysunku). Wiele prac jest wy-
konanych pospiesznie (widaé, ze tuz przed terminem), niestarannie. Wprawdzie zaliczam
taka prace, ale prosze o poprawienie jej — tak, by po calkowitym ukonczeniu przyjemnie
bylto wzia¢ ja do reki. Calkowite ukonczenie takiej pracy trwa wiele tygodni, a nawet
miesiecy i czesto przenosi sie do II klasy.

Po zakoniczeniu omawiania szlaczkéw przechodzimy do tapet. Tapeta jest to wzdr po-
wtarzalny w dwdch kierunkach: poziomo i pionowo (lub na ukos). W ten sposéb tapeta
wypelnia cala plaszczyzne i rysunek naklada sie na siebie przy dwoch rodzajach przesu-
nieé¢, np. poziomo i pionowo. Oczywiscie to nakladanie sie rysunku przy dwéch rodzajach
przesunied takze ilustruje za pomoca folii. Jedna wybrana tapete (o do$é skomplikowanym
wzorze, trudnym do skopiowania przez uczniéw) drukuje na dwdch foliach i demonstruje
uczniom. Starannie pokazuje, co to znaczy, ze rysunek naklada si¢ na siebie przy przesu-
nigciach w dwdéch réznych kierunkach. Po tej demonstracji prosze uczniéw o samodzielne
narysowanie kilku tapet.
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Rysowanie tapet jest dla uczniéw zadaniem znacznie trudniejszym niz rysowanie szlacz-
kéw. Najczesciej uczniowie umieja narysowaé zaledwie dwa, trzy rodzaje tapet. Jedna
z tapet, ktora rysuje chyba kazdy uczen, jest tapeta na rysunku 14.32. Narysowanie takiej
tapety jest latwe, bardziej klopotliwe jest znajdowanie symetrii. Uczniowie widza cztery
najprostsze osie symetrii, dwa rodzaje osi poziomych i dwa rodzaje osi pionowych. Na
og6l pamietaja tez, ze punkty przecigcia prostopadlych osi symetrii sa Srodkami symetrii,
czyli srodkami obrotu o 180° (rys. 14.33).

OO000d 00000

NO0O00O0 00000
Too0o0o0  oOEg0

OO000d OO0 00
OOoOooOoo OO0 Odd

Rys. 14.32
Rys. 14.33

Dwa rodzaje uko$nych osi symetrii (rys. 14.34) demonstruje za pomoca folii. Folie z ta-
kimi tapetami i narysowanymi odpowiednimi osiami i $rodkami symetrii przygotowuje
zawczasu, bo te tapete rysuja wszyscy lub prawie wszyscy uczniowie. Rzeczywiscie demon-
stracja za pomoca dwoch folii potwierdza, ze osie ukosne sa osiami symetrii calej tapety.

noooo
00000

L

Dochodzi jeszcze jeden rodzaj ruchu rysunku, za pomocg ktérego mozna natozyé caty
rysunek na siebie — jest nim obrét. Z pojeciem obrotu uczniowie juz sie zetkneli. Pokazuje
im przeciez, ze symetria srodkowa jest obrotem o 180°. Teraz na tapetach widza nowe
obroty, np. 0 90°. Jest tak w najczesciej rysowanej tapecie zlozonej z kwadratow, te tapete
mozna obrocié¢ o 90° wokdl srodka kwadratu. Zauwazamy przy tym, ze taki $rodek obrotu
jest punktem przeciecia osi symetrii tworzacych kat 45°. Osie prostopadle daly Srodek
obrotu o 180°, osie przecinajace sie¢ pod katem 45° daly obrét o 90°. Czy to przypadek?
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Te ostatnia kwestie nalezy zbadaé¢ doktadniej. Na papierze w kratke latwo rysuje sie
odbicia symetryczne wzgledem osi poziomych, pionowych i ukosnych nachylonych pod
katem 45 stopni. Popatrzmy na rysunek 14.35.

mp==

/ Rys. 14.35

Dwie osie symetrii, pionowa i ukosna, przecinaja sie¢ pod katem 45°. Choragiewka na-
rysowana na lewo od obu osi jest przeksztalcana przez symetrie najpierw wzgledem osi
pionowej (rysunek odbitej choragiewki jest nieco bledszy od poczatkowego), a nastepnie
przez symetrie wzgledem osi ukosnej. Zaznaczone tuki utwierdzaja nas w przekonaniu, ze
ostateczny rysunek choragiewki zostal otrzymany z poczatkowego rysunku przez obrot
0 90° wokoél punktu przeciecia osi symetrii. Podobne doswiadczenia mozna wykonaé¢ dla
osi przecinajacych sie pod innymi katami. Mozna tez przeprowadzi¢ dowdd twierdzenia
moéwiacego, ze jesli dwie osie symetrii przecinaja sie pod katem «, to ztozenie symetrii
osiowych wzgledem tych osi jest obrotem o kat 2a wokol punktu przeciecia osi symetrii
(chociaz na ogét takiego dowodu w gimnazjum nie przeprowadzam).

W tym miejscu mozna zadaé¢ pytanie, co na lekcji matematyki powinno by¢ udowod-
nione, a co mozna uczniom przekaza¢ bez dowodu, jedynie ,na wiare”. Moim zdaniem
w gimnazjum nalezy nauczy¢ uczniéw dowodzenia twierdzen matematycznych przy wyko-
rzystaniu mozliwie prostych srodkéw. Do dowodu wspomnianego twierdzenia o zlozeniu
symetrii potrzeba srodkéw, ktére — moim zdaniem — wykraczaja poza to, czego po-
winno sie wymagaé od (nawet zdolnego) gimnazjalisty. Mamy tu pojecie przeksztalcenia
geometrycznego w ogoélnosci, ztozenie przeksztalcen i dowdd wymagajacy rozpatrywa-
nia wielu przypadkéw potozenia punktu lub ogdlnego pojecia kata zorientowanego. To
wszystko powinniS§my uczniom przekazaé, ale chyba jednak nie w gimnazjum. Teraz ogra-
niczylbym sie do przyktadu (lub kilku przykladéw) dobrze ilustrujacego teze (np. takich
jak zrobiony wyzej rysunek) i zapewnienia uczniéw, ze odpowiednie twierdzenie mozna
udowodni¢ w sposéb Scisty. Uzywam jednak stowa ,twierdzenie”. Nie podaje prawd mate-
matycznych bez jakiegokolwiek uzasadnienia. Po przykladach ilustrujacych teze, mowie
uczniom, ze odpowiednie twierdzenie mozna udowodnié, chociaz tego dowodu nie
bede im pokazywaé. Powodéw, dla ktérych nie pokazuje dowodu, moze by¢ wiele: dowdd
moze by¢ za trudny lub po prostu moze on bardzo wydluzyé rozwazania, ktére prowa-
dze, moze za bardzo oderwaé¢ nas od gléwnego toku rozwazan. Jednak w matematyce
nie powinno by¢ stwierdzen nieuzasadnionych. Wszystko jest albo aksjomatem i wtedy
wyraznie o tym méwimy uczniom, albo jest twierdzeniem i wymaga dowodu (chociaz
samego dowodu mamy prawo nie pokazywac).

270



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

Teraz widzimy, ze niektére punkty, ktére byly srodkami obrotu o 180° w pewien sposéb
yawansowaly” — staly sie srodkami obrotu o 90°. Na rysunku 14.36 zostaly one zazna-
czone malymi kwadratami. OczywisScie, je$li obrét rysunku o 90 stopni wokol jakiegos
punktu powoduje, ze rysunek pokryje sie z oryginalem, to obrét o 180 stopni tym bar-
dziej ma te wlasno$¢. Przeciez obrét o 180 stopni powstaje z dwdch kolejnych obrotow
0 90 stopni. Dokonajmy jeszcze pewnej umowy terminologicznej. Obroty bedziemy zali-
cza¢ do symetrii rysunku. Méwimy czasem, ze pewien rysunek ma symetrie trzykrotna,
rozumiejac przez to, ze kazdy z trzech obrotéw (o 120°, o 240° i o 360° przeprowadza
ten rysunek na siebie). Tak w szczegdlnosdci pojecie symetrii rozumieja fizycy. Mdéwiac
ogélnie o symetriach tapety, bedziemy zatem rozumieli takze jej obroty.

oooog l ng mpn’
O I'm afln 171

Toooo  go00o0n

Rys. 14.36 Rys. 14.37

Podsumujmy: na rysunku 14.37 mamy zaznaczone nastepujace symetrie tapety zlozonej
z kwadratéw — pionowe i poziome osie symetrii (zaznaczone linia przerywana zloZong
z dlugich odcinkéw), srodki obrotéw o 180° (zaznaczone, jak poprzednio, matymi kélecz-
kami) oraz $rodki obrotéw o 90° (zostaly zaznaczone maltymi kwadratami). Te symetrie
moglisémy tatwo dostrzec. Okazuje sie, ze nasza tapeta ma jeszcze osie poslizgowe (zazna-
czone na rysunku 14.37, tak jak poprzednio, liniami przerywanymi o krétkich odcinkach).
Analiza naszej tapety jest zakonczona. Teraz przychodzi pora na badanie mozliwych ta-
pet. Przede wszystkim mowi¢ uczniom, ze tapety klasyfikujemy ze wzgledu na najmniej-
szy obrot przeprowadzajacy ja na siebie. Mozliwe jest przy tym tylko pieé sytuacji:

1) tapeta nie ma zadnego obrotu przeprowadzajacego ja na siebie;

2) najmniejszy obrét przeprowadzajacy tapete na siebie ma 180°;

3) najmniejszy obrét przeprowadzajacy tapete na siebie ma 90°;

4) najmniejszy obrét przeprowadzajacy tapete na siebie ma 120°;

5) najmniejszy obrét przeprowadzajacy tapete na siebie ma 60°.
Ttumacze uczniom, ze tapeta, ktéra nie dopuszcza zadnego obrotu, w pewien sposéb
wskazuje kierunek i zwrot, na przykitad pionowy do géry. Tapeta, ktora dopuszcza je-
dynie obroty o 180° wskazuje kierunek, bez zwrotu, na przyklad pionowy. I tak dalej.
W punkcie 3) tapeta wyréznia dwa kierunki, na przyktad poziomy i pionowy, w punkcie 4)
trzy kierunki, a w punkcie 5) sze$é¢ kierunkéw. Thumacze dalej, ze rysunki tapet pierw-
szych trzech grup najlatwiej wykonywaé na papierze kratkowanym (ktéry w naturalny
spos6b wyrdznia kierunki poziomy i pionowy), a tapety ostatnich dwéch grup najlatwiej
wykonywaé na papierze z siatka tréjkatow rownobocznych. Taka siatke przygotowatem
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dla uczniéw. Dostaja oni kartki z wydrukowanymi takimi siatkami (rysunek siatki znaj-
duje sie w dalszej czesci tego rozdzialu, po oméwieniu wszystkich tapet), a takze daje

uczniom plik w formacie pdf, zawierajacy rysunek takiej siatki.

Teraz przechodzimy do rysowania tapet wszystkich pieciu grup. Istnieja cztery tapety

bez obrotéw pokazane na rysunkach 14.38 — 14.41.

AJAIAIAIA O
AJAIAIAIA O
AJAIATATA
AJAIAIAIA O
AJAIAIAIA

D
D
DDDD
DDODDPD

A
OA

typ pl
Rys. 14.38

typ pg
Rys. 14.39

typ pm
Rys. 14.40

Typ tapety

Wilasnosci

pl

1) Nie istnieja $rodki obrotéw;
2) nie istnieja osie symetrii;
3) nie istnieja osie poslizgowe.

pg

1) Nie istnieja $rodki obrotéw;
2) nie istnieja osie symetrii;
3) istnieja osie poslizgowe.

pm

1) Nie istnieja $rodki obrotéw;
2) istnieja osie symetrii;
3) nie istnieja osie poslizgowe.

cm

1) Nie istnieja $rodki obrotéw;
2) istnieja osie symetrii;
3) istnieja osie poslizgowe.
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Te tapety uczniowie na ogél latwo znajduja, czasem po niewielkich podpowiedziach.
Istotna wskazowka jest to, ze tapety pierwszej grupy wskazuja pewien kierunek i zwrot.
Naturalne jest zatem poszukiwanie powatarzajacego sie wzoru, ktéry taki kierunek wska-
zuje. Kwestia istnienia osi symetrii tez jest podpowiedzia; gdy szukamy tapety majacej os
symetrii (latwo zauwazy¢, ze nie moze ona mieé przecinajacych sie osi symetrii, bo mia-
taby obroty), budujemy ja ze wzoréw symetrycznych. Jesli szukamy tapety bez symetrii,
budujemy ja ze wzoréw niesymetrycznych. Uczniowie najczesciej rysuja odpowiednie tréj-
katy (réwnoramienne lub prostokatne). Ja w powyzszych rysunkach wybratem pieciokaty,
poniewaz tréjkaty czesto sa rysowane tak, ze trudno odrdéznic¢ trojkat réwnoramienny nie-
rownoboczny od tréojkata réwnobocznego.

Przechodzimy nastepnie do tapet dopuszczajacych obroty o 180°. Te tapety wyr6zniaja
kierunek, ale nie wskazuja zwrotu. Moga one zatem mieé¢ prostopadle osie symetrii. Ist-
nieje pie¢ typoéw takich tapet (rys. 14.42 — 14.46). Wiekszos¢ z nich uczniowie takze dosé
latwo znajduja. Oto te tapety:

ANV VENENS
RRIRY
SRS
RRXY
ANAVEVANENS

typ p2 typ pgg
Rys. 14.42 Rys. 14.43

typ pmg typ emm
Rys. 14.44 Rys. 14.45

Tapeta, ktora uczniowie znajduja najrzadziej, jest chyba tapeta typu pgg (rys. 14.43).
Jest to tym dziwniejsze, ze ten typ tapety spotykamy niemal codziennie. Tak bowiem
najczesciej sa ukladane klepki podlogowe (jest to ulozenie w tzw. jodelke). Jak widad,
zidentyfikowanie tapety bywa do$¢ trudne dla osoby nie majacej wprawy. Pewne klo-
poty sprawia tez tapeta typu p2, ale w tym przypadku pomaga podpowiedz, ze bardzo
praktycznym sposobem tworzenia tapet jest budowanie ich z liter. Uczniowie znaja juz
kilka liter majacych tylko symetrie srodkowa (N, S, Z) i moga z nich ulozyé odpowiednia
tapete. Tapeta, ktéra widzimy wyzej, jest zbudowana z figur przypominajacych nieco
litere S.
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A oto podsumowane wtasnosci tych pieciu typéw tapet:

Typ tapety Wtasnosci

D2 1) Istnieja Srodki obrotéw o 180° ($rodki symetrii);
2) nie istnieja osie symetrii;
3) nie istnieja osie poslizgowe.

Pgg 1) Istnieja Srodki obrotéw o 180° ($rodki symetrii);
2) nie istnieja osie symetrii;
3) istnieja prostopadte osie poslizgowe.

pmg 1) Istnieja Srodki obrotéw o 180° ($rodki symetrii);
2) istnieja réwnolegle osie symetrii;
3) istnieja osie poslizgowe prostopadle do osi symetrii.

cmm 1) Istnieja Srodki obrotéw o 180° ($rodki symetrii);
2) istnieja prostopadle osie symetrii;
3) istnieja prostopadle osie poslizgowe (réwnolegle do osi syme-

rii);
4) nie wszystkie $rodki obrotéw leza na osiach symetrii.

-+

pmm 1) Istnieja srodki obrotéw o 180° ($rodki symetrii);
2) istnieja prostopadle osie symetrii;

3) nie istnieja osie poslizgowe;

4) wszystkie srodki obrotéw leza na osiach symetrii.

Istnieja wreszcie trzy typy tapet, w ktérych najmniejszy obrét ma 90°. Jeden typ juz
znamy — to tapeta zbudowana z samych kwadratow. Jest tez typ nie dopuszczajacy sy-
metrii (tzn. tapety, ktére nie maja ani osi symetrii, ani osi poslizgowych). W tym miejscu
warto poswieci¢ troche czasu, by porozmawia¢ z uczniami o dwdch orientacjach na plasz-
czyznie. Jedna orientacje wyznacza ruch wskazéwek zegara, natomiast ruch w przeciwnym
kierunku wyznacza druga orientacje na plaszczyznie. Mozemy pokazaé¢ uczniom figury
geometryczne wyznaczajace pewna orientacje. Oto najprostszy przyklad (rys. 14.47):

C/‘ \) Rys. 14.47

Strzaltka po lewej stronie wskazuje ruch w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek
zegara, a strzalka po prawej stronie wskazuje ruch w kierunku zgodnym z ruchem wska-
z6éwek zegara. Pokazuje uczniom kilka innych przykladéw par figur o przeciwnej orien-
tacji. Najpierw dwa tréjkaty prostokatne (rys. 14.48). Rysowanie tréjkata prostokatnego
w kolejnosci: najpierw dluzsza przyprostokatna, potem krétsza i na koncu przeciwprosto-
katna, w lewym tréjkacie daje ruch w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara,
w prawym za$, ruch zgodny z ruchem wskazowek zegara. Nastepnie litera N i litera
symetryczna do niej (rys. 14.49).
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[l A Rys. 14.48 N ‘/\ Rys. 14.49

Jesli rysujemy litere N, to niezaleznie od ktérego konca zaczniemy, najpierw zakrecamy
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, a potem przeciwnie. Gdy rysujemy litere syme-
tryczng do litery N, postepujemy odwrotnie — najpierw skrecamy przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara, a potem zgodnie z ruchem wskazdwek zegara.

Te przyklady wyjasniaja uczniom dosé dobrze, co to jest orientacja na plaszczyznie.
Nastepnie zauwazamy, ze figury symetryczne nie wyznaczaja orientacji. Stad wniosek, ze
jesli chcemy stworzy¢ tapete, ktéra nie ma osi symetrii (ani osi poslizgowych), a ma przy
tym $rodki obrotu, to mozemy prébowac ja budowaé z figur wyznaczajacych orientacje
plaszczyzny i majacych srodek obrotu. To udalto sie zrobi¢ w przypadku tapety typu p2.
Figura, z ktorej budowaliSmy taka tapete miala srodek symetrii i wyznaczata orientacje
(np. litera N lub figura podobna do litery S). Wezmy zatem figure wyznaczajaca orientacje
plaszczyzny, ktéra mozna przy tym obrécié¢ o 90°. Oto kilka takich figur (rys. 14.50 —
14.52).

Rys. 14.50 Rys. 14.51 Rys. 14.52

Zwracam szczegélna uwage na pierwsza z nich — wiatraczek z czterema ramionami.
Podobne figury jeszcze wykorzystamy.

Z figury pokazanej na rysunku 14.52 zbudujemy nasza przykladowa tapete (rys. 14.54).
Trzecia tapete (rys. 14.56) juz dobrze znamy. Srodkowa (rys. 14.55) jest trudna do wy-
my$lenia, choé¢ wielokrotnie widziana. W taki sposéb sa uktadane kostki brukowe wy-
gladajace mniej wiecej tak jak na rysunku 14.53 (przy czym tuki wypukle i wkleste sa
doktadnie takie same po to, by dwie takie kostki dobrze do siebie pasowaly).

Rys. 14.53

Mamy zatem nasz zestaw trzech tapet ze srodkami obrotu o 90 stopni:

Qohhlh gogeg| DOO0OO
qhobhbhh) «goge | DOOOO0
Qg | segos| COOEO-O
SOOoh| |[ogege OOOO0
QOOOO| 80808

typ p4 typ pdg typ pdm
Rys. 14.54 Rys. 14.55 Rys. 14.56
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W nastepujacej tabeli zebrane sa wlasnosci tych trzech typéw tapet.

Typ tapety Wtasnosci

p4 1) Istnieja srodki obrotéw o 90° i o 180° (Srodki symetrii);
2) nie istnieja osie symetrii;
3) nie istnieja osie poslizgowe.

pdg 1) Istnieja srodki obrotéw o 90° i o 180° (Srodki symetrii);
2) istnieja prostopadle osie symetrii;
3) istnieja 4 kierunki osi poslizgowych.

pdm 1) Istnieja srodki obrotéw o 90° i o 180° (Srodki symetrii);
2) istnieja 4 kierunki osi symetrii;
3) istnieja prostopadle osie poslizgowe.

Wszystkie dotychczasowe tapety mozna bylo latwo narysowaé na siatce kwadratowej,
czyli na papierze w kratke. Teraz przechodzimy do tapet, ktore najtatwiej narysowaé
na papierze z siatka tréjkatna. Uczniowie wykorzystuja tu siatki, ktére dostaja. Plik
typu pdf pozwala im dodrukowaé tyle stron, ile beda potrzebowaé¢. Najpierw mamy trzy
tapety, w ktérych najmniejszy obrét ma 120 stopni. Jedna z nich jest dosé oczywista
— chcemy mie¢ tapete bez osi symetrii. Prébujemy ja zbudowaé z figur wy-
znaczajacych orientacje plaszczyzny, majacych $rodek obrotu o 120 stopni.
Mozemy sprobowaé narysowacé na przyktad ,,wiatraczek” z trzema ramionami
(rys. 14.57) i z takich wiatraczkéw zbudowaé nasza tapete. Na przyktadowej
Rys. 14.57  tapecie (rys. 14.58) sa figury podobnego typu. Dwie nastepne tapety (rys.
14.59 i 14.60) stwarzaja wielu uczniom prawdziwe klopoty. Na pierwszy rzut oka nie
widaé, czym one sie réznig. W jednej i drugiej mamy tréjkaty réwnoboczne rozmiesz-
czone w srodkach stykajacych sie ze soba szesciokatéw — tak jakby kazdy tréjkat zostat
umieszczony wewnatrz jednej komérki plastra miodu. Roznia sie skreceniem tych trojka-
tow o 90 stopni. Czy jest to naprawde powazna réznica? Otdéz okazuje sie, ze w jednej
tapecie wszystkie srodki obrotu o 120 stopni leza na osiach symetrii, a w drugiej tak nie
jest. To bardzo subtelna réznica, ale jednak. ..

Na ponizszych rysunkach srodki obrotu o 120 stopni zostaly zaznaczone malymi tréjka-
cikami narysowanymi cienka linia:

A AR ARA D>\ D B B D
AAA[ K[ K[ K D> D> D
LA DR D
AL KKK L || BRRD-D
ARAG] 4 P/p BB D
A QL QR BB/ D> DD

typ p3 typ p3lm typ p3ml
Rys. 14.58 Rys. 14.59 Rys. 14.60
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Rysunki, ktére nazwalem tu tapetami, byly czesto stosowanym elementem zdobniczym
w sztuce. Zacznijmy od ukladania klepek podtogowych. Jest wiele réznych deseni i wszyst-
kie polegaja na powtarzaniu pewnego podstawowego ksztaltu. Podobnie uktadamy kostki
brukowe, kafelki na podlogach lub écianach. Tapety na Scianie tez tak wygladaja — stad na-
zwa. Sweter robiony na drutach czy ozdobne kraty w oknach to nastepne przyktady. Wiele
tradycyjnych wzoréow ludowych w réznych kulturach jest opartych na powtarzalnoéci. Nie-
ktore typy tapet wystepuja bardzo czesto, inne sa duzo rzadsze. W wielu kulturach wyste-
powaly prawie wszystkie typy tapet; najczesciej zdarzato sie, ze brakowato wtasnie jednego
z tych dwéch ostatnich wzoréw. Roznica jest bowiem subtelna i trudna do zauwazenia.

W ponizszej tabeli mamy zebrane wlasnoéci tych trzech tapet:

Typ tapety Wtasnosci

p3 1) Istnieja $rodki obrotéw o 120°;
2) nie istniejg osie symetrii;
3) nie istnieja osie poslizgowe.

p3lm 1) Istnieja $rodki obrotéw o 120°;

2) istnieja 3 kierunki osi symetrii;

3) istnieja 3 kierunki osi poslizgowych;

4) nie wszystkie srodki obrotéw leza na osiach symetrii.
p3ml Istnieja $rodki obrotéw o 120°;

1)
2) istnieja 3 kierunki osi symetrii;

3) istnieja 3 kierunki osi poslizgowych;

4) wszystkie srodki obrotéw leza na osiach symetrii.

Pozostaja dwie ostatnie tapety, w ktérych najmniejszy obrét ma 60 stopni. Jedna jest
zlozona z figur wyznaczajacych orientacje plaszczyzny — podobnych do figur na rysunku
14.58 — 1 nie ma osi symetrii (rys. 14.61), druga ma osie symetrii i jej najprostszym
przykladem jest plaster miodu zlozony z szeéiokatéw foremnych (rys. 14.62). Oto one
($rodki obrotu o 60 stopni zostaly zaznaczone malymi kétkami wypelnionymi szarym
kolorem):

S8
SHEd s
33 3 3 3t
T R
33 4% 3¢ 3t
SRS &t

typ p6 typ pbm
Rys. 14.61 Rys. 14.62
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W nastepujacej tabeli mamy zebrane wlasnosci tych ostatnich dwéch tapet.

Typ tapety Wtlasnosci
p6 1) Istnieja srodki obrotéw o 60°, 120° i o 180° (Srodki symetrii);

2) nie istnieja osie symetrii;
3) nie istnieja osie poslizgowe.

pom 1) Istnieja srodki obrotéw o 60°, 120° i o 180° (Srodki symetrii);
2) istnieje 6 kierunkéw osi symetrii;
3) istnieje 6 kierunkéw osi poslizgowych.

Mamy wiec 17 rodzajow tapet. Uczniowie na ogét sami znajduja nieco ponad potowe,
a z podpowiedziami czasem troche wiecej. Po oméwieniu wszystkich typow rozszerzamy
temat pracy projektowej ze szlaczkdéw takze na tapety. Zasady sg takie same. Kazda ta-
peta powinna by¢ starannie narysowana i opisana. Nastepnie oczekuje zdje¢ wykonanych
samodzielnie lub $ciggnietych z Internetu. Przy kazdym zdjeciu powinien by¢ rysunek
sfotografowanej tapety z zaznaczonymi osiami symetrii (lub poslizgowymi) i sSrodkami ob-
rotu. Najlepiej, jesli sa one narysowane réznymi kolorami. Rysunki te w I klasie uczniowie
najczesciej robig recznie. W II klasie, gdy na lekcjach informatyki naucza sie korzystania
z programéw graficznych, w tym z bardzo waznego programu do konstrukeji geometrycz-
nych, beda mogli wykona¢ odpowiednie rysunki za pomoca komputera. Mozna tez wziaé¢
zdjecie, przerobié je na zdjecie z odcieniami szarosci zamiast koloréw, na tak spreparowa-
nym zdjeciu narysowaé kolorami osie i $rodki obrotéw i wreszcie wskanowaé je. Wreszcie
powinna tez znalezé sie strona wyjasniajaca stosowane oznaczenia (np. uzyte kolory).
Obowiazkiem uczniéow korzystajacych z Internetu jest w kazdym przypadku zaznaczenie,
z jakich stron zostaly wzigte wykorzystane ilustracje. Taka praca, majaca kilkadziesigt
stron, bardzo ladnie si¢ prezentuje — zwlaszcza, jesli zostala w calosci wykonana za
pomoca komputera.

Celem tego projektu, oprocz nauczenia symetrii i dobrego wprowadzenia do pojecia prze-
ksztalcenia geometrycznego, jest nauczenie starannego obserwowania otaczajacej nas rze-
czywistosci. Uczniowie sami si¢ dziwia, jak wielu rzeczy przedtem wokot siebie nie dostrze-
gali. Patrzyli, nie dostrzegajac. Chodzi mi o to, by nauczy¢ moich uczniéw zauwazania
matematyki wszedzie tam, gdzie ona sie pojawia. Nastepnie wazne jest staranne anali-
zowanie tapety — tak, by mozliwe bylo bezbledne rozpoznanie jej typu. Daje uczniom
zestawienie wszystkich tapet oraz klucz do rozpoznawania typu tapety. Chodzi mi o to, by
kierujac sie dostarczonymi wzorami i kluczem, umieli prawidlowo zakwalifikowaé tapete
do danego typu.

Nie bez znaczenia jest to, ze wskazuje uczniom zwiazek matematyki ze sztuka. Symetrie
zawsze odgrywaly wazna role w sztuce, zwlaszcza w architekturze. Szlaczki i tapety takze
byty wielokrotnie wykorzystywane. Ich obecno$é w sztuce nie jest przypadkowa. Twércy
byli wielokrotnie zafascynowani prawidlowo$ciami matematycznymi i celowo wlaczali te
prawidlowosci, zwtaszcza geometryczne, w swoja tworczosé artystyczna.

Wreszcie przychodzi czas na sprawdzian. Mam przygotowany drugi zestaw tapet, z kto-
rego — po wlaczeniu dodatkowych trzech tapet, by otrzymaé w pelni wypelniona 20
wzorami kartke — robie zestaw klaséwkowy. Uczniowie maja prawo korzystaé z kartki
z 17 przykladami i z klucza. Ich zadaniem jest poprawne zidentyfikowanie 20 tapet. Oka-
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zuje sie, ze najlepsi uczniowie w klasie robia te klaséwke bezblednie, natomiast wszyscy
potrafia poprawnie zidentyfikowaé¢ ponad polowe tapet.

Na nastepnych pieciu stronach zamieszczam:

zestaw 17 tapet, ktore byly oméwione w tekscie (rys. 14.63);

klucz do rozpoznawania rodzaju tapety (rys. 14.64);

drugi zestaw 17 tapet, z ktérego tworze zestaw klaséwkowy (rys. 14.65);

zestaw klaséwkowy zawierajacy, oprocz 17 tapet zestawu drugiego, trzy dodatkowe

tapety typéw pm, p2 i pdm umieszczone w najnizszym wierszu (rys. 14.66);

e trzeci zestaw 17 tapet; kazda z tych tapet powstaje przez podzial calej pltaszczyzny
na jednakowe kawalki (czasem odbite symetrycznie) (rys. 14.67);

e kartke z siecia tréjkatna do rysowania tapet ostatnich pieciu typéw (rys. 14.68).

Na zakonczenie opisu tego projektu podaje kilka wskazowek, gdzie mozna szukaé¢ infor-
macji o szlaczkach i tapetach. W Internecie mozna szukaé hasel typu: wallpaper patterns,
wallpaper groups, crystallographic groups, frieze patterns. Istnieje wiele interesujacych
stron, na ktérych mozna znalezé wiele rysunkéw tapet. Istnieja takze programy do two-
rzenia wlasnych tapet na podstawie jednego wzoru, ktory ma sie powtarza¢ zgodnie
z wybranym typem tapety. Warto réowniez przyjrzeé sie ornamentom w architekturze,
zwlaszcza w sztuce islamu. Szczegdlnie piekne sg Sciany wykltadane kafelkami w patacach
Alhambra w Granadzie i Alkazar w Sewilli. Polecam réwniez grafiki holenderskiego ar-
tysty M. C. Eschera. Wiele albuméw z jego grafikami jest dostepnych na rynku. Grafiki
Eschera mozna znalezé na specjalnej stornie internetowej poswieconej jego twoérczosci
([Escher]). Szczegdlnie warto przejrzeé album o tych grafikach napisany, z punktu wi-
dzenia matematyki, przez D. Schattschneider. Polecam tez jej artykul na temat tapet
w American Mathematical Monthly (zob. [Schattschneider-1] i [Schattschneider-2]).
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Klucz do rozpoznawania typu tapety

nie
nie e
e tak

tak nie

RO
tak
nie

Brak e
nie tak

9 nie
tak

nie
180 ak e
o 90° tak

o —2

120° tak 6 nie
tak
nie

60°\ (2)
tak e nie
tak
nie
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Rys. 14.64

Pytania:

Jaki jest najmniejszy obrot?

Czy istnieje 0§ symetrii?

Czy istnieja nieréwnolegle osie symetrii?

Czy istnieje wlasciwa o$ poslizgowa?

Czy érodki obrotu leza tylko na osiach symetrii?

Czy istnieja osie symetrii przecinajace sie pod katem 45°7
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Czesé I — okna gotyckie

Drugi projekt, ktéry chce tu opisaé, jest tez zwiazany ze sztuka. Tym razem bedziemy
analizowa¢ geometri¢ okien gotyckich. Poniewaz tej tematyce poswiecilem osobng publi-
kacje [Guzicki-2] oraz cykl artykuléw w czasopismie Delta [Guzicki-A], wiec tutaj zagad-
nienia matematyczne z tym tematem zwiazane potraktuje bardzo skrétowo, koncentrujac
sie na dydaktycznej stronie zagadnienia.

Projekt, ktéry uczniowie wykonuja, polega na przedstawieniu analizy wybranego okna go-
tyckiego. Praca nad projektem rozpoczyna sie od wyktadu, na ktérym pokazuje uczniom
zdjecia okien gotyckich i wyjasniam podstawowe zasady tworzenia takich okien. Nastep-
nie daje uczniom kilka zadan przygotowawczych do rozwiazania, a nastepnie z cala grupa
uczniéw omawiam te rozwiazania. Wtedy dziele uczniéw na zespoly (najczesciej od 2 do
4 oséb). Kazdy zesp6l otrzymuje zdjecie okna. Uczniowie, pracujacy razem, maja nary-
sowad takie okno za pomocg odpowiedniego programu komputerowego, opisaé¢ wykonana
konstrukeje i (na ogdl) wykonaé obliczenia wielkoéci pewnych elementéw okna.

Dwukrotnie organizowaliSmy takie prace projektowe w czasie wymiany zagranicznej, raz
ze szkola w Coimbrze w Portugalii, drugi raz ze szkola w Kolonii w Niemczech. W takim
przypadku po wyktadzie i zadaniach wstepnych zwiedzaliémy kosciél gotycki, ktéremu
poswiecony byl projekt (kosciét klasztoru Batalha w Portugalii i katedra w Kolonii).
Uczniowie wyszukiwali ,swoje” okna, fotografowali je i nastepnego dnia przystepowali
do pracy.

Ostatecznym efektem pracy sa plakaty lub ksiazeczka, w ktorej zawarte jest taczne opra-
cowanie zespolu okien. Na plakacie powinno znajdowac sie zdjecie okna i czesto odreczny
rysunek tego okna. Zdjecie okna zostaje nastepnie wydrukowane jako czarno-biale, z réz-
nymi odcieniami szaros$ci. Na takim zdjeciu uczniowie zaznaczaja kolorowa linia te ele-
menty okna, ktore beda podlegaly analizie. Z reguly bowiem okno jest na tyle skom-
plikowane, ze tylko najwazniejsze elementy konstrukcji beda rysowane przez uczniow.
Nastepnie seria rysunkéw (wraz z niewielkimi opisami, poniewaz na plakacie takie opisy
sa malo czytelne) pokazuje sposob konstruowania okna. Czasami uczniowie umieszczaja
réwniez na plakacie wyniki obliczen, bo same obliczenia sa zbyt dtugie, by je przytoczy¢.

Kilkakrotnie wymagatem od uczniéw, by ostatecznym efektem pracy bylo opracowanie
zestawiajace efekty pracy calej klasy (czy grupy uczniéw). Kazdy zespél w swojej czesci
umieszczal oczywiscie na poczatku zdjecie swojego okna i ostateczny rysunek kompute-
rowy. To pokazywalo dokladnie, jakie elementy okna sa analizowane i na ile taka analiza
jest doktadna, na ile rysunek komputerowy odpowiada rzeczywistosci. Nastepnie ucznio-
wie pokazywali na kolejnych stronach poszczegoélne kroki konstrukeji, opisujac je tym
razem dokladnie. Po zakoficzeniu konstrukcji (lub przed nia, jesli jest to konieczne do
konstrukeji) przedstawiali obliczenia wielkosci réznych elementéw okna. Prace wszystkich
zespoléw byly nastepnie zbierane razem i drukowane jako jedna catosé. Taka ksiazeczka
z analiza kilkunastu maswerkéw zamku w Malborku, wykonana przez grupe kilkunastu
uczniow Gimnazjum Przymierza Rodzin, miata ponad 100 stron druku. Kazdy uczen
bioracy udzial w projekcie otrzymal te ksiazeczke na pamiatke.

Projekt konczy sie publiczng prezentacja. Uczniowie przygotowujacy plakaty omawiaja
je. Uczniowie przygotowujacy ksiazeczke musza takze przygotowac prezentacje kompute-
rowe. Staram sig, by taka prezentacja odbyla si¢ w obecnosci rodzicéw uczniéw. Wtedy
ksiazeczki przygotowane przez ucznidw najpierw wreczamy rodzicom.
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Przygotowanie takiego projektu przez cala klase trwa zazwyczaj kilka tygodni. Moim
zdaniem, najlepszym czasem do tego jest okres po egzaminie gimnazjalnym i przed
zakonczeniem roku szkolnego. Uczniowie umieja wtedy naprawde bardzo duzo i praca
nad projektem jest doskonalym ukoronowaniem trzyletniej nauki. Pare stow nalezy po-
wiedzie¢ o oprogramowaniu komputerowym. Uczniowie korzystaja na ogoél z programu
Word, w ktorym pisza caly tekst, lacznie ze wzorami matematycznymi. Oczywisdcie na
lekcjach informatyki musza by¢ zapoznani nie tylko z obstuga tego programu, ale takze
z tym, jak zapisa¢ w nim wzory. Niestety ten program naprawde nie umozliwia tadnych
wydrukow, zwlaszcza w przypadku tekstu matematycznego. Mialem okazje pracowac
z niewielka grupa uczniéow Gimnazjum im. Staszica, ktérzy na lekcji informatyki byli
nauczeni (przez praktykantke — studentke matematyki) podstaw systemu TEX, systemu
komputerowego zaprojektowanego przez D. Knutha, specjalnie do sktadania tekstéw ma-
tematycznych (ten poradnik jest pisany wlasnie w systemie TEX). Ich praca projektowa
(analiza szesciu okien katedry gotyckiej w Pelplinie) wygladala naprawde profesjonalnie.

Rysunki sa tworzone za pomoca programu do konstrukeji geometrycznych. Na polskim
rynku do$é popularny jest program Cabri, jest on jednak drogi. Istnieja programy bezplatne
o podobnych mozliwosciach. Ja korzystalem z programu C.a.R. (skrét od angielskiego
Compass and Ruler — czyli Cyrkiel i Linijka; nazwa oryginalna Z.u.L. pochodzi od ana-
logicznych stéw niemieckich) $ciagnietego za darmo z Internetu. Istnieje tez polska wersja
jezykowa tego programu. Podstawowe mozliwosci tego programu to: rysowanie punktéw
(umieszczonych w dowolnym miejscu lub zwiazanych z dana linia, a wiec umieszczonych
na danej prostej, na danym odcinku czy na danym okregu), rysowanie prostych i okregéw
(na przyklad rysowanie prostej przechodzacej przez dwa punkty czy dla danych trzech
punktéw A, B i C rysowanie okregu o $rodku w punkcie A i promieniu dlugoéci BC),
rysowanie prostych rownolegtych i prostopadtych, symetralnych odcinkéw i dwusiecznych
katéw, rysowanie tukéw oraz wreszcie znajdowanie punktéw przecigcia narysowanych linii
i usuwanie z rysunku (ale nie z pamieci programu) zbednych fragmentéw narysowanych
linii. Mozliwoéci programu C.a.R. sa zreszta znacznie wigksze. Zrobione rysunki moga
by¢ zapamietane w wielu formatach tak, ze odpowiedni z nich moze by¢ tatwo wklejony
do tekstu napisanego w Wordzie. Uczniowie ucza si¢ wezesniej na lekcji informatyki, jak
korzystaé z tego programu; jak mozna si¢ spodziewaé, po kilku lekcjach sami wynajduja
takie mozliwosci programu, o ktérych nam nauczycielom nawet si¢ nie $nito. ..

Uczniowie, ktérzy ucza sie systemu TEX, moga takze nauczy¢ sie rysowania za pomoca
programu MetaPost; tego programu uzywalem do robienia rysunkéw w tym poradniku.

Przejde teraz do geometrii. Najpierw przedstawie te wiadomosci o oknach gotyckich,
ktére podaje uczniom na wyktadzie wstepnym, potem pokaze zadania przygotowawcze
i omoOwie ich rozwiazania, a nastepnie pokaze przykladowsa konstrukcje okna wraz z opi-
sem. W rozwiazaniach zadan przygotowawczych beda zaréwno przeprowadzone obliczenia
wielkos$ci wystepujacych w rozwazanych oknach, jak i oméwione metody konstrukeji.

Okno gotyckie bylo zazwyczaj wypelnione delikatna konstrukcja kamienna (nazywana
maswerkiem), stanowiaca najczesdciej ramy dla wypelniajacego okno witraza. Z czasem
sam maswerk stal sie osobnym dzietem sztuki, dzietem o bardzo matematycznej struk-
turze. Przyjrzyjmy si¢ przykladowemu oknu gotyckiemu (rys. 14.69). Jest to opisane do-
kladnie w Delcie jedno z okien paryskiej katedry Notre Dame. Oto ono (samego zdjecia tu
nie zamieszczam, wiele zdjeé okien gotyckich mozna znalezé na stronie SEM zawierajacej
ilustracje do mojej ksiazeczki [Guzicki-2|):
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Rys. 14.69

Jest to okno ostrolukowe (rys. 14.70); ostrotuk jest jednym z elementéw charakteryzuja-
cych styl gotycki. Jak ostrotuk jest zbudowany7 Ot67 ostrotuk sklada sie z jednakowych
tukéw dwéeh takich samych okregéw (rys. 14.71).

Rys. 14.70 .

Rys. 14.71

Lewa strona ostrotuku, tuk AC, jest lukiem okregu o érodku w punkcie B. Podobnie
prawa strona, tuk BC, jest tukiem okregu o $rodku w punkcie A. Odcinki AD i BE
stanowia cze$¢ obramowania dolnej prostokatnej czesci okna. Jak z tego wynika, trdjkat
ABC jest réwnoboczny (rys. 14.72). Taki ostrotuk nazywamy klasycznym. Konstrukcja
takiego ostrotuku jest oczywista — jest to po prostu konstrukcja tréjkata réwnobocznego.
Ostroluki moga tez byé wyzsze, ostrzejsze (rys. 14.73).

|
Rys. 14.72 | |

Rys. 14.73

Lewa strona ostrotuku, tuk AC, jest tukiem okregu o $rodku w punkcie P. Prawa strona,
tuk BC, jest tukiem okregu o srodku w punkcie O. Zauwazmy, ze Srodki O i P leza na
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prostej AB, nazywanej podstawa ostrotuku, na zewnatrz odcinka AB. Mozna zauwazy¢,
ze punkt O lezy takze na symetralnej odcinka BC, a punkt P lezy na symetralnej odcinka
AC'. Ta obserwacja pokazuje sposob konstrukeji takiego ostrotluku za pomoca cyrkla i li-
nijki (lub za pomoca odpowiedniego programu komputerowego). Wybieramy najpierw
tréjkat ABC, a wigc rozmiary ostrotuku: jego podstawe AB i wysokos$¢. Nastepnie znaj-
dujemy $érodki okregdéw O i P jako punkty przeciecia prostej AB z symetralnymi bokdéw
BC' i AC tréjkata ABC' i wreszcie rysujemy odpowiednie tuki.

Wybér rodzaju tréjkata ABC (réwnoboczny lub nie) nalezal do artysty. Na rysunku
14.73 trojkat ABC zostal wybrany tak, by jego wysoko$¢ byla rowna podstawie. Jest to
dosé czesty wybér. Takie sg na przyklad niektore maswerki kruzganka Wysokiego Zamku
w Malborku (zob. rys. 14.105 i dalsze).

Konstrukcje takiego ostroluku mozna tez zaczaé inaczej, wybierajac najpierw oba $rodki
O i P okregéw na zewnatrz podstawy AB. Zobaczymy dalej ostrotuk wysoki, w ktérym
OA = AB = BP.

Ostrotuk moze tez by¢ nizszy i szerszy (rys. 14.74).

C

Rys. 14.74

Znéw lewa strona ostrotuku, tuk AC, jest tukiem okregu o srodku w punkcie P, a prawa
strona, tuk BC), jest tukiem okregu o $rodku w punkcie O. Zauwazmy, ze $rodki O i P na-
dal leza na prostej AB, podstawie ostrotuku, ale tym razem znajduja si¢ wewnatrz od-
cinka AB. Tak jak poprzednio, lezg one na symetralnych ramion tréjkata rownoramien-
nego ABC.

Konstrukcje ostrotuku szerokiego mozemy zaczaé¢ od narysowania trojkata ABC lub od
wyboru punktéw O i P na podstawie AB. Na powyzszym rysunku punkty O i P zostaly
wybrane tak, by AO = PB = % - AB.

W ten ostrotuk wpisywano nastepnie mniejsze ostrotuki. Najczedciej byly one oparte na
tej samej podstawie. Niekiedy zdarzalo sie, ze (zwlaszcza, gdy bylo ich wiecej) niektore
byly oparte na podstawie potozonej nieco nizej. Na rysunkach 14.75 i 14.76 widzimy dwa
przyktady wpisania mniejszych ostrolukdéw w wigkszy. Ostroluki na rysunku 14.75 sa
doktadnie dwa razy mniejsze od duzego ostroluku. Ostrotuki wysokie na rysunku 14.76
powstaly dokladnie tak jak to opisalem poprzednio: punkty O i P sa $rodkami okregow,
ktérych fragmentami sa tuki znajdujace si¢ wewnatrz ostrotuku. Ponadto

OA=AD = DB = BP.
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Rys. 14.75 Rys. 14.76
Przestrzen wewnatrz ostroluku, nad mniejszymi ostrotukami, wypelniano najczesciej

okregami. Popatrzmy na dwa przyklady takich maswerkéw, powstalych przez wpisanie
okregéw w powyzszych dwdch ostrotukach (rys. 14.77 1 14.78).

aaliA

Rys. 14.77 Rys. 14.78

Wreszcie w okregi wpisywano wieloliscie. Oto dwa przyklady tréjlisci (rys. 14.79 1 14.80),
dwa przyklady czterolisci (rys. 14.81 i 14.82) i przyklad szesciolicia (rys. 14.83).

Colcu)ete
4
<> NG (>

Rys. 14.79 Rys. 14.80 Rys. 14.81 Rys. 14.83

Zauwazmy (na przykladzie tréjlisci i czterolisci), ze sa dwa podstawowe sposoby two-
rzenia takich wielolisci. Pierwszy sposéb polega na wpisaniu w okrag serii mniejszych
okregdéw stycznych do niego wewnetrznie i kolejno stycznych do siebie zewnetrznie. Drugi
sposéb polega na wpisaniu serii okregdéw stycznych wewnetrznie do duzego okregu i prze-
chodzacych przez srodek tego okregu.

Tyle podstawowych zasad geometrii maswerkdéw gotyckich. Wiele dodatkowych informa-
cji uczniowie otrzymaja w trakcie pracy nad projektami. Teraz trzeba powiedzie¢ kilka
stow, co uczniowie powinni wiedzie¢ z geometrii, by méc rozpoczaé prace — na razie
nad zadaniami przygotowawczymi. Ot6z wielokrotnie bedzie stosowane twierdzenie Pita-
gorasa. Ponadto trzeba przypomnieé¢ uczniom wtasnosci okregéow stycznych. Mianowicie,
jesli dwa okregi sa styczne (zewnetrznie lub wewnetrznie), to ich érodki i punkt stycz-
nosci sa wspétliniowe. Oto przypadek okregdéw stycznych zewnetrznie (rys. 14.84) oraz
przypadek okregéw stycznych wewnetrznie (rys. 14.85).
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Rys. 14.84 Rys. 14.85

W obu przypadkach srodki O i P oraz punkt stycznosci S sa wspoétliniowe.

Po tym wstepie przechodzimy do zadan przygotowawczych. Te zadania maja uczniom po-
kazaé, w jaki sposéb mozemy oblicza¢ rézne dlugosci oraz w jaki sposéb mozemy pewne
figury geometryczne skonstruowaé (za pomoca cyrkla i linijki lub za pomoca programu
komputerowego). Nalezy przy tym pamietaé, ze przeprowadzone obliczenie moze podpo-
wiedzie¢ sposob konstrukceji, ktorego przedtem nie widzieliémy. Konstruujemy oddzielnie
odcinki potrzebnych dlugosci i potem z tych odcinkéw budujemy zadana figure geo-
metryczna. Taki sposéb konstruowania jest nazywany algebraicznym. Zobaczymy takze
sposoby konstrukeji wykorzystujace wylacznie geometryczne wlasnosci rysowanych fi-
gur. Zwroce rowniez uwage na konstrukcje metodami przyblizonymi czy metodami préb
i btedow, szczegdlnie tatwo wykonywanymi za pomoca komputera. Mianowicie konstruk-
cje dokladne wymagaja czasem metod, ktére dla gimnazjalisty sa na ogdl za trudne.
Na przyktad, wiele zadan wymaga skonstruowania okregu stycznego do trzech danych
okregéw lub do dwéch okregéw i prostej. W ogdlnosci jest to tzw. zadanie Apoloniusza.
Wprawdzie to zadanie byto prawdopodobnie rozwiazane w starozytnoéci przez Pappusa,
ale jego rozwigzanie nie dochowalo sie¢ do naszych czaséw. Pierwsze rozwiazania nowo-
zytne pochodza z konca XVI wieku, prawdopodobnie nie byty wiec znane budowniczym
$redniowiecznych katedr. Albo wiec uzywali metod algebraicznych, co jest raczej wat-
pliwe, albo stosowali metody przyblizone, w tym metode préb i btedow. Ewentualne
niedoktadnosci ukrywali dzigki grubosci tukéw kamiennych. To, ze musieli oni stosowaé
metody przyblizone, jest pewne — zdarzaja si¢ maswerki, ktorych dokladne skonstruowa-
nie za pomoca cyrkla i linijki nie jest mozliwe, na przyktad maswerki, w ktorych zdarzaja
sie siedmioliscie czy dziewieciolicie. Wiecej takich przykladéw mozna znalezé w mojej
pracy [Guzicki-2]. Konstrukcje metoda préb i bledéw sa szczegdlnie tatwe do wykonania
za pomocg programu komputerowego C.a.R. W tym programie mozna najecha¢ myszka
na jeden z punktéw poczatkowych konstrukeji, ,ztapaé” go naciskajac prawy klawisz
myszki i przeciagna¢ w inne miejsce. Cala konstrukcja zmienia si¢ wraz z polozeniem
tego punktu. Mozna zatem zlapaé¢ srodek okregu i tak go przemieszczaé, by wreszcie byl
on styczny do danych okregdw.

Oto pierwsze zadanie:

Zadanie 1. Dany jest kwadrat ABCD. Luki BC i AC sa lukami okregdéw o $rodkach
odpowiednio A i B i promieniach réwnych bokowi AB kwadratu. Te tuki dziela kwadrat
na cztery czesci (rys. 14.86). Narysuj okregi wpisane w te czesci.
Sformulujmy to zadanie dokladniej.
e Niech O bedzie érodkiem okregu stycznego do prostej AB i stycznego wewnetrznie
do obu okregéw o érodkach A i B.
e Niech P bedzie $rodkiem okregu stycznego do prostej AD, stycznego wewnetrznie
do okregu o érodku A i stycznego zewnetrznie do okregu o $rodku B.
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e Niech @ bedzie srodkiem okregu stycznego do prostej C'Di stycznego zewnetrznie do
obu okregéw o érodkach A i B.

Dana jest dtugosé b boku kwadratu ABCD. Oblicz promienie okregéw o srodkach O,
P i@Q. Oblicz, w jakich odleglosciach od bokéw kwadratu lezg te srodki O, P i Q. W jaki
spos6b mozna skonstruowaé te okregi za pomocsa cyrkla i linijki?

D C

A B Rys. 14.86

Rozwigzanie. Najpierw obliczamy promien okregu o srodku O oraz odlegloéci punktu O
od bokéw kwadratu. Niech S bedzie punktem stycznosci okregu o srodku O i okregu
o érodku A. Punkty A, O i.S sa wspotliniowe. Niech M bedzie punktem stycznosci okregu
o érodku O z prosta AB (rys. 14.87). Ze wzgledu na symetrig calej figury, punkt M jest
srodkiem odcinka AB. Niech r bedzie promieniem okregu o érodku O, tzn. pierwszym
promieniem, ktéry mamy obliczy¢.

Teraz .
AM:§, OM=r, AO=b-r

i z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AMO otrzymujemy:

AM? + OM? = AO?,

(g)Q +7r*=(b-r)

Upraszczajac otrzymane rownanie, dostajemy kolejno:

czyli

— 472 =b% = 2br + 12,

Z = b2 — Qb'l"7

3b?

2br = —

br =

8brr = 3b2,
3b

r=—

8
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Ostatecznie AM = % oraz OM =r = %b. Oczywiscie odlegto$¢ punktu O od bokéw AD
i BC jest réwna g, a odlegtos¢ od boku CD jest réwna %b.

Skonstruowanie okregu o srodku O jest réwnowazne ze skonstruowaniem srodka O. Pro-
mien okregu jest bowiem réwny odcinkowi OM, gdzie punkt M jest érodkiem boku
AB. Jedna metoda konstruowania punktu O polega na skonstruowaniu odcinka dtugosci
r= %b. Podzial odcinka b na 8 réwnych czedci jest bardzo latwy. Wystarczy teraz wziaé

3 takie czesci.

D C D N C
Q) /, Q)
L] ° II
P P 7
S s
O /, (@)
A M B A M B
Rys. 14.87 Rys. 14.88

Zobaczmy inna konstrukcje. Niech N bedzie srodkiem boku CD i narysujmy odcinek
MN (rys. 14.88). Jak wyzej, oznaczmy litera r promien szukanego okregu. Wiemy juz,
ze AO = b — r. Poniewaz OM = r oraz MN = b, wicc ON = b — r. Punkt O jest
wiec jednakowo oddalony od punktéw A i N, lezy wiec na symetralnej odcinka AN.
Te symetralng tatwo skonstruowaé — jej przeciecie z odcinkiem M N jest szukanym
punktem O. Zauwazmy, ze to rozumowanie tak naprawde pokazuje, ze punkt O jest
grodkiem okregu opisanego na trojkacie ABN. Konstrukcja okregu opisanego na danym
trojkacie (w szezegdlnosei srodka tego okregu) jest jedna z konstrukeji, ktére gimnazjalista
powinien znad.

Przejdzmy teraz do drugiej czesci zadania.

Niech S bedzie punktem stycznoéci okregu o srodku P i okregu o érodku A. Punkty
A, P1iS sg wspolliniowe. Niech T bedzie punktem stycznosci okregu o srodku P i okregu
o srodku B. Punkty B, T i P sa wspotliniowe. Niech punkt N bedzie rzutem prostokat-
nym punktu P na prosta AB (rys. 14.89). Niech wreszcie r bedzie promieniem, ktérego
szukamy, tzn. promieniem okregu o srodku P.

Teraz:
AN =r, AP=b—r, BN=b—r, BP=b+r

i z twierdzenia Pitagorasa (dla tréjkatéw ANP i BN P) otrzymujemy
AP? — AN? = BP? — BN?,

czyli
(b= =12 =(b+7r)?—-(b-1r)%
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Upraszczajac otrzymane réwnanie, otrzymujemy kolejno:

b2 —2br + 1% — 1% = b2 + 2br + 1% — b% + 2br — 12,

b% — 2br = 4br,
6br = b2,
b
r = 6

Zatem AN = %. Wreszcie

NP =b+r2—(b—1) = 4br:1/46i2:2_b:M:@.

D c D N c
s . 9
P S
Ld
T P
. o
o
A N B A M B
Rys. 14.89 Rys. 14.90
Skonstruowanie punktu P nie jest trudne. Wiemy, ze r = %. Zatem AP = %b oraz
BP = %b. Punkt P jest punktem przecigcia dwdch okregéow: jednego o $rodku w punk-
cie A i promieniu %b oraz drugiego o sSrodku w punkcie B i promieniu %. Skonstruowanie

odcinkéw o diugosci %b i %b jest latwe. Musimy umie¢ podzieli¢ dany odcinek na 6 réw-

nych czedci. Zauwazmy, ze do tej konstrukcji nie jest potrzebne twierdzenie Talesa w calej
ogolnodci, wystarczy wersja dla odcinkéw rownych, ktéra omawiatem w rozdziale o geo-
metrii tréjkata. Jesli to zadanie rozwiazujemy w II klasie, to po prostu mozna te wersje
twierdzenia Talesa poda¢ uczniom bez dowodu. Jest to bardzo prosty przypadek tzw.
konstrukcji algebraicznej — konstrukcja geometryczna zostala poprzedzona algebraicz-
nym obliczeniem dlugoéci odcinkéw potrzebnych do tej konstrukcji.

Zadanie mozemy nieco przeformutowaé¢ — tak, by twierdzenie Talesa nie bylo potrzebne.
Przyjmijmy, ze dany jest odcinak a oraz bok b kwadratu réwny b = 6a. Teraz wszystkie
odcinki tatwo konstruujemy z odcinka a:

r=a, AP =05a, BP="Ta.

Pamietajmy, ze naszym celem jest sporzadzenie rysunku. Mozemy zatem tak dobraé
dane, by sporzadzenie rysunku bylo jak najtatwiejsze — za pomoca $rodkéw dostepnych
w danym momencie.
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Istnieje takze konstrukcja bezposrednia, motywowana wylacznie argumentami geome-
trycznymi. Jednak jest to szczegdlny przypadek zadania Apoloniusza: tym razem mamy
skonstruowaé okrag styczny do dwéch danych okregéw i do jednej prostej. To zadanie
wykracza — moim zdaniem — poza to, czego nalezy uczy¢ w gimnazjum, nawet w progra-
mie rozszerzonym. Oczywiscie, jesli to zadanie rozwiazuje uczen bardzo zdolny, to mozna
mu poleci¢ odpowiednia lekture i zasugerowaé, by nauczyl sie konstrukeji Apoloniusza.
Moze to tez by¢ interesujacym tematem zajeé¢ na kotku.

Przechodzimy do trzeciej czeéci zadania. Niech S bedzie punktem stycznosci okregu
o $rodku @ i okregu o érodku A. Punkty A, S i @Q sa wspéiliniowe. Niech M bedzie
rzutem prostokatnym punktu @ na bok AB. Ze wzgledu na symetrie catego rysunku,
punkt M jest srodkiem boku AB. Niech nastepnie punkt N bedzie érodkiem boku CD
(rys. 14.90). Wreszcie niech r bedzie szukanym promieniem, czyli promieniem okregu
o $rodku Q. Teraz:

b
AM = 2 QM =b—r, AQ=b+r
i z twierdzenie Pitagorasa dla trojkata AMQ otrzymujemy
AM? + QM? = AQ?,

czyli

(g)Q +(b—7r)2=(b+7)%

Znéw upraszczamy to réwnanie, otrzymujac kolejno:

b2
Z+b2—2br+r2:b2+2br+r2,
b2
Z:4b7’7
b
16

; _b _ _ 15b
Ostatecznie AM = 3 oraz QM =b—r = 3.

Konstrukcja algebraiczna punktu @ jest oczywista. Najpierw dzielimy bok kwadratu na
16 réwnych czesci — do tego nie jest potrzebne twierdzenie Talesa, wystarczy umiejetnosécé
znajdowania $rodka odcinka. Punkt @ lezy na odcinku M N w odleglosci 1—’76 od punktu V.
Odcinek NQ@ jest oczywiscie promieniem szukanego okregu.

Ale tym razem takze istnieje prosta konstrukcja bezposrednia punktu Q. Mamy wowczas:
AQ = b+ r oraz NQ = r. Niech T bedzie takim punktem prostej M N, ze NT = b.
Woéwcezas TQQ = b+ r i tak samo jak w czedci pierwszej naszego zadania zauwazamy,
ze punkt @ lezy w odlegloéci b + r od punktéw A, B i T, a wiec jest $rodkiem okregu
opisanego na trdjkacie ABT. Aby ten srodek skonstruowaé, wystarczy znalezé punkt
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przeciecia prostej M N z symetralna odcinka AT (rys. 14.91).

1
B Rys. 14.91

W trzech nastepnych zadaniach przygotowawczych analizujemy czesto wystepujace okna
gotyckie. Zaczynamy od klasycznego okna z dwoma wpisanymi ostrotukami klasycznymi.

Zadanie 2. Dany jest ostrotuk klasyczny ABC, ktérego podstawa AB ma diugosé b.

Punkt D jest srodkiem podstawy AB. W ten ostrotuk wpisano dwa ostrotuki klasyczne
dwa razy mniejsze o podstawach AD i DB oraz okrag styczny do czterech tukéw tak
jak na rysunku 14. 92. Oblicz promien r okregu o érodku O oraz dtugo$é odcinka OD.

Zapisz szczegdtowo konstrukeje punktu O.
c c
)
7 ‘
B A D
Rys. 14.93

A D
Rys. 14.92
Rozwigzanie. Niech S'i T beda punktami stycznosci okregu o sSrodku O z hukami tworza-
cymi ostrotuki tak, jak na rysunku 14.93. Punkty A, S, O i T sa wspotliniowe. Poniewaz
wiec ST = %. Stad wynika, ze promien okregu o $rodku O jest

27

AT = b oraz AS = ¢
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rowny r = %. Dhugosé odcinka OD obliczamy z twierdzenia Pitagorasa:

30\%  /b\? 0 b 52
2 _ 2 2 _ _(Z2y 2= 7 _ 2
OD? = AO*> — AD (—4) (2> 1= 16

Stad OD = &5,
Konstrukcja punktu O jest bardzo prosta (rys. 14.94). Rysujemy odcinek C'D. Nastepnie

znajdujemy $rodek M odcinka DB i rysujemy luk okregu o $érodku A i promieniu AD
az do przeciecia z odcinkiem C'D. Punkt przeciecia jest szukanym punktem O:

c

Rys. 14.94

Zadanie 3. Dany jest ostrotuk klasyczny ABC' oparty na podstawie AB dlugoéci b.
Punkt D jest srodkiem odcinka AB. Rysujemy dwa pétokregi o érednicach AD i BD.
Wreszcie rysujemy okrag o srodku O, styczny wewnetrznie do tukéw AC' i BC ostrotuku
i styczny zewnetrznie do obu pétokregdw (rys. 14.95). Oblicz promien r okregu o srodku O
oraz dlugos$¢ odcinka OD. W jaki spos6b mozna skonstruowaé punkt O?

C

7

A D B
Rys. 14.95 Rys. 14.96

Rozwiagzanie. Niech S bedzie punktem stycznosci okregu o srodku O z tukiem BC.
Punkty A, O i S sg wspdtliniowe. Niech T bedzie punktem stycznosci okregu o §rodku O
z pblokregiem o $rednicy AD. Niech punkt M bedzie $rodkiem odcinka AD (rys. 14.96).
Punkty M, T i O sa wspoétliniowe. Mamy wdwczas:

b b b
ADfi, AOfb—T', Msz, MO—Z""]"

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow ADO i M DO otrzymujemy
AO? — AD? = MO? — MD?,

oo (o) -0

czyli
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Przeksztatcamy to réwnanie w sposéb rownowazny:
¥ v br , b2

2_2 2_ 7 e o _
b br +r 1 16 2—|— 6
3h? br
= o= —

4 T
Sor_ 30?

2 47
3b
r=—.

10

Tak wiec okrag o srodku O ma promien réowny r = 0,3 b.
Nastepnie AO = 0,7b oraz AD = 0,5b i z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

6 bv/6
DO = \/AO? — AD? = \/(0,70)% — (0,5b)% = 1/0,24 b2 = ,/% b= Tf
Najprostsza konstrukcja punktu O wykorzystuje obliczona dtugosé promienia r (a wiec jest
to konstrukeja algebraiczna). Mamy wéwcezas AO = 0,7 bibez trudu konstruujemy odcinek
tej dlugosci. Rysujemy odcinek C'D. Nastepnie zataczamy tuk okregu o érodku A i pro-
mieniu 0,7 b do przeciecia z odcinkiem C'D. Punkt przecigcia jest szukanym punktem O.

Inna konstrukcja algebraiczna polega na skonstruowaniu (za pomoca twierdzenia Pita-

bV6 -
5

gorasa) odcinka o dlugosci i odlozeniu go na pétprostej DC.

Wreszcie konstrukcja Apoloniusza pozwala skonstruowaé okrag styczny zewnetrznie do
dwéch poélokregéow i wewnetrznie do okregu o srodku A. Poniewaz oba poélokregi maja
jednakowe promienie, wiec to zadanie Apoloniusza tatwo sprowadza sie do zadania pole-
gajacego na skonstruowaniu okregu przechodzacego przez dwa dane punkty i stycznego
wewnetrznie do danego okregu. Jednak nawet ten przypadek zadania Apoloniusza jest
zbyt trudny dla gimnazjalisty.

Zadanie 4. Dany jest klasyczny ostrotuk gotycki ABC, ktérego podstawa AB ma dhu-
go$¢ b. Punkt D jest $rodkiem odcinka AB. Punkty F i F leza na prostej AB (punkt E
na lewo od A, punkt F na prawo od B) tak, ze

FA=AD = DB = BF.

Rysujemy tuki DG i DH tworzac dwa ostrotuki wysokie ADG i DBH. Te dwa tuki sa
tukami okregéw o $rodkach odpowiednio w punktach E i F' i promieniach réwnych AB.
Nastepnie rysujemy okrag o srodku w punkcie O, styczny wewnetrznie do tukéw AC
i BC i styczny zewnetrznie do tukéw DG i1 DH (rys. 14.97). Oblicz promien r okregu
o srodku O. Oblicz dlugosé odcinka OD. Wyjasnij, w jaki spos6b mozna skonstruowaé
okrag o $rodku O.

C

PaaN

¢ (0) u

Rys. 14.97
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Rozwiazanie. Niech S bedzie punktem stycznosci okregu o $rodku O i tuku BC. Punkty
A, O i S sa wspoétliniowe. Niech T' bedzie punktem stycznosci okregu o srodku O i tuku
DG@G. Punkty E, T i O sa wsp6lliniowe (rys. 14.98). Mamy wéwczas:

AD:g, AO=b—r, ED=b, EO=b+r

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow ADO i EDO otrzymujemy
AO? — AD? = EO? — ED?,

czyli
(b—r)?— <12’)2 =(b+7r)*—b%

Rozwiazaniem tego rownania jest r = i”—g. 7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADO
; _ bV/105

otrzymujemy latwo DO = =

Punkt O mozemy skonstruowaé¢ za pomoca konstrukcji algebraicznej. Zauwazmy, ze

AO E bll—‘g’. Punkt O jest punktem przecigcia odcinka C'D z okregiem o §rodku A i promie-

niu 57’. Tak jak w poprzednim zadaniu, mozemy takze skonstruowac odcinek diugosci

@ lub zastosowaé¢ konstrukcje Apoloniusza.

Po tych czterech zadaniach czas na komentarz. Po pierwsze, ostatnie trzy zadania sa
bardzo podobne. Rozwigzujac je, uczniowie nabieraja wprawy oraz przekonuja sie, ze
analiza prostych okien gotyckich zazwyczaj jest podobna i nie jest trudna. Widzielismy,
ze wladciwie nie wymagalta innych wiadomosci z geometrii poza twierdzeniem Pitagorasa
i twierdzeniem o wspdétliniowosci srodkéow okregéw stycznych i punktu stycznosci. Oczy-
wiscie w przypadku okien bardziej skomplikowanych analogiczne obliczenia moga by¢
trudniejsze, moga prowadzi¢ nawet do réwnan czwartego stopnia (zob. np. [Guzicki-2]
czy [Guzicki-Al).

Po drugie, na og6t te obliczenia pokazuja proste konstrukcje algebraiczne. Tak tez bedzie
w wielu pracach projektowych. W zadaniu pierwszym widzieliSmy natomiast, ze czasem
szukany punkt jest Srodkiem okregu opisanego na pewnym tréjkacie. Pokaze teraz prosta
sytuacje, w ktérej konstrukcja bedzie polegata na znalezieniu $rodka okregu wpisanego
w tréjkat. Bedzie to konstrukcja wieloliScia. Jak pamietamy, pierwszy rodzaj wielolisci
polegal na skonstruowaniu serii okregéw kolejno stycznych do siebie zewnetrznie i stycz-
nych wewnetrznie do okregu ograniczajacego wieloli$é. Te konstrukcje rozpoczynamy od
podziatu okregu na kilka rownych czesci. Nie ma przy tym znaczenia, w jaki sposob
taki podzial konstruujemy. W przypadku tréjliscia i szescioliScia mozemy wykorzystaé
znang metode konstruowania szedciokata foremnego wpisanego w okrag. W przypadku
czterolidcia rysujemy dwie prostopadle srednice. Niektorzy uczniowie w swojej pracy pro-
jektowej musza skonstruowaé piecioliScie. Jest to dobra okazja do nauczenia si¢ jednej
z wielu konstrukeji pieciokata foremnego (zob. np. [Szurek]). W przypadku siedmioliscia
lub dziewiecioliscia stosuje si¢ konstrukcje przyblizone (program C.a.R. pozwala na ry-
sowanie katéw o danej mierze). Po znalezieniu punktéw podzialu rysujemy promienie
o konicach w tych punktach. Dziela one kolo na wycinki. Naszym celem jest wpisanie
okregu w kazdy wycinek. To beda te poszukiwane okregi.
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Popatrzmy zatem na konstrukcje okregu wpisanego w wycinek kota. Mamy dane dwa
promienie OA i OB, szukamy okregu o $rodku S wpisanego w wycinek AOB (rys. 14.99).

D C E
A B

A B

1o Rys. 14.99 1o Rys. 14.100

Niech C' bedzie punktem stycznosci obu okregdéw (rys.14.100). Z symetrii wynika, ze
punkt C jest srodkiem tuku AB. Poprowadzmy styczna do obu okregéw w punkcie C.
Niech ta styczna przecina polproste OA i OB odpowiednio w punktach D i E. Wtedy
punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat DFEO. Konstruujemy go przecinajac
dwusieczna kata ODC' z promieniem OC"

Po trzecie, wszystkie zadania prowadzily ostatecznie do réwnania liniowego: wyrazenie
r? w kazdym przypadku redukowalo sie. Nie zawsze tak jest. Czasami otrzymujemy
rownanie kwadratowe. Na ogo6l pokazuje uczniom, jak mozna takie réwnania rozwiazaé
metoda uzupelniania do kwadratu. Tak tez rozwiazemy takie rownanie w nastepujacym
zadaniu.

Zadanie. Mamy dany tréjkat réwnoboczny ABC o boku dlugosci b. Rysujemy trzy tuki
okregéw o $rodkach w wierzchotkach tréjkata i promieniu b. Otrzymujemy ,tréjkat krzy-
woliniowy” ABC, zwany tréjkatem Reuleaux (rys. 14.101). W ten tréjkat Reuleaux
wpisujemy trzy jednakowe okregi parami styczne zewnetrznie (rys. 14.102).

C C

Rys. 14.101 Rys. 14.102

Oblicz promien 7 tych okregéw wpisanych.

Do rozwiazania tego zadania potrzebne nam beda pewne informacje o tréjkacie rowno-

bocznym. Mianowicie musimy wiedzie¢, ze punkt O przeciecia wyso-
kosci (a tym samym dwusiecznych katéw czy srodkowych) AD, BE

“ i CF trojkata réwnobocznego dzieli kazda z tych wysokosci w sto-

sunku 2 : 1 (rys. 14.103).
‘\ AO=2-0D, BO=2-OE, CO=2-OF.
A F B
Rys. 14.103

Dowdd wynika oczywiscie z tego, ze srodkowe w dowolnym tréjkacie
dziela sie w stosunku 2 : 1. Mozna tez udowodni¢ to inaczej. Wiemy,
ze suma odleglosci punktu O od bokéw tréjkata rownobocznego jest réwna wysokosci
tego tréjkata. Poniewaz odcinki OD, OF i OF sa réwne, wigc kazdy z nich jest rowny
jednej trzeciej wysokosci. Stad juz wynika to, czego mieliSmy dowies¢.
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Przechodzimy do rozwigzania zadania. Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rys. 14.104.
Punkt T jest punktem stycznosci okregu o srodku S i tuku BC. Punkt M jest punktem
stycznosci dwéch okregéw wpisanych. Punkty A, B i C sa wierzchotkami tréjkata rowno-
bocznego o boku b, $rodki okregdéw wpisanych sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego
o boku 2r. Punkt O jest érodkiem obu tréjkatéw (przez $rodek tréjkata réwnobocznego
rozumiemy np. punkt przeciecia wysokosci). Mamy zatem:

AS=AT — ST =b—r,

SM =,
qo_ 2. WE_hE_ b
3 2 3 3
3 2 3 V3
AM_b—H“

=

Rys. 14.104

Teraz z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AM S wynika, ze
AM? + SM? = AS?,

czyli
(b+r)?
3

Przeksztalcamy to réwnanie w sposdb réwnowazny:

+72=(b—1)%

(b+7)2 +3r2 =3(b—1)?,
b> + 2br + r* + 3r* = 3b> — 6br + 317,
r? 4 8br = 2b°.

Teraz stosujemy metode uzupelniania do kwadratu. Zauwazamy, ze
(r +4b)? = r? 4 8br + 16b*
i do obu stron réwnania dodajemy 16b2:

2 + 8br + 16b% = 2b% + 16b2,
(r + 4b)* = 18b°.

Poniewaz r + 4b jest liczba dodatnia, wiec

r+4b =18 -b,
czyli
r+4b=3v2-b.

Ostatecznie r = (3\/_ —4)-b.
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Konstrukcja algebraiczna tych okregéw wpisanych jest oczywiscie trudniejsza, ale wielu
zdolnych uczniéw III klasy gimnazjum jest w stanie ja wymy$li¢. Sa tez konstrukcje czysto
geometryczne, ale wymagaja one wiadomo$ci, ktorych uczniowie gimnazjum moga nie
miec.

Ten przyktad pokazuje, ze temat do analizy, czyli wybér okna, musi by¢ starannie przemy-
$lany. Jesli chcemy, by uczniowie nauczyli sie rozwiazywaé¢ réwnania kwadratowe i zoba-
czyli rzeczywista potrzebe ich stosowania, to dajemy im temat wymagajacy tych réwnan.
Jesli chcemy ograniczy¢ sie do prostszych érodkéw, to dajemy temat tatwiejszy. To tez
pokazuje, ze tematy w ramach tego samego projektu mozna w klasie zréznicowaé. Od-
powiedni dobdr uczniow w zespoly tez ma znaczenie. Uczniowie najwiecej ucza sie¢ od
siebie, o czym warto pamietaé przy formowaniu zespotow.

Popatrzmy teraz na przykladowy sposob wykonania pracy projektowej. Naszkicuje go tu-
taj bardzo skrétowo, od uczniéw (zwlaszcza tych lepszych) wyma-
gam nieco wiecej doktadnosci. Popatrzmy na okno gotyckie przed-
stawione na rysunku 14.105. To okno przedstawia podstawowy za-
rys kilku maswerkow z kruzganka Gérnego Zamku w Malborku.
Zostaly pominiete wypelnienia okregu (czteroli$ciem lub piecioli-
$ciem) i wypelnienia dwéch ostrotukéw i pétkola w dolnej czesci
maswerku. W oryginalnych pracach uczniéw te wszystkie wypel-
nienia tez byly uwzglednione. Tutaj mam zamiar wylacznie zary-

Rys. 14.105 sowaé¢ forme pracy projektowej i dlatego ograniczam sie tylko do
podstawowych czesci maswerku.

Praca projektowa zaczynalaby sie od opisu maswerku — tak, by wyjasnié¢ jego konstruk-
cje. Zaczynamy wiec od opisu ostrotuku.

Ten maswerk jest oparty na ostrotuku wysokim, ktérego wysoko$é jest réwna podstawie.
Dlatego konstrukcje zaczynamy od narysowania kwadratu o boku réwnym podstawie ma-
swerku. Podstawe maswerku dzielimy nastepnie na trzy rowne czesci. Na srodkowej z nich
budujemy poétokrag. Nastepnie rysujemy okrag styczny wewnetrznie do obu tukéw ogra-
niczajacych cate okno i zewnegtrznie do narysowanego poétokregu. Wreszcie konstrukcje
konczymy dwoma ostrotukami wysokimi stycznymi do narysowanego okregu.

Konstrukcje calego maswerku opisze teraz doktadnie w o$miu krokach.

Krok 1.
Rysujemy poziomy odcinek AB o diugosci b i dzielimy go na 6 réwnych czesci (rys.
14.106). Punkty podzialu beda wykorzystane w dalszym ciagu.

Uwaga. Uczniowie, ktorzy jeszcze nie uczyli sie dzielenia odcinka na réwne czeci, moga
wybra¢ maly odcinek i odlozyé go na prostej 6 razy. Efekt koncowy bedzie taki sam:
odcinek AB podzielony na 6 réwnych czesci. Istnieje tez konstrukcja podzialu odcinka na
trzy czesci, niekorzystajaca z twierdzenia Talesa. Pokaze ja po opisaniu pracy projektowe;.

A B Rys. 14.106

Krok 2.
Rysujemy kwadrat ABCD o boku réwnym b (rys. 14.107). Punkt E jest srodkiem boku
CD. baczymy go z punktami A i B.
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A B Rys. 14.107

Tréjkat réwnoramienny ABFE jest trojkatem, na ktérym oparty jest nasz ostrotuk.

Uwaga. Podpowiadam uczniom sposéb rysowania, zwigkszajacy czytelno$é¢ konstrukeji.
Linie ostateczne rysujemy grubiej, wszystkie linie pomocnicze cieniej. Innym kolorem (na
przyklad czerwonym) rysujemy wszystkie linie nowe w danym kroku. W nastepnym albo
zostana usunigte jako pomocnicze, albo stang sie czarne.

Krok 3.

Znajdujemy srodki okregéw, ktoérych tukami beda tuki AE i BE tworzace gléwny ostro-
huk naszego maswerku. W tym celu rysujemy symetralng odcinka BE i niech O bedzie
punktem przeciecia tej symetralnej z prosta AB. Podobnie punkt P jest punktem prze-
cigcia symetralnej odcinka AF z prosta AB. Nastepnie rysujemy oba luki (rys. 14.108).

e luk AFE jest tukiem okregu o srodku P i promieniu réwnym d = OB = AP;
e luk BF jest tukiem okregu o srodku O i promieniu d.

W tym samym kroku zaznaczamy punkty F' i G dzielace bok AB na trzy czesci oraz
punkt H bedacy srodkiem odcinka AB. Rysujemy pétokrag o srodku H i promieniu g.
Punkt K jest punktem przecigcia tego pdtokregu z odcinkiem HFE dzielacym kwadrat
ABCD na polowy.

o) A F H G B P Rys. 14.108

Krok 4.

Teraz chcemy narysowaé okrag o srodku S. Przypu$émy, ze ten okrag jest juz narysowany.
Zaznaczmy punkty stycznosci T 1 U (rys. 14.109).

e punkt 7 jest punktem stycznosci okregu o $rodku S i tuku BFE;
e punkt U jest punktem stycznosci okregu o érodku S i tuku AE.
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D E C
U T
s
///’ K \\\\
e A F H G B P> Rys. 14.109

Punkty O S i T sa wspolliniowe. Podobnie punkty P, S i U sa wspotliniowe. Niech R
bedzie promieniem szukanego okregu. Wéwczas OS = OT — ST = d — R i podobnie
PS =d — R. Natomiast K.S = R. Jedli na polprostej K E wybierzemy punkt @ tak, by
K@ = d, to bedziemy mieli QS = d — R. Wowczas bedziemy mieli

0OS=PS=QS=d-R,

czyli punkt S bedzie srodkiem okregu opisanego na trdjkacie OPQ.

Krok 5.

Na pélprostej K FE zaznaczamy punkt @ tak, by KQ = d = OB = AP. Rysujemy sy-
metralng odcinka OQ. Punkt przeciecia tej symetralnej z odcinkiem HFE jest szukanym
punktem S. Promieniem szukanego okregu jest oczywiscie odcinek R = SK. Rysujemy
okrag o $rodku S i promieniu R (rys. 14.110). Ze wzgledu na zwiekszona liczbe linii po-
mocniczych, pokazuje ten rysunek w powiekszeniu w stosunku do rysunkéw poprzednich.

Q

5>« Rys. 14.110

W nastepnym kroku chcemy dorysowaé ostatnie dwa ostrotuki. Znéw bedziemy musieli
wyobrazi¢ sobie, ze one zostaly juz narysowane.

Krok 6.

Najpierw usuwamy wszystkie — niepotrzebne juz — linie i punkty pomocnicze. Nastepnie
zakladamy, ze zostaly juz narysowane oba ostrotuki wysokie (rys. 14.111). Interesuje nas
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lewy, tzn. ostroluk AZF. Niech punkt X bedzie srodkiem okregu, ktérego tukiem jest
hik FZ. Promien tego okregu jest rowny r = X F'. Niech nastepnie W bedzie punktem
stycznosci okregu o Srodku S' i tuku FZ. Punkty X, W i S sa wspoétliniowe. Narysujmy
odcinek X.S. Mamy wowczas

XS=SW+WS=r+R oraz XF=r.

Wybierzmy na prostej AB taki punkt M (lezacy na prawo od punktu F'), by FM = R.
Na ponizszym rysunku punkt M lezy tuz na prawo od punktu G. Woéwczas XM =r+ R,
a wiec X.§ = X M. Punkt X lezy wiec na symetralnej odcinka SM.

0O X A F G B P Rys. 14.111

Krok 7.

Rysujemy punkt M tak, jak to zostalo opisane w kroku 6. Znajdujemy punkt X jako
punkt przecigcia prostej AB z symetralng odcinka SM. Niech r = XF. Znajdujemy
nastepnie taki punkt Y, by AY = r (rys. 14.112).

P Rys. 14.112

Ostrotuk AF'Z powstaje z tukéw dwdch okregéw o srodkach X 1Y i promieniach réwnych r.
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Krok 8.
W taki sam spos6b konstruujemy prawy ostrotuk. Na rysunku 14.113 mamy caly maswerk
razem ze wszystkimi dotychczasowymi liniami pomocniczymi:

Q
D E c

JU T
N |S

Z A

. Y M
F H G Rys. 14.113
c r  Pokaze teraz obiecana konstrukcje podzialu odcinka na trzy réwne

czedel (rys. 14.114). Mamy dany odcinek AB. Konstruujemy tréjkat
DAE  réwnoboczny ABC' i przez punkt B prowadzimy prosta k prostopa-
dtg do AB. Niech punkt D bedzie $rodkiem odcinka BC'. Nastegpnie
| punkt F jest punktem przeciecia prostej AD z prosta k, a punkt F'
G jest punktem lezgcym na prostej k po drugiej stronie prostej AB tak,
ze EB = FB. Prosta przechodaca przez punkt F i prostopadla do
prostej AF przecina odcinek AB w takim punkcie G, ze AG = 2-GB.
Uzasadnienie poprawnosci pozostawie jako nietrudne ¢wiczenie.

Rys. 14.114 F

Na zakonczenie chcialbym zamiesci¢ jeszcze pare uwag dotyczacych wykonania projektu.
Po pierwsze, praca nad projektem jest najlepszym sposobem nauczenia si¢ konstrukeji
geometrycznych. Rozwiazywanie zadan konstrukcyjnych zawsze wydawalo mi sie niezwy-
kle nudne. Praca z komputerem polegajaca na rysowaniu okna gotyckiego ma zupeltnie
inny charakter. Inne jest narzedzie, znacznie bardziej przyjazne uzytkownikowi. Ryso-
wanie za pomoca cyrkla i linijki wymaga powtarzania wielokrotnie tych samych bardzo
prostych czynnosci (rysowanie prostych prostopadlych czy réwnolegltych, znajdowanie
srodka odcinka czy konstruowanie dwusiecznej kata). Program komputerowy wilacza ta-
kie konstrukcje do zestawu konstrukeji podstawowych. Oczywiscie nalezy uczniowi kiedy$
pokazaé, ze te podstawowe czynnosci sa mozliwe do wykonania zgodnie z regutami sztuki,
ale powtarzanie tych konstrukecji za kazdym razem jest catkowicie zbyteczne. Konstrukcje
robione recznie sa niedokladne, poniewaz my rysujemy niedokladnie. Komputer robi to
znacznie bardziej precyzyjnie. Wreszcie mamy starannie okreslony cel, do ktérego dazenie
do$¢ szybko uczniéw ,wciaga”. W efekcie ucza sie szybciej i wiecej. Wielu z nich chee
réwniez dowiedzieé¢ sie wiecej o samych konstrukcjach, na przyklad o zadaniu Apoloniusza.
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Po drugie, jak wspomnialem na poczatku, czasem uczniowie wykonywali taki projekt
wylacznie na podstawie zdjeé, a innym razem po obejrzeniu okien w rzeczywistosci.
Oczywiscie taki projekt powinien nauczy¢ uczniéow patrzenia na sztuke oczami matema-
tyka. Zwiazki sztuki z matematyka sa bardzo glebokie. Widzimy je tam, gdzie artysta
w wyrafinowany sposéb korzystal z symetrii oraz gdzie, zafascynowany geometrig eu-
klidesowa (by¢ moze po prostu na skutek lektury Elementéw), bawil sie cyrklem przy
projektowaniu okna gotyckiego. Chce, by uczen nauczyl sie takiego sposobu patrzenia na
dzieto sztuki, by méc dostrzec matematyke wszedzie tam, gdzie sie ona naprawde znaj-
duje. Oczywiscie mozna probowaé zastapic¢ dzieto sztuki jego reprodukcja czy zdjeciem,
ale nic nie zastgpi osobistego kontaktu z arcydzielem. Nic nie zastapi przezycia, jakim
jest kontemplowanie w ciszy i skupieniu ogromu i powagi wielkiej katedry gotyckiej czy
kameralnosci matego kosciétka.

W Polsce jest wiele picknych budowli gotyckich, w ktérych mozemy znalezé maswerki.
Wymienitem dwie — zamek w Malborku i katedre w Pelplinie. Wybralem akurat te, po-
niewaz obie obejrzalem w czasie tej samej wycieczki krajoznawczej z moimi wnukami. Ale
sa tez piekne kodcioly gotyckie w innych miastach (Gdansk, Wroctaw, Krakéw, Chelmno).
Styl gotycki byl stylem niezwykle zywotnym i znajdujemy jego $lady réwniez w stylach
pdzniejszych. Szczegdlnie nalezy tu wymieni¢ popularny w wieku XIX styl neogotycki.
W tym stylu zbudowano w Polsce wiele ko$cioléw i w nich tez mozna znalezé interesujace
maswerki. Elementy stylu gotyckiego mozemy takze zobaczyé w dekoracjach wewnatrz
koSciola. W moim koSciele parafialnym (zbudowanym w stylu neogotyckim) sa ostrotu-
kowe dekoracje drewniane. Elementy stylu gotyckiego widzimy na rzezbionych koscielnych
tawkach, stallach, rzezbionych konfesjonatach, drzwiczkach tabernakulum czy naczyniach
liturgicznych. Jest takich dekoracji bardzo wiele, trzeba tylko umie¢ si¢ im przygladac.
Kazdy Czytelnik tego poradnika znajdzie wiele przykladéw w swojej najblizszej okolicy.
Ale mozna tez wykorzystaé¢ wycieczke szkolng na to, by uczniowie obejrzeli kosciét gotycki
i zrobili zdjecia okien. Wykorzystaja je za jakis czas w swoich projektach.
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15. Wskaz6éwki heurystyczne

W tym rozdziale oméwie kilka réznych wskazowek heurystycznych pomocnych w rozwia-
zywaniu zadan matematycznych. Kwestia, jaki wplyw na proces rozwiazywania zadania
ma przekazanie uczniom ogdlnych wytycznych rozwiazywania zadan (tzw. wskazéwek
heurystycznych), jest przez S. Turnaua uznana za jeden z wazniejszych tematéw ba-
dawczych dydaktyki matematyki (zob. [Turnau], str. 10). Nie bede tutaj omawial tego
zagadnienia od strony teoretycznej, nie bede takze omawial wynikéw badan naukowych.
Ogranicze sie do podania kilku wybranych wskazéwek heurystycznych i wskazania, w jaki
sposob mozna stosowaé je w rozwiazywaniu zadan. Czytelnikowi, ktéry chcialby szerzej
zapoznaé sie z kwestia stosowania wskazdéwek heurystycznych, polecam ksiazki [Polya-1]
i [Polya-2].

Przez wskazdéwke heurystyczna rozumiem tutaj wskazdéwke natury ogdlnej, ale jednak
dotyczaca matematyki, pokazujaca pewien kierunek myslenia ucznia prowadzacy do roz-
wiazania zadania. Przyklady takich wskazowek mozna znalezé juz po otwarciu ksiazki
[Polya-1], na wyklejce. Sa tam pytania w rodzaju:

1. Czy nie spotkales sie juz kiedys$ z tym zadaniem?

2. Czy znasz jakies pokrewne zadanie?

3. Czy nie moglbys postawié¢ zadania na nowo, w inny sposéb?

4. Czy nie moégltbys wymysli¢ jakiegos bardziej dostepnego zadania pokrewnego? Bar-

dziej ogdlnego zadania? Bardziej specjalnego?

W tym rozdziale omowie osiem rodzajéw wskazowek heurystycznych. Wskazéwki heury-
styczne moga mieé charakter bardzo ogélny (jak te, ktére wymienia Polya) oraz moga
mieé¢ charakter bardzo szczegdélowy, odnoszacy sie do konkretnych zagadnien matema-
tycznych. Pokaze oba rodzaje wskazdwek.

Najpierw wskazdéwki bardzo ogolne:

(1) Uprosé zadanie. Rozwiaz najpierw zadanie uproszczone, a potem wykorzystaj roz-
wiazanie w zadaniu ogdlnym.

(2) Zbadaj swoje zadanie w kilku lub kilkunastu przypadkach szczegllnych i sprébuj
dostrzec regute ogélna. Udowodnij ja.

(3) Czy znasz jakies zadanie podobne? Czy mozesz zastosowa¢ podobna metode rozwia-
zania?

Nastepnie wskazéwki szczegdlowe, dotyczace konkretnych sytuacji matematycznych:

(4) W jaki spos6b mozemy udowodni¢ réwnosé odcinkéw, katow?

(5) Jakie znasz twierdzenia o wspdlpekowosci prostych?

(6) Masz udowodnié¢ jakas wlasno$é pewnego punktu. Zréb staranny rysunek, zmierz
rozne odcinki i katy. Czy mozesz zdefiniowaé ten punkt inaczej i wtedy udowodnié
teze?

(7) Whpisz czworo$cian foremny w szedcian.

(8) Przedluz srodkowa.

Pokaze teraz po kilka zadan, ktorych rozwiazania ilustruja powyzsze wskazowki heury-
styczne. Zacznijmy od wskazéwki (1). Przypomnijmy sama wskazéwke i popatrzmy na
dwa zadania.

(1) Uprosé zadanie. Rozwiaz najpierw zadanie uproszczone, a potem wykorzystaj roz-
wigzanie w zadaniu ogblnym.

308



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

Zadanie 1.1. Dana jest szachownica i punkt P w przestrzeni. Udowodnij, ze suma
kwadratéw odlegtosci punktu P od srodkéw pdl bialych szachownicy jest réwna sumie
kwadratéw odlegtoséci punktu P od srodkéw pdl czarnych.

W rozwiazaniu sprébujmy zastosowaé najpierw wskazéwke (1) — upro$émy zadanie.
Widzimy dwa rodzaje uproszczen. Pierwsze polega na zmniejszeniu wymiaru — zamiast
zadania przestrzennego, rozwazmy analogiczne zadanie ptaskie. Umiesémy zatem punkt P
na tej plaszczyznie, na ktérej lezy szachownica. Teraz przynajmniej mozna sprébowaé
naszkicowaé sytuacje.

o|o[eo|o]|e oo

oo |0 |0 oo |0 |0 RyS 15.1

Na rysunku 15.1 widzimy szachownice, punkt P i cztery odcinki taczace punkt P ze $rod-
kami pél: dwa odcinki narysowane linia ciagta, prowadzace do srodkéw pol czarnych, i dwa
odcinki narysowane linig przerywana, prowadzace do $rodkéow pdl biatych. Mozemy sobie
wyobrazi¢ wszystkie takie odcinki (narysowanie ich kompletnie zaciemniloby rysunek).
Trzeba udowodnié, ze suma kwadratéw odcinkéow ciagltych jest rowna sumie kwadratéow
odcinkow przerywanych. Narzuca sie koniecznos$¢ nastepnego uproszczenia — zmniejsze-
nia szachownicy. Na ogdt pierwszy pomyst uczniéw polega na ograniczeniu szachownicy do
jednego wiersza (rys. 15.2). Nietrudno jednak zauwazy¢, ze to uproszczenie jest niewlasciwe
— po prostu twierdzenie przestato by¢ prawdziwe. Zauwazmy, ze kazdy odcinek ciagly jest
krétszy od sasiadujacego z nim (z lewej strony ) odcinka przerywanego. Zatem suma kwadra-
tow odcinkéw ciaglych jest mniejsza od sumy kwadratéw odcinkéw przerywanych. Teraz
przychodzi kolej na inne uproszczenie. Ograniczmy szachownice do czterech pdl (rys. 15.3).

e Rys. 15.3

Teraz zadanie okazalo sie po prostu zadaniem 67 z zestawu VII (zob. rozdzial o geometrii
tréjkata). Twierdzenie w najprostszym przypadku zostalo udowodnione. Teraz nalezy po-
wroci¢ do zadania oryginalnego. W tym celu wystarczy najpierw zauwazy¢, ze szachownice
o wymiarach 8 x 8 mozna podzieli¢ na 16 szachownic o wymiarach 2 x 2. To dowodzi
twierdzenia w przypadku ptaskim. Wreszcie, jesli punkt P lezy w przestrzeni, to rzutujemy
go na plaszczyzne szachownicy. Niech @ bedzie tym rzutem. Jesli punkt A jest $rodkiem
ktoregokolwiek pola szachownicy, to z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy rownosé

PA%? = PQ* + QA2

Wiemy juz, ze sumy kwadratow odlegltosci punktu @) od érodkéw pol biatych i czarnych sa
réwne. Po napisaniu tej réwnoéci wystarczy do kazdej strony dodaé 32 razy PQ? i skorzy-
staé z powyzszej rownosci, by otrzymac teze twierdzenia. Kluczowe w rozwiazaniu zadania
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okazalo si¢ odpowiednie uproszczenie. Droga powrotna, od zadania uproszczonego do ory-
ginalnego, okazala sie bardzo tatwa. Wystarczylo dwukrotnie skorzystaé¢ z udowodnionych
wezesniej uproszczonych wersji zadania.

Zadanie 1.2. Na polach szachownicy stoja pionki. Na kazdym polu moze sta¢ dowolna
liczba pionkéw. Ruch pionka polega na przesunieciu go z pola, na ktérym stoi, na jedno
z poél sgsiednich. Pola sa sgsiednie, jedli maja wspolny bok. Naszym zadaniem jest prze-
suna¢ wszystkie pionki na jedno pole w najmniejszej mozliwej liczbie ruchéw. Nalezy
wskazaé, na ktore pole bedziemy przesuwaé pionki i jaka minimalng liczbe ruchéw trzeba
wykonag.

To zadanie takze bedziemy upraszczaé. Najpierw jednak musimy dokladnie wyttumaczy¢,
o co w nim chodzi. Dajac to zadanie uczniom, pokazuje najpierw przyktad wyjasniajacy
polecenie.

WezZmy mala szachownice, o wymiarach 3 x 3. To oczywiscie bedzie jedno z uproszczen,
ktérym zajmiemy si¢ p6zniej — tatwiej rozwiazaé¢ zadanie dla malej szachownicy niz dla
duzej. Jednak metoda rozwigzania, ktéra teraz zobaczymy dla szachownicy 3 x 3, nie
uogdlnia sie¢ na wigksze szachownice. Uogdlnieniami, ktére pozwalaja wyciagnac¢ istotne
wnioski, zajmiemy si¢ pdzniej. Teraz mamy do czynienia wylacznie z ilustracja wyjasnia-
jaca tresé zadania. Liczby na poszczegdlnych polach oznaczaja liczbe pionkéw stojacych
na tym polu. Niech poczatkowe liczby pionkéw beda takie jak na rysunku 15.4.

3|1112(3
21212
112115
a b ¢ Rys. 15.4

Whpiszmy teraz w kazde pole liczbe ruchéw potrzebng do przeniesienia wszystkich pionkow
na to pole. Zacznijmy od pola al (oznaczenia pdl beda takie jak w szachach). Policzmy
ruchy, ktére musza by¢ wykonane, by z innych pél przenieéé¢ pionki na pole al:

do przeniesienia 1 pionka z pola bl na pole al potrzeba 1 ruchu;

do przeniesienia 5 pionkéw z pola cl na pole al potrzeba 10 ruchow;

do przeniesienia 2 pionkéw z pola a2 na pole al potrzeba 2 ruchdow;

do przeniesienia 1 pionka z pola b2 na pole al potrzeba 2 ruchéw;

do przeniesienia 2 pionkéw z pola c¢2 na pole al potrzeba 6 ruchéw;

do przeniesienia 1 pionka z pola a3 na pole al potrzeba 2 ruchéw;

do przeniesienia 2 pionkéw z pola b3 na pole al potrzeba 6 ruchéow;

do przeniesienia 3 pionkéw z pola c3 na pole al potrzeba 12 ruchéow.

Razem potrzebujemy 41 ruchéw. W pole al wpisujemy liczbe 41 (rys. 15.5). W podobny
sposéb obliczamy liczbe ruchéow potrzebnych do przeniesienia pionkéw na pole bl:

do przeniesienia 2 pionkéw z pola al na pole bl potrzeba 2 ruchéw;
do przeniesienia 5 pionkéw z pola cl na pole bl potrzeba 5 ruchéw;
do przeniesienia 2 pionkéw z pola a2 na pole bl potrzeba 4 ruchéw;
do przeniesienia 1 pionka z pola b2 na pole bl potrzeba 1 ruchu;
do przeniesienia 2 pionkéw z pola ¢2 na pole bl potrzeba 4 ruchéw;
do przeniesienia 1 pionka z pola a3 na pole bl potrzeba 3 ruchow;
do przeniesienia 2 pionkéw z pola b3 na pole bl potrzeba 4 ruchdw;
do przeniesienia 3 pionkéw z pola c3 na pole bl potrzeba 9 ruchéw.
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Tym razem potrzebujemy 32 ruchéw. W pole bl wpisujemy liczbe 32 (rys. 15.6). W po-
dobny sposéb obliczamy liczbe ruchéow potrzebnych do przeniesienia pionkéw na pozo-
stale pola szachownicy (rys. 15.7).

3 3 3145|3635
2 2 2 (382928
1|41 1 41132 1 |41|32(32
a b ¢ Rys. 15.5 a b ¢ Rys. 15.6 a b ¢ Rys. 15.7

Zatem polem, na ktore nalezy przenosi¢ pionki, jest pole c2. Minimalna liczba ruchéw jest
rowna 28. Po tej ilustracji przejdziemy do rozwiagzania zadania. Juz ten przyktad pokazat,
ze pewne naturalne hipotezy sa nieprawdziwe. Uczniowie czesto zgaduja, ze wladciwym
polem jest pole z najwicksza liczba pionkéw. Nie zwracaja przy tym uwagi na to, ze taka
odpowiedz nie jest jednoznaczna. Jesli na przyklad na wszystkich polach jest tyle samo
pionkéw, to wiasciwym polem bedzie pole b2.

Strategia upraszczania zadania nie jest tym razem oczywista. Nie chodzi wylacznie
o zmniejszenie rozmiaru szachownicy. Nadal nie bedziemy widzieli reguly ogdlnej. Istota
problemu jest zmniejszenie wymiaru. Nalezy bowiem dostrzec, ze ruchy pionkéw mozna
podzieli¢ na dwa kierunki: ruchy w poziomie i ruchy w pionie. Mozemy najpierw wykonaé
wszystkie ruchy poziome, gromadzac pionki w jednej kolumnie, a potem wszystkie ruchy
pionowe, gromadzac pionki na jednym polu. Mozemy takze wykonac te czynnosci odwrot-
nie: najpierw wykonaé¢ wszystkie ruchy pionowe, gromadzac pionki w jednym wierszu,
a potem wykona¢ ruchy pionowe, zbierajac pionki na jednym polu. Chwila zastanowienia
pokazuje, ze ruchy poziome i pionowe sg od siebie niezalezne. To znaczy, ze mozemy zajac
sie szachownica jednowymiarowa. W naszym przypadku mozemy rozwazy¢ szachownice
pozioma (rys. 15.8). Na poszczegblnych polach tej szachownicy stoi tyle pionkdéw, ile byto
w poszczegbdlnych kolumnach. Chcemy dowiedzieé¢ sie, w ktérej kolumnie powinnismy
zebra¢ wszystkie pionki. Tu odpowiedZ wydaje sie oczywista — w tej, w ktorej jest
najwiecej pionkéw. Ale gdyby$my wrzieli szachownice pionowa, to przekonalibySmy sie,
ze ta regula nie jest sluszna (rys. 15.9). Wlasciwym polem jest tym razem pole a2, na
ktérym znajduje si¢ najmniej pionkéw. Jak zatem znalezé regule ogdélna? Znoéw uprosémy
szachownice najbardziej, jak sie da. Niech szachownica ma dwa pola (rys. 15.10).

3
2
a b ¢ Rys. 15.8 a Rys. 15.9 a b Rys. 15.10

Na polu al stoi & pionkéw, na polu bl stoi y pionkéw. Na ktére pole nalezy przeno-
si¢ pionki? Oczywiscie na to, na ktorym znajduje sie wiecej pionkéw. Do przeniesienia
pionkéw na pole al potrzeba y ruchéw; do przeniesienia pionkéw na pole bl potrzeba
2 ruchéw. Jedli z > y, to nalezy przenosi¢ pionki na pole al (a wigc na to, na ktérym jest
wigcej pionkéw). Jedli < y, to przenosimy pionki na pole bl — a wigc znéw na to pole, na
ktérym znajduje sie wiecej pionkéw. Jesli natomiast © = y, to oba pola sa tak samo dobre.
Dla szachownicy zlozonej z dwoch pél najprostsza reguta okazala sie wtasciwa. Co w ta-
kim razie dzieje sie w przypadku dluzszych, ale wciaz jednowymiarowych szachownic?
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Zastanéwmy sie, ktore z dwoch sasiadujacych pdl jest lepsze. Wezmy szachownice o wy-
miarach 8 x 1 i popatrzmy na przyklad na pola ¢l idl (rys. 15.11):

1 |zs|zz|z1|y1|y2|y3|y4 Ys

a b ¢ d e f & h Rys. 15.11

Zauwazmy, ze zanim przeniesiemy wszystkie pionki na jedno pole: cl lub d1, mozemy
zgromadzi¢ pionki na tych dwéch polach. Przenosimy pionki z pél al i bl na pole cl oraz
z polel, f1, gl i hl na pole d1. Najwazniejsze, by zauwazy¢, ze te ruchy musimy wykonaé
niezaleznie od tego, na ktére z wybranych dwéch pdl zdecydujemy sie w koncu przenosié
pionki. Teraz regula staje sie jasna. Jesli

1+ 22+ 23 >y1+Y2+yYs+ys+ys,
to bardziej oplaca si¢ przenosi¢ pionki na pole cl; jesli

1+ 2+ 23 <y1+Y2+ys+ys+ys,
to bardziej oplaca sie przenosié¢ pionki na pole d1. Jesli

1+ X2+ T3 =Y1 +Y2 + Y3+ Ys+ s,

to nie ma réznicy — oba pola sg tak samo dobre.

W przypadku ogdlnym przypuéémy, ze mamy nastepujaca szachownice o wymiarach 8 x 1
(rys. 15.12):

1 |CE1|$2|$3|$4|$5|$6|17|$8|

a b ¢ d e f & h Rys. 15.12

Zalézmy nastepnie, ze 1, ..., Tg sg dowolnymi liczbami naturalnymi. Wéwczas:

e jesli 1 > x9 + ... + xg, to wlasciwym polem jest pole al;

e jedli vy = xo+ ...+ xg, to wlasciwymi polami sa pola al i bl (w przypadku obu pdl
liczba ruchéw jest taka sama);

e jesli g < w9+ ...+ xg oraz x1 + x2 > x3 + ... + x5, to wlasciwym polem jest pole
bl;

e jesli 1 < xo + ...+ xg oraz r1 + x3 = T3 + ... + rg, to wladciwymi polami sa pola
bl i cl;

o jeSlizi +x9 <3+ ...+ a8 oraz x1 +x2 +x3 > x4 + ...+ g, to wlasciwym polem
jest pole cl;

o jeslizy + oo < x3+...+ w8 0raz x1 +x2+x3 = T4+ ...+ x5, to wlasciwymi polami
sg pola cl i dl;

e jeSlizy +xot+o3s<axy+...+x80r8Z2 1 + ...+ 24 > 25+ ...+ T8, to wladciwym
polem jest pole d1;

o jeSlizy +axo+a3<x4+...+ax8018Z 27 +...+24 =25+ ...+ xs, to wladciwymi
polami sg pola d1 i el;

e jeslizy +...+x4 <x5+ ...+ 28 OoTAZ T + ...+ x5 > T + T7 + T, to wlasciwym
polem jest pole el;

e jeSlizi+...+x4<x5+...+x80rAZ2 1 + ...+ T5 = Tg + T7 + X8, to wladciwymi
polami sg pola el i f1;
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e jeSlizy +...4+ x5 <wxg+a7+2a8 0raz r1 + ...+ 26 > 7+ ...+ T8, to wladciwym
polem jest pole f1;
e jeslizi+... 425 < xg+ o7+ w8 oraz x1 + ...+ g = x7 + xg, to wlasciwymi polami
sg pola f1 1 gl;
o jeSlixy + ...+ xg < x7+ xg oraz 1 + ...+ x7 > xg, to wlasciwym polem jest pole
gl;
o jeslixz) + ...+ a6 < 7+ 23 oraz 1 + ... + x7 = xg, to wladciwymi polami sa pola
gl i hl;
e wreszcie jesli 1 + ... + z7 < xs, to wlasciwym polem jest pole hl.
Popatrzmy teraz, jak otrzymane rozwiazanie pozwala znalezé poszukiwane pole na kon-
kretnej szachownicy. Wezmy dowolna szachownice o wymiarach 8 x 8 i rozmiesémy na
niej pionki. Nad kazda kolumng i z prawej strony kazdego wiersza napiszmy, ile w tej
kolumnie czy w tym wierszu znajduje si¢ pionkéw (rys. 15.13):

31 29 32 16 16 17 22 19

8|5|5(4[1]|2]|3|5]|4 29
71513514241 25
6134521142 22
5|53 [4[3|1]2|1]|4 23
4134|4231 |1]2 20
3|52 (423|133 23
2134521212 20
1({2(4|1 3|15 ]3]|1 20
a b ¢ d e f g h Rys. 15.13

Zauwazmy teraz, ze
31+29=60<122=32+16+16+17+22+19

oraz
314+429432=92>90=16+ 16+ 17+ 22+ 19.

Stad wynika, ze poszukiwane pole znajduje sie w kolumnie c. Nastepnie
204+204+234+20=83<99=23+22+4+25+29

oraz
20 + 20 + 23 + 20 + 23 = 106 > 76 = 22 + 25 + 29.
Poszukiwane pole znajduje si¢ wigc w wierszu 5. Jest nim zatem pole c5.

Przejdzmy do drugiej wskazowki heurystycznej. Znéw zaczniemy od przypomnienia wska-
z6éwki. Ta wskazéwka moze by¢ zastosowana w bardzo wielu zadaniach. Zilustruje ja
siedmioma zadaniami.

(2) Zbadaj swoje zadanie w kilku lub kilkunastu przypadkach szczegdlnych i sprébuj
dostrzec regute ogélna. Udowodnij ja.

Strategia rozwiazania zadania polega teraz na tym, by w odpowiedniej liczbie przyktadéw
dopatrzeé sie pewnej reguly, pozwalajacej na postawienie hipotezy ogélnej. Wykazanie,
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ze postawiona hipoteza jest prawdziwa, nie moze odwolywaé sie juz do tych przyktadow,
ale musi by¢ uzyskane ogdlnie, za pomoca tradycyjnych metod dowodzenia. Przypomne
zadanie, ktére omawialem w rozdziale o algebrze, pochodzace z zawodéw 11 stopnia XVI
Olimpiady Matematyczne;j.

Zadanie 2.1. Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p® + 1 i 6p® + 1 s réwniez
liczbami pierwszymi.

Zgodnie z omawiana strategia rozwigzanie rozpoczniemy od obliczenia 4p? + 1 i 6p% + 1
dla kolejnych liczb pierwszych p. Takie postepowanie w pierwszej chwili moze wydawaé
sie nierozsadne — przeciez badanie poszczegdlnych przypadkéw nie moze prowadzi¢ do
rozwiazania ogolnego. Istnieje bowiem nieskonczenie wiele liczb pierwszych p i na pewno
nie zbadamy wszystkich. Naszym celem jest jednak nie tyle zbadanie wszystkich przy-
padkéw, ile zbadanie wystarczajaco wielu, by dostrzec prawidlowosé, ktéra okaze sie
kluczowa dla catego rozwiazania. Wypiszmy wigc obliczone wartoéci:

p 4p*P+1 6p>+1 p 4p®+1 6p?+1
2 17 25 11 485 727
3 37 55 13 677 1015
5 101 151 17 1157 1735
7197 295 19 1445 2167

Zauwazmy, ze w kazdym wierszu jedna z liczb ma na koncu cyfre 5, a wiec jest podzielna
przez 5. To prowadzi do nastepujacej hipotezy:

Hipoteza. Dla kazdej liczby naturalnej n co najmniej jedna z liczb n, 4n? + 11 6n2? +1
jest podzielna przez 5.

Tak sformutowana hipoteze mozna udowodnié¢ kilkoma sposobami. Te rozwigzania omoé-
witem w rozdziale o algebrze i nie bede ich tu powtarzal.

Dostrzezenie liczby podzielnej przez 5 w kazdym wierszu nie bylo trudne; rzucala sie
w oczy ostatnia cyfra 5 w drugiej i trzeciej kolumnie. Trudniej dostrzec regute w naste-
pujacym zadaniu:

Zadanie 2.2. Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 8p? + 1 jest réwniez liczba
pierwsza.

Powtérzmy te strategie rozwiazania, ktéra okazala sie skuteczna w poprzednim zadaniu.
Obliczmy 8p? + 1 dla kolejnych liczb pierwszych p:

p 8p?+1 p 8p+1
2 33 11 969
3 73 13 1353
5 201 17 2313
7 393 19 2889

Jezeli dostrzezemy, ze w drugiej kolumnie wszystkie liczby, oprécz 73, sa podzielne
przez 3, to mozemy sformulowaé hipoteze ogolna:

Hipoteza. Dla kazdej liczby naturalnej n jedna z liczb n i 8n? +1 jest podzielna przez 3.
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Nastepujace obliczenia potwierdzaja te regule:

n 8n?+1 n 8n?+1 n 8n?+1
1 9 8 513 15 1801
2 33 9 649 16 2049
3 73 10 801 17 2313
4 129 11 969 18 2593
5 201 12 1153 19 2889
6 289 13 1353 20 3201
7 393 14 1569 21 3529

Liczby 9, 33, 3, 129, 201, 6, 393, 513, 9, 801, 969, 12, 1353, 1569, 15, 2049, 2313, 18, 2889
i 3201 sa podzielne przez 3. Po sformulowaniu tej reguly mozemy dokonczy¢ rozwiazanie
zadania, tak jak w sposobie II lub III poprzedniego zadania. Jedyna liczba pierwsza
p spelniajaca warunki zadania jest p = 3.
Dostrzezenie podzielnosci przez 3 jest wprawdzie trudniejsze niz dostrzezenie cyfry 5 na
konicu kazdej z rozwazanych liczb, ale mimo wszystko nie jest bardzo trudne — dysponu-
jemy przeciez bardzo prosta cecha podzielnosci przez 3. Podzielnosé przez 3 liczb 33, 201,
3931 969 tez rzuca sie w oczy. Podobne zadanie pochodzi z V Olimpiadzie Matematycznej
Gimnazjalistéw.
Zadanie 2.3. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n, dla ktorych obie
liczby

n+n+1 oraz n’+n+3

sa pierwsze.
Znéw wypiszemy wartosci wyrazen n? +n + 1 in? +n + 3 dla kilku poczatkowych liczb
naturalnych n:

n n® n?4+n+1 n>+n+3 n n? n?4+n+1 n?4+n+3
1 1 3 5 6 36 43 45
2 4 7 9 7 49 57 59
3 9 13 15 8 64 73 75
4 16 21 23 9 81 91 93
5 25 31 33 10 100 111 113

Dostrzezenie, ze liczby 3, 9, 15, 21, 33, 45, 57, 75, 93 i 111 sa podzielne przez 3, nie jest
trudne. Teraz dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n jedna z liczb n? +n + 1 oraz
n? + n + 3 jest podzielna przez 3 (jeéli n daje reszte 1 z dzielenia przez 3, to pierwsza
z tych liczb, w przeciwnym przypadku druga). To juz daje rozwiazanie — jedyna liczba
spelniajaca warunki zadania jest n = 1.

Tu znéw mieliSmy do czynienia z podzielnoscia przez 3, ktora do$¢ latwo mozna za-
uwazy¢. Znacznie trudniej dostrzec podobna regute wtedy, gdy nie mamy odpowiedniej
cechy podzielnosci. W IT Olimpiadzie Matematycznej Gimnazjalistéw mieliSmy podobne
zadanie, w ktérym dostrzezenie reguly bylo bardzo latwe (cho¢ obliczenia byly bardziej
pracochlonne).

Zadanie 2.4. Wyznacz wszystkie tréjki liczb pierwszych p, g, r spelniajace uktad réwnan
{q =p>+6
r =¢>+6
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Tym razem pomine szczegdly rozwigzania. Po wypisaniu dla kolejnych liczb naturalnych
n liczb n? + 6 1 (n? + 6)2 + 6, bedziemy mogli sformutowaé hipoteze:

Hipoteza. Dla kazdej liczby naturalnej n jedna z liczb n, n? + 6 i (n? + 6)? + 6 jest
podzielna przez 5.

Te hipoteze mozna byto tatwo udowodni¢ za pomocg metod opisanych w zadaniu 2.1.
Zatem jedyng liczbg pierwsza p taka, ze liczby ¢ = p? + 6 i r = ¢% + 6 tez sg pierwsze,
jest 5. Tymi trzema liczbami pierwszymi sa: 5, 31, 967.

Nastepne zadanie pochodzi z XLVI Olimpiady Matematycznej.

Zadanie 2.5. Ciag (z,,) jest okreslony nastepujaco:

1 2n —3
2 T Ty

T = “ZTp—1 dlan=2,3,4,... .

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé
T+ T2+ ...+, <1

Rozwiazanie. W tym zadaniu gléwny pomyst polega na tym, by odgadnaé, o ile mniejsza
od jednosci jest suma x1+x2+. . . +x,. Woéwczas zamiast nieréwnosci bedziemy dowodzié
rownosci. To okaze sie tatwiejsze. Obliczamy zatem najpierw kilka poczatkowych wyrazow

ciagu (w,):

1 1 1 5
I172’ x2787 x37167 I471287
7 21 33 429
Ts = —=, T6= 77, X7= "=, T8= sro-c-
T 56" 0T 10247 7T 20487 TP 32768

Nastepnie dla kolejnych n obliczamy réznice 1 — (z1 + 2 + ... + x,) 1 obok obliczonej
réznicy zapisujemy wartosé x,,:

1 1
1—m = > r = >
3 1
1— (21 + x2) = 3 Ty = 3
5 1
1—(x1+$2+$3) = 1_6’ xr3 = E»
35 8
1—(.%‘1+...+{E4) = ﬁ, Ty = ﬁ’
63 7
1— = = s =
(14 4 25) 256 . 256
(et teg) = B 21
T = 00 6T 10247
1= (v +...+z7) = 429 Tr = 33
L E DT VY T 2048’
N - b 420
P T 397687 8 T 32768
Mozna teraz zauwazy¢, ze
].—(El =, 1—(x1+x2):3x2, 1—(1’1+$2+£E3):5$3, ey 1—($1++.’E8):15{L‘8
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Sprébujmy zatem postawié¢ hipoteze ogdlna:

Hipoteza. 1 — (z1 +z2+ ...+ x,) = (2n — 1) -z, czyli
x1+xe+...+tx,=1—2n—-1)- z,.

Poniewaz x,, > 0, wiec teza twierdzenia wynika natychmiast z naszej hipotezy. Udowod-
nienie tej hipotezy przez indukcje zostawie juz jako éwiczenie.

Nastepne zadanie pochodzi z LVIII Olimpiady Matematyczne;j.

Zadanie 2.6. Udowodnij, ze jesli a, b, ¢,d sa liczbami catkowitymi dodatnimi oraz jesli
ad = b% + be + 2, to liczba a? + b2 + ¢ + d? jest zlozona.

Rozwiazanie. Dla réznych par liczb b i ¢ obliczmy wartosé wyrazenia b2 + be + c2,
a nastepnie wypiszmy wszystkie mozliwe rozklady otrzymanej liczby na iloczyn liczb a
i d. Dla kazdej otrzymanej w ten sposéb czwérki liczb a, b, ¢ i d obliczymy a2+ b2 4 c? +d?
i wypiszemy wszystkie dzielniki tej liczby. A oto zebrane wyniki dla b, ¢ < 3:

b,c b2 + be + 2 a,d a2+ 0+ +d? dzielniki
1,1 3 1,3 12 1,2,3,4,6,12
1,2 7 1,7 55 1,5,11,55
2.2 12 1,12 153 1,3,9,17,51,153
2,6 48 1,2,3,4,6,8,12,16, 24, 48
3,4 33 1,3,11,33
1.3 13 1,13 180 1,2,3,4.5,6,9, 10, 18, 20,
30, 36, 45, 60, 90, 180
2.3 19 1,19 375 1,3,5,15, 25,75, 125, 375
3,3 27 1,27 748 1,2,4,11,17, 22, 34, 44, 68,
187,374,748
3,9 108 1,2,3.4,6,9,12, 18, 27, 36,
54,108

Mozna teraz zaobserwowaé, ze wéréd dzielnikéw liczby a2 + b% + ¢? + d? zawsze znajduje
sie liczba a + b + ¢ + d. Teraz nietrudno juz domysli¢ sie, ze drugim skladnikiem jest
a—b—c+d (lub dostrzec go wéréd dzielnikéw liczby a? + b? + ¢ + d?) i znalezé rozklad

(a+bt+ct+d(a—b—c+d) =(a+d)?—(b+c)?=a*+2ad+d* —b*—2bc—c* =
=a® +2(0* +bc+ )+ d* —b* —2bc—* =
=a®+ b+ +d.
co konczy rozwiazanie zadania.

Kolejne zadanie pochodzi z I Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw.

Zadanie 2.7. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych liczba 14™ —9
jest pierwsza.

Rozwiazanie. Przyjrzyjmy si¢ liczbom postaci 14™ — 9 dla kolejnych liczb naturalnych
n:

n 14" 14" -9 n 14" 14" -9
1 14 5 5 537824 537815
2 196 187 6 7529536 7529527
3 2744 2735 7 105413504 105413495
4 38416 38407 8 1475789056 1475789047
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Dostrzegamy, ze ostatnimi cyframi liczb 14™ —9 sa na przemian 5 i 7. Mamy wiec pierwsza
hipoteze:
Hipoteza 1. Jedli n jest liczba nieparzysta, to liczba 14™ — 9 jest podzielna przez 5.

Nietrudno sprawdzié, ze ta hipoteza jest prawdziwa. Niech n = 2k 4+ 1. Wéwczas
14" = 14751 = 14 196".

Popatrzmy teraz na cyfry jednodci takiej liczby. Cyfra jednosci liczby 196 jest 6. Po
pomnozeniu przez 14 otrzymamy cyfre jednosci 4. Wreszcie po odjeciu 9 dostaniemy
cyfre jednosci 5. Zatem liczba 14™ — 9 dzieli sie przez 5.

Popatrzmy teraz, co sie dzieje dla parzystych n. Zauwazamy, ze
14> =9 =196 — 9 =187 =11 - 17.
Troche wiecej wysitku wymaga znalezienie rozktadu
14 — 9 = 38416 — 9 = 38407 = 193 - 199.
Jesli teraz dostrzezemy prawidlowosé

142 —9 =11-17 = (14 — 3)(14 + 3),
14* — 9 =193 -199 = (196 — 3)(196 + 3) = (14% — 3)(14* + 3)

i potwierdzimy ja nastepnymi dwoma przyktadami

145 — 9 = 7529527 = 2741 - 2747 = (2744 — 3)(2744 + 3) = (14% — 3)(14® + 3),
148 — 9 = 1475789047 = 38413 - 38419 = (38416 — 3)(38416 + 3) = (14* — 3)(14* + 3),

to bedziemy mogli sformutowaé nastepna hipoteze:

Hipoteza 2. Jedli n = 2k, to 14" — 9 = (14% — 3)(14% + 3).

Jest to szczegdlny przypadek wzoru skréconego mnozenia a? — b2 = (a — b)(a+b). Wielu
uczniéw oczywidcie dostrzeze ten wzér od razu, innym moze pombc postepowanie opisane
powyzej.

Tej wskazdwcee heurystycznej posdwiecitem bardzo duzo miejsca. Uwazam, ze jest ona wy-
jatkowo przydatna — rozwija bowiem u ucznidéw spostrzegawczos$¢ i umiejetnoéé stawia-
nia hipotez. Sa to umiejetnosci szczegdlnie potrzebne w pracy tworczej, a wielu naszych
zdolnych uczniéw bedzie w przysztosci pracowac tworczo. Przejdzmy teraz do nastepnych
wskazéwek heurystycznych.

(3) Czy znasz jakie$ zadanie podobne? Czy mozesz zastosowaé¢ podobna metode rozwia-
zania?

D Zadanie 3.1. Na bokach BC, CAi AB tréjkata ABC zbu-

5 < dowano po jego zewnetrznej stronie tréjkaty réwnoboczne
BCD i CAE. Na boku AB zbudowano po wewnetrznej
I stronie trojkata ABC taki tréjkat ABF', ze
A B £BAF = {ABF = 30°.
Rys. 15.14

Udowodnij, ze DF = EF (rys. 15.14).
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WidzieliSmy podobne zadanie. Oto ono:

Zadanie 28. (Zestaw IIT) Na bokach AB, BC' i C'A tréjkata E
ABC zbudowano (na zewnatrz tego tréjkata) trzy trdjkaty
réwnoboczne: AFB, BDC i CEA. Udowodnij, ze (rys. 8.61)

AD =BE =CF.

Tym razem pokaze nieco inne rozwiazanie. Udowodnieg, ze
AD = BE. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze tréjkaty CEB
i CAD sa przystajace. Jest tak, bowiem

CE=CA, CB=CD, ABCE=4BCA+60°=4DCA. F Rys. 8.61

Mozna tez zauwazy¢, ze tréjkat C AD (zacieniowany na rysunku 15.16) powstal z tréjkata
CEB (zacieniowanego na rysunku 15.15) przez obrét o kat 60°, przeciwnie do ruchu
wskazdéwek zegara, wokdt punktu C.

¥

Rys. 15.15 Rys. 15.16

Widzimy, ze przy tym obrocie punkt C' pozostal na swoim miejscu, punkt E przeszedt
na punkt A oraz punkt B przeszed! na punkt D.

Mamy zadanie podobne do naszego. Sprébujmy zastosowa¢ podobna metode rozwiaza-
nia. Dorysowane do tréjkata ABC trdjkaty rownoboczne znéw sugeruja nam obrét o kat
60°. Ale jakie trojkaty obrécié i wokét ktérego wierzchotka? Nie mamy wielu mozliwosci,
mozemy narysowaé¢ nawet wszystkie. Prawdopodobnie zauwazymy wtedy, ze jesli obro-
cimy tréjkat AFFE (zacieniowany na rysunku 15.17) wok6! punktu A o kat 60° zgodnie
z ruchem wskazéwek zegara, to punkt E przejdzie na punkt C, a punkt F' przejdzie na
punkt G, a wiec tréjkat AF'E przejdzie na tréjkat AGC' (zacieniowany na rysunku 15.18):

w

Podobnie, jesli obrécimy tréjkat BDF (zacieniowany na rysunku 15.19) woko6l punktu
o kat 60°, tym razem przeciwnie do ruchu wskazdwek zegara, to przejdzie on na tréjkat
BCG (zacieniowany na rysunku 15.20):

D

Rys. 15.17

Rys. 15.18
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=

Oczywiscie tego, ze jest to rzeczywiscie ten sam punkt G, trzeba dowiesé. Pozostawie
szczegoly dowodu jako ¢wiczenie, wspomne tylko, ze punkt G jest punktem symetrycznym
do punktu F' wzgledem osi symetrii AB.

Rys. 15.19

Rys. 15.20

Inne przyklady podobnych zadan zobaczymy przy okazji wskazéwki (6). W trakcie ucze-
nia matematyki rozwiazujemy wiele zadan podobnych do tych, ktore rozwiazywali$my
z uczniami wczedéniej. To, ze nauczanie matematyki jest w gruncie rzeczy bezustannym
korzystaniem z tej zasady, powinno by¢ oczywiste dla kazdego nauczyciela matematyki.
Wyczuwaja to intuicyjnie takze uczniowie. Rzecz w tym, by te strategie heurystyczna
uczniom u$wiadomié i by w wielu podobnych sytuacjach ja przypominaé. Jest to bowiem
bardzo silne uzasadnienie dla zachecania uczniéw do uczenia si¢ zadan, ktére rozwiazuja.
Zapamietane pomysty przydadza sie pézniej w podobnych sytuacjach.

Trzy pierwsze wskazowki heurystyczne mialy charakter ogélny. Nadawaly sie one do za-
stosowania w rozwiazaniach bardzo réznych zadan, niekoniecznie nawet matematycznych.
Nastepne wskazéwki maja charakter coraz bardziej szczegolowy.

(4) W jaki sposéb mozemy udowodnié¢ réwnosci réznych wielkosci geometrycznych: od-
cinkéw, katéw, pol trojkatéw?

W tej wskazowce chodzi o to, by uczac matematyki nie tylko pokazywaé, co wynika z ko-
lejnych wprowadzanych twierdzen czy metod, ale takze by pokazywaé, skad moga sie
bra¢ wnioski, do ktérych dazymy. Na przyktad, réwnosé¢ dwoch odcinkéw moze wyni-
kaé z tego, ze sa to boki tréjkata réwnoramiennego (a wiec jesli wiemy, ze w pewnym
trojkacie dwa katy sa réwne, to mozemy wywnioskowaé stad, ze odpowiednie boki sa
réwne). Inna metoda dowodzenia polega na znalezieniu tréjkatéw przystajacych. Jeszcze
inna polega na zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa czy twierdzenia Talesa. I tak dalej,
mozna wyliczy¢ co najmniej kilkanadcie réznych sposobéw udowodnienia, ze jakies dwa
odcinki sg réwne. Podobnie jest z katami. Katy przy podstawie tréjkata rownoramiennego
sa rowne. Mozemy szukaé trojkatéw przystajacych lub podobnych (zwracam tu jednak
uwage na to, ze z podobienstwem tréjkatéw uczniowie gimnazjum maja znacznie mniej do
czynienia niz z przystawaniem). Mozemy obliczy¢ miary katéw, korzystajac z twierdzen
o sumie katow trojkata, czworokata itp. Mozemy dostrzec okrag, w ktérym sa to katy
wpisane oparte na réwnych tukach. Moga to by¢ katy wierzchotkowe, odpowiadajace czy
naprzemianlegle. Znéw mamy ogromng palete metod do wyboru. Warto przyzwyczajacé
uczniéw do zadawania sobie pytan o to, w jaki sposoéb moga oni udowodnié¢ tego typu
rownosci. Popatrzmy na przyklad zadania, w ktérym warto sobie najpierw u$wiadomic,
czego szukamy.

Zadanie 4.1. Na bokach BC' i C' A tréjkata ABC zbudowano po jego zewngtrznej stronie
kwadraty BCDE oraz CAFG. Prosta przechodzaca przez punkt C i prostopadia do
prostej DG przecina odcinek AB w punkcie M. Udowodnij, ze AM = M B (rys. 15.21).
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Rys. 15.21

Odcinki AM i BM nie sa bokami tréjkata réwnoramiennego. Sprébujmy zatem szukaé
tréjkatéw przystajacych. Do tego bardzo przydaje sie obliczenie katéow na rysunku. Na
pewno dostrzezemy dwie pary katéw réownych (rys. 15.22).

Teraz naturalne wydaje sie szukanie tréjkatéw przystajacych do trojkatow DHC i GDC.
Potrzebne sg katy proste oraz jeszcze jaki§ bok. Kwadraty BCDE i ACGF sugeruja, ze
trzeba szukaé tréjkatéw, ktérych boki beda bokami tych kwadratéw. Poniewaz boki kwa-
dratéw sg przeciwprostokatnymi tréjkatow DHC' i1 GDC, wiec naturalne jest wybranie
bokéw BC i AC. Poprowadzmy zatem z punktow A i B prostopadle do prostej CM.
Dokonczenie dowodu pozostawie juz jako ¢wiczenie. Trzeba tylko wykazaé przystawanie
trzech par tréjkatéw (rys. 15.23). Inne zakonczenie dowodu wykorzystuje nastepujaca
wlasnosé katéw: katy o ramionach parami prostopadlych sa réwne lub daja w sumie
180°. W szczegélnosci stad wynika, ze jesli jeden kat jest prosty, a drugi ma ramiona
odpowiednio prostopadle do ramion pierwszego kata, to tez jest prosty.
Nastepne zadanie pochodzi z tzw. Malej Olimpiady Ma-
tematycznej. Byly to zawody matematyczne organizowane
w latach 1991 — 2001 przez dwdch nauczycieli — Henryka
Pawtowskiego z Torunia i Wojciecha Tomalczyka z Gdyni.
Mata OM miala dwie wersje — dla uczniéw klas I liceum (od

c
1995 roku dla klas I i IT) oraz dla uczniéw starszych klas li-
ceum. Wybrane zadania pochodza z zestawéw dla klas I (lub lA
11i1II). Zadania z Matych Olimpiad Matematycznych mozna 4 ; C1
znalez¢ w Internecie. Na stronie Olimpiady Matematycznej w
istnieje przekierowanie do strony, na ktérej znajduja sie te A

: Rys. 15.24
zadania. v !

Zadanie 4.2. Prosta [ jest rownolegla do Srodkowej CM tréjkata ABC. Proste AB,
BC' i CA przecinaja prosta [ odpowiednio w punktach Cy, A; i B;. Udowodnij, ze pole
trojkata AA1Cy jest réwne polu tréjkata BB1Ch (rys. 15.24).

B
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W tym zadaniu musimy sobie przypomnieé¢, co wiemy o polach tréjkatéw. Mamy oczy-
wiscie podstawowy wzér na pole trojkata: P = % - ah. Mamy tez kilka twierdzen, ktére
warto znaé¢. Oto one.

C F Twierdzenie 1. Przypusémy, ze mamy dane dwa trojkaty
ABC i DEF, ktérych podstawy AB i DF leza na jednej pro-
stej, a wierzchotki C' i F' na prostej do niej réwnoleglej (rys.
15.25). Wéwczas

A BD E Pipc AB
Rys. 15.25 Popr  DE
s Twierdzenie 2. Zal6zmy, ze podstawy AB i C'D tréjkatéw
ABS i CDS leza na jednej prostej (rys. 15.26). Wtedy
Pips AB
A B C D Pops - CD’

Rys. 15.26

Dowody tych dwoch twierdzen pomine. Udowodnie natomiast nastepne twierdzenie, ktére
w tej postaci jest mato znane.

Twierdzenie 3. Zalézmy, ze dane sa tréjkaty ABC i DEF takie, ze {BAC = LEDF.

Wtedy
Papc AB-AC

Ppgr DE-DF’

Dowdd. Na prostej AB, poza pélprosta AB, wybieramy punkt P tak, by AP = DE.
Podobnie na prostej AC, poza pélprosta AC, wybieramy punkt @ tak, by AQ = DF.
Poprowadzimy réwniez odcinki CP i PQ (rys. 15.27).

C

P //\
WA B b E
Q Rys. 15.27

Wtedy oczywiscie AAPQ = ADEF, skad wynika, ze Papg = Pprr. Nastepnie, korzy-
stajac dwukrotnie z twierdzenia 2, otrzymujemy:

Papc _ Papc _ Papc Papc ~AB AC  AB-AC  AB-AC
Pprr  Papg Papc Papg AP AQ AP-AQ DE-DF’

Twierdzenie 4. Zal6zmy, ze dane sa trojkaty ABC i DEF takie, ze
£ABAC = 180° — LEDF.

Wtedy
Papc AB-AC

Ppgr DE-DF’
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Twierdzenie 4 mozna tatwo wyprowadzi¢ z twierdzenia 3. Szczegdty dowodu pozostawie
jako ¢éwiczenie. Twierdzenia 3 i 4 sa w istocie geometrycznymi postaciami wzoru try-
gonometrycznego na pole trojkata: P = % - absin~y, gdzie v jest katem miedzy bokami
a i b. Tego wzoru oczywiscie nie podaje gimnazjalistom, ale twierdzenia 3 i 4 ten wzor
zastepuja.

Powr6émy do zadania 4.2. Mozemy zauwazy¢, ze zacieniowane tréjkaty spelniaja zalo-
zenia twierdzenie 4:

LAC1 Ay = 180° — £BC1 B;.

Mamy zatem
Paa,c,  ACy- A1Cy

Pgpp,c, BCi-BiCy

Teraz wystarczy skorzysta¢ z podobienstwa trojkatow:
ANAMC ~ ANAC1B; oraz ABCM ~ ABACh.

Mamy wéwczas

B,C;, CM CM  AC

AC,  AM  BM  BC:’
skad wynika, ze AC; - A;Cy = BCy - B1C4. Zatem Paa,c, = Ppp,c,-
Zauwazmy, ze W rozwigzaniu zadania 4.2 najwazniejsze bylo skojarzenie tezy z twier-
dzeniem 4. Taki jest wladnie sens tej wskazowki heurystycznej. Powtorze — ma ona
uswiadomié¢ uczniom, ze w rozwiazywaniu zadan matematycznych wazne jest nie tylko
to, co wynika z danych, ale takze to, co bedzie na samym koncu. Bardzo czesto roz-
wiazanie zadania polega na przeanalizowaniu tego, co wiemy i wyciggnieciu pierwszych
wnioskéw z zatozen czy danych oraz na zastanowieniu sie, skad ostatecznie wyniknie teza
twierdzenia czy skad otrzymamy ostateczny wynik. To zbliza nas do rozwiazania z obu
stron. Mozna powiedzieé, ze skraca odlegltosé miedzy zalozeniem i teza czy danymi i wy-
nikiem. To skrécenie odlegloéci moze by¢ na tyle duze, ze brakujacy fragment rozwiazania
dostrzezemy od razu. Tak jest w zadaniu 4.2. Z jedne]j strony réwnoleglto$é prostych CM
i | pozwala dostrzec dwie naturalne pary tréjkatéw podobnych (choé¢ w tej chwili moze
jeszcze nie by¢ widoczne, do czego one moga sie przydad). Z drugiej strony, twierdzenie 4
pokazuje, ze mamy udowodni¢ rownosé¢ AC, - A1Cy; = BC - B1C:. Skojarzenie trojkatow
podobnych z ta rownoscia jest juz chyba dos¢ tatwe.

(5) Jakie znasz twierdzenia o tym, ze pewne proste lub okregi maja punkt wsp6lny?

Wiele zadan geometrycznych polega na udowodnieniu, ze pewne trzy proste przecinaja
sie w jednym punkcie. W jaki sposéb mozemy rozwiaza¢ takie zadanie? Po pierwsze,
istnieje kilka twierdzen moéwiacych o tym, ze pewne trzy proste w tréjkacie przecinaja
sie w jednym punkcie, jednym z tzw. punktéw szczegdlnych trojkata:

Twierdzenie 5.1. Symetralne bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.
Twierdzenie 5.2. Dwusieczne katow trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.
Twierdzenie 5.3. Wysokosci tréjkata (a dokladniej: proste zawierajace wysokosci tréj-
kata) przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Twierdzenie 5.4. Srodkowe tréjkata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Innym twierdzeniem tego typu jest twierdzenie Carnota, oméwione wraz z zastosowaniami
w artykule [Guzicki-Pompe-1]. Jeszcze inne to twierdzenie Cevy oraz twierdzenie méwiace,
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ze osie potegowe trzech okregéw o niewspolliniowych $rodkach przecinaja sie w jednym
punkcie. Tymi twierdzeniami nie bedziemy sie tu jednak zajmowaé, odlozymy to do
liceum. Warto natomiast uswiadomié¢ uczniom, jakich metod uzywa sie do dowodu tych
twierdzen. Jednag z takich metod jest przeciecie dwoch z rozwazanych prostych i wykazanie,
ze punkt przeciecia lezy na trzeciej (tak na przyklad dowodzi sie twierdzen 5.1 1 5.2).

Podobny problem i podobna metoda rozwiazania moze dotyczy¢ trzech okregéw. Udo-
wodnimy na przyklad twierdzenie méwiace, ze jesli na bokach tréjkata ABC zbudujemy
(na zewnatrz tego tréjkata) trzy tréjkaty réwnoboczne, to okregi opisane na tych tréj-
katach réwnobocznych maja punkt wspélny.

Niech P bedzie punktem przeciecia okregdéw opisanych na tréjkatach ACE i BDC'. Po-
taczmy punkt P z punktami A, B i C (rys. 15.28). Zauwazmy, ze czworokat APCE jest
wpisany w okrag. Stad wynika, ze L APC = 120°. Czworokat BDCP tez jest wpisany
w okrag, wiec L BPC = 120°. Zatem {APB = 120°, czyli L{APB + LAFB = 180°.

Punkty A, P, B i F leza wiec na jednym okregu.
c
E

R

Inne twierdzenie méwi, ze jesli na bokach BC, AC i AB tréjkata ABC wybierzemy odpo-
wiednio punkty D, E'i F', to okregi opisane na tréjkatach AEF, BDF i C DE maja punkt
wspolny. Dowdd znéw polega na wykazaniu, ze punkt przeciecia dwéch z tych okregdw
lezy na trzecim. Niech P bedzie punktem przecigcia okregdéw opisanych na tréjkatach
AFE i BDF (rys. 15.29). Wtedy

LEPF =180° — LA oraz 4ADPF =180° — £4B.

hS
é
oy

F Rys. 15.28

Rys. 15.29

Stad wynika, ze {DPFE = 180° — £LC, czyli ze punkty C, E, P i D leza na jednym okregu.
Jako ilustracje omawianej wskazdwki heurystycznej pokaze jeszcze jedno zadanie. Rozwia-
zanie polega na znalezieniu odpowiedniego tréjkata i skorzystaniu z jednego z powyzszych
twierdzen.

Zadanie 5.1. Udowodnij, ze przekatne A; Ag, A3 A1g oraz

A1 ' Aq
A1o ‘A A As Aq5 dwunastokata foremnego A1 As . .. Ajo przecinaja sie

w jednym punkcie (rys. 15.30).
Rozwazmy okrag opisany na rozwazanym dwunastokacie

Ao A3 foremnym (rys. 15.31). Popatrzmy na tréjkat A;oAsAs.
Nietrudno zauwazy¢, ze
A Ag
’ L Ao AgAy = £ Ay AgA; = 15°,
e LA12A2A10 = LAg Az Arg = 30°,
Rys. 15.30 KA2A12A5 = KA8A12A5 = 45°,
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Zatem przekatna AgA; jest dwusieczna kata Ag tréjkata A9 As Ag, przekatna Az Ajg jest
dwusieczng kata Ao oraz przekatna AisAs jest dwusieczng kata Apo. Trzy dwusieczne
katéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, wiec punkt P na rysunku jest rzeczy-
wiscie punktem przecigcia tych trzech przekatnych. Mozna réowniez wykazac, ze te trzy
przekatne zawieraja wysokosci trojkata A A19As (rys. 15.32).

A12 A12
All Al All

Ay

: V As Ag Az
Ag A4
Az As
As

Rys. 15.31 Ag Rys. 15.32

Nietrudny dowdd pozostawie jako éwiczenie.

(6) Masz udowodni¢ jaka$ wlasno$é pewnego punktu. Zrob staranny rysunek, zmierz
rozne odcinki i katy. Czy mozesz zdefiniowac ten punkt inaczej i wtedy udowodnié teze?
Zadanie 6.1. Dany jest trojkat ABC o bokach diugoéci BC = a, AC =bi AB = c.
Na bokach BC' i AC tréjkata ABC zbudowano (na zewnatrz tréjkata) kwadraty BCDE
i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami odcinkéw DG i EF (rys. 15.33).
Oblicz dlugosé odcinka M N.

A B Rys. 15.33

Rozwigzywanie zadania zacznijmy od bardzo starannego rysunku. Szczegdlnie dobrze
wyglada on na papierze w kratke (rys. 15.34):

Rys. 15.34
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Zauwazamy, ze odcinek M N jest rownolegly do podstawy AB tréjkata i ma dlugosé
rowna potowie AB. Sugeruje to, ze mamy do czynienia z linia srodkowa pewnego tréjkata.
Poprowadzmy zatem proste AM i BN, zaznaczmy punkt ich przeciecia, H i polaczmy
go z punktami D i F (rys. 15.35):

Rys. 15.35

Bez trudu dostrzezemy, ze czworokat C DHF' jest réwnolegtobokiem.

To jest najwazniejszy moment w rozwigzaniu zadania. Teraz odwracamy rozumowa-
nie. Zaczynamy od narysowania punktu H jako czwartego wierzchotka réwnolegtoboku
CDHF. Odcinki CF i DH sa réwne i réwnolegle. Podobnie, odcinki AG i C'F' sa réwne
i r6wnolegle. Zatem odcinki AG i DH sa réwne i réwnolegte. Stad wynika, ze czworokat
ADHG jest rownoleglobokiem. Punkt M jest Srodkiem przekatnej GD tego réwnoleglo-
boku, a wiec jest punktem przeciecia obu przekatnych. Zatem jest on tez $rodkiem drugiej
przekatnej, czyli srodkiem odcinka AH. Podobnie dowodzimy, ze czworokat BEH F' jest
rownoleglobokiem, a wigec punkt N jest srodkiem odcinka BH. Zatem odcinek M N jest
rzeczywiscie linig $rodkowa w tréjkacie ABH i stad wynika, ze M N = % -AB = §.
Wtasciwy wybdr punktu H jest kluczem do rozwiazania zadania. Widzimy, ze staranny
rysunek pozwala dostrzec wtasnie ten punkt, a to na pierwszy rzut oka moze nie byé
przez ucznia dostrzezone.

W nastepnych zadaniach pokaze, w jaki sposéb inne okreslenie punktéw istotnych w za-
daniu ulatwia rozwigzanie tego zadania. Pierwsze z tych zadan znamy z rozdzialu o funk-
cjach.

Zadanie 6.2. Dany jest kwadrat ABCD i punkt F lezacy na boku BC. Na zewnatrz
kwadratu ABCD budujemy kwadrat BEFG (rys. 15.36). Udowodnij, ze proste AE, CG
i DF przecinaja sie w jednym punkcie.

D t==——— \C D= ¢
~\‘\‘~\‘_ NP ‘\\‘~~_‘ AP
E|,-N~~-.__F E TN F
A B G A B G
Rys. 15.36
Rys. 15.37
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Rozwiazanie, ktére pokazatem, polegato na innym zdefiniowaniu szukanego punktu. Mia-
nowicie, okregi opisane na obu kwadratach majg dwa punkty wspoélne — punkt B i jeszcze
jeden punkt P, o ktorym doéé tatwo dowodzi sie, ze lezy na trzech rozwazanych prostych
(rys. 15.37).

Zadanie 6.3. Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci trdjkata ostrokatnego ABC.
Wykaz, ze punkty symetryczne do punktu H wzgledem prostych AB, BC i C'A leza na
okregu opisanym na tréjkacie ABC (rys. 15.38).

c

1) 4

A\\/B A\<D : ’
Rys. 15.38 P Rys. 15.39

Rozwiazanie tego zadania polega na tym, by przedluzyé wysokosci tréjkata ABC do
przeciecia z okregiem opisanym na trojkacie i udowodnié, ze otrzymane punkty sa syme-
tryczne do ortocentrum wzgledem bokéw. Niech na przyktad punkt P bedzie punktem
przeciecia polprostej CH z okregiem opisanym na trojkacie ABC (rys. 15.39). Wowczas
nietrudno zauwazy¢, ze

ADBP = {ABP = LACP =90° — {CAB = {DBH.

Stad tatwo wynika, ze tréjkaty DBP i DBH sa przystajace, a wiec DP = DH. Punkty
P i H sa wiec symetryczne wzgledem prostej AB. To znaczy, ze punkt symetryczny do
punktu H wzgledem tej prostej lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC.

Zadanie 6.4. Na bokach BC i AC' tr6jkata ostrokatnego ABC' zbudowano, po zewnetrz-
nej stronie, kwadraty BCDE i ACGF (rys. 15.40). Udowodnij, ze proste AD, BGi EF
przecinajg sie w jednym punkcie.

D

A B Rys. 15.40

Czy widzieliSmy zadanie podobne? Pomyst rozwigzania znoéw polega na nowym zdefinio-
waniu punktu P. Tak jak w zadaniu 6.2, jest to punkt przeciecia okregéw opisanych na
kwadratach. Szczegdty dowodu pozostawie jako ¢wiczenie.

Zadanie 6.5. Wewnatrz kwadratu ABC D wybrano taki punkt P, ze
£LPCD = APDC = 15°
(rys. 15.41). Oblicz miare kata APD.
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A B Rys. 15.41 A B Rys. 15.42

Jesli zmierzymy katy na rysunku 15.41, to przekonamy sie, ze
LADP = LAPD =75°, ADAP =30° oraz «£BAP = 60°.

To sugeruje nastepujaca konstrukcje. Narysujmy wewnatrz kwadratu tréjkat réwno-
boczny ABQ i polaczmy punkt @ z wierzchotkami C' i D (rys. 15.42). Teraz oczywiscie

ABAQ = £LABQ =60° oraz £DAQ = £CBQ = 30°.
Wiemy takze, ze AD = AQ = BQ = BC. Tréjkaty AQD i BQC sa zatem réwnoramienne
i stad dostajemy
£LADQ = LAQD = LBQC = £BCQ = 75°.

Zatem

£QCD = £QDC = 15°.
Skonstruowany punkt @ jest zatem punktem P z naszego zadania. Warunek
APCD = £PDC = 15°
wyznacza bowiem jednoznacznie punkt P wewnatrz kwadratu. Mamy zatem odpowiedz:

LAPD = LAQD = 75°.

Zadanie 6.6. Wewnatrz pieciokata foremnego ABCDE wybrano taki punkt P, ze
APBC = 48° oraz APED = 42° (rys. 15.43). Oblicz miare kata CPD.

D

48°
A B Rys. 15.43
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To zadanie rozwigzujemy w podobny sposéb. Najpierw inaczej definiujemy punkt P.
Staranny rysunek znéw sugeruje, ze punkt P jest wierzchotkiem tréjkata réwnobocznego
ABP. Skorzystamy ponadto z symetrii pieciokata foremnego. Symetralna boku AB jest
osig symetrii pigciokata, punkty D i P leza na tej osi. Teraz obliczamy wszystkie mozliwe
katy utworzone na rysunku. Poniewaz kat wewnetrzny pieciokata foremnego jest rowny
108° oraz AE = BC = AB = AP = BP, wigc

LEAP = L{CBP =48° oraz AAEP = {APE = {BCP = {BPC = 66°.

Stad wynika, ze L PED = LPCD = 42°. Wreszcie pdlprosta DP jest dwusieczng kata
CDE, skad wynika, ze {CDP = £ EDP = 54°. Teraz obliczamy, ze

LEPD = LCPD = 84°.
Nalezy zauwazy¢, ze warunek
APBC =48° oraz APED = 42°

definiuje jednoznacznie punkt P wewnatrz pieciokata foremnego ABCDE), a wiec zdefi-
niowany przez nas na nowo punkt P jest dokladnie tym samym punktem P, ktéry zostat
zdefiniowany w zadaniu.

To konczy rozwigzanie zadania, a odpowiedZ brzmi: LCPD = 84°.
(7) Wpisz czworoscian foremny w szescian.

Wiele zadan dotyczacych czworo$cianu foremnego mozna rozwigzaé tatwiej, jesli popa-
trzymy na ten czworo$cian jak na fragment szeScianu. Ogdlnie, w przypadku dowolnego
czworo$cianu, mozemy utworzy¢ rownolegloscian, ktérego czescia jest ten czworosScian.
Nie bede tu omawial dokladniej tej sytuacji ogdlnej, ogranicze sie do czworoscianu fo-
remnego.

Zadanie 7.1. Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi réwnej a.

Popatrzmy na szescian ABC'DEFGH . Czworoscian foremny jest to czworoscian o wierz-
chotkach B, D, Ei G (rys. 15.44):

N

A B Rys. 15.44

Krawedzie czworo$cianu sa przekatnymi $cian szescianu. Poniewaz krawedz czworoscianu
jest réwna a, wiec krawedz sze$cianu jest réowna b = % Czworoécian powstaje z szeScianu
przez odciecie czterech ostrostupéw. Popatrzmy na jeden z nich. Jego podstawa jest
trojkat ABD, a wysokoscig odcinek AFE. Objeto$¢ tego ostrostupa jest zatem réwna

1 v b3

~ b= —.

V = — .
ABDE 3 79 6
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Po odcieciu czterech takich ostrostupéw zostanie czworoscian foremny o objetosci

v _1b3_1 CL3 _a3\/§
BDEG =37 T3 92 12 °

Inne zadanie polega na obliczeniu promienia kuli stycznej do wszystkich krawedzi czwo-
roscianu. Bez trudu zauwazamy, ze jest to kula wpisana w szescian, a wiec ma promien

réwny
b a a2

2 22 4
(8) Przedtuz srodkowa.

Jednym z czesto stosowanych pomysléw w geometrii jest przedluzenie srodkowej. Wi-
dzieliSmy juz ten pomyst w kilku zadaniach: 20 (zestaw II), 21 punkt e) (zestaw III),
35 (zestaw IV), 38 (zestaw IV). Ten sam pomyst mozna bylo wykorzysta¢ w zadaniu 8
z zawodéw I stopnia LXII Olimpiady Matematyczne;j.

A Zadanie 8.1. Punkt M jest srodkiem boku BC' trdjkata
ostrokatnego ABC. Punkt K lezy na boku BC i spelnia waru-
nek {BAM = LK AC. Na odcinku AK wybrano taki punkt
E, 7e {BEK = {BAC. Udowodnij, ze

LKEC = £BAC.

Rys. 15.45
Rozwigzanie. Przyjmijmy oznaczenia: {BAM = LK AC = « (rys. 15.45). Zrébmy to,
co sie narzuca — przedtuzmy $rodkowa (rys. 15.46). Punkt
D lezy na poélprostej AM oraz AM = MD. Jak wiemy,
czworokat ABDC' jest réwnoleglobokiem. Stad wynika, ze
£LABD = 180° — £LBAC. Ponadto

ABEA =180°— KBEK =180° — {BAC = LABD.

Nastepnie
AEBA=ABEK—-4ABAF = {BAC—A{BAFE = {FEAC = a.

Mamy zatem

D Rys. 15.46

AABD = ABFEA oraz ABAD = {EBA.

Stad wynika, ze A ABD ~ /A BEA. Mamy zatem proporcje
AD _AB
BD AE’
z ktorej wynika, ze
AB _AE _ AE
AD BD AC’
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Ale ABAD = a = LFAC, wiecc ABAD ~ AFEAC. Zatem L{ABD = LAEC. Stad
dostajemy
LKEC =180° — LAEC = 180° — KABD = {BAC,

co konczy dowdd.

Przedtuzenie srodkowej i dostrzezenie dwoch par tréjkatéw podobnych — az dziwne, jak
proste okazalo sie rozwiazanie tego zadania. Wielu zawodnikow rozwiazywalo je zupelnie
inaczej.

Zauwazmy, ze pOlprosta AK jest symetryczna do poOlprostej AM wzgledem dwusiecz-
nej kata BAC. Srodkowa bywa nazywana mediana — ta nazwa wywodzi sie z laciny.
Pélprosta AK jest wiec symetryczna do mediany — dlatego nazywamy ja symediana.
Zadanie 8.1 mozna wyprowadzi¢ z podstawowych wlasnosci symedian w tréjkacie i wielu
zawodnikéw tak wiasnie rozwiazywalo to zadanie. Takie rozwigzanie wymagato oczy-
widcie nauczenia sie tych wtasnosci symedian. Natomiast jedna z uczestniczek mojego
kotka matematycznego, gdy omawialiSmy zadania z Olimpiady, zglosita si¢ do pokazania
swojego rozwigzania i powiedziala: ,Styszalam od kolegow, ze to zadanie mozna tatwo
rozwiazaé, korzystajac z symedian, ale ja nie wiem, co to sg symediany, wiec zrobitam
to, co jest najprostsze — przedluzytam srodkowa”. Proste pomysty czesto prowadza do
krétkich i eleganckich rozwiazan.
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16. Ko6tka, zajecia seminaryjne, warsztaty

Trzy rodzaje zajeé, ktore teraz omowie, to zajecia rozszerzajace omawiany program.
Koétka i warsztaty sa to zajecia w dodatkowym czasie, przeznaczone dla uczniéow, kto-
rzy chca poswieci¢ wiecej czasu przygotowaniom do zawodéw matematycznych. Na tych
zajeciach uczniowie przede wszystkim rozwiazuja dodatkowe zadania. Dodatkowy mate-
rial teoretyczny, ktory na wielu zajeciach musi by¢ przedstawiony uczniom, stuzy przede
wszystkim wprowadzeniu nowych metod rozwiazywania zadan konkursowych. Inaczej jest
na zajeciach seminaryjnych, ktérych celem jest rozszerzenie wiedzy teoretycznej uczniow.
Omoéwie teraz krétko te trzy rodzaje zajeé.

1. Ké6tka matematyczne

Koétka odbywaja sie regularnie po lekcjach, zazwyczaj po jednej godzinie tygodniowo.
Uczniowie dostaja zestawy zadan, ktére wspélnie rozwiazuja w czasie zajeé. Zestaw zadan
moze by¢ ,monotematyczny” (tzn. wszystkie zadania sa poSwiecone jednemu zagadnieniu
lub jednej metodzie rozwiazania) lub wielotematyczny (na przyklad zestaw zadan z kon-
kretnych zawodéw matematycznych). Czasami zestaw zadan jest poprzedzony krétkim
wprowadzeniem teoretycznym — takie wprowadzenie czesto jest przedstawiane ustnie
przez nauczyciela na poczatku zajeé. Dzieje si¢ tak na ogoél wtedy, gdy cale kotko jest
poswiecone jednemu tematowi. Poczatkowe zadania sa wéwczas rozwiazywane przez na-
uczyciela i stajg sie w ten sposéb wzorcem dla pozostalych zadan. W przypadku, gdy
kotko jest poswiecone konkretnym zawodom matematycznym (na przykiad zadaniom
z zawod6w II stopnia OMG z jednego z ubieglych lat), kazde zadanie jest traktowane
odrebnie i zdarza sie, ze przy okazji takiego zadania wprowadzam uczniom nowy material
teoretyczny i pokazuje nowe metody rozwigzania.

Skad czerpa¢ zadania na kétka? Uwazam, ze przede wszystkim z poprzednich zawoddéw
matematycznych. Staram sie oméwié na kétkach zadania z poprzednich OMG, wybieram
zadania z poprzednich Konkurséw Wojewodzkich, a takze tatwiejsze zadania z Olimpiady
Matematycznej. Szczegdlnie przydatne sa tu zadania z pierwszych Olimpiad Matematycz-
nych (zwlaszcza pierwsze dwa tomy zadan olimpijskich S. Straszewicza [Straszewicz]).
Takie kétko mozna zaczaé juz w drugim semestrze I klasy. Zazwyczaj nie zaczynam
kétka dla I klasy od poczatku roku szkolnego, dajac uczniom czas na przyzwyczajenie sie
do nowych wymagan i nie przeciazajac ich zanadto na poczatku roku szkolnego. Ko6tko
prowadze nastepnie co najmniej przez cata II klase i pierwszy semestr 111 klasy — do-
poki uczniowie startuja w OMG. W niektérych latach zdarzato sie, ze kontynuowalem
kétko do kofica gimnazjum, a nawet dla licealistow, ktérzy, bedac juz w innych szkotach,
ciagle przychodzili na moje kotka, by na nich przygotywywaé sie do startu w Olimpia-
dzie Matematycznej. Podstawa w gimnazjum sa jednak dwa lata koétka ,,gimnazjalnego”,
trwajacego od II semestru I klasy do konca I semestru III klasy.

2. Warsztaty matematyczne
Jedna z najwazniejszych form przygotowan do Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow
sa tzw. warsztaty matematyczne. Wyjadnie teraz, co to sa warsztaty matematyczne,
a w nastepnym rozdziale pokaze kilka przykladowych zestawéw zadan, ktére na takich
warsztatach mozna wykorzystac.

Warsztaty matematyczne sa to zajecia podobne do kotka matematycznego. Na warsz-
tatach pokazuje uczniom nowe sposoby rozwigzywania zadan, uczniowie tez rozwigzuja
zadania. Réznica polega na tym, ze nie sa to zajecia krétkie (np. jednogodzinne), od-
bywajace sie do$¢ rzadko (np. raz w tygodniu), ale sa one dlugie, wielogodzinne, skon-
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centrowane w kréotkim czasie (np. od piatku do poniedziatku). Organizowalem dla moich
uczniéw dwa rodzaje warsztatow: wyjazdowe i stacjonarne. Moje do$wiadczenie podpo-
wiada mi, ze warsztaty wyjazdowe sa znacznie bardziej efektywne, jednak ich zorganizo-
wanie jest bardziej kltopotliwe, sa one kosztowne i lepsze efekty osiaga sie raczej z liceali-
stami niz z gimnazjalistami. Warsztaty stacjonarne sa latwiejsze do zorganizowania i sa
chyba bardziej odpowiednie dla gimnazjalistow.

Organizowalem warsztaty wyjazdowe dlugie (trwaly caly tydzief, nawet z obydwoma
weekendami wlacznie) oraz krétsze (trwajace zazwyczaj ok. 5 dni, np. od czwartku do
poniedziatku lub od piatku do wtorku). Plan pracy na warsztatach wyjazdowych byl
nastepujacy: po $niadaniu uczestnicy samodzielnie rozwiazywali zadania — tak jak na
Olimpiadzie. Zazwyczaj dawalem 5 zadan na 3 godziny. Po krotkiej przerwie omawialiSmy
rozwigzania tych zadan, podobnie do oméwien stosowanych zazwyczaj po zawodach obu
Olimpiad. Zdarzalo sie, ze nie zdazaliSmy oméwi¢ wszystkich zadan, wtedy konczyliSmy
omawianie w czasie zaje¢ popotudniowych. Po obiedzie zawsze byl zaplanowany czas na
zajecia rekreacyjne, np. gre w pitke. Okolo godziny 16 rozpoczynalidémy zajecia popotu-
dniowe. W czasie tych zaje¢ omawialiSmy rozwiazania innych zadan. Byly to zadania,
ktore uczestnicy otrzymywali do rozwiazania jeszcze przed warsztatami (tzw. zadania
przygotowawcze) oraz ,zadania nocne”. Byly to zadania, ktére uczestnicy rozwiazywali
w czasie warsztatow, wieczorami po zajeciach. Zasada bylo to, ze w czasie zaje¢ porannych
uczestnicy pracuja catkowicie samodzielnie. W czasie wieczornego rozwiazywania zadan
uczestnicy warsztatéw pracujg samodzielnie lub w grupach. Szczegélnie polecalem im
prace zbiorowa. Wspélna praca nad zadaniami dawala z reguly znacznie lepsze rezultaty.
Po pierwsze, tatwiej wpasé¢ na pomyst rozwigzania — rézne pomysty uczniéw uzupetniaja
sie. Po drugie, uczniowie ucza sie od siebie nawzajem. Jest to niezwykle efektywna metoda
uczenia sie. Rozwigzania zadan nocnych sa omawiane na ogél juz nastepnego dnia.

Wielokrotnie widzialem, ze uczestnicy warsztatéw siedzieli nad zadaniami do p6znej nocy,
tak bardzo ta praca ich wciagata. Mam wrazenie, ze wtasnie ta wspodlna praca nocna dawata
na warsztatach najwieksze efekty i uczestnicy w tym wlasnie czasie uczyli sie najwiece;j.

W czasie dlugich warsztatéw wyjazdowych zawsze planowaltem czas na jakas wycieczke.
Przez wiele lat organizowatem warsztaty w Bieszczadach, wspdlnie z moim przyjacielem
— nauczycielem w Liceum Ogélnoksztatcacym im. KEN w Stalowej Woli, Waldemarem
Rozkiem. W czasie takich warsztatéow zawsze organizowaliémy dwie wycieczki w gory:
jedna calodniowa i druga na pél dnia. Jak tez wspomnialem, dbaliSmy zawsze o to,
by uczestnicy mieli codzienng dawke ruchu — sportu lub dluzszego spaceru. W czasie
warsztatow krétkich ograniczatem sie do jednej wycieczki, zazwyczaj przedpoludniowej.

Warsztaty stacjonarne, a takie najczesciej organizowalem dla gimnazjalistow, sa nieco
inne. Nie ma przede wszystkim zadan nocnych. Uczestnicy mieszkaja w swoich domach
i wieczorem oczywiscie nie beda sie spotyka¢, by razem rozwiazywaé¢ zadania. Gimna-
zjalidci sa poza tym zbyt mlodzi, by sugerowaé im prace pdézno wieczorem. Tak wiec,
praca na warsztatach stacjonarnych ogranicza si¢ do rozwigzywania zadan samodzielnie,
omawiania tych zadan oraz do krétkiej pracy wspolnej w czasie dluzszej przerwy. Takie
warsztaty organizowalem zawsze w budynku szkolnym; uczestnicy mieli wiec do dyspozy-
cji boisko. W czasie dtuzszej przerwy zazwyczaj grali w pitke. Robitem tez czesto druga
przerwe na prace w grupach nad zadaniami.

Na niektorych warsztatach prowadzitem rowniez krétkie wykltady dla uczestnikéw. Uczy-
tem ,teorii” potrzebnej w rozwiazywaniu nowych typéw zadan. Staratem sie jednak, by
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wyktad nie byl zbyt dlugi i by gléwna czeéé¢ wykladu stanowily zadania. Nie chodzilo
przeciez o uczenie nowych dzialéw matematyki, ale o pokazanie kilku nowych pomystéow
potrzebnych przy rozwiazywaniu zadan olimpijskich.

Trzeba wreszcie przej$¢ do zadan. Jak wspomnialem, uczestnicy dostaja przed warsz-
tatami kilka zestawéw zadan do rozwiagzania w domu lub w czasie warsztatéw. Ponadto
dostaja do rozwiazania (w czasie pracy samodzielnej) po jednym zestawie zadan na kazdy
dzien. Wreszcie dostaja zadania na warsztatach do rozwigzania w grupach lub samo-
dzielnie wieczorem w domu. Na czterodniowe warsztaty stacjonarne dla gimnazjalistow
przygotowuje zazwyczaj okolo 80 zadan. Uczniowie dostaja 4 zestawy po 5 zadan do
pracy samodzielnej, 3 lub 4 zestawy po 4 — 5 zadan do pracy w grupach lub wieczorem
w domu i okolo 45 zadan przygotowawczych. Zadania przygotowawcze dostaja mniej
wiecej na tydzien lub dwa tygodnie przed warsztatami. Na dluzsze warsztaty wyjazdowe
przygotowywalem oczywiscie znacznie wiecej zadan. Kazdego dnia uczniowie rozwiazy-
wali samodzielnie 5 zadan, dostawali okoto 10 zadan nocnych i omawialiSmy okoto 10
zadan przygotowawczych. Na 7 dni pracy nalezalo wiec przygotowaé¢ ponad 150 zadan.

Skad braé tyle zadan na warsztaty? Na warsztatach dla licealistéw byly to przede wszyst-
kim zadania z poprzednich Olimpiad, zadania z zawodéw miedzynarodowych lub z Olim-
piad innych krajéw. Ogromna liczbe takich zadan mozna znalezé w Internecie. Przede
wszystkim polecam strone internetowa OMG. Mozna tam znalezé zadania z poprzednich
Olimpiad, bardzo interesujace zadania ze wskazéwkami i rozwiazaniami z Koétka Interne-
towego (70 zadan), zadania z obozéw OMG oraz zadania z Ligi Zadaniowej. Polecam tez
strone Olimpiady Matematycznej. Oprocz doslownie tysiecy zadan z Olimpiad i zawodow
miedzynarodowych znajduja sie tam linki do stron innych Olimpiad. Bardzo pomocne
byly zadania publikowane w czasopismie ,,Crux Mathematicorum”. Na stronie inter-
netowej tego pisma znajduje si¢ kilka rocznikéw powszechnie dostepnych. Korzystatem
z zadan z tzw. Malej Olimpiady Matematycznej, zawodéw organizowanych przez dwoch
nauczycieli (w pézniejszym czasie dolaczyli do nich jeszcze inni): Henryka Pawlowskiego
z Torunia i Wojciecha Tomalczyka z Gdyni. Zadania z kilku Malych Olimpiad (organizo-
wanych w dwoch grupach wiekowych) sg na stronie internetowej, do ktérej link znajduje
sie takze na stronie Olimpiady Matematycznej. Wreszcie nalezy polecié¢ zbiory zadan.
W Polsce wydano wiele zbioréow zadan zawierajacych zadania olimpijskie lub zadania
przygotowawcze do zawoddéw matematycznych. Polecam zbiory zadan wspomnianych wy-
zej nauczycieli: Pawlowskiego i Tomalczyka. Wielokrotnie korzystatem ze zbioru zadan
[Kubica-Szymezyk] oraz z bardzo popularnej wérdéd olimpijezykéw ksiazki [Kourliandt-
chik]. Na zakonczenie cheialbym polecié doskonaly zbiér zadan [Engel]. Jest to zbidr zadan
napisany po angielsku (mozna go kupié np. zamawiajac przez Internet), zawierajacy ponad
1000 zadan i przygotowany specjalnie z mysla o przygotowaniu do zawodéw matematycz-
nych. Bardzo wiele z tych zadan mozna z powodzeniem dawaé juz uczniom gimnazjum.

W Internecie mozna znalezé takze bardzo wiele innych zadan, np. z réznych kétek mate-
matycznych z calego Swiata. Jest tez wiele opracowan napisanych specjalnie dla przygoto-
wan olimpijskich. Takich materiatéw jest tak duzo, ze niemozliwoécia jest nawet pobiezne
przejrzenie wszystkich. Gdy poréwnuje te sytuacje z czasami, w ktorych sam startowatem
w Olimpiadzie Matematycznej, zazdroszcze dzisiejszym olimpijczykom. Ja korzystalem
z dwéch tomow zadan Stefana Straszewicza i z jednego rosyjskiego zbioru zadan z algebry.
Dzisiaj olimpijczyk moze znalezé w Internecie dostownie tysiace interesujacych zadan, setki
ciekawych artykuléw i ogromna liczbe uwag i komentarzy. Moze tez uczestniczy¢ w intere-
sujacych dyskusjach i wymienia¢ spostrzezenia i do$wiadczenia z kolegami z catego $wiata.
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Nalezy powiedzie¢ pare stéw o tematyce warsztatéw. Organizowalem warsztaty ,mo-
notematyczne” oraz warsztaty o réznorodnej tematyce. Warsztaty poswiecone jednemu
tematowi organizowalem zazwyczaj pod koniec roku szkolnego. Ich celem byto naucze-
nie jakiego$ dzialu matematyki potrzebnego do Olimpiady. Szczegdlnie udane byly przed
wielu laty warsztaty z kombinatoryki (dla licealistéw). Oméwilismy wtedy z uczestnikami
wszystkie zadania kombinatoryczne z poprzednich Olimpiad. Niedawno przeprowadzitem
dla uczniéw gimnazjum warsztaty z teorii graféw. Jednak zdecydowanie ciekawsze wy-
daja mi sie warsztaty réoznorodne, na ktoérych pokazuje uczniom zadania z kilku dziatow
matematyki. Najczesciej wybieram do tego cztery dzialy matematyki:

teorie liczb,
kombinatoryke,
nieréwnosci,
geometrie.

W jednym z nastepnych rozdzialéw pokaze po kilka zestawéw zadan z tych czterech
dzialéw matematyki.

3. Zajecia seminaryjne

Zajecia seminaryjne polegaja na tym, ze wybrany uczen wyglasza referat na zadany te-
mat. Celem takich zajeé jest oczywiscie zapoznanie ogbtu uczniéw z nowym zagadnieniem
teoretycznym. Ponadto — tak jak na seminarium na Uniwersytecie — chyba wazniejszym
celem jest nauczenie ucznia prezentowania przed calay klasa nauczonej partii materiatu.
Uczen dostaje odpowiednie materialy (na przyklad odbite na kserografie) lub znajduje je
samodzielnie (na przyklad w Internecie), musi si¢ nauczy¢ danego zagadnienia i nastepnie
opowiedzie¢ o nim pozostalym uczniom (w klasie na lekcji lub na kétku). Podstawowym
bledem ucznia referujacego po raz pierwszy jest oczywiscie méwienie do nauczyciela,
a nie do kolegéw.

Referat nie moze by¢ zbyt dtugi. Najczesciej jest to okolto pél lekcji, rzadziej cata godzina
lekcyjna. Czego moga dotyczy¢ takie referaty? Sa to czasem krétkie informacje uzupelnia-
jace temat lekcji. Przyktady pokazuje dalej, gdy omawiam sposoby korzystania z Internetu.
Przekonywalem sie wielokrotnie, ze interesujacym tematem dla uczniéw jest teoria liczb.
W II klasie, gdy omawiam twierdzenie Pitagorasa, doskonalym tematem referatu jest
rozwiazywanie réwnania Pitagorasa w liczbach catkowitych. Przy okazji mozna daé kilka
referatow na podobne tematy — rozwiazywanie innych réwnan w liczbach catkowitych.
Znakomitym zrodlem takich referatéw z teorii liczb sa dwie popularne ksiazki Wactawa
Sierpinskiego ([Sierpinski-1] oraz [Sierpinski-2]). Przy okazji uczniowie moga dowiedzie¢
sig, kim byl Sierpinski, a takze uslyszeé¢ o innych wielkich polskich matematykach.
Innymi dobrymi Zrédlami referatéw sa:

artykuly dodatkowe w sprawozdaniach z kolejnych OMG,
broszurki wydawane przez SEM,

liczne ksiazki popularne o matematyce,

artykuly znajdujace sie w Internecie,

materialy przygotowane specjalnie przez nauczyciela.

Do poradnika dolaczam trzy pliki (w formacie pdf) zawierajace trzy takie opracowa-
nia przygotowane przeze mnie specjalnie dla uczniéw. Niektore z nich wykorzystywalem
wielokrotnie jako materialy do referatu na prowadzonych przeze mnie kétkach matema-
tycznych. Te opracowania dotycza liczb Fibonacciego i kombinatorycznych metod dowo-
dzenia ich wlasno$ci, przeksztalcenia przez inwersje oraz przekatnych wielokatow forem-
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nych. W tym ostatnim opracowaniu rozwijam uwagi dotyczace przekatnych wielokatow
foremnych, ktére zawarlem w rozdziale o geometrii okregu.

4. Warsztaty tematyczne (projektowe)

Na zakonczenie chciatbym powiedzieé pare stéw o warsztatowej metodzie przygotowywania
projektéw. Dwukrotnie (oprécz projektéw przygotowywanych w ramach wymian zagra-
nicznych) z uczniami Gimnazjum Przymierza Rodzin im. Jana Pawla II przygotowywali-
$my projekty dotyczace architektury gotyckiej. Warsztaty polegaly na tym, ze uczniowie
przez kilka dni przygotowywali w szkole swoje projekty. Dobrym czasem do takiej pracy
jest okres po egzaminie gimnazjalnym w III klasie. Organizowaliémy wtedy w szkole tzw.
tydzien projektowy, w czasie ktérego uczniowie przygotowywali rézne projekty. Uczniowie
klasy matematycznej dwukrotnie przygotowywali taki projekt dotyczacy okien gotyckich
na podstawie zdje¢ dwoch zabytkéw: zamku w Malborku i katedry w Kolonii. Wszyst-
kie prace dotyczace projektu zostaly wykonane wspoélnie w szkole, gltéwnie w pracowni
komputerowej. Efektem pracy bylo wspélne opracowanie zawierajace analize ok. 10 okien
gotyckich. Sposob pracy nad takim projektem oméwitem w rozdziale o projektach.
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17. Zastosowania komputeréw

W tym rozdziale opisze, w jaki sposéb w rozszerzonym programie matematyki w gimnazjum
mozna wykorzysta¢ komputery. Przede wszystkim nalezy wyjasni¢, ze nie chodzi o nauke
programowania. Programowanie jest oczywiscie bardzo wazna umiejetnoscia, niezwykle
przydatna w nauczaniu matematyki. Jednak nie o tym chciatbym tu napisa¢. Zwiazki z in-
formatyka to przede wszystkim wykorzystanie komputeréw do rozwigzywania naturalnych
zadan pojawiajacych sie w programie nauczania (lub w omawianym jego rozszerzeniu).

Omowie tutaj nastepujace zastosowania komputerdw:

wykorzystanie arkusza kalkulacyjnego,

wykorzystanie programéw do konstrukeji geometrycznych,
wykorzystanie programéw do rysowania wykreséw funkcji,
wykorzystanie Internetu,

e wykorzystanie edytoréw tekstu.

Zakladam, ze z programami wykorzystywanymi na uzytek zaje¢ matematycznych moi
uczniowie zapoznaja sie w czasie zaje¢ z informatyki. To oczywiscie wymaga uzgodnienia
z nauczycielami prowadzacymi te zajecia. W mojej dotychczasowej pracy nie zetknatem
sie z istotnymi problemami w tej kwestii. Teraz oméwie powyzsze zastosowania.

1. Arkusz kalkulacyjny

7 zastosowaniami arkusza kalkulacyjnego spotykamy sie¢ przede wszystkim w dwdch sy-
tuacjach. Po pierwsze, gdy ucze procentéow, po drugie, gdy ucze statystyki opisowe].
W obu przypadkach prosze uczniow o przygotowanie pewnych wykreséw. Wymagam
przygotowania niektérych wykreséw recznie — po to, by uczniowie zrozumieli, jak sie
je wykonuje. Nastepnie pozostale wykresy uczniowie przygotowuja za pomoca kompu-
tera. Jednym z zadan, ktére zawsze wykonuje z uczniami pierwszej klasy, jest zadanie
o wynikach egzaminu gimnazjalnego. Prosze uczniéw o sprawdzenie w Internecie, co to
jest skala staninowa (jest to preferowany przez Centralng Komisje Egzaminacyjna spo-
s6b prezentowania wynikéw egzaminu). Te skale krotko omawiam z uczniami; skala ta
polega na tym, by wyniki uzyskane przez uczniow danej populacji przydzieli¢ do jed-
nej z 9 grup: w najwyzszej znajduje sie najlepsze 4% wynikéw, w drugiej nastepne 7%
wynikéw i tak dalej (po szczegdly odsylam do strony CKE). Nastepnie daje uczniom
wyniki egzaminu gimnazjalnego szkoly, w ktorej pracuje. Zwracam tu uwage na to, by
wyniki byly anonimowe. W tym celu specjalnie je przygotowuje. Podaje uczniom wy-
tacznie wyniki liczbowe, bez danych osobowych, mieszajac je tak, by nie mogli dojsé do
tego, ktéry wynik odpowiada konkretnemu uczniowi. Nastepnie prosze o przygotowanie
wykresu pokazujacego, ile procent uczniéw szkoly znalazlo sie w kolejnych staninach.
Prosze tez, by na ten wykres (zazwyczaj stupkowy) naltozyé wykres (zazwyczaj liniowy)
pokazujacy rzeczywiste wielkosci poszczegdlnych stanindéw (wspomniane wyzej 4%, 7%
itd). To zadanie wykonywalem w szkotach, w ktérych wyniki egzaminu byly bardzo do-
bre, znacznie odbiegajace od wynikéw krajowych. Znacznie wigcej niz 4% uczniéw szkoly
uzyskiwato wyniki mieszczace sie¢ w najwyzszym staninie. Uczniowie, po przygotowaniu
wykresu, mogli zobaczy¢, w jak dobrej szkole sie ucza, czym sa motywowane wysokie wy-
magania, ktére im stawiamy i ktére — przede wszystkim — ja im stawiam. Zazwyczaj
prosze o wykonanie wykresu juz za pomoca komputera.

Innym zadaniem, w ktérym wykorzystanie arkusza kalkulacyjnego jest bardzo naturalne,
jest zadanie o rzucaniu kostka dwudziesto$cienna, omawiane w rozdziale o rachunku praw-
dopodobienstwa. W tym zadaniu prosze uczniéw o zapisanie wynikéow rzutéw w arkuszu,
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zebranie wynikéw uzyskanych przez wszystkich uczniéw, scalenie tych wynikéw i podanie
wyniku ostatecznego. Tych czynnosci koncowych zazwyczaj podejmuje sie jeden uczen
klasy (koordynator), najlepiej obeznany z uzyciem komputeréw. Jednak wszyscy inni
muszg przygotowaé te dane w taki sam sposob, narzucony przez koordynatora.

Jeszcze inne zadanie, w ktorym prosze o wykorzystanie arkusza kalkulacyjnego, jest zwia-
zane z funkcjami liniowymi. Prosze uczniéw, by wybrali po kilka przyktadéw funkcji li-
niowych (postaci y = ax+b dla réznych a i b), obliczyli wartosci tych funkeji w kilkunastu
punktach (na przyktad od 2 = —5 do & = 5, co p6! jednostki) i zaznaczyli te punkty
w ukladzie wspotrzednych. Oczywiscie te obliczenia najtatwiej wykonaé nie recznie za
pomocy kalkulatora, ale w arkuszu kalkulacyjnym. Podobnie, zaznaczenie odpowiednich
punktéw lepiej zrobi¢ za pomoca komputera: arkusze kalkulacyjne moga przedstawiac
uzyskane dane w postaci graficznej. Podobne éwiczenie uczniowie wykonuja dla réwnan
liniowych postaci ax+by = c. Dla kilkunastu wartosci x obliczaja odpowiednie wartosci y
i zaznaczaja w ukladzie wspélrzednych punkty, ktérych wspélrzedne spelniaja odpowied-
nie réwnanie. Zauwazaja, ze we wszystkich przypadkach uzyskane punkty lezg na jednej
prostej. Nie dowodze uczniom, ze wykresem funkcji liniowej jest prosta; podobnie nie
dowodze, ze rownanie liniowe ax + by = c opisuje linie prosta. Potwierdzam tylko, ze
wynik obserwacji dokonanych przez uczniéw, nie jest przypadkiem. Jest to regula, ktorej
jednak na lekcji w gimnazjum nie bedziemy dowodzié.

Chce tu zaznaczy¢, ze w podobny sposéb mozna tworzy¢ wykresy dowolnych funkeji,
chociaz do tego lepiej nadaja sie programy specjalistyczne.

2. Konstrukcje geometryczne

Konstrukeji geometrycznych ucze zazwyczaj przy okazji wykonywania z uczniami pro-
jektu dotyczacego geometrii okien gotyckich. Uczniowie zapoznaja sie na lekcji informa-
tyki z programem do konstrukcji. Do tego celu uzywatem programu Compass and Ruler
dostepnego bezplatnie w Internecie (jest to angielska nazwa niemieckiego programu Zir-
kel und Lineal; istnieje jego polska wersja). Nauczyciele informatyki umieli zainstalowaé
ten program na szkolnych komputerach, informowali tez uczniéw, w jaki sposéb mozna go
zainstalowa¢ na komputerach domowych. Nie jest to jedyny taki program. Innym progra-
mem, w swoim czasie zakupionym przez wiele szkot w Polsce, jest Cabri. Jest to jednak
program dos¢ drogi i nie moge wymagaé, by uczniowie zakupili go do domu. Jeszcze
innym programem jest GeoGebra. Z tego programu jednak sam nie korzystatem.

Program do konstrukcji geometrycznych powinien mieé¢ nastepujace mozliwosci. Powi-
nien umozliwia¢ narysowanie na plaszczyznie punktéw, prowadzenie przez narysowane
punkty prostych i okregéw, rysowanie prostych réwnoleglych i prostopadtych, znajdo-
wanie srodka odcinka itp. Innymi slowy, nie jest to tylko powtérzenie podstawowych
czynnos$ci (rysowanie prostych i okregéw), ale takze przyjecie za podstawowe pewnych
bardziej ztozonych konstrukcji. Uczymy, jak te podstawowe konstrukcje wykonuje sie
za pomoca cyrkla i linijki, ale w konkretnych zadaniach wielokrotne powtarzanie tych
podstawowych czynnosci staloby sie nudne. Jeszcze jedna cecha programu okazuje sie
wazna — mozna myszka ,ztapa¢” jeden z podstawowych punktéow, od ktoérych zaczy-
naliSmy konstrukcje i przesunaé¢ go w inne miejsce. Cata konstrukcja zmienia sie¢ wraz
z polozeniem tego punktu. To pozwala dostrzec ciekawe wlasnosci rysowanych figur geo-
metrycznych. Na przyklad, mozemy wybraé¢ na poczatku trzy punkty, narysowac trojkat
o tych wierzchotkach i znalez¢ w tym tréjkacie trzy szczegdlne punkty: Srodek okregu
opisanego, $rodek ciezkosci i ortocentrum. Wreszcie prowadzimy przez te punkty prosta:
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okazuje sig, ze sa one wspdélliniowe. Nastepnie ,tapiemy” jeden wierzcholek i poruszamy
nim po calej plaszczyznie. Zauwazamy, ze niezaleznie od ksztaltu trojkata wybrane trzy
punkty szczegdlne zawsze sa wspoétliniowe. Taka prezentacja twierdzenia Eulera bardzo
zapada uczniom w pamie¢, znacznie lepiej niz dowod. Oczywidcie warto takze pokazaé do-
wbd, ale dla samej demonstracji twierdzenia nie jest to konieczne. W ten sposéb mozna
nauczy¢ uczniow wielu twierdzen geometrycznych w sposéb doswiadczalny. Uczniowie
kiedy$ poznaja te dowody. Na razie w bardzo przekonujacy sposéb dowiaduja sie o tych
twierdzeniach. Mozna powiedzieé, ze odkrywaja matematyke w sposéb doswiadczalny.

Moje doswiadczenia pokazuja, ze uczniowie bardzo szybko ucza si¢ mozliwosci programu
i bez trudu sami ucza si¢ odpowiednich konstrukcji. Wtedy mozna juz przystapi¢ do
projektu. Opisalem go w rozdziale o projektach. W tym miejscu chce tylko wspomnieé
o jednej waznej rzeczy. Wielokrotnie narysowanie skomplikowanego okna gotyckiego wy-
maga zastosowania trudnej konstrukcji geometrycznej, nieznanej uczniom. Na przyktad
taka konstrukcja jest narysowanie okregu stycznego do trzech danych okregéw (tzw. za-
danie Apoloniusza). Taka konstrukcje mozna tatwo przeprowadzi¢ w sposéb przyblizony
za pomoca omawianego programu. Przypusémy bowiem, ze mamy dane trzy okregi. Wy-
bieram dowolnie $§rodek szukanego okregu i konstruuje okrag o tym S$rodku, styczny do
pierwszego z danych trzech okregéw. To jest naprawde tatwa konstrukcja, ktora uczniowie
bez trudu odkrywajg sami — wystarczy narysowaé prosta przez $rodek danego okregu
i wybrany $rodek, wzia¢ punkt przeciecia tej prostej z danym okregiem i narysowac okrag
o wybranym srodku i przechodzacy przez znaleziony punkt przeciecia. Nastepnie ,tapiemy”
wybrany $rodek i przesuwamy po plaszczyznie. Wraz z nim zmienia sie narysowany okrag.
Jest on jednak caly czas styczny do pierwszego okregu. Teraz znajdujemy metoda préb
i bledow takie potozenie tego wybranego $rodka, by skonstruowany okrag byt styczny takze
do dwoch pozostatych danych okregéow. To oczywiscie nie jest rozwiazanie geometryczne,
ale czy architekci sredniowieczni umieli éci$le rozwigzaé¢ zadanie Apoloniusza?

Prawdopodobnie stosowali oni metody przyblizone, w tym takze metode préb i bledéw.
W wielu przypadkach wiemy na pewno, ze tak postepowali. Znane sg niektore konstrukcje
przyblizone stosowane w $redniowieczu (na przyklad przyblizona konstrukcja siedmiokata
foremnego). Znane sa tez okna gotyckie, w ktérych narysowane elementy okna nie sa kon-
struowalne cyrklem i linijka. Tam na pewno stosowano metode prob i bltedéw. Ale czy na
pewno zawsze chodzi nam o rozwigzanie w jakims sensie idealne? Matematyka powinna
uczy¢ nas takze metod przyblizonych, za to skutecznych. Opisany program geometryczny
daje do$¢ tatwo takie mozliwosci. Oczywiscie sa to mozliwoéci, ktérych nie mial dawniej
architekt. To nie ma znaczenia. Ucze rozwiazywaé zadania matematyczne takimi srod-
kami, jakie dzisiaj sa dla moich uczniéw dostepne. Rozwiazanie przyblizone jest w jakims
stopniu rozwigzaniem zadania oryginalnego. Chodzito przeciez o skonstruowanie dostep-
nymi Srodkami rysunku o okreslonych cechach i to wtasnie zostalo osiagniete.

3. Wykresy funkcji

W rozdziale o funkcjach opisalem, w jaki sposéb analizuje z uczniami wykresy funk-
cji. Tutaj wspomne tylko, ze w Internecie znajduja sie programy do tworzenia on line
wykreséw funkeji (na przykltad WolframAlpha). Mozliwodci rysowania wykreséw funkeji
ma takze program GeoGebra. Wiele takich programow, takze bezplatnych, mozna zna-
lez¢ i zainstalowaé na swoich komputerach. Wreszcie mozna, jak wspomniatem wczesniej,
uzy¢ do tego celu arkusza kalkulacyjnego. Mozna takze napisa¢ taki program samodziel-
nie na lekcji informatyki. Sam program nie ma tutaj wielkiego znaczenia. Chodzi po
prostu o to, by uczniowie mogli obejrze¢ kilkanascie réznych wykreséw. Jesli nie moga
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tych wykreséw utworzy¢ sami, to oczywiscie moze je wczedniej przygotowaé nauczyciel
i rozdaé¢ uczniom kopie kserograficzne.

4. Internet

Podobno, jesli czegos nie ma w Internecie, to cos takiego nie istnieje. Ktopot w tym, ze nie
zawsze informacje znalezione w Internecie sg wiarygodne. W przypadku matematyki oka-
zuje sie, ze wiekszo$¢ znalezionych informacji odpowiada prawdzie. Polecam na przyklad
znakomita encyklopedie matematyczna Wolframa czy strong Cut-the-Knot. Wielokrot-
nie prosze uczniow o wyszukanie réznych informacji w Internecie z nadzieja, ze w ten
sposéb czesé z tych informacji pozostanie dtuzej w pamieci uczniéw. Gdy ucze o licz-
bach pierwszych, prosze o wyszukanie informacji o najwiekszych znalezionych liczbach
pierwszych (na przyklad strona GIMPS). W podreczniku znalazlem zadanie o kwadracie
magicznym. Prosilem uczniéw o wyszukanie w Internecie przykladéw takich kwadra-
tow. Znalezli ich wiele, lacznie ze stynnym kwadratem narysowanym na grafice Diirera
Melancholia z 1514 roku. Prosilem wielokrotnie o wyszukanie danych biograficznych, in-
formacji o interesujacych twierdzeniach matematycznych, o zastosowaniach i zwigzkach
ze sztuka (na przyklad pojecie symetrii w architekturze, czy przyklady szlaczkéw i tapet
potrzebne do projektu opisanego w rozdziale o projektach). Za kazdym razem jednak
powtarzatem uczniom, ze znalezione informacje nalezy zweryfikowaé, trzeba si¢ bowiem
liczy¢ z btedami i niescistoéciami. Przypominam takze to, o czym juz pisalem: uczniowie
maja obowiazek podawania zrddel, z ktorych zaczerpneli informacje. Oczywiscie dotyczy
to nie tylko Internetu.

5. Edytory tekstu

Wykorzystujemy je do ostatecznej prezentacji wykonanych projektéow. Prosze uczniéw,
by caly stworzony projekt zapisali w postaci jednego pliku, na przyktad w programie
Word. W przypadku, gdy pewne prace wykonujg recznie, prosze ich o zeskanowanie
rysunkéw i umieszezenie w pliku tekstowym. W ten sposob praca projektowa staje sie
jedna calodcia, ktora na przykltad mozna komus latwo wystac.
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18. Jezyk matematyki

W tym rozdziale chce podzieli¢ si¢ z Czytelnikami moimi refleksjami na temat jezyka,
ktorego uzywamy przy uczeniu matematyki. Tematami, ktére zwlaszcza wydaja mi sie
istotne, sa: uzywanie nadmiernego formalizmu matematycznego oraz — z drugiej strony
— gzargonu matematycznego, uzywania lub raczej naduzywania logiki matematycznej
— wielokrotnie przy niezrozumieniu réznic miedzy zwrotami logicznymi (na przyklad
uzyciem spojnikéw) w jezyku naturalnym i w logice matematycznej, wreszcie naduzy-
wania poje¢ teorii mnogoéci w matematyce szkolnej. Niektére moje spostrzezenia bede
ilustrowal autentycznymi zadaniami wybranymi z przykladowego zestawu zadan opu-
blikowanego przez Centralna Komisje Egzaminacyjng w pazdzierniku 2011 roku pod
tytutem:

EGZAMIN GIMNAZJALNY
w roku szkolnym 2011/2012
czes¢ matematyczno-przyrodnicza
matematyka
przyktadowy zestaw zadan

Ten zestaw zadan znajduje sie na stronie internetowej CKE. Nie chcialbym, by moje
uwagi dotyczace omawianych zadan zostaly potraktowane jako krytyka cytowanego przy-
ktadowego zestawu zadan. Sa to jedynie obserwacje pewnego istniejacego i — by¢ moze
— popularnego zjawiska w polskiej dydaktyce matematyki (jesli nie tej teoretycznej, to
w kazdym razie praktycznej).

Nauczanie matematyki sktania wielu nauczycieli — z jednej strony — do nadmiernej
precyzji, do formalizmu, z drugiej strony do naduzywania zargonu matematycznego. Co
to jest formalizm, kazdy chyba wie. Jego skrajna posta¢ polega na zapisywaniu formut
matematycznych w postaci logicznej. Widzialem wielokrotnie nauczycieli matematyki,
ktorzy uczyli indukcji matematycznej podajac uczniom jej formalng postac:

(F(o) AVn €N (F(n) = F(n + 1))) = VYn e N F(n),

gdzie F(n) jest pewna formula matematyczna z jedna zmienng wolna n. Watpie, by ten
formalny napis cokolwiek uczniom wyjaénial. Skad bierze sie takie zamilowanie do for-
malizmu? Wydaje mi sie przy tym, ze jest ono doé¢ czeste. Formalizm jako uciele$nienie
precyzji, zwiezlosci my$li itp. jest doé¢ pociagajacy i w czasie studiow matematycznych
wielu studentéw ulega zafascynowaniu nim. Podobnie jest z formalizmem teoriomno-
goséciowym: wielu studentéw matematyki fascynuje to, ze w jednej teorii mozna opisac
cala matematyke. Wszystkie obiekty matematyczne sa zbiorami — to z pozoru bar-
dzo upraszcza méwienie o matematyce. Funkcja jest zbiorem par, prosta jest zbiorem
punktow; spotykalem nauczycieli, ktorzy naprawde uwazali, ze $cistos¢ matematyczna
wymaga precyzyjnego stosowania pojec: skoro prosta jest zbiorem, to punkt nalezy do
tego zbioru i nie ma sensu — a nawet bledem jest — mowié, ze lezy na niej. Uwazali tez,
ze przy dowodzeniu twierdzen geometrycznych powinienem moéwié na przyklad o katach
przystajacych, a nie o katach réwnych. Rownosé¢ w matematyce oznacza identycznosé.
Katy rowne to znaczy katy identyczne, a wiec tak naprawde ma to by¢ ten sam kat.
W cechach przystawania powinno si¢ zatem moéwic¢ precyzyjnie o katach przystajacych
lub o katach majacych rowne miary. Stad wzielo si¢ przekonanie, ze dlugoéc odcinka czy
miare kata musimy oznacza¢ odrebnym symbolem. Jesli piszemy AB = CD, to znaczy,
ze odcinki AB 1 CD s identyczne; réwno$é miar oznaczamy symbolem |AB| = |CD|.
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Sadze, ze nauczyciele dazacy do takiej wtadnie Scislosci nie rozumieja czego$ jeszcze bardziej
podstawowego. Uzywany przez nich formalizm teoriomnogosciowy to tylko jeden z wielu
mozliwych sposobéw formalizacji matematyki. Zreszta nie ma potrzeby formalizowania
calej matematyki jednolicie. Kazda teoria moze mieé¢ swéj odrebny jezyk; na przyktad geo-
metrie jako odrebng teorie matematyczna mozna formalizowac tak, jak ja to czynie, i jest
to tak samo poprawny sposéb formalizacji, jak potraktowanie geometrii jako czesci teorii
mnogoéci. Trzeba tez pamietaé, ze formalizm ogdlniejszy nie musi by¢ bardziej naturalny.
W teorii mnogosci przyjmuje sie czesto aksjomat méwiacy, ze kazdy obiekt tej teorii jest
zbiorem (tak jest na przyklad w najbardziej popularnej aksjomatyce Zermelo-Fraenkla).
Pamigtam, jak promotor mojej pracy magisterskiej i doktorskiej, profesor Andrzej Mo-
stowski, jeden z najwybitniejszych logikéw XX wieku, na pierwszym wyktadzie teorii
mnogosci zawsze méwil, ze przez ten aksjomat teoria Zermelo-Fraenkla ma stuzyé¢ tylko
temu, by pokazaé, iz cala matematyke mozna w niej sformalizowaé i nie rosci sobie zad-
nych pretensji, by w jakikolwiek sposob opisywaé $wiat, w ktérym zyjemy. Dodawal przy
tym: ,,Daje Panstwu stowo — ja nie jestem zbiorem, a wiec ta teoria mnie nie dotyczy”.
Powstaje naturalne pytanie, chyba natury bardziej filozoficznej, czy matematyka jest na-
uka majaca opisywaé rzeczywisto$¢. Nie bede tu prébowal odpowiedzieé¢ na to pytanie
ogoélnie; chce tylko powiedzieé¢, ze w matematyce szkolnej dla ucznia jest oczywiste, ze
matematyka — tak samo jak fizyka, biologia czy geografia — nie uczy nas rozumienia ja-
kiejs wymys$lonej abstrakcji, ale uczy nas rozumienia otaczajacego nas swiata. Uktadamy
rownania, by dowiedzie¢ sie czego$, co w naszym Swiecie rzeczywidcie istnieje, a o czym
mamy tylko informacje niebezposrednia, jakos zawoalowana. Twierdzenie Pitagorasa na-
prawde uczy nas, o ile krotsza jest droga na przetaj, przez trawnik, od drogi chodnikiem
naokoto trawnika, a podawany przez CKE wykres wynikéw egzaminu gimnazjalnego doty-
czy prawdziwego egzaminu, ktéry CKE rzeczywiscie przeprowadzitla — a wykres ma tylko
w matematyczny sposob uwypuklié pewne charakterystyczne cechy tych wynikow. Mate-
matyka szkolna, zwlaszcza na poziomie gimnazjalnym, dotyczy rzeczywistoéci i — wobec
tego — jej nadmierna formalizacja tylko szkodzi dobremu jej rozumieniu. Formalizacja
naturalna sprzyja rozumieniu, formalizacja nienaturalna, dla ucznia sztuczna, stwarza
zupelnie nowe, dodatkowe trudnosci w zrozumieniu. Trudniej zrozumieé nie tyle sama
matematyke, ale to, w jaki sposéb zostala ona uczniom zaprezentowana.

Kwestia formalizacji to sprawa jezyka i symboliki. To kwestia tego, czy mowimy, ze punkt
nalezy do prostej, czy lezy na niej. To kwestia tego, czy piszemy pionowe kreski, czy ich
nie piszemy. To kwestia tego, czy piszemy slowami spojniki logiczne, czy wprowadzamy
nowe symbole. To kwestia tego, czy mowimy, ze ,n jest liczba naturalna”, czy tez, ze
»n nalezy do zbioru liczb naturalnych” (lub, jak wielokrotnie méwili skrétowo moi ucznio-
wie, ktérzy wyniedli takie nawyki z innych szkét: ,n nalezy do naturalnych” — sami tego
nie wymys$lili, kto$, niestety, musial ich tego nauczy¢). Rozwinigciem tego tematu jest
kwestia uczenia logiki, a wiec kwestia rozumienia zdan zlozonych zbudowanych za po-
mocg spdjnikéw logicznych i kwantyfikatoréw. Tym zagadnieniem zajme si¢ pdzniej, po
omdwieniu przeciwnosci formalizmu — zargonu matematycznego.

Nauczyciele §wiadomi tego, ze formalizacja na ogdl utrudnia (przynajmniej na poczatku)
zrozumienie matematyki, czesto popadaja w druga skrajnosé. Naduzywaja zargonu ma-
tematycznego. Co to jest takiego, ten zargon matematyczny? To, najkrécej mowiac, zbyt
potoczny, popularny sposéb méwienia o matematyce, czesto uzywajacy zwrotéw, ktére
nabieraja w matematyce nowego znaczenia. Pokaze kilka przykladdw, zilustruje je zada-
niami ze wspomnianego zestawu zadan.
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Oto zadanie 10: dana jest funkcja okreslona wzorem y = /z, gdzie z jest liczba dodatnia.
Teraz nastepuja dwa stwierdzenia i zdajacy musi stwierdzié, czy sa one prawdziwe czy
falszywe. Przytocze pierwsze stwierdzenie — ,wartosci tej funkcji sa zawsze dodatnie”.
W tym zadaniu zwrot ,sa zawsze dodatnie” jest zwrotem zargonowym. Stowo ,zawsze”
dotyczy czasu, a nie tego, ze chodzi o wszystkie rozwazane obiekty. Uczen uczony mate-
matyki przez nauczyciela, ktéry stara sie nie uzywaé zargonu, moze nie domysli¢ si¢ sensu
tego zdania. Czy bowiem wielko$¢ wartosci funkcji moze zmieniaé sie¢ w czasie? Wezoraj
jeszcze byla dodatnia, a jutro bedzie ujemna? Chce tu zwrocié¢ uwage na to, ze dla bar-
dzo wielu nauczycieli ten zwrot jest oczywisty. Tu poruszam bardzo wazna kwestie: wiele
zwrotéw, pojeé, my rozumiemy doskonale, bo nas tego nauczono i do nich sie przyzwy-
czailiSmy tak bardzo, ze nawet nie zauwazamy problemu. Inaczej jest z uczniami. Dla nas,
na przyktad, oczywiste sa — czasami paradoksalne — wtlasno$ci zbioréw nieskoniczonych;
dla uczniéw sg one wlasnie paradoksalne.

Jest jeszcze wiele innych zwrotéw zargonowych. Méwiac o osi liczbowej méwimy cze-
sto, ze jaka$ liczba lezy ,na prawo” od drugiej (7 na osi liczbowej lezy na prawo od 5).
Ale zapominamy o tym, ze o$ moze by¢ ustawiona pionowo. ,Na prawo” znaczy te-
raz ,wyzej”. A przeciez, jak wiemy, uklad wspoOlrzednych mozna zmienia¢, na przyktad
obraca¢. I wtedy moze sie okazaé, ze tak naprawde ,na prawo”’ oznacza ,na lewo”...
Méwimy, ze wartosci funkeji ,,rosna’, majac na my$li to, ze jedne sa wieksze od drugich
(te dla argumentéw lezacych bardziej na prawo sa wigksze od tych dla argumentéw le-
zacych bardziej na lewo). Jedli mamy urne z losami wygrywajacymi i ,,pustymi”, to po
dosypaniu loséw wygrywajacych prawdopodobienstwo wygrania wzrosnie. Tu oczywiscie
mamy na my$li to, ze prawdopodobienstwo wygrania po dosypaniu loséw jest wigksze od
prawdopodobienstwa wygrania przed dosypaniem loséw. Myli nas zwrot ,prawdopodo-
bienistwo wygrania”. Mimo tej samej nazwy mamy dwa rézne zdarzenia w dwdch réznych
przestrzeniach zdarzen elementarnych. Musi wiec chodzi¢ o poréwnanie dwéch prawdo-
podobienstw, dwéch liczb (przeciez prawdopodobiefistwo zdarzenia jest liczba). Zadna
z tych liczb nie wzrosta, liczby same z siebie nie rosna. Po prostu jedna jest wigksza od
drugiej. Ten zwrot wystapit w zadaniu 8 z omawianego zestawu.

Pewne zwroty maja w matematyce nieco odmienne znaczenie niz w jezyku potocznym.
Mozemy na przyklad sformulowaé zadanie w nastepujacy sposéb: udowodnij, ze dla do-
wolnej liczby dodatniej x zachodzi nieréwnos$é x + % > 2. I teraz uczen méwi: biore
dowolng liczbe rzeczywista x, na przyktad x = 3. Wtedy oczywiscie 3 + % > 2, co konczy
dowdd. Nie o to przeciez chodzito! Uczen inaczej zrozumial stowo ,,dowolna”. Dla nas to
znaczy kazda”, dla niego znaczylo, ze to on moze ja wybra¢ ,dowolnie”. Réznice w ro-
zumieniu tych samych stéw w jezyku potocznym i w jezyku matematyki omowie jeszcze
doktadniej, gdy przejde do spdjnikéw logicznych.

Sprobujmy podsumowaé 1 wyciagnac¢ jakies wnioski. Po pierwsze, w gimnazjum staram
sie nie uzywac formalizmu matematycznego. Twierdzenia zapisuje stowami. Na przyktad
pisze stowami ,dla kazdej liczby naturalnej n” i nie uzywam symboli takich jak ¥n € N.
Nie wprowadzam oznaczen na spojniki logiczne, pisze je stowami. Nie uzywam terminolo-
gii teoriomnogosciowej. Méwie o réznych rodzajach liczb, a nie o réznych zbiorach liczb;
w szczegblnosci nie wprowadzam oznaczen na te zbiory. Mowie na przyklad, ze ,przedzial
(a,b) sklada sie z liczb wiekszych od a i jednocze$nie mniejszych od b” i nie méwie, ze
jest to zbidr takich liczb. Na osi liczbowej zaznaczam tak okreélony przedzial, a nie zbior
liczb. Niby réznica niewielka, ale w ten sposéb unikam réznych niepotrzebnych pytan,
na przyklad pytan o charakterze podstawowym: co to w ogdle jest ten zbiér? Czy mo-

343



18. Jezyk matematyki

zemy zobaczy¢ definicje zbioru? Koncentruje uwage ucznia na matematyce, a nie na jej
formalizacji. Prosta nie jest czescia plaszczyzny. Ona sie na plaszczyznie pojawi dopiero
wtedy, gdy ja tam narysuje (a méwiac dokladniej, gdy narysuje potrzebny jej fragment).
Tak jest tatwiej (przynajmniej na poczatku) mysleé o geometrii. Uczen ma wystarczajaco
duzo problemoéw zwigzanych z sama geometria, by jeszcze dodatkowo absorbowaé jego
uwage niepotrzebnym formalizmem i wymagaé¢ nadmiernej precyzji.

Czy w takim razie w ogdle nie uzywam zbioréw? To zalezy od klasy. Jedli widze, ze
przyswajanie nowych pojeé przychodzi moim uczniom ltatwo, to przy okazji uczenia kom-
binatoryki (pod koniec II klasy, a jesli nie zdaze, to na poczatku III klasy) zbiory sie poja-
wiaja. Na przyklad w postaci wzoru wlaczen i wytaczen. Wtedy pojawiaja sie takze sumy
i iloczyny (przeciecia) zbioréw. Ale zdarza mi sie nawet rysowaé diagramy Venna, nie na-
zywajac rysowanych koétek zbiorami. Méwie, ze jedno kétko oznacza wszystkie obiekty
jednego rodzaju zebrane razem, drugie kétko oznacza wszystkie obiekty drugiego rodzaju
(oba rodzaje sa opisane w zadaniu) zebrane razem, a w czesci wspélnej obu kétek znaj-
duja sie te obiekty, ktore maja obie wyszczegélnione w zadaniu cechy. Unikam stowa
zbidr i oczywiscie pozostaje tylko przy takiej interpretacji graficznej, nie zapisujac wzoru

|AUB| =|A|+|B| - |AN B].
Gdy ucze rachunku prawdopodobienistwa, to moge uzy¢ zbioréw i zapisuje

P(A) = %.

Moge takze napisa¢ wzor stowami

liczba przypadkow, ktoére nas interesuj
Prawdopodobienstwo = przyp ]a

liczba wszystkich mozliwych przypadkéw

I tak, prawdopodobienstwo wyrzucenia sumy 5 przy rzucie dwa razy zwykla kostka do gry
obliczam bez zapisywania jakichkolwiek zbioréw. Najpierw obliczamy, ile jest wszystkich
przypadkéw. W pierwszym rzucie mamy 6 mozliwych wynikéw, w drugim tez 6; z reguty
mnozenia wynika, ze

liczba wszystkich mozliwych przypadkéw = 36.

Teraz wypisuje wszystkie interesujace nas przypadki:

Irzut 1II rzut
1 4

2 3
3 2
4 1

A wigc
liczba przypadkéw, ktére nas interesuja = 4.

Stad ostatecznie dostajemy

4
Prawdopodobienstwo = w9
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UnikneliSmy caltkowicie uzycia zbioréw. Ale — powtarzam — czesto mam do czynie-
nia z klasg uczniéw na tyle zdolnych, ze wprowadzenie formalizmu teoriomnogosciowego
nie powoduje trudnosci. Wtedy to robie. Jednak wprowadzenie zbioréw musi byé¢ dobrze
uzasadnione. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa sa dobrym usprawiedliwie-
niem. To, ze prosta jest zbiorem punktow, takim usprawiedliwieniem nie jest.

Tak wiec powtoérze — nie wprowadzam symboliki logicznej, nie wprowadzam terminologii
teoriomnogosciowej, o ile nie jest ona konieczna i o ile klasa nie jest dostatecznie przygo-
towana. A co z zargonem? Oczywiscie uzywam go, moze nawet naduzywam. Staram sie
jednak uzywaé go tylko w jezyku mowionym. Wtedy zazwyczaj wyjasniam, co taki zwrot
zargonowy znaczy i jak my, matematycy, go uzywamy. W tekstach, ktore uczniom daje,
staram sie pisa¢ precyzyjnie, cho¢ przypominam — precyzyjnie to nie znaczy formalnie.
Swoja droga, jestem ciekaw, w ilu miejscach w tym poradniku te zasade zlamalem i uzy-
tem Zargonu w piSmie. Ciekaw jestem, ilu Czytelnikéw napisze do mnie, ze mimo tych
pouczen, sam ich nie przestrzegam. C6z, nikt nie jest bez winy, a drogowskaz rzadko idzie
sam w kierunku, ktory wskazuje.

Jedli chodzi o kwestie wprowadzania teorii mnogosci do szkoty, to na zakonczenie chce
tylko przypomnieé, ze w czasach, gdy ja chodzilem do szkoly (lata 60. XX wieku),
w programie szkolnym w ogdle nie bylo zbioréow. Z teoriag mnogosci zetknatem sie po
raz pierwszy dopiero na I roku studiéw matematycznych i, chociaz bytem dobrym stu-
dentem, sprawiala mi ona wiele klopotéw. Chce tu zwrdci¢ uwage na charakter mojej
argumentacji: bytem dobrym studentem, a mimo to zetkniecie z teoria mnogosci byto
dla mnie trudne. Chce podkreslié, ze rozumowanie postaci: ,to jest latwe, bo nigdy nie
mialem z tym klopotu” na ogdél jest niepoprawne. Natomiast rozumowanie postaci: ,to
jest trudne, bowiem, mimo iz bylem bardzo dobrym studentem (uczniem), sprawialo mi
to trudnosé” jest rozumowaniem poprawnym. Tego argumentu uzylem. Teoria mnogo-
$ci jest naprawde trudna i przedwczesne jej wprowadzanie do szkoly, bez nalezytego dla
niej uzasadnienia, jest po prostu szkodliwe. Przypomne jeszcze, ze w geometrii mieliémy
bardzo dobrze trafiajace do wyobrazni pojecie miejsca geometrycznego. Dzisiaj wielu
nauczycieli uzywa zbioréw: okrag jest to zbior punktéw lezacych w danej odleglosci od
$rodka, symetralna odcinka jest to zbiér punktéw lezacych w jednakowej odleglosci od
koncéw odcinka itp. Dawniej méwiono, ze okrag jest to miejsce geometryczne punktow
lezacych w danej odleglosci od érodka, a symetralna jest to miejsce geometryczne punk-
tow lezacych w jednakowej odlegloéci od koncéw odcinka. Niby réznica niewielka, ale
pojecie miejsca geometrycznego jest bardzo obrazowe: kladzie ono nacisk na to, gdzie
interesujace nas punkty leza, a nie jaki obiekt matematyczny one wszystkie tworza.

Teraz zajmijmy sie logika. Przypomne, ze w szkole, doktadniej — w liceum, uczono dtugo
logiki. A wlasciwie tylko jednego fragmentu logiki — rachunku zdan. Moze jeszcze do-
ktadniej — uczono weryfikowania za pomoca warto$ciowania zerojedynkowego, czy dane
zdanie zlozone jest tautologia logiczna. Zawsze zadawalem sobie pytanie, po co to bylo
(a moze nawet — po co to nadal jest)? Pytalem wielu nauczycieli, czy wiedza, po co to
robia. Jedyna sensowna odpowiedzig bylo to, ze tego wymaga program. Ten argument juz
jest nieaktualny. Z podstawy programowej logika znikneta caltkowicie. A wielu nauczycieli
uczy jej nadal. Po co? Czy wydaje sie im, ze tak uczony rachunek zdan (a wlasciwie jego
niewielki fragment) uczy sposobéw rozumowania? Moim zdaniem zupelnie nie. Stysze
czasami opinig, ze aby nauczy¢ uczniow logicznego my$élenia, nalezaloby w szkole uczy¢
logiki. Moim zdaniem jest to poglad catkowicie bledny. Logika podsumowuje, porzadkuje
nasza wiedze o rodzajach rozumowania. Ale te rodzaje rozumowania musimy najpierw
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zobaczy¢ sami w praktyce. Wydaje sie, ze w szkole najlepsza dziedzina, w ktérej mozemy
uczy¢ rozumowan (wnioskowan, dowodéw), jest geometria. Przede wszystkim przez swoja
pogladowosé. Rozumowania geometryczne nie dotyczg abstrakcji, symboli, ale konkretu,
jakim jest rysunek rozwazanych figur geometrycznych. Dopiero, gdy poznamy w praktyce
rozne rodzaje rozumowan, logika nam je uporzadkuje — najlepiej, gdy sie to stanie w cza-
sie studiow wyzszych. A zajmowanie si¢ logika w szkole bedzie prowadzito do réznych
trudnosci, z ktérych wielokrotnie nie zdajemy sobie sprawy. Przede wszystkim dlatego,
ze do pewnych rozwiazan, ktore nie sg wcale tak naturalne, jak nam si¢ dzisiaj wydaje,
przywyklismy. A gdy przywykliSmy, to staly sie one dla nas naturalne i zapomnieliSmy
o trudnosciach, z ktérymi sa one zwiazane. Popatrzmy na niektore z nich.

Pierwsza trudnoscia jest rézne rozumienie spéjnikéw logicznych w jezyku potocznym
i w matematyce. Jedna réznice znaja chyba wszyscy. W jezyku potocznym czesto mylimy
alternatywe z alternatywa wykluczajaca. Méwiac doktadniej, nie rozrézniamy spojnikow
HSub” i jalbo”. Spéjnik Jub” ma w naszym zamy$le oznaczaé alternatywe niewyklucza-
jaca. Zdanie ,péjde do kina lub na koncert” moze oznaczaé, ze pdjde na oba. Jednak
w potocznym rozumieniu te dwie mozliwoéci maja sie wykluczaé, czyli ,,p6jde do kina,
albo na koncert” — ale nie na oba. To oczywiscie jest pewien problem, ale da sie to tatwo
wyttumaczy¢. Sa trudnosci powazniejsze. Popatrzmy najpierw na przyklady. Zacznijmy
od koniunkcji i alternatywy.

Wezmy nastepujace zadanie: jakie liczby = spelniaja réwnanie (z — 1)(z — 2) = 0?7 Natu-
ralne jest powiedzenie: x = 1 i x = 2. Jak ocenimy ucznia, ktéry tak odpowie? Oczywiscie
nie istnieje liczba z spelniajaca koniunkcje ,x =11z = 2”. Spéjnik i’ w tym zdaniu
oczywiscie znaczy: ,x = 1 jest rozwigzaniem i x = 2 jest rozwiazaniem”. Mysle, ze wielu
nauczycieli matematyki poprawi naszego ucznia, zastepujac ich zdaniem niepoprawny
zwrot ,x = 11ix = 2” zwrotem niewatpliwie poprawnym ,x = 1 lub z = 2”. Tu widzimy
réznice miedzy potocznym, naturalnym rozumieniem spdjnikéow logicznych, a rozumie-
niem formalnym, matematycznym. Moim zdaniem, pierwszy zwrot ,x = 11z = 27,
jest catkowicie poprawny. Trzeba tylko dopytaé ucznia, co mial na my$li, piszac sp6jnik
»i. Prawdopodobnie dowiemy sig, ze chodzilo mu nie o to, ze = jest jednocze$nie réwny
11 2, ale o to, ze 1 jest rozwiazaniem i 2 jest rozwiazaniem. Moze sie zdarzy¢ jeszcze
wgorszy” blad: uczen moze napisaé¢ ,x = 11 2”. Z matematycznego punktu widzenia
jest to zupelnie zle: spéjnik ,i” musi przeciez laczyé zdania, a nie liczby. Ale w jezyku
potocznym mamy dwa rozumienia spéjnika ,i”. Na przyktad: ,Ania i Janek poszli do
kina” oraz ,Ania poszta do kina i spotkala tam Janka”. Mozna oczywiscie prébowaé
argumentowaé, ze pierwszy zwrot oznacza naprawde: ,, Ania poszla do kina i Janek po-
szedl do kina”, ale jest to dos¢ naciagane. Kazdy widzi, ze w pierwszym zdaniu spojnik
i taczy dwa rzeczowniki, w drugim zas zdaniu taczy dwa zdania, tworzac z nich zdanie
zlozone. Pierwsze zdanie jest niewatpliwie zdaniem prostym.

Matematyka doprecyzowuje rozumienie spojnikow i taczy je jednoznacznie z dziataniami
na zbiorach. Uczono nas, ze sume zbioréw definiujemy za pomoca alternatywy, a iloczyn
(przecigcie) za pomoca koniunkeji:

AUB={z:x€ A V z € B},
ANB={z:x€ A AN z € B}.

Czy mozemy sobie wyobrazié, ze sume zbioréw zdefiniujemy za pomoca koniunkcji?
W pierwszej chwili kazdy odpowiedzialby, ze nie. A przeciez poprawne jest powiedzenie,
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ze do sumy zbiorow A U B naleza te elementy, ktére naleza do A i naleza te elementy,
ktére naleza do B i nie nalezg zadne inne. Sume zbioréw zdefiniowaliSémy wiec za pomoca
koniunkcji! Nie powinno dziwié¢ zatem, ze jednym z popelnianych czasami bltedow w za-
daniach z rachunku prawdopodobienstwa jest mylenie sumy i iloczynu zdarzen. Niech
naszym doswiadczeniem losowym bedzie rzut kostka do gry. Zdarzeniu ,liczba oczek
jest parzysta i podzielna przez 3” wedlug niektérych uczniéow sprzyjaja cztery zdarzenia
elementarne: 2, 3, 41 6, a wiec prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest rowne % Bowiem
sprzyjaja liczby parzyste i sprzyjaja liczby podzielne przez 3. Spéjnik ,i”, w zamysle
autora zadania oznaczajacy iloczyn zdarzen, zostal zrozumiany tak jak w poprzednim
przyktadzie, a wiec definiujacy w istocie sume zdarzen. To nie jest wydumany przyktad.
Rzeczywiscie widzialem rozwiazanie zadania maturalnego zawierajace opisany wyzej blad.
Uczen zdefiniowal poprawnie dwa zdarzenia A i B, a nastepnie zamiast obliczyé¢ wylacznie
prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen (bowiem w tresci trzeba bylo obliczy¢ prawdopodo-
biefistwo zdarzenia zdefiniowanego za pomoca koniunkcji), obliczal prawdopodobienstwo
sumy zdarzen. Dopiero po chwili dostrzeglem, ze ten uczen kierowal si¢ pewna logika
— uznal widocznie — tak jak wyzej — ze zdarzeniu, ktérego prawdopodobienstwo mial
obliczy¢, sprzyjaja zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A i sprzyjajace zdarze-
niu B i zadne inne, chociaz tego nie napisal wyraznie. A wiec uznal, Zze nalezy obliczy¢
pradwopodobienstwo sumy zdarzen. W tym celu obliczyl prawdopodobienstwa zdarzen
A'i B, potem prawdopodobienstwo iloczynu AN B i wreszcie skorzystal ze wzoru wlaczen
i wytaczen. Ta pozornie bezsensowna kolejno$¢, moze byé¢ uznana za przejaw catkowitego
niezrozumienia polecenia. Moim za$ zdaniem, tak jak rozumiem to rozwiazanie teraz,
byta ona tylko wynikiem potocznego rozumienia spdjnika ,i”. Mozna powiedzieé, ze
uczen zrobil poprawnie wszystko, czego od niego wymagano, a nawet wigcej. Oczywiscie
rozwiagzania nie mozna uznac za catkowicie poprawne. Ostatecznie uczen czegos$ jednak
nie rozumie. Ale nie mozna tez takiego rozwigzania uznaé za bezsensowne. Swéj sens jego
postepowanie jednak mialto. Dlaczego o tym pisze tak dokladnie? Po to mianowicie, by
pokazaé, ze samo dostrzezenie tej subtelnoéci moze by¢ trudne nawet dla do$wiadczonych
nauczycieli. Na pewno bedzie zatem trudne do zrozumienia dla gimnazjalisty.

Przejdzmy teraz do implikacji, a wiec do zdan postaci ,,jesli. .., to...”. W jezyku potocz-
nym spéjnik ,,jesli” lub ,jezeli” jest na ogdt rozumiany jako réwnowaznosé. Potwierdza
to takie wladnie czeste rozumienie tego spdjnika nawet w tekstach matematycznych.
Uzywamy go mianowicie w definicjach. Méwimy: trdojkat jest rownoramienny, je$li ma
co najmniej dwa boki rowne. Oczywiscie ,jezeli” znaczy tu ,wtedy i tylko wtedy, gdy”.
Mozna mi zarzucié, ze tu wlasnie propaguje zargon. Ot6z nie jest to zargon. Tak méwimy
poprawnie w jezyku naturalnym. Zwrot ,wtedy i tylko wtedy, gdy” jest zwrotem sztucz-
nym, wymyslonym wylacznie na potrzeby matematyki. W naszym codziennym jezyku
moéwimy ,,jezeli” i te forme w tym znaczeniu przenosimy do matematyki. Tak pisali nasi
najwieksi matematycy. Zacytujmy Kuratowskiego (wszystkie cytaty pochodza z ksiazki
Rachunek rézniczkowy i catkowy): ,Ciag a1, as,... nazywamy ograniczonym, jesli zbiér
jego wyrazow jest ograniczony, tzn. jesli istnieje taka liczba M, ze nier6wnosé |a,| < M
jest spelniona dla wszystkich wartodci n” (str. 22). Dalej: ,Méwimy, ze ciag {a,} jest
rozbiezny do oo, jesli do kazdej liczby r istnieje takie k, ze dlan > k jest a,, > 7 (str. 31).
Sierpinski w swojej znakomitej ksiazeczce Wstep do teorii liczb pisze na str. 6: ,,Mdowimy,
ze liczba catkowita a jest podzielna (bez reszty) przez liczbe calkowita b, jezeli istnieje
liczba catkowita k, taka iz a = kb.” Takie cytaty mozna byloby mnozy¢. Spdjnik ,,jezeli”
oznacza tu réwnowazno$é, a nie implikacje. Mozna oczywiscie powiedzie¢, ze we wszyst-
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kich takich przypadkach nalezalo napisa¢ ,wtedy i tylko wtedy, gdy” zamiast , jezeli”
— ale jednak tak pisali nasi mistrzowie, od ktérych uczyliSmy sie wszyscy: Kuratowski
i Sierpinski. Tak oni pisali, tak tez wielokrotnie my méwimy. Nie dziwmy sie wiec, ze
podobnie (to znaczy jako réwnowaznosé) rozumieja nasi uczniowie spdjnik ,,jesli” w im-
plikacji ,jesli ..., to ...” My wiemy, ze jest roznica — dlatego Ze tego nas nauczono
i do tego sie przyzwyczailiSmy.

Ro6znica — tak naprawde — polega na tym, ze implikacja ,,jesli «, to 3”7 jest prawdziwa
nie tylko w dwéch przypadkach (gdy oba zdania « i 8 sa prawdziwe oraz gdy oba sa
falszywe), ale jest prawdziwa takze w trzecim przypadku (gdy zdanie « jest falszywe, zas
zdanie 3 prawdziwe). Dalej, uczniowie czesto rozumieja implikacje ,, jesli «, to 87 jako za-
pis wynikania: z a potrafie wyprowadzié¢ 3. Jak to wplywa na warto$ciowanie implikacji?
Musimy uczniéw jako$ przekonaé¢ do tego, ze ze zdania falszywego wynika kazde zda-
nie: nie tylko falszywe, ale takze dowolne zdanie prawdziwe. Zanim przejde dalej, prosze
Czytelnika o chwile zastanowienia. Czy potrafimy przekonaé ucznia, ze kazda implikacja
o falszywym poprzedniku jest prawdziwa? Inaczej, czy potrafimy przekonaé, ze za pomoca
poprawnego rozumowania potrafimy ze zdania falszywego wyprowadzi¢ dowolne zdanie,
takze prawdziwe? Czy potrafimy przekonaé¢ gimnazjaliste za pomoca argumentéw, ktore
on z calag pewnoscia zaakceptuje i uzna za tak oczywiste, ze sie z nimi utozsami? Prosze
Czytelnikéw o wymyslenie takich argumentacji, zanim przejda do dalszej lektury. A da-
lej do tego problemu jeszcze powr6cimy. Omdwie teraz moje doswiadczenia z uczniami,
z ktérymi omawialem rozumienie implikacji.

Powodem do tego, by rozmawiac z uczniami o implikacji, bylty miedzy innymi zadania ze
wspomnianego zestawu zadan. Popatrzmy na zadanie 6 z tego zestawu. Oto ono:

Zadanie 6.
Ktére zdanie jest falszywe? Wybierz odpowiedZ sposréd podanych.

A. Jezeli liczba jest podzielna przez 12, to jest podzielna przez 6.

B. Jezeli liczba jest podzielna przez 6, to jest podzielna przez 2 i przez 3.
C. Jezeli liczba jest podzielna przez 3 i przez 5, to jest podzielna przez 15.
D. Jezeli liczba jest podzielna przez 3 i przez 6, to jest podzielna przez 18.

To zadanie dalem grupie moich uczniéw, z ktérymi potem dokladnie rozwiazania omo-
witem. Byli to bardzo dobrzy uczniowie, kazdy z nich rozwiazal co najmniej 4 zadania
z zawodow I stopnia Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow, w ktérej startowali. Ich
trudnosci sa wiec bardzo wymowne. Pokazuja one, ze naturalne rozumienie logiki na-
wet przez bardzo dobrych uczniéw, umiejacych przeprowadzaé rozumowania na poziomie
olimpijskim, odbiega od rozumienia matematycznego, ktorego nas nauczono i do ktérego
tak przywykliSmy, ze nie wyobrazamy sobie innego. A oto pierwsze z rozwazanych zdan:
wJezeli liczba jest podzielna przez 12, to jest podzielna przez 6”. Uczniowie zgodzili sie
latwo, ze na ogdét to zdanie jest prawdziwe. Ale popatrzmy na szczegdlne przypadki.
WezZmy liczbe 18. Od razu powiedzieli, ze to zdanie nie ma sensu, bo z tego, ze 18 dzieli
sie przez 12 nie wynika (bo i nie moze wynika¢), ze 18 dzieli sie przez 6. A jesli to zdanie
nie ma sensu, to nie jest prawdziwe. Stad wzielo sie sformutowanie ,na ogél” — bo tam,
gdzie to zdanie ma sens, jest tez prawdziwe. Rozumowali dalej: jesli musielibySmy przyjac,
ze to zdanie jest prawdziwe, to zdanie ostatnie (a wigc w zamierzeniu autoréw jedyne
falszywe) ,jezeli liczba jest podzielna przez 3 i przez 6, to jest podzielna przez 18” tez jest
prawdziwe dla niektorych liczb, na przyktad dla 18. Ich konkluzja byto to, ze wszystkie te
zdania sa dla niektorych liczb prawdziwe, a dla niektérych falszywe. Rzeczywiscie, wyttu-
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maczenie komus$ w przekonujacy sposéb, ze implikacja o falszywym poprzedniku powinna
byé¢ uznana za prawdziwa (réwnowaznie dla ucznia: ze zdania falszywego wynika kazde
zdanie), nie jest proste. Znana jest anegdota o tym, jak jeden z powaznych profesoréw
matematyki zapytal kiedys Bertranda Russella — jednego z najwybitniejszych logikow
XX wieku — czy rzeczywiscie wierzy w to, ze ze zdania falszywego wynika kazde zdanie.
,Oczywiscie”, odpart Russell. , To czy mégltby Pan ze zdania 2-2 = 5 wywnioskowaé, ze ja
jestem papiezem?” ,To bardzo proste — odpart Russell — z zalozenia wiemy, ze 2-2 = 5.
7 drugiej strony wiemy, ze 2-2 = 4. Zatem 5 = 4. Odejmijmy 3 od obu stron tej réwnosci,
dostaniemy 2 = 1. Pan i papiez to sa dwie osoby, a wiemy, ze 2 = 1. Zatem Pan i papiez
to jedna osoba, a wiec Pan jest papiezem.” To piekna opowieéé, ale chyba trzeba byto
geniuszu Bertranda Russella, by ja nam przekazaé¢. Czy mozemy oczekiwal, ze bedzie to
tak samo jasne dla gimnazjalisty? Jestem przekonany, ze nie. Utwierdzaja mnie w tym
wielokrotne rozmowy z moimi uczniami, w ktérych dochodzito do rozwazania podobnych
kwestii logicznych. Powtérze: dla nas jest to oczywiste, bo tak nas nauczono i do tego
przywyklismy. Wréémy do zadania 6. Moi uczniowie trafnie wskazali na zdanie D, jednak
argumentacja zadnego z nich nie byta zadowalajaca. Rozumienie zdan o skomplikowanej
budowie logicznej (jak sie okazuje, implikacja jest wystarczajaco skomplikowana, zwlasz-
cza jesli jest poprzedzona domyslnym kwantyfikatorem ogdlnym) nie jest wiec proste.
A zdania w zadaniu 6 maja posta¢ implikacji wlasnie poprzedzonej takim domys$l-
nym kwantyfikatorem — chodzi przeciez o to, czy sa one prawdziwe dla kazdej liczby.
Powtarzam, dla liczby 18 zdanie D jest prawdziwe. Na zakonczenie pierwszej opowie-
$ci o moich uczniach i zadaniu 6: wreszcie jeden z tych uczniéw, chyba matematycznie
najlepszy, powiedzial: ,no tak, ostatecznie moge sie z Panem zgodzié, ze prawdziwe jest
zdanie jesli co$, to cos innego, w ktérym to pierwsze cos jest falszywe, ale to jest chore”.

Omowie teraz moje drugie doswiadczenie z podobnym problemem dotyczacym implika-
cji. Tym razem, na kétku matematycznym, w grupie okoto dwudziestu bardzo zdolnych
uczniéw, startujacych w Olimpiadzie Matematycznej Gimnazjalistéw, omawialem naste-

pujace zadanie z V OMG:

Liczby catkowite a, b, ¢, d spelniaja uktad réwnan

{a+b+c+d:101
ab + c¢d = 200.

Wykaz, ze doktadnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest nieparzysta.

Moi uczniowie bardzo szybko przeprowadzili poprawne rozumowanie. Suma tych czterech
liczb jest réwna 101, a wiec jest nieparzysta. Zatem, albo jedna z nich jest nieparzysta
i trzy sa parzyste, albo trzy z nich sa nieparzyste i jedna jest parzysta. Gdyby trzy liczby
byly nieparzyste, to jeden z iloczynéw ab i cd bylby nieparzysty, drugi parzysty i ich
suma bylaby nieparzysta i nie bylaby réwna 200. A wiec dokladnie jedna liczba jest
nieparzysta. Zapytalem teraz, czy to rzeczywiscie jest koniec rozwigzania. My wiemy,
ze tak. Ale co by sie stalo, gdyby takie cztery liczby nie istnialy? Popatrzmy na nieco
zmodyfikowane zadanie:

Wykaz, ze jesli liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d spelniaja uktad réwnan

at+b+c+d=5
ab + cd = 200,

to doktadnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest nieparzysta.
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Tym razem celowo nadatem zadaniu postaé¢ implikacji, a takze nieco zmienilem dane:
liczby a, b, cid sa teraz dodatnie i liczbe 101 zastapilem liczba 5. W niczym nie zmienia to
powyzszego rozwiazania. W zadaniu nie jest bowiem istotny znak rozwazanych liczb oraz
istotna jest tylko parzystosé prawych stron obu réwnan. Nie ma znaczenia, ile wynosi suma
tych liczb — ma tylko by¢ nieparzysta. Jest jednak pewna réznica — nowy uklad réwnan
nie ma rozwigzania. Tutaj jest to widoczne od razu — wsréd tych czterech liczb musi by¢
jedna dwojka i trzy jedynki. Ale wtedy suma iloczynéw ab + cd bylaby réwna 3. Takie
liczby nie istnieja. Czy zatem ma sens pytanie o to, ile jest wérdd nich liczb nieparzystych?
Zreszta z pierwszego rownania wynika co$ dokladnie przeciwnego — sa wérdd nich trzy
jedynki, a wiec trzy liczby nieparzyste. Zmiehmy dane w zadaniu jeszcze raz:

Wykaz, ze jedli liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, d spelniaja uklad réwnan

{a+b+c+d101
ab + cd = 1696,

to doktadnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest nieparzysta.

Znéw rozumowanie sie nie zmieni. Tym razem zmieniliémy (w stosunku do oryginatu)
prawa strone drugiego réwnania. Pozostala ona jednak parzysta, a wigc rozumowanie
pozostanie bez zmian. Ten uklad jednak tez nie ma rozwiazania. Mozna oczywiscie po-
stawi¢ zarzut, ze liczba 1696 jest na przyklad za duza. Nie o to chodzi. Dla 10 sasiednich
liczb parzystych uklad réwnan ma rozwiagzanie:

1686 =16+ 24 - 70,
1688 = 3-8 + 26 - 64,
1690 = 1- 18 + 38 - 44,
1692 = 1- 12 + 28 - 60,
1694 = 1- 14 + 30 - 56,
1698 = 1- 18 + 40 - 42,
1700 = 6 - 8 4 28 - 59,
1702 = 2- 11 + 28 - 60,
1704 = 3 - 16 + 36 - 46,
1706 = 2 -2 + 23 - 74.

A dla liczby 1696 rozwiazania nie ma. Nie jest przy tym latwo stwierdzié, ze rozwigzanie
rzeczywiscie nie istnieje (ja uzytem do tego komputera). Kwestia tych trudnosci nie ma
jednak znaczenia dla dalszego ciagu. Chodzi bowiem o to, czy brak rozwigzania uktadu
rOwnan zmienia nasze przekonanie o poprawno$ci rozwiazania zadania, a wiec o prawdzi-
wosci udowodnionego zdania? Wywiazata sie dluga dyskusja miedzy uczniami. Czy ma
w ogole sens méwienie o jakichkolwiek wtasnosciach liczb, ktére nie istnieja? Czy ma sens
twierdzenie, ze dokladnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest nieparzysta, jesli takich liczb nie ma?
A jedli nie ma to sensu, to czy wolno twierdzié, ze takie zdanie (przypominam: implika-
cja) jest prawdziwe? W tym kontekécie zadatem im pytanie o podzielno$é¢ z zadania 6
— czy jesli liczba jest podzielna przez 12, to jest podzielna przez 67 Ponownie bylem
Swiadkiem dlugiego sporu o to, czy to zdanie jest prawdziwe dla kazdej liczby. Jeszcze
raz podsunalem im do zastanowienia przyktad liczby 18. I jeszcze raz bytem swiadkiem

350



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

sporu o to, czy implikacja o falszywym poprzedniku jest prawdziwa. Przypominam: ta
dyskusja toczyta sie w gronie bardzo dobrych uczniéw. Nie mozna postawi¢ im zarzutu,
ze nie potrafia przeprowadzaé rozumowan. Rozwiazuja oni bowiem zadania olimpijskie.
Potwierdza to natomiast postawiona na poczatku teze, ze umiejetno$¢ wartosciowania
skomplikowanych formut logicznych nie jest tozsama z umiejetnoscia prowadzenia rozu-
mowan. Potwierdza, ze logika jezyka naturalnego jest odmienna od logiki matematycznej.
Pokazuje takze to, ze nawet uczniowie bardzo zdolni moga mieé¢ trudnoéci z poprawng od-
powiedzia na podobne pytania. Powtarzam — dla nas odpowiedz jest oczywista, bo nas
tego nauczono oraz do tego przywykliSmy. I jeszcze jedna uwaga. Wspomnialem,
ze nawet uczniowie bardzo zdolni maja opisane wyzej trudnosci. Moze wtasnie dotyczy
to przede wszystkim uczniéw zdolnych, ktérzy sa w stanie dostrzec problem i zrozumieé
jego glebie. Przejdzmy do zadania 7 ze wspomnianego zestawu. Oto ono:

Zadanie 7.

Do pojemnika wsypano 200 koralikéw biatych i 300 czerwonych. Wymieszano je i zapa-
kowano do woreczkéw po 50 sztuk. Okazalo sie, ze w jednym z woreczkéw znalazly sie
tylko biate koraliki.

Dokoncz ponizsze zdanie, wybierajac odpowiedz sposrod podanych.
Wobec tego nie jest mozliwe, aby

A. wszystkie pozostale biale koraliki znajdowaly sie w trzech woreczkach.

B. w jednym z pozostalych woreczkéw nie byto biatych koralikow.

C. w wigkszosci pozostalych woreczkéw znalazlo sie po 17 bialych koralikow.

D. w kazdym z pozostalych woreczkéw bylo wiecej koralikow biatych niz czerwonych.

Aby zrozumieé, o co chodzi w zdaniu ,nie jest mozliwe, aby w jednym z pozostalych
woreczkéw nie byto biatych koralikéw”, trzeba doskonale wyczuwaé intuicyjnie prawa de
Morgana dla zdan z kwantyfikatorami. Albo po prostu to wiedzie¢. Logika ludzie zaj-
mowali sie co najmniej od czaséw Arystotelesa (IV wiek p.n.e.), a prawa de Morgana
sformutowano wyraznie dopiero w XIX wieku. Te ponad 2000 lat réznicy to dla mnie
wystarczajacy dowdd na to, ze te prawa nie sg intuicyjnie oczywiste. Dlaczego zatem nie-
ktorzy nasi uczniowie potrafig z tych praw poprawnie korzysta¢? Bo ich tego uczymy.
Pamigtam, jak dla mnie odkryciem bylo uswiadomienie sobie, co to jest kontrprzyktad
— a wiec najsilniejszy argument za tym, ze jakies zdanie ogdlne nie jest prawdziwe — tu
wlasnie kryje sie potega praw de Morgana. Datem kiedy$ moim uczniom zadanie z Olim-
piady Matematycznej Gimnazjalistow: wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze
dla kazdej pary liczb dodatnich x i y zachodzi nieréwnoéé zy™ < xz* + y*. Moi uczniowie
rozumieli, ze dla niektérych n trzeba bedzie udowodnié nieréwnosé. Ale jak udowodnié,
ze dla innych n ta nieréwnos¢ nie jest prawdziwa? Zrozumienie, ze wystarczy podaé
jeden przyklad (np. dlan =1oraz x =y = % mamy xry = % iat oyt = %, a wiec nie
jest prawda, ze zy < 2*+y*), zajelo im sporo czasu. Protestowali, ze przeciez dostawali
zle stopnie, gdy na klaséwce rozwiazywali zadanie ,na przykltadzie”, a ja tu robie wlasnie
to samo. Zrozumienie, co to jest kontrprzyktad, nie jest latwe. Zauwazmy, ze poprawne
rozwiazanie cytowanego zadania 7 wymaga wtadnie skonstruowania kilku kontrprzykta-
dow. Czy tego nalezy uczy¢ w gimnazjum? Moim zdaniem niektérych uczniow tak. Ale
ta nauka powinna wynikaé¢ z rozwiazywanych przedtem zadan, takich jak wspomniane
zadanie olimpijskie. To jednak dotyczy bardzo niewielkiej cze$ci ucznidéw.

Sprébujmy podsumowad te rozwazania o logice. Czy nalezy jej uczy¢ w szkole, a zwlaszcza
w gimnazjum? Moim zdaniem jest to za trudne dla ogétu uczniéw. W przypadku klasy
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z programem rozszerzonym by¢ moze jest to mozliwe. W niektérych klasach prébowalem
dyskutowacé z uczniami na te tematy, w innych nawet nie prébowatem, bo widziatem, ze to
sie nie moze udaé¢. W takim razie co z podobnymi zadaniami? Czy moga sie one zdarzy¢ na
egzaminie? Mam nadzieje¢, ze nie. Dotychczasowe doswiadczenia pokazuja, ze zadania eg-
zaminacyjne nigdy nie byly tak skomplikowane — i moze tak bedzie dalej. Jednego jestem
pewien — uczenie logiki formalnej, rachunku zdan z wartoSciowaniem zerojedynkowym,
ttumaczenie uczniom, co to jest tautologia — to wszystko jest w programie szkolnym
catkowicie niepotrzebne. Nalezy uczy¢ rozumowan matematycznych na przyktadzie od-
powiednio dobranych zadan. Trzeba nauczy¢, co to jest twierdzenie odwrotne, co to jest
warunek konieczny i co to jest warunek wystarczajacy, co to jest warunek konieczny i wy-
starczajacy, trzeba nauczy¢ rozumowania przez sprowadzenie do niedorzecznosci i trzeba
nauczy¢, co to jest kontrprzyklad. Ale nie ma potrzeby zapisywaé tego wszystkiego w spo-
sob formalny. Uczmy naszych uczniéw mysleé. Gdy sie tego naucza, mozna sprébowaé te
wiedze o rozumowaniach podsumowaé, uczac logiki. Ale nie odwrotnie.

352



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

19. Realizacja programu w Gimnazjum nr 13 im. S. Staszica
w Warszawie

W 2010 roku przyjeliSmy do Gimnazjum nr 13 im. Stanistawa Staszica w Warszawie
dwie klasy, w ktérych mieliémy realizowaé opisany w tym poradniku rozszerzony program
matematyki. Plan zaje¢ zostal utozony tak, by obie klasy mialy lekcje matematyki
w tym samym czasie. Uczniowie obu klas zostali podzieleni (na podstawie sprawdzianu
przeprowadzonego na pierwszej lekcji) na dwie grupy — silniejsza i slabsza. Grupe
silniejsza nazwaliSmy grupa alfa, grupe stabsza grupa beta i od tego momentu nigdy nie
uzywaliSmy okreslen ,silniejsza” i ,stabsza”. Do grupy alfa zakwalifikowali$émy 36 uczniéw,
do grupy beta 24 uczniéw (lacznie przyjeto 60 uczniéw do obu klas). Nie bylo zadnego
specjalnego egzaminu do tych dwéch klas. Po prostu sformowano je spoéréd tych uczniow
przyjetych do szkoly (czyli sposréd 5 klas), ktérzy zadeklarowali cheé uczestniczenia
w programie rozszerzonym. Uznalidémy, ze na poczatku grupa alfa powinna by¢ bardziej
liczna; liczyliSmy sie z mozliwoscia ucieczki do grupy beta tych uczniow, ktérzy stwierdza,
ze program rozszerzony w moim wydaniu jest dla nich zbyt ambitny i beda woleli jego
nieco tagodniejsza wersje w wykonaniu mojej mtodszej kolezanki, pani Agnieszki Potockiej.
Rzeczywiscie to zjawisko mialo miejsce. Grupa alfa nieco stopniata na korzysé grupy beta.
Pod koniec I klasy w grupie alfa byly 32 osoby. W klasie II doszed! jeszcze jeden uczen;
w klasie III na poczatku (gdy gléwny nacisk potozylem na przygotowanie do OMG), znéw
miatem 36 uczniéw. Po zawodach I stopnia OMG miatem jednak znéw 32 uczniéw.

Program rozszerzony — jak sama nazwa wskazuje — jest rozszerzeniem zwyklego pro-
gramu nauczania w gimnazjum. Potrzebny jest wiec podrecznik. Kilka lat temu, gdy po
raz pierwszy zaczalem uczyé¢ w gimnazjum, przestudiowalem wszystkie istniejace pod-
reczniki, by wybraé ten jeden, z ktérego bede korzystal. Z tego podrecznika (w coraz
to nowszych i — chyba — gorszych wersjach) korzystam do dzi$. Uwazam, Ze niniejszy
poradnik nie jest miejscem na reklamowanie jednego konkretnego podrecznika. Uwazam
tez, ze kazdy nauczyciel powinien dokonaé¢ samodzielnie podobnego przegladu podrecz-
nikéw i wybraé z nich ten, ktéry mu bedzie najbardziej odpowiadal. Ja natomiast w tym
miejscu powiem o kryteriach, ktorymi sie kierowatem.

Po pierwsze chodzilo mi o wybranie podrecznika z najmniejsza liczba bledéw. Podrecz-
nika bezblednego nie znalaztem wéwczas, odrzucilem natomiast podreczniki, w ktorych
liczba bledéw przekraczala moje (do$é daleko posunigte) poczucie tolerancji. Odrzuci-
tem wszystkie podreczniki, w ktérych pojawiato sie stowo ,zbiér” — przyczyny takiego
mojego podejécia do teorii mnogosci w szkole wyjasnitem w poprzednim rozdziale. Od-
rzucilem niektére podreczniki ze wzgledu na ich grafike, rodzaj czcionki itp. W tekscie
matematycznym obowiazuja pewne reguly dotyczace na przyktad kroju czcionek. Ja sam
uzywam do pisania tekstow matematycznych systemu TEX, uzywanego dzisiaj powszech-
nie w naszym $rodowisku na calym $wiecie (tego systemu uzylem tez do napisania i przy-
gotowania do druku tego poradnika). W tym systemie do normalnego tekstu uzywane sa
czcionki szeryfowe. Jest tez specjalnie dobrany kréj czcionek do zapisu formul matema-
tycznych. Podrecznik drukowany czcionka bezszeryfowa (w ktérej na przyklad nie umiem
odréznié liter T oraz 1 od cyfry 1), odrzucalem nawet bez dokladniejszego wezytywania
si¢ w zawartos¢ podrecznika. Podrecznik wybrany przeze mnie, ku mojemu zadowoleniu,
byl zlozony takze w systemie TEX. Odczuwalem zatem pewna wspolnote z zespolem
przygotowujacym ten podrecznik. Widzialem, ze dbaja oni o te same standardy, ktére
i ja uwazam za wazne.
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19. Realizacja programu

Chciatem, by w podreczniku byty zadania proste, typowe, ale takze i zadania nietypowe.
Bardzo wazna cecha podrecznika jest to, by zadania dobrze przygotowywaly do wprowa-
dzenia w przyszto$ci nowych poje¢ — mimo iz zadania dane wczesniej dotycza zupelnie
innego tematu. Z zadowoleniem przyjatem réwniez to, ze po kazdym rozdziale byl zestaw
zadan podsumowujacych wszystko to, czego uczen mial sie w tym rozdziale nauczy¢. Taki
zestaw zadan jest doskonalym zestawem przygotowawczym do klaséwki. Bardzo czesto
moéwilem uczniom, ze na klaséwce dam wylacznie (poza ewentualnie zadaniem na ocene
celujaca) zadania z tego zestawu zadan. Uczen, ktéry te wszystkie zadania rozwiaze sa-
modzielnie, sprawdzi swoje odpowiedzi z podanymi na koncu podrecznika i nauczy sie
tych rozwiazan, w zasadzie ma pewnosé otrzymania oceny bardzo dobrej. Czasem, gdy
o tym opowiadam innym nauczycielom, spotykam si¢ z zarzutem, ze tak przeciez nie
mozna. Na klaséwce powinny byé¢ wylacznie zadania nowe, nieznane uczniom. Przeciez
uczen moze nauczy¢ sie na pamieé kilkudziesieciu zadan i dostaé dobry stopien. Odpo-
wiadam, ze wlasnie o to mi chodzi, by uczen nauczyl si¢ tych zadan. O kwestii uczenia
sie matematyki ,na pamieé¢” juz pisalem w tym poradniku, chyba w kilku miejscach.
Podsumowujac, chciatlem, by bylo widoczne, ze podrecznik jest naprawde gteboko prze-
my$lany, nawet jesli zawiera rozne drobne usterki. W uzywanym przeze mnie podreczniku
znalaztem tylko kilka bledéw (zle zadania), natomiast widzialem (a takze wiedzialem),
ze powstal on na podstawie wieloletnich doswiadczen — najpierw w ostatnich klasach
o$mioletniej szkoly podstawowej, a potem w przypadku nowszych wersji, w gimnazjum.

Chciatem réwniez, by podrecznikowi towarzyszyt zbiér zadan. Nie korzystalem natomiast
nigdy z réznego rodzaju zeszytéow ¢wiczen, kart pracy itp. Na lekcjach korzystaliémy wy-
tacznie z podrecznika. Jako zasade przyjatem, ze prawie wszystkie zadania znajdujace si¢
w podreczniku (z wyjatkiem zadan uzupelniajacych, znajdujacych sie na koncu kazdego
rozdzialu) zostana rozwiazane i oméwione na lekcjach. Zadania uzupelniajace byly trak-
towane jako zadania przygotowawcze do klaséwek. Zadania ze zbioru zadan uczniowie
rozwiazywali samodzielnie w domu. Na pierwszej lekcji, gdy zajmowaliSémy sie sprawami
organizacyjnymi, wspélnie z uczniami policzyliSmy zadania w zbiorze zadan i otrzymana
liczbe podzielilismy przez orientacyjna liczbe tygodni nauki. Okazalto sig, ze uczniowie
powinni tygodniowo rozwigzaé¢ okoto 20 zadan. Kazdy uczen musial zatem zalozy¢ spe-
cjalny zeszyt do zadan domowych i na pierwszej lekcji w tygodniu oddaé ten zeszyt do
sprawdzenia. Ja sprawdzalem tylko to, czy uczniowie zrobili wymagane 20 zadan. W wy-
jatkowych przypadkach sprawdzalem poprawno$é rozwiazan. Méwitem uczniom, ze to
oni sg odpowiedzialni za poréwnanie wyniku z odpowiedzia znajdujaca sie w zbiorze
zadan i ewentualne poprawienie rozwigzania. To nie byly jedyne prace domowe. Mniej
wiecej raz w tygodniu uczniowie dostawali zadania dodatkowe. Te zadania oddawali na
oddzielnych kartkach i ja sprawdzalem doktadnie rozwiagzania.

Po tych uwagach dotyczacych podrecznika przejde do rozkltadu zaje¢. W roku szkolnym jest
zazwyczaj 36 tygodni. W moim programie rozszerzonym mieliSmy po 5 godzin matematyki
tygodniowo. To daje tacznie 180 godzin zaje¢ w roku szkolnym. W kazdym roku szkolnym
mamy dni wolne od nauki (takie jak np. 2 maja, dni egzaminéw gimnazjalnych, rekolekcje).
W inne dni uczniowie maja inne zajecia szkolne (wycieczki klasowe, wyjscia do muzeum
itp.). Zakladam, ze z takich powodéw w czasie roku szkolnego ,,przepada” ok. 25 godzin
lekcyjnych. Zatem w rozkladzie zaje¢ uwzgledniam tylko 155 godzin lekcyjnych matema-
tyki. W ponizszym rozkladzie zaje¢ nie uwzgledniam kétka matematycznego. Prowadzilem
takie kotko dla uczniéw I klasy (od II semestru), przez cala II klase oraz przez I semestr
I1I klasy (do zawodéw II stopnia OMG). Na kétko przeznaczatem 1 godzine tygodniowo.
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Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

Klasa I

Sprawy organizacyjne — 1 godz.
Sudoku — 3 godz. (Razem dotad 4 godz.).
Powtdrzenie ze szkoly podstawowej — 10 godz. (Razem dotad 14 godz.).
* Wtlasnosci liczb i dziatan.
* Ulamki i dzialania na utamkach (zwlaszcza skracanie utamkéw).
* Liczby pierwsze, NWD, NWW | algorytm Euklidesa.
* Dzielenie z reszta.
* Utamki dziesietne, utamki okresowe.
* Kartkéwka (np. z zaokraglania liczb) i klaséwka jednogodzinna.
Zadania tekstowe — 12 godz. (Razem dotad 26 godz.).
* W tym 2-3 godz. na wzory ogblne — po omowieniu wyrazen algebraicznych.
* Klaséwka jednogodzinna.
Procenty — 9 godz. (Razem dotad 35 godz.).
* Tworzenie wykreséw procentowych.
* Kartkéwka (3 podstawowe typy zadan) i klaséwka jednogodzinna.
Wyrazenia algebraiczne, czes¢ I — 15 godz. (Razem dotad 50 godz.).
* Dzialania na wyrazeniach algebraicznych bez mnozenia sum algebraicznych,
wylaczania poza nawias i rozkladania wyrazen na czynniki.
* 1-2 kartkéwki i klaséwka jednogodzinna.
Réwnania — 16 godz. (Razem dotad 66 godz.).
* Ukladanie réwnan, w tym klaséwka godzinna.
* Rozwiazywanie rownan, w tym takze réwnan z parametrami, w tym klaséwka
jednogodzinna.
Przedzialy i rozwiazywanie nieréwnosci — 10 godz. (Razem dotad 76 godz.).
* Przedzialy i zaznaczanie ich na osi liczbowej.
* Rozwigzywanie nieréwnosci.
* Wartos¢ bezwzgledna.
* Réwnania i nieréwnoéci z wartoscia bezwzgledna.
* 2 kartkéwki: jedna z rozwiazywania nieréwnosci, druga z wartosci bezwzgkedne;j.
Proporcje — 8 godz. (Razem dotad 84 godz.).
* Klaséwka jednogodzinna.
Wyrazenia algebraiczne, cze$é II — 12 godz. (Razem dotad 96 godz.).
* Mnozenie wyrazen algebraicznych.
Wylaczanie poza nawias.
Rozkladanie wyrazen na czynniki.
Wzory skroconego mnozenia.
Dowodzenie nieréwnosci.
* Kartkéwka i klaséwka jednogodzinna.
Geometria tréjkata — 36 godz. (Razem dotad 132 godz.) Ze wzgledu na znaczenie
geometrii w moim programie podaje liczby godzin na poszczegdlne tematy.
* Podstawowe pojecia (3 godz.).
* Pierwsze twierdzenia (3 godz.).
* Zadania — zestawy I-IV (16 godz.).
* Papier w kratke (3 godz.).
*
*

b P S

Zadania z podrecznika (7 godz.).
Klaséwki (4 godz.).
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Symetrie — 10 godz. (Razem dotad 142 godz.).
* W tym omowienie projektu o szlaczkach.
Inne — 13 godz. (Razem dotad 155 godz.).
* Test OMG, wraz z oméwieniem (4 godz.).
* Omoéwienie zadan z zawodéw Ii II stopnia OMG (3 godz.).
* Omoéwienia i poprawy klaséwek — 8 godz.

Klasa I1
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Przygotowanie do Konkursu Wojewddzkiego i do OMG (na poczatku roku szkolnego)
— 30 godz.
* Klaséwka jednogodzinna.
Dokoficzenie geometrii tréjkata (zestawy zadan V i VI) — 10 godz. (Razem dotad
40 godz.).
* Klaséwka jednogodzinna.
Pola wielokatéw, tréjkaty prostokatne (zestaw VII) — 10 godz. (Razem dotad 50
godz.).
* W tym zadania z podrecznika.
* Klaséwka jednogodzinna.
Geometria okregu (zestawy zadan VIII-X) — 16 godz. (Razem dotad 66 godz.).
* W tym zadania z podrecznika o wielkatach i okregach.
* Klaséwka jednogodzinna.
Dlugosé okregu, pole kota — 4 godz. (Razem dotad 70 godz.).
* Temat, ktoéry uczniowie przygotowuja samodzielnie.
* Klaséwka jednogodzinna, oméwienie klaséwki oraz poprawa (jednogodzinna).
Uktad wspélrzednych — 4 godz. (Razem dotad 74 godz.).
* Kartkéwka.
Konstrukcje geometryczne — 6 godz. (Razem dotad 80 godz.).
* W tym oméwienie dziatania programu komputerowego do przeprowadzania kon-
strukeji.
Potegi — 6 godz. (Razem dotad 86 godz.).
* Klaséwka jednogodzinna.
Pierwiastki — 10 godz. (Razem dotad 96 godz.).
* W tym usuwanie niewymiernosci.
* Srednia geometryczna i kwadratowa, nieréwnosci miedzy érednimi.
* Klaséwka jednogodzinna.
Uktady réwnan — 10 godz. (Razem dotad 106 godz.).
* Klaséwka jednogodzinna.
Stereometria — 24 godz. (Razem dotad 130 godz.).
* Zajecia wstepne (7 godz.).
* Graniastostupy (6 godz.).
* Ostrostupy (8 godz.).
* 3 klaséwki jednogodzinne (3 godz.).
Statystyka — 4 godz. (Razem dotad 134 godz.).
* Kartkéwka.
Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa — 12 godz. (Razem dotad 144
godz.).
* W tym omoéwienie i podsumowanie eksperymentu.
* Klaséwka jednogodzinna.
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e Inne — 9 godz. (Razem dotad 155 godz.).
* Oméwienie zadan z zawodéw I 1 IT stopnia OMG.
* Oméwienia i poprawy klaséwek.
* Warsztaty.

Klasa III

W Kklasie III lekcje zostaly podzielone na dwa niezalezne nurty. Pierwszy z nich, w wy-
miarze 2 godzin tygodniowo, byt w calo$ci poswiecony powtérzeniu i przygotowaniu do
egzaminu gimnazjalnego. Drugi, w wymiarze 3 godzin tygodniowo, byl poswiecony trzem
tematom, ktore byly pozostawione na IIT klase (funkcje, figury podobne, bryly obro-
towe) oraz przygotowaniu do zawodéw matematycznych (Konkurs Wojewddzki i OMG).
Omowie ponizej tylko rozklad godzin w tym drugim nurcie, w okresie od poczatku roku
szkolnego do egzaminu gimnazjalnego.

W klasie III do egzaminu gimnazjalnego jest okoto 27 tygodni, tzn. ok. 80 godzin lekcyj-
nych. Zakladam, ze ok. 10 godzin moze zosta¢ wykorzystane na inne aktywnosci.
Funkcje — 10 godz.

e Figury podobne — 10 godz.

e Bryly obrotowe — 10 godz.

e Przygotowanie do zawoddéw matematycznych — 40 godz.

Czas po egzaminie gimnazjalnym byl przeznaczony na poprawy klaséwek (zmierzajace
do poprawy oceny rocznej) oraz na rézne tematy dodatkowe. Na przyklad, ucze wtedy
doktadniej kombinatoryki i geometrii analityczne;j.

Na zakonczenie chce napisaé kilka stéw o uzyskanych efektach. W klasie, ktérg uczylem,
w Olimpiadzie Matematycznej Gimnazjalistéw (VIII OMG) wystartowali prawie wszyscy
uczniowie. W III klasie do zawodéw 11 stopnia zostato zakwalifikowanych 24 uczniéw. Do
finalu (tzn. zawodéw III stopnia) zostalo zakwalifikowanych 11 uczniéw — 8 uzyskalo
tytul laureata, a 3 tytul finalisty. Zadne inne gimnazjum w Polsce nie mialo wickszej
liczby trzecioklasistéw uczestniczacych w zawodach IIT stopnia VIII OMG. Jesli do tego
dodam jeszcze 2 laureatow z Gimnazjum Przymierza Rodzin im. Jana Pawta II, kt6-
rych takze uczytem wedtug opisanego programu rozszerzonego, to okaze sie, ze dzieki
temu programowi rozszerzonemu, 10 uczniéw zostato laureatami OMG i 3 finalistami. Te
liczby sa chyba najlepszym dowodem skuteczno$ci opisanego programu rozszerzonego.
Zachecam innych nauczycieli do skorzystania z moich doéwiadczen i do wypromowania
jak najwiekszej liczby laureatow i finalistéw.
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20. Warsztaty matematyczne

20. Zestawy zadan na warsztaty matematyczne

W tym rozdziale pokaze 9 przykladowych zestawéw zadan na warsztaty matematyczne.
Oczywiscie takie zestawy mozna dawa¢ uczniom takze na kétkach matematycznych. Jak
wspomnialem, najczesciej wybieram na warsztaty nastepujace cztery dzialy matematyki:
teorie liczb,

e kombinatoryke,

e nieréwnosci,

e geometrie.

Przyktadowe zestawy zadan beda dotyczy¢ tych czterech dzialéw matematyki. Kazdy
zestaw bedzie skladal si¢ z co najmniej kilkunastu zadan. Mozna z kazdego z nich wy-
bra¢ kilka zadan jako zadania domowe (przygotowawcze) i kilka zadan do zestawéw na
warsztaty. Mozna tez taki zestaw da¢ uczniom na kétku matematycznym. Wszystkie za-
dania pokaze wraz z rozwiazaniami lub ze wskazéwkami do rozwiazan. Uczniowie przed
warsztatami dostaja takze pewne materialy teoretyczne. Jest to czasem przypomnienie
najwazniejszych pojeé, ktérych beda dotyczyé zadania, a czasem wprowadzenie nowych
metod rozwiazywania zadan. Uczniowie zapoznaja sie z tymi metodami na podstawie
dostarczonych materialéw, a nastepnie te metody sa dokladnie omawiane na kotku przed
warsztatami lub na poczatku warsztatéw. Takie przykladowe materialy teoretyczne za-
taczam przed zadaniami.

Zadania, ktore tu zamieszczam, zostaly wybrane z wielu zbioréw zadan. Przede wszyst-
kim wymienie zbiory zadan z polskich Olimpiad Matematycznych. Ponadto wykorzysta-
tem m.in. zbiory: [Engel], [Larson], [Manfrino|, [Pompe], [Xu]. Wiele zadan to zadania
bardzo popularne, znajdujace sie w réznych zbiorach zadan; w wielu przypadkach nie
potrafie nawet przypomnieé sobie, skad dane zadanie zaczerpnalem.

Zadania z teorii liczb

Zadania z teorii liczb mozna podzieli¢ na kilka naturalnych grup tematycznych. Pokaze
tu cztery zestawy zadan z teorii liczb:

e Zestaw 1: zadania arytmetyczne, dotyczace postaci rozwazanych liczb w zapisie dzie-
sietnym.

e Zestaw 2: zadania dotyczace réznych rodzajow liczb: kwadratéw i liczb pierwszych.

e Zestaw 3: zadania dotyczace podzielnosci, wykorzystujace wlasnosci kongruencji.

e Zestaw 4: kilka typow réwnan diofantycznych.

W wigkszosci zadan bedziemy wykorzystywaé wzory skréconego mnozenia. Ponadto za-
dania w jednym zestawie moga wykorzystywaé techniki z innego zestawu (na przyktad
w rozwiazywaniu réwnan diofantycznych wykorzystujemy kongruencje). Uczniowie otrzy-
muja przed warsztatami, oprocz zadan przygotowawczych, krétkie przypomnienie naj-
wazniejszych pojeé z teorii liczb, z ktorych bedziemy korzystac.

Zadania z kombinatoryki

Te zadania tez podziele na kilka grup tematycznych. Pokaze tu zadania dotyczace pod-
stawowych metod zliczania (stosowanie regul mnozenia i dodawania), zadania dotyczace
zasady szufladkowej Dirichleta oraz wybrane zadania z kombinatoryki, ktére nie pole-
gaja na zliczaniu; sa to m.in. zadania z teorii graféw oraz zadania dotyczace tzw. zasady
ekstremum.

Uczniowie dostaja krétkie przypomnienie najwazniejszych pojeé¢ uzywanych w zadaniach.
Przypominam regule mnozenia i regute dodawania, trzy postaci zasady szufladkowej Di-
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richleta i kilka podstawowych poje¢ z teorii graféw. Na pierwszych zajeciach warsztatéw
przypominam te pojecia. Dosé duzo czasu poswiecam zasadzie szufladkowej. Wyjasniam
uczniom, ze w sformutowaniu zasady szufladkowej konkluzja ma postaé¢ — jistnieje co
najmniej k pileczek, ktore...” (dla odpowiedniego k). To sugeruje, ze bardzo czesto
rozwigzanie zadania, w ktérym nalezy udowodnié, ze istnieje co najmniej iles obiektow
o pewnej wlasnosci, polega na zastosowaniu zasady szufladkowej. Wyjasniam réwniez, ze
rozwiazanie zadania, w ktérym stosujemy zasade szufladkowa, na ogot sklada sie z trzech
etapéw. Pierwszy polega na dokladnym wskazaniu, czym sa szufladki i czym sa piteczki,
drugi polega na sprawdzeniu, ze liczba szufladek i liczba pileczek spelniaja zalozenia
odpowiedniej postaci zasady szufladkowe]j oraz na zastosowaniu tej zasady szufladkowe;j.
Efektem drugiego etapu rozwigzania jest stwierdzenie, ze w ktérejé szufladce znajduje
sie wymagana liczba piteczek. Wreszcie trzeci etap polega na wykazaniu, ze jesli piteczki
znajduja sie w tej samej szufladce, to spelniaja teze twierdzenia, czyli spelniaja wyma-
gania stawiane im w tresci zadania. W rozwiazaniu kilku pierwszych zadan ogranicze
sie tylko do wskazania szufladek i piteczek oraz w niektérych przypadkach do podania
wskazdwki do etapu trzeciego; wykonanie etapu drugiego i trzeciego rozwiazania jest za
kazdym razem do$¢ latwe i pozostawie je jako ¢wiczenie.

Trzeci zestaw zadan zawiera inne zadania z kombinatoryki. Niektére zadania dotycza teo-
rii grafow; we wspomnianym krétkim przypomnieniu podaje uczniom podstawowe pojecia
tej teorii. Poczatkowe zadania (polecam zwlaszcza 5 pierwszych zadan) dotyczace zasady
ekstremum pokazuje uczniom na poczatku warsztatéw lub na kétku przygotowujacym
do warsztatow. Pozostale zadania uczniowie maja juz rozwiaza¢ samodzielnie.

Przedstawione zadania z kombinatoryki znacznie wykraczaja poza podstawe programowa
gimnazjum, a takze ponad wymagania Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow. Dla-
czego w takim razie wchodze w ten dzial matematyki tak gleboko? Jest wiele powo-
dow. Dwa powody maja charakter osobisty. Po pierwsze, jest to dzial matematyki, ktéry
szczegolnie lubie i ktéry wielokrotnie wykladalem na Uniwersytecie. Oczywiscie gust na-
uczyciela jest jednym z najwazniejszych czynnikéw branych pod uwage przy wyborze
tematéw zaje¢ dodatkowych. Po drugie, uwazam, ze dzigki ogromnemu do$wiadczeniu
dydaktycznemu (takze wyniesionemu z zajeé ze studentami) moge nauczyé¢ kombinato-
ryki ciekawiej niz innych dzialéw matematyki. Po trzecie, uwazam, ze kombinatoryka
szczegblnie dobrze rozwija umiejetno$é mysélenia. Pamietajmy, ze nie wymaga ona zad-
nej rozbudowanej teorii, wymaga tylko — zgodnie z nazwa — kombinowania. Uczniowie
zdolni moga rozwiazywaé nawet bardzo trudne zadania wylacznie dzigki pomystowym
rozumowaniom. Wreszcie po czwarte, kombinatoryka jest obecna na Olimpiadzie Ma-
tematycznej w znacznie wiekszym zakresie niz to wynika z podstaw programowych dla
gimnazjum i liceum. Sadzg, ze przygotowania do Olimpiady Matematycznej z niektérych
dzialéw matematyki mozna rozpocza¢ juz w gimnazjum i kombinatoryka do tego nadaje
sie wyjatkowo dobrze.

Zadania o nieréwnosciach

W tym zestawie zadan rozwijamy metody dowodzenia nieréwnosci opisane w rozdziale
o algebrze. Zadania dotycza nastepujacych czterech metod dowodzenia nieréwnosci:

przeksztalcanie nieréwnosci: podnoszenie do kwadratu, grupowanie,
sprowadzenie do nieréwnosci kwadratowej,

wykorzystanie nieréwnosci miedzy $rednimi,

ciggi uporzadkowane zgodnie i przeciwnie.
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Przed warsztatami przypominam uczniom podstawowe wlasnosci nieréwnosci opisane
w rozdziale o algebrze. W szczegdlnosci przypominam nieréwnosci miedzy srednimi (har-
moniczng, geometryczna, arytmetyczna i kwadratowa). Te nieréwnosci byly trescig za-
dania, ktére rozwiazuje z uczniami na lekeji (zob. rozdzial o algebrze). W przypadku,
gdyby nie udalo sie rozwiazaé tego zadania wczesniej na lekcji, rozwiazujemy je na kotku
przed warsztatami. Nastepnie podaje uczniom definicje $rednich w przypadku ogdlnym,
dla n liczb, oraz informuje, ze nadal prawdziwe sa te same nieréwnosci miedzy Srednimi.
Tych uogdélnionych nieréwnosci uczniom nie dowodze, podobnie nie dowodze, ze kazda
z tych nieréwnosci staje sie rownoscia tylko wtedy, gdy wszystkie liczby sa rowne. Prosze
tylko, by uczniowie te fakty zapamietali. Przypominam takze twierdzenie o wyr6zniku
tréjmianu kwadratowego.

Pierwsze trzy metody dla przypomnienia ilustruje kilkoma zadaniami wstepnymi. Moge
wykorzystaé¢ zadania juz omawiane na lekcjach (lub na kétkach), moge tez wykorzystaé
poczatkowe zadania z prezentowanego zestawu. Czwarta metode omawiam dokladniej
i takze ilustruje kilkoma zadaniami. Dokladny opis tej czwartej metody znajduje sie
w przygotowaniu z nieréwnosci, ktére daje uczniom. W sformutowaniu dwéch wnioskow
pojawia sie stowo ,permutacja”. Jesli ten termin nie byl jeszcze wyjasniony przy okazji
kombinatoryki, to teraz wyjaéniam uczniom, co on oznacza. Nie podaje zadnej formalnej
definicji permutacji, ograniczam si¢ do opisu — jest to ciag o tych samych wyrazach, ale
— by¢ moze — w innej kolejnosci. Ilustruje tez to pojecie kilkoma przykladami.

Jako komentarz do wprowadzenia teoretycznego o ciagach uporzadkowanych zgodnie lub
przeciwnie moge tylko zauwazy¢, ze uczniowie bez trudu wierza, ze w pokazany przy-
ktadowy sposéb mozna uporzadkowaé kazda permutacje liczb od 1 do n. Ci uczniowie,
ktorzy ucza sie informatyki, bez trudu dostrzegaja tu zadanie o sortowaniu tablic i algo-
rytm polegajacy na tym, by za pomoca zamian dwoch elementéw przenosié¢ na wlasciwe
miejsca kolejne liczby od 1 do n—1 (liczba n znajdzie si¢ wtedy takze na wlasciwym miej-
scu). Scisty dow6d wymagalby wprowadzenia dokladnej definicji permutacji oraz jakiegos
rozumowania indukcyjnego. To ttumaczy, dlaczego ograniczam si¢ tylko do przyktadu.

Zadania z geometrii

Przygotowany zestaw zadan z geometrii zawiera zadania dotyczace najprostszej geome-
trii tréjkata (rachunek katéw, przystawanie trojkatéw, twierdzenie Pitagorasa, wlasnosci
linii $rodkowej), geometrii okregu (okregi opisane na czworokacie i wpisane w czworo-
kat, potega punktu wzgledem okregu) oraz wlasnosci p6l. Pierwsze 10 zadan, to na ogél
zadania do$¢ latwe (z wyjatkiem zadania 9). Nastepne zadania, wybrane z zestawéw
zadan [Pompe], sa nieco trudniejsze. Podstawowe fakty, niektére wraz z dowodami, po-
daje w krotkim przypomnieniu. Podaje tam np. twierdzenia o potedze punktu wzgle-
dem okregu. Sa to niezwykle ciekawe twierdzenia geometrii okregu, chociaz zdaje sobie
sprawe z tego, ze moi uczniowie wykorzystaja je dopiero podczas przygotowan do Olim-
piady matematycznej w liceum. Zwracam uwage na to, ze tych twierdzen oraz twier-
dzenia o dwusiecznej nie dowodze, korzystajac z podobienstwa trojkatow. Taki zestaw
zadan z geometrii moge da¢ na warsztatach juz w II klasie, kiedy jeszcze nie omawiam
z uczniami podobienstwa. Dlatego twierdzenia o potedze punktu wzgledem okregu wy-
prowadzam z twierdzenia Pitagorasa, a twierdzenia o dwusiecznej dowodze, korzystajac
z pol trojkatow. W przyszlosci uczniowie zobacza dowody tych twierdzen wykorzystujace
podobienstwo tréjkatow.
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Przygotowanie z teorii liczb
Bedziemy w tym przygotowaniu z teorii liczb rozwazaé¢ wytacznie liczby catkowite.

Oznaczenie
Jedli a jest dzielnikiem b, to piszemy a | b. Zatem:

a|b wtedy itylko wtedy, gdy istnieje liczba ¢ taka, ze b= ac.

Jedli a nie jest dzielnikiem b, to piszemy atb.
Przyktlady:
3012, 7|(=21), (=5)]20, (=11)|(=77), 7429, (=3)1(=50).
Podstawowe wlasno$ci relacji podzielnoéci
a) JeSlia|borazb|c, toa|ec.
b) Jeslia | boraz a| ¢, to a | bm + cn dla dowolnych liczb catkowitych m i n. W szcze-
gélnoscia |b+coraza|b—c.
¢) Jedli a+ b = c oraz dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa podzielne przez d, to trzecia tez jest
podzielna przez d.
d) Jedli a | bc oraz NWD(a,b) =1, to a | c.

e) Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1:
a|b wtedy itylko wtedy, gdy a™ | b"™.

f) JeSlia|c, b|coraz NWD(a,b) =1, to ab | c.
Dzielenie z reszta

Zalézmy, ze dane sa liczby calkowite a i b, przy czym b > 0. Mdéwimy, ze liczba a daje
iloraz q i reszte r przy dzieleniu przez b, jesli

a=b-g+r oraz 0<r<hb.

Przyktady:
e 17 =4-4+41oraz 0 < 1 < 4, wiec liczba 17 przy dzieleniu przez 4 daje iloraz
4 i reszte 1;
e 26 = 3-8+ 2o0raz 0 < 2 < 3, wiec liczba 26 przy dzieleniu przez 3 daje iloraz
8 i reszte 2;
e 39 =313+ 0, wiec liczba 39 przy dzieleniu przez 3 daje iloraz 13 i reszte 0;
e —25=4-(=T7)4+3 oraz 0 < 3 < 4, wiec liczba —25 przy dzieleniu przez 4 daje iloraz
—7 i reszte 3.
Kongruencje

Zalézmy, ze dana jest liczba catkowita dodatnia m. Méwimy, ze dwie liczby catkowite
a i b przystajag modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i b daja takie same reszty
przy dzieleniu przez m. Piszemy wéwczas

a=b (modm).
Inaczej méwiac
a=b (modm) wtedyitylko wtedy, gdy m |a —b.
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Relacje przystawania modulo m nazywamy takze relacja kongruencji modulo m. Sto-
sujemy zapis

aZb (modm),

gdy liczby a i b nie przystaja modulo m.

Przyklady:

e 12=2 (mod 10),

e 18=0 (mod 3),

¢ 1024= -1 (mod 5),
e —12=3 (mod 5),

e —22=-1 (mod 7),
¢ 22#1 (mod 4),

e 150 (mod 6).

Wlasno$ci relacji kongruencji (przystawania)
1) a=a (modm).
Jeslia=b (mod m),tob=a (modm).
JeSlia=b (mod m)orazb=c (modm),toa=c (modm).

Jeslia=b (modm)orazn|m,toa=0> (modn).

)
)
)
5) a=b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy ac =bc (mod mc).
) Jeslia=b (modm)oraza=0b (modn),toa=>b (mod NWW(m,n)).
) Jesli NWD(m,n) =1,a=b (mod m) oraz a =b (mod n), toa=0>b (mod mn).
) JeSlia=b (mod m)orazc=d (mod m), to:

a) atc=b+d (modm),

b) a—c=b—d (mod m),

c) ac=bd (mod m).

9) Jeslia=b (modm), toa™=>b" (mod m).

10) Jesli NWD(a,m) =1 oraz ab=ac (mod m), tob=c (mod m).
11) Jesli NWD(a,m) = 1, to istnieje liczba b taka, ze ab=1 (mod m).
Liczby pierwsze

Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli p > 2 oraz p ma dokladnie dwa
dzielniki: 1 i p.

Jesli p jest liczba pierwsza oraz p | ab, to p | a lub p | b.

Jedli p i ¢ sa dwiema réznymi liczbami pierwszymi oraz p | a i ¢ | a, to pq | a. Podobna
zalezno$¢ zachodzi dla wiekszej liczby réznych liczb pierwszych.
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Wazniejsze wzory skré6conego mnozenia

)2 = a? + 2ab+ V?,
)2 =a? — 2ab+ V?,
)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b°,

(
a® — b = (a—b)(a® + ab+ b?),
(a4 b)(a® — ab + b?),
a" = b =(a—b)(a" +a" P+ a" 3+ +a®" 3 4 ab" Y.

Zauwazmy, ze w ostatnim wzorze drugi czynnik po prawej stronie jest suma n sktadnikéow.
Nastepnie, jedli liczba n jest nieparzysta, to

a™ 4 b = (a+ b)(a”_l _ an—2b+ an—3b2 - +a2bn—3 _ abn—Q —i—bn_l).
Jesli natomiast liczba n jest parzysta, to

a" = b =(a+b)(a" "t —a" P+ a" 3 — . —a?" T 4 ab" 0.

7 trzech ostatnich wzoréw wynikaja nastepujace wazne wtasnosci relacji podzielnosci:
1) Dla dowolnej liczby naturalnej n: a —b|a™ — b™.
2) Jedli liczba n jest nieparzysta, to:  a—+b|a™ + b".
3) Jedli liczba n jest parzysta, to: a+b|a®—b"

W wielu zadaniach zapis aga...a oznacza liczbe naturalna zapisana za pomoca n cyfr

n
rownych a, np:

. o i . . 1 piatek 0
e zapis 55...5 oznacza liczbe zapisang za pomocg siedmiu piatek, tzn. liczbe 5555555,

7
e zapis 3455...521 oznacza liczbe 34555555521.
—

7
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Przygotowanie z kombinatoryki

Reguly zliczania

Regula mnozenia. Mamy do wykonania dwie czynnosci, jedna po drugiej. Pierwsza
czynnosé konczy sie jednym z m wynikow. Druga czynnosé, nieza-
leznie od wyniku pierwszej, konczy sie jednym z n wynikéw. Wy-
konanie obu czynnosci konczy sie wtedy jednym z mn wynikow;
wynikiem wykonania obu czynnoéci jest oczywiscie para wynikéw:
wynik pierwszej i wynik drugiej.

Reguta dodawania. Mamy dwie czynnosci. Pierwsza konczy sie jednym z m wynikdw,
druga — jednym z n wynikéw. Zbiory wynikéw obu czynnosci sa
roztagczne, tzn. zaden wynik jednej czynno$ci nie jest jednoczesnie
wynikiem drugiej. Wykonujemy jedna z tych czynnoéci. Mozemy
woéwcezas uzyskaé jeden z m + n wynikéw.

Zasada szufladkowa Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta jest zasadg kombinatoryczng czesto uzywana w rozwigzy-
waniu zadan olimpijskich. Spotykamy ja w trzech réznych postaciach. Najprostsza to:

e Mamy n szufladek i co najmniej n 4 1 pileczek. Piteczki te wktadamy do szufladek.
Wtedy w co najmniej jednej szufladce znajda sie co najmniej dwie piteczki.
Nieco ogdlniejsza jest postaé nastepujaca:
e Mamy n szufladek i co najmniej mn+1 pileczek. Piteczki te wkladamy do szufladek.
Wtedy w co najmniej jednej szufladce znajdzie sie co najmniej m + 1 pileczek.

Wreszcie mamy nieskoniczong postaé tej zasady:
e Mamy n szufladek i nieskonczenie wiele pileczek. Piteczki te wkladamy do szufladek.
Wtedy w co najmniej jednej szufladce znajdzie sie nieskonczenie wiele piteczek.

Grafy

Graf sklada sie ze zbioru wierzchotkéw (rysowanych najczesciej jako kropki na plasz-

czy7nie) i ze zbioru krawedzi laczacych wierzcholki (rysowanych najczesciej jako od-

cinki o konicach w wierzcholkach; czasami rysujemy krzywe zamiast odcinkéw). Przykla-

dowy graf widzimy na rysunku 20.1. Ma on 8 wierzchotkdéw i 9 krawedzi. Na rysunku

krawedzie moga si¢ przecinaé¢. Punkt przeciecia krawedzi nie jest wierz-

chotkiem; wierzchotkami sa tylko punkty zaznaczone grubymi kropkami.

Jak widaé¢, graf nie musi sklada¢ sie z jednego kawalka: powyzszy graf

ma dwie czesci. Takie czesci nazywamy sktadowymi grafu. Czasami za-

e—— miast odcinkéw rysujemy strzalki: sg to krawedzie skierowane i w takim

Rys. 20.1 przypadku graf nazywamy skierowanym. Za pomoca graféw mozemy zilu-

strowaé wiele sytuacji: relacje znajomosci, sie¢ drég, sieci elektryczne itp.

Grafy skierowane moga by¢ przydatne przy ilustracji turniejéow. Czesto w rozwiazywaniu

zadan z teorii graféw korzysta sie z tzw. zasady ekstremum, polegajacej na tym, ze
wybiera si¢ pewien zbiér najwigkszy (lub najmniejszy) ze wzgledu na jakas wlasnosé.

Wierzcholki v i w polaczone krawedzia nazywamy wierzchotkami sasiednimi. Méwimy tez,

ze wierzchotek w jest sasiadem wierzchotka v i wierzchotek v jest sasiadem wierzchotka w.

Stopniem wierzchotka nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka, czyli

liczbe jego sasiadéw. Stopien wierzchotka v bedziemy oznaczaé symbolem d(v). Na przykla-

dowym rysunku mamy dwa wierzchotki stopnia 4, jeden wierzcholek stopnia 3, dwa wierz-

chotki stopnia 2 i trzy wierzchotki stopnia 1. Czesto stosuje sie nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie. (Lemat o usciskach dloni) Przypu$émy, ze dany graf ma n wierzchotkéw
V1, ..., 1 m krawedzi. Wowczas

d(v1) + ...+ d(v,) = 2m.

W naszym przyktadowym grafie suma stopni wierzchotkéw jest rzeczywiscie réwna 18,
tzn. jest rowna podwojonej liczbie krawedzi:

444+34+24+2+14+14+1=18.

Whniosek. W kazdym grafie liczba wierzcholkéw majacych stopien nieparzysty jest pa-
rzysta.

W naszym grafie rzeczywiscie sa cztery wierzcholki stopnia nieparzystego.

Graf pelny jest to graf, w ktorym kazde dwa wierzchotki sa polaczone krawedzia. Graf pelny
majacy n wierzchotkow oznaczamy symbolem K. Podzbiér A grafu G o tej wlasnosci,
ze kazde dwa wierzchotki zbioru A sa w grafie G polaczone krawedzia, nazywamy klika.
Turnieje
W kilku dotychczasowych edycjach Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw znalazty
sie zadania dotyczace turniejéw. Z turniejem mamy do czynienia wtedy, gdy pewna skon-
czona liczba uczestnikéw (zawodnikéw lub druzyn — w dalszym ciagu uczestnikéw tur-
nieju bedziemy nazywaé zawodnikami) rozgrywa ze soba mecze. Bedziemy rozpatrywali
wylacznie turnieje spetniajace nastepujace warunki:

e kazdy zawodnik gra z kazdym innym zawodnikiem doktadnie jeden mecz,

e zaden zawodnik nie gra sam ze soba,

e kazdy mecz jest zakonczony zwycigstwem jednego zawodnika, tzn. nie ma remiséw.
Inaczej méwiac, turniej jest to graf skierowany pelny, czyli taki, w ktérym kazda para
wierzchotkéw jest poltaczona doktadnie jedna krwedzig skierowana.

Jezeli x i y sa dwoma zawodnikami uczestniczacymi w turnieju, to zapis  — y oznacza,
ze zawodnik x wygral mecz z zawodnikiem y.

W dowolnym turnieju cyklem dlugoéci m nazywamy ciag ui,usg, ..., U, zawodnikow
o tej wlasnosci, ze

Uy — U2 — ... = Up—1 — Um — UT.

Oczywiscie, jesli ciag uy,us, ..., Uy, jest cyklem, to m > 3.

365



20. Warsztaty matematyczne

Przygotowanie z nier6wnosci
Srednie
Dla dwoch liczb dodatnich a i b mamy:

1 a+3 I a+b a? + b?
:(1 = A: K: .
H 5 G=Vab, 9 V™2

Liczby H, G, Ai K nazywamy odpowiednio: $rednia harmoniczna, $rednia geometryczna,
Srednia arytmetyczng i Srednig kwadratowa liczb a i b. Wzo6r na $érednia harmoniczna
mozna doprowadzi¢ do postaci:

2ab
Ca+b

Dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodza nastepujace nieréwnosci:

H<G<ALK.

Dla dowolnych liczb dodatnich ag, ..., a, definiujemy

1 1
)

n
= Yay-... ap,
ar+...+a,

i

nooQ -

n

- ai+...+a?
\/771 )

Wtedy zachodza nieréwnosci H < G < A < K. Przy dowodzeniu nieréwnosci wazne jest
zastanowienie sie, kiedy zachodzi réwnosé. Otéz dowolna nieréwnosé w ciagu nieréwnosci
H < G < A < K staje sie réwnoécia wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby, ktérych
$rednie rozwazamy, sa rowne.
Ciagi uporzadkowane zgodnie i przeciwnie
Definicja. Dwa ciagi skonczone (ay,as,...,ay,) oraz (b1, bs,...,by,), tej samej diugo-
$ci, o wyrazach rzeczywistych, nazywamy ciagami uporzadkowanymi zgodnie (lub
jednakowo uporzadkowanymi; czasem jest uzywana takze nazwa ciggi jednomono-
toniczne), jesli

a1 <ax <...<a, oraz by <by <...<b,

lub
ay>as > ...>a, oraz by >by>...>b,.

Definicja. Dwa ciagi skoniczone (a1, ag, ..., ay,) oraz (by,ba,...,by,), tej samej dlugosci,
o wyrazach rzeczywistych, nazywamy ciagami uporzadkowanymi przeciwnie, jesli

ap<ay<...<a, oraz by >by>...>b,

lub
aiy>as > ...>a, oraz by <by <...<b,.
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Definicja. Dla danych dwoch ciagéw skoniczonych (aq,as,...,a,) oraz (by,ba,..., by,)
tej samej dtugosci symbolem
ay a2 ... Qp
by by ... by
oznaczamy liczbe rzeczywista
a; az ... a
|:b11 b; b::|:a1b1+a2b2++anbn

Uzywane jest tez oznaczenie

ap az ... Qap
by by ... by

J:al-bl—i—ag-bg—f—...—i—an-bn

(por. [Kourliandtchik]).

Twierdzenie. Jedli ciagi (a1, ag) oraz (b1, bs) sa uporzadkowane zgodnie, to

ay Qs ay az
o)zl b
Dowéd. Zauwazmy, ze

g1 G2 _ (%1 G2 = a1b; + asby — ajby — asb; = (a2 — al)(bg — bl) > 0.
by be by by

Whiosek 1. Dane sa dwa ciagi (a1, a2, ...,a,) oraz (by,ba,...,b,) liczb rzeczywistych.
Jesli
a; S a; oraz bz Z bj,

to

al R N 70 < a ... G ... 4; ... Gp
by ... bi ... by ... b, by ... by ... b ... b,

Dowdd. Przyjrzyjmy sie lewej i prawej stronie dowodzonej nieréwnosci. Mamy:

a ... G ... A ... Gp b b+ +
|:b1 bz b] bn:| albl albl ajb] anb’r“
al N 74 N 7] N 7% . b, + —+
|:b1 b] b7, bn:| 7a1b1+ aZbJ ajbl anbn

Mamy zatem udowodnié, ze

aibi + ajbj S aib]’ + ajbi,

a; aj a; Gj
[bz‘ balg[bj bi]'

czyli
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To jednak wynika natychmiast z twierdzenia, gdyz ciagi (a;, a;) oraz (bj;, b;) sa uporzad-
kowane zgodnie.

Whiosek 2. Dane sa dwa uporzadkowane zgodnie ciagi (aq, .. ., a,) oraz (b1, . .., by,) liczb
rzeczywistych. Jedli (i1,42,...,14,) jest dowolna permutacja ciagu liczb (1,2,...,n), to
[25] as c.. Qp < a; a2 ... Qp
bi1 biz - bin b1 by ... bn ’
Whiosek 3. Dane sa dwa uporzadkowane przeciwnie ciagi (a1, ..., ay) oraz (by,...,by)
liczb rzeczywistych. Jesli (1, ia, . . . , iy ) jest dowolna permutacja ciagu liczb (1,2, ...,n), to
a1 as . (07%% > ay a2 ... Qap
bil biz e bin - b1 bg A bn ’

Pomijamy dowody wnioskow 2 i 3. Wniosek 2 zilustrujemy jednym przykladem.

Przypu$émy, ze mamy dane ciagi (a1, az,as,aq,as5) i (b1,ba,bs, by, bs) uporzadkowane
zgodnie. WeZzmy permutacje (3,1,5,2,4) ciagu liczb (1,2,3,4,5). Mamy udowodnié, ze

a; a2 a3 a4 as a; a2 a3 a4 as
b3 b1 b5 b2 b4 - b1 bg b3 b4 b5 )

Stosujemy czterokrotnie wniosek 1:

bs b1 bs by by by b3 bs by by by b2 bs b3 by

<a1 as az Q4 a5<a1 as a3 Qa4 as
b1 bQ b3 b5 b4 - b1 b2 b3 b4 b5

|:(11 as a3 a4 as :| |:a1 as a3z a4 as :| < |:a1 as a3 Qa4 Aas :|
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Przygotowanie z geometrii
Cztery punkty na okregu

Bardzo czesto gléwny pomyst w rozwiazaniu zadania geometrycznego polega na dostrze-
zeniu czterech punktéw lezacych na jednym okregu. Przypu$émy, ze mamy dana prosta
AB idwa punkty C'i D lezace poza ta prosta. Mamy nastepujace dwa warunki konieczne
i wystarczajace na to, by cztery punkty A, B, C'i D lezaly na jednym okregu:

e jesli punkty C'i D leza po tej samej stronie prostej AB, to punkty A, B, C'i D leza
na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy LACB = LADB (rys. 20.2 po lewe]j
stronie);

e jesli punkty C'i D leza po réznych stronach prostej AB, to punkty A, B, C'i D leza
na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy LACB + LADB = 180° (rys. 20.2 po

prawej stronie).

Czworokat wpisany w okrag i czworokat opisany na okregu

Rys. 20.2

e Na czworokacie wypuklym ABCD mozna opisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
sumy przeciwleglych katéw sa réwne: LBAD + ABCD = LABC + LADC = 180°
(rys. 20.3).

e W czworokat wypukly ABC'D mozna wpisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
przeciwlegltych bokéw sa réwne: AB + CD = AD + BC (rys. 20.4).

C D
/@
D
A B Rys. 20.3 A B Rys. 20.4

Twierdzenie o kacie miedzy styczng i cieciwg

Dana jest cieciwa AB okregu i prosta styczna do tego okregu w punkcie A. Kat miedzy
cieciwa AB 1 ta prosta styczng jest réwny katowi wpisanemu opartemu na tym tuku AB,
ktory jest zawarty w rozwazanym kacie miedzy styczna i cieciwa. Na rysunkach 20.5 i 20.6
widzimy dwie sytuacje — gdy ten kat miedzy styczna i cieciwa jest ostry (rys. 20.5) lub
rozwarty (rys. 20.6).

V@,

Rys. 20.5 Rys. 20.6
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Potega punktu wzgledem okregu

Dany jest okrag o srodku O i promieniu r. Dany jest punkt P na zewnatrz tego okregu;
niech d oznacza odlegtosé punktu P od érodka okregu: PO = d.

e Prosta PC jest styczna do okregu w punkcie C' (rys. 20.7).

370

c P Rys. 20.7

Poniewaz styczna PC' jest prostopadla do promienia OC, wiec z twierdzenia Pita-
gorasa wynika, ze PC? = PO? — OC? = d? — r2.
Z punktu P prowadzimy polprosta przecinajaca okrag w punktach A i B. Przypu-

$¢my, ze pdlprosta PA nie przechodzi przez srodek okregu; przypadek, gdy tak sie
dzieje, zostawiam jako éwiczenie. Niech M bedzie $rodkiem cieciwy AB (rys. 20.8).

A

B

e

PA-PB = (PM+MA)-(PM—MB) = (PM+MA)-(PM—MA) = PM*— MA?.

g

P Rys. 20.8

Wowczas

Poniewaz odcinek OM jest prostopadly do cieciwy AB, wiec otrzymaliémy dwa
trojkaty prostokatne AMO i PMO. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

PM? = PO* -~ OM? oraz MA? = OA* - OM?>.
Zatem
PA-PB = PM?—~ MA? = (PO? - OM?) — (0A? —OM?) = PO*> —0A* = d* — 2.

W przypadku, gdy rozwazana polprosta przechodzi przez srodek okregu, otrzymamy
te sama réwnos¢ PA - PB = d? —r2.

Z punktu P prowadzimy polprosta przecinajaca okrag w dwéch punktach A i B oraz
styczna do okregu w punkcie C' (rys. 20.9).

A

C Rys. 20.9

Wéwezas PA - PB = PC? = d? — r2.
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e 7 punktu P prowadzimy dwie pélproste: jedna przecina okrag w punktach A i B,
druga przecina okrag w punktach D i E. Prowadzimy takze styczna do okregu
w punkcie C' (rys. 20.10).

A

C Rys. 20.10

Woéwezas PA- PB = PC? = PD - PE = d? — r2.
e Liczbe d? — 72 nazywamy potega punktu P wzgledem danego okregu.

Niech teraz punkt P bedzie lezal wewnatrz danego okregu; niech PO = d. Niech nastepnie
dana bedzie cieciwa AB taka, ze punkt P lezy wewnatrz tej cieciwy. Znéw rozwazymy
tylko przypadek, gdy cieciwa AB nie jest srednica okregu, pozostawiajac drugi przypadek
jako ¢wiczenie. Niech M bedzie srodkiem cieciwy AB. W przypadku, gdy punkty P i M
pokrywaja sie, z twierdzenia Pitagorasa bez trudu wyprowadzamy réwnosé (szczegdly
pozostawie jako ¢wiczenie)

PA-PB=PA?>=0A4%?-0P? =r% — {%

Przypusémy zatem, ze punkty P i M nie pokrywaja sie. Bez zmniejszenia ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze punkt M lezy wewnatrz odcinka PA (rys. 20.11).

2y

Rys. 20.11

Wowezas
PA-PB=(PM +MA)-(MB— PM)=(PM+MA)-(MA— PM)=MA* - PM*.

Tak jak wyzej, trojkaty AMO i PMO sg prostokatne. Z twierdzenia Pitagorasa otrzy-
mujemy
PM? = PO? —OM? oraz MA? =0A* - OM>.

Zatem
PA-PB=MA? - PM? = (OA? - OM?) — (PO* — OM?) = OA? — OM?* = r* — d?,

czyli
—(PA-PB) =d* — 1%

W tym przypadku takze liczbe d? — r? nazywamy potega punktu P wzgledem danego
okregu. Zauwazmy, ze jesli punkt P lezy na zewnatrz okregu, to potega tego punktu
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jest dodatnia, jesli zas punkt P lezy wewnatrz okregu, to jego potega jest ujemna. Dla
punktu P lezacego na okregu przyjmujemy, ze potega jest réwna 0; zauwazmy, ze w takim
przypadku d = r, wiec d — r? = 0. Tak wiec we wszystkich przypadkach potega punktu

wzgledem okregu jest okreélona wzorem d? — r2.

Przypuéémy wreszcie, ze punkt P jest punktem przeciecia dwoch cieciw AB i C'D danego
okregu. Wowcezas
PA-PB=r*-d*=PC-PD.

Linia srodkowa trdjkata i trapezu
e Zalézmy, ze punkty D i E sa odpowiednio srodkami bokéw tréjkata ABC (rys.
20.12). Wéwczas AB || DE oraz DE = § - AB.
e Zalézmy, ze dany jest trapez ABCD, w ktérym AB || CD. Punkty F i F sa od-
powiednio $rodkami ramion AD i BC' (rys. 20.13). Wéwczas AB || CD || EF oraz
EF =1.(AB+CD).

C D C

o\ ARy
\

A B Rys. 20.12 A B Rys. 20.13

Twierdzenie o dwusiecznej

Niech C'D bedzie dwusieczng kata ACB tréjkata ABC. Woéwcezas trojkaty ADC i BDC
maja wspllna wysoko$é h opuszczong z wierzchotka C' (rys. 20.14). Kazdy punkt dwu-
siecznej jest jednakowo oddalony od ramion kata, a wiec tréjkaty ACD i BC'D maja
rowne wysokosci d opuszczone z wierzchotka D, odpowiednio na podstawy AC i BC
(rys. 20.15).

h F

A D E B Rys. 20.14 A D B Rys. 20.15
Zatem
1 1 1 1
Pycp=5-AD-h=;AC -d, Ppep=--BD-h=~-BC-d.
2 2 2 2
Stad wynika, ze

AD  Pacp AC
BD Pgcp BC
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10.

11.

12.

13.
14.
15.

Zestaw 1.
Liczby w zapisie dziesigtnym

. Udowodnij, ze liczba 55...5 jest podzielna przez 3.
—

48

. Udowodnij, ze liczba 55...5 jest podzielna przez 7.
—

48

. Udowodnij, ze liczba 55...577...7 jest zlozona.
S——

40 40

. Udowodnij, ze liczba 55...511...1 nie jest kwadratem liczby naturalne;j.
S——

40 40
Rozstrzygnij, czy liczba 11...122...211...14+6 jest pierwsza.
14 7 14
Udowodnij, ze liczba 755...599 jest podzielna przez 17.
—
100
Udowodnij, ze liczba 100...0100...01 nie jest kwadratem liczby naturalne;j.
S—— Y—
99 99
Udowodnij, ze liczba 100...0300...01 nie jest kwadratem liczby naturalne;j.
S—— ~Y—
99 99

. Udowodnij, ze liczby postaci 11...1211...1 dlan=1,2,3,... sa ztozone.
—— ~Y—

n n

Udowodnij, ze liczba 400...0300...01 jest zlozona.
S—— Y—
99 99
Udowodnij, ze
2 2
(66...6) <d44...4< (66...67) .
N— ~—— N——
100 200 99

Udowodnij, ze liczba 3200...0201 jest zlozona.
——
7
Udowodnij, ze liczba 312500051 jest zlozona.

Udowodnij, ze liczba 1280000401 jest ztozona.

Udowodnij, ze liczba 100...01 jest zlozona.
——
2013
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© P NSO R W

P
B WP O

15.
16.

17.
18.

19.
20.

374

Zestaw 2.
Rézne rodzaje liczb

Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba p + 400 jest kwadratem liczby
caltkowite;j.

Udowodnij, ze liczba 4% + 4 - 6 4+ 9° jest zlozona.

Udowodnij, ze liczba 2'® +32-10° + 59 jest zlozona.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych liczba n* + 4 jest pierwsza.
Udowodnij, ze liczba 22002 4 52000 jest zlozona.

Udowodnij, ze liczba 45 4+ 154 jest zlozona.

Wykaz, ze liczba 214 + 58 jest zlozona.

Wykaz, ze liczba 229 4 4 - 6% + 98 jest zlozona.

Wykaz, ze liczba 26 — 2. 67 + 3! jest zlozona.

Wykaz, ze liczba 111% + 1112 4 1 jest zlozona.

. Wykaz, ze liczba 9 - 15* + 5 - 152 4 1 jest zlozona.
. Wykaz, ze liczba 210 . 3™ 4+ 27.3% 1 jest zlozona.
. Wykaz, ze liczba 238 4 3 - 218 + 1 jest zlozona.

. Udowodnij, ze jesli liczba calkowita a jest wieksza od 2 oraz n > 2, to liczba a™ — 1

jest ztozona.
Udowodnij, ze jesli liczba n jest zlozona, to liczba 2™ — 1 tez jest zlozona.

Udowodnij, ze jedli liczba n ma dzielnik nieparzysty (wigkszy od 1), to liczba 2™ + 1
jest ztozona.

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p i ¢ takie, ze p? — 2¢® = 1.
Udowodnij, ze jedli liczby 2n+11 3n+ 1 sa kwadratami (przy czym n > 0), to liczba
5n + 3 jest zlozona.

Udowodnij, ze liczba n® +n* + 1 jest zlozona dla n > 1.
Udowodnij, ze liczba 5100 4 575 4 550 4 525 4 1 jest zlozona.
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NSk ® b

20.

21.

22.

Zestaw 3.
Kongruencje
Udowodnij, ze 6 | n® — n.
Udowodnij, ze ostatnia cyfra liczby 72°¢ jest 1.
Znajdz ostatnia cyfre liczby 2100,
Wyznacz reszte z dzielenia liczby 389 4 789 przez 11.
Udowodnij, ze 10 | 5353 — 3333,
Udowodnij, ze 29 | 257+ 4 3n+3,
Udowodnij, ze jesli 22 + 32 = 22, to:
a) co najmniej jedna z liczb z i y jest podzielna przez 3,
b) co najmniej jedna z liczb z i y jest podzielna przez 4,
¢) co najmniej jedna z liczb x, y i z jest podzielna przez 5.

Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby 4p? + 1 i 6p? + 1 tez sa pierwsze.

. Udowodnij, ze 6 | 7" — 1.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Udowodnij, ze 7 | 2222°55% + 55552222,
Znajdz dwie ostatnie cyfry liczby 2°9°.
Udowodnij, ze 11 | 26n+1 4 g+l
Udowodnij, ze 133 | 1172 4 122n+1,
Udowodnij, ze 30 | n(n? — 11)(n? + 11).
Udowodnij, ze 9 | 4™ + 15n — 1.
Udowodnij, ze 8 | 57T +2-3" 1.
Wykaz, ze liczba 53 - 83 - 109 + 40 - 66 - 96 jest ztozona.
Udowodnij, ze 504 | n3(n® — 1)(n3 + 1).
Znajdz liczbe pierwsza p taka, ze:
a) p+ 101 p+ 14 sa pierwsze;
b) p+41ip+ 14 sa pierwsze.
Znajdz liczbe pierwsza p taka, ze:
a) 2p+11i4p+ 1 sa pierwsze;
b) 8p? + 1 jest pierwsza.

Udowodnij, ze jesli p > 3 i liczby p oraz 10p+ 1 sa pierwsze, to liczba 5p + 1 nie jest
pierwsza.

Udowodnij, ze jedli liczby p i p? + 2 sa pierwsze, to liczba p3 + 2 tez jest pierwsza.
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Zestaw 4.
Réwnania diofantyczne

1. Rozwiaz nastepujace réwnania w liczbach catkowitych:
a) axy==x-+y,
b) ay=xz-2y+7,
c) wxy=Tr+3y—11,
d) 2zy=3z—y+2,
e) 6xy=2x+9y+ 14.
2. Znajdz wszystkie liczby catkowite n, dla ktérych nastepujaca liczba jest catkowita:
2) n+7
n+2’
3 2
b) n+

on+1’
14n + 52

n2+1
26m + 138
e
Rozwiaz nastepujace réwnania:

3. 2z 4y)(5z+3y) =7
2% — % = 31.
zy=x+y+3.
zy 4+ 3z — by = —3.
zy =20 -3z +y.
x? —y? = 1988.
2 =14 + ¢
10. z2 — 7y = 10.
11. 22 — 3y% =38.
12. 22 -3y =17.
13. 1522 — 7y? = 9.
14. 22 +y? +22=8t— 1.
15. 22 +21y2 +5=0.
16. z} + ...+ 21, = 1599.
17. 22+l = +y+2.
18. 22 +y? =9z + 1.
19. 22 + 4z — 8y = 11.
20. 22 +5zy — y2 =6.
21. 22 —zy+ i =x+y.
22, 23 —29% — 423 = 0.

c)

d)

)

© ® Do e
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10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.

Zestaw 5.
Kombinatoryka — zliczanie

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i wystepuje

doktadnie jedna cyfra parzysta?

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i wystepuje

dokladnie jedna cyfra nieparzysta?

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje dokltadnie jedna cyfra

parzysta?

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje dokladnie jedna cyfra

nieparzysta?

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i kazda cyfra

parzysta rézna od zera wystepuje dokladnie jeden raz?

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i kazda cyfra

nieparzysta wystepuje doktadnie jeden raz?

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie kazda cyfra parzysta wystepuje

doktadnie jeden raz?

. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie kazda cyfra nieparzysta wyste-

puje doktadnie jeden raz?

. Ile jest liczb dwunastocyfrowych, w ktérych zapisie kazda cyfra parzysta wystepuje

dokladnie jeden raz?
Ile jest liczb dwunastocyfrowych, w ktorych zapisie kazda cyfra nieparzysta wyste-
puje doktadnie jeden raz?

Na okregu wybrano n punktéw i poprowadzono wszystkie cieciwy o koncach w tych
punktach. Ile jest takich cigciw?

W turnieju szachowym uczestniczy n graczy. Kazdy gracz gra dokladnie jedna gre
z kazdym innym. W kazdej grze gracz, ktory wygral, otrzymuje 1 punkt. Gracz,
ktory przegral, otrzymuje 0 punktéow. W przypadku remisu obaj gracze dostaja
po pot punktu. Ile wynosi suma punktow zdobytych przez wszystkich graczy po
zakonczeniu turnieju?

Udowodnij, ze
n(n+1)

14+24+3+...+n= 5

Tle jest liczb dziesieciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 27
Ile jest liczb dziesigciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 37
Tle jest liczb n-cyfrowych o sumie cyfr réwnej 27
Tle jest liczb n-cyfrowych o sumie cyfr réwnej 37

Tle jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i wystepuja
doktadnie dwie cyfry parzyste?

Tle jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i wystepuja
doktadnie dwie cyfry nieparzyste?

Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja dokladnie dwie cyfry
parzyste?
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Tle jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja dokladnie dwie cyfry
nieparzyste?

Prostokat o wymiarach 10 x 1 podzielono na 10 kwadratéw. W kazdy z tych kwa-
dratéw chcemy wpisaé jedng liczbe: 1, 2 lub 3. Chcemy przy tym, by kazda liczba
wystapita co najmniej jeden raz. Ponadto chcemy, by wpisane liczby tworzyly ciag
niemalejacy, tzn. wszystkie liczby 1 majg znajdowac sie na lewo od liczb 2 i wszyst-
kie liczby 3 maja wystepowac na prawo od liczb 2. Jeden przyklad takiego wpisania
liczb widzimy na rysunku 20.16.

[Lfafe]1]1]2]2]3[3]3] Rys. 2016

Na ile sposobéw mozna wpisaé te liczby do naszego prostokata, spelniajac powyzsze
warunki?

Prostokat o wymiarach 10 x 1 podzielono na 10 kwadratéow. W kazdy z tych kwadra-
tow mamy wpisaé jedna liczbe: 1, 2 lub 3. Chcemy, by wpisane liczby tworzyly ciag
niemalejacy, tzn. na poczatku wystepuje blok liczb 1, potem blok liczb 2 i na koficu
blok liczb 3. Nie wymagamy przy tym, by kazda liczba wystapila co najmniej jeden
raz, tzn. niektore bloki liczb moga nie wystapi¢. Dwa przyklady takiego wpisania
liczb widzimy na rysunkach 20.17 i 20.18.

[1]1]1]2]2]2]2]2[3]3] mys. 2017

[L[1f1]1]1]1]3]3[3]3] mys 2018

Na ile sposobéw mozna wpisac te liczby do naszego prostokata, spelniajac powyzsze
warunki?

Szescioro rodzenstwa (czterech chlopcéw i dwie dziewczynki) kupito bilety do kina
na miejsca od 1 do 6 w tym samym rzedzie. Na ile sposobéw moga oni wybraé
miejsca, tak, by dziewczynki nie siedzialy obok siebie?

Tle istnieje trojek uporzadkowanych (x,y, z) liczb calkowitych dodatnich takich, ze
x+y+z=107

Tle istnieje takich tréjek liczb calkowitych nieujemnych? Ile (w obu wariantach) jest
rozwiazan réwnania
T+y+z=n,

gdzie n jest dana liczbg calkowita dodatnia?
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Zestaw 6.
Zasada szufladkowa Dirichleta

Udowodnij, ze:
a) wéréd dowolnych 3 oséb co najmniej dwie sa tej samej plci;
) wsréd dowolnych 13 0séb co najmniej dwie urodzily sie w tym samym miesiacu;
¢) prosta nieprzechodzaca przez wierzcholek tréjkata nie moze przecia¢ 3 bokéw;
)

o

plaszczyzna nieprzechodzaca przez wierzcholek czworo$cianu moze przeciaé co
najwyzej 4 krawedzie;
e) wsréd b punktéw lezacych w tréjkacie réwnobocznym o boku 2 co najmniej dwa
sa oddalone nie wiecej niz o 1;
f) wéréd 17 punktéw lezacych w tréjkacie réwnobocznym o boku 2 co najmniej
dwa sa oddalone nie wiecej niz o %;
g) sposréd 12 liczb dwucyfrowych mozna wybraé dwie, ktérych réznica jest liczba
o dwdéch jednakowych cyfrach;
h) wéréd liczb postaci 10" (dla n = 1,2,3,...) istnieje nieskonczenie wiele liczb
dajacych te sama reszte z dzielenia przez 17.
Z ciagu liczb 1,4,7,10,...,94,97,100 wybrano 20 liczb. Udowodnij, ze wsréd nich
sa co najmniej dwie rézne liczby o sumie réwnej 104.
Udowodnij, ze wsréd dowolnie wybranych n + 1 liczb calkowitych znajduja sie co
najmniej dwie takie, ze ich réznica jest podzielna przez n.

Udowodnij, ze wéréd n + 1 liczb wybranych ze zbioru {1,2,...,2n} znajduja sie
dwie, z ktérych jedna jest dzielnikiem drugie;j.

. Liczba a nie dzieli si¢ ani przez 2, ani przez 5. Udowodnij, ze pewna jej wielokrotnosé

ma w zapisie dziesietnym same jedynki.

. Liczby od 1 do 101 wypisano na tablicy w dowolnej kolejnosci. Udowodnij, ze mozna

wytrzeé 90 z nich w taki sposéb, by pozostate tworzyly ciag rosnacy lub malejacy.

. Na przyjeciu znalazto sie n 0oséb. Udowodnij, ze co najmniej dwie z nich maja wérdéd

obecnych t¢ sama liczbe znajomych.
Uwaga. Zakladamy, ze nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych,
oraz ze osoba A zna osobe B wtedy i tylko wtedy, gdy B zna A.

. Udowodnij, ze wéréd 6 dowolnych oséb albo sa trzy, ktére sie znaja, albo sa trzy

takie, ze zadne dwie z nich si¢ nie znaja.
Mamy danych 5 liczb catkowitych. Udowodnij, ze istniejg wsrdd nich 3 liczby, ktorych

suma jest podzielna przez 3.

Mamy danych 17 liczb catkowitych. Udowodnij, ze istnieje wsrod nich 9 liczb, ktorych
suma jest podzielna przez 9.

Mamy danych 68 liczb catkowitych wybranych ze zbioru liczb od 1 do 100. Udowod-
nij, ze istnieja wéréd nich dwie liczby a i b takie, ze 2a = b.

Prostokat o wymiarach 3 x 7 podzielono na 21 kwadratéw. Kazdy z tych kwadratéw
pomalowano na biato lub szaro. Przyklad takiego kolorowania widzimy na rysunku
20.19. Udowodnij, ze istnieje prostokat, ktorego boki zawieraja sie w liniach podziatu,
majacy cztery narozne pola tego samego koloru (rys. 20.20).
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Rys. 20.19 Rys. 20.20

Prostokat o wymiarach 4 x 28 podzielono na 112 kwadratéw. Kazdy z tych kwadratéw
pomalowano na jeden z trzech koloréw: czerwony, niebieski i zielony. Udowodnij,
ze istnieje prostokat, ktoérego boki zawierajg si¢ w liniach podzialu, majacy cztery
narozne pola tego samego koloru.

Siedemnascie 0os6b wymienia pomiedzy soba listy, przy czym kazda osoba korespon-
duje z kazda z pozostalych. Przedmiotem korespondencji sa trzy rézne zagadnienia,
a kazda para oséb omawia korespondencyjnie tylko jedno z tych zagadnien. Udo-
wodnij, ze sg takie trzy osoby, ktérych wzajemna korespondencja dotyczy jednego
i tego samego zagadnienia.

W turnieju szachowym uczestniczy 66 zawodnikéw, kazdy z kazdym rozgrywa jedng
partie, rozgrywki odbywaja si¢ w czterech miastach. Udowodnij, ze pewna tréjka
zawodnikéw rozgrywa wszystkie partie miedzy sobg w tym samym miescie.

Udowodnij, ze wéréd 10 dowolnych osob albo sa trzy, ktore si¢ znaja, albo sa cztery
takie, ze zadne dwie z nich si¢ nie znaja.

Niech x1, 22,3, ... bedzie takim ciagiem liczb naturalnych, ze
r1=1 oraz x, <xpy1 <2n dlan=1,23,...

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieja takie liczby r i s, ze x, —zs = k.
Udowodnij, ze wsréod dowolnych 7 liczb naturalnych istnieja dwie takie, ze réznica
ich kwadratéw jest podzielna przez 10.

Udowodnij, ze wsréd dowolnych 12 liczb calkowitych istnieja takie dwie, ktérych
suma lub réznica dzieli si¢ przez 20.

W grupie n > 3 os6b kazda ma parzysta (by¢ moze zerowa) liczbe znajomych.
Udowodnij, ze istnieja trzy osoby majace te sama liczbe znajomych.

Uwaga. Zakladamy, ze nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych,
oraz ze osoba A zna osobe B wtedy i tylko wtedy, gdy B zna A.

Do obrad przy okraglym stole zasiadla parzysta liczba oséb. Po przerwie obiadowej
uczestnicy zajeli miejsca przy stole w sposéb dowolny. Udowodnij, ze istnieja dwie
osoby przedzielone ta sama, co przed przerwa, liczba oséb.

Wokét okraglego stolu postawiono 15 krzeset. Naprzeciwko kazdego krzesta potozono
kartke z nazwiskiem osoby, dla ktérej to miejsce jest przeznaczone. Osoby te jednak
usiadly przy stole, nie zwracajac uwagi na kartki. Wiadomo, ze zadna osoba nie usia-
dla na miejscu przeznaczonym dla niej. Udowodnij, ze mozna przekreci¢ okragly stot
w taki sposéb, ze co najmniej dwie osoby beda siedzialy na wlasciwych miejscach.
Na plaszczyZnie wybrano 5 punktéw kratowych (to znaczy punktéw o obu wspélrzed-
nych caltkowitych). Udowodnij, ze istnieja wéréd nich takie dwa punkty, ze $rodek
odcinka o tych koncach jest punktem kratowym.

W konferencji migdzynarodowej oczestniczylo 1985 oséb. Kazda z nich zna co naj-
wyzej 5 jezykéw. W kazdej trdjce oséb znajduja sie co najmniej dwie znajace ten
sam jezyk. Udowodnij, ze co najmniej 200 oséb zna ten sam jezyk.
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Zestaw 7.
Kombinatoryka — zasada ekstremum, grafy

Na ptlaszczyznie danych jest n punktow. Kazde trzy punkty sa wierzchotkami tréj-
kata o polu < 1. Udowodnij, ze te punkty leza w pewnym tréjkacie o polu < 4.

Dany jest skonczony zbioér S punktéw plaszczyzny o tej wlasnosci, ze kazda prosta
przechodzaca przez dwa punkty ze zbioru S przechodzi tez przez trzeci punkt ze
zbioru S. Udowodnij, ze wszystkie te punkty sa wspotliniowe.

. Kazdemu wierzchotkowi 100-kata foremnego trzeba przyporzadkowaé pewna dodat-

nig liczbe rzeczywista. Czy mozliwe jest takie przyporzadkowanie, w ktérym kazda
liczba jest réwna wartoéci bezwzglednej réznicy liczb, ktore z nia sasiaduja?

Na szachownicy o wymiarach n X n ustawiono pewna liczbe wiez w taki sposéb, ze
jesli pole o wspélrzednych (i,7) jest wolne, to w wierszu i-tym i w kolumnie j-tej
razem znajduje si¢ co najmniej n wiez. Udowodnij, ze na szachownicy znajduje si¢
co najmniej n?/2 wiez.

. Udowodnij, ze w kazdym turnieju, w ktorym gralo n zawodnikéw, wszystkich za-

wodnikéw mozna ustawi¢ w ciag vy, vs, ..., v, tak, by v1 — vg — ... — vy,

Zawodnik v wygral w turnieju z zawodnikiem w bezposrednio, jesli v — w, oraz
wygral poSrednio, jesli istnieje taki zawodnik u, ze v — u — w. Udowodnij, ze
w kazdym turnieju istnieje zawodnik, ktéry z kazdym innym wygral bezposrednio
lub poérednio.

. W pewnym kraju jest skonczona liczba miast, ktore polaczono siecia drég jednokie-

runkowych. Wiadomo, ze kazde dwa miasta taczy pewna droga jednokierunkowa. Udo-
wodnij, ze istnieje miasto, z ktérego mozna odby¢ podréz do kazdego innego miasta.

. W turnieju uczestniczy n graczy; kazdych dwéch gra ze sobg co najwyzej raz. Udo-

wodnij, ze jesli nie istnieje trojka graczy, ktorzy rozegrali ze soba wszystkie trzy
2
mecze, to taczna liczba rozegranych meczéw jest niewigksza od 7-.

. W kazdej z trzech szkoél uczy si¢ n uczniéw. Kazdy uczen ma w pozostalych dwoch

szkolach razem co najmniej n + 1 znajomych. Udowodnij, ze z kazdej szkoly mozna
wybraé po jednym uczniu tak, ze wszyscy wybrani uczniowie sie znaja.

W turnieju uczestniczyto n zawodnikéow. Kazdy z nich rozegral jedna partie z kazdym
innym zawodnikiem, nie bylo remiséw. Udowodnij, ze albo mozna podzieli¢ uczestni-
kow turnieju na takie dwie grupy A i B, ze kazdy zawodnik z grupy A wygral z kazdym
zawodnikiem z grupy B, albo mozna ustawi¢ uczestnikéw w ciag ui, uo, ..., u, tak,
ze u1 wygral z us, uo wygral z us, ..., u,—1 wygrat z u,, u, wygral z u;.

Dany jest graf majacy n > 3 wierzcholtkéw i co najmniej n krawedzi. Udowodnij,
ze w tym grafie istnieje cykl, to znaczy ciag vi,ve, ..., v, wierzcholkéw takich, ze
v1 sgsiaduje z va, vo sasiaduje z vs, ..., v;,—1 sasiaduje z v,, oraz v,, sasiaduje z v;.
W konferencji bierze udzial 2n oséb. Kazdy uczestnik konferencji ma wsréd pozosta-
lych uczestnikow co najmniej n znajomych. Udowodnij, ze wszystkich uczestnikow
konferencji mozna zakwaterowaé w pokojach dwuosobowych tak, by kazdy uczestnik
mieszkal ze swoim znajomym.

W pewnej grupie kn oséb kazda osoba zna wiecej niz (k — 1)n innych. Udowodnij,
ze mozna z tej grupy wybraé k + 1 oséb, z ktérych kazde dwie sie znaja.
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Na sali znajduje sie 100 oséb, z ktérych kazda zna co najmniej 67 innych. Udowod-
nij, ze jest na tej sali taka czwoérka oséb, w ktoérych kazde dwie osoby sie znaja.
Zakladamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

W pewnej grupie kn+ 1 oséb kazda osoba zna wiecej niz (k—1)n innych. Udowodnij,
ze mozna z tej grupy wybraé¢ k + 1 osob, z ktérych kazde dwie sie znaja.
Na sali znajduje sie 100 osob, z ktorych kazda zna co najmniej 66 oséb sposréd
pozostatych 99 oséb. Zaktadamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to réwniez osoba
B zna osobe A. Udowodnij, ze mozliwa jest wtedy taka sytuacja, ze w kazdej czwérce
owych oséb ktores dwie osoby si¢ nie znaja.
W pewnej grupie kn oséb kazda osoba zna co najmniej (k—1)n innych. Wykaz, ze moz-
liwa jest sytuacja, iz w kazdym zbiorze k+1 osob wybranych z tej grupy, jakies dwie sie
nie znaja. Inaczej moéwiac, w tej grupie moze nie istnie¢ klika sktadajaca sig¢ z k+1 oséb.
W pewnej grupie kn+ 1 0séb kazda osoba zna co najmniej (k—1)n innych. Wykaz, ze
mozliwa jest sytuacja, iz w kazdym zbiorze k + 1 os6b wybranych z tej grupy, jakies
dwie sie nie znaja. Inaczej mowiac, w tej grupie moze nie istnie¢ klika sktadajaca sie
z k4 1 oséb.
W pewnej grupie kn oséb kazda osoba zna wiecej niz (k — 1)n innych. Wykaz, ze moz-
liwa jest sytuacja, iz w kazdym zbiorze k+2 osob wybranych z tej grupy, jakie$ dwie sie
nie znaja. Inaczej mdéwiac, w tej grupie moze nie istnie¢ klika sktadajaca sie z k+2 oséb.
Na przyjeciu spotkalo sie co najmniej m + 1 0s6b (przy czym m > 3). Kazda grupa
liczaca doktadnie m uczestnikéw spotkania ma wsréd obecnych dokladnie jednego
wspodlnego znajomego. Udowodnij, ze wsréd obecnych:

a) nie istnieje grupa liczaca wiecej niz m + 1 oséb, w ktérej wszyscy sie znaja,;

b) kazda osoba zna co najmniej jedng inng osobe;

¢) istnieje grupa liczaca trzy osoby, w ktérej kazde dwie si¢ znaja;

d) istnieje grupa liczaca m + 1 os6b, w ktérej wszyscy sie znaja;

e) bylo dokladnie m + 1 0séb i wszyscy sie znali.
Inaczej méwiac, naszym celem jest wykazanie, ze wszyscy uczestnicy przyjecia tworza
graf pelny, majacy doktadnie m + 1 wierzchotkow.

Dany jest graf G taki, ze kazde dwa wierzcholki tego grafu maja nieparzysta liczbe
wspolnych sasiadéw. Udowodnij, ze wtedy stopien kazdego wierzcholka tego grafu
jest liczba parzysta.

W pewnej grupie 2n os6b kazda osoba zna parzysta liczbe oséb. Udowodnij, ze dla
kazdej osoby A istnieje osoba B taka, ze osoby A i B maja parzysta liczbe (byé moze
zerowa) wspélnych znajomych.

Dany jest graf G, w ktérym stopien kazdego wierzcholka jest rowny k. Ponadto
dowolne dwa wierzchotki maja dokladnie dwdch wspdlnych sasiadow. Udowodnij, ze
liczba wierzcholkéw tego grafu jest réwna %

Na przyjeciu spotkalo si¢ n oséb. Wsréd dowolnych czterech oséb znajduje sie co
najmniej jedna znajaca pozostale trzy osoby. Udowodnij, ze na przyjeciu jest osoba
znajaca wszystkie inne.

W czterech pudetkach znajduje si¢ 10 cukierkéw. W jednym ruchu mozemy wziaé
po jednym cukierku z dwéch réznych pudelek i wlozy¢ je do trzeciego pudetka. Czy,
wykonujac takie ruchy, mozemy przelozyé wszystkie cukierki do jednego pudetka?
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10.

Zestaw 8.
Nieréwnosci

. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a i b spelniaja nieréwnosci 0 < a < b < 1

(przy czym nie jest prawda, ze ab = 1), to

. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a i b spelniajg nieréwnosci 0 < a < b <1, to

a n b
1+ 1+4a

0< <L

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 cze$é utamkowa liczby v/4n2 +n

. .. 1
jest mniejsza od 3.

Dane sg liczby dodatnie a, b i c. Udowodnij, ze

a2 2 2

c
—+—+—2>a+b+ec
b c a

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ i d zachodzi nieréwnosé
A+ b+ +d* > (a+b+c)d

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé

+->2

SRS}
Q| o

Dane sa takie liczby dodatnie a i b, ze a+ b = 1. Udowodnij, ze zachodzi nieréwnosé

+ 1)’ + | b+ 1y* > 2
Ty b) — 2°
Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b i ¢ zachodzi nieréw-
nosé

111
b+e)- (=+-+=)>0
(a+b+c) (a+b+c>9

. Dane sa liczby dodatnie a4, ..., a, takie, ze a; + ...+ a, = 1. Udowodnij, ze

S|

a%+...+ai2

Dane sa liczby dodatnie a, b i ¢. Udowodnij, ze

ab(a + b) 4+ be(b+ ¢) + ca(c + a) > 6abe.
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11. Dane sg liczby dodatnie a, b i c. Udowodnij, ze

a® b A3
— 4+ —+ — >ab+ be + ca.
b c a

12. Dane sa takie liczby dodatnie a, b, ¢, ze abc = 1. Udowodnij, ze

ab® + bc? + ca® > ab + be + ca.
13. Dane sg liczby dodatnie a i b. Udowodnij, ze
a® +b% > b+ ab®.

14. Dane s3 rézne od zera liczby rzeczywiste a i b. Udowodnij, ze

6 6
4 4G b

15. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a i b spelniaja nieréwnosci 0 < a < b <1, to

0<ab®>—a%h <

P

16. Dane sg liczby rzeczywiste a, b, c i d takie, ze a + d = b+ c. Udowodnij, ze
(a=b)c=d)+(a—c)b—d)+(d—a)(b—1c) > 0.
17. Niech f(z,y, z,t) oznacza wyrazenie algebraiczne
(@=9)*+ =2+ (=) +(t—2)"
Niech nastepnie a, b, ¢ i d beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b < ¢ < d.
Udowodnij, ze
f(a7 C7 b7d) > f(a'7 b7c7 d) > f(a,b7d76)~

18. Dane sa dowolne liczby rzeczywiste a, b i c. Udowodnij, ze
2,2, 2,9
a“+b°+c JrZ >a+b+ec.

19. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnosé
a®+b%+ab>3(a+b—1).

20. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze a # 0 zachodzi
nier6wnosé

1 n b

a’?  a

> V3.

a?+ v+
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Dane sg takie liczby dodatnie a, b, ¢, ze abc = 1. Udowodnij, ze

1+ab 1+be 1+ca>3
1+a 1+5b 14c¢ =

Dane sg takie liczby dodatnie a, b, ¢, ze a + b+ ¢ = 1. Udowodnij, ze

V6a+T7+V6b+ 7+ v6c+7<9.
Dana jest liczba dodatnia x. Udowodnij, ze

4
X

Dana jest liczba dodatnia . Udowodnij, ze
24+ = >3
x

Dane sg liczby dodatnie a i b. Udowodnij, ze

(l3 3

b
— + — >a® + b2
b a

Dane sa liczby dodatnie a i b. Udowodnij, ze

1+1<1 b+1
ad b T ad a b

Sl S

Dane sa liczby dodatnie a, b i ¢. Udowodnij, ze
a® + b+ A > a®b+ b2e + Fa.
Dane sa liczby dodatnie a, b i c¢. Udowodnij, ze
a®b+ bPc+ A3a > abe + b2 ca + Fab.
Dane sg liczby dodatnie a;, ..., a,. Udowodnij, ze

ai a2 Gnp,
—+ —=4+...+ — >n.
az as ay

(Nieréwnosé Nesbitta) Dane sg liczby dodatnie a, b i c. Udowodnij, ze

a L b L c
b+c¢c c¢c+a a+bd

3
> —.
-2
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10.

11.

386

Zestaw 9.
Geometria

. Dane sa odcinki o dtugoéciach 1,2, 3, ...,16. Ile réznych tréjkatéw mozna zbudowad,

wybierajac za kazdym razem trzy rézne odcinki?

. Dane sa odcinki o dtugoéciach 1,2, 3,...,17. Ile réznych tréjkatéw mozna zbudowad,

wybierajac za kazdym razem trzy rézne odcinki?

. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym AC = BC. Na bokach AB i BC

wybrano odpowiednio punkty D i E w taki sposéb, by C'D = C'E. Udowodnij, ze
LACD =2 -4ABDE.

. Punkt D lezy wewnatrz trojkata ABC. Na bokach AC i BC wybrano odpowiednio

punkty F i F tak, ze potprosta AF jest dwusieczng kata C'AD oraz polprosta BE jest
dwusieczna kata CBD. Pélproste AF' i BE przecinaja sie w punkcie G. Udowodnij, ze

{AGB = = - ((ACB + £ADB).

1
2

. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktorym AC = BC. Na boku AC wy-

bieramy punkt D. Na pélprostej CB, za punktem B, wybieramy taki punkt E, by
BE = AD. Odcinki AB i DE przecinaja sie w punkcie F. Udowodnij, ze DF' = EF.

. Dany jest trojkat rownoboczny ABC'. Prosta prostopadia do AC, przechodzaca przez

punkt A, przecina w punkcie D prostg prostopadla do BC, przechodzacg przez punkt
B. Na bokach AC' i BC wybieramy odpowiednio punkty E i F' tak, by { EDF = 60°.
Udowodnij, ze FF = AE + BF.

Dany jest trojkat réwnoboczny ABC. Punkt D lezy wewnatrz trojkata ABC oraz
AD = BD. Punkt FE lezy na zewnatrz tréjkata ABC, przy czym AB = BE oraz
ADBC = £DBE. Udowodnij, ze {BED = 30°.

. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym LACB = 90°. Odcinek AD jest

dwusieczng kata BAC'. Dane sa dtugoéci odcinkéw BD i CD:
CD=p, BD=q.

Oblicz diugosé bokéw AB i AC.

. Dany jest kwadrat ABC'D i punkt E lezacy wewnatrz niego. Dane sa odleglosci

punktu E od wierzchotkéw A, B i C kwadratu:
AE =1, BE=2, CFE=3.

Udowodnij, ze {AEB = 135°.

Na bokach AC i BC tréjkata ABC obrano odpowiednio punkty D i EY' w taki sposéb,
ze

AD=CD, 2-BE=CE.
Odcinki AF i BD przecinaja si¢ w punkcie F. Udowodnij, ze AE =4 - EF.
Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny ABC, w ktéorym £A = 90°. Punkty
D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC tego trdjkata, przy czym AD = CE.

Prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadia do prostej DFE przecina bok BC
w punkcie P (rys. 20.21). Wykaz, ze AP = DE.
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12. Dany jest trojkat ABC, w ktérym:
£LACB =60° oraz AC < BC.

Punkt D lezy na boku BC, przy czym BD = AC. Punkt F jest punktem syme-
trycznym do punktu A wzgledem punktu C (rys. 20.22). Udowodnij, ze AB = DE.
¢ E

E

C
60°

A

D B Rys. 20.21 A B Rys. 20.22

13. Na bokach BC i AC tréjkata ostrokatnego ABC zbudowano, po zewngtrznej stro-
nie, kwadraty BCFE i ACGH (rys. 20.23). Udowodnij, ze proste AF, BG i EH
przecinaja sie w jednym punkcie.

14. Dwa ustalone okregi 01 i 05 przecinaja sie w punktach A i B. Prosta k przechodzi
przez punkt A i przecina okregi 0 i 02 odpowiednio w punktach X i Y, przy czym
punkt X lezy na zewnatrz okregu oz, a punkt Y na zewnatrz okregu o;. Styczne
do okregdéw o1 i 02 w punktach X i Y przecinaja sic w punkcie Z (rys. 20.24).
Udowodnij, ze miara kata X ZY nie zalezy od wyboru prostej k.

L N\
V :

B Rys. 20.23

Rys. 20.24

15. Czworokat wypukly ABCD podzielono na dziewie¢ czworokatow, jak pokazano na
rysunku 20.25. Udowodnij, ze je$li w zacieniowane czworokaty mozna wpisaé¢ okregi,
to réwniez w czworokat ABCD mozna wpisaé okrag.

D
o1

A B Rys. 20.25 P Rys. 20.26

16. Okregi 01 1 02 przecinaja sie w punktach A i B. Punkt P lezy na prostej AB i na
zewnatrz obu okregéw. Przez punkt P poprowadzono proste styczne do okregdw
01 1 02, odpowiednio w punktach C i D (rys. 20.26). Wykaz, ze PC = PD.
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17. Okregi 01 1 02 sa rozlaczne zewnetrznie. Wspdlna styczna zewnetrzna do tych okre-
gbw jest styczna do okregéw o1 i 09 odpowiednio w punktach A i B. Druga wspélna
styczna zewnetrzna do tych okregéw jest styczna do okregdéw o7 i 0o odpowiednio
w punktach C' i D. Prosta AD przecina okregi o1 i 0o odpowiednio w punktach
P i@ (rys. 20.27). Udowodnij, ze AP = QD.

D

B Rys. 20.27

18. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE. Jego przekatna AD jest réwnolegla do boku
BC, a przekatna CE jest réwnolegla do boku AB (rys. 20.28). Wykaz, ze pola
trojkatéw ABE i BC'D sa réwne.

B c Rys. 20.28

19. Punkty M i N sa odpowiednio $rodkami bokéw AB i CD czworokata wypuklego
ABCD. Odcinki AN i DM przecinaja sie¢ w punkcie P, odcinki BN i CM przecinaja
sie w punkcie @ (rys. 20.29). Udowodnij, ze suma podl tréjkatéw ADP 1 BCQ jest
rowna polu czworokata M PN Q.

D

N

B Rys. 20.29

20. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio $érodkami bokow AB, BC, CD, DA réwnole-
globoku ABCD (rys. 20.30). Znajac pole réwnolegtoboku ABC D, oblicz pole czwo-
rokata ograniczonego prostymi AM, BN, CK, DL.

D M C

A K B Rys. 20.30
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Rozwigzania zadan

Zestaw 1.
Liczby w zapisie dziesietnym

Niektore zadania tego zestawu mozna rozwigzaé, po prostu wykonujac dziatania na poda-
nych liczbach wielocyfrowych lub zauwazajac pewne prawidlowosci wystepujace w trak-
cie wykonywania tych dziatlan. W innych mozna skorzystaé ze znanych cech podzielnosci
(przez 3 i przez 9). Jest to dobra okazja do wprowadzenia uogdlnionych cech podzielnosci
przez te liczby. Mianowicie, jesli przez S(n) oznaczymy sume cyfr liczby n (w zapisie
dziesietnym), to:

e reszty z dzielenia przez 3 liczb n i S(n) sa réowne,

e reszty z dzielenia przez 9 liczb n i S(n) sa réwne.
Inaczej méwiac:

e n=S(n) (mod 3),

e n=S(n) (mod9).
Dowédd tej uogdlnionej cechy podzielnosci mozna przeprowadzi¢ przy okazji omawiania
z uczniami kongruencji; mozna tez po prostu te ceche podaé¢ bez dowodu. W gruncie
rzeczy, cechy podzielnoéci przez 3 i przez 9 byty podane w szkole podstawowej ,na wiare”,
bez dowodu.

W wielu zadaniach istotne bedzie wykorzystanie nastepujacej réwnosci:

aa...a=a-11...1=2.99...9=2.(10" —1).
N—— —— 9 ~—— 9
n n n
Wynika ona po prostu stad, ze
99...9=10" — 1.
N—_——
Na przyktad
11, 1= 11111111 oraz 55...5— 2. (10190 — 1).
—— —— 9

10 100

Zastosowanie tej rownoséci w rozwiazaniach zadan bedzie bardzo dobrym ¢wiczeniem
w przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych i korzystaniu ze wzoréw skréconego mnozenia.
W niektérych zadaniach wykorzystujemy takze proste wlasnosci nieréwnosci.

Kilka ostatnich zadan tego zestawu mozna rozwiazaé, rozkladajac na czynniki pewne
wyrazenie algebraiczne (wielomian jednej zmiennej). Wskazana metoda, polegajaca na
ulozeniu i rozwiazaniu w liczbach calkowitych skomplikowanego ukladu réwnan, jest
trudna i pracochlonna. Jednak wielu uczniéw potrafi ja zrozumieé i wykorzystaé przy
innych okazjach. Mozna tez otrzymadé szukany rozktad za pomoca grupowania i stosowa-
nia wzoréow skréconego mnozenia. Na ogél takie rozwiazanie wymaga od ucznia sporej
pomystowosci: trzeba odpowiednie wyrazy dodaé i odja¢, nastepnie odpowiednio pogru-
powaé sktadniki sumy i dostrzec mozliwoéé¢ zastosowania wzoru skréconego mnozenia.
Warto jednak taka pomystowosé éwiczyé.
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1. Udowodnij, ze liczba 55...5 jest podzielna przez 3.
—
48
Rozwigzanie. Zauwazamy, ze suma cyfr danej liczby jest rowna 48 - 5, a wiec jest po-
dzielna przez 3.
2. Udowodnij, ze liczba 55...5 jest podzielna przez 7.
——
48
Rozwiagzanie. Wykonujac algorytm dzielenia pisemnego, po pierwszych pieciu dziele-
niach zauwazamy, ze 555555 : 7 = 79365. Zatem

55...5 = 555555 - 10*2 + 55...5 = 555555 - 10*2 4+ 555555 - 1036 +55...5 = ...
N—— N—_—— N——
48 42 36
= 555555 - (102 4 10%6 + 1030 + 10%* + 10" + 10" +10° + 1) =

= 779365 - (10** + 100 + 10°° 4+ 10** + 10"® + 10'* +10° + 1) =
= 7-79365079365079365079365079365079365079365079365,

a wiec liczba 55...5 jest podzielna przez 7.
—
48
Wynik koficowy mozna bylo otrzymaé, wykonujac algorytm dzielenia pisemnego i za-
uwazajac, ze te same dzielenia (prowadzace do uzyskania cyfr 79365 ilorazu, a wlasciwie
079365) powtérzymy 8 razy.

Zadanie mozemy tez rozwiazac, korzystajac z réwnosci

_5 48
55..5=5 (0%~ 1)
48

Poniewaz
10 — 1 = (10%* +1)(10** — 1) = (10** + 1)(10"2 + 1)(10** — 1) =
= (10%* + 1)(10™ 4+ 1)(10° 4 1)(10° — 1) =
= (10%* + 1)(10™ + 1)(10% 4 1)(10® 4+ 1)(10® — 1)

oraz 103 +1=1001 =7-11-131 10> -1 =999 =9-111 =9 -3 - 37, wiec

_ ) 48 _ 24 12 6
55;.5_9 (10 —1) =5.7-11-13-3-37- (10** 4 1)(10"% + 1)(10° + 1).
8

Uwaga. Kontynuujac ostatnie postepowanie, mozemy uzyska¢ dalszy rozklad na czyn-

niki liczby 55...5, ostatecznie otrzymujac rozktad na czynniki pierwsze. W tym celu

48
skorzystamy ze wzoru

a® + % = (a +b)(a® — ab+ b?).

Mamy zatem

1024 +1 = (10%)° + 13 = (10 + 1) ((10%)” — 108 + 1) = (10® + 1)(10'® — 10° + 1),
102 + 1 = (10%)° + 13 = (10* + 1)((104)” = 10* + 1) = (10* + 1)(10° — 10* + 1),
10° +1 = (10%)” 4+ 13 = (10% + 1)((10%)” = 10% + 1) = (10> + 1)(10* — 10? + 1).
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Obliczenia komputerowe pokazuja, ze liczby

102 +1 =101, 10% — 10* 4+ 1 = 99990001,
10* — 102 + 1 = 9901, 106 — 108 + 1 = 9999999900000001

sa pierwsze oraz

143 = 1113, 10* +1 = 173137,
111 = 3- 37, 108 +1 =17 - 5882353.

Ostatecznie otrzymujemy

55...5=3-5-7-11-13-17-37-73-101-137-9901 - 5882353 - 99990001 - 9999999900000001.
48

3. Udowodnij, ze liczba 55...577...7 jest zlozona.
40 40
Rozwiazanie. Suma cyfr liczby 55...577...7 jest réwna 40 -5 + 40 - 7 = 480. Z cechy
— —

40 40
podzielnodci przez 3 wynika, ze ta liczba jest podzielna przez 3. Jako éwiczenie pozostawie
sprawdzenie, ze

55...577...7:3-11...1-(5-33...3+4).
S—— N—— SN——
40 40 40 40

4. Rozstrzygnij, czy liczba 11...122...211...1+6 jest pierwsza.
14 7 14
Rozwiagzanie. Suma cyfr liczby 11...122...211...1 jest réwna
S——
14 7 14

14-147-2414-1 =42,

a wiec ta liczba dzieli sie przez 3 i po dodaniu 6 tez bedzie podzielna przez 3. Mozna
rowniez sprawdzié, ze

_ (1014 7 107
11...122...211...1=11...1-(10"* + 107 + 1) - (107 + 1),
14 7 14 7

a nastepnie ze liczba 10 4 107 4 1 jest podzielna przez 3. Otéz

2
14 7 — 107 _ 1)2 107 — =1 . 107
10 +107 + 1= (10" —1)2+3-10" = 81 (11...1) +3-107.
7

5. Udowodnij, ze liczba 55...511...1 nie jest kwadratem liczby naturalne;j.
—
40 40
Rozwiazanie. Oznaczmy
n=55...511...1.
—

40 40
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Suma cyfr liczby n jest réwna 240. Z cechy podzielno$ci przez 3 wynika, ze ta liczba jest
podzielna przez 3. Przypusémy, ze n = m?, gdzie m jest liczba catkowita. Wéwczas liczba
m? jest podzielna przez 3, skad wynika, Ze liczba m jest podzielna przez 3 (korzystamy
tu z tego, ze 3 jest liczba pierwsza). Niech wiec m = 3k. Wtedy n = m? = (3k)? = 9k2.
Stad wynika, ze liczba n jest podzielna przez 9. Z cechy podzielnosci przez 9 wynika, ze
to jest jednak nieprawda, bo liczba 240 nie dzieli si¢ przez 9.

6. Udowodnij, ze liczba 755...599 jest podzielna przez 17.
——

100
Rozwiazanie. Zauwazmy, ze:

5
..599=7-10""+ =100 (10" -1 =
735,599 ="T-10""+ 2100 (10 ) +99
100

6310192 4500 (10'° — 1) +9-99  63-10'% +5.10'2 — 500 +- 891

9 9
_68-10102+391_17-(4-10102+23)_17 4-10102 — 4427
a 9 n 9 o 9 a
4- (10192 — 1) + 27 10102 — 1
—17. —17- (4. 22— 13 :17-(4.11...1 3) =
9 9 + \—\/—’+)

102

—17. (44...4+3) —17-44...47.
— —
102 101

Uwaga. Roéwnoscé
755...599=17-44...47
SN—— ~——
100 101

mozna otrzymacé za pomoca algorytmu dzielenia pisemnego.

444 ---4447
75555599 :17

75
68
75
68
75
68
75
68
79
63
119
119

Zauwazamy, ze ten sam fragment dzielenia powtarza si¢ wielokrotnie i dopiero ostatnie
dziatanie rézni sie od poprzednich. Nad kazda piatka w dzielnej znajduje sie czworka
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ilorazu. Ponadto w ilorazie wystepuje jedna dodatkowa czworka, stojaca nad pierwsza
dziewiatka. Zatem liczba czwoérek jest o jeden wieksza od liczby piatek, czyli jest réwna
101. Zatem wynikiem dzielenia jest liczba 44...47.
N—
101
7. Udowodnij, ze liczba 100...0100...01 nie jest kwadratem liczby naturalne;j.
—_— =
99 99
Rozwiagzanie. Zadanie to mozna rozwiaza¢ tak samo jak zadanie 6. Niech

n=100...0100...01.
——
99 99

Suma cyfr liczby n jest podzielna przez 3 i nie jest podzielna przez 9, wiec liczba n jest
podzielna przez 3 i nie jest podzielna przez 9. Tak jak w zadaniu 6, wynika stad, ze liczba
n nie jest kwadratem liczby catkowitej.

Inny sposob rozwiazania polega na zauwazeniu dwoch nieréwnodci:

n=1020 4100 4+ 1 > 10200 = (10')?

oraz
n = 10200 4 10100 4 1< 10200 4 2. 10100 4 1= (10100 4 1)2

Zatem )
(1019% < n < (1010 + 1)2.

Liczba n lezy miedzy dwoma kolejnymi kwadratami liczb catkowitych, wiec nie jest kwa-
dratem liczby catkowitej.
8. Udowodnij, ze liczba 100...0300...01 nie jest kwadratem liczby naturalnej.
—_—— =
99 99
Rozwiagzanie. Zadanie rozwigzujemy drugim sposobem rozwigzania z poprzedniego za-
dania. Niech
n=100...0300...01=10*"+3-10"° +1.
S—— ~Y—
99 99

Woéwcezas
102 4210 +1 < n < 10°° +4 10" 4 4,

czyli
(10100+1)2 <n< (10100+2>2-

Liczba n lezy miedzy kwadratami dwoch kolejnych liczb catkowitych, a wiec nie jest
kwadratem liczby catkowitej.

Uwaga. Rozwiazanie zadania mozna uzyska¢ za pomoca wspomnianej we wstepie uogél-
nionej cechy podzielnosci przez 3. Przypomnijmy ja: niech S(n) oznacza sume cyfr liczby
n. Wowczas reszta z dzielenia liczby n przez 3 jest réwna reszcie z dzielenia liczby S(n)
przez 3.

Stad wynika, ze reszta z dzielenia liczby 100...0300...01 przez 3 jest réwna 2. Z drugiej

—— =

99 99
strony mozna pokazaé, ze reszta z dzielenia kwadratu liczby catkowitej przez 3 nie moze

by¢ réwna 2. Rozpatrujemy trzy przypadki:
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1) (3k)2 =9k? =3 - 3k?,
2) 3k+1)2 =9k +6k+1=23-(3k?+2k) +1,
3) B3k+2)? =9k* +12k+4=3- (3k* + 4k + 1) + 1.
Zatem rzeczywiscie kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 3 moze daé tylko
reszte 0 lub 1. To pokazuje, ze rzeczywiscie liczba 100...0300...01 nie jest kwadratem
—— N —

99 99
liczby caltkowitej.

9. Udowodnij, ze liczby postaci 11...1211...1dlan =1,2,3,... sa zlozone.
—— =

n n

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze:

11...1211...1=11...100...0+11...1=11...1-100...01.
—_ = Y~ Y= Y~ =
n n n+1 n n+1 n+1 n—1

Mozemy réwniez wykazaé te rowno$¢ w nastepujacy sposdb:

-1y e
U 1200 L= = 10" 4 210" + —— =

1

=35 (10*" 1 — 10" 4+ 18- 10" 4+ 10" — 1) =

1 1

:§~(102"+1+9-10”—1)=6.(102"+1+1o.10”—1o"—1):

1

= — - (10"T1(10™ + 1) — (10" + 1)) =

1...1-100...01.
—— =
n+1 n—1

(10"t —1) - (10" 4+ 1) =

o=

= ©

10. Udowodnij, ze liczba 400...0300...01 jest ztozona.
S—— Y—

99 99
Rozwiazanie. Zauwazmy, ze

400...0300...01 =4-10%" 431019 +1=4-10%°+4.10° 4+ 1 — 10! =
99 99
= (2-10™0 4 1)2 — (10°)® = (2-10'° — 10°° + 1)(2 - 1010 + 10° + 1).

Poniewaz 1 < 2-10'%0 — 10°° + 1 < 210 + 105° + 1, wiec oba znalezione dzielniki
liczby 400...0300...01 sa wlasciwe; ta liczba jest wiec ztozona.
—— Y—

99 99

11. Udowodnij, ze
2

2
(66...6) <44, 4< (66...67) .
N—— — N——
100 200 99

Rozwiagzanie. Zauwazmy najpierw, ze:

_4 200
M4=g- (107 1),
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Nieréwnosé )
(66...6) <44...4
—— —
100 200

jest zatem rownowazna nieréwnosci

4 4
§~am“—1f<§-awm—1)

Przeksztalcamy te nieréwnos¢ w sposob réwnowazny:

(10" —1)* < 10°%° — 1,
1020 —2.10° +1 < 10%%° — 1,
2 < 2-10%0,

Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa, co dowodzi prawdziwosci lewej nieréwnodci.
Nierownosé )
44...4<(66...67)
~—— N——
200 99

jest rownowazna nieréwnosci

O W~

2
.uﬁm—n<<;umw—n+g.

Przeksztalcamy te nieréwnosé w sposoéb réwnowazny:

4 4 4
§.uwm41)<§.umm—1f+§~umm—1y+L
4 4 4 8 4 4
_.102007_<_.102007_.10100 - 101007_ 1
9 9 9 +9+3 3+’
4 5
0< —-10%100 4 =,
9 +9

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, co dowodzi prawdziwosci prawej nieréwnosci.
12. Udowodnij, ze liczba 3200...0201 jest zlozona.
——

7
Rozwiagzanie. Zauwazmy, ze

3200...0201 = 320000000201 = 32-10*° 4200+ 1 = 2°-100° + 200+ 1 = 200° 4200 + 1.
7

Nastepnie mozemy latwo sprawdzié, ze dla dowolne]j liczby x:
P rr4+l=@ +r+1) (> —22+1).

Zatem 200° + 200 + 1 = (2002 + 200 + 1)(2003 — 2002 + 1) = 40201 - 7960001.

Ale w jaki sposéb mozemy odgadnaé¢ rownosé
P rrt+l=@ +r+1) (2> -2 +1)?
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Jeden z mozliwych sposobéw polega na wykorzystaniu wzoréw skroconego mnozenia:

P rrt+l=a"—2’ 422 +r+1=22 -1 +22+24+1=
=2?(z- 1)@ +z+ )+ @ +2+1) =@ +z+1) (2¥(z—-1)+1) =
=@ 4+az+1)-(2®—2?+1).

Inny sposob oméwimy w uwadze 2.

Uwaga 1. Rachunek komputerowy pokazuje, ze
40201 = 7-5743 oraz 7960001 = 73 - 23 - 1009.

Zatem
320000000201 = 74 - 231009 - 5743.

Uwaga 2. Réwnosc¢
P rr+l=@ 4+ 1)@ -2 +1)

mozna otrzymaé¢ w nastepujacy sposéb. Probujemy przedstawié¢ wielomian (sume alge-
braiczna) z° +z+1 w postaci iloczynu innych sum algebraicznych (wielomianéw nizszego
stopnia). Pokaze, w jaki sposéb mozemy znalezé taki rozklad na iloczyn wyrazen stopnia
drugiego i trzeciego. Oczywiscie mozemy réwniez sprobowaé przedstawié¢ to wyrazenie
w postaci iloczynu wyrazen pierwszego i czwartego stopnia. Pozostawie to jako ¢wicze-
nie; okaze sie, ze taki rozklad na wielomiany o wspdlczynnikach catkowitych nie istnieje.
Zajmijmy sie teraz rozkladem na iloczyn wielomianéw drugiego i trzeciego stopnia. Przy-
pusémy zatem, ze:

P rr4+1=(2>+ax+b) (2> +cx?® +dx+e).

Po otwarciu nawiaséw i poréwnaniu wspoétczynnikow wielomiandéw po obu stronach réw-
nosci, otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

a+c=0
b+ac+d=0
bc+ad+e=0
ae+bd =1
be =1
Znajdziemy rozwiazanie tego ukladu réwnan w liczbach catkowitych. Najpierw z pierw-
szego réwnania wyznaczamy ¢ = —a i podstawiamy do pozostalych rownan:
c=-a
b—a?>+d=0
—ab+ad+e =0
ae+bd =1
be =1
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Teraz z ostatniego rownania otrzymujemy
b=e=1 lub b=e=-1.
Rozpatrujemy dwa przypadki.
Przypadek 1. b = e = 1. Podstawiamy te wartosci do uktadu réwnan:
b=1
c=—a
e=1
1—-a?+d=0
—a+ad+1=0
a+d=1

7 ostatniego réwnania wyznaczamy d = 1 — a i podstawiamy do pozostatych réownan:
b=1
c=-a
d=1-a
e=1
1—a’+1-a=0
—a+a(l—a)+1=0

czyli po uproszczeniu —

c=—a
d=1—-a
e=1
a®+a—-2=0
a?—-1=0
Ostatnie dwa réownania maja jedno wspélne rozwiazanie: a = 1. Wtedy otrzymujemy

a=1
b=1
c=-—1
d=0
e=1

co daje szukany rozktad na czynniki.

Przypadek 2. b = ¢ = —1. Podstawiamy te wartosci do uktadu réwnan:
b=-1
c=—a
e=—1

—1—-a?+d=0

a+ad—1=0
—a—d=1
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7 ostatniego réwnania wyznaczamy d = —a — 1 i po podstawieniu do pozostalych réwnan
ukladu otrzymujemy dwa réwnania sprzeczne: a? + a + 2 = 0 oraz a®> + 1 = 0. Zatem
rozktad na czynniki otrzymany w pierwszym przypadku jest jedynym takim rozktadem.

13. Udowodnij, ze liczba 312500051 jest zlozona.
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze 3125 = 5°. Zatem
312500051 = 312500000 4 50 4 1 = 50° + 50 + 1.

Oznaczmy = = 50. Mamy teraz tak, jak w poprzednim zadaniu

P +l=@+2+ 1> —22+1).
Zatem

312500051 = (502 + 50 + 1)(50% — 502 + 1) = 2551 - 122501.

Mozna sprawdzié, ze oba czynniki sa liczbami pierwszymi.
14. Udowodnij, ze liczba 1280000401 jest ztozona.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze 1280000401 = 207 + 20% + 1. Rozlézmy zatem wyrazenie
27 + 22 + 1 na czynniki:

=242l 1+ (@t ) (@ )= -2ttt 2?1 =

=a(@S —1) 2@ - 1)+ (22 +1)? —2% =
=z@ - D@+ ) 2@ - D)+ @ -+ D@2 +a+1) =
=@ -1) (z@*+1) —2)+@* -2+ 1)(2*+2+1) =
=@@-DE*+z+1) -2+ @ +2+ D)2 —z+1) =
=@+z+1)- 2'@z-1D+@*—2+1)) =
=@ +z+1)-(2®—a* +22—2+1).

Po podstawieniu x = 200 otrzymamy rozktad na czynniki:

1280000401 = 421 - 3040381.

Oba czynniki sa liczbami pierwszymi. Oczywidcie mozemy takze utozy¢ i rozwiazaé¢ w licz-
bach calkowitych odpowiedni uktad réwnan. Prébujemy przedstawié¢ wyrazenie 27 +x2+1
w postaci iloczynu dwbch wielomiandéw nizszego stopnia. Mamy trzy mozliwosci: iloczyn
wielomianéw pierwszego i szdstego stopnia, iloczyn wielomiandéw drugiego i pigtego stop-
nia i iloczyn wielomianéw trzeciego i czwartego stopnia. W pierwszym i trzecim przy-
padku préby zakoncza sie niepowodzeniem: odpowiedni uklad réwnan nie bedzie mial
rozwiazania w liczbach catkowitych. W drugim przypadku mamy réwnosé

" +2? + 1= (2 +ax + b)(2° + cat + da® + ex? + fx + g).

Odpowiedni uktad réwnan ma postac

a+c=0
b+ac+d=0
bc+ad+e=0
bd+ae+ f=0
bet+af+g=1
bf +ag =0

bg =1
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7 pierwszego rownania otrzymujemy ¢ = —a. Ostatnie rownanie daje dwie mozliwosci:
b=g9g=11ub b= g = —1. Pierwsza z nich prowadzi do sukcesu. Przypusémy zatem,
ze b = g = 1. Z przedostatniego réwnania dostajemy wtedy f = —a, a z poprzedniego
dostajemy e = a?. Wreszcie z drugiego réwnania dostajemy d = a? — 1. Po podstawieniu
tych wartosci do trzeciego i czwartego réwnania dostajemy dwa rownania z niewiadoma a:

{a+a(a21)+a20
a?—1+a®>—a=0

Drugie réwnanie mozemy tatwo przeksztalcic:

a> —1+a(a®>-1) =0,
(@~ 1)(a+1) =0,
(a—1)(a+1)*>=0.

To réwnanie ma dwa rozwiazania: a = 1 oraz a = —1. Tylko a = 1 spelnia pierwsze
réwnanie. Mamy zatem rozwiazanie:

Sprawdzenie, ze w pozostalych przypadkach nie otrzymamy rozwiazania, zostawig jako
¢wiczenie.
15. Udowodnij, ze liczba 100...01 jest zlozona.
—
2013
Rozwiagzanie. Zauwazmy, ze

100...01 =102 41 =100 + 1 =101 - (100”%° — 100°7 4 ... — 100 + 1).
2013
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Zestaw 2.
Rézne rodzaje liczb

Ten zestaw zadan jest w zasadzie zestawem ¢wiczen na wzory skroconego mnozenia i rozkta-
danie wyrazen na czynniki za pomoca tych wzoréw. Poznajemy tzw. tozsamosé Sophie Ger-
main. Jest to tozsamo$é pozwalajaca roztozyé na czynniki wyrazenie a* +4b*. Mianowicie:

a*+4b* = a* +4ab* +4b* —4a*b* = (a® +20%)* — (2ab)? = (a* —2ab+2b)(a® +2ab+-2b%).

Uczniowie wiedza, ze wyrazenie postaci a? + b? nie rozklada sie na iloczyn czynnikéw
pierwszego stopnia. Stad wnioskuja, ze podobne wyrazenie a* 4 b* tez nie rozktada sie na
iloczyn wyrazen nizszego stopnia. To okazuje sie nieprawda, o ile wolno bedzie uzywac
wspolczynnikéw niewymiernych. Mamy mianowicie

a* + bt = a* + 2a%0% + b* — 2% = (a® + %)% — (abV/2)? =
= (a2 —V2-ab+b?) - (a® + V2 - ab+b?).

Ta réowno$é, podobnie jak tozsamo$é Sophie Germain, jest na ogdt zaskoczeniem dla
uczniéw.

Interesujacym zagadnieniem jest badanie pierwszosci liczb szczegdlnie prostej postaci, na
przyklad liczb a™ + 1 i a™ — 1. Kilka informacji na temat takich liczb zamieszczam po
zadaniach 15 i 16. Ten zestaw zadan zawiera w zasadzie zadania polegajace na wykazaniu,
ze jaka$ liczba jest zlozona i znalezieniu jej czynnikéw. Warto wigc zakonczy¢ ten wstep
cytatem z Gaussa (z 1801 roku):

Zagadnienie odrézniania liczb pierwszych od ztozonych i rozkltadanie tych
ostatnich na ich czynniki pierwsze uchodzi za najwazniejsze i o duzym prak-
tycznym znaczeniu w arytmetyce. .. Sama powaga nauki zdaje sie wymagad,
aby dotozy¢ wszelkich mozliwych staran do rozwiazania tak eleganckiego
i tak slynnego zagadnienia.

(Cytowane za: Paulo Ribenboim, Mala ksiega wielkich liczb pierwszych, ttum. J. Browkin,
WNT, Warszawa 1997, str. 31.).

1. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba p 4+ 400 jest kwadratem liczby
catkowitej.

Rozwiazanie. Niech p + 400 = n?. Wtedy p = n? — 400 = n? — 20% = (n — 20)(n + 20).
Poniewaz p jest liczba pierwsza oraz n — 20 < n + 20, wigc n —20 = 1in+ 20 = p.
Zatem n = 21, a wiec p = 21 + 20 = 41. Rzeczywiscie 41 jest liczba pierwsza oraz
41 + 400 = 441 = 212,
Uwaga. Sprawdzenie, ze otrzymana liczba p = 41 jest pierwsza, jest konieczne. Gdyby
bowiem zamiast 400 w treéci zadania bylo np. 100, to mielibyémy p + 100 = n?2, czyli

p=mn?—100 = (n —10)(n + 10).

Zatem n — 10 = 1 i n 4+ 10 = p, skad wynika, ze p = 21. Poniewaz 21 nie jest liczba
pierwsza, wiec tak zmodyfikowane zadanie nie ma rozwiazania. Natomiast sprawdzenie,
ze dla znalezionej wartosci p liczba p+400 rzeczywiscie jest kwadratem, nie jest konieczne.
Jesli bowiem dla liczb n i @ mamy n —a = 1 oraz n + a = p, to

p=1-p=(n—a)(n+a)=n*—d

i wéwczas liczba p + a2 jest kwadratem: p + a2 = n2.
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2. Udowodnij, ze liczba 4% + 4 - 6° 4+ 9° jest zlozona.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze rozwazana liczba jest kwadratem liczby naturalnej (nawet
pierwszej). Zauwazmy, ze

4% 4+ 4.6° +9° = (22 42.20.3° +(3%)2 = (2° + 3°)% = 3072

Mozna sprawdzié, ze liczba 307 jest pierwsza.
3. Udowodnij, ze liczba 2'® 4+ 32 - 10° + 519 jest zlozona.

Rozwigzanie. Ta liczba takze jest kwadratem liczby pierwszej. Zauwazmy, ze
218 132.10° + 510 = (29)2 4+ 2.2 . 5° + (5°)2 = (2 + 5°)% = 3637°.

Mozna sprawdzié, ze liczba 3637 jest pierwsza.
4. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych liczba n* 4 4 jest pierwsza.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze
ntHd4=n*+4n? +4—4n? = (n* +2)? — (2n)* = (n* — 2n + 2)(n® + 2n + 2).

Oczywiscie n? — 2n + 2 < n? + 2n + 2. Stad wynika, ze jedli liczba n* + 4 jest pierwsza,
ton? —2n+2=1, czyli n? —2n+1 = 0. Zatem (n — 1) = 0, czyli n = 1. Rzeczywiicie,
dla n = 1 mamy n* +4 = 5, wiec n* +4 jest liczba pierwsza. Dla n > 1 liczba n* 44 jest
iloczynem dwoch liczb naturalnych, wiekszych od 1, a wiec jest ztozona.
Uwaga. Réwnosc¢

nt +4=(n?—2n+2)(n®+2n+2)

jest szczegblnym przypadkiem tozsamoéci Sophie Germain. Wyrazenie a2+ b2, jak wiemy,
nie rozklada sie na czynniki w podobny sposéb, ale mamy réwnosé:

a® + % = a® 4 2ab + b% — 2ab = (a + b)? — 2ab.

W przypadku, gdy liczba 2ab jest kwadratem, otrzymamy rozklad na dwa czynniki.
Mamy takze réwnosci

a’ +ab+b* = (a +b)? — ab,
a® —ab+b* = (a+ b)* — 3ab.

Jedli ab (w pierwszym przypadku) lub 3ab (w drugim przypadku) sa kwadratami, to znéw
otrzymamy rozklad na czynniki. Wiele innych liczb podobnych postaci mozna roztozy¢ na
czynniki w taki sposob. W kilku nastepnych zadaniach wykorzystamy tozsamos$¢ Sophie
Germain i kilka podobnych tozsamosci.

22002 + 52000

5. Udowodnij, ze liczba jest ztozona.

Rozwiazanie. Skorzystajmy z tozsamoéci Sophie Germain dla a = 5°%° i b = 259,
Zauwazmy, ze

22002 4 52000 — 52000 1+ 4. 22000 — (5500)4 4+ 4. (2500)4 —
—_ (51000 _ 5500 . 2501 4 21001) . (51000 4 5500 . 2501 + 21001)_

Sprawdzenie, ze oba czynniki sa wigksze od 1, jest nietrudnym ¢wiczeniem.
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6. Udowodnij, ze liczba 4'5 4+ 15% jest zlozona.

Rozwigzanie. Jeszcze raz skorzystamy z tozsamosci Sophie Germain; tym razem dla
a=15ib=2". Zauwazmy, ze

455 15t =151 444 =150 428 =150 44 (20) =
= (15 — 1528 +2'9) . (157 + 15 - 2% 4 2'%) = 29153 - 36833.

Mozna sprawdzi¢, ze oba czynniki sa liczbami pierwszymi.
7. Wykaz, ze liczba 24 + 58 jest zlozona.

Rozwiazanie. Korzystamy z tozsamosci
a® +b* = (a +b)* — 2ab.
Po podstawieniu a = 27 i b = 5* otrzymamy:
914 458 = (27)2 4+ (54)2 = (27 +5%)2 — 2. 27 . 5% = (27 + 5%)2 — (2. 52)?
= (2" -2.52 + 5% . (2" +2*. 5% + 5) = 353 1153.
Oba czynniki sg liczbami pierwszymi.

8. Wykaz, ze liczba 220 + 4 - 6% 4 98 jest zlozona.

Rozwigzanie. Skorzystamy z tozsamosci
a’+ab+b* = (a +b)? — ab.
Po podstawieniu a = 2'° i b = 3% otrzymamy
920 1 4. 68 4 95 = (210)2 4 21038 4 (38)2 = (210 4 38)2 _ 210 .38 _
= (210 4+3%)2 — (2°-3%)2 = (210 — 27 . 3% +-3%) . (20 +2° . 3% 4 3%) = 4993 - 10177.

Oba znalezione czynniki sg liczbami pierwszymi.

9. Wykaz, ze liczba 216 — 2. 67 4 314 jest zlozona.
Rozwigzanie. Podstawimy a = 2% i b = 37 w tozsamosci a? — ab + b = (a + b)? — 3ab.
Otrzymamy:

216 _ 2 . 67 + 314 — (28)2 _ 2 . 27 . 37 + (37)2 — (28)2 _ 28 . 37 + (37)2

= (284+37)2-3.2%.3" = (28 +37)2—(2*-31)2 = (28 -6 +37)- (28 + 6" +37) = 1147-3739.
Drugi czynnik jest liczba pierwsza; pierwszy jest liczbg ztozona: 1147 = 31 - 37.
10. Wykaz, ze liczba 111% + 1112 4 1 jest zlozona.

Rozwiazanie. Podstawmy x = 111 w tozsamosci
a4 l=(? 412 -2 =@ 24+ 1) (P +1).

Otrzymamy
1114 + 1112 + 1 = 12211 - 12433.

Oba znalezione czynniki sg liczbami pierwszymi.
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11. Wykaz, ze liczba 9 - 15* + 5 - 152 + 1 jest zlozona.

Rozwigzanie. Tym razem podstawimy z = 15 w tozsamosci
9zt 4522 + 1= (92  + 622 +1) —2? =322 +1)2 -2 =322~z +1)- B2 +z +1).
Otrzymamy 9 - 15 +5-152 4 1 = 661 - 691. Oba czynniki sa liczbami pierwszymi.
12. Wykaz, ze liczba 210 - 3 4+ 27 . 3% + 1 jest zlozona.
Rozwiagzanie. W tym zadaniu skorzystamy z tozsamosci
922 + 4z + 1= 3z +1)% — 2.
Podstawiajac z = 2° - 3%, otrzymamy
210,314 4 97.36 1 1=9.(2°.35)244.(2°.3%)+1=
=(3-2°-3041)?—2.2°.3° = (2°-3" +1)? — (2°-3%)* =
=(2°-3"—6%+1)-(2°-3" + 6% +1) = 69769 - 70201.
Liczba 70201 jest pierwsza; liczba 69769 jest zlozona: 69769 = 7 - 9967.
13. Wykaz, ze liczba 238 + 3. 218 41 jest zlozona.

Rozwigzanie. W tym zadaniu skorzystamy z tozsamosci
dot +322 +1= (222 +1)2 -2 = (222 —2+1)- (222 + 2+ 1).
Podstawiajac x = 27, otrzymamy
938 13.218 11 =4.(218)243.218 11 =(2.218 1 1)2 — (29)2 = (21 4+ 1)2 — (29)2 =
= (2" =22+ 1) - (2" + 27 + 1) = 523777 - 524801.

Oba znalezione czynniki sg liczbami pierwszymi.

14. Udowodnij, ze jesli liczba catkowita a jest wigksza od 2 oraz n > 2, to liczba a™ — 1
jest ztozona.

Rozwigzanie. Liczba a™ — 1 = (a — 1)(a" ! + a2 + ...+ a+ 1) jest podzielna przez

liczbeg a — 1 > 1.

15. Udowodnij, ze jedli liczba n jest zlozona, to liczba 2™ — 1 tez jest zlozona.

Rozwiazanie. Jesdli n = ki, to
2" —1=2 —1=02" - )(@")" T+ @M+ .+ 28 +1).

Uwaga. Kwestia, czy liczby szczegdlnej postaci sa pierwsze, zajmowano sie juz w XVII
wieku. Powyzsze dwa zadania dotycza liczb postaci a™ — 1. Okazuje sie, ze jesli a > 2, to
takie liczby sa zlozone. Interesujace jest zatem badanie pierwszosci liczb postaci 2™ — 1.
Takie liczby moga by¢ pierwsze tylko dla wyktadnikéw n bedacych liczbami pierwszymi.
Popatrzmy na kilka takich poczatkowych liczb. Niektore z nich sg pierwsze:

22 — 1 =3, 213 _ 1 =18191,
23 —1=71, 27 — 1 =131071,
25 —1 =231, 219 _ 1 = 524287.
27 —1 =127,
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Niektoére sg zlozone:

2t 1 =2047 = 23 - 89,
223 _ 1 = 8388607 = 47 - 178481,
267 _ 1 = 147573952589676412927 = 193707721 - 761838257287.

Przyjmijmy oznaczenie: M, = 2P — 1. Marin Mersenne (1588-1648), zakonnik, filozof
i matematyk zyjacy w Paryzu, stwierdzil bez dowodu, ze liczby M, dla

p=2,3,5,713,17,19,31,67, 127,257

sa pierwsze oraz ze sg to jedyne liczby pierwsze postaci M, dla p < 257. W ciggu nastep-
nych 300 lat stwierdzono, ze Mersenne popelnit 5 bltedow: liczby Mg7 i Mosy sa zlozone
oraz liczby Mg1, Mgy i Mig7 sa pierwsze. Liczby M, nazywamy liczbami Mersenne’a.
Znamy tylko 48 liczb pierwszych Mersenne’a. Sg to liczby M), dla nastepujacych wyktad-
nikéw p:

2 3 ) 7 13 17

19 31 61 89 107 127

921 607 1279 2203 2281 3217
4253 4423 9689 9941 11213 19937
21701 23209 44497 86243 110503 132049
216091 756839 859433 1257787 1398269 2976221

3021377 6972593 13466917 20996011 24036583 25964951
30402457 32582657 37156667 42643801 43112609 57885161

Najwieksza znana liczbe pierwsza Mersenne’a znalazt 25 stycznia 2013 r. Curtis Cooper
z University of Central Missouri w ramach tzw. projektu GIMPS (The Great Internet
Mersenne Prime Search). Jest to liczba Msrsgsier = 257885161 — 1 majaca 17425170 cyfr
(ta wiadomos$é zostala znaleziona na stronie GIMPS 10 kwietnia 2013 1. o godz. 192%; by¢
moze jest juz nieaktualna). Ta liczba Mersenne’a jest najwieksza znana liczba pierwsza.
Wiemy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ale nie wiemy, czy istnieje nie-
skonczenie wiele liczb pierwszych Mersenne’a. Nie wiemy tez, czy istnieje nieskonczenie
wiele liczb ztozonych Mersenne’a.

Nastepne zadanie dotyczy tzw. liczb Fermata. Sg to liczby pierwsze postaci 2™ + 1.

16. Udowodnij, ze jesli liczba n ma dzielnik nieparzysty (wigkszy od 1), to liczba 2™ + 1
jest ztozona.

Rozwiazanie. Jesli n = kl i liczba [ jest nieparzysta, to

2"+ 1= (2" +1=2F +1)(2")' 7 - (2" 2+ =2k ).

Uwaga. Powyzsze zadanie pokazuje, ze liczba postaci 2" + 1 moze by¢ pierwsza tylko
wtedy, gdy wykladnik n nie ma dzielnika nieparzystego wigkszego od 1, a wiec tylko
wtedy, gdy ten wykladnik jest potega dwdjki. Stad wynika, ze liczby Fermata maja postaé
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F, = 22" + 1. Piotr Fermat (1601-1665), prawnik i matematyk mieszkajacy w Tuluzie,
zbadal 5 poczatkowych liczb F), i stwierdzil, Ze sa one pierwsze. Oto one:

Fp=2""+1=2"4+1=3,
=22 4+1=2241=5,
F=2"41=2"41=17,
Fy=22" 1 1=2841=257,
Fy=2" +1=21641=65537.

Postawil wowczas hipoteze, ze wszystkie takie liczby sa pierwsze. Ta hipoteza okazata
si¢ nieprawdziwa. Euler okoto 100 lat p6zZniej wykazal, ze liczba Fy jest ztozona. A oto
dzielniki kilku nastepnych liczb Fermata:

Fy =22 11 =252 11 = 4294967297 = 641 - 6700417,
Fy = 22° £ 1 =25 11 = 18446744073709551617 = 274177 - 67280421310721,
Fr =22 £1 =218 1 1 — 50649580127497217 - 5704689200685129054721.

Mozna zadaé¢ pytanie o to, jak zostaly znalezione te dzielniki. Czy Euler po prostu miat
wiecej cierpliwosci od Fermata? Okazuje sig, ze Euler udowodnil twierdzenie pokazujace,
jaka postaé¢ musza mie¢ dzielniki liczb Fermata (o ile takie dzielniki istnieja). Mianowicie,
jesli d jest dzielnikiem liczby F,,, to

d=Fk-2"2 +1
dla pewnej liczby naturalnej k. W przypadku n = 5 wystarczylo zbadaé 5 liczb:

1-2741=12841=129,

2.2T4+1=2-128+1 =257,
3-2741=3-128+1 = 385,
4.-2"4+1=4-12841 =513,
5.2741=5-1284+1 = 641,

by znalezé¢ dzielnik 641. Rozklad na czynniki liczby Fg znaleziono w XIX wieku; rozklad
liczby F7 znaleziono w 1970 roku za pomoca skomplikowanych obliczen komputerowych.
Wszystkie zbadane dotychczas liczby Fermata okazaly sie ztozone i nie wiadomo, czy
istnieje liczba pierwsza Fermata dla n > 4.

17. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p i ¢ takie, ze p? — 2¢® = 1.

Rozwigzanie. Poniewaz p?> — 1 = 2¢2, wiec liczba p jest nieparzysta. Ale wtedy obie
liczby p— 11 p+ 1 sa parzyste i z rtéwnoéci (p — 1)(p + 1) = 2¢° wynika, ze liczba ¢? jest
parzysta, a wiec ¢ = 2. Wtedy p = 3 i oczywiscie p i g sa liczbami pierwszymi.
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18. Udowodnij, ze jesli liczby 2n+1 1 3n+ 1 sa kwadratami (przy czym n > 0), to liczba
5n + 3 jest zlozona.

Rozwigzanie. Niech 2n+1 = a? i 3n+1 = b%. Mozna zalozy¢, ze liczby a i b sa dodatnie.
Wtedy
Sn+3=42n+1) — (3n+1) = 4a® — b* = (2a — b)(2a + b).

Oczywiscie 2a — b < 2a + b. Gdyby 2a — b = 1, to mieliby$my:

2a =b+1,

402 = b +2b + 1,
42n4+1)=3n+1+2b+1,
Sn+4—-3n—1—1=2b,
5n 42 = 2b,

(5n +2)? = 4b?,
25n% + 20n + 4 = 4(3n + 1),
25n% +20n + 4 = 12n + 4,
25n2 4+ 8n = 0.

Ta ostatnia réwnos¢ jest niemozliwa, gdyz n > 1.
19. Udowodnij, ze liczba n® +n* + 1 jest zlozona dla n > 1.

Rozwigzanie. Wystarczy sprawdzi¢, ze
4t rl=m>+n+1)n>—n+1)

oraz wykazaé, ze n® —n+1>1dlan > 1.
20. Udowodnij, ze liczba 509 + 57 + 550 4 525 4 1 jest zlozona.

Rozwigzanie. W tym zadaniu skorzystamy z tozsamosci
sttt o+ 1= (2 + 32+ 1) - 5x(x 4+ 1)2
Po podstawieniu & = 52° otrzymamy réznice kwadratéw:
5100 4 575 4 550 4 525 4 1 — (550 +3.5% 4 1)2 _ 526(525 + 1)2,

czyli
BI04 570 4550 5% 4 1= (5% 4352 +1)" — (5 +51%)”

Ostatecznie
5100 +575 + 550 + 525 + 1 — (550 _ 538 + 3 . 525 _ 513 + 1)(550 + 538 +3 . 525 + 513 + 1)
Sprawdzenie, ze oba czynniki sg wigksze od 1, pozostawi¢ jako ¢wiczenie. Oczywiscie

w tym zadaniu znalezienie wlasciwej tozsamosci jest bardzo trudne i nie mozna spodzie-
waé sie, by uczniowie samodzielnie ja znalezli.
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Zestaw 3.
Kongruencje

Rozwiazywanie z uczniami zadan na kongruencje poprzedzam omdwieniem na kotku pod-
stawowych wtasnosci kongruencji. Uczniowie dostaja zestaw wiadomosci z teorii liczb
oraz kilka zadan przygotowawczych. Sa to zadania 1-8. Wlasnosci kongruencji, wraz
z przykladami, omawiam na kétku; tam tez zazwyczaj rozwiazujemy 8 pierwszych za-
dan. Nastepnych 14 zadan rozwiazujemy na warsztatach.

1. Udowodnij, ze 6 | n® — n.

Rozwigzanie. Pokaze najpierw rozwiazania wykorzystujace kongruencje. Pierwsze roz-
wigzanie sktada sie z dwéch krokéw. W kroku pierwszym wykazujemy, ze liczba n® — n
jest podzielna przez 2. W drugim kroku wykazujemy, ze ta liczba jest podzielna przez 3.
e Jedlin=0 (mod2),ton®-—n=0>-0=0 (mod 2),
e Jedlin=1 (mod2),ton?-—n=13-1=0 (mod 2).
Zatem dla dowolnej liczby n mamy: 2 | n3 — n.

W podobny sposéb, rozpatrujac trzy przypadki, sprawdzamy, ze liczba n® — n jest po-
dzielna przez 3.

e Jedlin=0 (mod3),ton>-n=03-0=0 (mod 3),

e Jedlin=1 (mod3),ton*—n=13-1=0 (mod 3),

e Jeslin=2 (mod3),ton®—n=22-2=6=0 (mod 3).
Zatem dla dowolnej liczby n mamy: 3 | n® — n. Stad wynika, ze 6 | n® — n.

Mozna tez sprawdzié¢ sze$¢ przypadkéw w zaleznosci od tego, jaka reszte daje n przy
dzieleniu przez 6.

Wreszcie popatrzmy na rozwiazanie bez uzycia kongruencji. Zauwazmy, ze
nd—n=nmn?>-1)=nn—-1n+1)=mn-1)-n-(n+1).

Liczba n® —n jest wiec iloczynem trzech kolejnych liczb calkowitych. Wéréd trzech kolej-
nych liczb catkowitych znajduje si¢ co najmniej jedna liczba parzysta i doktadnie jedna
liczba podzielna przez 3. A wiec iloczyn jest podzielny przez 2 i przez 3, czyli przez 6.

2. Udowodnij, ze ostatnia cyfra liczby 72°¢ jest 1.

Rozwiazanie. Mozemy skorzysta¢ z kongruencji. Zauwazamy, ze
72=49=9 (mod 10),

skad wynika, ze
=(7")?=9"=81=1 (mod 10).

Zatem
7% — (7954 = 1% =1 (mod 10).

Waznym pomystem jest wykorzystanie w kongruencjach liczb ujemnych. Zauwazmy, ze
7 =49=-1 (mod 10),
skad natychmiast dostajemy
=(-1’=1 (mod10) Iub 7T =(7*)**=(-1)"*" =1 (mod 10).
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Zadanie mozemy rozwiaza¢ takze bez uzycia kongruencji. Korzystamy kilkakrotnie ze
wzoru skréconego mnozenia a? — b*> = (a + b)(a — b). Skorzystamy takze z réwnosci

7 —1= (7 +1)(7* - 1) = 50 - 48 = 2400.
Mamy zatem:
7256 ((7128 ) _ (7128 )(7128 1)
= (M + (7 + D)+ )7 - 1) =
= (M + )T + D)2+ )T+ 1)(70 - 1) =
= (ML )TH*+ D)2+ )T+ D) (1) -1) =
=(MB L)+ )2+ D)+ D) (B + 1) (TP + 1) 1) =
=2400 - (7' + 1)(75 + 1)(732 + D)7 + )7+ 1) (7* + 1).
Zatem liczba 72°6 — 1 jest podzielna przez 10, czyli ostatnia cyfra liczby 7296 jest 1.

(T2 4 1) (7% + 1) (7% — 1) =

Inny sposéb rozwiagzania polega na zauwazeniu, ze ostatnia cyfra iloczynu dwoch liczb
jest ostatnia cyfra iloczynu ostatnich cyfr obu czynnikéw. Tak wiec na przyklad ostatniag
cyfra iloczynu
4658436587346587342616 - 9485749858498904327

jest 2, gdyz 6 - 7 = 42 i ostatnia cyfra liczby 42 jest 2. Stad w szczegdlnosci wynika, ze
ostatnia cyfre potegi 72°% mozemy wyznaczyé, obliczajac ostatnie cyfry kolejnych poteg
7, 72, 73 i tak dalej. W tym celu nie musimy obliczaé¢ tych poteg; wystarczy za kazdym
razem obliczy¢ iloczyn ostatniej cyfry poprzedniej potegi przez 7 i wziaé ostatnia cyfre
tego iloczynu. W nastepujacej tabeli mamy w trzech kolumnach: potege liczby 7, iloczyn
ostatniej cyfry poprzedniej potegi przez 7, ostatnia cyfre aktualnej potegi:

7! 7
72 7-7=49 9
73 9.7=63 3
74 3-7=21 1
7° 1-7=7 7
76 7-7=49 9
77 9.7=63 3
78 3.-7=21 1

7° 1.7=7 7
Zauwazamy, ze ostatnie cyfry poteg powtarzaja cie cyklicznie; co cztery miejsca jest taka
sama ostatnia cyfra. Poniewaz wyktadnik 256 jest podzielny przez 4, wiec ostatnia cyfra
potegi 72°% jest taka sama jak ostatnia cyfra potegi 74, czyli jest réwna 1.

To rozumowanie mozna nieco uprosci¢ i nie korzysta¢ z cyklicznosci. Najpierw zauwa-
zamy, ze 74 = 2401, czyli ostatnia cyfra potegi 74 jest jeden. Poniewaz 78 = 74 . 74, wiec
ostatnia cyfra potegi 78 jest tez 1. Podobnie

716 _ 78 -8

732 _ 716 716

704 — 732 732,

7128 764 764

7256 7128 7128.

i 7256

Zatem ostatnia cyfra kazdej z poteg 716, 732, 764 7128 jest 1.
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3. Znajdz ostatnig cyfre liczby 21°0.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze 2° = 32 = 2 (mod 10). Podnoszac te kongruencje do
potegi 20, a nastepnie do potegi 4, otrzymamy:
2100 — (2%9)20 =220 — (25)* =21 =16=6 (mod 10).

2100

Zatem ostatnig cyfra liczby jest 6.

Inny sposéb: najpierw zauwazamy, ze 2* = 16 =1 (mod 5). Stad
299 =23.2% —g8. (212 =8.1* =8 (mod 5).
7 wlasnosci 5 wynika, ze

2100 =92.29=2.8=16=6 (mod 10).

4. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 3% + 780 przez 11.

Rozwigzanie. Zauwazamy najpierw, ze
3=243=1 (mod 11) oraz 7°=16807=10=—1 (mod 11).
Te dwie kongruencje mozemy otrzymac, wykonujac kolejne dziatania:

3'=3 (mod 11),
32=3-3=9 (mod 11),
33=9.3=27=5 (mod 11),
3=5.3=15=4 (mod 11),
3=4-3=12=1 (mod 11)
oraz
7' =7 (mod 11),
?=7-T=49=5 (mod 11),
7=5.7=35=2 (mod 11),
7=2.7=14=3 (mod 11),
7=3.7=21=10= -1 (mod 11).

Podnoszac obie kongruencje do potegi 16, otrzymamy:
330 =390 =1%=1 (mod11) oraz 70 =(T)=(-1)¥=1 (mod 11).

Zatem reszta z dzielenia 350 + 780 przez 11 jest réwna 2.
5. Udowodnij, ze 10 | 53%3 — 3333.

Rozwiazanie. Poniewaz

53=3 (mod 10) oraz 33=3 (mod 10),
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wiec

53%3 —33% = 3% — 3% (mod 10).

Nastepnie zauwazamy, ze

3'=81=1 (mod 10).

Stad otrzymujemy

393 =343+ — (31)13.3=1%.3=3 (mod 10)

oraz
333 =348t — (3"¥.3=1%.3=3 (mod 10).

Zatem , )
53% —33%3 =3-3=0 (mod 10),
co dowodzi, ze liczba 53°3 — 3333 jest podzielna przez 10.
6. Udowodnij, ze 29 | 2°n+1 + 37+3,

Rozwiazanie. Poniewaz 32 =3 (mod 29), wiec

25nHL 4 gnt3 — 9. 95 1 33.3" =92.(25)" £ 27.3" =2.32" +27-3" =
=2.3"427-3"=29-3"=0 (mod 29).

7. Udowodnij, ze jedli 2 + y? = 22, to:
a) co najmniej jedna z liczb z 1 y jest podzielna przez 3,
b) co najmniej jedna z liczb x i y jest podzielna przez 4,
¢) co najmniej jedna z liczb x, y i z jest podzielna przez 5.

Rozwiazanie. Najpierw zauwazamy, ze:

e jeslin=0 (mod3),ton?=0 (mod 3),
e jedlin=1 (mod3),ton?=1 (mod 3),
e jedlin=2 (mod 3),ton?=1 (mod 3).

Stad wynika, ze liczba n? przy dzieleniu przez 3 moze daé tylko reszte 0 (gdy n jest
podzielna przez 3) lub 1 (w przeciwnym przypadku). Gdyby obie liczby = i y nie byly
podzielne przez 3, to doszlibySmy do sprzecznodci:

P2 =2+y*=1+1=2 (mod 3).

Podobnie dowodzimy punktu b). Tym razem rozwazamy kongruencje modulo 8. Liczba
n daje jedng z 8 reszt przy dzieleniu przez 8. Mamy wowczas:

e jedlin=0 (mod8),ton?=0 (mod 8),
e jedlin=1 (mod8),ton?=1 (mod 8),
e jedlin=2 (mod8),ton?=4 (mod 8),
e jedlin=3 (mod8),ton?=1 (mod 8),
e jeslin=4 (mod8),ton? =0 (mod 8),
e jeSlin=5 (mod8),ton?=1 (mod 8),
e jedlin=6 (mod8),ton?=4 (mod 8),
e jedlin=7 (mod8),ton?>=1 (mod 8).
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Przypusémy, ze obie liczby z i y sa niepodzielne przez 4. Wtedy daja reszte 1 lub 4 przy
dzieleniu przez 8. Suma kwadratéw tych liczb daje wtedy reszte 2, 5 lub 0 przy dzieleniu
przez 8. Mozliwy jest tylko ten ostatni przypadek: obie liczby x i y sa wtedy parzyste
i niepodzielne przez 4. Zatem z = 2u i y = 2w, gdzie v i w sa nieparzyste. Oczywiscie
liczba z jest wtedy tez parzysta: z = 2t. Mamy zatem

(2u)? + (2w)? = (2t)*
i po podzieleniu przez 4 otrzymamy réwnanie
u? + w? =2

Liczby u i w sa nieparzyste, wiec ich kwadraty daja reszte 1 przy dzieleniu przez 8 i oka-
zuje sie, ze t2 =2 (mod 8), co jest niemozliwe.

Wreszcie zauwazamy, ze liczba n? przy dzieleniu przez 5 moze daé tylko reszty 0, 1 lub 4
i stad do$¢ latwo wynika punkt c).

8. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby 4p? + 1 i 6p? + 1 tez sa pierwsze.
Rozwiazanie. Jedlip=1 (mod 5) lubp=4 (mod5),top? =1 (mod 5) i wtedy

4p* +1=4+1=5=0 (mod5).
Jedlip=2 (mod5)lubp=3 (mod5), top? =4 (mod 5) i wtedy
6p° +1=6-4+1=25=0 (mod 5).

Zatem p = 5.

Uwaga. Rozwiazanie tego zadania zostalo omoéwione dokladnie w rozdziale o algebrze
oraz w rozdziale o wskazéwkach heurystycznych.

9. Udowodnij, ze 6 | 7" — 1.

Rozwigzanie. Poniewaz 7=1 (mod 6), wiec
™=1"=1 (mod 6).
10. Udowodnij, ze 7 | 22225555 4 55552222,
Rozwiazanie. Zauwazamy najpierw, ze
2222=3 (mod7) oraz 5555=4 (mod 7).

Nastepnie
33=27=-1 (mod7) oraz 4°=64=1 (mod 7).

Stad dostajemy
22225555 = 35555 — 33~1851+2 =9. (33)1851 =9. (_1)1851 —_9=5 (mod 7)

oraz
55552222 = 32222 — 33-740+2 — 9 . (33)740 = 9 . 1740 — 9 (mOd 7)
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Zatem
22225955 4 55552222 =5+ 9=14=0 (mod 7).
11. Znajdz dwie ostatnie cyfry liczby 2°9°.

Rozwiazanie. Zauwazmy najpierw, ze
10=1024 = -1 (mod 25).
Stad wynika, ze
2990 — (210)99 = (_1)99 = _1  (mod 25).

Zatem
2997 = 27. 9990 = _128 =22 (mod 25),

skad dostajemy ostatecznie
2999 — 4.299 =4.22 =88 (mod 100).

12. Udowodnij, 7e 11 | 26n+1 4 gn+1,

Rozwiazanie. Poniewaz 26 = 64 =9 (mod 11), wigc
26l L gntl — 9. (26)" 1 9.9"=2.9"+9.9" =11-9" =0 (mod 11).

13. Udowodnij, ze 133 | 1172 4 122n+1,
Rozwiazanie. Poniewaz 122 = 144 = 11 (mod 133), wiec

1172 1220t = 112117 12 (128" = 121- 11" +12- 11" = 133-11" =0 (mod 133).

14. Udowodnij, ze 30 | n(n? — 11)(n? + 11).
Wskazoéwka. Poniewaz 30 = 2-3 -5, wiec rozpatrz oddzielnie kongruencje modulo 2, 31 5.
15. Udowodnij, ze 9| 4™ + 15n — 1.

Rozwiazanie. Zauwazmy najpierw, ze 43> = 64 =1 (mod 9). Stad wynika, ze:

43k = (43)k =1"=1 (mod9),
43R — 4. (43* =4 (mod 9),
4342 — 14 (43 =16 =7 (mod 9)

lub inaczej:
a) je§lin=0 (mod3),to4" =1 (mod9),
b) jeslin=1 (mod 3), to 4" =4 (mod 9),
c) jeSlin=2 (mod 3),to 4" =7 (mod9).

Rozpatrujemy zatem trzy przypadki:
1) n=0 (mod 3). Wtedy 3n =0 (mod 9), skad wynika, ze
4"+ 156n—-1=4"4+5-3n—-1=1+45-0—-1=0 (mod 9).
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2) n=1 (mod 3). Wtedy 3n =3 (mod 9), skad dostajemy
4" +15n—1=4"+5-3n—1=445-3—-1=18=0 (mod 9).
3) n=2 (mod 3). Wtedy 3n =6 (mod 9), skad ostatecznie dostajemy

4"+ 156n—-1=4"4+5-3n—-1=7+4+5-6—-1=36=0 (mod9).

16. Udowodnij, ze 8 | 57! +2-3" + 1.
Wiskazéwka. Rozpatrz dwa przypadki: dla n parzystych i dla n nieparzystych.
17. Wykaz, ze liczba 53 - 83 - 109 4 40 - 66 - 96 jest zlozona.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
53=—-96 (mod 149), 83 =—66 (mod 149), 109 = —40 (mod 149).
Mnozac te kongruencje stronami, otrzymujemy
53-83-109 = —96-66-40 (mod 149),

skad wynika, ze
53-83-109440-66-96 =0 (mod 149).

18. Udowodnij, ze 504 | n®(n3 — 1)(n® + 1).
Wskazéwka. Poniewaz 504 = 7-8-9, wiec rozpatrz oddzielnie kongruencje modulo 7, 81 9.

19. Znajdz liczbe pierwsza p taka, ze:
a) p+ 10 i p + 14 sa pierwsze;
b) p+4ip+ 14 sg pierwsze.

Wskazéwka. Zobacz, co si¢ dzieje, gdy p Z0 (mod 3). Rozpatrz dwa przypadKki.

20. Znajdz liczbe pierwsza p taka, ze:
a) 2p+11i4dp+ 1 sa pierwsze;
b) 8p? + 1 jest pierwsza.
Wiskazéwka. p = 3. Zréb to, co w zadaniu 19.

21. Udowodnij, ze jesli p > 3 i liczby p oraz 10p + 1 sg pierwsze, to liczba 5p + 1 nie jest

pierwsza.
Wikazéwka. Zrob jeszcze raz to samo, co w zadaniach 19 i 20.
22. Udowodnij, ze jedli liczby p i p? + 2 sa pierwsze, to liczba p> 4 2 tez jest pierwsza.
Rozwiazanie. Oczywiécie p # 2, gdyz w przeciwnym przypadku mieliby$my p? +2 = 6.
Zatem p > 3. Jedli p > 3, to liczba p nie jest podzielna przez 3, a wiec p> =1 (mod 3).
Wtedy

pP?P+2=14+2=3=0 (mod 3),

co jest niemozliwe. Zatem p = 3 i wtedy p? + 2 = 11 oraz p> + 2 = 29.
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Zestaw 4.
Réwnania diofantyczne

W zadaniach tego zestawu pokaze kilka wybranych metod rozwiazywania réwnan diofan-
tycznych. Beda to nastepujace metody:

Rozkladanie wyrazen na czynniki.

Przeszukiwanie dzielnikéw danej liczby.

Wykorzystanie nieréwnosci.

Zastosowanie kongruencji.

Grupowanie i wykorzystanie wzoréw skrdéconego mnozenia.
Metoda zstepowania nieskonczonego.

Pierwsze trzy metody zilustrujemy za pomoca pierwszych dwoch zadan. Na ogol te dwa
zadania rozwiazuje z uczniami przed warsztatami, na kotku matematycznym. Z zadania
2 wybieram przyklady a) i ¢). Pozostale zadania sa przeznaczone na warsztaty.

1. Rozwiaz nastepujace rownania w liczbach catkowitych:

a) zy=z+Y;

b) ay=xz-2y+T,

c) xy=Tr+3y—11;
d) 2zy=3x-—y+2;
e) Obxy=2x+9y+ 14.

Rozwiazanie. Najpierw pokaze rozwiazania wszystkich pieciu réwnan za pomoca me-
tody rozkladania na czynniki.

a) Rozwiazujemy réwnanie zy = x + y. Przeksztalcamy je w sposéb réwnowazny:

vy —x—y=0,
zy—x—y+1=1,
wy—-1)—(y—1)=1,
(x-1)y-1) =1

Liczba 1 ma tylko dwa rozklady na iloczyn liczb caltkowitych. Sa to: 1 = 1-1 oraz
1=(-1)-(-1). Mamy zatem dwa mozliwe uklady réwnaf:

r—1=1 r—1=-1
oraz
y—1=1 y—1=-1
Otrzymujemy stad dwa rozwiazania ukladu: t =y =2 oraz x =y = 0.

Uwaga. Réwnania postaci
Ty =axr+by+c

mozemy doprowadzi¢ do postaci réwnowaznej
(x—b)(y—a)=ab+ec.
Nastepnie kazdemu rozkladowi liczby ab + ¢ na czynniki

ab+c=kl
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{x—b:k
y—a=1

b) Réwnanie doprowadzamy do postaci

odpowiada uktad réwnan

(x+2)(y—5)=5.
Stad dostajemy cztery uktady réwnan:

{x+2:1 {m+2:5 {x+2:—1 {x+2:—5
y—5H=> y—5=1 y—5=-—1

Ostatecznie mamy cztery rozwiazania: (x,y) = (—1,10), (z,y) = (3,6), (z,y) = (=3,0),
(SL’, y) = (_7a 4)
¢) Réwnanie doprowadzamy do postaci

(@ =3)(y —7) = 10.

Liczba 10 ma osiem rozkladéw na iloczyn liczb catkowitych. Mamy zatem osiem uktadéw
réwnan i osiem rozwiazan naszego réwnania. Sa to nastepujace pary (z,y):

(777 6)3 (727 5)v (15 2)7 (27 73)7 (47 17)7 (5a 12)a (85 9)7 (137 8)
Uwaga. Réwnanie postaci
mxy = ax + by + ¢
przeksztalcamy w sposéb rownowazny:
maxy —axr — by = ¢,
m2zy — amx — bmy = me,
mx(my — a) — bmy + ab = ab + me,

mx(my — a) — b(my — a) = ab + mc,

(ma — b)(my — a) = ab+ mec.

d) Tym razem otrzymujemy réwnanie
24+ 1)(2y—3) =1.

Mamy dwa rozwiazania: (—1,1) i (0, 2).
e) Dostajemy réwnanie
(62 —9)(6y —2)=2-9+6-14.

Po podzieleniu obu stron przez 6, otrzymujemy réwnanie
(2z-3)(3y — 1) = 17.
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Dostajemy cztery uktady réwnan:

2r—3=1 2r—3=-1 20 —3 =17 20 —3 =-—17

3y —1=17 y—1=-17 Jy—1=1 3y—1=-1
Drugi i trzeci uklad réwnan nie maja rozwiazan catkowitych. Ostatecznie otrzymujemy
dwa rozwiazania: (2,6) i (—7,0).
Nastepnie popatrzmy na rozwiazania, w ktorych sprowadzamy réwnanie do zadania zna-
lezienia wszystkich dzielnikéw pewnej liczby calkowitej.
a) Wyznaczamy y z naszego réwnania (najpierw zauwazamy, ze nie istnieje rozwiazanie,
w ktérym = = 1):

Ty =z +Yy,
Yy —Yy =<,
(x =1y =u,
T
y:x—l

Nastepnie przeksztalcamy otrzymany wzor:

oz _9:—1+1_1+ 1
L x—1"

Liczba x_i1 musi by¢ catkowita, a wiec x — 1 jest dzielnikiem liczby 1. Stad mamy dwa
przypadki:

Przypadek 1. z — 1 = 1. Wtedy dostajemy rozwiazanie z =y = 2.

Przypadek 2. x — 1 = —1. W tym przypadku dostajemy rozwiazanie x = y = 0.

b) Po nietrudnych przeksztalceniach dostajemy:

x+7_1+ 5 .
T +2

y_;z:+2_

Zatem x+2 jest jedna z czterech liczb: —5, —1, 1 lub 5. Stad dostajemy cztery rozwiazania
roéwnania.

¢) Tym razem otrzymujemy:

_Ta-1l 10
T ox—-3 x—3

Y

Liczba 10 ma 8 dzielnikéw caltkowitych; stad wynika, ze £ — 3 jest jedna z tych o$miu
liczb. To daje osiem rozwigzan réwnania.

d) W tym réwnaniu mamy:

_3r+2 3 N 1 1
Y= owr1 7272 2211
Widzimy, ze y jest liczba catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy utamek ﬁ jest nieparzysta
liczbg catkowita. Mamy zatem dwa przypadki: 2z +1=11ub 2z +1=—-1. Stad z =0
lub = —1 i odpowiednie wartosci y mozemy tatwo obliczy¢.
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e) Wreszcie tym razem mamy:

2x + 14 1 2x+14 1 2z—-3+4+17 1 1 17 1 1 17
Y=%6r—9 3 22-3 3 2:-3 33 2,-3 3 <'%m3>‘
Poniewaz x jest liczba catkowita, wiec 2z — 3 jest calkowitym dzielnikiem 17. Zatem
2x — 3 jest jedna z czterech liczb: 1, 17, —1 lub —17. Tylko dwa z tych dzielnikéw daja
calkowita warto$é¢ y. Sa to: 2o —3 =1 oraz 20 —3 = —17. Stad x =2 lub x = —7.
Trzecia metoda wykorzystuje nieréwnosci. W przypadku réwnania zy = x4y mamy dwa
naturalne sposoby rozwiazania. W pierwszym rozwiazaniu rozpatrujemy kilka przypad-
kéw. Najpierw zauwazamy, ze jedli jedna z niewiadomych jest rowna 0, to druga tez jest
réwna 0; mamy zatem rozwiazanie x = y = 0. Teraz zaldézmy, ze obie liczby sa rézne od
zera. Mamy wtedy trzy przypadki.

Przypadek 1. Obie liczby sa dodatnie. Dzielimy obie strony réwnania przez zy i otrzy-
mujemy

—+-=1.

Ty
Jesli ktéras z niewiadomych jest rowna 1, to mamy sprzecznosé: lewa strona jest wicksza
od 1. Jesli obie niewiadome sa réwne co najmniej 3, to tez mamy sprzecznosé:

<1+1—3<1
-3 3 ’

* 3

8|
< |

Zatem ktérad niewiadoma jest réwna 2 i stad wynika, ze ta druga tez jest réwna 2.

Przypadek 2. Obie liczby sa ujemne. Mamy sprzeczno$é: liczba zy jest dodatnia, liczba
T + y jest ujemna.

Przypadek 3. Jedna liczba jest dodatnia, druga ujemna. Niech na przyktad x > 0, y < 0.
Niech zatem y = —z, gdzie z > 0. Mamy wowczas

x-(—2)=x— 2,
czyli
xz=2z— 1.

Po podzieleniu obu stron przez xz otrzymamy

=1

1 1
Tz

To jednak jest niemozliwe, gdyz wéwczas mieliby$Smy

<-<1

8|
Q| =
8|

Zatem w tym przypadku nie ma rozwiazania.

W drugim rozwiazaniu wyznaczamy y i korzystamy z wlasnosci funkcji homograficznej
okreslonej wzorem
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dla z # 1. Zauwazamy, ze dla duzych wartosci = (dokladniej — dla = o duzej wartosci
bezwzglednej) wartosci funkcji f sa bliskie jednosci. To sugeruje rozwiazanie w nastepu-
jacych trzech krokach.

Krok 1. Rozwiazujemy réwnanie f(z) = 1. Sprawdzamy, czy to réwnanie ma rozwiazanie
calkowite.

Krok 2. Rozwiazujemy nieréwno$é podwéjng 0 < f(z) < 2. Dla argumentéw 2 spelnia-
jacych te nieréwno$¢ wartosci funkeji f nie sa catkowite.

Krok 3. Obliczamy warto$é¢ f(x) dla wszystkich pozostalych argumentéw catkowitych
x 1 sprawdzamy, czy ktoras wartos¢ okaze sie catkowita.

W kroku pierwszym latwo stwierdzamy, ze réwnanie f(z) = 1 nie ma rozwiazania. Na-
stepnie w kroku drugim rozwiazujemy nieréwnosé¢ podwojna

0< —2

< 2.
1

Otrzymujemy: x < 0 lub > 2. W kroku trzecim musimy zatem sprawdzi¢ tylko dwie
warto$ci x: x = 01z = 2 (warto$é¢ x = 1 zostala wykluczona wezesniej). Okazuje sie, ze
obie sg dobre: f(0) =01 f(2) = 2. To daje nam dwa rozwiazania réwnania.
2. Znajdz wszystkie liczby catkowite n, dla ktérych nastepujaca liczba jest catkowita:
) n+7
a) — =
n+2’
3n+2
b) :
2n+1
) 14n + 52
¢) — 22
n?+1
26 138
d) 2bn + 156
n?+1
Rozwigzanie. Pokaze rozwiazania zadan 2a) i 2c). Reszte przykladéw z zadania 2 pozo-

stawie jako éwiczenia, podam tylko odpowiedzi. Zadanie 2a) rozwiaze trzema sposobami,
znanymi z rozwiazania zadania 1.

)

Sposéb I. Oznaczmy nasza liczbe litera m. Zauwazmy, ze

n+7_n+2+5_1+ 5
n+2  n+2 n+2

Liczba m jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy calkowita jest liczba niw’ tzn. wtedy

i tylko wtedy, gdy liczba n + 2 jest dzielnikiem liczby 5. Mamy zatem cztery mozliwosci:

e n+2=1, wowczas n = —1;
e n+2 =25, woéwezas n = 3;

e n+2=—1, wbwczas n = —3;
e n+2=—-5 wowczas n = —7.

Dostajemy 4 mozliwe liczby n: =7, =3, —11 3.
Sposéb II. Znéw oznaczmy nasza liczbe litera m. Mamy zatem

_n+7
n+2’
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czyli
mn+2m—n=~"1.

Od obu stron odejmujemy 2 i przeksztalcamy otrzymane réwnanie
mn+2m—n—2=25,

m(n+2) — (n+2) =5,
(m—-1)(n+2)=5.

Znéw mamy cztery mozliwosci:

e m—1=—-5orazn+2=1, wowczas n = —1;
e m—1=—1orazn+ 2 =>5, wowczas n = 3;

e m—1=5orazn+2=—1, wowczas n = —3;
e m—1=1orazn+ 2= -5, wowczas n = —7.

Otrzymujemy te same cztery odpowiedzi: —7, —3, —11 3.

Sposéb III. Przeksztalcamy nasze wyrazenie tak jak w sposobie I:

n+7:1+ 5 .
n+2 n+2

Widzimy, ze dla liczb n o duzej wartoéci bezwzglednej liczba m niewiele r6zni sie od 1.
Sprawdzamy zatem, czy moze ona by¢ réwna 1:

n+7_1
n+2
n+7=n+4+2,

7T=2,

7

co jest niemozliwe. Teraz rozwigzujemy nieréwnos$¢ podwdjna

7
0< it
n

< 2.

Rozwazamy dwa przypadki.

e Przypadek 1. n+2 > 0, czyli n > —2.
Woweczas dostajemy nier6wnos$é¢ rownowaznag,

O<n+7<2n+4,

ktora spelniajg liczby n > 3.
e Przypadek 2. n+2 < 0, czylin < —2.
Wowezas dostajemy nieréwnosé réwnowaznag,

0>n+7>2n+4.

Te nierownosé speltniaja liczby n takie, ze n < —7.
Tak wiec dla liczb n takich, ze n < —7 lub n > 3, liczba m nie moze by¢ calkowita:
spelnia nieréwnosé podwdéjna 0 < m < 2 i jednoczesnie jest rézna od 1. Pozostaje wiec
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sprawdzi¢ liczby n takie, ze =7 < n < 3 (oprécz n = —2) i zobaczyé, dla ktérych liczb
otrzymamy wartosé catkowita. Mamy teraz:

ne-7: T _y, ne-1: "I _g
n+2 n+2

6 n+7 1 0 n+7 7

n = — M = —— n = = -

n—+2 4’ n+2 2’

_ s n+7 2 _1 n+7 8

"= nt2 3 Rk

n=-—4: n+7:7§7 n=2 n+7:2,

n -+ 2 2 n -+ 2 4

n=-3 n—|—7:_47 n=3: n—|—7:2.
n+2 n—+2

Zatem znoéw mamy te same odpowiedzi: —7, —3, —11 3.

PrzejdZzmy do zadania 2c). Dla przypomnienia — mamy znalez¢ wszystkie liczby calko-
wite n takie, ze liczba
14n 4 52
n?+1
jest calkowita.

To zadanie jest trudniejsze od poprzedniego. Kwadrat liczby n w mianowniku powoduje,
ze pierwsze dwa sposoby rozwiazania poprzedniego zadania nie sa dobre. Zastosujemy
zatem sposéb III. Okaze sie jednak, ze bedziemy musieli rozwiazaé¢ nietrudne nierévxinoéci
71271_—1 jest
rozna od zera. Nastepnie zauwazamy, ze dla liczb n o bardzo duzej wartosci bezwzgled-
nej mianownik jest znacznie wiekszy od wartosci bezwzglednej licznika. To sugeruje, ze
dla takich n liczba 1;‘:5—1‘;‘2 jest bliska zera, a wigc niecatkowita. Rozwiazujemy zatem
nier6wno$¢ podwdjng

kwadratowe. Najpierw zauwazamy, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba

14n + 52
1< ——<1
n?+1
Poniewaz n? 4+ 1 > 0 dla kazdego n, wiec ta nieréwnoéé jest réwnowazna nieréwnosci
—(n?4+1) < 14n +52 < n? + 1.

Lewa nierownos¢ jest rownowazna nieréwnosci

n® + 14n + 53 > 0.
Ta nieré6wnos¢ jest spetniona dla kazdej liczby catkowitej n, poniewaz

n?+14n+53=n*+14n+49+4=(n+7)>+4>4>0.

Rozwiazujemy zatem prawa nieréwnosé. Jest ona réwnowazna nieréwnosci

n? > 14n + 51.
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Zauwazamy najpierw, ze dla n > 18 mamy n? > 18n, skad wynika, ze
n?>18n = 14n+4n > 14n +4-18 = 14n + 72 > 14n + 51.

Zajmijmy sie¢ teraz ujemnymi warto$ciami n. Niech n = —m, gdzie m > 0. Nasza nierdéw-
nos¢ przyjmie postaé
(—=m)* > 14 - (=m) + 51,
czyli
m? + 14m > 51.

Zauwazmy, ze dla m > 4 mamy m? > 4m, skad wynika, ze
m? + 14m > 4m + 14m = 18m > 18 - 4 = 72 > 51.

Zatem, jesli n > 18 lub n < —4, to lewa nier6wnos¢ jest spelniona. Musimy zatem
sprawdzi¢ tylko liczby catkowite n od —3 do 17. Obliczenia pozostawie jako ¢wiczenie.
Otrzymujemy 7 mozliwych wartosci n:

n=-3. 052y L ln+52
n=-1. MIEZ_4g o l4n+452
nio neTE e T8
n—pg. A2 _ o . l4n452
n
14n + 52
n=1: ——— =33,
n®+1

Oczywiscie mozna rozwiazaé¢ nieréwnos$é¢ kwadratowa:

n? > 14n + 51,
n? — 14n + 49 > 100,
(n—17)% —10% > 0,
(n—17)(n +3) > 0.

Stad n < —3 lub n > 17. Wydaje sie, ze pierwszy sposob jest dla gimnazjalisty bardziej
naturalny.
Uwaga 1. Do podwdjnej nieréwnoéci mozna dojsé takze w inny sposéb. Tak jak wyzej,

14n + 52

zauwazamy najpierw, ze — 1 # 0 dla kazdej liczby calkowitej n. Rozpatrujemy
n

zatem dwa przypadki:

14 52
1) 14n+52 > 0. Poniewais —o—
ns+1
liczby 14n + 52. Poniewaz liczby n? + 1 i 14n + 52 sa dodatnie, wiec

jest liczba calkowita, wiec n? + 1 jest dzielnikiem

n?+1 < 14n + 52.

2) 14n + 52 < 0. Tak jak wyzej stwierdzamy, ze n? + 1 jest dzielnikiem liczby 14n + 52
i stad n? + 1 < [14n + 52|, czyli n? + 1 < —14n — 52. Zatem

n? + 14n + 53 < 0.
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Uwaga 2. Oczywiscie przy rozwigzywaniu tego zadania bardzo pomaga przyjrzenie sie
wykresowi funkcji okreslonej wzorem

14z + 52
@) ="t

dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Odpowiedzi. Zadanie 2b) jest inaczej sformulowanym zadaniem 1d). W zadaniu 2d)
mamy 7 odpowiedzi: n= -4, n=-3, n=—-1,n=0n=1,n=2in=17.

3. 2z +y)(5z+3y) =T.

Rozwiazanie. Mamy 4 ukltady réwnan:

2r+y =1 20 +y =7 2e+y=-1 20 +y =—7
Sx+3y =7 Sr+3y =1 5t + 3y = —7 5+ 3y = —1

Stad mamy 4 rozwiazania:

{x:—4 {x:20 {x=4 {m:—QO
y=29 y =—33 y=9 y =33
4. 2% —y% =31.

Rozwigzanie. Przeksztalcamy réwnanie do postaci (z — y)(x + y) = 31. Tak jak w za-
daniu 3, mamy 4 uklady rownan prowadzace do 4 odpowiedzi:

(x,y) = (16,15), (x,y) = (16,—-15), (z,y) =(-16,-15), (x,y)= (-16,15).

5. zy=x+y+ 3.

Rozwigzanie. Przeksztalcamy réwnanie do postaci (x — 1)(y — 1) = 4. Mamy 6 odpo-
wiedzi. Para (z,y) jest jedna z nastepujacych szedciu par:

(5,2), (2,5), (0,-3), (-3,0), (3,3), (-=1,-1).

6. zy + 3x — S5y = —3.

Rozwigzanie. Przeksztalcamy réwnanie do postaci (z — 5)(y + 3) = —18. Mamy 12
rozwiazan; sa to nastepujace pary (z,y):

(=13,-2), (=4,-1), (=1,0), (2,3), (3,6), (4,15),
(6,—21), (7,-12), (8,—-9), (11,—6), (14,-5), (23,—4).

7. xy =20—-3x +y.
Rozwiazanie. Przeksztalcamy réwnanie do postaci (z — 1)(y + 3) = 20. Mamy 4 roz-
wiazania. Sa to pary (z,y):

(2,14), (18,-2), (0,—20), (—16,—4).
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8. x2 —y? =1988.
Rozwigzanie. Doprowadzamy réwnanie do postaci (z—y)(z+y) = 1988. Zauwazamy, ze
1988 = 22.7-71. Liczba 1988 ma 8 rozkladéw na iloczyn liczb tej samej parzystoéci. Jest
zatem 8 rozwiagzan: (498,496), (498, —496), (—498,496), (—498, —496), (78,64), (78, —64),
(—78,64), (—78,—64).

9. 22 =14 +¢%
Rozwigzanie. Mozemy — tak jak w poprzednich zadaniach — doprowadzi¢ rownanie
do postaci (x — y)(x + y) = 14. Otrzymamy 8 ukladéw réwnan i okaze sie, ze zaden nie
ma rozwiazania. Mozemy takze zauwazy¢, ze liczby x4y i © — y sa tej samej parzystosci,
a liczby 14 nie mozna rozlozy¢ na iloczyn liczb tej samej parzystosci. Mozemy wresz-
cie zauwazyé, ze jesli para (z,y) jest rozwigzaniem réwnania, to 22 = y? + 2  (mod 4).
Poniewaz kwadrat moze przy dzieleniu przez 4 da¢ tylko reszte 0 lub 1, wiec po lewej stro-
nie mozemy mie¢ wytacznie reszty 0 lub 1, natomiast po prawej mozemy mieé¢ wylacznie
reszty 2 lub 3. Réwnanie nie ma zatem rozwiazania.
10. 22 — 7y = 10.
Rozwigzanie. Mamy x (mod 7), ale kwadrat przy dzieleniu przez 7 moze daé
tylko reszty 0, 1, 2 lub 4. Réwnanie nie ma rozwigzania.
11. 22 —3y? =8.
Rozwigzanie. Mamy 22 = (mod 3), ale to jest niemozliwe. Kwadrat przy dzieleniu
przez 3 moze daé tylko reszte 0 lub 1. Réwnanie nie ma rozwiazania.
12. 22 — 3y =17.
Rozwigzanie. Mamy 22 =2 (mod 3). Réwnanie nie ma rozwiazania.
13. 1522 — 7y? = 9.
Rozwigzanie. Mamy 722 4+ 9 =0 (mod 5), czyli 222 =1 (mod 5). Jednak kwadrat
przy dzieleniu przez 5 moze daé reszty 0, 1 lub 4. Réwnanie nie ma rozwiazania.
14. 22 +y? +22 =8t 1.
Rozwigzanie. Pokazujemy, ze x? przy dzieleniu przez 8 moze daé¢ jedna z reszt: 0, 1 lub
4. Zadna kombinacja trzech takich liczb nie da reszty 7. Nie ma rozwiazan.
15. 2® + 21y +5=0.
Rozwigzanie. Mamy 23 +5 =0 (mod 7). Jednak szeécian przy dzieleniu przez 7 moze
da¢ tylko reszty 0, 1 lub 6. Rownanie nie ma rozwiazania.
16. 21 +...+ 1, = 1599.
Rozwigzanie. Pokazujemy, ze 2% przy dzieleniu przez 16 moze daé tylko reszte 0 lub 1.
Zadna kombinacja 14 takich liczb nie da reszty 15. Réwnanie nie ma rozwiazania.
17. 22+ =2 +y+2.
Rozwigzanie. Mnozymy obie strony réwnania przez 4 i przeksztalcamy je do postaci

2:

(22 — 1) 4+ (2y — 1)* = 10.

Poniewaz 10 mozna przedstawi¢ jako sume dwéch kwadratow tylko na jeden sposdb:
10 = 12 + 32, wiec mamy 8 uktadéw réwnan:
20 — 1 =43 20 —1 ==+1
29 —1==+1 2y —1=+3
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Roéwnanie ma 8 rozwiazan. Sa to nastepujace pary (z,y):
(132)7 (L_]-)v (072)v (Ov_l)a (2,1)7 (270)7 (_lal), (_170)'

18. 22 +y? =92 + 1.

Rozwiagzanie. Mnozymy obie strony przez 4 i doprowadzamy réwnanie do postaci
(22 — 9) + (2y)* = 85.

Liczbe 85 mozemy przedstawi¢ w postaci sumy dwéch kwadratow na dwa sposoby:
85 =81+ 4 =49+ 36.

Poniewaz 2z — 9 jest liczba nieparzysta oraz 2y jest liczba parzysta, wiec mamy dwa
rodzaje ukladéw réwnan:
2¢ —9 =49 20 — 9 =+7
2y = £2 2y = +6

Roéwnanie ma 8 rozwiazan; sa to nastepujace pary (x,y):
(173)v (1a73)a (8,3)7 (87 *3)a (Oal), (0771)3 (*lal), (717*1)'

19. 22 + 4z — 8y = 11.

Rozwigzanie. Doprowadzamy réwnanie do postaci (z+2)% = 8y+15, skad (z+2)? =3
(mod 4). Réwnanie nie ma rozwiazania.

20. 22+ 5zy —y? = 6.

Rozwiazanie. Jedli obie liczby z i y sa parzyste, to lewa strona dzieli sie przez 4,

a prawa nie. Jesli co najmniej jedna liczba jest nieparzysta, to lewa strona jest nie-
parzysta, a prawa parzysta. Réwnanie nie ma rozwigzania.

21. 22 —ay+y?P=x+y.

Rozwigzanie. Mnozymy obie strony przez 2 i doprowadzamy réwnanie do postaci
(@—y)?+@-1)*+@y-1)*=2

Teraz mamy skonczong liczbe mozliwosci i znajdujemy 6 rozwiazan:

(0,0), (1,0), (0,1), (2,1), (1,2), (2,2).

22, 23— 293 — 423 = 0.

Rozwigzanie. Latwo dostrzegamy jedno rozwiazanie: (0,0,0). Przypusémy, ze istnieje
inne rozwiazanie (x, y, z), w ktérym nie wszystkie liczby x, y i z sa zerami. Przypusémy, ze
x # 0 (rozwiazanie w pozostalych przypadkach jest identyczne). Wybierzmy rozwiazanie
(z,y, 2), w ktérym warto$¢ bezwzgledna x jest najmniejsza (i rézna od zera). Wéwczas

2 =2y +22%),
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wiec z jest liczba parzysta. Niech x = 2a. Mamy woéwczas
8a® — 2y — 423 =0,

czyli
v = 4a® — 223,

Stad wynika, ze y jest liczba parzysta. Niech y = 2b. Wéowczas
8b% = 4a® — 223,

czyli
23 =2a% — 413,

A wiec z tez jest liczba parzysta. Niech z = 2¢. Mamy wtedy
8¢ = 2a% — 4b3,

czyli
a’® —20° — 4¢3 = 0.

Tréjka liczb (a, b, ¢) jest wiec rozwiazaniem naszego réwnania
23— 28 — 422 =0,

To jednak jest niemozliwe, gdyz wybralidmy rozwiazanie (z,y, z) o najmniejszej wartosci
bezwzglednej x. OtrzymaliSmy za$ rozwiazanie (a, b, ¢), w ktérym a = 5. Poniewaz = # 0,
wiec |a| < |z|, co daje sprzecznos$é. Stad wynika, ze réwnanie ma tylko rozwigzanie
(0,0,0).

Opisang metode rozwiazania mozna przedstawié¢ nieco inaczej. Przypusémy, ze mamy
dane jakie$ rozwiazanie niezerowe (z,y, z) naszego réwnania. Wtedy okazuje sie, ze mamy
takze mniejsze od niego rozwigzanie niezerowe, jeszcze mniejsze rozwiazanie niezerowe
i tak dalej. Taka metoda nazywa sie metodg nieskonczonego zstepowania.

Uwaga. Przypusémy, ze dane jest rozwigzanie naszego rownania, w ktorym z = 0. Mamy
zatem
—2° — 423 =0,

czyli
y? = —22°.

Stad wynika, ze y = z =0 lub

a wiec V2 jest liczba wymierna. To jednak jest nieprawda. A wiec, jesli z = 0, to takze
y =01z =0. W taki sam spos6b mozna udowodni¢, ze jesli y = 0 lub z = 0, to wszystkie
niewiadome sa réwne zeru. A wiec, jedli nasze réwnanie ma rozwiazanie niezerowe (tzn.
takie, w ktérym co najmniej jedna liczba z, y lub z jest rézna od zera), to w tym
rozwigzaniu wszystkie niewiadome sg rézne od zera.
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Zestaw 5.
Kombinatoryka — zliczanie

Ten zestaw zadan jest zestawem Cwiczen na zastosowanie podstawowych metod zlicza-
nia: reguly mnozenia, reguly dodawania oraz obliczania liczby sposobéw wyboru pary
nieuporzadkowanej (czyli obliczania wspélczynnika dwumianowego (Z)) Te zadania nie
wymagaja zadnej poczatkowej wiedzy; moga by¢ dane uczniom w czasie warsztatéow.
W trakcie rozwiazywania zadan beda pojawialy sie rézne trudnosci — ujawnianie ich
i wspélne przezwyciezanie w czasie zaje¢ jest bardzo ksztalcace. Jednoczesnie wprowa-
dzenie wspdélczynnika dwumianowego (72’) jest dobrym wstepem do dalszej nauki kom-
binatoryki. Taki zestaw zadan moze by¢ z powodzeniem dany juz uczniom II klasy, po
wstepnych zajeciach z kombinatoryki. Tak wiec idealnym czasem na warsztaty, w ktorych
ten zestaw bedzie omawiany, jest koniec II klasy.
1. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje zero i wystepuje
doktadnie jedna cyfra parzysta?
Rozwiazanie. Jest to bardzo proste zadanie na zastosowanie reguly mnozenia. Dydak-
tycznie dobrym sposobem przedstawienia reguly mnozenia jest rozpisanie rozwiazania na
kolejno wykonywane czynnosci. Wyobrazamy sobie, ze konstruujemy zadana liczbe dzie-
sieciocyfrowa, wpisujac cyfry w 10 przygotowanych miejsc. Za kazdym razem, tzn. przy
wykonywaniu kolejnej czynnodci, zapisujemy liczbe mozliwych wynikéow tej czynnosci;
ostateczna odpowiedz bedzie iloczynem tych liczb. A teraz popatrzmy, jak to wyglada
w praktyce. Bedziemy mieli trzy czynnosci. Oto one:
e wybieramy miejsce dla cyfry parzystej; poniewaz ta cyfra nie jest zerem, wiec mo-
zemy wybra¢ kazde z 10 miejsc;
e wybieramy te cyfre parzysta; mamy tu 4 mozliwosci: 2, 4, 6 1 8;
e na kazdym z pozostalych 9 miejsc stawiamy jedng z pieciu cyfr nieparzystych; mamy
tu 5° mozliwosci.
Teraz otrzymane liczby mnozymy.
Odpowiedz. Istnieje 10 - 4 - 5% = 78125000 rozwazanych liczb.

2. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje zero i wystepuje
doktadnie jedna cyfra nieparzysta?
Rozwiazanie. Znéw rozpiszemy wykonywane czynnosci i otrzymane wyniki pomnozymy:
e wybieramy miejsce dla cyfry nieparzystej: mamy 10 mozliwosci,
e nastepnie wybieramy te cyfre: mamy 5 mozliwosci,
e wreszcie na kazdym z 9 wolnych miejsc stawiamy jedna z 4 cyfr parzystych réznych
od zera: mamy 4° mozliwosci.

Odpowiedz. Lacznie mamy zatem 10 - 5 - 4% = 13107200 liczb.

3. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuje doktadnie jedna cyfra
parzysta?

Rozwiazanie. To zadanie jest trudniejsze od poprzednich. Problem polega na tym, ze
na pierwszym miejscu nie moze sta¢ zero. Bedziemy musieli zatem rozwazaé kilka przy-
padkéw i zastosowaé regule dodawania. Pokaze trzy sposoby rozwiazania tego zadania.

Sposob pierwszy polega na wykorzystaniu wyniku zadania 1. Z zadania 1 wiemy, zZe ist-
nieje 10 - 4 - 52 liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych wystepuje doktadnie jedna cyfra
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parzysta rézna od zera. Do tego wyniku dodamy teraz liczbe tych liczb dziesieciocyfro-
wych, w ktérych wystepuje dokladnie jedno zero i 9 cyfr nieparzystych. Miejsce dla zera
wybieramy na 9 sposobow. Pozostate 9 wolnych miejsc zapelniamy cyframi nieparzystymi
na 5% sposobéw.

Odpowiedz. Lacznie mamy zatem 10-4-5% +9 - 5% =49 - 5% = 95703125 liczb.

Sposéb drugi polega na rozpatrzeniu dwoch przypadkow, w zaleznoéci od tego, jaka cyfra
stol na pierwszym miejscu. Przypuéémy najpierw, ze na pierwszym miejscu stoi cyfra
parzysta. Wybieramy ja na 4 sposoby (jest rézna od zera). Na kazdym z pozostalych
9 miejsc stawiamy jedna z pieciu cyfr nieparzystych; mozemy to zrobié na 5 sposobéw.
W tym przypadku mamy zatem 4 - 57 liczb. Przypuéémy teraz, ze na pierwszym miejscu
stoi cyfra nieparzysta. Miejsce dla cyfry parzystej wybieramy zatem na 9 sposobéw. Te
cyfre wybieramy na 5 sposobéw. Wreszcie na kazdym z pozostatych 9 miejsc (lacznie
z pierwszym) stawiamy jedna z pieciu cyfr nieparzystych. Mozemy to zrobié na 9 -5 - 5°
sposobow. Otrzymane liczby dodajemy.

Odpowiedz. Lacznie mamy zatem 4 - 5% +9 -5 - 5% =49 - 52 = 95703125 liczb.

Trzeci sposéb polega na policzeniu wszystkich ,liczb”, w tym takze liczb ,ztych”, tzn. za-
czynajacych sie od zera. Taka ,zla” liczba, spelniajaca warunki zadania, jest na przyklad
0133157193. Nastepnie odejmiemy liczbe wladnie tych ,ztych” liczb. Zliczamy zatem naj-
pierw wszystkie ,liczby”. Miejsce dla cyfry parzystej mozemy wybraé¢ na 10 sposobow,
te cyfre na 5 sposobow. Nastepnie na kazdym z 9 pozostalych miejsc stawiamy jedna
z pieciu cyfr nieparzystych; mozemy to zrobié¢ na 5° sposobéw. Mamy zatem 10 - 5 - 5°
wszystkich | liczb”. Liczba ,zla” ma na poczatku zero. To jest jej jedyna cyfra parzysta.
Mamy zatem 5° takich liczb. Teraz otrzymane liczby odejmujemy.

Odpowiedz. Mamy zatem 10 -5 - 5% — 5 = 49 - 5% = 95703125 liczb.
4. Tle jest liczb dziesigciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje dokladnie jedna cyfra
nieparzysta?
Rozwiazanie. Tym razem pokaze dwa sposoby rozwigzania zadania.

Sposéb pierwszy polega na rozwazeniu dwéch przypadkéw w zaleznosci od tego, jaka
cyfra stoi na pierwszym miejscu. Przypu$émy najpierw, ze na pierwszym miejscu stoi
cyfra nieparzysta. Te cyfre wybieramy na 5 sposob6w, a nastepnie na kazdym z 9 wolnych
miejsc ustawiamy dowolna cyfre parzysta. Takich liczb mamy zatem 5 -5 = 510,

Teraz zliczamy liczby, w ktorych na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta. Miejsce dla
jedynej cyfry nieparzystej wybieramy zatem na jeden z 9 sposobdow, cyfre nieparzysta zas
na jeden z 5 sposobow. Nastepnie na pierwszym miejscu stawiamy jedna z czterech cyfr
parzystych réznych od zera i na kazdym z pozostalych 8 miejsc stawiamy jedna z 5 cyfr
parzystych. Takich liczb mamy zatem 9-5-4-5% = 36 - 5°.

Odpowiedz. Lacznie mamy zatem 5'° + 36 - 5% = 41 - 5% = 80078125 liczb.

Nieco inne sformulowanie tego zadania polega na tym, ze rozwazane dwa przypadki
definiujemy inaczej. W przypadku pierwszym zliczamy liczby, w ktorych jedyna cyfra
nieparzysta stoi na pierwszym miejscu, w przypadku drugim te liczby, w ktorych ta cyfra
nieparzysta stoi na ktéryms z dalszych miejsc.

Drugi spos6b rozwiazania polega na tym, by policzy¢ najpierw takze ,zte liczby”, a po-
tem od otrzymanego wyniku odjaé liczbe tych ,ztych liczb”. Najpierw wszystkie ,liczby”:
cyfre nieparzysta ustawiamy na jednym z 10 miejsc, te cyfre wybieramy na jeden z 5 spo-
sobéw, pozostate miejsca zapetniamy cyframi parzystymi na 5? sposobéw. Lacznie mamy
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zatem 10-5-5% liczb”. Teraz odejmujemy ,liczby” zaczynajace sie od zera. Cyfre niepa-
rzysta ustawiamy na jednym z 9 miejsc, te cyfre wybieramy na jeden z pieciu sposobdw.
Wreszcie na pozostalych oémiu miejscach stawiamy cyfry parzyste. Mamy 5% mozliwosci.
W tym przypadku mamy 9 -5 - 58 | ztych” liczb.

Odpowiedz. Ostatecznie mamy zatem 10-5-5% —9-5-5% = 41 - 5% = 80078125 liczb.
W tym miejscu warto zastanowi¢ sig, dlaczego nie podalem rozwiazania podobnego do
drugiego sposobu poprzedniego zadania, tzn. rozwigzania wykorzystujacego wynik za-
dania 2. Otéz w zadaniu 2 obliczyliSmy, ile jest poszukiwanych liczb, w ktorych nie
wystepuje cyfra zero. Teraz musielibySmy policzy¢ te liczby, w ktérych wystepuje co
najmniej jedno zero. W zadaniu poprzednim mieliSmy tylko jedna cyfre parzysta. Musie-
lidmy zatem policzy¢ liczby z doktadnie jednym zerem. To jest ogromna réznica. Problem
ze zliczaniem liczb, w ktérych wystepuje co najmniej jedna dana cyfra (na przyklad co
najmniej jedno zero lub co najmniej jedna dziewiatka), oméwilem w rozdziale o kombi-
natoryce i rachunku prawdopodobienstwa. Pokazalem 5 sposobow rozwiazania zadania
8 (ile jest nieparzystych liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktérych co najmniej jedna
cyfra jest dziewiatka). Niektére pokazane tam sposoby rozwiazania w obecnym zadaniu
beda catkowicie nieprzydatne, gdyz liczba zer moze by¢ duza. Pozostanie tak naprawde
jeden sposéb rozwiazania, sprowadzajacy sie do pokazanego wyzej sposobu drugiego.
Czytelnik cierpliwy, ktéry jednak zechce zliczyé oddzielnie liczby majace co najmniej jedno
zero, moze sprobowac jeszcze innego sposobu polegajacego na rozpatrywaniu przypadkow
w zalezno$ci od miejsca, na ktérym wystepuje pierwsze (liczac od lewej strony) zero.

e Na pierwszym miejscu nie moze by¢ zera. Pierwsze zero moze zatem sta¢ na drugim
miejscu. Pozostawie jako éwiczenie sprawdzenie, ze takich liczb jest 37 - 58.

e Liczb, w ktoérych pierwsze zero jest na trzecim miejscu, jest 152 - 57.

e [ tak dalej; szczegoly obliczen pozostawie jako ¢wiczenie.
Ogdlnie: liczb, w ktérych pierwsze zero jest na miejscu k 4+ 1 (gdzie k = 1,2,...,9) oraz
jedyna cyfra nieparzysta poprzedza to pierwsze zero, jest 5k - 4*=1 . 597%  Natomiast
liczb, w ktérych pierwsze zero jest na miejscu k + 1 i jest poprzedzone wylacznie cyframi
parzystymi, jest 4(9 — k) - 4571 . 59=%_ FLacznie zatem liczb, w ktérych pierwsze zero jest
na miejscu k + 1, jest 4¥=1 . 597% . (k + 36). Stad wynika, ze wszystkich liczb, w ktérych
wystepuje co najmniej jedno zero, jest

9
Z (4k—1 597R L (k+ 36)) = 66970925.
k=1

Po dodaniu wyniku zadania 2, otrzymamy znany wynik:

66970925 + 13107200 = 80078125.

5. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje zero i kazda cyfra
parzysta rézna od zera wystepuje dokladnie jeden raz?

Rozwigzanie. Najpierw wybieramy miejsce dla dwdjki: mamy 10 mozliwosci. Potem
wybieramy miejsce dla czwérki. Mamy 9 mozliwosci: czworka moze sta¢ na kazdym miej-
scu z wyjatkiem miejsca zajetego przez dwdjke. Potem wybieramy miejsce dla széstki.
Tym razem mamy 8 mozliwosci — szdstka moze sta¢ na kazdym miejscu z wyjatkiem
obu miejsc zajetych przez dwdjke i czworke. Podobnie przy wyborze miejsca dla ésemki
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mamy 7 mozliwoéci. Lacznie — cyfry parzyste mozemy ustawié¢ na czterech miejscach na
10-9 -8 -7 sposobdw.

Nastepnie zauwazamy, ze mamy szeS¢ wolnych miejsc i na kazdym moze sta¢ dowolna
cyfra nieparzysta. Na kazdym miejscu mozemy zatem ustawi¢ cyfre nieparzysta na 5 spo-
sobéw. Stad wynika, ze mamy lacznie 5% sposobéw ustawienia cyfr nieparzystych.
Odpowiedz. To lacznie daje 10-9 -8 -7 - 55 = 78750000 liczb.

6. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje zero i kazda cyfra
nieparzysta wystepuje dokladnie jeden raz?

Rozwiazanie. Bedziemy nasladowaé rozwiazanie poprzedniego zadania. Najpierw wy-
bieramy miejsca dla cyfr nieparzystych. Jedynke mozemy ustawi¢ na 10 sposobow, tréjke
na 9 sposobow, piatke na 8 sposobdow, siddemke na 7 sposobdéw i dziewigtke na 6 sposo-
bow. Lacznie mamy zatem 10-9 -8 -7 - 6 sposobéw ustawienia cyfr nieparzystych. Teraz
mamy 5 wolnych miejsc i na kazdym z nich mozemy ustawi¢ dowolng cyfre parzysta,
rézng od zera. Mamy 4° mozliwosci ustawienia cyfr parzystych.

Odpowiedz. Lacznie mamy zatem 10-9-8-7 -6 - 4% = 30965760 liczb.

7. Tle jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie kazda cyfra parzysta wystepuje
dokladnie jeden raz?
Rozwiagzanie. Najpierw wybieramy miejsce dla zera — mamy 9 mozliwosci, gdyz zero
nie moze sta¢ na pierwszym miejscu. Potem wybieramy miejsce dla dwoéjki. Mamy takze
9 mozliwo$ci — dwdjka moze staé¢ na kazdym miejscu z wyjatkiem miejsca zajetego przez
zero. Potem wybieramy miejsce dla czworki. Tym razem mamy 8 mozliwoéci — czworka
moze sta¢ na kazdym miejscu z wyjatkiem obu miejsc zajetych przez zero i dwdjke.
Podobnie przy wyborze miejsca dla szoéstki — mamy 7 mozliwosci i przy wyborze miejsca
dla 6semki — mamy 6 mozliwoéci. Lacznie — cyfry parzyste mozemy ustawié¢ na pieciu
miejscach na 9-9-8-7-6 sposobéw.
Nastepnie zauwazamy, ze mamy pie¢ wolnych miejsc i na kazdym moze sta¢ dowolna cyfra
nieparzysta. Na kazdym miejscu mozemy zatem ustawié¢ cyfre nieparzysta na 5 sposobow.
Stad wynika, ze mamy lacznie 5° sposobéw ustawienia cyfr nieparzystych.
Odpowiedz. To lacznie daje 92-8-7-6 - 5% = 85050000 liczb.
8. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie kazda cyfra nieparzysta wyste-
puje dokladnie jeden raz?

Rozwigzanie. Sprobujmy nadladowaé rozwiazanie poprzedniego zadania. Najpierw wy-
bieramy miejsca dla cyfr nieparzystych. Jedynke mozemy ustawi¢ na 10 sposobow, tréjke
na 9 sposobow, piatke na 8 sposobéw, siddemke na 7 sposobdéw i dziewigtke na 6 sposo-
bow. Lacznie mamy zatem 10-9 -8 -7 - 6 sposobéw ustawienia cyfr nieparzystych. Teraz
mamy 5 wolnych miejsc i chcielibySmy na kazdym z nich moéc ustawi¢ dowolna cyfre
parzysta. Tu jednak dostrzegamy znany nam juz klopot — nie wiemy, czy pierwsze miej-
sce jest zajete czy wolne. Jesli jest juz zajete, to na kazdym z wolnych miejsc mozemy
postawi¢ dowolna cyfre parzysta. Jesli jest wolne, to na nim nie mozemy postawi¢ zera.
W tym miejscu rozwiazanie sie komplikuje. Pokaze dwa sposoby ominiecia tej trudnosci.
Sposéb I. W tym sposobie nie bedziemy przejmowac sie tym, ze na pierwszym miejscu
wystapi zero. Zatem rozmieszczamy cyfry nieparzyste tak jak wyzej: mamy 10-9-8-7-6
sposobéw wyboru miejsc dla cyfr nieparzystych. Zostalo 5 wolnych miejsc i na kazdym
z nich mozemy postawié¢ dowolna cyfre parzysta. Cyfry parzyste mozemy ustawié na 5°
sposobéw. Lacznie mamy zatem 10-9-8-7-6-5% ,liczb”.
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Ale w ten sposéb policzylismy takze ,liczby” z zerem na poczatku, na przyktad ,liczbe”
0345401789. Musimy od otrzymanego wyniku odja¢ liczbe takich ,ztych liczb”. Zliczamy
zatem liczby z zerem na poczatku, w ktérych kazda cyfra nieparzysta wystapi doktadnie
jeden raz. Miejsce dla jedynki wybieramy tym razem na 9 sposobéw (pierwsze miejsce
jest zajete przez zero). Miejsce dla tréjki wybieramy na 8 sposobdéw i tak dalej. Lacznie
miejsca dla cyfr nieparzystych wybieramy na 9-8-7-6 -5 sposobow. Teraz mamy cztery
miejsca wolne (pie¢ miejsc zajely cyfry nieparzyste, pierwsze miejsce jest zajete przez
zero). Te cztery miejsca zapeliamy cyframi parzystymi na 5% sposobéw — na kazdym
miejscu moze staé¢ dowolna z pieciu cyfr parzystych. Mamy wiec 9-8-7-6-5-5% = 9-8-7-6-5°
»ztych liczb”.

Otrzymane wyniki odejmujemy, trzymujac szukang liczbe liczb ,,dobrych”:
10-9-8-7-6-5°-9-8-7-6-5>=(10-1)-9-8-7-6-5°=9%.8-7-6-5°

Okazuje sie, ze w zadaniach 7 i 8 otrzymalidmy te sama odpowiedz. Czy jest to przypadek?
Zanim odpowiemy sobie na to pytanie, popatrzmy na drugi sposob rozwigzania i na
nastepne dwa zadania.

Sposéb II. Tym razem oddzielnie zliczamy ustawienia, w ktérych na pierwszym miejscu
stoi cyfra nieparzysta i w ktérych na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta. Potem
otrzymane liczby dodajemy. Najpierw zliczamy liczby, w ktorych na pierwszym miejscu
stoi cyfra nieparzysta. Te cyfre wybieramy na jeden z pieciu sposobéw. Nastepne cztery
cyfry nieparzyste ustawiamy na czterech miejscach na 9-8-7 -6 sposobéw. Wreszcie pieé
cyfr parzystych na pieciu wolnych miejscach ustawiamy na 5° sposobéw. Lacznie takich
liczb mamy 5-9-8-7-6-5>=9-8-7-6-55.

Teraz liczby, w ktérych na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta. Zaczynamy od roz-
mieszczenia cyfr nieparzystych, pamietajac o tym, zeby pierwsze miejsce pozostawi¢
wolne. Te cyfry mozemy rozmie$ci¢ na 9 -8 -7 -6 -5 sposobow. Pozostalo 5 wolnych
miejsc, w tym pierwsze miejsce. Na tym miejscu moze sta¢ jedna z czterech cyfr parzy-
stych, na kazdym z pozostatych jedna z pieciu cyfr parzystych. Lacznie mamy zatem 4-54
sposobéw umieszczenia cyfr parzystych. To daje 9-8-7-6-5-4-5*=9.8-7-6-4-5°
liczb.

Teraz dodajemy liczby otrzymane w dwoch przypadkach:
9-8-7-6-5°4+9-8-7-6-4-5°=9-8-7-6-5"-(5+4)=9>-8-7-6-5.

Otrzymalismy te sama odpowiedz, co w sposobie I.
9. Ile jest liczb dwunastocyfrowych, w ktorych zapisie kazda cyfra parzysta wystepuje
doktadnie jeden raz?

Rozwiazanie. Najpierw wybieramy miejsce dla zera — mamy 11 mozliwosci, gdyz zero
nie moze sta¢ na pierwszym miejscu. Potem wybieramy miejsce dla dwojki. Mamy takze
11 mozliwoéci — dwdjka moze sta¢ na kazdym miejscu z wyjatkiem miejsca zajetego
przez zero. Potem wybieramy miejsce dla czworki. Tym razem mamy 10 mozliwosci
— czwoérka moze staé¢ na kazdym miejscu z wyjatkiem obu miejsc zajetych przez zero
i dwdjke. Podobnie przy wyborze miejsca dla széstki — mamy 9 mozliwosci i przy wyborze
miejsca dla 6semki — mamy 8 mozliwosci. Lacznie — cyfry parzyste mozemy ustawié na
pieciu miejscach na 11-11-10-9 - 8 sposobdw.
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Nastepnie zauwazamy, ze mamy siedem wolnych miejsc i na kazdym z nich moze staé
dowolna cyfra nieparzysta. Na kazdym miejscu mozemy zatem ustawié¢ cyfre nieparzysta
na 5 sposobéw. Stad wynika, ze mamy 57 sposobéw ustawienia cyfr nieparzystych. To
lacznie daje 112-10-9- 8- 57 = 6806250000 liczb.

10. Ile jest liczb dwunastocyfrowych, w ktérych zapisie kazda cyfra nieparzysta wyste-
puje doktadnie jeden raz?

Rozwiagzanie. Powtérzymy oba sposoby rozwigzania zadania 8.
Sposdb I. W tym sposobie nie bedziemy przejmowac sie tym, ze na pierwszym miejscu
wystapi zero. Zatem rozmieszczamy cyfry nieparzyste na 12-11-10-9-8 sposobéw. Zostalo

7 wolnych miejsc i na kazdym z nich mozemy postawi¢ dowolna cyfre parzysta. Cyfry
parzyste mozemy ustawi¢ na 57 sposobéw. Lacznie mamy zatem 12-11-10-9-8-57 liczb.

Tak jak w zadaniu 2, policzyliSmy takze ,liczby” z zerem na poczatku. Musimy zatem
od otrzymanego wyniku odjaé¢ liczbe takich ,zlych liczb”. Zliczamy zatem liczby z zerem
na poczatku, w ktorych kazda cyfra nieparzysta wystapi dokladnie jeden raz. Miejsce
dla jedynki wybieramy tym razem na 11 sposobéw (pierwsze miejsce jest zajete przez
zero). Miejsce dla tréjki wybieramy na 10 sposob6w i tak dalej. Lacznie miejsca dla cyfr
nieparzystych wybieramy na 11-10-9-8 -7 sposob6w. Teraz mamy szes¢ miejsc wolnych
(pie¢ miejsc zajely cyfry nieparzyste, pierwsze miejsce jest zajete przez zero). Te sze$é
miejsc zapetlniamy cyframi parzystymi na 5% sposobéw — na kazdym miejscu moze staé
dowolna z pieciu cyfr parzystych. Tak wiec lgcznie mamy 11-10-9-8-7-55 ,zlych liczb”.

Ostatecznie szukana liczba liczb ,,dobrych” jest réwna
12:11-10-9-8-5"—11-10-9-8-7-5% = (12-5—7)-11-10-9-8-5% = 53-11-10-9-8-5° = 6558750000.

Okazuje sie, ze tym razem w zadaniach 9 i 10 otrzymaliémy rézne odpowiedzi. Widzimy
zatem, ze w zadaniach 7 i 8 byt to przypadek. Wyjasnie go po pokazaniu drugiego sposobu
rozwigzania.

Sposdéb II. Tym razem oddzielnie zliczymy ustawienia, w ktorych na pierwszym miejscu
stoi cyfra nieparzysta i w ktorych na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta. Potem
otrzymane liczby dodamy. Najpierw zliczamy liczby, w ktérych na pierwszym miejscu
stoi cyfra nieparzysta. Te cyfre wybieramy na jeden z pieciu sposobéw. Nastepne cztery
cyfry nieparzyste ustawiamy na czterech miejscach na 11 -10-9 - 8 sposobéw. Wreszcie
pieé¢ cyfr parzystych na siedmiu wolnych miejscach ustawiamy na 57 sposobéw. Facznie
mamy 5-11-10-9-8-57 =11-10-9-8 - 5% takich liczb.

Teraz rozpatrujemy liczby, w ktérych na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta. Zaczy-
namy od rozmieszczenia cyfr nieparzystych, pamietajac o tym, zeby pierwsze miejsce
pozostawi¢ wolne. Te cyfry mozemy rozmiesci¢ na 11-10-9 -8 - 7 sposobéw. Pozostalo
5 wolnych miejsc, w tym pierwsze miejsce. Na pierwszym miejscu moze sta¢ jedna z czte-
rech cyfr parzystych, na kazdym z pozostalych jedna z pieciu cyfr parzystych. Lacznie
mamy zatem 4-5% sposobéw umieszczenia cyfr parzystych. To daje 11-10-9-8-7-4-56 liczb.

Teraz dodajemy liczby otrzymane w dwéch przypadkach:
11-10-9-8-5%411-10-9-8-7-4-55=11-10-9-8-5%-(5-54+4-7) = 53-11-10-9-8-5°.

Otrzymalismy te sama odpowiedz, co w sposobie 1.
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Uwaga. Dlaczego w zadaniach 7 i 8 otrzymaliémy te sama odpowiedz? Zdefiniujmy dwa
zbiory:
e zbior P sklada sie ze wszystkich liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych kazda cyfra
parzysta wystepuje dokladnie jeden raz;
e zbiér N sklada si¢ ze wszystkich liczb dziesigciocyfrowych, w ktérych kazda cyfra
nieparzysta wystepuje dokladnie jeden raz.
Teraz kazda liczbe dziesieciocyfrowa, z wyjatkiem liczb zaczynajacych sie cyfra 1, taczymy
w pare z liczba utworzona w nastepujacy sposob:
e kazda cyfre parzysta danej liczby zwiekszamy o 1;
e kazda cyfre nieparzysta danej liczby zmniejszamy o 1.
Na przyktad liczbe 2310558230 taczymy w pare z liczbg 3201449321. Nietrudno zauwazy¢,
ze kazda liczba (z wyjatkiem liczb zaczynajacych sie cyfra 1) jest w parze z dokladnie
jedna liczba rézna od niej. Zauwazmy takze, ze jesli liczba nalezy do zbioru P, to liczba,
z ktora jest w parze, nalezy do zbioru N i na odwroét. To pokazuje, ze w zbiorach P i N jest
tyle samo liczb zaczynajacych sie cyfra rézna od 1. Sprawdzimy teraz, czy jest tez tyle
samo liczb zaczynajacych sie cyfra 1. Nietrudno zauwazyé, ze w zbiorze P jest 9-8-7-6-5-5%
takich liczb, a w zbiorze IV jest ich 9-8-7-6-5°. Te dwie liczby sa oczywiscie réwne.
Ogdlnie — przypuéémy, ze mamy dang liczbe naturalna n > 5 i definiujemy nastepujace
dwa zbiory:
e zbiér P, sklada sie ze wszystkich liczb n-cyfrowych, zaczynajacych sie cyfra 1, w kto-
rych kazda cyfra parzysta wystepuje dokladnie jeden raz;
e zbior N, sktada sie ze wszystkich liczb n-cyfrowych, zaczynajacych sie cyfra 1, w kto-
rych kazda cyfra nieparzysta wystepuje dokladnie jeden raz.
W zbiorze P, znajduje sie

(n=1)-(n=2)-(n=3)-(n—4)(n—5)-5""°
liczb. W zbiorze N,, znajduje sie
(n—1)-(n—2)-(n—3) (n—4)-5"°
liczb. Oczywiscie
(n—1)-(n—=2)-(n—=3)-(n—4)-(n—=5)-5"=n—-1)-(n—2)-(n—3)-(n—4)-5"°

wtedy i tylko wtedy, gdy n — 5 = 5, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy n = 10.
11. Na okregu wybrano n punktéw i poprowadzono wszystkie cieciwy o koncach w tych
punktach. Ile jest takich cigciw?

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze z kazdego punktu wychodzi n — 1 cieciw. Mamy zatem
n - (n — 1) cieciw. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na to, ze kazda cigciwe policzyliSmy
dwukrotnie. Na przyktad cigciwe AB policzylismy raz jako cigciwe wychodzaca z punktu
A i drugi raz jako cieciwe wychodzaca z punktu B. Inacze] méwiac, zliczaliSmy kornice
cieciw — a kazda cieciwa ma dwa konice. Otrzymany wynik musimy zatem podzieli¢ przez

n(n—1) . .
— cieciw.

2, otrzymujac ostatecznie liczbe

12. W turnieju szachowym uczestniczy n graczy. Kazdy gracz gra dokladnie jedng gre
z kazdym innym. W kazdej grze gracz, ktéry wygral, otrzymuje 1 punkt. Gracz,
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ktory przegral, otrzymuje 0 punktéw. W przypadku remisu obaj gracze dostaja
po pét punktu. Ile wynosi suma punktéw zdobytych przez wszystkich graczy po
zakonczeniu turnieju?

Rozwiagzanie. W kazdej grze obaj gracze otrzymuja tacznie 1 punkt. Zatem szukana
suma jest réwna liczbie rozegranych gier. Tak jak w poprzednim zadaniu, stwierdzamy,

. . . . . . . n(n—1)
ze kazdy gracz rozegral n — 1 gier, a wigc taczna liczba gier jest rowna ———.

13. Udowodnij, ze

n(n+1
Rozwigzanie. Popatrzmy na turniej, w ktérym uczestniczy n + 1 graczy. Z poprzed-
niego zadania wynika, ze taczna liczba rozegranych gier jest réwna % Tyle tez jest

réwna taczna liczba punktéw zdobytych przez wszystkich graczy, niezaleznie od wynikow
poszczegdlnych gier. Teraz ustawmy graczy w szeregu:

L1, T2,X3y.+.,Tp,Lnt1-

Bedziemy zliczaé¢ wszystkie gry w nastepujacy sposob. Przypusémy, ze gracz x; wygrat
z graczem x; wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ < j. Wéwczas:

gracz x1 zdobyl n punktéw,

gracz xo zdobyl n — 1 punktéw,

gracz x3 zdobyl n — 2 punkty,

[ ]
[ ]
[ ]
e ...
e gracz x, zdobyl 1 punkt,

e gracz x4, zdobyl 0 punktéw.

Dodajac liczby punktéw zdobytych przez poszczegdlnych graczy i korzystajac z poprzed-
niego zadania, otrzymujemy zadany wzor.

Uwaga. Otrzymany wzér ma wiele zastosowan. Istnieja tez inne sposoby udowodnienia
tego wzoru. Jeden z nich polega na wypisaniu liczb od 1 do n dwukrotnie, raz w kolejnosci
rosnacej, drugi raz w kolejnoéci malejacej:

1 2 3 ... m—2 n—1 n
n n—1 n—-2 ... 3 2 1

Zauwazmy, ze suma liczb w kazdej kolumnie jest rowna n + 1. Zatem suma wszystkich
wypisanych liczb jest réwna n - (n + 1) (liczba kolumn pomnozona przez sume w kazdej
kolumnie). Oznaczmy szukana sume przez S:

S=142+4+...4+n.

n(n+1
Wtedy 25 = n(n 4 1), skad § = 22

Ten sposéb ma tadna interpretacje geometryczna (na rysunku 20.31 — dlan = 7).

Rys. 20.31 Rys. 20.32
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Inny dowdd polega na zastosowaniu wzoru skréconego mnozenia:

1+1)2 = 12 + 2-1-1 + 12
2+1)?2 = 22 + 2.2-1 + 12
B+1)? = 3 + 2:3-1 + 12
(n+1)2 = n? + 2.n-1 + 12

Dodajmy teraz otrzymane réownosci kolumnami:
22432+ )+ (n+ 12 =124+ (22432 . 4 n?) +2- (14243 +.. .+ n)+n-17

(n+1)*=1*+2-S+n.
Stad
2S=(n+1)°? —n—1=n*+2n+1-n—-1=n*+n=n(n+1).
Po podzieleniu obu stron przez 2, otrzymujemy znany wzor.

7 tego wzoru wynikajg tatwo dwa inne wazne wzory. Najpierw wzor na sume n poczat-
kowych liczb parzystych:

n(n+1)

24446+ .+ (20) =2 (1+243+...+n) =2 —

=n(n+1).
Nastepnie wzér na sume n poczatkowych liczb nieparzystych:

1+34+5+...+2n—-1)=2-1-1)+2-2-1)+2-2-1)+...+(2-n—-1) =
1
:2.(1+2+3+...+n)—n.1:2-@—n:
2

=nn+1)—n=n>+n—n=n’
Ostatni wzor takze ma ladng interpretacje geometryczna (na rysunku 20.32 dla n = 7).
14. Ile jest liczb dziesigciocyfrowych o sumie cyfr rownej 27

Rozwiagzanie. Jedna z takich liczb jest 2000000000. Nastepne 9 liczb otrzymujemy
w nastepujacy sposéb: 1000000001, 1000000010, 1000000100, ..., 1100000000.
Lacznie mamy zatem 10 takich liczb.

15. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 37

Rozwiazanie. Jedna z takich liczb jest 3000000000. Nastepne 18 liczb otrzymamy w na-
stepujacy sposob:

2000000001, 2000000010, 2000000100, ..., 2100000000,

1000000002, 1000000020, 1000000200, ..., 1200000000.

Wreszcie ostatnie % = 36 liczb otrzymamy stawiajac na pierwszym miejscu jedynke

i wybierajac z pozostalych dziewigciu miejsc dwa na nastepne dwie jedynki. Pozostate
miejsca zapelniamy zerami. Te liczby mozemy wypisa¢ w nastepujacej kolejnosci:

e najpierw mamy 8 liczb zaczynajacych si¢ od dwoch jedynek
1100000001, 1100000010, 1100000100, ..., 1110000000;
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e nastepnie mamy 7 liczb zaczynajacych sie od cyfr 101
1010000001, 1010000010, 1010000100, ..., 1011000000;
e nastepnie mamy 6 liczb zaczynajacych sie od cyfr 1001

1001000001, 1001000010, 1001000100, ..., 1001100000;

i tak dalej
az wreszcie mamy 2 liczby zaczynajace sie od cyfr 10000001

1000000101, 1000000110

e i jakp ostatnia, liczbe 1000000011.

Lacznie mamy 1+243+4+4+5+64+7+8 = % = 36 liczb z trzema jedynkami. Wszystkich
liczb o sumie 3 mamy zatem 1+ 18 + 36 = 55.

16. Ile jest liczb n-cyfrowych o sumie cyfr réwnej 27

Rozwiazanie. Jedna z tych liczb jest 200...0. Pozostate n — 1 liczb otrzymujemy sta-
n—1

wiajac na pierwszym miejscu jedynke, wybierajac na n — 1 sposobéw miejsce na druga

jedynke i wypelniajac wolne miejsca zerami. f.acznie mamy zatem n takich liczb.

17. Tle jest liczb n-cyfrowych o sumie cyfr réwnej 37

Rozwigzanie. Jedna z takich liczb jest 300...0. Nastepne n — 1 liczb otrzymamy sta-
n—1
wiajac na pierwszym miejscu cyfre 2, wybierajac na n — 1 sposobéw miejsce na jedynke
i wypelniajac pozostale miejsca zerami. Jesli zamienimy teraz jedynke z dwojka, to otrzy-
. . . . (n—l)(n—Q) . ..

mamy kolejne n — 1 liczb. Wreszcie ostatnie ~——5—= liczby otrzymamy stawiajac na
pierwszym miejscu jedynke, wybierajac sposrod nastepnych n — 1 miejsc dwa miejsca na
jedynki i wypelniajac pozostale miejsca zerami. Takich liczb jest wigc

n—1)(n-2) 2+4mn—-1)+(n—1)(n—2)
2 B 2
_244n—44n*-2n—-n+2 n’4+n_ nn+1)

1+2(n—1)+

2 2 2

18. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i wystepuja
dokladnie dwie cyfry parzyste?

Rozwiagzanie. Najpierw z dziesieciu miejsc wybieramy dwa miejsca na cyfry parzyste.
Mozemy to zrobi¢ na % = 45 sposob6w. Nastepnie na tych dwoch miejscach umiesz-
czamy dwie cyfry parzyste: na kazdym jedna z czterech cyfr. Mozemy to zrobié na 42
sposobow. Wreszcie na pozostalych o$miu miejscach ustawiamy cyfry nieparzyste — mo-
zemy to zrobié na 5% sposobéw. Lacznie mamy 45 - 42 - 58 = 281250000 liczb.

19. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero i wystepuja

dokladnie dwie cyfry nieparzyste?

Rozwigzanie. Tak jak w zadaniu poprzednim, miejsca na cyfry nieparzyste wybieramy
na 45 sposobéw. Nastepnie dwie cyfry nieparzyste ustawiamy na tych miejscach na 52
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sposobéw. Wreszcie na kazdym z oSmiu wolnych miejsc stawiamy jedng z czterech cyfr
parzystych réznych od zera. Mozemy to zrobié na 4% sposobéw. Lacznie mamy zatem
45 - 52 - 48 = 73728000 liczb.

20. Ile jest liczb dziesigciocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja doktadnie dwie cyfry
parzyste?

Rozwigzanie. W tym zadaniu znéw mamy problem zwiazany z zerem na pierwszym
miejscu. Najpierw wybieramy dwa miejsca na cyfry parzyste i ustawiamy dwie cyfry na
wybranych miejscach. Tu mamy dwa przypadki. Jesli wybierzemy dwa miejsca oprocz
pierwszego (na % = 36 sposobdéw), to na tych miejscach mozemy ustawié cyfry parzyste
na 5% = 25 sposobéw. Jesli natomiast wybierzemy pierwsze miejsce (i jakie$ inne) — tu
mamy 9 sposobéw wyboru miejsc, to na tych miejscach mozemy ustawié¢ cyfry parzyste
na 4 -5 = 20 sposobéw. Lacznie mamy 36 - 25 + 9 - 20 = 1080 sposobéw ustawienia cyfr
parzystych. Teraz ustawiamy 8 cyfr nieparzystych na 5% sposobéw.

Lacznie mamy 1080 - 5% = 421875000 liczb.

21. Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja dokladnie dwie cyfry
nieparzyste?

Rozwiazanie. W tym zadaniu takze musimy zmierzy¢ sie z problemem zera na pierw-

Szym miejscu.

Najpierw, w pierwszym przypadku, wybieramy dwa miejsca (oprécz pierwszego) dla liczb

nieparzystych. Mozemy to zrobi¢ na 36 sposob6éw. Nastepnie na tych miejscach ustawiamy

dwie cyfry nieparzyste. Mozemy to zrobié na 52 = 25 sposobéw. Wreszcie cyfry parzyste

ustawiamy na 4 - 57 spsosobéw. Lacznie mamy 36 - 52 - 4 - 57 = 144 - 59 liczb.

Nastepnie, w drugim przypadku, wybieramy dla cyfr nieparzystych miejsce pierwsze

i jeszcze jakie$ inne miejsce. Mozemy to zrobi¢ na 9 sposobéw. Teraz na tych dwoch

miejscach ustawiamy cyfry nieparzyste na 5% sposobéw. Teraz cyfry parzyste mozemy

ustawi¢ na 5% sposobéw. W tym przypadku mamy tacznie 9 - 52 - 58 = 45 - 59 liczb.

Dodajac wyniki otrzymane w obu przypadkach, dostajemy 189 - 58 = 73828125 liczb.

22. Prostokat o wymiarach 10 x 1 podzielono na 10 kwadratéw. W kazdy z tych kwa-
dratéw chcemy wpisaé jedng liczbe: 1, 2 lub 3. Chcemy przy tym, by kazda liczba
wystapita co najmniej jeden raz. Ponadto chcemy, by wpisane liczby tworzyly ciag
niemalejacy, tzn. wszystkie liczby 1 majg znajdowac sie na lewo od liczb 2 i wszyst-
kie liczby 3 maja wystepowac na prawo od liczb 2. Jeden przyklad takiego wpisania
liczb widzimy na rysunku 20.16:

[L[afe]1]1]2]2]3[3]3] Rys. 2016

Na ile sposobéw mozna wpisaé te liczby do naszego prostokata, spelniajac powyzsze

warunki?
Rozwiazanie. Pierwszy sposéb rozwiagzania polega na zliczaniu sposobéw wpisania liczb
w zaleznosci od liczby wpisanych jedynek. Jesli wpiszemy jedna jedynke, to bedziemy
mieli 8 sposobéw wpisania dwojek: musimy wpisa¢ co najmniej jedna dwdjke i mozemy
wpisa¢ co najwyzej 8 dwdjek, by zostawi¢ co najmniej jedno miejsce dla tréjek. Jesli
wpiszemy dwie jedynki, to bedziemy mieli 7 sposobéw wpisania dwdjek i tak dalej. FLaczna
liczba sposobéw wpisania liczb jest zatem réwna

8+7+6+5+4+3+2+1=236.
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Te wszystkie sposoby wpisania liczb mozemy wypisac:
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Drugi sposéb rozwigzania polega na zliczaniu sposobéw podziatu tablicy zlozonej z 10 pdl
na trzy niepuste bloki. Mamy do wyboru 9 mozliwych miejsc, w ktérych bloki liczb ze
sobg granicza (rys. 20.33).

| ]
[ Rys. 20.33

— —
—
—

| [ ]
FAts

Z tych 9 miejsc mamy wybra¢ dwa. Mozemy to zrobi¢ na

w:9~4:36

Sposobow.

23.

Prostokat o wymiarach 10 x 1 podzielono na 10 kwadratéw. W kazdy z tych kwadra-
tow mamy wpisaé jedna liczbe: 1, 2 lub 3. Chcemy, by wpisane liczby tworzyly ciag
niemalejacy, tzn. na poczatku wystepuje blok liczb 1, potem blok liczb 2 i na koncu
blok liczb 3. Nie wymagamy przy tym, by kazda liczba wystapila co najmniej jeden
raz, tzn. niektore bloki liczb moga nie wystapi¢. Dwa przyklady takiego wpisania
liczb widzimy na rysunkach 20.17 i 20.18:

[1]1]1]2]2]2]2]2[3]3] Ry 2017

[]1]1[1]1[1]3]3[3]3] mys 2018

Na ile sposobéw mozna wpisaé te liczby do naszego prostokata, spelniajac powyzsze
warunki?
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Rozwigzanie. Pokazemy cztery sposoby rozwiazania zadania. Sposob pierwszy polega
na bezposrednim zliczaniu wszystkich mozliwosci podziatu 10 pél naszej tablicy na trzy
bloki. Bedziemy zlicza¢ podzialy tablicy w zalezno$ci od liczby jedynek. Blok jedynek
moze mie¢ dlugoéé od 0 do 10. Przyjrzyjmy sie mozliwosciom podziatu:
e jesli blok jedynek ma dlugosé 0, to mamy 11 mozliwosci podzialu pozostatych pol
na bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek moze mie¢ dlugoéc od zera do 10;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 1, to mamy 10 mozliwosci podzialu pozostalych pdl
na bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek moze mie¢ dlugosé od zera do 9;
e jesli blok jedynek ma dtugosé 2, to mamy 9 mozliwosci podziatu pozostatych pél na
bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek moze mieé¢ dlugosé od zera do 8§;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 3, to mamy 8 mozliwoéci podziatu pozostalych pdl na
bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek moze mie¢ dlugosé od zera do 7;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 4, to mamy 7 mozliwoéci podzialu pozostalych pdl na
bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek moze mieé¢ dlugos$é od zera do 6;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 5, to mamy 6 mozliwoéci podziatu pozostalych pél na
bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek moze mieé¢ dlugosé od zera do 5;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 6, to mamy 5 mozliwoéci podziatu pozostalych pdl na
bloki dwdjek i tréjek — blok dwdjek moze mieé¢ dtugosé od zera do 4;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 7, to mamy 4 mozliwoéci podzialu pozostalych pdl na
bloki dwdjek i tréjek — blok dwdjek moze mieé¢ dtugosé od zera do 3;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 8, to mamy 3 mozliwoéci podziatu pozostalych pél na
bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek moze mie¢ dlugos¢ od zera do 2;
e jesli blok jedynek ma dlugosé 9, to mamy 2 mozliwoéci podziatu pozostalych pdl na
bloki dwdjek i tréjek — blok dwdjek moze mieé¢ dhugosé od zera do 11;
e jesli blok jedynek ma dlugos$é 10, to mamy 1 mozliwo$é podziatu pozostatych pél na
bloki dwdjek i trojek — blok dwdjek musi mie¢ dtugosé zero.
FLacznie mamy 66 mozliwosci podzialu 10 pél na bloki jedynek, dwojek i tréjek.
Drugi sposéb rozwiazania polega na zliczaniu sposobéw wyboru granic miedzy blokami.
Roé6znica miedzy tym zadaniem i poprzednim polega na tym, Ze teraz granice podzialu
moga znajdowac sie koto siebie. Narysujmy 10 czarnych kétek oznaczajacych pola naszej
tablicy.

Musimy dorysowaé¢ dwie granice miedzy blokami. Moga one byé wpisane w dowolny
spos6éb w 11 wolnych miejsc. Pamietajmy przy tym, ze mozna wpisaé kilka granic w to
samo wolne miejsce. Oznaczmy te granice bialymi kétkami. Kazdy uktad 10 czarnych
i 2 bialych kélek jednoznacznie wyznacza podzial tablicy na bloki. Na przyktad uktad

[ ] [} [ ] o) [ ] [ ] [} [ ] [ ] O o o
wyznacza podzial z pierwszego przyktadu z tresci zadania. Natomiast uktad

® 6 o o o o O O e o o o

wyznacza podzial z drugiego przykladu. Musimy zatem policzy¢ wszystkie uktady 10
czarnych i 2 biatych kotek. Mamy lacznie 12 koétek i wystarczy wskazaé miejsca, na
ktoérych stoja biate kotka. Poniewaz istnieje

12-11
—=

66
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mozliwoéci wskazania tych dwéch miejsc, wiec istnieje 66 mozliwos$ci wpisania liczb do
tablicy w kolejnosci niemalejace;j.

Trzeci sposéb rozwiazania polega na wyborze innej reprezentacji graficznej podziatu.
Narysujmy pokratkowany prostokat o wymiarach 10 x 2 (rys. 20.34).

Rys. 20.34

Na pierwszej linii (liczac od dotu) pogrubimy tyle kratek, ile mamy jedynek w tablicy, na
drugiej linii tyle kratek, ile mamy dwdjek i wreszcie na trzeciej pogrubimy tyle kratek, ile
mamy tréjek. Dla tablicy z pierwszego przyktadu otrzymamy w ten sposéb nastepujace
pogrubione linie (rys. 20.35).

Rys. 20.35

Polaczymy je nastepnie liniami pionowymi, otrzymujac w ten sposéb droge prowadzaca
z punktu A do punktu B, czyli z lewego dolnego do prawego gérnego wierzchotka pro-
stokata (rys. 20.36).

B

A Rys. 20.36

Zauwazmy, ze po tej drodze poruszamy sie od A do B, idac zawsze tylko w prawo lub
do géry. Inaczej méwiac, nie mozemy sie cofaé. Kazdy uklad liczb wpisanych do tablicy
odpowiada jednej takiej drodze i odwrotnie, kazda taka droga wyznacza jednoznacznie
jeden uktad liczb w tablicy. Na przyklad drugiej tablicy z tresci zadania odpowiada droga

(rys. 20.37).
B

A Rys. 20.37

Zadanie polega wiec na policzeniu wszystkich drég z A do B. Zauwazmy w tym celu,
ze kazda droga jest wyznaczona jednoznacznie przez ciag 12 odcinkéw — 10 poziomych
i 2 pionowych. Taki ciag jest z kolei wyznaczony jednoznacznie przez wskazanie miejsc,
na ktérych znajduja sie odcinki pionowe. Mamy 12 miejsc i musimy wskazaé 2 miejsca.
Mozna to uczynié¢ na LQH = 66 sposobow.

Uwaga. Mozna zauwazy¢, ze w pokratkowanym prostokacie o wymiarach m x n istnieje
(m:;") = (m:") najkrétszych drég z A do B, tzn. takich, ze idziemy zawsze w prawo lub

do géry (czyli takich jak na rysunku 20.38):
B

A J

Rys. 20.38

3<
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Zauwazmy bowiem, ze kazda taka droge mozemy zakodowaé za pomoca ciaggu zer i jedy-

nek — odcinek poziomy kodujemy za pomocg zera, pionowy za pomoca jedynki. Droge

przedstawiong na rysunku 20.38 kodujemy zatem za pomoca ciagu
(0,1,0,0,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0).

Trzeba jeszcze zauwazy¢, ze kazda rozwazana droga sklada sie z dokladnie m odcinkéow

poziomych i n odcinkéw pionowych.

Popatrzmy wreszcie na czwarty sposob rozwiazania zadania. Zliczamy sposoby wpisania
liczb do tablicy. Liczby te tworzg, ciag
(a1,a2,a3,a4,as, as, ar, as, ag, aio)
o wyrazach ze zbioru {1,2,3}. Ciag ten jest przy tym niemalejacy:
a1 <ax <ag<ag<as <ag<ay <ag < ag < app-
7 ciggu tego tworzymy nowy cigg rosnacy
b1 < by <bg <by <by <bg<by <bg <bg < byp.

Przyjmujemy w tym celu:

by = ay, bg = ag + 5,
bo =as +1, b; = a7 + 6,
b3 = az + 2, bg = ag + 7,
by = a4 + 3, by = ag + 8,
bs = as + 4, bio = a1p +09.
Nietrudno zauwazyé, ze ciag (b1, ba, ..., b1g) rzeczywiscie jest rosnacy, jego wyrazy naleza

do zbioru {1,2,...,12} oraz kazdy ciag rosnacy o wyrazach nalezacych do tego zbioru
powstaje z jednego ciagu niemalejacego o wyrazach ze zbioru {1, 2,3}. Wystarczy zatem
policzy¢ ciagi rosnace o wyrazach ze zbioru {1,2,...,12}. W tym celu zauwazamy, ze
kazdy ciag rosnacy jest wyznaczony jednoznacznie przez 10 liczb bedacych jego wyra-
zami. Musza one by¢ uporzadkowane w tym ciagu od najmniejszej do najwickszej. Inaczej
moéwiac, taki ciag jest wyznaczony jednoznacznie przez 2 liczby, ktore nie sg jego wyra-
zami. Zatem liczba takich ciagéw rosnacych jest rowna liczbie sposobéw wyboru 2 liczb
sposrod 12 liczb, czyli jest rowna

1211

66.
2

Zatem istnieje 66 sposobow wpisania liczb do tablicy.

24. Szescioro rodzenstwa (czterech chlopcéw i dwie dziewczynki) kupito bilety do kina
na miejsca od 1 do 6 w tym samym rzedzie. Na ile sposobéw moga oni wybraé
miejsca tak, by dziewczynki nie siedzialy obok siebie?
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Rozwiazanie. Najpierw wybieramy miejsca, na ktérych moga usiaéé¢ chlopcy i dziew-
czeta. Mamy nastepujacych 10 sposob6éw podziatu miejsc (kétka czarne oznaczaja miejsca
dla chlopcéw, biate dla dziewczat):

1: O e 0O e e e 6: e O o o O o
2: O e e 0 e e 7 e O o o o O
3: O e e e O e 8: e ¢ O o O o
4 : O e o e e © 9: e ¢ O o @ ©
5: e O ® O o o 10 : e ¢ ¢ O o O

Nastepnie na kazdym z czterech miejsc przeznaczonych dla chltopcéw mozemy ich posa-
dzi¢ na 4-3-2-1 = 24 sposoby. Podobnie, dziewczeta mozemy posadzi¢ na wybranych dla
nich miejscach na 2-1 = 2 sposoby. Lacznie, korzystajac z reguly mnozenia, otrzymujemy

10-24 -2 = 480

sposobéw posadzenia dziewczat i chtopcow.

Liczbe sposobéw wyboru miejsc dla chtopcéw i dziewczynek mozna takze obliczyé naste-
pujacym sposobem. Rysujemy cztery czarne koteczka oznaczajace miejsca dla chtopcow.

Dziewczeta moga zajaé pie¢ miejsc: dwa miejsca skrajne i trzy miejsca miedzy chtopcami.
Te miejsca zaznaczone sa strzatkami.

[ ] [ ) [} [ ]
T 1T 11
Dziewczeta maja wybraé¢ dla siebie dwa miejsca spoérdd tych pieciu. Moga to zrobié na

5-4
— =10

Sposobow.

25. Ile istnieje trojek uporzadkowanych (z,y, z) liczb calkowitych dodatnich takich, ze
r+y+2z=107

A ile istnieje takich tréjek liczb calkowitych nieujemnych? A ile (w obu wariantach)
jest rozwiagzan réwnania
r+y+z=n,

gdzie n jest dana liczbg catkowita dodatnia?

Rozwigzanie. Niech x oznacza liczbe jedynek wpisanych do tablicy, y liczbe dwdjek
i z liczbe tréjek. To zadanie okazuje sie by¢ inaczej sformutowanym zadaniem o wpisy-
waniu liczb do tablicy. Jesli mamy do czynienia z liczbami dodatnimi, to jest to zadanie
22; jedli z liczbami nieujemnymi, to jest to zadanie 23.

W przypadku liczb dodatnich odpowiedz ogdlna to % W przypadku liczb nie-
ujemnych odpowiedz to W
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1.

Zestaw 6.
Zasada szufladkowa Dirichleta

Udowodnij, ze:
a) wéréd dowolnych 3 oséb co najmniej dwie sa tej samej plci;
) wéréd dowolnych 13 os6b co najmniej dwie urodzily sie w tym samym miesiacu;
) prosta nieprzechodzaca przez wierzchotek tréjkata nie moze przecia¢ 3 bokéw;
) plaszczyzna nieprzechodzaca przez wierzcholek czworoécianu moze przeciaé co
najwyzej 4 krawedzie;
e) wéréd b punktéw lezacych w tréjkacie réwnobocznym o boku 2 co najmniej dwa
sa oddalone nie wiecej niz o 1;
f) wéréd 17 punktéw lezacych w tréjkacie réwnobocznym o boku 2 co najmniej
dwa sa oddalone nie wiecej niz o %;
g) spodrdd 12 liczb dwucyfrowych mozna wybraé dwie, ktérych réznica jest liczba
o dwdéch jednakowych cyfrach;
h) wérdd liczb postaci 10" (dla n = 1,2,3,...) istnieje nieskofnczenie wiele liczb
dajacych te sama reszte z dzielenia przez 17.

=3

[="¥e]

Rozwiazanie.

2)
b)

)

Szufladki — dwie plcie. Piteczki — trzy osoby.
Szufladki — 12 miesiecy. Piteczki — 13 oséb.

Szufladki — dwie pélplaszczyzny, na ktére dana prosta podzielita plaszczyzne. Pi-
teczki — wierzcholtki trojkata. Trzeba zauwazy¢, ze odcinek laczacy dwa punkty
lezace w tej samej polplaszczyznie jest caly zawarty w tej pélplaszcezyinie (pol-
plaszczyzna jest figura wypukla).

Szufladki — dwie pélprzestrzenie, na ktére dana plaszczyzna podzielila przestrzen.
Piteczki — wierzchotki czworoécianu. Trzeba skorzystaé z tego, ze polprzestrzen jest
figura wypukta.

Szufladki — 4 tréjkaty réwnoboczne o boku 1, na ktére dzielimy dany tréojkat, taczac
srodki bokéw. Piteczki — 5 punktéw. Trzeba udowodnié, ze dwa punkty lezace
wewnatrz lub na brzegu trojkata réwnobocznego o boku a sa odlegle co najwyzej o a.

Szufladki — 16 tréjkatow réwnobocznych o boku %, na ktére mozna podzieli¢ dany
trojkat. Piteczki — 17 punktow.
Szufladki — 11 reszt z dzielenia przez 11. Piteczki — 12 liczb.

Szufladki — 17 reszt z dzielenia przez 17 (a nawet tylko 16 reszt, bo zadna z rozwa-
zanych liczb nie daje reszty 0). Pileczki — nieskoficzenie wiele liczb.

. 7 ciagu liczb 1,4,7,10,...,94,97,100 wybrano 20 liczb. Udowodnij, ze wéréd nich

sa co najmniej dwie rézne liczby o sumie rownej 104.

Rozwigzanie. Szufladkami sg zbiory liczb:

{1}, {4,100}, {7,97},{10,94}, ..., {43,61}, {46, 58}, {49, 55}, {52}.

Pileczkami sa dane liczby. Trzeba zauwazy¢, ze do co najmniej jednego zbioru dwuele-
mentowego wpadna dwie piteczki.

3.

Udowodnij, ze wéréd dowolnie wybranych n + 1 liczb catkowitych znajduja sie co
najmniej dwie takie, ze ich réznica jest podzielna przez n.

Rozwigzanie. Szufladki — n reszt z dzielenia przez n. Pileczkami jest n + 1 liczb.
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4. Udowodnij, ze wsréd n + 1 liczb wybranych ze zbioru {1,2,...,2n} znajduja sie
dwie, z ktérych jedna jest dzielnikiem drugiej.

Rozwigzanie. Kazdg z tych n+ 1 liczb przedstawiamy w postaci 2% -1, gdzie [ jest liczba
nieparzysta ze zbioru {1, 3,...,2n—1}. Szufladkami sa te liczby nieparzyste [, piteczkami
— dane liczby.

5. Liczba a nie dzieli sie ani przez 2, ani przez 5. Udowodnij, ze pewna jej wielokrotnosé
ma w zapisie dziesietnym same jedynki.

Rozwiazanie. Szufladkami jest a reszt z dzielenia przez a, piteczkami sa liczby postaci
1,11,111,1111, 11111, 111111, ...

7 zasady szufladkowej wynika, ze co najmniej dwie liczby tej postaci daja te sama reszte
z dzielenia przez a. Zatem réznica tych dwdéch liczb jest podzielna przez a. Ta réznica ma
posta¢ 111...11000...00, czyli 11...1-10™ dla pewnych m i n. Teraz wystarczy skorzy-

staé z tego, ze NWD(a, 10) = 1. Mianowicie, jesli a | 11...1-10™ oraz NWD(a, 10) = 1,

m

toa|ll...1.

m
6. Liczby od 1 do 101 wypisano na tablicy w dowolnej kolejnosci. Udowodnij, ze mozna
wytrzeé 90 z nich w taki sposéb, by pozostalte tworzyly ciag rosnacy lub malejacy.

Rozwigzanie. To zadanie jest bardzo trudne i trudno oczekiwaé, by uczniowie samo-
dzielnie je rozwiazali. Jednak, z drugiej strony, jest to bardzo dobre zadanie szkoleniowe.
W ogdélnej postaci (spoéréd n? +1 liczb mozna wybraé podciag rosnacy lub malejacy dtu-
gosci n 4 1) to zadanie jest znane jako twierdzenie Erdosa-Szekeresa. Pod kazda liczba
wypisujemy dlugosé najdluzszego ciagu rosnacego, koniczacego si¢ ta liczba. Jesli wsréd
wypisanych liczb wystapi liczba 11, to mamy ciag rosnacy zadanej dlugosci. Jesli nie, to
z zasady szufladkowej wynika, ze ktéras liczba wystapi co najmniej 11 razy. Nietrudno
wykazaé, ze liczby, nad ktérymi ona wystapi, tworza ciag malejacy. Popatrzmy na przy-
ktad 17 liczb. Szukamy ciagu rosnacego lub malejacego dlugosci 5:

16 7 13 9 5 8 12 4 10 1 17 15 14 11
11 2 212 3 1 3 1 4 4 4 4
Liczby 16, 7, 5, 4, 1, pod ktérymi wystapila jedynka (a takze 13, 9, 8, 3, 2 — pod ktérymi

wystapila liczba 2), tworza ciag malejacy.

7. Na przyjeciu znalazlo si¢ n os6b. Udowodnij, ze co najmniej dwie z nich maja wérod
obecnych te samg liczbe znajomych.
Uwaga. Zakladamy, ze nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych,
oraz ze osoba A zna osobe B wtedy i tylko wtedy, gdy B zna A.

Rozwiazanie. Szufladki — liczby znajomych poszczegdlnych oséb na przyjeciu. Pileczki
— osoby na przyjeciu. Z pozoru zasada szufladkowa nie daje sie zastosowaé¢, bo mamy
n szufladek (liczba znajomych moze byé¢ dowolna liczba od 0 do n — 1) i n piteczek.
Zauwazmy jednak, ze liczby znajomych 0 i n — 1 nie moga wystapi¢ jednoczeénie; mamy
zatem tylko n — 1 mozliwych szufladek (liczby od 0 don — 2 lub od 1 do n — 1).
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8. Udowodnij, ze wsrdéd 6 dowolnych oséb albo sa trzy, ktére sie znaja, albo sg trzy
takie, ze zadne dwie z nich si¢ nie znaja.

Rozwiagzanie. Wybieramy jedna osobe. Albo istnieja trzy osoby, ktére ona zna, albo

trzy osoby, ktorych ona nie zna. Rozpatrzmy przypadek, gdy wybrana osoba A zna trzy

osoby: B, C'i D (drugi przypadek rozpatruje si¢ analogicznie). Jesli ktéres dwie sposréd

oséb B, C'i D znaja sie, to wraz z osoba A tworzg trojke znajomych. Jesli zadne sie nie

znaja, to tworza tréjke nieznajomych.

Uwaga. Analogiczne zadanie dla 5 os6b nie jest prawdziwe. Przypusémy, ze mamy osoby

Ay, ..., As. Pary znajomych, to:

{Al,Ag}, {Al,AQ}, {Al,AQ}, {Al,AQ}, {Al,AQ}.

Inaczej méwiac, graf znajomosci ma postaé taka jak na rysunku 20.39. Nie-
trudno przekonaé sie, ze woéwczas w kazdej tréjce oséb jakas para sie zna
i jakas para si¢ nie zna.

Rys. 20.39

9. Mamy danych 5 liczb catkowitych. Udowodnij, ze istnieja wsrdd nich 3 liczby, ktorych
suma jest podzielna przez 3.

Rozwigzanie. Szufladkami beda reszty z dzielenia przez 3. Mamy zatem 3 szufladki.
Mozliwe sa 2 przypadki.

o W kazdej szufladce znajduje sie co najmniej jedna liczba. Bierzemy po jednej liczbie
z kazdej szufladki i zauwazamy, ze ich suma dzieli si¢ przez 3.

e Co najmniej jedna szufladka jest pusta. Wtedy w ktorejs szufladce znajduja sie co
najmniej 3 liczby. Wybieramy 3 liczby z tej szufladki i znéw zauwazamy, ze ich suma
dzieli si¢ przez 3.

10. Mamy danych 17 liczb catkowitych. Udowodnij, ze istnieje wsrdd nich 9 liczb, ktérych
suma jest podzielna przez 9.

Rozwiazanie. Bierzemy dowolne 5 liczb. Wéréd nich znajduja sie 3 liczby ai,aq, as,
ktérych suma dzieli sie przez 3: a1 + a2 + a3 = 3k;. Te 3 liczby odkladamy na bok.
Pozostato 14 liczb. Powtarzamy te konstrukcje: bierzemy dowolne 5 liczb i wsréd nich
znajdujemy 3 liczby ay,as,ag, ktérych suma dzieli sie przez 3: a4 + a5 + ag = 3ko.
W podobny sposéb znajdujemy jeszcze 3 takie tréjki liczb:

a7 +ag +ag = 3k3, aip+ai +aix =3ks, a3+ as+ais = 3ks.

Wiréd pieciu liczb kq, ko, k3, k4, ks znajduja sie 3 liczby, ktorych suma dzieli sie przez 3.
Bez straty ogdlnosci (bowiem mozemy te liczby przenumerowaé) mozemy zalozyé, ze

k1+k2+k3 =3m.
Wéwezas

al—l—ag—l—ag—l—...—l-ag:3k;1+3k2+3k3:3(k1+k2+k3)=3~3m:9m.

11. Mamy danych 68 liczb catkowitych wybranych ze zbioru liczb od 1 do 100. Udowod-
nij, ze istnieja wsrod nich dwie liczby a i b takie, ze 2a = b.

Rozwigzanie. Stworzymy 67 szufladek. Pileczkami beda dane liczby. Wowczas w co

najmniej jednej szufladce znajda sie 2 pileczki. A oto te szufladki:
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pierwsze 25 szufladek ma postaé {k}, gdzie k jest liczba nieparzysta wieksza od 50;
nastepne 25 szufladek ma postaé {k, 2k}, gdzie k jest liczba nieparzysta mniejsza od 50;
nastepne 7 szufladek ma postaé {k}, gdzie k = 4m dla m = 13,15,17,19, 21, 23, 25;
nastepne 6 szufladek ma postaé¢ {k, 2k}, gdzie k = 4m dlam =1,3,5,7,9,11;
ostatnie 4 szufladki to: {16, 32}, {48,96}, {64}, {80}.

Nietrudno zauwazy¢, ze kazda liczba ze zbioru liczb od 1 do 100 trafita do ktorejs szufladki
oraz ze jesli 2 liczby znalazly sie w tej samej szufladce, to jedna jest dwa razy wigksza
od drugiej.

12.

Prostokat o wymiarach 3 x 7 podzielono na 21 kwadratéw. Kazdy z tych kwadratéw
pomalowano na biato lub szaro. Przyklad takiego kolorowania widzimy na rysunku
20.19. Udowodnij, ze istnieje prostokat, ktorego boki zawieraja sie w liniach podziatu,
majacy cztery narozne pola tego samego koloru (rys. 20.20).

Rys. 20.19 Rys. 20.20

Rozwigzanie. Popatrzmy na kolumny naszego prostokata. Kazda sklada sie z trzech
kwadratéw, a wigc istnieje dokladnie 8 rodzajéw kolumn (rys. 20.40).

1 2 3 45 6 7 8 Rys. 20.40

Mozliwe sg trzy przypadki:

13.

W rozwazanym prostokacie wystepuje kolumna typu 1.

Woweczas jesli wystapi ktérakolwiek z kolumn majacych co najmniej 2 kwadraty
biate (czyli kolumna typu 1, 2, 3 lub 5), to znajdziemy prostokat o 4 rogach bialych.
Jedli natomiast nie wystapi kolumna zadnego z tych 4 typoéw, to kazda z pozosta-
lych 6 kolumn ma jeden z czterech typow: 4, 6, 7 lub 8. Jeden typ sie powtérzy
i znajdziemy prostokat o 4 rogach czarnych.

W rozwazanym prostokacie wystepuje kolumna typu 8.

Prowadzimy rozumowanie analogiczne do poprzedniego.

W rozwazanym prostokacie nie wystepuja kolumny typu 11 8.

Zatem mamy 7 kolumn 6 typow. Z zasady szufladkowej wynika, ze 2 kolumny maja
ten sam typ i wtedy latwo znajdujemy prostokat o 4 rogach tego samego koloru.

Prostokat o wymiarach 4 x 28 podzielono na 112 kwadratéw. Kazdy z tych kwadratéw
pomalowano na jeden z trzech koloréw: czerwony, niebieski i zielony. Udowodnij,
ze istnieje prostokat, ktoérego boki zawierajg si¢ w liniach podzialu, majacy cztery
narozne pola tego samego koloru.

Rozwigzanie. Ponumerujmy wiersze (liczac na przykltad od dotu) liczbami od 1 do 4 oraz
kolumny (liczac od lewej strony) liczbami od 1 do 28. Popatrzmy najpierw na pierwszy
wiersz. Jest w nim 28 kwadratéw, kazdy jest pomalowany jednym z trzech koloréw. Z za-
sady szufladkowej wynika, ze jeden kolor wystapi co najmniej 10 razy. Bez zmniejszenia
ogolnosci mozemy zatozyé, ze jest to kolor czerwony. Zauwazmy nastepnie, ze zamiana
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kolumn nie zmienia tezy: jesli przed zamiang byl prostokat o jednokolorowych rogach to
po zamianie tez bedzie taki prostokat (i oczywiscie na odwrét). Mozemy zatem zamienié
kolumny tak, by w pierwszych 10 kolumnach pole w pierwszym wierszu byto czerwone.
Od tej pory zajmujemy sie tylko tymi 10 kolumnami, pozostate mozemy usunaé.

Popatrzmy na kolejne 3 wiersze. Jesli w ktoryms$ znajduja sie co najmniej 2 pola czer-
wone, to bedziemy mieli prostokat z 4 rogami czerwonymi. Przypusémy zatem, ze w kaz-
dym z pozostalych 3 wierszy jest co najwyzej jedno pole czerwone. Kolumny, w ktorych
znajduja sie te pola czerwone, przeniesiemy na koniec i usuniemy z naszego prostokata.
Pozostanie 7 kolumn takich, ze w 3 wierszach (poza pierwszym) kazde pole jest jednego
z dwdch pozostalych koloréw. Teraz wystarczy skorzystaé¢ z poprzedniego zadania.

Uwaga. Interesujacym ¢wiczeniem moze by¢ utozenie nastepnych zadan tego samego
typu. Chodzi o znalezienie liczby n takiej, by prostokat o wymiarach 5 x n pokoloro-
wany 4 kolorami zawieral prostokat o jednokolorowych rogach. Ogodlnie mozna pokusi¢
sie o znalezienie wzoru rekurencyjnego dla ciagu k,, takiego, ze prostokat o wymiarach
n X k,, pokolorowany za pomoca n — 1 koloréw, zawiera prostokat o jednokolorowych
rogach. Poczatkowe wartoéci tego ciagu znamy: ks = 7, ky = 28. Pozostaje oczywiscie py-
tanie, czy znalezione wartosci sa optymalne, to znaczy, czy nie mozna znalezé mniejszych
liczb o tej samej wlasnoéci. Nietrudno pokazaé, ze liczba k3 = 7 jest optymalna.

14. Siedemnascie os6b wymienia pomiedzy sobg listy, przy czym kazda osoba korespon-
duje z kazda z pozostalych. Przedmiotem korespondencji sa trzy rézne zagadnienia,
a kazda para oséb omawia korespondencyjnie tylko jedno z tych zagadnien. Udo-
wodnij, ze sa takie trzy osoby, ktérych wzajemna korespondencja dotyczy jednego
i tego samego zagadnienia.

Rozwigzanie. Wybierzmy jedna osobe A. Ta osoba koresponduje z 16 osobami. Te-
matami korespondencji sa 3 rézne zagadnienia. Z zasady szufladkowej wynika, ze z co
najmniej 6 osobami osoba A koresponduje na ten sam temat T'. Jesli wsréd tych 6 osoéb
znajduje si¢ para oséb korespondujacych na temat T', to wraz z osoba A utworza one
szukana tréjke osob. Jedli zas kazda para w tej szostce koresponduje na inny temat, to
wystarczy skorzysta¢ z zadania 8.

15. W turnieju szachowym uczestniczy 66 zawodnikéw, kazdy z kazdym rozgrywa jedna
partie, rozgrywki odbywaja si¢ w czterech miastach. Udowodnij, ze pewna tréjka
zawodnikéw rozgrywa wszystkie partie miedzy sobag w tym samym miescie.

Rozwiazanie. Wybierzmy zawodnika A. Rozgrywa on 65 partii w czterech miastach.
7 zasady szufladkowej wynika, ze z co najmniej 17 osobami rozgrywa on partie w tym
samym miescie M. Jesli wsréd tych 17 os6b znajda sie 2 osoby rozgrywajace swoja partie
w mieécie M, to razem z zawodnikiem A tworzg oni zadang tréjke. W przeciwnym przy-
padku mamy 17 zawodnikéw rozgrywajacych swoje mecze w trzech miastach i wystarczy
skorzystaé¢ z poprzedniego zadania.

Uwaga. Zadania 8, 14 i 15 sg szczegélnymi przypadkami nastepujacego ogdlnego pro-
blemu. Mamy dany graf pelny (to znaczy taki, w ktérym kazde dwa wierzcholki sa
polaczone krawedzia), ktérego krawedzie pokolorowano — kazda krawedz jednym z n ko-
loréw. Zadanie polega na znalezieniu liczby M,, takiej, ze je$li dany graf ma co najmniej
M,, wierzchotkéw, to wsrod nich istniejg 3 wierzchotki takie, ze wszystkie trzy krawe-
dzie laczace te wierzcholki, sa jednego koloru (takie 3 wierzchotki nazywamy tréjkatem
jednokolorowym). Inaczej méwiac, chodzi o znalezienie trzyelementowej kliki, w ktérej
wszystkie krawedzie sa jednego koloru. Te trzy zadania pokazuja, ze wystarczy przyjacé
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My = 6, M3 = 17 oraz My = 66. Oczywiscie, takze M; = 3. Doé¢ latwo dowodzi sie, ze
liczby M,, mozna zdefiniowaé¢ wzorem rekurencyjnym

M,=n-M,_1—n+2 dlan>1.

Okazuje sie, ze istnieje zaskakujacy wzér ogdlny (nierekurencyjny) na M,,. Mianowicie

M,, = [n!-e]+1, gdzie [x] oznacza cze$é calkowita liczby rzeczywistej x oraz e jest podstawa

logarytmu naturalnego. Oczywiscie dowod tego faktu wykracza poza program szkolny.

16. Udowodnij, ze wsréd 10 dowolnych os6b albo sa trzy, ktére sie znaja, albo sa cztery
takie, ze zadne dwie z nich si¢ nie znaja.

Rozwigzanie. Wybierzmy osobe A. Mozliwe sg dwa przypadki.

e Osoba A zna co najmniej cztery osoby. Jesli ktére§ dwie z tych czterech oséb znaja
sie, to razem z osoba A tworza trdjke oséb, w ktérej wszyscy sie znaja. Jesli natomiast
wsréd tych czterech oséb zadne dwie sie nie znaja, to te osoby tworza czwérke
nieznajomych.

e Osoba A zna co najwyzej trzy osoby. Wtedy nie zna co najmniej 6 oséb. Do tych
6 0s6b zastosujmy zadanie 8. Jesli wsrdd tych 6 oséb sa trzy, wsréd ktorych kazde
dwie sie znaja, to mamy juz zadang tréjke znajomych. Jesli natomiast sa trzy, wsréd
ktorych zadne dwie sie nie znaja, to wraz z osoba A tworza one czworke nieznajomych.

Uwaga. Zadania 8 i 16 sa szczegdlnymi przypadkami tzw. twierdzenia Ramseya. Méwi
ono, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i n istnieje liczba k o nastepujacej wtasno-
$ci: jesli kazda krawedz grafu pelnego majacego k wierzcholtkéw pokolorujemy jednym
z dwoch koloréw (na przyklad czarnym lub czerwonym), to albo istnieje w tym gra-
fie m wierzchotkow takich, ze kazda krawedz miedzy tymi wierzchotkami jest czarna,
albo istnieje n wierzchotkéw takich, ze kazda krawedz miedzy tymi wierzchotkami jest
czerwona. Inaczej méwiage, chodzi o to, by w grafie pelnym, ktérego kazda krawed? jest
pokolorowana jednym z dwoch koloréw, istniata klika m-elementowa, w ktorej wszystkie
krawedzie sa czarne lub istniata klika n-elementowa, w ktorej wszystkie krawedzie sa
czerwone. Najmniejsza taka liczbe k nazywamy liczba Ramseya (dla parametréw m i n)
i oznaczamy symbolem R(m,n). Zadanie 8, wraz z uwaga po tym zadaniu, pokazuje, ze
R(3,3) = 6. Zadanie 16 pokazuje, ze R(3,4) < 10. Mozna udowodnié¢, ze dla dowolnych
liczb naturalnych m,n > 2:

R(m,n) = R(n,m);

R(m,2) =m;

R(m,n) < R(m,n—1)+ R(m —1,n) dla m,n > 3;

R(m,n) < R(m,n — 1)+ R(m — 1,n), jesli obie liczby R(m,n — 1)1 R(m —1,n) sa
parzyste.

W szczegdlnosci, stad wynika, ze

R(4,3) < R(4,2) + R(3,3),

gdyz R(4,2) = 4 oraz R(3,3) = 6. Zatem R(4,3) < 9. Graf na rysunku

20.41 (pokazane sa tylko krawedzie czarne) dowodzi, ze R(4,3) > 8. Zatem  Rys. 20.41
R(4,3) = 9. Zaledwie dla kilku par m,n > 3 znamy dokladne wartosci liczb Ramseya.
Oto one:

R(3,3) =6, R(6,3) = 18, R(9,3) = 36,
R(4,3) =09, R(7,3) = 23, R(4,4) = 18,
R(5,3) = 14, R(8,3) = 28, R(5,4) = 25.
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Ostatnia z tych wartosci zostala znaleziona za pomoca bardzo dtugich obliczen kompute-
rowych. Stynny matematyk wegierski Paul Erdds powiedziat kiedy$, ze gdyby na Ziemie
przylecieli wrogo nastawieni kosmici i zazadali od nas obliczenia liczby Ramseya R(5, 5),
bo w przeciwnym razie nas zniszcza, to prawdopodobnie udatoby sie nam przezy¢. Uzy-
cie wszystkich komputeréw Swiata i zaangazowanie do pracy najlepszych matematykow
prawdopodobnie zakonczyloby sie sukcesem. Gdyby jednak ci kosmici zazadali od nas
obliczenia liczby R(6,6), to jedynym naszym wyj$ciem musialoby by¢ zgladzenie ich.

17. Niech x1,z2, 3, ... bedzie takim ciggiem liczb naturalnych, ze
r1=1 oraz =, <zxpt1 <2n dlan=1,2,3,...

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieja takie liczby r i s, ze x, —zs = k.
Rozwigzanie. Ustalmy liczbe k. Pileczkami beda wyrazy x1,xo,..., 2k, Trr1 naszego
ciagu. Mamy zatem k + 1 piteczek. Zauwazamy nastepnie, ze wszystkie te wyrazy ciagu
sa niewigksze od 2k. Definiujemy teraz k szufladek:

(Lk+1), {2k+2), {3.k+3), ..., {k—1,2k—1}, {k 2k}.

Co najmniej 2 pileczki x, 1 x5 (gdzie r > s) trafiaja do tej samej szufladki. Wowczas

T, = x5 + k, co konczy dowdd.

18. Udowodnij, ze wéréd dowolnych 7 liczb naturalnych istnieja dwie takie, ze réznica
ich kwadratéw jest podzielna przez 10.

Rozwiazanie. Zauwazamy, ze ostatnia cyfra kwadratu liczby naturalnej jest jedna z cyfr:
0,1,4,5,6,9. Mamy zatem 6 szufladek i 7 pileczek.

19. Udowodnij, ze wéréd dowolnych 12 liczb caltkowitych istnieja takie dwie, ktérych
suma lub réznica dzieli si¢ przez 20.

Rozwiazanie. Tworzymy 11 szufladek. Sa one wyznaczone przez reszty z dzielenia przez
20. Do danej szufladki trafiaja te liczby, ktore przy dzieleniu przez 20 daja reszte nalezaca
do zbioru wyznaczajacego te szufladke. Oto te 11 zbioréw:

{0}, {1,19}, {2,18}, {3,17}, ..., {8,12}, {9,11}, {10}.

7 zasady szufladkowej wynika, ze co najmniej 2 liczby trafia do tej samej szufladki. Jesli
daja one te sama reszte przy dzieleniu przez 20, to ich réznica dzieli sie przez 20. Jesli
natomiast daja rézne reszty, to ich suma dzieli si¢ przez 20.
20. W grupie n > 3 oséb kazda ma parzysta (byé moze zerowa) liczbe znajomych.
Udowodnij, ze istnieja trzy osoby majace te sama liczbe znajomych.
Uwaga. Zakladamy, ze nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych,
oraz ze osoba A zna osobe B wtedy i tylko wtedy, gdy B zna A.

Rozwiagzanie. Szufladkami sa liczby znajomych, pileczkami sa osoby. Mamy zatem n pi-
teczek. Rozwazamy dwa przypadki.

Przypadek 1. Liczba n jest parzysta. Istnieje zatem 5 szufladek:

0,2,4,....n—4,n—2.
7 zasady szufladkowej wynika, ze mamy dwie mozliwosci.
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o We wszystkich szufladkach beda po 2 pilteczki. Wtedy istnieja 2 osoby, ktére nie
maja ani jednego znajomego oraz istnieja 2 osoby majace po n — 2 znajomych. To
jednak jest niemozliwe, gdyz kazda osoba zna co najwyzej n— 3 osoby (nie zna siebie
i dwoch osdéb, ktére nie maja znajomych).

e W co najmniej jednej szufladce sa co najmniej 3 piteczki. To jest wlasnie teza zadania.

Przypadek 2. Liczba n jest nieparzysta. Tym razem istnieje n + 1 szufladek:

0,2,4,...,n—3,n—1.

Znéw mamy dwie mozliwosci.

e W jednej szufladce znajduje sie jedna piteczka, w pozostalych po 2 piteczki. Wtedy
istnieje jednak co najmniej jedna osoba, ktéra nie zna nikogo i co najmniej jedna,
ktora zna wszystkie pozostale osoby (bo zna n — 1 0s6b). To jest niemozliwe.

e W co najmniej jednej szufladce sa co najmniej 3 pileczki. To znéw jest teza zadania.

21. Do obrad przy okraglym stole zasiadla parzysta liczba oséb. Po przerwie obiadowej
uczestnicy zajeli miejsca przy stole w sposéb dowolny. Udowodnij, ze istnieja dwie
osoby przedzielone ta sama, co przed przerwa, liczba oséb.

Rozwiazanie. Przypusémy, ze przy okraglym stole zasiadlo n o0séb, gdzie n jest liczba

parzysta. Ponumerujmy miejsca przy okraglym stole liczbami od 1 do n, zgodnie z ruchem

wskazowek zegara. Ponumerujmy takze osoby, przypisujac kazdej osobie numer miejsca,
ktore zajmowala przed przerwa obiadowa. Nastepnie niech po przerwie obiadowej osoba

i przesunie sie o d; miejsc zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Zauwazmy, ze dla kazdego

1 zachodza nieréwnodci: 0 < d; < n — 1. Zauwazmy nastepnie, ze jedli d; = d;, to osoby

o numerach ¢ oraz j przesunely si¢ o tyle samo miejsc, a wiec po przerwie byly przedzie-

lone ta sama liczba 0séb, co przed przerwa. Mozemy sprobowaé zastosowaé teraz zasade

szufladkowa. Piteczkami sa osoby, szufladkami sg liczby d;. Niestety, liczba szufladek jest
rowna liczbie oséb. Musimy zatem pokazaé, ze liczby dy, . .., d, nie moga by¢ wszystkimi

liczbami od 0 do n — 1.

Przypu$émy zatem, ze jest przeciwnie. Popatrzmy na numer miejsca, ktére po przerwie

obiadowej zajmuje osoba o numerze i. Przed przerwa zajmowala miejsce i oraz przesunela

sig o d; miejsc. Zajmuje zatem miejsce ¢ + d;. Jednak tu musimy zwréci¢ uwage na to,
ze liczba i + d; moze by¢ wigksza od n. W takim przypadku musimy od tej liczby odja¢

n. Ten nowy numer mozemy zatem zapisaé wzorem i+ d; — k;n, gdzie k; jest jedna z liczb

0 lub 1. Dodajmy tak otrzymane numery miejsc:

(I+di—kin)+2+ds—kon)+...+ (n+d, —kpn) =

=(1+4+2+...4n)+(d+do+...+dy) — (k1 +ka+ ...+ ky) - n.

Ta suma jest oczywidcie rowna 1+ 2+ ...+ n:

(1424...4n) +(d+dy+...4+dy) — (ks +ka+ ...+ ky) - n=14+2+...4n,
czyli (dy +da+ ... +dy) = (k1 + ko + ... + ky) - n. Poniewaz liczby dy,ds,...,d, sa
wszystkimi liczbami od 0 do n — 1, wiec mamy réwnosé

(k1+k2+...+kn)~n= M7
czyli
n—1
2

Otrzymalismy sprzeczno$é: po lewej stronie mamy oczywiscie liczbe catkowita, a po pra-

wej niecatkowita, gdyz n jest liczba parzysta.

ki+ko+...4+k,=
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Uwaga. Dla liczb nieparzystych teza zadania nie jest prawdziwa. Na przyktad dla n =5
osoby o numerach od 1 do 5 moga po przerwie obiadowej zaja¢ odpowiednio miejsca 1,
3, 5, 2, 4. Wowczas osoba o numerze ¢ przesunela sie o ¢ — 1 miejsc.

22. Wokoét okraglego stotu postawiono 15 krzeset. Naprzeciwko kazdego krzesta potozono
kartke z nazwiskiem osoby, dla ktérej to miejsce jest przeznaczone. Osoby te jednak
usiadly przy stole, nie zwracajac uwagi na kartki. Wiadomo, ze zadna osoba nie usia-
dla na miejscu przeznaczonym dla niej. Udowodnij, ze mozna przekreci¢ okragly stot
w taki sposob, ze co najmniej dwie osoby beda siedzialy na wlasciwych miejscach.

Rozwigzanie. Pileczkami sa osoby. Mamy wiec 15 piteczek. Definiujemy 14 szufladek
numerowanych liczbami od 1 do 14. Osoba trafia do szufladki o numerze i, jesli po
przekreceniu stotu zgodnie z ruchem wskazowek zegara o i miejsc ta osoba bedzie siedziala
na swoim miejscu. Z zasady szufladkowej wynika, ze co najmniej 2 osoby trafig do tej
samej szufladki. Jesli jest to szufladka o numerze i, to po przekreceniu stotu o 7 miejsc
te 2 osoby beda siedzialy na wlasciwych miejscach.

23. Na plaszczyznie wybrano 5 punktéw kratowych (to znaczy punktéw o obu wspdlrzed-
nych caltkowitych). Udowodnij, ze istnieja wéréd nich takie dwa punkty, ze $rodek
odcinka o tych koncach jest punktem kratowym.

Rozwigzanie. Patrzymy na wspélrzedne tych punktéw. Wséréd 5 punktow istniejg co
najmniej trzy, w ktérych pierwsze wspélrzedne sa tej samej parzystosci (tzn. wszystkie sa
parzyste lub wszystkie nieparzyste). Wérdéd tych 3 punktéw sa co najmniej dwa, w ktérych
drugie wspolrzedne sa tej samej parzystosci. Niech beda to punkty A = (x1,y;) oraz
B = (2, y2). Wowczas liczby 21 4+ x2 1 y1 + y2 sa parzyste, bowiem suma dwdch liczb tej
samej parzystosci jest liczba parzysta. Stad wynika, ze $rodek odcinka AB, czyli punkt

S o wspolrzednych
g (™ T T2 Y1+ Y2
2 2
jest punktem kratowym.

24. W konferencji miedzynarodowej oczestniczyto 1985 oséb. Kazda z nich zna co naj-
wyzej 5 jezykéw. W kazdej trdjce oséb znajduja sie co najmniej dwie znajace ten
sam jezyk. Udowodnij, ze co najmniej 200 oséb zna ten sam jezyk.

Rozwiazanie. Niech A bedzie jedng z 0séb uczestniczacych w konferencji. Przypusémy

najpierw, ze osoba A moze porozumie¢ sie ze wszystkimi pozostalymi osobami. Poniewaz

osoba A zna co najwyzej 5 jezykéw, wiec z zasady szufladkowej wynika, ze co najmniej

397 0s6b zna jeden z tych jezykéw (bowiem 1984 = 5-396 +4). Zatem w tym przypadku

znacznie wigcej niz 200 oséb zna ten sam jezyk.

Przypu$émy zatem, ze osoba A nie umie porozumieé si¢ ze wszystkimi osobami i niech
B bedzie osoba, z ktora osoba A nie moze si¢ porozumieé. Niech C bedzie dowolna
osoba (rézna od A i B). W tréjce os6b A, B i C ktéres dwie znaja ten sam jezyk.
Zatem osoba C' moze porozumieé sie z A lub z B. PokazaliSmy, ze kazda osoba rézna od
A i B moze porozumieé si¢ z A lub z B. Z zasady szufladkowej wynika, Ze co najmniej
992 osoby moga porozumieé sie z jedna z oséb A lub B (bowiem 1983 = 2-991+1). Bez
zmniejszenia ogélnosci mozemy zalozy¢, ze co najmniej 992 osoby moga porozumiec sie
z osoba A. Jeszcze raz korzystamy z zasady szufladkowej. Poniewaz 992 = 5 - 198 + 2,
wiec co najmniej 199 oséb zna jeden z 5 jezykéw, ktore zna osoba A. Te osoby, wraz
z osoba A, tworza szukany zbiér 200 oséb znajacych ten sam jezyk.
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Zestaw 7.
Kombinatoryka — zasada ekstremum, grafy

1. Na ptlaszczyznie danych jest n punktéw. Kazde trzy punkty sa wierzchotkami trdj-
kata o polu < 1. Udowodnij, ze te punkty leza w pewnym tréjkacie o polu < 4.
Rozwiazanie. Wybieramy trojkat o wierzchotkach wybranych sposréd danych n punk-
tow, majacy najwieksze pole. Niech bedzie to trojkat ABC'. Przez punkt C prowadzimy

prosta k réwnolegla do boku AB (rys. 20.42).

. Rys. 20.42 N

Pa Rys. 20.43
Pokazujemy, ze zaden z pozostalych punktéw nie moze leze¢ powyzej prostej k (tzn.
po przeciwnej jej stronie niz punkty A i B). Gdyby bowiem punkt D lezal powyzej
tej prostej, to pole tréjkata ABD byloby wigksze od pola trojkata ABC. W analogiczny
spos6b pokazujemy, ze wszystkie punkty musza leze¢ wewnatrz (lub na obwodzie) tréjkata
PQR (rys. 20.43) — gdzie PQ || AB, QR || BC' i PR | CA. Do zakonczenia dowodu
wystarczy zauwazy¢, ze pole trojkata PQR jest 4 razy wigksze od pola tréjkata ABC.
Mianowicie, nietrudno zauwazy¢, ze

AABC = APCB=ACQA=ABAR.

2. Dany jest skonczony zbiér S punktow plaszczyzny o tej wlasnosci, ze kazda prosta
przechodzaca przez dwa punkty ze zbioru S, przechodzi tez przez trzeci punkt ze
zbioru S. Udowodnij, ze wszystkie te punkty sa wspotliniowe.

Rozwigzanie. Przypus$émy, ze nie wszystkie punkty zbioru S leza na jednej prostej. Roz-
wazamy niepusty i skoficzony zbiér par (X, 1), gdzie [ jest prosta przechodzaca przez jakies
dwa punkty zbioru S, zas X jest dowolnym punktem zbioru S, nielezacym na prostej [.
Wybieramy te pare (X,1), dla ktérej odleglosé punktu X od prostej ! jest najmniej-
sza. Niech bedzie to para (P, k), gdzie prosta k przechodzi
przez punkty A i B ze zbioru S. Z zalozenia wynika, ze
na prostej k lezy jeszcze jeden punkt C' ze zbioru S. Niech T

@ bedzie rzutem punktu P na prosta k. Punkt @) dzieli pro- R

sta k na dwie poélproste. Na jednej z nich leza co najmniej

dwa punkty spoérdd trzech punktéw A, B, C'. Na rysunku 10 = ok
20.44 widzimy sytuacje, w ktérej punkt A lezy na jednej Rys. 20.44

z tych polprostych, a punkty B i C' (w tej kolejnosci) leza

na drugiej. Inne sytuacje rozpatrujemy podobnie i zostawie to jako ¢wiczenie. Niech
wreszcie punkty R i T beda rzutami punktéw B i @) na prostag PC. Wéowczas nietrudno
zauwazyé, ze BR < QT < PQ, skad wynika, ze w parze (B, PC') odleglo$é punktu B od

P
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prostej PC' jest mniejsza niz odleglo$é punktu P od prostej k. Jest to sprzecznosé z wy-
borem pary (P, k). Ta sprzeczno$é¢ dowodzi, ze przyjete na poczatku dowodu zalozenie
bylo niemozliwe. Zatem wszystkie punkty zbioru S sa wspélliniowe.

Uwaga. To zadanie zostalo sformutowane po raz pierwszy w roku 1893 przez znanego
angielskiego matematyka Sylvestera. Pierwsze rozwiazanie podal Gallai w roku 1933.
Pokazane tu rozwiazanie zostalo znalezione przez Kellyego w roku 1948. To pokazuje, jak
trudne jest to zadanie. Oczywiscie nie mozna oczekiwaé, by uczniowie sami je rozwiazali.
Jest to zadanie, ktérego rozwiazanie musi byé zaprezentowane uczniom na poczatku
warsztatow lub na zajeciach przygotowujacych do warsztatow. Jednak jest to zadanie
bardzo szkoleniowe. Dowody geometryczne sa bowiem dla uczniéw bardzo przekonujace
przez swoja wizualnos¢. Interesujace jest réwniez pokazanie uczniom, ze pozornie proste
zadanie moze sprawi¢ nawet bardzo dobrym matematykom spore trudnodci i zdarza sie,
ze na rozgwiazanie musimy czekaé wiele lat.

3. Kazdemu wierzcholtkowi 100-kata foremnego trzeba przyporzadkowaé pewna dodat-
nia liczbe rzeczywista. Czy mozliwe jest takie przyporzadkowanie, w ktorym kazda
liczba jest rowna wartosci bezwzglednej réznicy liczb, ktore z nia sasiaduja?

Rozwigzanie. Wybieramy ten wierzchotek A, ktéremu przyporzadkowano najwicksza
liczbe. Niech bedzie to liczba a. Oznaczmy literami b i ¢ liczby przyporzadkowane wierz-
chotkom, ktére sasiaduja z A. Mozemy przy tym tak wybraé oznaczenia, by b > c.
Woéwezas a = |b — ¢| = b — ¢. Poniewaz ¢ > 0, wiec b — ¢ < b, skad wynika, ze a < b. To
jednak jest sprzeczne z wyborem wierzchotka A. Zatem takie przyporzadkowanie, o jakie
chodzi w zadaniu, jest niemozliwe.

4. Na szachownicy o wymiarach n X n ustawiono pewna liczbe wiez w taki sposéb, ze
jesli pole o wspélrzednych (i,7) jest wolne, to w wierszu i-tym i w kolumnie j-tej
znajduje sie razem co najmniej n wiez. Udowodnij, ze na szachownicy znajduje sie
co najmniej n?/2 wiez.

Rozwigzanie. Wybieramy rzad (tzn. wiersz lub kolumne) z najmniejsza liczba wiez.
Niech np. bedzie to wiersz, w ktérym znajduje si¢ k wiez. To znaczy, ze w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie co najmniej k wiez. Mamy dwa przypadki.
Przypadek 1. k£ > 5. Wtedy w kazdym wierszu znajduje si¢ co najmniej § wiez. Sumu-
jac teraz liczby wiez we wszystkich wierszach, przekonamy sig, ze liczba wiez znajdujacych
sie na calej szachownicy jest rowna co najmniej

Przypadek 2. k < 3. Zalézmy, ze w wierszu i-tym znajduje si¢ k wiez. Popatrzmy na
dwie przyktadowe kolumny — kolumne j-ta, w ktorej na przecigciu
z i-tym wierszem stoi wieza, oraz kolumne [-ta, w ktorej na przecig-
ciu z i-tym wierszem nie ma wiezy (rys. 20.45). W kolumnie j-tej
i D znajduje sie co najmniej k wiez. Takich kolumn jest dokladnie k (bo
w wierszu i-tym znajduje sie dokladnie k wiez). Zatem w takich
kolumnach znajduje sie acznie co najmniej k? wiez. Pole o wspdl-
rzednych (1,7) jest wolne. Z zalozenia wynika, ze w wierszu i-tym
J ! i w kolumnie [-tej znajduje si¢ lacznie co najmniej n wiez. Poniewaz
Rys. 20.45 w wierszu i-tym znajduje sie doktadnie k wiez, wiec w kolumnie [-tej
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znajduje sie co najmniej n — k wiez. Takich kolumn jest doktadnie n — k. Zatem w takich
kolumnach znajduje sie tacznie (n — k)? wiez.

Stad wynika, ze na calej szachownicy znajduje sie tacznie co najmniej k2 + (n — k)? wiez.
Musimy wiec pokazaé, ze dla dowolnej liczby k takiej, ze 1 < k < n zachodzi nieréwnosé

'fl2

Przeksztalcamy te nieréwno$é w sposéb rownowazny:

2
K24 n? — 2k + k2 > %
o2n? — dnk + 4k* > n?,
n? —dnk + k% > 0,
(n —2k)* > 0.

Poniewaz ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych n i k, wiec dowodzona nie-
rownosé jest tez prawdziwa, co konczy dowdd.

5. Udowodnij, ze w kazdym turnieju, w ktérym gralo n zawodnikéw, wszystkich za-

wodnikéw mozna ustawi¢ w ciag vi,vs, ..., v, tak, by v1 — v9 — ... — vy,
Rozwigzanie. Wybieramy ze zbioru zawodnikow najdtuzszy ciag vi,ve, ..., v, taki, ze
V1 — V2 — ... Upp.

Pokazemy, ze m = n, tzn. w wybranym ciagu znajduja sie wszyscy zawodnicy turnieju.
Przypuéémy zatem, ze istnieje jaki$ inny zawodnik v. Gdyby v wygrat z vy, to moglibySmy
przedtuzyé wybrany ciag

V—UV1 — VU2 — ... = Unm,

co jest sprzeczne z zalozeniem o maksymalnosci tego ciagu. Zatem v; — v. Przypusémy
teraz, ze zawodnik v wygral z ktéryms$ zawodnikiem z wybranego ciagu. Wezmy takiego
zawodnika o najmniejszym numerze, tzn. takiego zawodnika v;, ze v — wv; oraz liczba
1 jest najmniejsza mozliwa taka liczba. Wtedy oczywiscie i # 1. Zatem v;_1 — v. Tym
razem tez mozemy przedtuzy¢ wybrany ciag:

VI V2 — ... = Vj—_1 UV —=>U; —> ... = Unp.

Znéw otrzymalidémy sprzecznosé z zalozeniem o maksymalnosci. Zatem zawodnik v nie
mogl wygraé z zadnym zawodnikiem z naszego ciagu. W szczegdlnoéci v, — v, co znéow
pozwala przedtuzyé¢ wybrany ciag:

V1 — V2 — ... = Uy — V.

Otrzymujemy jeszcze raz sprzecznosé z zalozeniem o maksymalno$ci wybranego ciagu.
Ta sprzeczno$¢ dowodzi, ze przyjete na poczatku dowodu zalozenie o istnieniu zawodnika
v bylo niemozliwe, a wiec w wybranym ciagu znajduja si¢ wszyscy zawodnicy turnieju.
To koniczy dowdd.
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6. Zawodnik v wygral w turnieju z zawodnikiem w bezposrednio, jesli v — w, oraz
wygral posrednio, jesli istnieje taki zawodnik u, ze v — u — w. Udowodnij, ze
w kazdym turnieju istnieje zawodnik, ktéry z kazdym innym wygral bezposrednio
lub posrednio.
Rozwigzanie. Wybieramy zawodnika v, ktéry wygral najwiecej gier. Niech S bedzie
zbiorem zawodnikdw, kt6rzy przegrali z v. Jedli sa to wszyscy pozostali zawodnicy (oprécz
zawodnika v), to zawodnik v jest tym zawodnikiem, ktérego szukamy. Wygral on bowiem
z kazdym innym bezposrednio. Jedli za$ istnieje jaki$ inny zawodnik w, to oczywiscie
w — v. Gdyby zawodnik w wygral z kazdym zawodnikiem ze zbioru S, to mialtby wigksza
od v liczbe wygranych gier — wygralby bowiem z tymi samymi zawodnikami co v i jeszcze
wygralby z v. Zatem istnieje w zbiorze S zawodnik u, ktéry wygral z w. Mamy wiec
v — u — w. Pokazalidémy, ze zawodnik v wygral posrednio z kazdym zawodnikiem spoza
zbioru S; wygral wiec z kazdym bezposrednio lub posrednio.

7. W pewnym kraju jest skonczona liczba miast, ktére potaczono siecia drég jedno-
kierunkowych. Wiadomo, ze kazde dwa miasta taczy pewna droga jednokierunkowa.
Udowodnij, ze istnieje miasto, z ktérego mozna odbyé¢ podrdéz do kazdego innego
miasta.

Rozwigzanie. Wybieramy miasto A, z ktérego wychodzi najwiecej drég. Niech S be-
dzie zbiorem wszystkich miast, do ktorych mozna dojecha¢ z miasta A bezposrednia
droga. Jedli kazde miasto (oprécz A) nalezy do zbioru S, to A jest szukanym miastem.
W przeciwnym razie bierzemy dowolne miasto B nienalezace do zbioru S. Pokazemy,
ze w zbiorze S istnieje miasto C, z ktérego prowadzi bezposrednia droga do B (a wiec
z miasta A mozna dojechaé¢ do B przez miasto C'). Gdyby bowiem tak nie bylo, to z mia-
sta B prowadzilaby bezposrednia droga do kazdego miasta ze zbioru S oraz do miasta
A, wbrew temu, ze z miasta A wychodzi najwiecej drég.

8. W turnieju uczestniczy n graczy i kazdych dwéch gra ze soba co najwyzej raz.
Udowodnij, ze jedli nie istnieje trojka graczy, ktorzy rozegrali ze soba wszystkie trzy
mecze, to taczna liczba rozegranych meczéw jest niewigksza od 7-.

Rozwigzanie. Inaczej mowiac, jesli w grafie majacym n wierzchotkéw nie ma trédje-
lementowej kliki, to liczba krawedzi jest niewieksza od %. Wybieramy wierzchotek v
najwiekszego stopnia. Niech d(v) = k i niech S bedzie zbiorem wierzchotkéw potaczonych
krawedzia z wierzchotkiem v oraz niech T bedzie zbiorem wierzchotkéw réznych od v i nie-
polaczonych krawedzia z v. Zliczamy teraz krawedzie. Zauwazmy, ze kazda krawedZ ma
jeden koniec w wierzcholtku v lub w ktéryms wierzchotku ze zbioru T'. Zbiér T man—k—1
elementéw. Z kazdego wierzchotka zbioru T wychodzi co najwyzej k krawedzi. Zatem
taczna liczba krawedzi jest niewigksza od k + (n — k — 1) - k. Mamy wiec udowodnié, ze

n2

E+(n—k—-1)k< R
Przeksztalcamy te nierownosé w sposéb rownowazny:

4k + 4k(n —k — 1) < n?,

dkn — 4k* < n2,
n? — 4kn + 4k > 0,
(n —2k)* > 0.

To konczy dowdd.
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Uwaga. Zadanie to jest znane w teorii graféw jako twierdzenie Mantela. Zostalo ono
udowodnione w 1906 roku. Znamy wiele jego dowodéw, kilka szczegdlnie pomystowych
mozna znalezé w [Ksiega]. Tam tez znajduje sie dowdd twierdzenia Turdna, bedacego
uogolnieniem twierdzenia Mantela. Przyjrzyjmy si¢ nieco doktadniej twierdzeniu Mantela.
Przypus$émy zatem, ze graf G majacy n wierzcholkéw nie ma tréjkatéw (tzn. trojelemen-
towych klik). Jesli n jest liczba parzysta, n = 2m, to liczba k krawedzi spelnia nieréwnosé
k< % = m?. Powstaje pytanie, czy nie mozna udowodnié twierdzenia mocniejszego,
to znaczy, czy tej liczby krawedzi nie mozna bardziej ograniczyé. Okazuje sie, ze nie.
Wyobrazmy sobie, ze wierzcholki grafu G dzielg si¢ na dwa rozlaczne zbiory A i B, ma-
jace po m wierzchotkéw. Niech nastepnie kazdy wierzcholek zbioru A bedzie polaczony
krawedzia z kazdym wierzchotkiem zbioru B; niech to beda wszystkie krawedzie naszego
grafu. Wéwcezas w tak skonstruowanym grafie G nie ma tréjkatéw i istnieje m? krawedzi.
Przypuéémy teraz, ze n jest liczba nieparzysta: n = 2m + 1. Wtedy liczba k krawedzi
spelnia nieréwnosé

2 @2m+1)?  4Am®+4m4+1

9 1
= =m-"+m+-—.

n
k< —
-4 4 4 4

Poniewaz k jest liczbg catkowita, wiec k < m?+m. Znéw skonstruujemy graf G bez tréjka-
téw, majacy 2m+ 1 wierzchotkéw i m? +m krawedzi. Powtarzamy powyzsza konstrukcje,
z tym tylko, ze tym razem zbiér A ma m—+1 elementéw, a zbiér B ma m elementéw. W dal-
szym ciggu graf G nie ma tréjkatéw. Ma 2m+1 wierzchotkéw i (m+1)m = m2+m krawedzi.

9. W kazdej z trzech szkol uczy sie n uczniéw. Kazdy uczen ma w pozostalych dwéch
szkoltach razem co najmniej n + 1 znajomych. Udowodnij, ze z kazdej szkoty mozna
wybraé¢ po jednym uczniu, tak, ze wszyscy wybrani uczniowie sie¢ znaja.

Rozwigzanie. Wybieramy ucznia majacego najwieksza liczbe znajomych w jednej z po-

zostalych szkél. Przypusémy, ze tym uczniem jest uczen A ze szkoly S;. Zakladamy, ze

w szkole So zna on k ucznidéw, przy czym liczba k jest wspomniana najwiekszg liczba

znajomych. Poniewaz uczen A nie moze zna¢ n + 1 uczniéw w szkole Ss, wiec zna co

najmniej jednego ucznia w szkole Ss. Niech tym uczniem bedzie B. Uczenn B zna co naj-
wyzej k os6b w szkole S7, a wigc zna co najmniej n + 1 — k uczniéw w szkole S;. Gdyby
znajomi uczniow A i B w szkole S5 tworzyli dwa zbiory roztaczne, to szkola So musiataby
mie¢ co najmniej k+n+1—k =n+ 1 uczniéow, co jest sprzeczne z zalozeniem. Zatem

w szkole S, istnieje uczen znajacy zaréwno A jak i B. Wraz z uczniami A i B tworzy on

szukana trojke uczniow.

10. W turnieju uczestniczylo n zawodnikéw. Kazdy z nich rozegral jedng partie z kazdym
innym zawodnikiem, nie bylo remiséw. Udowodnij, ze albo mozna podzieli¢ uczestni-
kéw turnieju na takie dwie grupy A i B, ze kazdy zawodnik z grupy A wygral z kazdym
zawodnikiem z grupy B, albo mozna ustawi¢ uczestnikéow w ciag ui, ue, ..., u, tak,
ze uy wygral z uo, us wygral z us, ..., un,_1 wygral z u,, u, wygrat z u;.

Rozwiazanie. Rozpatrujemy nastepujace przypadki.

Przypadek 1. Nie istnieje zaden cykl dtugosci m > 3. Udowodnimy, ze wtedy istnieje
zawodnik u, ktéry wygral ze wszystkimi innymi zawodnikami. Niech bowiem v bedzie za-
wodnikiem, ktéry wygral najwieksza liczbe partii. Jesli zawodnik u nie wygral ze wszyst-
kimi innymi zawodnikami, to istnieje zawodnik v, ktory wygral z u, czyli v — wu. Niech
teraz w bedzie dowolnym zawodnikiem, z ktérym u wygral, czyli u — w. Gdyby w wygrat
z v, to mielibyémy cykl dlugosci 3, mianowicie v — v — w — v. Zatem v wygral z w.
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Udowodnilidémy, ze zawodnik v wygral ze wszystkimi zawodnikami, z ktérymi wygrat
u oraz wygral tez z samym zawodnikiem u. Zatem zawodnik v wygral wiecej partii niz
zawodnik u, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze u wygral najwiecej partii. Ta sprzecznosé
wynikla z przypuszczenia, ze zawodnik u nie wygral ze wszystkimi innymi zawodnikami.
Pokazalidmy w ten sposéb, ze zawodnik u rzeczywiscie wygrat ze wszystkimi zawodni-
kami. Szukany podzial zbioru zawodnikéw na dwie grupy otrzymujemy, biorac grupe A
sktadajaca sie tylko z zawodnika u i grupe B skladajaca sie z pozostalych zawodnikow.

Istnienia takiego podziatu zbioru zawodnikéw w tym przypadku mozna dowies¢ w inny
sposob. Z zadania 5 wynika, ze wszystkich zawodnikéw mozna ustawi¢ w taki ciag
UL, Uy« oy Uy, Z€

Uy — U2 — ... — Up.

Pokazemy, ze jesli i < j, to u; — u;. Jesli j = i+1, to jest to oczywiste. Jedli zas i 41 < j
oraz u; — u;, to otrzymaliby$my cykl

Teraz dla dowolnego i = 1,2,...,n — 1 wystarczy przyjaé, ze zbiér A sklada sie z zawod-
nikéw w1, ..., u;, a zbiér B z pozostalych zawodnikéw.

Przypadek 2. Istnieje cykl dlugoéci n. Wtedy oczywiscie wszystkich zawodnikéw mozna
ustawié¢ w ciag uy,us, ..., u, tak, ze uy — ug — ... — uy — uy.

Przypadek 3. Istnieja cykle dlugosci m > 1, ale nie istnieje cykl dtugosci n. Niech wtedy
U — Uy —> oo — Uy — U

bedzie najdhuzszym cyklem. Oczywiscie m < n. Niech v bedzie zawodnikiem, ktéry nie
wystepuje w tym cyklu. Przypusémy, ze u; — v. Gdyby v — wus, to otrzymaliby$my
dhuzszy cykl:

Uy — UV —>Ug — ... — Up — UT.

Zatem us — v. Gdyby v — ug, to znéw mielibysmy dtuzszy cykl:
Uy — U2 >V —>U3 — ... = Up — UT.

Zatem usz — v. W podobny sposéb pokazujemy kolejno, ze kazdy zawodnik z cyklu wygrat
z v. W taki sam sposéb pokazujemy, ze jesli v — uq, to zawodnik v wygral ze wszystkimi
zawodnikami z cyklu.

Zbiér zawodnikéw niewystepujacych w cyklu {uy, ..., u,} dzielimy na dwa zbiory:
Ag={v: v—u}, Bo={v: uy — v}.

Kazdy zawodnik ze zbioru Ag wygral ze wszystkimi zawodnikami z cyklu, a kazdy zawod-
nik ze zbioru By przegral ze wszystkimi zawodnikami z cyklu. Pokazemy nastepnie, ze
kazdy zawodnik ze zbioru Ay wygral z kazdym zawodnikiem ze zbioru By. Niech bowiem
u € Ag iv € By. Gdyby v — u, to mielibyémy cykl

U— U — U — ... = Uy — UV — U,

dtugosci wiegkszej od m. Zatem rzeczywiscie u — v.
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Teraz wreszcie mozemy zdefiniowaé podzial na zbiory A i B. Jedli zbior By jest niepusty,
to do zbioru A zaliczamy wszystkich zawodnikéw ze zbioru Ag i wszystkich zawodnikow
z cyklu, a do zbioru B zaliczamy wszystkich zawodnikow ze zbioru By. Jesli zas zbior
By jest pusty, to przyjmujemy A = Ay oraz B = {uy,ua, ..., Uy}

11. Dany jest graf majacy n > 3 wierzcholkéw i co najmniej n krawedzi. Udowodnij,
ze w tym grafie istnieje cykl, to znaczy ciag vi,ve, ..., v, wierzchotkéw takich, ze
vy sasiaduje z vg, vo sasiaduje z vs, ..., vy,—1 sasiaduje z v, oraz v, sasiaduje z v;.

Rozwiazanie. Wybieramy najdluzsza droge w grafie, to znaczy najdluzszy ciag wierz-
chotkéw vy, va, . . ., Vg takich, ze vy sasiaduje z vo, vo sasiaduje z vs, . . ., vp_1 sasiaduje z vg.
Popatrzmy na wierzchotek v. Jest on potaczony z v5. Mamy teraz nastepujace przypadki.

Przypadek 1. Wierzcholek vy jest polaczony z jeszcze jednym wierzcholkiem v; (gdzie
i > 2) wybranej drogi. Wéwczas mamy cykl vy, v, ..., v;.

Przypadek 2. Wierzcholek vy jest polaczony z jeszcze jednym wierzcholkiem v, niena-
lezacym do wybranej drogi. Wéwcezas mamy droge v, vy, vs, ..., v, dluzsza od wybranej
drogi, co jest niemozliwe.

Przypadek 3. Wierzcholek v, jest polaczony wylacznie z wierzchotkiem vs. Usuwamy
teraz z grafu wierzchotek vy i krawedz laczaca go z wierzchotkiem vy. UsuneliSmy je-
den wierzchotek i jedna krawedz, wiec w otrzymanym grafie nadal liczba krawedzi jest
réwna co najmniej liczbie wierzcholtkéw. Powtarzamy powyzsze rozumowanie w nowym
grafie. Albo znajdziemy cykl, albo znéw usuniemy jeden wierzchotek i jedna krawedz.
Powtarzamy to rozumowanie dotad, az znajdziemy cykl lub otrzymamy graf majacy
3 wierzchotki i 3 krawedzie. Oczywiscie w tym grafie istnieje cykl tréjelementowy.

12. W konferencji bierze udzial 2n oséb. Kazdy uczestnik konferencji ma wsréd pozosta-
lych uczestnikéw co najmniej n znajomych. Udowodnij, ze wszystkich uczestnikow
konferencji mozna zakwaterowaé w pokojach dwuosobowych tak, by kazdy uczestnik
mieszkal ze swoim znajomym.

Rozwigzanie. Wybieramy najwigksza liczbe roztacznych par znajomych:
{a1, b1}, {az, b2}, ..., {am, b}

Jedli m = n, to te pary kwaterujemy w oddzielnych pokojach. Niech wiec m < n.
7 maksymalnosci m wynika, ze zadne dwie pozostale osoby nie znaja sie. Wybieramy
dwie z nich: 1 y. W kazdej parze {a;,b;} zliczamy znajomych x i y. Jesli w kazdej parze
osoby x iy znaja co najwyzej 2 osoby, to maja tacznie co najwyzej 2m znajomych, wbhrew
zalozeniu. Istnieje zatem para, w ktérej znaja tacznie co najmniej 3 osoby. Bez zmniejszenia
ogolnosci mozemy zalozyé, ze osoba x zna obie osoby a; i b;, a osoba y zna osobe a;.
Zastepujac pare {a;,b;} parami {z,b;} oraz {y,a;}, otrzymujemy m + 1 rozlacznych par
znajomych, wbrew wyborowi liczby m. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze m = n.

Uwaga. Mozna udowodni¢ wiecej. Istnieje mianowicie twierdzenie mowigce, ze uczestni-
kéw konferencji mozna posadzié przy okraglym stole w taki sposob, by kazdy uczestnik
siedzial miedzy swoimi znajomymi (jest to tzw. twierdzenie Diraca, zob. [Wilson]). Jesli
zakwaterujemy teraz w oddzielnych pokojach kolejne pary siedzacych obok siebie oséb,
to kazdy uczestnik konferencji bedzie mieszkal ze swoim znajomym.

457



20. Warsztaty matematyczne

13. W pewnej grupie kn oséb kazda osoba zna wigcej niz (k — 1)n innych. Udowodnij,
ze mozna z tej grupy wybraé¢ k + 1 osob, z ktérych kazde dwie sie znaja.

Rozwigzanie. Wybieramy najwieksza liczbe m taka, ze istnieje zbidr {A1,..., Ay}
os6b, w ktérym kazde dwie osoby znaja si¢ (tzn. wybieramy najwieksza klike). Niech
P bedzie zbiorem pozostaltych oséb. Niech nastepnie Z; bedzie zbiorem oséb, ktore zna
osoba A; i niech N; bedzie zbiorem o0s6b, réznych od A;, ktérych osoba A; nie zna (dla
i = 1,...,m). Wtedy:

| Zi| + [Ni| + 1 = kn,
czyli

Poniewaz | Z;| > (k — 1)n, wiec kn — 1 — |N;| > (k — 1)n. Stad wynika, ze
IN;]<kn—1—(k—1n=kn—1—kn+n=n-—1.
Ponadto zbiory Ny,..., N,, wyczerpuja caly zbiér P. Mamy wiec
kn=m+|P|<m+|Ni|+ ... +|Np| <m+m(n—1)=mn.

Zatem k < m, czyli K+ 1 < m, co konczy dowdd.
Uwaga. Jesli przyjmiemy k = 3 oraz n = 33, to otrzymamy nastepujace zadanie:

W pewnej grupie 99 0s6b kazda osoba zna wiecej niz 66 innych (to znaczy co najmniej
67 innych). Udowodnij, ze mozna z tej grupy wybraé cztery osoby, z ktérych kazde dwie
sie znaja.

W zbiorze zadan [Straszewicz] (tom IV, str. 13) znajduje sie nastepujace zadanie:

14. Na sali znajduje sie 100 os6b, z ktérych kazda zna co najmniej 67 innych. Udowod-
nij, ze jest na tej sali taka czwérka osob, w ktorych kazde dwie osoby sie znaja.
Zakladamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

Rozwigzanie. Rozwiazemy zadanie ogdlniejsze, bedace innym wariantem zadania 13.

15. W pewnej grupie kn+ 1 os6b kazda osoba zna wiecej niz (k— 1)n innych. Udowodnij,
ze mozna z tej grupy wybraé¢ k + 1 osob, z ktérych kazde dwie sie znaja.

Powtarzamy rozwiagzanie zadania 13. Wybieramy najwicksza liczbe m taka, ze istnieje
zbiér {A1,..., Ay} 0s6b, w ktérym kazde dwie osoby sie znaja (tzn. wybieramy najwiek-
sza klike). Niech P bedzie zbiorem pozostalych oséb. Niech nastepnie Z; bedzie zbiorem
0séb, ktére zna osoba A; i niech N; bedzie zbiorem oséb, réznych od A;, ktérych osoba
A; nie zna (dlai=1,...,m). Wtedy:

|ZZ|+|NZ‘+1:I€77/+1,

czyli
|Zi| =kn+1—1—|N;| = kn—|N,|.

Poniewaz |Z;| > (k — 1)n, wigc kn — |N;| > (k — 1)n. Stad wynika, ze
IN;| <kn—(k—1)n=kn—kn+n=n,
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czyli |N;| < n — 1. Ponadto zbiory Ny, ..., N, wyczerpuja caly zbiér P. Mamy wiec
kn+1l=m+|P|<m+|Ni|+ ...+ |Npn| <m+m(n—1)=mn.

Stad

ke + 1 1
L A S
n n

Zatem m > k + 1, co koniczy dowdd.
Przyjmujac teraz k = 3 i n = 33 otrzymujemy rozwigzanie zadania 14.

W zbiorze zadan olimpijskich [Straszewicz] (tom IV, str. 13) znajduje sie takze nastepu-
jace zadanie:

16. Na sali znajduje sie¢ 100 oséb, z ktérych kazda zna co najmniej 66 oséb sposrod
pozostatych 99 oséb. Zakladamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to réwniez osoba
B zna osobe A. Udowodnij, ze mozliwa jest wtedy taka sytuacja, ze w kazdej czworce
owych oséb ktores dwie osoby si¢ nie znaja.

Rozwiazanie. Rozwazmy grupe 100 oséb, skladajaca sie z trzech roztacznych grup

A, BiC. Grupy A i B licza po 33 osoby, w grupie C' sa 34 osoby. Zalézmy nastep-

nie, ze kazda osoba nie zna nikogo ze swojej grupy i zna wszystkie osoby spoza swojej

grupy. Wtedy kazda osoba zna co najmniej 66 os6b (osoby z grup A i B znaja nawet

po 67 oséb). Ponadto nie istnieje czworka oséb, w ktorej wszyscy by sie znali: w kazdej

czworce os6b znajduja sie bowiem co najmniej dwie osoby z tej samej grupy.

Uwaga. Zadanie 16 pokazuje, ze zadania 14 nie mozna wzmocnié¢ przez ostabienie zalozen

(i zachowanie tej samej tezy). Pokazemy teraz, ze w ten sposéb nie mozna takze wzmocnié
zadan 13 i 15.

17. W pewnej grupie kn 0s6b kazda osoba zna co najmniej (k—1)n innych. Wykaz, ze moz-
liwa jest sytuacja, iz w kazdym zbiorze k+1 os6b wybranych z tej grupy, jakies dwie sie
nie znaja. Inaczej mdéwiac, w tej grupie moze nie istniec¢ klika sktadajaca si¢ z k+1 osob.

Rozwiagzanie. Rozwazmy grupe kn osob skladajaca sie z k parami roztacznych grup po

n 0s6b. Zalézmy, ze kazda osoba nie zna nikogo ze swojej grupy i zna wszystkie osoby

z pozostatych grup. Wtedy kazda osoba zna dokladnie (kK — 1)n os6b i oczywiscie nie

istnieje klika skladajaca sie z k+ 1 osob. Jesli bowiem wybierzemy dowolnie &+ 1 oséb, to

wsréd wybranych oséb znajda sie dwie osoby z tej samej grupy i te dwie osoby sie nie znaja.

18. W pewnej grupie kn—+1 oséb kazda osoba zna co najmniej (k—1)n innych. Wykaz, ze
mozliwa jest sytuacja, iz w kazdym zbiorze k + 1 os6b wybranych z tej grupy, jakie$
dwie si¢ nie znaja. Inaczej moéwiac, w tej grupie moze nie istnie¢ klika sktadajaca sie
z k + 1 oséb.

Rozwiazanie. Rozwazmy grupe kn oséb skladajaca sie z k parami roztacznych grup;

w jednej grupie jest n 4+ 1 oséb, w pozostatych po n oséb. Zalézmy, ze kazda osoba nie

zna nikogo ze swojej grupy i zna wszystkie osoby z pozostatych grup. Wtedy kazda osoba

zna co najmniej (k—1)n oséb (osoby spoza najwiekszej grupy znaja nawet po (k—1)n+1
0s6b) 1 oczywidcie nie istnieje klika skladajaca si¢ z k + 1 0s6b. Jesli bowiem wybierzemy
dowolnie k + 1 0s6b, to wérod wybranych oséb znajda sie dwie osoby z tej samej grupy

i te dwie osoby sie nie znaja.

Pokazemy, ze w zadaniu 13 nie mozna wzmocni¢ tezy (przy zachowaniu tych samych

zalozen). Mamy bowiem nastepujace zadanie.
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19. W pewnej grupie kn os6b kazda osoba zna wiecej niz (k — 1)n innych. Wykaz, ze moz-
liwa jest sytuacja, iz w kazdym zbiorze k+2 0sé6b wybranych z tej grupy, jakies dwie sie
nie znaja. Inaczej moéwiac, w tej grupie moze nie istnie¢ klika sktadajaca sig¢ z k+2 oséb.

Rozwiazanie. Przypusémy, ze n = k+1. Rozwazmy grupe kn = k(k+1) oséb sktadajaca
si¢ z k + 1 grup po k oséb: G1,Ga,...,Gr41. Zalézmy nastepnie, ze kazda osoba zna
wszystkie osoby spoza swojej grupy i nie zna nikogo z grupy, do ktérej nalezy. Wowczas
kazda osoba zna doktadnie k% oséb. Mamy ponadto

(k—Dn=((Fk-1)(k+1) =k 1<k

Zatem kazda osoba zna wiecej niz (k — 1)n innych oséb. Nie istnieja natomiast k + 2
osoby, z ktérych kazde dwie sie znaja — wsrod dowolnych k + 2 oséb zawsze znajduja
sie co najmniej dwie z jednej grupy i te dwie sie nie znaja.

Uwaga. W rozwiazaniu powyzszego zadania do jednej z tych k41 grup mozemy dotaczy¢
jedna osobe. Zalozenia i teza zadania pozostang spelnione. To pokazuje, ze w zadaniu 15
takze nie mozna wzmocnic tezy.

20. Na przyjeciu spotkalo sie co najmniej m + 1 0s6b (przy czym m > 3). Kazda grupa
liczaca doktadnie m uczestnikow spotkania ma wéréd obecnych doktadnie jednego
wspolnego znajomego.

a) Udowodnij, ze wéréd obecnych nie istnieje grupa liczaca wiecej niz m + 1 o0séb,
w ktérej wszyscy sie znaja.

b) Udowodnij, ze kazda osoba zna co najmniej jedna osobe wéréd obecnych.

¢) Udowodnij, ze wéréd obecnych istnieje grupa liczaca trzy osoby, w ktérej kazde
dwie sie znaja.

d) Udowodnij, ze wéréd obecnych istnieje grupa liczaca m+ 1 0séb, w ktorej wszy-
scy sie znaja.

e) Udowodnij, Zze na przyjeciu bylo doktadnie m + 1 oséb i wszyscy sie znali.

Inaczej méwiac, naszym celem jest wykazanie, ze wszyscy uczestnicy przyjecia tworza
graf pelny majacy dokladnie m + 1 wierzchotkéw.

Rozwigzanie. a) Mamy pokazaé, ze nie istnieje klika skladajaca sie z wiecej niz m + 1
0s6b. Przypu$émy zatem, ze istnieje (m + 2)-osobowa klika, w sklad ktérej wchodza
osoby A1, As, ..., Am, Amit1, Amt2. Wtedy jednak osoby Aj, As,..., A, maja dwoch
wspélnych znajomych: A,,+1 1 Apto, co przeczy zalozeniu.

b) Niech osoba A bedzie dowolnym uczestnikiem spotkania. WeZzmy nastepnie dowolne
m — 1 os6b Ay, Aa, ..., Ap—1 réznych od A. Wtedy osoby A, Aj, As, ..., A1 maja
wspolnego znajomego B. W szczegdlnosci osoby A i B sie znaja.

¢) Wezmy dwie osoby A i B, ktére sie znaja. WeZmy nastepnie dowolne m — 2 osoby
Ay, As, ..., Ao, 16Zne 0od 0s6b A 1 B. Wtedy osoby A, B, A1, As, ..., Ay, o maja wspél-
nego znajomego C. W szczegblnosci osoby A, B i C tworza grupe, w ktérej kazde dwie
sie znaja.

d) Wezmy teraz klike majaca najwiecej os6b. Niech bedzie to klika k-osobowa, sklada-
jaca sie z 0s6b Ay, Ag, ..., Ax. Jesli k& < m, to dodajmy do tej kliki dowolne m — k
0séb Bi, Bs, ..., By,_k. Otrzymana grupa m oséb Aj, As, ..., Ak, B1,Ba, ..., By_k ma
wspolnego znajomego C. Ale wtedy osoby Aj, A, ..., A, C tworza klike liczaca k + 1
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0s6b, wbrew zalozeniu o maksymalnosci k. Zatem niemozliwe jest, by & < m, skad wy-
nika, ze kK > m + 1. Istnieje zatem klika liczaca co najmniej m + 1 oséb. Wraz z punktem
a) pokazuje to, ze najwieksza klika liczy dokladnie m + 1 o0séb.
e) Wiemy juz, ze wsréd obecnych na przyjeciu znajduje sie klika liczaca m + 1 oséb,
tzn. grupa m + 1 0s6b Ay, Ao, ..., A, Ag1, wérdéd ktorych kazde dwie sie znaja. Po-
kazemy, ze sa to wszystkie osoby na tym przyjeciu. Przypu$émy zatem, ze istnieje osoba
B poza ta klika. Wiemy juz z punktu a), ze osoba B nie moze zna¢ wszystkich 0séb z tej
kliki. Przypusémy zatem, ze nie zna osoby A,,+1. Gdyby znala wszystkie inne osoby,
to grupa oséb Aj, As,..., A, mialaby dwoch wspdlnych znajomych: A, i B. Za-
tem osoba B nie zna co najmniej dwoch oséb z kliki. Mozemy przyjac¢, ze sa to osoby
A 1 Apg1. Grupa m oséb Aj, As, ..., Ay—1, B ma wspdlnego znajomego C'. Nie moze
to by¢ zadna z oséb A, 1 A;41, bo te osoby nie znaja B. Zatem osoba C' nie jest w naszej
klice. Ale wéwcezas grupa m oséb As, Ay, ..., Am—1, Am, Am+1,C ma dwéch wspdlnych
znajomych — A; 1 As. Jest to jednak sprzeczne z zalozeniem. Otrzymana sprzecznosé
byta wynikiem przyjetego zalozenia, ze poza klika Ai, As, ..., Ay, A1 na przyjeciu
byly jakie$ inne osoby. Tak wiec na przyjeciu bylo tylko m + 1 oséb i wszystkie sie znaty.
21. Dany jest graf G taki, ze kazde dwa wierzcholki tego grafu maja nieparzysta liczbe
wspdélnych sasiadéw. Udowodnij, ze wtedy stopien kazdego wierzchotka tego grafu
jest liczba parzysta.
Rozwigzanie. Przypuéémy, ze stopien wierzchotka v jest nieparzysty. Niech S bedzie
zbiorem wszystkich sasiadow wierzchotka v. W zbiorze S kazdy wierzchotek ma niepa-
rzysta liczbe sasiadéw:. Jesli bowiem wierzcholek w nalezy do zbioru S (to znaczy jest
sasiadem wierzcholka v), to sasiedzi wierzchotka w w zbiorze S sa wspdlnymi sasiadami
wierzchotkéw v i w. Potraktujmy zbiér S wraz z krawedziami z grafu G jako nowy graf.
Ma on nieparzysta liczbe wierzchotkéw i wszystkie sg nieparzystego stopnia. To jed-
nak przeczy lematowi o usciskach dtoni. Ta sprzecznoéé¢ dowodzi, ze stopien wierzchotka
v musial by¢ parzysty. To konczy dowdd.

22. W pewnej grupie 2n osob kazda osoba zna parzysta liczbe oséb. Udowodnij, ze dla
kazdej osoby A istnieje osoba B taka, ze osoby A i B maja parzysta liczbe (by¢ moze
zerowa) wspélnych znajomych.

Rozwiazanie. Niech osoby Aj, Ao, ..., As;, beda znajomymi osoby A. Poniewaz w roz-

wazane]j grupie jest parzysta liczba oséb, wiec istnieje nieparzysta liczba oséb, ktorych

A nie zna. Niech beda to osoby Bi, Ba, ..., Bap—am—1. W szczegblnosci istnieje co naj-

mniej jedna taka osoba. Oznaczmy litera S grupe tych oséb, ktérych A nie zna. Niech

teraz d; bedzie liczba znajomych osoby B; wéréd pozostatych oséb ze zbioru S. Gdyby
wszystkie liczby d; byly nieparzyste, to ich suma dy +ds +. ..+ doyn_2m—1 tez bylaby nie-
parzysta: suma nieparzystej liczby liczb nieparzystych jest liczba nieparzysta. Jednakze
ta suma jest podwojona liczbg par znajomych w zbiorze S — kazda taka pare liczyli-
$my bowiem dwukrotnie. Stad wynika, ze w grupie S istnieje osoba B; majaca parzysta
liczbe znajomych w tej grupie, ma zatem takze parzysta liczbe znajomych wsréd oséb

Ay, As, ..., Agy. Osoby A i Bj maja wiec parzysta liczbe wspélnych znajomych.

23. Dany jest graf G, w ktérym stopien kazdego wierzchotka jest rowny k. Ponadto
dowolne dwa wierzchotki maja dokladnie dwoch wspélnych sasiadéw. Udowodnij, ze

. . 7 . 7 2_
liczba wierzchotkéw tego grafu jest réwna %

Rozwiazanie. Niech n bedzie liczba wierzchotkéw naszego grafu. Wezmy dowolny wierz-
cholek v naszego grafu i zdefiniujmy nastepujace dwa zbiory wierzcholkéw: zbior A jest
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to zbidr sasiadéw wierzcholka v, zbiér B jest to zbiér wierzchotkéw réznych od v i nie-
sasiednich z v. Wéwczas

|Al]=k oraz |Blj=n—k—1.

Zliczamy na dwa sposoby krawedzie laczace wierzcholki zbioréw A i B.

e Kazdy wierzchotek w ze zbioru A jest potaczony z wierzchotkiem v i z dwoma innymi
wierzchotkami ze zbioru A (bo ma dwéch wspdlnych sasiadéw z wierzchotkiem v).
Zatem z wierzchotka w wychodza k — 3 krawedzie do wierzchotkéw zbioru B. Stad
wynika, ze liczba krawedzi laczacych wierzcholki zbioréw A i B jest réwna k(k — 3).

e Kazdy wierzcholek u ze zbioru B ma dokladnie dwoch sasiadéw w zbiorze A, bo sg
to wspolni sasiedzi z wierzchotkiem v. Zatem liczba krawedzi laczacych wierzchotki
zbioréw A i B jest réwna 2(n — k — 1).

Stad wynika, ze k(k —3) = 2(n — k — 1). Po nietrudnych przeksztalceniach otrzymujemy

_ k2 —k42
n = -

Uwaga. Mozna udowodnié (ale jest to bardzo trudne), ze istnieja dokladnie trzy grafy
spelniajace warunki zadania. Pierwszym (dla k = 3) jest graf pelny majacy 4 wierzchotki
(rys. 20.46). Dwa nastepne istnieja dla k = 6. Maja one po 16 wierzchotkéw i 48 krawedzi.
A oto one (rys. 20.47 1 20.48).

Rys. 20.46 Rys. 20.47 Rys. 20.48

24. Na przyjeciu spotkalo sie n oséb. Wérdéd dowolnych czterech oséb znajduje sie co
najmniej jedna znajaca pozostate trzy osoby. Udowodnij, Zze na przyjeciu jest osoba
znajaca wszystkie inne.

Rozwiazanie. Jesli wszystkie osoby sie znaja, to kazda z nich zna pozostale. Przypusémy
wiec, ze osoby A i B sie¢ nie znaja. Wezmy dowolne dwie inne osoby C'i D. W czworce
0séb A, B, C i D co najmniej jedna zna pozostale. Nie moze to byé ani osoba A, ani
osoba B. Przypusémy, ze C' zna trzy pozostate osoby. Pokazemy, ze C' zna wszystkie osoby
obecne na przyjeciu. Niech E bedzie dowolna osoba. Udowodnimy, ze C' zna E. W czworce
oséb A, B, C'i E co najmniej jedna zna pozostate. Musi to by¢é C lub E. W obu przy-
padkach osoby C'i F sie znaja.

Uwaga. Mozna udowodnié, ze co najmniej n — 3 osoby znaja wszystkie pozostate osoby
obecne na przyjeciu. Dowdd tego uogdlnienia zadania pozostawie jako ¢wiczenie.

25. W czterech pudetkach znajduje si¢ 10 cukierkéw. W jednym ruchu mozemy wziac
po jednym cukierku z dwéch réznych pudelek i wlozy¢ je do trzeciego pudetka. Czy,
wykonujac takie ruchy, mozemy przelozyé wszystkie cukierki do jednego pudetka?
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Rozwiazanie. Sg 23 podzialy liczby 10 na sume co najwyzej czterech sktadnikéw:

10 644 5+5 4+442

9+1 6+3+1 S5+4+1 4+4+1+1
8+2 6+2+2 5+ 3+ 2 4+3+3

8+1+1 6+2+1+1 5+3+1+1 4+3+2+1
7+3 5+2+2+1 4+2+2+2
T+2+1 3+3+3+1
T+1+1+1 3+3+2+2

Sposéb dojscia z kazdego podziatu do 10 mozna przedstawié¢ za pomoca grafu skierowa-
nego pokazanego na rysunku 20.49.

Rys. 20.49

Inny sposéb rozwiagzania. Udowodnimy, ze dla dowolnego rozmieszczenia n > 4 cukierkéw
w co najmniej 4 pudelkach istnieje sposéb przetozenia ich wszystkich do jednego pudetka.
Zauwazamy najpierw, ze mozna przenie$¢ do jednego pudetka dowolnie rozmieszczone
cztery cukierki:

(]‘7 1’ 1’ ]‘) - (3’ 170’ 0) - (2707 270) - (]‘707 172) - (07 0’ 0’4)'

Mamy zatem co najmniej jedno pudetko, w ktérym znajduja sie co najmniej 4 cukierki.
Teraz nastepujaca sekwencja ruchéw pozwala przenie$¢ jeden cukierek do pudetka, w kto-
rym znajduja sie co najmniej 3 cukierki:
(n,1,0,0) = (n —1,0,2,0) = (n —2,2,1,0) — (n —3,2,0,2) —

- (n—-1,1,0,1) — (n+1,0,0,0).

Powtarzajac te sekwencje wielokrotnie, przenosimy po kolei wszystkie cukierki do pu-
detka, w ktérym na poczatku zgromadziliémy co najmniej 4 cukierki.

463



20. Warsztaty matematyczne

Zestaw 8.
Nieréwnosci
1. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a i b spelniaja nieréwnosci 0 < a < b < 1
(przy czym nie jest prawda, ze ab = 1), to

Rozwiazanie. Lewa nier6wno$c¢ jest oczywista: wynika stad, ze a < b oraz ab < 1. Prawa
nieréwnos$é przeksztatcamy w sposéb réwnowazny:

b—a<1-—ab,
l1+a—b—ab>0,
(14a)—5b(1+a)>0,
(I+a)(1-0)>0.

Ta ostatnia nieréwnoéé jest oczywiscie prawdziwa, co konczy dowdd.
2. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a i b spelniaja nieréwnosci 0 < a < b <1, to

< ¢ 4 b
—14+b 1+4+a—

Rozwigzanie. Znéw lewa nieréwnosé¢ jest oczywista. Prawa przeksztalcamy w sposéb
rownowazny:

a(l+a)+b(1+0) <(1+a)(1+D),
1—&—ab—a2—b2207
1-0*+a(b—a)>0.

Ta ostatnia nieréwnoéé jest prawdziwa, gdyz 1 > b2, a > 0 oraz b > a. To konczy dowéd.
Mozemy takze zauwazyé¢, ze 1 +a < 1+ b, czyli

1 1
— < .
1+~ 14+a

Stad wynika, ze
a b a b a+b

< = .
1+b+1+a_1+b+1+b 140
Poniewaz 0 < a + b < 1+ b, wiec ostatni utamek jest niewigkszy od 1.

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 cze$é ulamkowa liczby v4n? +n
jest mniejsza od i.

Rozwigzanie. Najpierw zauwazamy, ze
(2n)? =4n? <4n® 4+ n <4n® +4n+1= (2n+1)%

Stad wynika, ze

2n < V4n? +n <2n+1,
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czyli czescig catkowity liczby v4n? + n jest 2n. Zatem czeScig utamkows naszej liczby
jest vV4n2 + n — 2n. Mamy wiec udowodnidé, ze

1
VAan2 +n —2n < T

Przeksztatcamy te nieréwnos¢ w sposéb réwnowazny:

1
Van2 +n < 2n+ 7
2
1
an? +n < <2n+1) ;
1

4n? < 4n? —.
n“+n n—l—n+16

Ta ostatnia nieréwnosé jest oczywiscie prawdziwa dla kazdego n > 1. To konczy dowdd.

Uwaga. Mozna oczywiscie zapytaé, skad uczen moze sie¢ domysli¢ poczatkowych nie-
réownoéci dowodzacych, ze czedcig calkowita liczby v4n2 + n jest 2n. Zauwazenie tych
nieréwnosci nie jest trudne. Jest to kwestia pewnej wprawy. Mozna jednak do tego dojs¢
w wyniku obserwacji (por. rozdzial o wskazéwkach heurystycznych). Uczen moze sporza-
dzi¢ nastepujaca tabelke:

n? 4n’+n V4An2 +n n n? 4n’4+n Vin2+n
1 5 2,23607 6 36 150 12,24745
4 18 4,24264 7 49 203 14,24781
9 39 6,24500 8 64 264 16,24808

16 9

25 10

68 8,24621 81 333 18,24829
105  10,24695 100 410 20,24846

Uk W N~ 3

Teraz nietrudno juz dostrzec, ze czesé catkowita jest réwna 2n. Dowdd polega na udo-
wodnieniu podwdjnej nieréwnosci

2n < V4n2 +n < 2n+1.

Tej nieréwnosci dowodzimy tatwo przez podniesienie do kwadratu:
An? < 4n’+n <4n2+4n+1,

czyli
0<n<4n+1.
Mozemy takze zauwazy¢ nastepna interesujaca wlasnoéé¢ rozwazanych cze$ci utamkowych

— rosna one wraz ze wzrostem n. Inaczej méwiac, przypuszczamy, ze dla kazdego n > 1
prawdziwa jest nastepujaca nieréwnoscé:

VAnZ +n—2n < \/An+1)2+ (n+1) —2(n+1).

465



20. Warsztaty matematyczne

Tej nieréwnosci dowodzimy takze przeksztalcajac ja w sposéb rownowazny:

VA2 +n—2n < /A2 +2n+ 1) +n+1—2n—2,
VAn? 442 < \V4n? +9n +5,
An2 +n 4+ 4\4n2 £ n+4 < 4n® 4+ 9n + 5,
4v/4n2% +n < 8n + 1,
16(4n? +n) < (8n + 1),
64n? + 161 < 64n* + 16n + 1.
Ta ostatnia nieréwnoéé¢ jest oczywiscie prawdziwa dla kazdego n. To dowodzi naszego
przypuszczenia. Mozna takze tatwo stwierdzi¢, ze te czesci utamkowe sa zbiezne do i,
ale tego juz gimnazjalistom nie méwie.
4. Dane sg liczby dodatnie a, b i ¢. Udowodnij, ze
a? b P

—+—+—2>a+b+ec
b c a

Rozwigzanie. Przeksztalcamy nasza nieréwnos$é w sposéb réwnowazny (pamietamy przy
tym, ze liczby a, b i ¢ sa dodatnie):
alc+ b2a + b > a’be + ab’c + ach,
a’c+ b2a + b — a’be — ab®c — abc® > 0,
alc+ ba+ b — 2a%be — 2ab*c — 2abc? + a*be + ab*c + abc® > 0,
a®c — 2a%bc + ab’c + b2a — 2ab’c + abc® + b — 2abc® + a®be > 0,
ac(a® — 2ab + b?) + ab(b* — 2bc + ) + be(c? — 2ac + a*) > 0,
ac(a —b)* + ab(b — ¢)* + be(c — a)? > 0.

Ostatnia nieréwnosé¢ jest prawdziwa (przypominam, ze a,b,c > 0), co konczy dowdd.

5. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ i d zachodzi nieréwnosé
a2+ b2+ +d>> (a+b+c)d
Rozwiagzanie. Przeksztalémy rozwazang nieréwnos¢ w sposob réwnowazny:

>+ +cE+d*—(a+b+c)d>0,
@ —(a+b+e)d+a®+b*+c2>0.
Po lewej stronie mamy tréjmian kwadratowy zmiennej d (ze wspétczynnikiem 1 przy d2).

Nieréwnosé bedzie prawdziwa, jesli wyrdznik A tego tréjmianu bedzie niedodatni. Ob-
liczmy zatem ten wyrdznik:

A= (—(a+b+c))2—4(a2+b2+62):(a+b+c)2—4(a2+b2+c2):
= 2(ab+bc + ac) — 3(a® +b* + ¢*) = —3a® + 2(b+ c)a — (30> — 2bc + 3c?) =
= —(3a® = 2(b+ ¢)a + (3b* — 2bc + 3¢?)).

466



Rozszerzony program matematyki w gimnazjum
Chcemy udowodnié, ze A < 0, czyli

3a® — 2(b + c)a + 3b* — 2bc + 3¢* > 0

Znéw mamy tréjmian kwadratowy zmiennej a (tym razem ze wspétezynnikiem 3 przy a*)
Cheemy zatem udowodnié, ze jego wyrdéznik A; jest niedodatni. Oto ten wyrdznik

Ay = (=2(b+ ) = 12(3b* — 2bc + 3¢2)

=4(b+c)? —12(3b? — 2bc + 3¢?) =
= 4(b* 4 2bc + ¢* — 9b* + 6bc — 9¢?) = 4(—8b* + 8bc — 8¢?)
Aby wykazaé, ze —A; < 0, musimy udowodni¢ nieréwno$¢

—32(b* — be + 2).
b2 —be+c? > 0.

Te nier6wno$é¢ udowodniliémy w rozdziale o algebrze: po lewej stronie mamy tréjmian

kwadratowy zmiennej b, ktérego wyrdznik Aq

—3c? jest niedodatni.
6. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé

_|_

Q| o

> 2.

Sl

Rozwiazanie. Wystarczy skorzystaé z nieréwnosci miedzy srednig geometrycznag i sred-
nia arytmetyczna:

Salls}

v

> 1=1.
2 ba = V1

7. Dane sa takie liczby dodatnie a i b, ze a +b = 1. Udowodnij, ze zachodzi nieréwnosé

+1 2+ b+1 2>25
@ a b - 2

Rozwigzanie. Przeksztalémy rozwazana nier6wno$é w sposéb rownowazny

1, 125

@ +2+ S+ 42455 > T
1 1 17

a+b2+—+

b2 =2
Teraz skorzystamy z kilku nieréwnosci miedzy érednimi. Najpierw srednia arytmetyczna
i kwadratowa:

a? + b2

< a+b:1’
2 - 2 2
czyli
a? + v? < 1
2 T4

Po pomnozeniu obu stron przez 2, otrzymamy nieréwnosé

a’ + b >

1\3\»—\
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Nastepnie skorzystamy z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczng i srednia arytme-
tyczna:

a+b 1
Vab < -
W= Ty

czyli
ab <

Teraz skorzystamy z nieréwno$ci miedzy $rednia harmoniczng i Srednig geometryczna

liczb a? i b%: 5
— < Va?b?,

A

czyli

Skorzystamy teraz z poprzedniej nieréwnodci:

RNy-

1
a2 T

=

Stad otrzymujemy

1 1

2 + » > 8.
Ostatecznie dostajemy

iyt 1ol

a2 b2 T2 2

To konczy dowdd.
8. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b i ¢ zachodzi nieréw-
nosé

11 1
bte)-(=+-+=) >0
(a+b+c) <a+b+c>9

Rozwigzanie. Mozemy skorzystaé z nierownosci miedzy $rednia harmoniczng i Srednia
arytmetyczng. Skoro H < A, wigc takze

A-—=>1.

[ =

Zatem
at+b+ec f+i+
33
skad po pomnozeniu obu stron przez 9 otrzymujemy teze. Mozemy takze przeksztalcié
nier6wno$¢ w sposéb rownowazny i skorzystaé¢ z zadania 6:

o=

> 1,

a a b b ¢ ¢
1+-+-4+-4+14+-4+-4+-4+12>9,
c a c a

b b

a b a ¢ b ¢
242 Z4 = 4+ 2] >6.
(b+a>+(c+a>+<c+b>_6
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Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa, co wynika z zadania 6. W taki sam spos6b mozemy
udowodni¢ nieréwnosé ogdlniejsza:

1 1 )
(ar+...+ap) | —+...+— | >n°.
aj an

Uwaga. W dowodzie tej ogdlniejszej nierownosci mozemy skorzystaé z nieréwnosci mie-

dzy érednia harmoniczna i arytmetyczna. Okazuje sig, ze takze i na odwrét — z tej
nieréwnosci natychmiast wynika nieréwno$¢ miedzy tymi srednimi:

1 1
(a1+...+an)-(a—+...+—> > n?,

ay+...+ap $+,,,+L

Drugi sposéb rozwiazania jest wigc dowodem nieréwnos$ci miedzy srednia harmoniczna
i érednia arytmetyczna dla n liczb. Pokaze jeszcze jeden dowdd tej nierownosci. Najpierw
dla przykladu udowodnie, ze jesli dane sa liczby dodatnie a, b i ¢ takie, ze a +b+c =1,

to
1 1 1
-+ -4+-2>09.
a b ¢

W tym celu zauwazmy, ze dla dowolnej liczby dodatniej x zachodzi nieréwnosé

> —9x + 6.

8|~

Dla dowodu przeksztalémy te nieréwnosé w sposéb réwnowazny:

1> —9z2 + 6z,
92% — 6z +1 >0,
(3z —1)% > 0.

Ta ostatnia nieréwnosé jest oczywiscie prawdziwa. Teraz skorzystamy trzykrotnie z udo-
wodnionej nieréwnosci:

1 1 1
->-9+6, —->-9+6, —>-9c+6.
a b c
Dodajmy stronami te trzy nieréwnosci:
1 1 1
E—Fg—‘rz Z—9(a+b—|—c)—|—36=—9+18=9

Teraz dowodzimy nieréwnosci migdzy $rednia harmoniczng i $rednia arytmetyczna dla
trzech liczb. Przypusémy, ze dane sa trzy liczby a, b i c¢. Niech

a b c

xza—i—b—{—c’ vy= a+b+c’ Z:a—i—b—i—c'
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Woéwezas oczywiscie  + y + z = 1. Stad

czyli

1 1 1
—+-—-+-29,
x Yy =z

a+b+c a+b+c a+b+c
+ + >

a b c =

Dla zakoniczenia dowodu wystarczy teraz po lewej stronie nieréwnosci wytaczyé a +b+c
przed nawias. To bardzo prosty dowdd, ale jak mozna wymysli¢ te nieréwnosé

> -9z + 67

8=

Popatrzmy na wykresy funkcji stojacych po obu stronach nieréwnosci (rys. 20.50). Oka-

zuje sig, ze prosta o réwnaniu y = —9x + 6 jest styczna do hiperboli o réwnaniu y = =

A

A=(3.3)

Rys. 20.50

1
T

w punkcie A = (%, 3). Wéwcezas cala galaZ tej hiperboli dla « > 0
lezy nad ta styczna. Dlaczego bierzemy styczna w punkcie o wspot-
rzednej x réwnej %? Dlatego, ze nasza nieréwnosé

1 1 1
S+ o4+->9
a b ¢

staje sie réwnoscia dlaa =b=c = % Chcemy zatem, by wartosci
obu funkcji byly réwne w punkcie o wspéirzednej z = % Oczywi-
$cie rownania stycznej do wykresu takiej funkcji nie wyznaczymy
w gimnazjum metodami analizy matematycznej. To tylko intuicja.

Szukamy jednak funkcji liniowej postaci y = ax + b takiej, by

>ax+b

8=

dla wszystkich > 0, oraz by ta nieréwnos¢ stawala sie réwnoscia dla x = % Mamy

zatem

a
3>-+0
_3+7

skad wynika, ze b = 3 — 5. Chcemy teraz tak dobra¢ a, by nier6wnos¢

1 a
—>ar+3——
T 3

byla spelniona przez wszystkie liczby dodatnie x. Przeksztalé¢my ja w sposob réwno-

wazny:
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Wiemy juz, ze dla z = % ta nierowno$¢ staje sie réwnoécig. Czy znamy nieréwnosé
kwadratowa spelniona przez wszystkie z > 0 (a moze nawet przez wszystkie z), ktéra
staje sie rownoscia dla x = %? Oczywiscie tak. Jest to nieréwnosé:

3z — 1) >0,
czyli
922 — 6z +1>0.
Teraz wystarczy przyja¢ a = —9, by nieréwnosé

—az? — (3—§>x+120
stala si¢ wlasnie tg nieréwnoscia
92% — 6z + 1 > 0.

Mozemy rowniez skorzystaé¢ z twierdzenia o wyrdzniku tréjmianu kwadratowego. Po
pierwsze, chcemy, by a < 0, po to, by wspétczynnik przy 22 byl dodatni. Po drugie,
chcemy, by wyréznik byl niedodatni. Obliczmy zatem ten wyrdéznik:

a\? a® a® a\?
A:<——) da=9-2a+% +da=9+2 7:< 7).
33+a9 a+9+a 9+a+9 3+3

Poniewaz A > 0, wiec musimy dobraé¢ a tak, by A = 0. Stad a = —9.

W podobny sposéb postepujemy dla n liczb. Przypuéémy, ze mamy dane liczby dodatnie
ai,...,a, takie, ze a; + ...+ a, = 1. Udowodnimy, ze

Nierownosé miedzy Srednia harmoniczng i érednia arytmetyczna wyniknie z powyzszej
nieréwnosci w sposéb pokazany wyzej. Szczegdly dowodu pozostawie jako éwiczenie.
Przystapmy zatem do dowodu. Szukamy funkcji liniowej postaci y = ax + b takiej, by
nieréwnosé 1

—>ar+b

x

byla spelniona przez kazda liczbe dodatniag x oraz by stawala sie rownoscia dla = = %

Mamy zatem
a
n=—+9,
n

skad b =n — . Chcemy teraz dobra¢ a tak, by nieréwnos¢

a
>ar—+n— —
n

8=

byta spetniona przez kazda liczbe dodatniag x. Pomnézmy obie strony przez x i dopro-
wadZmy nasza nieréwnos¢ do postaci nieréwnosci kwadratowe;j:

—ax2—<n—g)x+120.
n
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Tak jak wyzej, chcemy, by a < 0 oraz by wyréznik byl niedodatni. Zauwazamy, ze
wyréznik A jest réwny
an 2
A= (n + 7> ,
n

skad — tak jak wyzej — otrzymujemy a = —n?

ze nieré6wnosé

oraz b = 2n. Mozemy teraz sprawdzic,

1
- > —n2z +2n
T

jest rzeczywiscie spelniona przez kazda liczbe x > 0. Przeksztalémy ja bowiem w sposéb
rownowazny:

1> —n2?+ 2nx,
n?z? —2nx+1>0,
(nz —1)% > 0.

Teraz skorzystamy z udowodnionej nieréwnoéci. Podstawiajac liczby a1, . .., a, w miejsce
x, otrzymamy nastepujace n nieréwnosci:

1 1
—_— > —n2a1 +2n, ..., — 2> —n2a1 + 2n.
ai a1

Po dodaniu tych nieréwnosci stronami, otrzymamy:

1 1
— 4.+ —>-n*ag ... Fa,)+n-2n=-—n*+2n* =n?
a1 Qg
To konczy dowdd. W ten sposdb zostal takze zakonczony dowdd nieréwnosci miedzy
$rednig harmoniczng i Srednig arytmetyczna dla n liczb dodatnich.

9. Dane sg liczby dodatnie ag,...,a, takie, ze a; + ...+ a, = 1. Udowodnij, ze

a%—i—...—l—aiz

S|

Rozwiazanie. Nier6wno$¢ ta wynika natychmiast z nieréwnoéci miedzy srednia arytme-
tyczna i Srednig kwadratowa:

a?+...4+a: _ar+...+ay

Stad

czyli

ai+...+ ai >
Uwaga. Tak jak w poprzednim zadaniu, te¢ nier6wnos$é¢ tez mozemy udowodnié¢ bezpo-
$rednio, a nastepnie wyprowadzi¢ z niej nieréwnosé miedzy $rednig arytmetyczna i Srednia
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kwadratowa. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej liczby dodatniej x zachodzi nastepu-

jaca nieréwno$¢ pomocnicza:
1

9 2
zt>— - —.
n n
Dowdd tej nieréwnosci polega na przeksztalceniu jej w sposéb réwnowazny:
n?z? > 2nx — 1,
n?z? —2nx +1>0,
(nz —1)* > 0.

Teraz dodajemy stronami n nieréwnosci

a%>g-al—i .. a2>z-a —i.
“n n?’ S A T
Otrzymamy nieréwno$é
a%—l—...—&—aizz~(a1+...—|—an)—n~i2:g-l—l:l.
n n n n o n

Teraz z udowodnionej nieréwnosci wyprowadzimy nierowno$é¢ miedzy Srednia arytme-
tyczna i Srednia kwadratowa. Przypu$émy, ze dane sa liczby dodatnie aq,...,a,. Niech
A bedzie Srednia arytmetyczna tych liczb:

A— alJr...+an7
n
czyli
ai +...+a, = nA.
Definiujemy liczby 1, ..., x, W nastepujacy sposob:
- ay - Ay
.’El—n—A, ceey xn—n—A

Woéwezas oczywiscie 1 + ... 4+ x, = 1. Mamy zatem
1
2 2
i +...+x;, > o

Mnozymy obie strony otrzymanej nieréwnoéci przez (nA)? i przeksztalcamy otrzymana
nier6wnos¢é:
(nA? (23 +...+22) > (nAd)?.
(nAz1)* + ...+ (nAx,)?* > nA?,
a%—l—...—i—ai > nA?,

2 2
a ++CL
Lo > A2

)

S|

n
a?+...+a?
n

a?+...+a2 LMt Fan
n - n '

> A,

W ten sposéb dowdd nieréwnosci miedzy srednia arytmetyczna i Srednia kwadratowa jest
zakonczony.
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20. Warsztaty matematyczne

Oczywiscie — tak jak poprzednio — problemem jest znalezienie odpowiedniej nieréwnosci
pomocniczej. W tym przypadku:

Znoéw szukamy nieréwnosci postaci
2
x> axr + b,

spelnionej przez kazda liczbe dodatnia x i stajaca sie réwnoscig dla x = % Mamy zatem

1 a
— =40,
nZ2 n *
skad dostajemy b = n—lz — . Teraz szukamy takiego a, by nier6wnos¢
9 1 a
x° > axr + — -
n n
czyli
9 1 a

r-ar— — +—
n n

byla spelniona przez kazda liczbe dodatnia x. Jeszcze raz skorzystamy z twierdzenia
o wyrézniku tréjmianu kwadratowego. Mamy tym razem

4 4
A = a2 =+ — = —a
n n
Szukamy zatem takiego a, by
o 4 da
a+———<0.
n n

Przeksztalcamy te nieréwnosé

a’n?® + 4 — 4an <0,
(an —2)? <0.

Stad dostajemy a = % i nastepnie b = n—lz -t = # — % =—13.

10. Dane sg liczby dodatnie a, b i c. Udowodnij, ze

ab(a + b) 4+ be(b + ¢) + ca(c+ a) > 6abe.

Rozwigzanie. Podzielmy obie strony nieréwnosci przez abc. Po uporzadkowaniu wyra-
z6w otrzymamy nierownos¢ prawdziwg
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Mozemy takze skorzystaé z nieréwnosci miedzy $rednimi:

ab(a +b) + be(b+¢) + ca(c+a) _ a®b+ ab? + b%c + be® + a’c + ac? <

6 6 -
> Va2b - ab? - b2c - b - a2c - ac® = Vabbbc8 = abe.

11. Dane sa liczby dodatnia a, b i c. Udowodnij, ze

a® b A
—+—+ —>ab+bc+ca.
b c a

Rozwiazanie. Z nieréwnosci miedzy Sredniag geometryczng i arytmetyczna wynika, ze

@ 6y
T tbe > Va3 = ab,

3 >
czyli
3 b3
@ + — + be > 3ab.
b c
Podobnie
3
— + — +ca > 3bc
c a
oraz
¢ ad

— + — +ab > 3ca.
a b

Po dodaniu stronami tych trzech nieréwnoéci, redukeji wyrazéow podobnych i podzieleniu
obu stron przez 2, otrzymujemy zadang nieréwnosc.

12. Dane sa takie liczby dodatnie a, b, ¢, ze abc = 1. Udowodnij, ze

ab® + bc? + ca® > ab + be + ca.

Rozwigzanie. Trzy razy korzystamy z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczna i sred-
nia arytmetyczna. Mamy:

ab? + ab? + ca?

3 > Vab? - ab? - ca? = Vaibrc = Vabe - a3b3 = ab.

Stad
2ab® + bc® > 3ab.

W podobny sposéb dowodzimy, ze
2bc® + ca® > 3bc oraz  2ca® + ab® > 3ca.
Dodajac otrzymane nieréwnosci stronami, dostajemy nieréwnoscé

3ab® + 3bc® + 3ca® > 3ab + 3bc + 3ca,

czyli
ab® + bc? + ca® > ab + be + ca.
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20. Warsztaty matematyczne

13. Dane sg liczby dodatnie a i b. Udowodnij, ze
a® + b > a?b + ab?.

Rozwigzanie. Ze wzgledu na symetri¢ mozemy zalozyé, ze a < b. Wowcezas a? < b2
a wiec ciagi (a, b) i (a?,b?) sa uporzadkowane zgodnie. Zatem

|:;2 bbz} > [;2 ;2:|, czyli a® + b > ab® + a®b.

Nieréwnosé te mozna udowodnié¢ takze metoda grupowania. Przeksztalcamy ja w sposéb
rownowazny:

a® + b3 > a®b + ab?,

a® +b* — a®b — ab® > 0,

(a® — a®b) + (b* — ab?) >0,

(a—b)—b2(a—b) >0,

(a—b)(a® — %) >0,

(a —b)*(a+b) > 0.

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, bo a + b > 0. To konczy dowod

14. Dane sg rézne od zera liczby rzeczywiste a i b. Udowodnij, ze

6 6
4 44 @ b

Rozwiazanie. Znéw mozemy zalozyé, ze |a| < |b|. Wéwezas a® < b° oraz a® < b%. Mamy
wiec

Stad wynika, ze ciagi (a®,b%) i (b%, a%) sa uporzadkowane zgodnie. Zatem
6 16 6
a’ b a
[L L} = [L
b2 a2 a2

15. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a i b spelniaja nieréwnosci 0 < a < b <1, to

CL6 6
b2+—>a + b

-2

] , czyli

1

0<ab®—a%h<

e

Rozwiazanie. Lewa nieréwnosé jest oczywista: 0 < ab(b — a). Dowodzimy teraz prawej
nieréwnosci. Najpierw zauwazamy, ze:

ab® — a®b < ab® — a?V?.
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Wystarczy bowiem odjaé ab? od obu stron, a nastepnie podzieli¢ obie strony przez a?b.
Otrzymamy wtedy nieréwnosé¢ prawdziwa:

-1 < —b.

Mamy

ab® — a?b < ab® — a?b? :bQ(a—aQ) <a-a’<

| =

Nieréwnosé b%(a — a?) < a — a? jest prawdziwa, gdyz b? < 1 oraz a — a? = a(1 — a) > 0.
Nieréwnosé

jest prawdziwa, gdyz
2 _a+ L 1’ >0
ac—a+-=|a—— .
4 2) —

16. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, c i d takie, ze a +d = b + ¢. Udowodnij, ze
(a=b)c=d)+(a—c)b=—d)+ (d—a)(b—c) > 0.
Rozwiazanie. Z zalozenia wynika, ze ¢ —d = a — b, a wiec
(a —b)(c—d) = (a—b)>.
Nastepnie

(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c) =ab—ad —bc+ cd+bd — cd — ab+ ac =
=ac—ad —bc+bd = (a —b)(c —d) = (a — )%

Zatem
(a=b)(c—d)+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c)=2(a—b)?>0.

17. Niech f(z,y, z,t) oznacza wyrazenie algebraiczne
(x—y)?+(y—2)+ (=) + (t —2)*
Niech nastepnie a, b, ¢ i d beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b < ¢ < d.
Udowodnij, ze
f(a,e,b,d) > f(a,b,c,d) > f(a,b,d,c).

Rozwiazanie. Z definicji wyrazenia f mamy:

f(a’cvbad) :(a_c)2+(6_b)2+(b_d)2
f(a,b,c,d) = (a—b)*+ (b—c)® + (c— d)? + (d — a)?,
f(a,b,d,c) = (a—b)*+ (b—d)*+(d—c)* + (c — a)?.

_|_
=
I
&
. no
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20. Warsztaty matematyczne

Zatem
fla,e,b,d) — f(a,b,e,d) = (a—c)? —(a—b)2+ (b—d)? = (c—d)* =
a—c)—(a=b)-((a—c)+(a—b)+
F (=)= d)) - (b—d) + (e~ d)) =
b—c)2a—b—c)+(b—c)(b+c—2d) =
b—c)(2a —2d) =2(c—b)(d—a) > 0.

I
—~
—~

I

s}

Podobny dowdd drugiej nieréwnosci pozostawie jako éwiczenie.

18. Dane sa dowolne liczby rzeczywiste a, b i c. Udowodnij, ze
2,2, 2,9
a“+b°+c JrZ >a+b+ec.

Rozwiazanie. Jeden sposob rozwiazania polega na przeksztalceniu nieréwnosci w sposéb
réwnowazny do postaci

(2a — 1)® + (20 — 1)* + (2¢ — 1)* > 0.

Inny sposéb polega na zastosowaniu twierdzenia o wyrézniku tréjmianu kwadratowego.
Mamy bowiem tréjmian zmiennej a (ze wspélczynnikiem 1 przy a?):

a2a+<62+02bc+%>.

Jego wyrdznik jest rowny

A=(-12-4. (62+c2—b—c+i) = —4b% — 4c® + 4b + 4dc — 2.

Mamy udowodnié, ze A < 0, czyli ze 4b®> 4+ 4c®> — 4b — 4c + 2 > 0. Po podzieleniu obu
stron przez 2 mamy tréjmian kwadratowy zmiennej b (ze wspétezynnikiem 2 przy b?):

2b% — 2b+2¢? — 2¢ + 1.
Jego wyrdznik jest réwny
Ay =(-2)2—4-2-(2¢* —2c+1) =4 —16¢* + 16c — 8 = —4(2c — 1)* < 0.

To konczy dowdd nieréwnosci.

19. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnosé
a®+b*+ab>3(a+b—1).
Rozwiazanie. Przeksztalcamy te nieré6wnos¢ w sposéb réwnowazny:

a?+(b—3)a+b*—3b+3>0.
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Po lewej stronie mamy tréjmian kwadratowy zmiennej a (ze wspétezynnikiem 1 przy a?).
Wystarczy pokazaé, ze jego wyrdznik A jest niedodatni:

A=(b—3)*—4(b*—-3b+3)= -3 +6b—3=-30b—1)?<0.

To konczy dowdd.
20. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze a # 0 zachodzi

nieréwnosé ) b
@ +0+ <+ - >3
a a

Rozwigzanie. Przeksztal¢my nieréwnosé w sposéb rownowazny:

b 1
B+ - +d®+— - V320,
a a
a2b2+ab+a4—\/§-a2+120.

Po lewej stronie mamy tréjmian kwadratowy zmiennej b (ze wspétczynnikiem a? > 0
przy b?). Wystarczy zatem pokazaé, ze jego wyrdznik A jest niedodatni:

A=a?—4a*a* —V3-a*+1)=d*(1 —4a* +4V3-a®> —4) =
= —a*(4a* — 4a>V3 +3) = —a? (24> — V3)? <0.

To konczy dowdd.
21. Dane sg takie liczby dodatnie a, b, ¢, ze abc = 1. Udowodnij, ze

l1+ab 1+bc 1+4ca

> 3.
14+a 1+0 14c¢c —
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
14+ab abc+ ab 1+¢
= = a0 - .
1+a 14+a 14+a
Podobnie
1+ be 14+a
=bc-
1+ 1+0
oraz
1+ ca 1+b
=ca- .
1+c¢ 1+c

7 nier6éwnosci miedzy $rednia geometryczng i Srednig arytmetyczna wynika, ze

1+ab + 1+be + 1+ca ab - 1+c —I—bC 1+a +ca- 1+b

1+a 1+b 1+c _ 1+a 1+b 1+4c¢ >
3 3 -
1 1 1+0b
:\5/ab- +C-bc~ +a-ca- * = V222 = 1.
1+a 1+5b 1+¢

Po pomnozeniu obu stron przez 3 otrzymujemy zadana nieréwnosé.
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Inny sposéb rozwiagzania polega na pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez wspolny
mianownik (1+a)(1+b)(14c). Po redukeji wyrazéw podobnych i skorzystaniu kilkakrotnie
z réwnosci abc = 1, otrzymujemy nieréwnosé

ab® + bc® + ca? > ab+ be + ca

udowodniong w zadaniu 12.

22. Dane sg takie liczby dodatnie a, b, ¢, ze a + b+ ¢ = 1. Udowodnij, ze

V6a+T7+V6b+7+V6c+T7<9.

Rozwigzanie. W tym zadaniu skorzystamy z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczna
i $rednig arytmetyczna. Udowodnimy najpierw nieréwnos¢ pomocnicza:

y2+x

vV <
2y

dla dowolnych liczb dodatnich z i y. Mianowicie

Yty P+
frd ~—< y: .
Ve =/y ;<o o

Teraz wezmy y = 3 i podstawmy 6x + 7 w miejsce x:

946 7 8

Mamy zatem trzy nieréwnoéci:

8 8 8
\/6a+7§a+§, \/6b+7§b+§, \/60+7§c+§.

Po dodaniu tych nieréwnosci stronami, otrzymamy

8
\/6a+7+\/6b+7+\/6c+7§a+b+c+3-g=1+8:9.

To konczy dowdd.

Uwaga. Nalezy wyja$ni¢, w jaki sposéb mozna sie domysli¢, zeby wzia¢ y = 3. Otéz
nietrudno zauwazy¢, ze dowodzona nieréwno$é staje sie réwnoscig dla ¢ = b = ¢ = L.

3
Zatem chcemy tak dobraé y, by w nieréwnoéci

4 6atT
e 17 — /3/'63:;—75 Y 2y

rownos¢ zachodzita dla x = % Ale ré6wno$¢ w nieréwnosci miedzy Srednimi zachodzi

wtedy, gdy obie liczby sg réwne. Chcemy zatem, by

6z 47
y:
Y
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dla x = % Proste obliczenie pokazuje, ze wtedy y? = 9, a wiec y = 3 (bowiem y > 0).

Inny sposdb otrzymania nieréwnosci

8
VvVor+7<zx+ g
polega na dobraniu takich a i b, by nieréwno$c¢

Vor+7<ar+b

byta spelniona dla kazdej liczby dodatniej x i by stala sie réwnoscig dla x = % Mamy

zatem rownanie
Joter— 4
3 37

skad dostajemy b = 3 — 2. Nastepnie mamy nier6wnosé
& 3 €

\/6x+7§ax+3—§,

ktora przeksztalcamy w sposéb réwnowazny:

3vbxr+7 < 3ax+9 —a,
9(6x + 7) < 9a’x? + 81 + a® + 5dax — 6a’x — 18a,
9a*2? + (5da — 6a* — 54)x + (a® — 18a + 18) > 0.
Mamy tréjmian kwadratowy ze wspétczynnikiem 9a? przy 22. Nieréwnoéé jest spetniona
przez kazda liczbe z, jesli wyrdznik A jest niedodatni. Obliczmy zatem ten wyréznik:
A = (54a — 6a® — 54)? — 36a%(a* — 18a + 18) =
= 36(a® — 9a + 9)% — 36(a* — 18a® + 184%) =
= 36(a* + 81a” + 81 — 18a® + 18a® — 162a) — 36(a* — 18a® + 184?) =
= 36(81a* — 162a +81) =36 - 81 - (a*> —2a + 1) =36 -81 - (a — 1)2.

Poniewaz A <0, wiecca=11ib=3— % = %. Stad dostajemy

8

23. Dana jest liczba dodatnia x. Udowodnij, ze

T+ % > 3.
x
Rozwigzanie. Z nieréwno$ci miedzy $rednia geometryczng i $rednia arytmetyczna wy-
nika, ze
m+%7§+§+%>3x x 4
3 3 V2 2 a2

Wystarczy teraz pomnozy¢ obie strony nieréwnosci przez 3.
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24. Dana jest liczba dodatnia x. Udowodnij, ze

16
>+ — >3.
x
Rozwiazanie.
2 4 16 2,8, 8
R +x+x23x2-§~§:3/_6 4
3 3 T T

Wystarczy teraz pomnozy¢ obie strony nieréwnosci przez 3.

25. Dane sg liczby dodatnie a i b. Udowodnij, ze

3 3
. r > a® + b
b a
Wskazéwka. Ciagi (a®,b%) i (%, %) sa uporzadkowane zgodnie.

26. Dane sa liczby dodatnie a i b. Udowodnij, ze

L1 \/Z L1 fa

a’ b~ a3 a b b’
Wskazéwka. Ciagi (v/a, vb) i (#ﬁ’ a%ﬁ) sg uporzadkowane zgodnie.
27. Dane sg liczby dodatnie a, b i c. Udowodnij, ze

a® + b + 3 > ab+ b2e + Pa.

Rozwigzanie. Ze wzgledu na cyklicznosé wyrazen po obu stronach nieréwnosci wystar-
czy rozpatrze¢ dwa przypadki: a < b < cia <c¢ < b W obu przypadkach stwierdzamy,
ze ciagi (a,b,c) i (a?,b?,c?) sa uporzadkowane zgodnie. Zatem

czyli
a® + b2+ > ac® + ba? + cb?.

28. Dane sg liczby dodatnie a, b i c¢. Udowodnij, ze

a®b + b3c+ Ea > a®be + b3ca + Fab.

Wskazéwka. Ciagi (a?,b%,¢?) i (be, ca, ab) sa uporzadkowane przeciwnie.
29. Dane sg liczby dodatnie ay, ..., a,. Udowodnij, ze

ai az an,
—+ 4+ ...+ —>n.
az as ai

Wskazéwka. Ciagi (a1,a9,...,a,) 1 (%, i, ceey ai) sg uporzadkowane przeciwnie.
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30. (Nieréwnosé Nesbitta) Dane sa liczby dodatnie a, b i ¢. Udowodnij, ze

a . b n c
b+c¢c c¢c+a a+bd

3
> .
-2

Rozwiagzanie. To zadanie udowodnimy kilkoma sposobami. Jest to zadanie cytowane
w wielu zbiorach zadan olimpijskich i znamy co najmniej kilkanascie jego rozwiazan.

Sposdb 1. Najpierw zastosujemy metode ciggdéw uporzadkowanych zgodnie. Zauwazmy,
ze ciagi (a,b,¢) i (ﬁ, C_%@, (#b) sa uporzadkowane zgodnie. Zatem

a
1

b c } [ a b c
101 1 =31 1 1 |>
b+c cta a+b cta a+b b+c
czyli
a b c a b c
+ + > + + .
b+c¢c c¢c+a a+b " c+a a+b b+ec

W podobny sposéb dowodzimy, ze

a n b n c a n b . c
b+c c+a a+b T a+b b+c cH+a

Po dodaniu stronami obu ostatnich nieréwnosci i podzieleniu obu stron przez 2, otrzy-
mamy teze.
Sposéb 2. Niech

x=b+c, y=a+c, z=a+b

Wowezas
r+y=a+b+2c=z+2c
Stad
r+y—=z
= 5 )
Podobnie otrzymujemy
Yy+z—x b rT+z—Yy
a=>"——— oraz b=—"".
2 2

Podstawiamy obliczone wartosci do lewej strony naszej nieréwnosci:

a b c +z—z x4+z2-— T+y—=z
- =¥ + LR An
b+c c+a a+b 2z 2y 2z
1
=—-(y+2—1+x+z—1+x+y—1>:
2 z Y z
1 T r oz z
—-(—+g+—+—+g+—3)2
2 y T z T z Y
1 3
>—-(242+2-3)=-.
25 (2+2+ ) 5
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Sposéb 3. Niech

r=0b+c,

y=a+te,

z=a+b.

Niech nastepnie s = a + b+ ¢. Wowczas x + y + z = 2s oraz

a=s—ux,

b=s—uy,

C=S8§—2Z2.

Podstawmy te wartosci do lewej strony nieréwnosci:

a b c s—x S—Yy S—2z
+ + = + + =
b+c c+a a+bd x Y z
1 1
:f—1+——1+——1:y(—+—+—
x z x Yy z
1 1 1
~(x+y+z)~<++>32
2 r Yy =z
1 3
>—--9-3=_.
-2 2
Ostatnia nieréwnos¢ wynika z zadania 8:
1 1 1
(:c+y+z)~<—+— —)29.
x Yy =z
Sposéb 4. Niech s = a + b + ¢. Niech nastepnie
a b c
r = —, y=-, Z ==
S S S
Woweczas 0 <z <1,0<y<1,0< z<1 oraz
b
oyt a= 20Ty
Przeksztatcimy teraz lewa strone naszej nieréwnosci:
a b c a b c
+ + = + + =
b+c¢c c¢c+a a+b s—a s—b s—c
a b c
:1—g+1fg+1—§:
__Z Yy L
_1—x+1—y+1—z_
=141 y—1+41 2z—-1+1
 1l-z 1—y 1-=2
1 1 1
=-14-—-1 -1
+1—x +1— +1—Z
1 1 1
= - 3.
1—m+1—y+1—z
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Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

Teraz skorzystamy jeszcze raz z zadania 8:

«1:@+@y)u1@y<1i$+1iy+liz)29

Poniewaz
l-2)+1-y)+(1—-2=3—-(z+y+2)=3-1=2,

1 n 1 4 1 >9
l—2 1—-y 1—2z) 2

Powracamy do naszej nieréwnosci:

wiec

a n b L c 1 1 1
b+c¢c c¢+a a+b 1—2 1-y 1-—2z2

Sposéb 5. Tak jak w sposobie 4, otrzymujemy

a n b n c oz n y n z
b+c¢ c4+a a+b 1—z 11—y 1-2

Teraz dowodzimy, ze dla dowolnej liczby x takiej, ze 0 < < 1 zachodzi nieréwnosé

T 9 1
> —xr— =

1—2 4" 4

W tym celu przeksztalcamy te nieréwnosé w sposéb rownowazny:

4x
1—2z
4 > (1 —2)(9z — 1),
4x29x—1—9m2+m,
922 — 6z +1>0,

>9r —1,

(3z —1)? > 0.
Mamy zatem nieréwnosci
T 9 1 Y 9 1 z 9 1
> -r— -, — > Y-, > —z— .
l—xz 4 4 l—y — 4 4 11—z "4 4
Dodajemy stronami te trzy nieréwnosci:
T Y z 9 1 9 3 3
>z —3.-="_2=2
Tl pvi i p S G ) 471 41 9

Jeszcze raz popatrzmy, w jaki sposéb mozna znalezé nieréwnosé
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20. Warsztaty matematyczne

Szukamy liczb a i b takich, by dla kazdego x takiego, ze 0 < x < 1 zachodzila nieréwnosé¢

x
— >azxr+b
11—z
oraz by dla z = % ta nieré6wno$¢ stawala sie réwnoscia. Zauwazamy bowiem, ze dla
r=y=z= % zachodzi réwnosé
x Y z 3
+ + =c
l—-z 1-y 1—2z 2
Podstawmy zatem z = %:
1
3 a
=—+b
1-3 3

Stad otrzymujemy b = % — &. Teraz probujemy wyznaczy¢ a. Mamy nier6wnos¢

s}

> az +
axr - — —.
= 2

w

1—-=z
Przeksztalcamy te nieréwnos¢ w sposob réwnowazny:

6
—‘%26(1334—3—2617
1—=z
6x > (1 — x)(6ax + 3 — 2a),
6x26asc+3—2a—6aa?2—3x+2am,

6az? + (9 — 8a)x + (2a — 3) > 0.
Szukamy takiego a, by a > 0 oraz A < 0. Obliczmy zatem wyréznik A:
A = (9—8a)* —24a(2a—3) = 81— 144a+64a* —48a* +72a = 16a*> — 72a+81 = (4a—9)>.
Stad a = % oraz b= —i.
Sposéb 6. Tak jak w sposobie 4, otrzymujemy
a b c 1 1 1

= - 3.
b+c+c+a+a+b 1—x+1—y+1—z

Teraz mozemy latwo pokazaé (szczegdly pozostawie jako éwiczenie), ze dla kazdego x ta-
kiego, ze 0 < = < 1, zachodzi nastepujaca nieré6wnosé¢ pomocnicza:
1 9 3

>4 Z,
1—z-1"T1

Stad otrzymujemy

1 n 1 n 1 >9 (z + +)+9 9
= (z 2)+ - =-.
1z 1y 1-271 Y 479
Stad ostatecznie
a n b n c 1 n 1 n 1 3>9 373
b+c c+a a+b 1—z 11—y 1—2 -2 2

Sposob znalezienia nieréwnosci pomocniczej jest taki sam, jak w poprzednim przykladzie.
Szczegbly pozostawie jako ¢wiczenie.
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Zestaw 9.
Geometria

1. Dane sa odcinki o dlugoéciach 1,2, 3, ..., 16. Ile réznych tréjkatéw mozna zbudowad,
wybierajac za kazdym razem trzy rézne odcinki?
Rozwiazanie. Zastandéwmy sie, ile jest tréjkatéw o najdtuzszym boku réwnym n. Wa-
runkiem koniecznym i wystarczajacym dla istnienia takiego tréjkata jest to, by suma
dwdéch krotszych bokow byla diuzsza od boku najdiuzszego. Popatrzmy zatem, jakie
tréjki bokdéw moga utworzy¢ trojkat, gdy najdluzszy bok jest réwny 4, 5,6, .. .

4: (2,3,4),

5: (2,4,5),(3,4,5),

6: (2,5,6),(3,5,6),(4,5,6),

(3,4,6),

7: (2,6,7),(3,6,7),(4,6,7),(5,6,7),
(3,5,7),(4,5,7),

8: (2,7,8),(3,7,8),(4,7,8),(5,7,8),(6,7,8),
(3,6,8),(4,6,8), (5,6,8),

(4,5,8),

9: (2,8,9),(3,8,9),(4,8,9), (5,8,9), (6,8,9), (7,8,9),
(3,7,9),(4,7,9),(5,7,9),(6,7,9),
(4,6,9),(5,6,9),

10: (2,9,10), (3, 9 10), (4,9,10), (5,9, 10), (6,9, 10), (7,9, 10), (8,9, 10),
(3,8,10), (4,8,10), (5,8, 10), (6,8,10), (7,8, 10),
(4,7,10), (5,7,10), (6,7, 10),

)

(5,6,10),

Nietrudno dostrzec regute. Jesli najdtuzszy bok ma dlugo$é¢ parzysta, to liczba tréjka-
téw jest suma kolejnych liczb nieparzystych (gdy grupujemy tréjkaty wedlug drugiego
pod wzgledem dlugosci boku). Zatem liczby tych tréjkatéw sa kwadratami liczb natural-
nych. Popatrzmy na sytuacje ogblna, w ktorej patrzymy na tréjkaty o najdluzszym boku
rownym 2n:

drugi bok trojkaty liczba trojkatow
2n — 1 (2,2n —1,2n),...,(2n — 2,2n — 1,2n) 2n — 3,
2n — 2 (3,2n —2,2n),...,(2n — 3,2n — 2,2n) 2n — 5,
2n — 3 (4,2n —3,2n),...,(2n —4,2n — 3,2n) 2n — 17,
n+3 (n—2,n+3,2n),...,(n+2,n+3,2n) 5,
n-+2 (n—1,n+2,2n),...,(n+1,n+2,2n) 3,
n+1 (n,n+1,2n) 1.

Laczna liczba tych tréjkatéw jest zatem réwna (por. uwage po zadaniu 13 w zestawie
5 z kombinatoryki):

14+345+...+@2n -7+ 2n—5)+(2n—-3) = (n—1)%
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W podobny sposéb mozemy przekonaé sie, ze jedli nadluzszy bok jest rowny 2n + 1, to
liczba wszystkich tréjkatéw jest réwna n(n — 1) (utworzenie odpowiedniej tabelki pozo-
stawie jako ¢wiczenie). Teraz mozemy zbudowaé tabelke pokazujaca, ile jest tréjkatéw
o danej dlugosci najdhuzszego boku:

4: 1 11: 20
5: 2 12: 25
6: 4 13: 30
7: 6 14: 36
8: 9 15: 42
9: 12 16: 49
10: 16
Po zsumowaniu otrzymamy 252 tréjkaty.
2. Dane sa odcinki o dltugosciach 1,2, 3, ..., 17. Ile réznych tréjkatéw mozna zbudowad,

wybierajac za kazdym razem trzy rézne odcinki?

Rozwiazanie. Istnieje 56 tréjkatéw o najdtuzszym boku réwnym 17. Zatem szukana
liczba trojkatow jest rowna 252 4+ 56 = 308.

Uwaga. Mozna udowodni¢, ze jesli liczba n jest parzysta, to liczba tréjkatéw zbudowa-
nych z odcinkéw o diugosciach 1,2,3,...,n jest réwna 5 - n(n —2)(2n —5). Dlan = 16
mamy:

1
—-16-14-27=2-14-9 = 252.
21 6 7 9 )

Natomiast, jesli liczba n jest nieparzysta, to ta liczba rozwazanych tréjkatéow jest réwna
& - (n—1)(n—3)(2n — 1). Dla n = 17 mamy

1
—-16-14-33=2-14-11 = .
2 6 33 308

Dowody tych wzoréw sa juz trudniejsze (potrzebny jest wzér na sume kwadratéw liczb
od 1 do n) i nie pokazuje ich gimnazjalistom. Te dowody moga by¢ pokazane licealistom
przygotowujacym sie do Olimpiady.

3. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym AC = BC. Na bokach AB i BC
wybrano odpowiednio punkty D i E w taki sposéb, by CD = CE. Udowodnij, ze
LACD =2 -4ABDE.

Rozwigzanie. Oczywiscie LABC = LBAC oraz £CDE = LCED (rys. 20.51). Korzy-
stajac dwukrotnie z wlasnosci katow zewnetrznych trojkatow, otrzymujemy

< ABAC + L{ACD = {BDC = { BDE + {CDE =
. = {BDE + £CED =
— {BDE + {BDE + {ABC =
A D B = A{BAC +2- {BDE,
Rys. 20.51

skad natychmiast wynika teza.
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4. Punkt D lezy wewnatrz tréjkata ABC'. Na bokach AC' i BC' wybrano odpowiednio
punkty F i F' tak, ze potprosta AF jest dwusieczng kata C' AD oraz polprosta BE jest
dwusieczna kata CBD. Pélproste AF' i BE przecinaja sie w punkcie G. Udowodnij, ze

LAGB = % - (LACB+ £ADB).
Rozwiazanie. Zauwasmy, se c
£LBAG = {BAC — LCAG = {BAC — {DAG E Q F
oraz
ABAG = £BAD + £DAG.
(rys. 20.52). Stad dostajemy A B

Rys. 20.52
2-ABAG = LBAC + £BAD.

W podobny sposéb pokazujemy, ze
2-AABG = £LABC + £ABD.
Teraz

2. {BAG+2- {ABG = ({BAC + {ABC) + ({BAD + £ ABD) =
= (180° — LACB) + (180° — LADB) = 360° — ({ACB + {ADB).

7 drugiej strony,
2-ABAG+2-{ABG =2-(180° — LAGB) = 360° — 2 - LAGB.

Zatem
360° — 2 - LAGB = 360° — ({ACB + £ADB),

skad natychmiast wynika teza.

5. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym AC = BC. Na boku AC wy-
bieramy punkt D. Na pélprostej CB, za punktem B, wybieramy taki punkt E, by
BE = AD. Odcinki AB i DE przecinaja si¢ w punkcie F. Udowodnij, ze DF = EF.

Rozwiazanie. Rysujemy odcinek DG réwnolegly do boku BC e}
(rys. 20.53). Zauwazamy, ze LAGD = LABC = £BAC, skad
wynika, ze BE = AD = AG. Nastepnie, z réwnoéci katéw naprze-
mianlegltych {FDG = LFEB oraz {FGD = {FBE, wynika, ze
ANDGF = ANEBF. Zatem DF = EF.

A G

Rys. 20.53 E
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6. Dany jest trojkat rownoboczny ABC'. Prosta prostopadta do AC przechodzaca przez
punkt A przecina w punkcie D prosta prostopadia do BC przechodzaca przez punkt
B. Na bokach AC' i BC wybieramy odpowiednio punkty F i F tak, by { EDF = 60°.
Udowodnij, ze FF = AE + BF.
c Rozwigzanie. Na polprostej C'A, za punktem A, wybieramy
punkt G w taki sposéb, by AG = BF (rys. 20.54). Wtedy do$é
P latwo wykazujemy, ze A DAG = A DBF (cecha BKB). Stad wy-
B nika, ze DG = DF oraz {ADG = {BDF. Teraz zauwazamy, ze
AEDG = 60° i stad tatwo wynika, ze trojkaty EDF 1 EDG sa
przystajace. Zatem
G b EF = EG = AE + AG = AE + BF,
Rys. 20.54
co konczy dowod.

7. Dany jest trojkat réwnoboczny ABC. Punkt D lezy wewnatrz trdjkata ABC oraz
AD = BD. Punkt FE lezy na zewnatrz trojkata ABC, przy czym AB = BE oraz
ADBC = £DBE. Udowodnij, ze {BED = 30°.

Rozwigzanie. Punkty C'i D leza na symetralnej odcinka AB, a wiec
polprosta C'D jest dwusieczng kata ACB. Stad £BCD = 30° (rys.
20.55). Teraz wystarczy zauwazy¢, ze tréjkaty BCD i BED sa przy-
stajace. Zatem otrzymujemy

ABED = £BCD = 30°.

E  Rys. 20.55

8. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktéorym LACB = 90°. Odcinek AD jest
dwusieczna kata BAC'. Dane sa dtugosci odcinkéw BD i CD:

CD=p, BD=q.

Oblicz dlugosé bokéw AB i AC.
Rozwiazanie. Niech a = BC' =p+ ¢, b = AC oraz ¢ = AB (rys. 20.56).

A

cC p D q B Rys. 20.56

7 twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze

)

p b
q c

skad wynika, ze b =c- %. 7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

2
02:a2+b2:(p+q)2+02-]q7—2.
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Rozwiazujemy otrzymane réwnanie:
q® = ¢*(p+q)* + *p?,
q* —p°) =*(p+ ),
alp+a) _ oV -1’
Va? — p? q—p

P N VA et
q q—p
Inny sposéb rozwiazania polega na zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa zamiast twier-
dzenia o dwusiecznej. Niech punkt E bedzie rzutem punktu D na przeciwprostokatna
AB (rys. 20.57).

Stad

C p D q B Rys. 20.57

Woéwezas nietrudno zauwazyé, ze tréjkaty ACD i AED sa przystajace. Stad wynika, ze
DE =pi BE = c— b. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BED otrzymujemy

(C—b)2 _~_p2:q2.

Zatem ¢ — b = +/¢? — p?. Nastepnie z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABC otrzy-

mujemy
(p+a)’ =a> = =0 = (c=b)(c+b) = (c+b)\/a® —p*.
Stad
_ +9)® _ Ve -9 @+q%@2
c+b= = )
\/‘W q? — p? —p
Zatem
2 _ 2
= (ctb)—(c—b)= PTOVEZP o
q—p
— P (p_+q_1) _ Ve -r?
a=p q—p
oraz

2 = (c+b) + (c—b) = Qﬁt@iﬁ_:£_+‘/ _
— q2_p2.<2ﬂ+1>:2q7\/q—p'

-p q—p
Ostatecznie dostajemy

po P q> —p? g/ —p?
= oraz C= ——mm.
q—p q—p
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9. Dany jest kwadrat ABCD i punkt E lezacy wewnatrz niego. Dane sa odleglosci
punktu E od wierzchotkéw A, B i C kwadratu:

AE=1, BE=2, CE=3.

Udowodnij, ze {AEB = 135°.

Rozwigzanie. Obracamy punkt E wokét punktu B o 90° zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara i otrzymujemy w ten sposéb punkt F. Ten punkt laczymy
odcinkami z punktami B i C' (rys. 20.58). Wéwczas BF = BE = 2

F oraz AEBF = 90°. Zatem EF = 2v/2. Nastepnie zauwazamy, ze
LABE = ACBF, BA = BC oraz BE = BF. Stad wynika, ze

B trojkaty ABE i CBF sa przystajace, a wiec CF = AE = 1. Teraz

% Rys 2058 EF? +CF2=(2V2)> +12 =8+ 1=9=3% = CE~.

D C

7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze trojkat EFC jest pro-
stokatny. Zatem

LAEB = {BFC = {BFE + {EFC = 45° + 90° = 135°.

10. Na bokach AC i BC trojkata ABC' obrano odpowiednio punkty D i E w taki sposdb,
ze
AD=CD, 2-BE=CE.

Odcinki AE i BD przecinaja si¢ w punkcie F. Udowodnij, ze AE =4 - EF.

c Rozwigzanie. Niech punkt G bedzie §rodkiem odcinka C'E (rys.
G 20.59). Wéwcezas BE = EG = GC'. Odcinek DG jest linia $rod-
D »  kowa w tréjkacie AEC, zatem AE = 2- DG. Odcinek ET jest
linia érodkowa w trojkacie DG B, zatem DG = 2 - EF. Stad
A g AE=4-FEF.
Rys. 20.58

11. Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC, w ktérym £ A = 90°. Punkty
D i FE leza odpowiednio na bokach AB i AC' tego trojkata, przy czym AD = CE.
Prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadia do prostej DE przecina bok BC
w punkcie P (rys. 20.21). Wykaz, ze AP = DE.

C

Q

A D B Rys. 20.21 A ) B

F Rys. 20.60

Rozwiagzanie. Na polprostej C' A, na zewnatrz odcinka C'A, wybieramy taki punkt F', by
AF = AD = CE (rys. 20.60). Wtedy: EF = EA+ AF = EA+ CE = AC = AB,
AFED = 90° — {EAP = {BAP oraz {EFD = L{ABP = 45°. Zatem trojkaty FFD
oraz ABP sa przystajace i stad ED = AP.
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12. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym L ACB = 60° oraz AC < BC. Punkt D lezy na
boku BC, przy czym BD = AC. Punkt FE jest punktem symetrycznym do punktu
A wzgledem punktu C' (rys. 20.22). Udowodnij, ze AB = DE.

E E
c c
R W\
D
A A

Rozwigzanie. Na odcinku CB wybieramy taki punkt F, by CF = CA (rys. 20.61).
Wtedy trojkat AFC jest rownoboczny. Teraz pokazujemy, ze ACDE = A FBA:

B Rys. 20.22 B Rys. 20.61

CD=FB, CE=CA=FA, <{ECD=ALAFB =120°.

Stad wynika, ze AB = DE.

13. Na bokach BC' i AC tréjkata ostrokatnego ABC zbudowano, po zewnetrznej stro-
nie, kwadraty BCFE i ACGH (rys. 20.23). Udowodnij, ze proste AF, BG i EH
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

L N7
:

Rys. 20.23

Rys. 20.62

Rozwiazanie. Niech D bedzie ré6znym od C punktem przeciecia okregdéw opisanych na
obu kwadratach. Potaczmy punkt D odcinkami z wierzchotkami obu kwadratéw i nary-
sujmy przekatne CH i CE kwadratéw (rys. 20.62). Wéwczas LCDH = LCAH = 90°
oraz LK CDE = LCBFE = 90°. Stad wynika, ze punkty H, D i E sa wspoélliniowe. Na-
stepnie LCDG = LCHG = 45° oraz

LCDB = LCDF + ABDF = LCEF + £BCF = 45° + 90° = 135°.

Stad wynika, ze punkty B, D i G sa wspoélliniowe. W podobny sposéb pokazujemy, ze
punkty A, D i F s wspélliniowe. Punkt D jest zatem punktem przeciecia prostych AF,
BG i EH. To konczy dowdd.

14. Dwa ustalone okregi 01 i 09 przecinaja si¢ w punktach A i B. Prosta k przechodzi
przez punkt A i przecina okregi 01 i 02 odpowiednio w punktach X i Y, przy czym
punkt X lezy na zewnatrz okregu oo, a punkt Y na zewnatrz okregu o;. Styczne
do okregéw o1 i 0o w punktach X i Y przecinaja sic w punkcie Z (rys. 20.24).
Udowodnij, ze miara kata X ZY nie zalezy od wyboru prostej k.
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Rys. 20.63

Rozwiagzanie. Laczymy punkty X i Y z punktem B, taczymy srodki okregdéw z punktami
A1 Birysujemy odcinek AB (rys. 20.63). Z twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa
mamy:

AXBY = AXBA+ LABY = LZXY + £ZY X = 180° — L X ZY.

Z drugiej strony
1 1
£XBY =180° — 4{BXY — £BY X = 180° — 3 £LAOB — R £LAPB.

Zatem 1
LXZY =3 (£AOB + £APB).

Stad wynika, ze kat X ZY nie zalezy od wyboru prostej k.

15. Czworokat wypukly ABCD podzielono na dziewieé¢ czworokatéw, jak pokazano na
rysunku 20.25. Udowodnij, ze jesli w zacieniowane czworokaty mozna wpisaé¢ okregi,
to rowniez w czworokat ABC'D mozna wpisaé okrag.

A B Rys. 20.25 A B Rys. 20.64

Rozwigzanie. Oznaczamy punkty stycznosci jak na rysunku 20.64. Z warunku koniecz-
nego i wystarczajacego na to, by w czworokat wypukly mozna bylo wpisaé okrag dosé¢
tatwo wynika (szczegdly zostawiam jako éwiczenie), ze w $rodkowy czworokat mozna
wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

MN + RQ =OP + ST.
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Teraz zauwazamy, ze

MN =EF, RQ=JI, OP=GH, ST =KL.

Zatem
EF+JI =GH + KL.
Poniewaz
AE =AL, BF =BG, CH=CI, DJ=DK,
wiec

AB +CD = BC + DA,

co konczy dowdd.

Uwaga. Mozna udowodni¢ wiecej. Zalézmy, ze w cztery narozne zacieniowane czworokaty
mozna wpisa¢ okregi. Wowczas w czworokat srodkowy mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy w czworokat ABCD mozna wpisaé¢ okrag. Dowdd polega na przepisaniu
powyzszego dowodu w druga strone.

16. Okregi 01 1 02 przecinaja si¢ w punktach A i B. Punkt P lezy na prostej AB i na
zewnatrz obu okregéw. Przez punkt P poprowadzono proste styczne do okregdw
01 1 09, odpowiednio w punktach C i D (rys. 20.26). Wykaz, ze PC = PD.

Rozwiazanie. Z twierdzen o potedze punktu wzgledem okregu wynika, ze
CP? = AP -BP = DP?,

czyli CP = DP.

P Rys. 20.26 Rys. 20.27

17. Okregi o1 i 02 sa roztaczne zewnetrznie. Wspoélna styczna zewnetrzna do tych okre-
gbw jest styczna do okregéw o1 i 09 odpowiednio w punktach A i B. Druga wspélna
styczna zewnetrzna do tych okregéw jest styczna do okregéw o; i 0o odpowiednio
w punktach C' i D. Prosta AD przecina okregi 07 i 0o odpowiednio w punktach
P i@ (rys. 20.27). Udowodnij, ze AP = @QD.

Rozwiazanie. Z twierdzen o potedze punktu wzgledem okregu wynika, ze
DP.-DA=DC?= AB? = AQ - AD.

Zatem DP = AQ istad AP = DQ.
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20. Warsztaty matematyczne

18. Dany jest pieciokat wypukly ABC'DE. Jego przekatna AD jest réwnolegla do boku
BC, a przekatna CE jest réwnolegla do boku AB (rys. 20.28). Wykaz, ze pola
trojkatéw ABE i BC'D sa réwne.

E E

B C Rys. 20.28 B C Rys. 20.65

Rozwiazanie. Dorysujmy przekatna AC pieciokata (rys. 20.65). Poniewaz AB | EC,

WiQC PABE = PAgc. Poniewaz AD || BC, WiQC PABC = PBCD~ Zatem PABE = PBCD~

19. Punkty M i N sa odpowiednio $érodkami bokéw AB i C'D czworokata wypuklego
ABCD. Odcinki AN i DM przecinaja si¢ w punkcie P, odcinki BN i CM przecinaja
sie w punkcie @ (rys. 20.29). Udowodnij, ze suma pdl trojkatéw ADP i BCQ jest
rowna polu czworokata M PN Q.

hp hn ho

B Rys. 20.29 A B Rys. 20.66

Rozwiazanie. Opuéémy z punktéw D, N i C odcinki hp, hy i he prostopadle do boku
AB (rys. 20.66). Odcinek hpy jest linia $rodkowa trapezu o podstawach hp i he. Zatem

hy = (hD—l-hc)

N =

Teraz
1 1 1 1
Payip + Peyc = §'AM'hD+§'BM'hC = Z'AB'(hd-ic) = §~AB'hN = PaBn.

Odejmujac pola cze$ci wspélnych (to znaczy tréjkatéow AMP i BMQ), otrzymujemy

teze.

20. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio $érodkami bokow AB, BC, CD, DA réwnole-
globoku ABCD (rys. 20.30). Znajac pole réwnolegtoboku ABC D, oblicz pole czwo-
rokata ograniczonego prostymi AM, BN, CK, DL.

A K B Rys. 20.30 Rys. 20.67
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Rozszerzony program matematyki w gimnazjum

Rozwigzanie. Pozostawi¢ jako ¢wiczenie wykazanie, ze AM || KC oraz BN | LD.
Zatem zacieniowany czworokat jest réwnoleglobokiem. Oznaczmy jego wierzchotki tak
jak na rysunku 20.67. Poniewaz AN = ND oraz NP || DS, wiec odcinek PN jest linig
$rodkowq tréjkata ASD. Zatem

AP =PS oraz NP:%-DS.

Podobnie
BQ =QP oraz KQ = % - AP,
CR=RQ@ oraz LR= % - BQ,
DS =SSR oraz MS:%(?R.

Poniewaz PQ = SR i PS = (R, wiec
AP=PS=CR=RQ=2-MS=2-KQ

oraz
BQ=QP=DS=SP=2-NP=2-LR.

Stad wynika, ze BP =4- NP, czyli Papp = 4 - Pypn. Nastepnie
1
Py = 1 - Papep,

wiec

Podobnie 1
Ppcg = Pcpr = Ppas = 5 - PaBcbp-

St@d Wynika, ze PPQRS = % . PABCD-
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zdjecie na oktadce: www.photogenica.pl

ecenzowany poradnik bedzie znakomita pomoca dla nauczycieli
matematyki w gimnazjum, ktérzy prowadza, zajecia rozszerzone
z matematyki. Daje on nauczycielowi szeroki zestaw materiatow
dydaktycznych, dotyczacych zaréwno tematéw z gimnazjalnej

odstawy programowej, jak i spoza tej podstawy. Te ostatnie
‘wateria’fy sg dobrane zgodnie z ideg dobrego przygotowania
uczniéw zainteresowanych udziatem w Olimpiadzie Matematycz-
nej Gimnazjalistéw. Ogromna zaleta tego poradnika jest to, ze
stanowi on wynik autentycznego doswiadczenia Autora. Kazde
z prezentowanych zadan zostato sprawdzone w pracy z uczniami.
Z tekstu mozemy sie dowiedzie¢ takze, jakie temu towarzyszyty
okolicznosci oraz jakie wnioski ptynag z tego doswiadczenia. Po-
radnik stanowi doskonaty materiat wspierajacy prace nauczyciela
z uczniem zdolnym.
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