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1. TRANSFORMATA FOURIERA

1.1. Przykladowe rozwiazania

Zad. 1. Korzystajgc wprost z definicji znalei¢ transformate Fouriera funkcji
1 dla 0<t<2
f(t)= :
0 dlat<01 t>2

Rozwigzanie:
Podstawiajac wprost do wzoru (A.1) otrzymamy:

2

0 B 2 B 1 B J L
T = | f(He ' dt=|e ' dt=——e /| =Z(e?1? -1 1.1
{10} L()e !e o w(e )

Zad. 2. Korzystajgc wprost z definicji znalei¢ transformate Fouriera funkcji
f(t)=e!”

Rozwigzanie:
Podstawiajac wprost do wzoru (A.1) otrzymamy:

F{i()}=Fl}= Te“te"'“"dt = Te“'(‘”‘z)tdt (1.2)

Korzystajac z zasady dualizmu (A.4) i wzoru (A.5) otrzymamy:
Flei}=225(w-2) (1.3)
Zad. 3. Znalez¢ transformate Fouriera funkcji f (t) =1(t)e’™

wowych wlasnosci transformaty.

korzystajgc 7 podsta-

Rozwigzanie:
Skorzystamy z twierdzenia o op6znieniu w dziedzinie czestotliwosci (A.10) 1 tabeli

A.l:

=7z5(w—5)—¢5 (1.4)
W —

w=0-5

Floe|=rlo), , =(”5 (w)—é'j
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1.2. Zadania

Zad. 1. Korzystajgc wprost z definicji znaleZ¢ transformate Fouriera funkcji:

{ f(t)— 2 dla -1<t<1 3 f (1) =si (Zt)
' o dla t<-1i t>1 - T)=sin

) ]S dle1stss b O o)
‘ 10 dla t<—1i t>3 ' -

Podpowiedz do pkt. 31 4:

mozna z zaleznosci et :cos(a)t)+ jsm(a)t) oraz e i :cos(a)t)— Jsm(a)t) wyznaczyé funkcje
sinus (po obustronnym odjeciu) lub kosinus (po obustronnym dodaniu) i wprost podstawi¢ do
catkowania.

Zad. 2. Korzystajgc 7 podstawowych wlasnosci transformaty znaleié¢ transformate
Fouriera funkgcji:

1. f(t)y=06()e*" 4. f@M)=4t-5)
2. f)=1t)e™" 5. f)=1t)te™
3. f(t)=1(t)e 6. f(t)=1t)te "

1.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?
1.3.1. Wyznaczanie transformaty Fouriera

Korzystajac z programu Matlab, mozemy policzy¢ transformate Fouriera dowolnej
funkcji w dziedzinie czasu. Oczywiscie funkcja musi spelnia¢ warunek (A.2).
W tym celu np. dla rownania f (t) =1(t) (skok jednostkowy) nalezy wykona¢ naste-

pujaca sekwencje instrukcji:
syms t % deklaracja zmiennej symbolicznej t (bez podania konkretnej wartosci)
F=fourier (heaviside(t)) % obliczenie transformaty Fouriera wyrazenia w nawiasie;
% wynik w zmiennej F

Efektem dziatania powyzszej funkcji bedzie:
F=
pi*dirac(w) - ilw
Uwaga: delta Diraca i skok jednostkowy to w Matlabie funkcje odpowiednio:

dirac() i heaviside( ); i =+/—1 ; w — pulsacja.
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1.3.2. Wyznaczanie odwrotnej transformaty Fouriera

Majgc dang transformat¢ Fouriera mozemy policzy¢ transformate odwrotng. W tym

celunp. dla F(w) = nalezy wykona¢ nastgpujaca sekwencje instrukeji:

I+lw
syms w % deklaracja zmiennej symbolicznej w (bez podania konkretnej wartosci)
f=ifourier (1/(1+i*w)) % obliczenie odwrotnej transformaty Fouriera wyrazenia

% w nawiasie; wynik w zmiennej f
Efektem dzialania powyzszej funkcji bedzie:

f=

heaviside(x)/exp(x)

Jezeli chcemy aby argumentem funkcji f byt czas t nalezy w Matlabie wpisac:

syms w % deklaracja zmiennej symbolicznej w (bez podania konkretnej wartosci)
syms t % deklaracja zmiennej symbolicznej t (bez podania konkretnej wartosci)

f=ifourier (1/(1+i*w),t) % obliczenie odwrotnej transformaty Fouriera wyrazenia
% w nawiasie; wynik w zmiennej f

Co w rezultacie da:

f=
heaviside(t)/exp(t)
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2. TRANSFORMATA LAPLACE’A

2.1. Przykladowe rozwiazania

Zad. 1. Korzystajgc wprost z definicji znalei¢ transformate Laplace’a funkcji

f(t)=1(t)

Rozwigzanie:
Podstawiajac wprost do wzoru (B.1) otrzymamy:

F(s)=2{1(t)}= jl(t)e’“dt = [edt = é e :: = % 2.1)
—0 0

Funkcje¢ 1(t) pod catka mozemy poming¢ zmieniajgc granice catkowania.

Zad. 2. Korzystajgc wprost z definicji znalei¢ transformate Laplace’a funkcji
f(t)=at 1(t)

Rozwigzanie:
Podstawiajac wprost do wzoru (B.1) otrzymamy:

F(s)=<{at1(H)}= [ "atLtyedt =a[ te~dt (2.2)

Skorzystamy teraz z metody calkowania przez czesci:

J udv =uv —J vdu (2.3)
gdzie U, v sg funkcjami zmiennej t:
u=t dv=e *dt
1
du =dt v=——e™
S
Zatem:

o0

T el 1 a
+aj —efldt=0-a—=e™| == (24)
s s S s S

0 1
F(s)= a_[o te*'dt = —at ge’“
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. 1 o
W powyzszym réwnaniu przy liczeniu granicy hm(— at—e St) wystepuje nieozna-
t—wo S

o0
czono$¢ typu —, zatem nalezalo skorzystac z reguty de Hospitala:
o0

im0 g ¢'(t)

= , (2.5)
ey () ey(t)
Czyli:
lim(—atle‘“jz im~ % _im =2 =0 (2.6)
t—>ow S too ge to>o §°@
Podsumowujac:
a
F(s)=<lat}=— 2.7)
S

Zad. 3. Znaleié transformate Laplace’a funkcji f(t)=at 1(t) korzystajgc 7 pod-
stawowych wlasnosci transformaty

Rozwiqgzanie:
Skorzystamy z twierdzenia o liniowos$ci (B.3) oraz z twierdzenia o mnozeniu przez
czas (B.7):

stenoy_ )
F(s)=£{at 1(t)}=acft 1(t)}=-a T A tag @®

Zad. 4. Znalei¢ transformate Laplace’a funkcji f(t)=te™ 1(t) korzystajgc
Z podstawowych wlasnosci transformaty.

Rozwigzanie:
Skorzystamy z twierdzenia o mnozeniu przez czas (B.7):

d(efe 1t)

F(s)=Lte ™ 1(t)}=— -

(2.9)

Aby policzy¢ transformate Laplace’a funkcji €' 1(t) skorzystamy z twierdzenia
0 opoznieniu w dziedzinie czestotliwosci (B.9):

2 1)= 200 = ﬁ (2.10)
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Zatem:

I
-5t d(j
I:(S):_d(z{e 1(1)}) s+5)_ 1 @1

ds ds (s+5)

Zad. 5. Obiekt opisany jest réwnaniem réiniczkowym Y"+7y' +12y=U'+U. Zna-
leié jego transmitancje G(S), odpowied? na impuls Diraca Q(t) oraz odpowied?
na skok jednostkowy y,(t).

Rozwigzanie:

Powyzsze rownanie poddamy obustronnie dziataniu transformaty Laplace’a. Sko-
rzystamy z twierdzenia o transformacie pochodnej n-tego rzedu przy zerowych wa-
runkach poczatkowych (B.5).

s2Y () +7sY(S)+12Y(s) =sU(s)+U(s) (2.12a)
Y(s)(s> +7s+12)=U(s)(s +1) (2.12b)
Y(s): : s+1 (2.120)
U(s) s +7s+12
Poniewaz:
Y(s)
G(s)=—— )
(s) Ues) (2.13)
zatem ostatecznie:
s+1
G = 2.14
®) s*+7s+12 (-19)

W celu policzenia funkcji wagi (B.11) nalezy obliczy¢ odwrotng transformatg¢ Lapla-
ce’a. Skorzystamy z metody residudéw (B.13). W pierwszym kroku, rozwigzujac row-
nanie:

s*+75s+12=0 (2.15)
wyznaczymy bieguny transmitancji: S, =-3, S, =—4,
czyli:
s+1
G(S)=7—— (2.16)
(s+3)s+4)
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Zatem:

g(t) = £HG(s)}= 11{(3—“} _

s+3)s+4)
_ {S_“est s+l
S+4 =3 s+3
—[- 267 + 3 1ty

st

e

S_J 1(t) = (2.17)

Podobnie wyznaczamy odpowiedz na skok jednostkowy, korzystajac ze wzoru (B.12):

1)1 o s+1 _
nh=< {SG(S)}_[ {s(s+3)(s+4)}

s+1 st s+1 s+1
= —~—=¢ +— + e 1) = 2.18
{(s+3)(s+4) Sy Ml e ) S—J =@l
= L+ze’3t—§e’4t 1(t)
12 3 4
Podsumowujac:
G(s)=— L (2.19)
(s+3)s+4) '
g(t)= [— 2e7 +3e™ ]1(t) (2.19b)
12 5 3
)= —+—-e" ——e " |11 2.19
y, (t) [12 3 4 (t) ( 9)
. o . S+1
Zad. 6. Dana jest transmitancja operatorowa obiektu G(S) = —-————. Wyzna-
s*(0,Is+1)

czy¢ odpowieds uktadu na impuls Diraca (funkcje wagi) g(t).

Rozwigzanie:
W celu wyznaczenia funkcji wagi korzystamy z metody residuow. Uwaga: jeden

biegun jest podwojny, zatem nalezy skorzysta¢ ze wzorow (B.13) i (B.14). Przydatne
réowniez beda wzory na pochodng iloczynu i ilorazu:

!

(u-v) =uv+uv’ (2.20a)

!

u u'v—uv'’
(—) =——— (2.20b)
v Y
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9(t) = £*G(5)}= z{f;l} _ [{M} _

s?(0,1s+1) s*(s+10)

} 1(t) =

106 (s + 1)](5 +10)—10e™ (s + 1)‘ .\ 10(s+1) o
(s+10Y ?

001

1(t) = (2.21)

S s=-10

s=0

[ st st st
10te* (s +1)+10e* s +210)—106 (s+1) +10(52+1) el |1m)=
(s+10) S s=-10

_[o9+t+09e 1)

s=0

Zatem ostatecznie:
g(®)=[0.9+t+09e*]1t) (2.22)

Zad. 7. Znalei¢ transmitancje G(S) czwornika elektrycznego:

Rys. 2.1. Przyktadowy czwornik elektryczny LR.

Rozwigzanie:
Podany uktad mozna opisa¢ rownaniami:

di
U-L—-U,=0 2.23
oTat (223)

i=—2 (2.24)
Oznaczmy:

U, =u(®). U,=y(). ng (2.25)
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Zatem:
ut)-T d(i—it)) -y(t)=0 (2.26)

W celu policzenia transmitancji operatorowej skorzystamy z twierdzenia o transfor-
macie pochodnej n-tego rzedu przy zerowych warunkach poczatkowych (B.5):
U(s)—TsY(s)-Y(s)=0 2.27)

a po prostych przeksztatceniach:

_Ye __1
T U(s) Ts+1

G(s) (228)

czyli czwornik elektryczny z rys. 2.1 jest uktadem inercyjnym 1-go rzgdu.
Zad. 8. Wyznaczy¢ transformate Laplace’a funkcji opisanej zaleinoscig:

t dla 0<t<2
f(t)=<t—4 dla 2<t<4 (2.29)
0 dla t>4

Rozwigzanie:
Zadanie to mozna rozwigza¢ na dwa sposoby. Pierwszy sposob - wprost z definicji
transformaty Laplace’a, dzielgc przedziat catkowania (0,00) na 3 przedzialy (0,2),

(2, 4), (4,00). Jest to jednak dosy¢ Zzmudne, wymaga bowiem liczenia kilku calek.

Drugi sposoéb, duzo prostszy, polega na przedstawieniu zadanej funkcji jako sumy
funkcji prostych (w tym przypadku liniowych) przemnozonych przez sygnat skoku
jednostkowego odpowiednio przesunigty w czasie. W celu latwiejszego zrozumienia
przebiegu tej funkcji mozemy ja naszkicowac:

A f(t)

i 4

Rys. 2.2. Przebieg funkcji okreslonej wzorem (2.29).
zatem funkcje f(t) mozna zapisaé inaczej:

f(t)=t1t)—41(t—2)—(t—4) 1(t —4) (2.30)
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Wyjasnienie:

Pierwszy odcinek to funkcja f,(t) =t . Jednak warto$¢ tej funkcji dla t <0 musi by¢
rowna 0, co osiggniemy mnozac przez skok jednostkowy 1(t) . Drugi odcinek funkcji
powstal poprzez przesunigcie poprzedniej funkcji pionowo w dot, o wartos¢ 4 (nachy-
lenie nie zmienia wartosci), jednak tylko dla t > 2 (stad przemnozenie przez 1(t —2)).
Poniewaz drugi odcinek dany jest wzorem t—4, zatem, aby powstal trzeci odcinek,
réwny zero, trzeba odja¢ od drugiego taka samg funkcj¢ czyli tez t —4, z tym, ze po-
czynajac dopiero od t =4 (stad przemnozenie przez 1(t —4)).

Zatem, korzystajgc z twierdzen: o liniowosci transformaty (B.3), o mnozeniu przez
czas (B.7), o przesunigciu w dziedzinie czasu (B.8), otrzymamy:

F(s)=2{f ()} =2t 1O F4LUt-2)-2{t-4) Ut —4)} =
1 4 _25 1 _45 1 _45 49_25 (23 1)
=2 3¢ —=2°¢ =—2(1—e )—

S S S S S

Uwaga: przy liczeniu transformaty Laplace’a funkcji zlozonej, mozemy skorzystaé wprost
z twierdzenia 0 przesunigciu w dziedzinie czasu tylko wtedy, jesli w funkcji towarzy-
szqcej funkcji 1(t—t0), opoznienie w dziedzinie czasu jest dokiadnie takie samo
(funkcje muszq byc skorelowane). Np.

.é’{(t—to) 1(t—t0)}25_zefst° - opdZnienia rowne — mozna skorzysta¢ wprost

z twierdzenia,
2isin(oft —t,)) 2t~ t,)}

wprost z twierdzenia,
l{t 1t —T)} - brak opéznienia funkcji t — z twierdzenia o przesunieciu w dziedzinie

© g

1, rr . . ’ . ’
= € 7 - opdznienia réwne — mozna skorzystaé
s+

2

czasu nie mozna skorzystac¢ wprost; aby policzy¢ te transformate, trzeba najpierw sko-
rzystac z twierdzenia o mnozeniu przez czas,

4 {(t—ZT)l(t —T)} - opéznienie funkcji t wynosi 2T czyli jest roine niz przy
1(t—T)- z twierdzenia o przesunigciu w dziedzinie czasu nie mozna skorzystaé

wprost; aby policzy¢ te transformate, trzeba najpierw skorzystaé z twierdzenia o li-
niowosci i twierdzenia 0 mnozeniu przez czas.
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Zad. 9. Znalez¢é transformate Laplace’a funkcji okresowej zdefiniowanej wykresem:

A f(t)

Rys. 2.3. Przebieg przyktadowej funkcji okresowe;.

Rozwigzanie:
Funkcj¢ mozna zapisac jako:

f.t)y=-2t+2, f()=F(t+T) (2.32)

gdzie: T =2
Najpierw liczymy transformate Laplace’a, dla jednego okresu funkcji. W tym celu za-
piszemy funkcje f; (t) inaczej:

f.(t) = (<2t + 2)1(t) — (-2t + 2)L(t —2) (2.33)

Liczac transformate Laplace’a skorzystamy z twierdzen: o liniowo$ci transformaty
(B.3), o mnozeniu przez czas (B.7), o przesunigciu w dziedzinie czasu (B.8):

F.(s) = 2{f; ()} = £{(-2t + 2)1(t) — (2t + )Lt - 2)} =

= 2280t }+ 2200+ 2.2{t -1t - 2)} (2.34)

Ale:
t—1t-2)=(t—1-1+11t-2)=(t—2)L(t—-2)+1(t-2)  (2.35)
Zatem:
Fo(s)=2£{tlt)}+22{1(1) |+ 2.2{(t -2 )Lt — 2)}+ 2.2{1(t - 2)} =
2.2 207 2e* 2

s 2(
e s e s =s_(ez_1)+§<ez+l)

(2.36)

Identyczny wynik otrzymalibySmy liczac transformate Laplace’a wprost z definicji:

F(s)=2{f,(0}=[ (-2t +2)e"dt (2.37)
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Nastepnie skorzystamy ze wzoru na transformate funkcji okresowej (B.10):

2, 2/ .,
= S_])+—(e S+1) -2s
= (e 2 2 ]
F(s)=1 (?)T =3 - 228 T 3
—e® 1—-e s” sle”*-1

2.2. Zadania

Zad. 1. Korzystajgc wprost z definicji znalezé¢ transformate Laplace’a funkcji:

1. f(t)=1(t) - skok jednostkowy 6. f(t)=sin(at)

2. f(t)=5(t) - impuls Diraca 7. f(t) = cos(at)
3. f@)=t 8. f(t)=e™

4. f(t)y=2t+3 9. f(t)=2e""+1
5. f(t)y=-t+2 10. f(t)=5t+e™

Podpowied? do pkt. 6 i 7: Mozna je rozwigzaé na 2 sposoby:

1. przy catkowaniu wprost funkcji sinus (lub kosinus), po skorzystaniu dwukrotnie z met0-
dy catkowania przez czesci, jeden ze skiadnikow po prawej stronie rownania bedzie
identyczny jak ten po lewej. Nalezy odpowiednio pogrupowac sktadniki stronami.

2. mozna z zaleznoSci e :cos(a)t)+ jsin(a)t) oraz e i :cos(a)t)—jsin(a)t) wyznaczyé
funkcje sinus (po obustronnym odjeciu) lub kosinus (po obustronnym dodaniu) i Wprost
podstawié do catkowania.

Zad. 2. Dana jest odpowied? na impuls Diraca (funkcja wagi) Q(t). Znalei¢ trans-
mitancj¢ operatorowg G(S).

Logt)=(-2e+3e)1(t) 6. g(t)=(et +2te +3e)1(t)
2. g(t)=(-4e™ +9e)1(t) 7. g(t)=(2e" +sin(2t))1(t)

3. gt =3 +2e 7 e )1(t) 8. g(t)=(3te +cos(5t))1(t)

4. g)=

(5te +9e )1(t) 9. g(t)=tsin(t)1(t)
( 2

5. gt)=(2t’e +3e7)1(t) 10. g(t)=t cos(t)1(t)
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Zad. 3. Dana jest odpowied? uktadu na skok jednostkowy Y,(t). Znaleic¢ transmi-
tancje operatorowg G(S).

Loy, m=(-e)1) 6. y,(t)=(0.25-025(1+4t)e*)1(t)
2.y, =(2-2e")1t) 7.y, =(t-0.2+0,2¢)1(t)
3.y, =(2+2e —4e)1(t) 8.y, (t) =sin(t—2)1(t-2)

4.y 0 =(2te™)1t) 9. y,(t) =t sin(t)1(t)

5.y = +{t-1e")1t) 10. y,(t) =t cos(t) 1(t)

Zad. 4. Dana jest transmitancja operatorowa obiektu G(S). Wyznaczyé odpowied?
uktadu na impuls Diraca (funkcje wagi) d(t).

1. G(S):s?fs—@:jj 11. G(s)=(ss++21)2
2 G(s)zszsf—;sig 12. G(S)=(S+S3)2
JECOR he 5.60=
0,5 ?

. 8O- T 5 O i
6. G(S):m te. G(s):(s+2)é§:183+16)
e 17. G(s) = é‘:;
8 G(s)=% 8. 6= a2y
9 G(s)zsziﬁ 19 G(s)z(?j)f

2s+1 §
10. G(s):s(zil) 20. G(3) = st 1+)1
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Zad. 5. Obiekt opisany jest rownaniem roziniczkowym. Wyznaczyé transmitancje
operatorowq G(S) oraz odpowied? uktadu na impuls Diraca Q(1).

1. 2y"+12y"+10y=2u"+8u

2. 2y"+12y'+16y=8u’+4u

3. 3y"+15y"+12y=9u’'+6u

4. 2y"+14y"+20y" =4u" +U’

5. 0,5y"+4y"+7,5y'=0,50"+2u’

Zad. 6. Obiekt opisany jest rownaniem roiniczkowym. Wyznaczyé transmitancje
operatorowg G(S) oraz odpowieds ukladu na skok jednostkowy Y, (1) .

1. y"+4y'+3y=u'+u

2. y"+5y"+6y'=2u"+6U"

3. y'+5y'+4y=u"+u'+u

4. 2y"+12y"+10y=2u"+6u
5. 5y"+10y" =15u"+20u

Zad. 7. Znaleié transmitancje G(S) czwornika elektrycznego:

1.
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11.

6.

o
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Zad. 7. Znalezé transformate Laplace’a funkcji opisanej zaleinoscig:

0,5t dla 0<t<2 0 dla 0<t<2
1. f(@)= 4. f@)=
1 dla t>2 2t—4 dla t>2
2 dla 0<t<4 0,4t dla 0<t<5
2. f(t)= 5. f(t)=
—t+6 dla t>4 -2 dla t>5
s f()= 0 da 0<t<2 t dla 0<t<?2
' Clt-2 dla t>2 6. f()={ 2 dla 2<t<4

—t+6 dla t>4

Zad. 8. Znaleié transformate Laplace’a funkcji okresowej:

1. 2.

5. 6.
A f(0) A f(t)
B _ 4]
| 31
2.

_v

~v
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A f(t) 3

2.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?
2.3.1. Wprowadzanie transmitancji

Korzystajac z programu Matlab, mozemy zapisa¢ dowolna transmitancje G(S)
w réznych postaciach.

a. reprezentacja transmitancji G(S) w postaci ilorazu dwéch wielomianow

S+1

s?+7s+12
W Matlabie takg transmitancj¢ mozna zapisac¢ nastepujaco:

np. G(S) =

G=tf([1 1].,[1 7 12]) % w nawiasach [] wspotczynniki wielomianu odpowiednio licznika
% i mianownika poczynajgc od wspétczynnika przy najwigkszym stopniu s
% transmitancja zapisana w zmiennej G

Efektem dzialania powyzszej funkcji bedzie:

Transfer function:
s+1

M2+ 7s+12

Identyczny efekt wypisania transmitancji na ekranie (jednak bez zapisania jej
w zmiennej G) da wywotlanie funkcji:

printsys([1 1],[1 7 12]) % wypisanie transmitancji na ekranie

Jezeli chcemy doda¢ do transmitanciji opoznienie transportowe np. czton €2°, to wy-
wotanie funkcji tf bedzie postaci:

G=tf([1 1],[1 7 12], ‘InputDelay’, 2) % w nawiasach [] wspotczynniki wielomianu
% odpowiednio licznika i mianownika oraz wartos¢ opdznienia transportowego

Efektem dzialania powyzszej funkcji bedzie:
Transfer function:

s+1

M2 +7s+12
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b. reprezentacja transmitancji G(s) z jawnymi biegunami i zerami

s+1
(s+3)s+4)

W Matlabie mozna zapisac takg transmitancj¢ nastgpujaco:

np. G(8) =

G=zpk([-1].[-3 -4],1) % w nawiasach [] odpowiednio zera (pierwiastki licznika)
% i bieguny (pierwiastki mianownika); na koricu wzmocnienie;
% transmitancja zapisana w zmiennej G

Efektem dzialania powyzszej funkcji bedzie:

Zero/pole/gain:
(s+1)

(5+3) (s+4)

2.3.2. Konwersja réznych postaci transmitancji G(S)

Majac podang transmitancj¢ w jednej z dwdch podanych powyzej postaci, bardzo

. s+1
prosto mozna przej$¢ na drugg, np. dla G(S) = 5—————:
S"+7s+12

G=tf([1 1],[1 7 12]); % deklaracja transmitancji w postaci ilorazu dwoch wielomianow
G1=zpk(G) % konwersja na zapis w postaci jawnych biegunow i zer
Zero/pole/gain:

(s+1)
(s+3) (s+4)
. . s+1
i odwrotnie dla G(S) = ————:

(s+3)s+4)

G=zpk([-1],[-3 -4],1) ;% deklaracja transmitancji w postaci jawnych biegundéw i zer
G1=tf(G) % konwersja na zapis w postaci ilorazu dwéch wielomianéw
Transfer function:

s+1
2 +7s+12

Majac dane wspodtezynniki wielomianow licznika i mianownika transmitancji G(S),
mozemy W sposob prosty wyznaczyC jej bieguny, zera i wzmocnienie. Przykladowo
s+1

— - posta¢ wywolania funkcji bedzie nastgpujgca:
S*+7s+12

dla transmitancji G(S) =

[z,p.K]=tf2zp([1 1],[1 7 12]) % konwersja wspotczynnikow licznika i mianownika
% na zera (z), bieguny (p) i wzmocnienie (k)
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W wyniku jej dzialania otrzymamy:

I odwrotnie, majgc dane bieguny, zera i wzmocnienie transmitancji G(S), mozemy
wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianow licznika i mianownika. Przyktadowo dla

o S+1 , . . . .
transmitancji G(S) = ———=—— posta¢ wywotania funkcji bedzie nastepujaca:
(s+4)s+3)
[I,m]=zp2tf(1,[-3 -4],1) % konwersja zer, biegunow i wzmocnienia na wspotczynniki

% licznika (I) i mianownika (m) transmitancji

W wyniku jej dziatania otrzymamy:

2.3.3. Wyznaczanie biegunow i zer transmitancji

Matlab umozliwia wyznaczenie wprost biegunow i zer transmitancji. Do tego celu
postuzg funkcje: pole i zero.

s?—35+2
s* —12s% +47s—60

G=tf([1 -3 2],[1 -12 47 -60]); % deklaracja transmitancji G(s)
pole(G) % wyznaczenie biegundéw transmitancji G(s)
ans =
5.0000
4.0000
3.0000
zero(G) % wyznaczenie zer transmitancji G(S)
ans =
2
1

Przyktadowo niech G(S) =
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2.3.4. Wyznaczanie transformaty Laplace’a

Majac dang funkcje w dziedzinie czasu mozemy policzy¢ jej transformate Laplace’a
(czyli takze wyznaczy¢ transmitancje G(S)).

1 2
W tym celu np. dla réwnania ¢(t) = (5 e+ Ee_“j 1(t) nalezy wykona¢ nastepujg-

ca sekwencje instrukcji:

symst % deklaracja zmiennej symbolicznej t (bez podania konkretnej wartosci)
G=laplace(1/3*exp(-t)+2/3*exp(-4*t) % obliczenie transformaty Laplace’a
% wyrazenia w nawiasie; wynik w zmiennej G

Efektem dzialania powyzszej funkcji bedzie:

G=
1/3/(1+5)+2/3/(5+4)

Jak wida¢ argument funkcji laplace musimy poda¢ przy wywotaniu w postaci jawne;.
Nie mozna skorzysta¢ z funkcji tf lub zpk.

Jezeli chcemy zapisa¢ wynik powyzszej funkcji w postaci bardziej czytelnej (np. po-
dobnie jak utamek zwykty) mozemy uzy¢ funkc;ji:

pretty(laplace(1/3*exp(-t)+2/3*exp(-4*t)))

W wyniku otrzymamy:

13 <oem + 2/3 e

2.3.5. Wyznaczanie odwrotnej transformaty Laplace’a
Majac dang transmitancje G(S) mozemy policzy¢ odwrotng transformate Laplace’a.

s+1
W tym celu np. dla transmitancji G(S) = m nalezy wykona¢ nastepujaca
S+I3)\S+

sekwencje instrukcji:

symss % deklaracja zmiennej symbolicznej s (bez podania konkretnej wartosci)
g=ilaplace((s+1)/((s+3)*(s+4))) % obliczenie odwrotnej transformaty Laplace’a
% wyrazenia w nawiasie; wynik w zmiennej g

Efektem dziatania powyzszej funkcji bedzie:

g =
-2*exp(-3*t)+3*exp(-4*t)

Takze i tu argument funkcji ilaplace musimy podaé¢ przy wywotaniu w postaci jawne;.
Nie mozna zatem skorzystaé¢ z funkcji tf lub zpk.
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2.3.6. Inne uzyteczne funkcje

Wygodnym narzedziem jest funkcja roots stuzaca do wyznaczania ogdlnie pier-
wiastkéw wielomianu. Przyktadowo dla wielomianu W(S) = s’ +3s% +55+6:

roots([1 3 5 6]) % wyznaczenie pierwiastkow wielomianu
ans =

-2.0000

-0.5000 + 1.6583i

-0.5000 - 1.6583i

Odwrotnie, majac dane pierwiastki wielomianu, mozemy znalez¢ jego wspolczynniki,
np. niech pierwiastki wielomianu 4-go stopnia wynosza: 2, 4, 6, 7.
Korzystajac z funkcji:

poly([24 6 7]) % pierwiastki wielomianu
otrzymamy wspotczynniki wielomianu w kolejnosci poczynajac od wspodtczynnika
przy najwigkszym stopniu s:
ans =
1 -19 128 -356 336
czyli wielomian bedzie postaci: W(S) =s* —19s’ +128s* —3565+336
W Matlabie istnieje rowniez mozliwos$¢ rozktadu na utamki proste. Do tego celu stuzy
s’ +75> +155+10

funkcja residue. Niech G(S) = 5
S”+5s

[r, p, K]=residue([2], [1 10 0]) % w nawiasach [] wspoiczynniki wielomianu odpowiednio
% licznika i mianownika poczynajqc od wspotczynnika przy najwiekszym stopniu s,
% r - wektor residuéw, p - wektor biegunow, K - wektor tzw. czynnika prostego

Efektem dzialania tejze funkcji bedzie:

Zatem po rozktadzie na utamki proste transmitancja przyjmie postac:
I r 3 2
G(s)=——+—2—+(ks+k,)=——+=+(s+2)
s—p, S—p, s+5 s
Poniewaz w uktadach rzeczywistych stopien licznika jest zazwyczaj mniejszy od
stopnia mianownika, zatem wywotanie funkcji mozna uprosci¢, poniewaz nie bedzie

2
s +10s

istnial wowczas tzw. czynnik prosty. Niech G(S) =
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[r, p]=residue([2], [1 10 O]) % w nawiasach [] wspoiczynniki wielomianu odpowiednio
% licznika i mianownika poczynajqc od wspotczynnika przy najwigkszym stopniu s;
% r — wektor residuow, p — wektor biegunow

Otrzymamy wowczas

r=

-0.2000

0.2000
p =

-10

0
. o . , -0,2 0,2
czyli transmitancja przyjmie posta¢ G(S) = +
s+10 s

Trochg inaczej wyglada odczyt transmitancji po rozktadzie na utamki proste w sytua-
cji, gdy bieguny sa wielokrotne. Przyktadowo dla bieguna trzykrotnego postac trans-
mitancji bedzie nastepujaca:
I r r

G =——+—F+——
S=h (S_pl) (S_pl)

S+3
S*+4s” +55+2

Niech G(S) =

[r, p]=residue([1 3],[1 4 5 2])
Otrzymamy wowczas

r =
1.0000
-1.0000
2.0000

p =
-2.0000
-1.0000
-1.0000

czyli jeden z biegunow (-1) jest dwukrotny, zatem transmitancja przyjmie postac:

1 -1 2
G(s) = + 5
s+2 s+l (s+1)
Wykorzystujac funkcje residue mozna dokona¢ takze operacji odwrotnej, tj. przej$é
z zapisu ulamkow prostych do tradycyjnej postaci transmitancji (czyli inaczej sprowa-
dzi¢ do wspolnego mianownika).

Przyktadowo dla G(S) = + ! + 4
S+2 s+3 s+4
r=[1 -1 4]; % wektor residudéw
p=[-2 -3 -4]; % wektor biegunow
k=[; % wektor tzw. czynnika prostego
[1, m]=residue(r, p, k) % |, m — wektory wspotczynnikow, odpowiednio

% licznika i mianownika
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Otrzymamy:

| =

4 21 28
m=

1 9 26 24

4s? +21s+28

czyli transmitancja bedzie postaci: G(S) =
Y Jabedaep )= 05?1265+ 24
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3. CHARAKTERYSTYKI CZASOWE
I CZESTOTLIWOSCIOWE

3.1. Przykladowe rozwigzania

2
Zad. 1. Wykresli¢ charakterystyke impulsowq obiektu o transmitancji G(S) = 501
S+

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku musimy policzy¢ odpowiedZz impulsowa uktadu zgodnie ze
wzorem (B.11):

g(t) =0,5e > 1(t) (3.1)

Nastegpnie wyznaczamy wartosci funkcji dla réznych wartosci czasu t. Liczba punktow
zalezy od doktadnosci z jaka chcemy wyznaczy¢ charakterystyke.

Tab. 3.1. Wartosci g(t) w funkcji czasu t.

t[s]| o 0,5 1 2 3 5 10 20

g(t) 0,5 0,44 0,39 0,3 0,24 0,14 0,04 0,003

Na podstawie tab. 3.1 mozemy wykresli¢ charakterystyke impulsowa obiektu:
80

4
0,5
0,4\\
0,3

~—

\.

0 2 46 810121416 1820 ]

Rys. 3.1. Przyktadowa charakterystyka impulsowa.
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Zad. 2. Wykreslic odpowied; na skok jednostkowy obiektu o transmitancji

2
G(s) =
© 4s+1

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku musimy policzy¢ odpowiedz na skok jednostkowy zgodnie ze
wzorem (B.12):

y,(t) =2 -2 (1) (3.2)

Nastegpnie wyznaczamy wartosci funkcji dla r6znych wartosci czasu t. Liczba punktéw
zalezy od doktadnosci z jaka chcemy wyznaczy¢ charakterystyke.

Tab. 3.2. Wartosci y1(t) w funkcji czasu t.

ts)l o] 05 [ 1 2 4 6 8 12 [ 18 | 25

yi) | 0 | 0,24 | 0,44 | 0,79 | 1,26 | 1,55 | 1,73 | 1,90 | 1,98 | 2,0

Na podstawie tab. 3.2 mozemy wykresli¢ odpowiedzZ na skok jednostkowy obiektu:
2Ayl(l‘)

1,8
1,6
1,4

1,2
1 /

0.8 /

0,6 /
0,4/
0,2

0 5 100 15 20  25s]

IS I °
-

Rys. 3.2. Przyktadowa odpowiedz na skok jednostkowy.

Zad. 3. Wpykresli¢c charakterystyke amplitudowo-fazowg (Nyquista) obiektu

o transmitancji G(s) = 2
4s+1

Rozwigzanie:
Dokonujemy podstawienia S = j@

G(jw)=

3.3
4jo+1 (3-3)

oraz wyznaczamy cz¢$¢ rzeczywistg i urojong transmitancji. W tym celu mnozymy
licznik 1 mianownik przez liczbg sprz¢zong mianownika:
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2 1-4jo 2 j—8a)
4jo+11+4jo 160 +1 ~ 160" +1

G(jo) = (G.4)

Teraz wyznaczamy warto$ci Re{G( ] a))}i Im{G( ] a))} dla kilku charakterystycznych

wartosci pulsacji @ . Oprocz wartosci @ =0 i @ =00, jest to takze odwrotnos¢ statej
czasowej T. Liczba pozostalych punktow zalezy od doktadno$ci z jaka chcemy wy-
znaczy¢ charakterystyke.

Tab. 3.3. Wartosci real {G(jw)} 1 imag{G(jw)} w funkcji pulsacji o.

[0 0]005] 01 | 0,15]025| 04 0,8 2 5 + 00

Re{G(jw)} |2 ] 1,92 | 1,72 | 1,47 | 1 | 0,56 | 0,18 | 0,03 | 0,01

Im{G(jw)} | 0| -0,39 [ -0,70 | 0,88 | -1 |-0,90 | 0,57 | -0,25 | 0,10

Na podstawie tab. 3.3 mozemy wykresli¢ charakterystyke amplitudowo-fazowa:

AIm {G(jw)}

0, 04 08 12 16 2
% |Re{G(w)}
0,24 ]

A\
-0,43 \\
0,6
0,8

Rys. 3.3. Przyktadowa charakterystyka Nyquista.

Zad. 4. Wykresli¢ logarytmiczng charakterystyke amplitudowo-fazowq na karcie Ni-
2

4s+1

cholsa dla obiektu o transmitancji G(s) =

Rozwigzanie:

Charakterystyka Nicholsa jest charakterystyka czgstotliwo$ciowa. Aby ja wyzna-
czy¢ musimy dokonaé¢ podstawienia S= j@, a nastgpnie wyznaczy¢ modut (wyrazo-
ny w dB) i argument.

G(jw)= (3.5)

1+4jw

modut:

(3.6)

L(a)):|G(ja))|dB =20log T4jo

‘: 20log

2
V1+16w°
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argument:

arg{e(ja»»:arg{ }:—amg@w) 6

1+4jo

Teraz wyznaczamy wartosci modutu i argumentu dla r6znych wartosci pulsacji @ . Sa

to m. in. warto$ci @ =0 i @ =o0. Liczba pozostatych punktéw zalezy od doktadno-
$ci z jaka chcemy wyznaczy¢ charakterystyke.

Tab. 3.4. Wartosci arg{G(jo)} i L(®) w funkcji pulsacji o.

0] 0 0,1 0,2 0,4 0.6 1 2 5 20 + oo
arg G(jo
g{ (] )} 0 |-21,8|-38,7|-58,0|-67.4|-76,0 | -82,9 | -87,1 | -89,3 | -90
[rad/s]
L(®)
6,0 54 3,9 0,5 23| -63 |-12,1 | -20,0 | -32,0 | —
[dB] 9 9 b b b b b b 9 w

Na podstawie tab. 3.4 mozemy wykresli¢ logarytmiczng charakterystyke amplitudo-
wo-fazowa (Nicholsa):

A L(0) [dB]

o1 10

— T,
-80,—*"-60 40 20 arg{G}[deg]

;AR RN

Rys. 3.4. Przyktadowa charakterystyka Nicholsa.
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Zad. 5. Wykresli¢ uproszczone logarytmiczne charakterystyki modulu i argumentu
10(s+10)100s +1)

Bodego) obiektu o transmitancji G(s) = )
(Bodego) 1Hee) (10s+1)0,1s +1)

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku porzadkujemy transmitancje w taki sposob, aby wszystkie

(oprocz Kk, 1/ s"i s™) wystepujace w niej czynniki byty postaci (TS + 1):

_10(s+10)100s+1) 100(0,Is+1)100s+1)  100(100s +1)

G(s)= = = (3.8)
©) (10s+1)01s+1f  (10s+1)0,1s+1]  (10s+1)0,Is+1)
Nastepnie zapisujemy transmitancj¢ w postaci iloczynu:
G(s)=k G, G, (3.9)

gdzie:
k — wzmocnienie uktadu

G, -czion s" lub L,
Sn

G2 - czlon (TS+1)m i/ lub m

W naszym przypadku nie wystepuje czynnik G, , zatem:

1 1
G(s) =100 (100s +1)
(10s+1) (0,1s+1)
OO %6 a0

Taki sposob reprezentacji transmitancji jest bardzo wygodny, poniewaz przestawiona
jest ona jako iloczyn podstawowych cztondéw, o znanych charakterystykach (tab. C.1).
Sa dwa sposoby kreslenia charakterystyk.

Pierwszy polega na wykresleniu uproszczonej charakterystyki (zarowno modutu jak
i argumentu) dla kazdego czynnika oddzielnie ((1), (2), (3), (4) we wzorze powyzej -
kolejnos¢ nieistotna). W naszym przypadku beda to po 4 charakterystyki. Nastgpnie
dokonujemy ich sumowania graficznego.

Sposob drugi: zapisujemy transmitancje rowniez w postaci iloczynu (3.9), z tym, ze
bardzo wazna jest kolejnos¢ wystepowania czlondw w tym iloczynie oraz, w przypad-
ku kilku cztonow typu G, , zapisujemy je w kolejnosci malejacej wartosci T. Nastep-
nie kreslimy uproszczong charakterystyke (zarowno modutu jak i argumentu) najpierw
dla pierwszego czynnika (1), ale tylko do wartosci @ =1/T, ; gdzie T, jest stalg cza-
sowa czynnika drugiego (patrz krok nr 1 na rys. 3.5). Nastepnie dodajemy charaktery-
styke czynnika drugiego (2) poczynajac od wartoéci @ =1/T, , ale tylko do warto$ci

®=1/T,; gdzie T,— jest stala czasowa czynnika trzeciego (patrz krok nr 2 na



Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe 31

rys. 3.5). Postepujemy tak, az do wyczerpania wszystkich czynnikéw. Przy dodawaniu
ostatniego czynnika (4) nie ma oczywiscie ograniczenia wartosci @ (patrz krok nr 4
na rys. 3.5). Ten sposob wolny jest od sumowania graficznego, ktopotliwego szcze-
golnie dla duzej liczby wykresow czastkowych.

4 L(w) [dB]

60 ©) O,
46 ©,
20 \
105 102 107 10° 10' 102 10° cofradss]

4 arg{ G(jw)}

/2

@ ©,
107 102 107 100 Ip' 102 10°% [rad/s]

—71/2 @

Rys. 3.5. Przyktadowe charakterystyki Bode’go.
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3.2. Zadania

Zad. 1. Wykresli¢ charakterystyke impulsowq obiektow opisanych transmitancjg
operatorowg G(S):

5
L. G(s)=5 > CO= )
1 2s
7. G(S):E 6. G(S)Zm
10 !
3 6(9)=2 [
N 10
4 G(9)=- 8 6= 0s+12

Zad. 2. Wykresli¢ charakterystyke odpowiedzi na skok jednostkowy obiektow opisa-
nych transmitancjq operatorowq identyczng jak w zad. 1.

Zad. 3. Wykresli¢ charakterystyke amplitudowo — fazowq (Nyquista) obiektow opi-
sanych transmitancjg operatorowq identyczng jak w zad. 1.

Zad. 4. Wykresli¢ logarytmiczng charakterystyke amplitudowo — fazowq (Nicholsa)
obiektow opisanych transmitancjq operatorowq identyczng jak w zad. 1.
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Zad. 5. Wykresli¢ uproszczone logarytmiczne charakterystyki modulu i argumentu

—_—

10.

11.

12.

13.

14.

15.

10s+1
g2

10s® +11s+1
G =

G(s) =

1
(s+10)
S+1
CO)= G ous+1)
S+1
(s+10)°
S+1
(0,1s+1)’
S
(s+1)
S
. (s+10)’
S
(10s+1)’
100s
(s+10)
S
(s+0,1)
S
(0,1s+1)’
10s
(s+1)s+10)
100
s(s+10)
10
s(s+1)s+10)

G(s) =

G(s)=

G(s)=

G(s) =

G(s)=

G(s)=

G(s)=

G(s)=
G(s)=

G(s)=

G(s)=

(Bodego) obiektow opisanych transmitancjq operatorowgq

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

G(s).

S
S+1)s+0,1
(s+1)s+0,1)
10s
G(s)=————>
®) (s+10)s+0,1)
0,01(s+10)
G(S)=—r )
© (s+1)100s+1)
10(100s +1)
(s+0,1)0,1s+1)
G(s) = 10(10s+1)
(0,15 +0,1)(100s +1)
s(s+10)
G(s) =
®) (0,01s+1)s+1)
G(s) = s?(0,1s+0,1)
~(s+1)10s+1)
100(0,1s +1)
s(2s+2)(50s +5)

s+1
G(S)_sz(s+10)

100s”
SO =315 +10)
10s?
s+1)s+10)10s+1)
SS
G = (s+1)0,1s+1)
(s+1)0,1s+1)
SS
(100s +1)s+1)*(0,015+1)
(0,1s+1)*(10s +1)°
100s +1)s+1)
(10s+1)’

G(s)=

G(s)=

G(s)=

G(s):(

G(s) =

G5y

G(s) = 10(
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Zad. 6. Wyznaczy¢ transmitancje operatorowgq G(s) dla uktadow, ktorych uprosz-
czone logarytmiczne charakterystyki modutu dane sq na rysunkach:

60

407

20

s L(w) [dB]

60

407

20

103 102 107 10° 10" 102 10° af[rad/s]

4 L(w)[dB]

105 102 107 10° 107 102 10° oo Jradss]

4 L(w)[dB]

60

467

20

4 L(w)[dB]

105 102 107 10° 107 102 10° oo Jrads]

40

20

107 102 107 100 101 10° 19 g [radss]

4 L(w)[dB]

2.
s L(w) [dB]
60 /\
40 U
20 ~
105 102 107 10° 100 10° 10° m[radss]
4.
4 L(w)[dB]
60
40
207
102 107 10° 101 102 10° 10° oo [radss]
6.
4 L(w)[dB]
60\
40
20
102 107 10° 100 102 105 10° oo Jrads]
8.
» L(@) [dB]
60
40
20
102 101 100 10' 10> 10° 10* @ [radss]
10.
4 L(w)[dB]
40
20




Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe 35

11. 12.

4 L(e)[dB] 4 L(e)[dB]
40 . 40 :
20 . : : 2

102 107 109 107 102 10° o [rad/s] 10R_107T 10° 107 107 10° o [rad/s]
220 -20
40 40

-60) / -60

3.3. Jak to sie robi w Matlabie?

3.3.1. Charakterystyki czasowe

Korzystajac z programu Matlab, mozemy automatycznie wyznaczy¢ charakterystyke
impulsowa oraz wykres odpowiedzi na skok jednostkowy dla dowolnej transmitancji
G(s). W tym celu najpierw musimy zadeklarowa¢ transmitancj¢ poprzez jeden ze
sposobow podanych w rozdziale 2.3.1.

np. dla G(S) = 3
S+2

G=tf([3]. [1 2]);

a nastepnie w celu wyznaczenia charakterystyki impulsowej (rys. 3.6):

impulse(G)

Impulse Response

NN W
D
/

Amplitude
:

—

0705 1 15 2 25 3
Time [s]

<
W

Rys. 3.6. Charakterystyka impulsowa.

Aby wykresli¢ wykres odpowiedzi na skok jednostkowy uzyjemy funkcji (rys. 3.7):
step(G)
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Step Response
1.5¢ ‘ep ‘p

Amplitude
_o L
(9]

0 05 1 15 2 25 3
Time [s]

Rys. 3.7. Odpowiedz na skok jednostkowy.

3.3.2. Charakterystyki czestotliwoSciowe

a. charakterystyka Nyquista

Program Matlab umozliwia wyznaczenie charakterystyki amplitudowo fazowej dla
dowolnej transmitancji G(S) czyli tzw. charakterystyki Nyquista.

np.dla G(s)=

S+3

s’ +2s? +3s5+4

G=tf([13],[1234]);

a nastepnie:

nyquist(G)

Efektem dzialania tej funkcji bedzie wykres (rys. 3.8):

Nyquist Diagrams

3r ———
///’ \\\\
2t y; \
.2 { )
251 N /
~ /
gof——= ,
g
1|
£
21
-3

2 15 - 05 0 05 1 L5
Real Axis

Rys. 3.8. Charakterystyka Nyquista.

Powyzsza charakterystyka obejmuje zakres zmian pulsacji
(— 0, +oo): linia ciggla - zakres zmian pulsacji @ w przedziale (0, + oo), linia prze-

rywana - zakres zmian pulsacji @ w przedziale (— o, O).

w pierwszym kroku deklarujemy transmitancje

@ w przedziale
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b. charakterystyka Nicholsa

Do przedstawienia charakterystyki amplitudowo fazowej obiektu na karcie Nicholsa
stuzy funkcja:
nichols(G) % transmitancja G(s) jak wyzej

Efektem jej dziatania bedzie wykres (rys. 3.9):
Nichols Charts

20
0l
20|
40|
-60|
-80|
-100}
-120}
-140¢

Open-Loop Gain (dB)

60L
-180 -140 -100 -60 20 0
Open-Loop Phase (deg)

Rys. 3.9. Charakterystyka Nicholsa.
Na karcie Nicholsa czesto uzyteczna jest siatka tzw. krzywych statego modutu oraz
stalego argumentu. Mozemy ja wykres$lic w powigzaniu z funkcja nichols (rys. 3.10):

nichols(G)
ngrid

Nichols Charts
20 — -

20+

401t
-60}
=80t
-100}
g -120}
© _140
-160

en-Loop Gain (dB)

180 -140 -100 60 20 0
Open-Loop Phase (deg)

Rys. 3.10. Charakterystyka Nicholsa z siatkg krzywych statego modutu
oraz argumentu.

¢. charakterystyki Bode’go

Do wyznaczenia logarytmicznych charakterystyk modutu i argumentu w funkcji
pulsacji @ dla dowolnej transmitancji G(S) czyli tzw. charakterystyki Bodego stuzy

funkcja (rys. 3.11):
bode(G) % transmitancja G(s) jak wyzej
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Bode Diagrams

0 N\

-100¢

-150¢

-200t 3

107! 10° 10! 10?
Frequency (rad/sec)

Phase (deg); Magnitude (dB)
(e

Rys. 3.11. Charakterystyki Bode’go.

Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, iz logarytmiczne charakterystyki modutu i argumentu
sg charakterystykami rzeczywistymi, przez to r6znig si¢ nieznacznie od charakterystyk
wyznaczonych metodami przyblizonymi.

3.3.3. Inne uzyteczne funkcje

Korzystanie z wszystkich wykresé6w moze utatwi¢ funkcja

grid on

kreslaca siatke na wykresie. Wylaczenie siatki poprzez funkcje:
grid off

Parametry dowolnego punktu (punktoéw) na dowolnym wykresie pozwoli nam odczy-
ta¢ funkcja:

[x y]=ginput(1) % [x y] — parametry punktu (-ow),; w nawiasach () liczba punktéw,
% jezeli liczba punktow >1, to x i y — wektory

Przy wyznaczaniu charakterystyk oraz do niektorych obliczen pomocne moga by¢ na-
stepujace funkcje:

real(5+j8) % wyznaczenie czesci rzeczywistej wyrazenia w nawiasie
ans =

5
imag(5+j8) % wyznaczenie czesci urojonej wyrazenia w nawiasie
ans =

8
abs(5+j8) % wyznaczenie modutu wyrazenia w nawiasie
ans =

9.4340
angle(5+j8) % wyznaczenie argumentu wyrazenia w nawiasie (wynik w radianach)
ans =

1.0122
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4. ALGEBRA SCHEMATOW BLOKOWYCH

4.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Wyznaczy¢ transmitancje zastepczq ukladu jak na rys. 4.1.

U(s) Y(s)
G, > G,

Rys. 4.1. Przyktadowy uktad ztozony nr 1.

Rozwigzanie:
Jak tatwo zaobserwowac uktad mozna podzieli¢ na 2 obszary jak to zaznaczono linig

przerywang na rys. 4.2:

U(s) Y(s)
— G - G -

- 1 3

G, |« G

2
H,

4

H,

Rys. 4.2. Przyktadowy uktad zlozony — podziat na 2 poduktady.

Bloki w ramce po lewej stronie tworzg klasyczne ujemne sprz¢zenie zwrotne (D.3).
Wypadkowa transmitancja bedzie dana wzorem:

G,

H=—"— 4.1
' 1+G,G, 1)

Bloki w ramce po prawej stronie tworzg klasyczne polaczenie rownolegle czyli sumg
(D.2). Wypadkowa transmitancja bgdzie dana wzorem:

H,=G,+G, (4.2)
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Zatem po uproszczeniu uktad bedzie wygladat nastepujaco (rys. 4.3):

U(s) Y(s)

—»Hl H2—>

Rys. 4.3. Przyktadowy uktad ztozony po uproszczeniu.

Bloki H; i H, tworza klasyczne polaczenie szeregowe czyli iloczyn (D.1),
o transmitancji wypadkowe;j:

G=H,H, 4.3)
Zatem ostatecznie:

G=HH,=— 2 (G, +G4)=—GII(G&+GG4)
+ 12

= 4.4
1+G,G, 9

Zad. 2. Wyznaczy¢ transmitancje zastepczq ukladu jak na rysunku:

U(s) Y(s)

G G,

» 1 d

Rys. 4.4. Przyktadowy uktad ztozony nr 2.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku przenosimy wezetl zaczepowy (patrz rys. D.4) przed blokiem

o transmitancji G,(S) w prawo, za ten blok (zgodnie ze strzatka na rys. 4.5):

U(s) Y(s)

G —

—> 1 [« 2

Rys. 4.5. Przyktadowy uktad zlozony — kierunek przesuwania wezta zaczepowego.
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Otrzymamy wowczas:

1/G

U(s) Y(s)
— >

H,

Rys. 4.6. Przyktadowy uktad ztozony — po przesunigciu wezta zaczepowego.

Jak tatwo zaobserwowa¢ uktad mozna podzieli¢ na 2 obszary, jak to zaznaczono linig
przerywang na rys. 4.6. Ramka po lewej stronie to tzw. ,,sztywne” ujemne sprze¢zenie
zwrotne o wypadkowej transmitanc;ji:

H, = G
1+G,

(4.5)

Bloki w ramce po prawej stronie tworza polaczenie rownoleglte czyli sume
o wypadkowej transmitancji:

1
H,=—+G 4.6
2T o (4.6)

Zatem po uproszczeniu uktad bedzie wygladat identycznie jak na rys. 4.3. Ostatecznie
bloki H; i H, tworza potaczenie szeregowe czyli iloczyn, o transmitancji wypadko-
wej:

(4.7)

Zad. 3. Wyznaczy¢ transmitancje zastepczq ukladu jak na rysunku:

U(s) E(s) G Y@>

Rys. 4.7. Przyktadowy uktad ztozony nr 3.

Rozwigzanie 1:
W pierwszym kroku przenosimy we¢zel sumacyjny (patrz rys. D.5) przed blokiem

o transmitancji G(S) w prawo, za ten blok (zgodnie ze strzalka na rys. 4.8):
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U(s)

Rys. 4.8. Przyktadowy uktad ztozony — kierunek przesuwania wezta sumacyjnego.

W efekcie uzyskamy:

U(s)

G

Rys. 4.9. Przyktadowy uktad ztozony — po przesunigciu wezta sumacyjnego.

Nastegpnie zamieniamy wezly sumacyjne miejscami (strzatka rys. 4.10) otrzymujac:

U(s)

{ G - e

! G
HZ

Rys. 4.10. Przyktadowy uktad ztoZzony — po zamianie miejscami w¢ztow sumacyjnych.

Jak tatwo zaobserwowa¢ uktad mozna podzieli¢ na 2 obszary, jak to zaznaczono linig
przerywang na rys. 4.10. Ramka po lewej stronie to potaczenie roéwnolegte czyli suma
o wypadkowej transmitancji:

H =1+G (4.8)

Bloki w ramce po prawej stronie tworzg dodatnie sprzezenie zwrotne o wypadkowej
transmitancji:

1

H,=——
> 1-G

(4.9)

Zatem po uproszczeniu uktad bedzie wygladat identycznie jak na rys. 4.3. Ostatecznie
bloki H; i H, tworzg polaczenie szeregowe czyli iloczyn, o zastepczej transmitancji:
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_1+G

G,=HH,=—=
1-G (4.10)

z

Rozwigzanie 2:

Zadanie o tak niewielkim stopniu skomplikowania jak to z rys. 4.7, mozna rozwig-
za¢ réwniez korzystajac wprost z definicji transmitancji zastgpczej jako ilorazu trans-
formaty sygnatu wyjsciowego do transformaty sygnatu wejsciowego catego uktadu:

G,(s) =% 4.11)

W tym celu wystarczy napisa¢ rownania dla wszystkich weztow sumacyjnych i roz-
wigza¢ tak powstaly uktad réwnan, wyznaczajac stosunek (4.11)

{Y (s)=U(s)+E(s)G(s) @.12)
E(s)=U(s)+Y(s)
Po podstawieniu 2-go réwnania do 1-go otrzymamy:
Y _1+G6) =G, (9) (4.13)

Us) 1-G(s)

Jak wida¢ z powyzszego, w tym przypadku metoda ta jest prostsza niz przeksztatcanie
schematu.

Zad. 4. Wyznaczy¢ transmitancje zastepczq ukladu jak na rysunku:

G

U(s) Y(s)
G . G » G

2 -

6

S
G4 N

Rys. 4.11. Przyktadowy uktad ztoZony nr 4.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku przenosimy we¢zel zaczepowy znajdujacy si¢ przed blokiem

o transmitancji G, w prawo, za ten blok (zgodnie ze strzatka na rys. 4.12):
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Rys. 4.12. Fragment uktadu ztozonego — kierunek przesuwania we¢zla zaczepowego.

W efekcie uzyskamy:
> 1/G, b| G,
U(s) Y(s)
= G PG [ " Gy
G
5
G,

Rys. 4.13. Przyktadowy uktad ztoZzony — po przesunigciu wezta zaczepowego,
Z zaznaczonymi grupami.

Nastepnie wyznaczamy transmitancj¢ zastepczg uktadow w ramkach (linia przerywa-
na na rys. 4.13). Wynikiem bedzie:

U(s) X Y(s)

>
>
»

Rys. 4.14. Przyktadowy uktad— kolejny etap uproszczenia.

W kolejnym kroku przesuwamy wezel zaczepowy znajdujacy sie przed blokiem
o transmitancji G; w prawo, za ten blok, zgodnie ze strzalka na rys. 4.14. Otrzymamy

wtedy:
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U(s) 8 .

GG

3 G,/G,

) 4

G

3

Y(s)

G

5

G <

4

1/G,

Rys. 4.15. Przyktadowy uktad— kolejny etap uproszczenia.

Teraz wyznaczamy transmitancje zastepcze ukltadow w ramkach (linia przerywana

rys. 4.15):

Po tej operacji schemat przyjmie postac:

U(s)

G.G

- 1

2

G3

H=—=—
1+ G,G;

.

G,/G,

Rys. 4.16. Przyktadowy uktad— kolejny etap uproszczenia.

(4.14)

Y(s)

Dalej przesuwamy wezel zaczepowy znajdujacy si¢ za blokiem o transmitancji H,

w lewo, przed ten blok, zgodnie ze strzatka na rys. 4.16. Otrzymamy wtedy:
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UGs) 1@

GG, H,

Rys. 4.17. Przyktadowy uktad— kolejny etap uproszczenia.

Teraz wyznaczamy transmitancje zastepcza blokow w ramce (linia przerywana na
rys. 4.17). Wynikiem bedzie:

U(s) Y(s)

—»HZ H3—>

A 4

Rys. 3.20. Przyktadowy uktad— koncowy etap uproszczenia.

Gdzie:
H, = GQZG (4.15)
1+GG,H, =
G,
G
H,=—+H 4.17
T, T (4.17)

Zatem ostatecznie:

G:H H :GI(G6+G3GSG6+GZG3) (418)
2 1+G,G, +GG,G,
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4.2. Zadania

Wyznaczyé transmitancje zastepczq ukladow jak na rysunkach:

1.

Se—Ss %
g s> +12s+1
2.
> G3
Gz
G ;
- N G2 — G4
G3
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| G,
'Gl
,G3

R
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,G4




Algebra schematéw blokowych

10.

v

'%'%_' G, ’@_"__ G,

4@_7(}1—»%9—»(;24»@9—»

A 4

G,
o G,
12.
—@- G,
L 4
G, | G4
*g Gs 4’@
13.
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14.

15.

—

G

1

G

2

R

y

16.

17.

18.

v
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19.

20.

21.

22.

23.

y G, >
,@ ' >
1 §L Gz
U(s) Y(s)
—b%—b Gl 4,% |
U(s) Y(s)
> —b%—b G3
> G, |«
U(s) Y(s)

A
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24,
Gl
Y(s)
— G G >
UGs) &= 2 3
25.
Gl ' 6‘9' GZ
U(s) X~
] Y(s)'
26.
G1
Y(s)
» G G —>
U(s) 2 4 3

4.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?

1 3
Niech przyktadowo G,(S)=——, G,(S) =——.
s+1 S+2

Transmitancje deklarujemy w Matlabie w sposob opisany w rozdziale 2.3.1:
G1=tf([1], [1 1]);
G2=tf([3], [1 2]);

3.3.1. Polaczenie szeregowe

Do obliczenia wypadkowej transmitancji stuzy funkcja series:
G=series(G1, G2)
W efekcie otrzymamy:

Transfer function:

"2 +3s+2
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W przypadku szeregowego potaczenia wickszej liczby blokow funkcje series stosuje-
my wielokrotnie.

3.3.2. Polaczenie rownolegle

Do obliczenia wypadkowej transmitancji stuzy funkcja parallel:
G=parallel(G1, G2)
W efekcie otrzymamy:

Transfer function:
4s+5

s"2+3s+2

W przypadku roéwnoleglego potaczenia wigkszej liczby blokow funkcje parallel stosu-
jemy wielokrotnie.

3.3.3. Polaczenie ze sprzezeniem zwrotnym

a. sprzeienie Zwrotne ujemne

Do obliczenia wypadkowej transmitancji stuzy funkcja feedback:
G=feedback(G1, G2)

W efekcie otrzymamy:

Transfer function:
S+ 2

$"2+3s+5
b. sprzeienie zwrotne dodatnie

W przypadku sprzezenia zwrotnego dodatniego posta¢ wywotania funkcji feedback
bedzie nastepujaca:

G=feedback(G1, G2,+1)
W efekcie otrzymamy:

Transfer function:
S+ 2

s"2+3s-1
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5. UCHYBY USTALONE

5.1. Przykladowe rozwigzania

Obliczy¢ wartosé uchybow: potoZenia, predkosci i przyspieszenia, dla uktadu regula-

¢ji jak na rysunku ponizej.

—>®—> G(S)
T_ ' G(sy= 35+10

- s(s+1)

Rys. 5.1. Przyktadowy uktad regulacji.

Rozwigzanie:
Poniewaz uktadu otwartego G,,(S)=G(S), zatem przystgpujemy od razu do wy-

znaczania uchybow korzystajac wprost ze wzorow (E.1), (E.2), (E.3).
1. Uchyb potozenia:

1 1

e = - = =0 (5.1
" HImGL(S) g S5 +10
s=0 5(S+1)
2. Uchyb predkosciowy:
1 1 1
e, = = =—=0,1 (5.2)
15123 sG,,(S) lim s 5s+10 10
-0 s(s+1) 1
3. Uchyb przyspieszenia:
1 1
(5.3)

ea =— 3 = =00
1515}5 G,,(s) 15133 §2 2(5;11(;
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Mozna réwniez skorzysta¢ ze wzordéw skroconych (tab. E.1). Poniewaz uktad jest kla-
sy 1, zatem:
1. Uchyb potozenia: e, =0

1
2. Uchyb predko$ciowy: €, = K =0,1

5s+10 10(0,5s +1)
s(s+1) s(s+1)
3. Uchyb przyspieszenia: €, = o0

k=10 bo G,,(s) =

5.2. Zadania

Dana jest transmitancja ukltadu otwartego G,,(S). Obliczy¢ wartosé uchybow polo-

Zenia, predkosci i przyspieszenia.

L G,(9)=4 11, Glz(s)z%

2. Glz(s)=§ 2. G5 =2 +§48 125238 30
3. G,(s)= 3;5 13. Gn(s)=(3%)3

4, G”(S):si_s 14. Glz(S)=(Si—02)3

5. Gn(s)=$ 15. GdSFﬁ

6 Gu®) = 16. Gu(8) = 1 i;&’?;s)
7. Glz(s)=wzz+3s 17. Glz(s)=$+s%2

8. G,(8)= §3++0§ 18. G.(8) = silJr s? +;s+1
9. Glz(s>=% - G”(S):szi4s+s2izs
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5.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?

Korzystajac z programu Matlab, nie mozemy co prawda wprost wyznaczy¢ wartosci
uchybow ustalonych, ale pomocng do ich obliczenia moze by¢ funkcja limit . Stuzy
ona do wyznaczania granicy do ktorej dazy funkcja, wtedy gdy argument zbliza si¢ do
podanej wartosci. Przyktadowo limit(y,g) oblicza warto$¢ funkcji y, przy argumencie
dazacym do wartosci g (jezeli g=0 — wywotanie funkcji: limit(y)). Aby wykorzystac ja
do policzenia uchybdéw najlepiej skorzysta¢ z wyjsciowych wzorow okreslajacych

10(115+10)

s(s+1)(s+5)
czenia np. btedu predkosciowego wystarczy wywotaé funkcje limit w postaci:

uchyby (E.1), (E.2), (E.3). Przykladowo niech G,,(S) = . W celu obli-

syms s % deklaracja zmiennej symbolicznej s (bez podania konkretnej wartosci)
ev=limit(1/(s*(1+((10*(11*s+10))/(s*(s+1)*(s+5)))))) % obliczenie bledu predkosci

W efekcie otrzymamy:

ev =
1/20
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6. STABILNOSC

6.1. Przykladowe rozwiazania

Zad.1. Korzystajgc 7 kryterium Routh’a zhadac stabilnosé ukladu o transmitancji:
2
S*+2s+5
G =+ 3 2 :
S"+28 +3s" +4s+5

Rozwiqgzanie:

W pierwszym kroku sprawdzamy pierwszy warunek Routh’a (patrz podrozdziat F.2).
Poniewaz wszystkie wspotczynniki przy zmiennej S istnieja i sa jednakowego znaku,
zatem warunek ten jest spetniony. Przystepujemy do obliczenia wyznacznika Routh’a.
Mianownik transmitancji wynosi:

M(s)=a,s* +a,s’ +a,s° +as+a, =s* +28° +3s? +45+5  (6.1)

Liczba wierszy wynosi n+1=5 (n - rzad uktadu), zatem wyznacznik Routh’a:

a, a, a| |1 3 5
a, a 0] |2 4 O
b, b, O|=|b b, 0 (6.2)
c, ¢ O |cc ¢, O
d 0 O0f [d 0 0
gdzie:
a, a, ‘1 3‘ a, al‘ ‘2 4‘ b, b, ‘1
a, a| |2 4 b, b 1 5 C, G -6 0
b1 — 3 1 — =1 C] — 1 2 — =—6 d1 — 1 2 —
—-a, -2 —b, -1 —C,
a, a, ‘1 5‘ a, 0 ‘2 0‘
a, 0f 2 0 b, by (1 0
b2: 3 = :5 C2: ! 3 = :O
—-a, -2 -b, -1

Pierwsza kolumna wyznacznika Routh’a jest postaci:

121 -6 5] (6.3)
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Co prawda wszystkie elementy pierwszej kolumny istnieja, ale nie sa jednakowego
znaku. Wobec tego drugi warunek kryterium jest niespelniony, czyli uktad nie jest
stabilny asymptotycznie.

Dodatkowo, na podstawie liczby zmian znaku wspotczynnikow pierwszej kolumny
wyznacznika Routh’a, mozemy okresli¢ liczbg biegundw w lewej i prawej potplasz-
czyznie zespolonej. Poniewaz w kolumnie wystgpuja dwie zmiany znaku (+ + + — +),
zatem uktad ma dwa bieguny w prawej pdliptaszczyznie. Liczba biegunow w lewej
polplaszczyznie wynosi n-2, czyli rowniez dwa.

Zad. 2 Wykorzystujgc kryterium Michajlowa zbadaé czy uktad zamkniety (rys. 6.1)
jest stabilny.

—»@—» G(s)
L ' G(s)=—

(s+1)

Rys. 6.1. Uktad regulacji.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku policzymy wypadkowa transmitancj¢ uktadu zamknigtego:

4
(S+l)3 4
K(s)= = 6.4
) 14 4 s* +3s?+35+5 ©4)
(s+1)°

Analizujemy teraz sam mianownik (patrz podrozdziat F.3). Przechodzimy w dziedzing
czgstotliwosci poprzez podstawienie S = jw:

M(jo)=—-jo’ -30* +3jo+5=(5-30")+ jo(3—wn*) (6.5)

Nastepnie wykreslamy mianownik na plaszczyznie zespolonej. W tym celu wyzna-
czamy m.in. pewne punkty charakterystyczne, najczesciej sg to punkty dla ktérych
=0 oraz Re{l\/l (ja))}= 01 Im{M (ja))}= 0 (punkty przeciecia charakterystyki
z osiami wspoélrzednych). Liczba pozostatych punktéw zalezy od doktadnosci z jaka
chcemy wyznaczy¢ charakterystyke.

tab. 6.1. Wartosci Re{M(j®)} i Im{M(j®w)} w funkcji pulsacji @

w 0 531 V3 | 2 5 10 | +oo
Re{M(jo)} | 5 0 4 7 | 70 | 295 | —oo
mM(jo)} | 0o | 1,72 ] 0 2 | -110 | 970 | —o
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Na podstawie tab. 6.1 wykre§lamy charakterystyke:

Am(M)

1,72

-4 5 Re(M)

Rys. 6.2. Charakterystykach mianownika przyktadu zad. 2.

Nastepnie nalezy przeanalizowa¢ zmiang argumentu przy 0 <@ <oo. Aby uktad byt
stabilny, zmiana argumentu musi wynosi¢ (F.3):

Aarg M (jo) =37~ (6.6)

0<w<o 2

Z praktycznego punktu widzenia oznacza to, ze krzywa musi przechodzi¢ przez 3 ko-
lejne ¢wiartki uktadu wspotrzednych. Jak wida¢ na rys. 6.2 zmiana ta wynosi
@ =3/2r, (krzywa przechodzi przez 3 kolejne ¢wiartki uktadu wspotrzednych) czyli

uktad jest stabilny.

4
(s+2)(s—0.5)
rzystujgc kryterium Nyquista zbadaé czy uklad zamkniety jest stabilny.

Zad. 3. Dana jest transmitancja G,,(S) = uktadu otwartego. Wyko-

Rozwigzanie:

Jak wida¢ wprost z mianownika transmitancji uktad otwarty jest niestabilny (jeden
biegun wynosi +0,5). Skorzystamy zatem z podstawowego twierdzenia Nyquista
(patrz podrozdzial F .4).

Uklad otwarty ma N, =1 biegunéw w prawej pdiptaszczyznie i N, =0 biegunow

S =0, zatem uktad zamkniety bedzie stabilny asymptotycznie jezeli:

Aarg(1+G,(jo)) =7 (6.7)

0<w<co

Przechodzimy w dziedzine czestotliwos$ci poprzez podstawienie S = jw :

. 4 4
G = = 6.8
()e) (jo+2V(jo-05) —350" -2+ jol2- o) (6.8)

W celu wydzielenia czesci rzeczywistej i urojonej mnozymy licznik i mianownik
przez liczbe sprzezong mianownika. W efekcie otrzymamy:
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: —140° -8
G = :
Re{ 12(Ja))} (_ 3,5(02 _2)2 4 wz(z_a)z)z (6.9a)
—4a)(2—a)2) (6.9b)

Im{G,,(jw)}= (_ 3,50 _2)2 +a)2(2—602)2

Nastegpnie wykreslamy transmitancje na ptaszczyznie zespolonej. W tym celu wyzna-
czamy m.in. pewne punkty charakterystyczne: dla ktorych @=0 oraz
Re{Glz(ja))}: 0i Im{Glz(ja))}z 0. Liczba pozostatych punktow zalezy od do-
ktadnosci z jaka chcemy wyznaczy¢ charakterystyke.

tab. 6.2. Wartosci Re{G,(j@)} i Im{G,,jw)} w funkcji pulsacji .

® 0 0,1 0,5 1 J2 2 3 + 0
Re{G,(jo)} | 2 |-1,95|-127 | 0,70 | -0,44 | 0,24 | -0,09
Im{G,(jo)} | 0 |-0,19|-039|-0,13| 0 0,06 | 0,05 0

Na podstawie tab. 6.2 wykre§lamy charakterystyke:

Nyquist Diagram

0,2
0,1}

0|
-0,1

Imag(G ,)

2 -6 -1,2 -0,8 04 0
Real(G,,)

Rys. 6.3. Charakterystykach Nyquista dla przyktadu zad. 3.

Aby sprawdzi¢ zmiang¢ argumentu Aarg(1+G,,(j®)) zahaczamy wektor w punkcie

0<@w<o0
(-1, j0) 1 przesuwamy jego grot po charakterystyce (tak, aby warto$¢ @ zmieniala si¢
od 0 do o), obserwujac jaki kat zakresla. Jak to widaé¢ na rys. 6.3 jest to kat 180°, za-
tem uktad zamknigty bedzie stabilny.
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Zad. 4. Dana jest transmitancja G,,(S) = ukladu otwartego. Wykorzystujgc

L
(s+1)°

kryterium Nyquista zbadaé dla jakiego k uklad zamkniety jest stabilny.

Rozwigzanie:

Uktad otwarty jest stabilny (potrojny biegun —1 czyli w lewej polptaszczyznie), za-
tem mozna zastosowaé kryterium lewej strony (patrz podrozdziat F.5). Przechodzimy
w dziedzine czestotliwosci poprzez podstawienie S= j@ :

. k k
G,(jw)= = 6.10
(J®) (jo+1 1-30"+ jo B-0?) ( )
Kryterium lewej strony jest w tym przypadku rownowazne sprawdzeniu, czy:
RelG,(jw), = >-1,jesli Im{G,(jo)f =0 (6.11a)
lub
RelG,(jo)|,  >-1,jesli arg{G,(jo)|, =-x (6.11b)
Zastosujemy warunek (6.11a). Obliczamy @, :
Im{G,,(jw)}=0, jesli ® 3—w*)=0 (6.12)
Poniewaz licznik G,,(j®) jest rzeczywisty (wielomian 0- rzedu), zatem:
Im{G,,(jo)}=0 < Im{mianownik G,,(jw)}=0) (6.13)

czylidla =0 lub o = +1/3 , zatem W, = V3 (wartosci @ =01 o= —J/3 - odrzu-

camy). Poniewaz dla @, = \/§ cz¢$¢ urojona mianownika jest rOwna zeru, zatem:

i k
Re{Gy;(ja)}=1— Wl T A) s (6.14)

Korzystajac z warunku (6.11a) otrzymamy:

RelG,(jo)}>-1 = —§>—1 = k<8 (6.15)



Stabilnos$¢ 63

Zatem ostatecznie uktad zamknigty bedzie stabilny dla k < 8.

. . . 2
Zad. 5. Dana jest transmitancja G,,(s) = i e "> ukladu otwartego. Wykorzystu-
S+

Jjac kryterium logarytmiczne zhadac czy uklad zamkniety jest stabilny.

Rozwigzanie:
Uktad zamknigty bedzie stabilny (patrz podrozdziat F.6) gdy:

e L(w)<0,dla w, spetiajacego warunek eurg{G1 ,(Jo, )} =-7
albo

. arg{Glz( jo, )} >—r,dla @, spetniajacego warunek |G12 (jo, )| =1
Sprawdzimy obydwa przypadki. Obliczamy najpierw @, dla ktorego zachodzi
arg{Glz(jw1)}: B

—arctg(a,) - 0,50, =—7x (6.16)

UWAGA: powyzsze roéwnanie najprosciej rozwigza¢ podstawiajac do lewej strony ko-
lejne wartosci @), , tak dhugo, az bedzie ona rowna prawej stronie, czyli 7.

w, =3,673
Zatem:

. 2
L(w,) = |G12(Ja)l )|dB = ZOIOgL—

—5,59dB <0 6.17)
o +1

czyli uktad zamknigty jest stabilny.
Teraz drugi przypadek. Obliczamy @, dla ktorego zachodzi |G12(ja)2 )| =1:

2

; +1

=1 (6.18)

w, =1,73, zatem:

arg{G,,(jw,)}=—arctg(w,) - 0,50, =—1,913> -7 (6.19)

czyli uktad zamknigty jest stabilny.
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10 s
e 0

(0,25 +1)(0,55+1)
go. Wyznaczy¢ graniczng wartosé stalej T, = Tgr dla ktorej uklad jest jeszcze sta-

ukladu otwarte-

Zad. 6. Dana jest transmitancja G,,(S) =

bilny. Dla T, =0,5T,, obliczy¢ zapas fazy i wzmocnienia.

Rozwigzanie:
Uktad jest na granicy stabilno$ci jezeli zapas fazy lub zapas modutu (w dB) sg row-

To

ne zero (patrz podrozdziat F.7). Czton € °"° nie ma wptywu na charakterystyke modu-

tu. Obliczamy zatem pulsacj¢ @, dla ktorej zachodzi |G1 ,(jo, )| =1:

10 =1 (6.20)
J0.20,) +1J(0.50,)* +1
w, =9,276
Zgodnie z definicja, zapas fazy obliczamy wedtug wzoru:
Ap=r+argG,(jo,) (6.21)
A@ =0 - dla granicy stabilnosci. Zatem:
—arctg(0,2m,) —arctg(0,50,) — o, T, =—7 (6.22)

Stad T,, =0,0762 - warto$¢ graniczna T, dla ktorej uktad jest jeszcze stabilny.
Nastepnie przyjmujemy: T, =0,5T, =0,0381 i obliczamy:

- zapas fazy:

Ap=rn+argG,,(jo,) =

o (6.23)
= —arctg(0,2m,) —arctg(0,5w,) — @,T, = 0,354 =20,3
- Zapas wzmocnienia:
wyznaczamy pulsacj¢ @, dla ktorej zachodzi: argG,(jw,) =-x
—arctg(0,2@,) —arctg(0,50,) — T, =—x (6.24

Stad @, =13,329, a zapas wzmocnienia wynosi:

1

AK=—-————
|Glz(Ja’1)|

=1918  (AK,, =—L(@,)=5,66dB) (6.25)
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Ostatecznie:

dla T,=0,5 Tgr =0,0381, zapas fazy wynosi A@p = 20,3°, a zapas wzmocnienia

AK, =5,66dB

6.2. Zadania

Zad. 1. Korzystajgc z kryterium Routh’a zbadaé stabilnos¢ uktadu o transmitancji
G(S). Okreslié¢ liczbe biegunow w prawej i w lewej pélplaszczyinie zespolonej.

10s+1
L G(S):Ss“+4s3+352+2s+1
1
2. G(S):S4+4S3+352+25+1
S+8
S OO = as 3 12545
s+1
4. G(S)=S4+253+352+2s+1
s?+3s5+2
5. G(S)=0’534+S3+252+S+2
3s+1
6. G(S)=S4+5S3+552_5s—6
7. G(s)= =

s*+3s° +5% +3s5+1

S
8. G(S):3s3+282+5+1
5
(RSO i e meveny)
1
10. G(S)=S4+2S3 +3s? +5s
S+10
11. G(s)=m
s’ +s+1
12. G(S)=6S3+452 +2s5+1
2
13. G(S)=0,533+82+5+4
14. G(s) =

T 0.5 +108% +105+0.1

Zad. 2. Wykorzystujgc kryterium Michajlowa zbadaé czy uklad zamkniety (rys. 6.1)

jest stabilny.

2
L O= 5 orsn
1
SR T Fo
1
3 G(S):s3+2sz+3s+l
1
YOO e
1
> G(S):3s3+252+33+1
10
6 GO =G s

S+1
7. G(8)=
) s +2s*+3s+1
55+1
8. G(s)=
®) 3s® +25* +3s+1
s +3s+1
9. G(8)=
®) 3s® +2s5 +3s+1
10. G(s)= =+
s +5%+s
e—S
11. G(8) =——
) s’ +s+1
=25
12. G(8) = —2

28’ +s+1
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Zad. 3. Dana jest transmitancja G,,(S) uktadu otwartego. Wykorzystujgc kryterium
Nyquista zbadaé czy uklad zamkniety jest stabilny.

1. G”(S)_(s+1)(s2+1,5s—1) 4 Gue)=o
21 S
> GIZ(S)_(S+10)(SZ+S—2) > Glz(S)_m
1 5(s+2)
. G = -
3 12(8) (Sz+25+1)(3_1) 6. G,(5) (s+1)(sz—23+1)

Zad. 4. Dana jest transmitancja G,,(S) ukladu otwartego. Wykorzystujqc kryterium
Nyquista zhada¢ dla jakiego k uklad zamkniety jest stabilny.

k k
1. Glz(s)_(s+2)3 7. Glz(s)—m
2. Glz(s)=( k3)3 8. Glz(s)=%
S+ S+ S+
K k
3. Gh(9)= 9. G, =T 7
(s+4) (s+1)(s+3)
K 2k
t GOy 10 o=+ 4)5+0)
k 4k
5. G,(S)=—— 1. G(s) =
(s+0,1) (s+1)*
6. G (s)=— < 12. G,,(s) = 35k
ST (s+0.2) C T (s 475 +12) (s +1)

Zad. 5. Dana jest transmitancja G,,(S) ukladu otwartego. Wykorzystujgc kryterium
logarytmiczne zbadaé czy uklad zamkniety jest stabilny.

L c;u(s>:(s+71)3 5 Gu<s>=m
2. Glz(s):(s +55)3 6. Glz(s)=s+ize‘Ss
. G‘2(3)=(53i2)3 g 612(5)2(52+4si04)(s+2)
4 Gl®) :(5102)3 > G”(S):(zsz+4s3f2)(s+2)
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Zad. 6. Dana jest transmitancja G,,(S) ukladu otwartego. Obliczy¢ zapas fazy
i wzmocnienia dla uktadu zamknietego.

L. G12(3)=ﬁ 6. Gu(9)= (s +8s jf6)(s+4)

2. G,(9)= ﬁ 7 Gul®)= (45 +4341r1)(2s+1)

3. G(s)= ﬁ 8. Gul®)= (45 + 2051(-10;)5)(23 +5)
4. G,(s)= ﬁ 9. G,(8)= . +10’5 g%

5. GL(s) :m 10, Glz(s)zzszT?:)S+12

6.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?
6.3.1. Analiza polozenia biegun6éw transmitancji

W Matlabie istnieje szeroka gama narzedzi stuzacych do sprawdzenia stabilno$ci
uktadu. Na poczatek mozemy skorzysta¢ z ogoélnej definicji stabilnosci asymptotycz-
nej i sprawdzi¢ czy wszystkie bieguny transmitancji opisujacej obiekt leza w lewej
pélptaszczyznie (majg ujemng cze$C rzeczywistg), co jest warunkiem stabilnosci
W przypadku gdy uktad jest ztozony, trzeba wyznaczy¢ jego transmitancj¢ zastepcza.
Do tego celu postuzy nam m. in. funkcja pzmap, kreslaca na ptaszczyznie zespolonej
polozenie zer i biegunow danej transmitancji. Przyktadowo dla obiektu opisanego

10s+1
5s* +45° +3s* +25+1

transmitancjg postaci G(S) = Wykonujemy nastepujacy ciag

polecen:

G=tf([10 1],[5 4 3 2 1]); % deklaracja transmitancji G(s)
pzmap(G)

W efekcie otrzymamy wykres (rys. 6.4) reprezentujacy na ptaszczyznie zespolonej po-
lozenie zer (przedstawione jako ,.koteczka™) oraz polozenie biegunow (przedstawione
jako ,,iksy”).
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Pole-zero map

X

Cole
(0}

X

0.4 0.8

0.8 04 0
Real Axis

Rys. 6.4. Graficzny efekt dziatania funkcji pzmap(G).

Jak wida¢ na rys. 6.4, dwa bieguny leza po lewej stronie osi urojonej (Image), a dwa
po prawej stronie, czyli nie wszystkie bieguny majg ujemng cze$¢ rzeczywista, zatem
uktad jest niestabilny.
Mozliwe jest rowniez wyznaczenie wprost biegunow transmitancji. Do tego celu uzy-
teczna jest funkcja:
pole(G) % transmitancja jak wyzej
lans =

0.1378 + 0.6782i

0.1378 - 0.6782i

-0.5378 + 0.3583i

-0.5378 - 0.3583i

Nie wszystkie bieguny majg ujemna cze$¢ rzeczywistg, zatem uktad jest niestabilny.
Wygodnym narzedziem moze by¢ rowniez funkcja roots stluzgca do wyznaczania
ogolnie pierwiastkow wielomianu. Przykltadowo aby wyznaczy¢ bieguny naszej
transmitancji posta¢ wywotania funkcji bedzie nastepujaca:

roots([54 32 1]) % kolejne wspétczynniki wielomianu (w tym przypadku
% mianownika) poczynajgc od najwyzszej potegi s
ans =
0.1378 + 0.6782i

0.1378 - 0.6782i
-0.5378 + 0.3583i
-0.5378 - 0.3583i

6.3.2. Analiza ksztaltu odpowiedzi na skok jednostkowy

Kolejng metoda oceny stabilno$ci uktadu moze by¢ analiza ksztaltu odpowiedzi
uktadu na skok jednostkowy. Do tego celu postuzy na funkcja step.

G=tf([10 1],[5 4 3 2 1]); % deklaracja transmitancji G(s)
step(G)

W efekcie uzyskamy rys. 6.5. Przebieg tej odpowiedzi nie pozostawia watpliwosci, ze
uktad jest niestabilny.
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Step Response

— N W
S O O

o

10 N

Amplitude

0 3 6 9 12 15 18
Time [s]

Rys. 6.5. Graficzny efekt dziatania funkcji step(G).

5.3.3. Kryterium Nyquista

Aby wykresli¢ charakterystyke amplitudowo — fazowa (charakterystyke Nyquista)
uktadu  otwartego  korzystamy z  funkcji  nyquist. Przyktadowo dla

S+3 . . . .
G,(8) == 3 sposob wywotania funkcji bedzie nastgpujacy:
S +2s” +3s+4
G=tf([13],[1234]); % deklaracja transmitancji

nyquist(G)
Efektem jej dziatania bedzie rys. 6.6:

Nyquist Diagrams

3r —_—— -
N \
I N /

~_ '

an
s_1|
&

2l

2 -15 -1 05 0 05 1 1.5
Real Axis

Rys. 6.6. Graficzny efekt dzialania funkcji nyquist(G).

Rysunek ten ulatwi nam skorzystanie z kryterium podstawowego Nyquista (analiza
zmian argumentu przy 0 < <oo- linia ciggla) oraz takze z kryterium lewej strony,
bowiem w tym konkretnym przypadku uktad otwarty jest stabilny (cze$ci rzeczywiste
wszystkich biegunow sg ujemne — sprawdzone np. za pomocg funkcji roots). Wymaga
to analizy potozenia charakterystyki wzgledem punktu (-1, j0). Jak wida¢ na rys. 6.6,
charakterystyka amplitudowo fazowa stabilnego uktadu otwartego (dla 0<@w <o -
linia ciggta) nie obejmuje punktu (-1, jO), zatem uktad zamkniety jest stabilny.
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5.3.4. Kryterium logarytmiczne

a. charakterystyka Nicholsa

Aby wykresli¢ logarytmiczng charakterystyke amplitudowo — fazowa (charakterystyke
Nicholsa) uktadu otwartego korzystamy z funkcji nichols. Przyktadowo dla

S+3 . . . .
G,(8)=— 5 sposdb wywotania funkcji bedzie nastepujacy:
S°+28"+3s+4
G=tf([13],[1234]); % deklaracja transmitancji

nichols(G)
Efektem jej dziatania bedzie rys. 6.7.

Nichols Charts

20,

0 L
201
40/
-60}
=80}
-100}
120}
-140}

Open-Loop Gain [dB]

200 -160 -120 -80 40 0
Open-Loop Phase [deg]

Rys. 6.7. Graficzny efekt dziatania funkcji nichols(G).

Uktad otwarty jest uktadem stabilnym (co mozna sprawdzi¢ np. za pomocg funkcji
roots). Jak wida¢ na rys. 6.7, charakterystyka amplitudowo fazowa uktadu otwartego
przechodzi ponizej (nie obejmuje) punktu (-180°, 0dB), zatem uktad zamknigty jest
stabilny.

b. charakterystyki Bode’go

Logarytmiczne charakterystyki amplitudy i argumentu (charakterystyki Bodego) ukta-

du otwartego, mozna wykresli¢c zarowno uzywajac funkcji bode (patrz podrozdziat

3.3.2.¢) jak i rowniez poprzez funkcj¢ margin, ktora to dodatkowo pokazuje (w formie
S+3

s +2s>+3s+4

graficznej i liczbowej) zapas wzmocnienia i fazy. Np. dla  G(S) =

G=tf([13],[1234]); % deklaracja transmitancji
margin(G)
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W efekcie otrzymamy:

Bode Diagrams
Gm=6.0206 dB (at 2.2361 rad/sec),
Pm=11.663 deg. (at 1.9138 rad/sec)

S~

20!t zapas wzmocnienja

Phase [deg] Magnitude [dB]

-150} zapas fazy ~\

| — 1
10! 10° 10! 10?
Frequency [rad/s]

Rys. 6.8. Graficzny efekt dziatania funkcji margin(G).

Jak wida¢ na rys. 6.8, zapas wzmocnienia wynosi 6,02 dB (czyli jest >0), zapas fazy
11,66° (czyli jest takze >0), zatem uktad zamkniety jest stabilny.

6.3.5. Inne uzyteczne funkcje

Przy rdéznego rodzaju obliczeniach przydatne moga by¢ funkcje real i imag stuzace
do obliczenia czgsci rzeczywistej 1 urojonej dowolnego wyrazenia symbolicznego lub
zmiennej. W przypadku zmiennych ich wywolanie jest nastepujace:

Z=2+j*5; % zmienna zespolona
Re=real(z) % obliczenie czesci rzeczywistej zmiennej z
Im=imag(z) % obliczenie czesci urojonej zmiennej z

Otrzymamy wowczas:

Re

Im

g™

Czesto zachodzi potrzeba ,,rozbicia” transmitancji do postaci:

G(j ) =Re{G(jw)}+ j Im{G(j w)} (6.26)

1
Przyktadowo dla transmitancji G(S) :—1 mozemy dokonaé tego za pomoca se-
S+

kwencji instrukc;ji:

syms s unreal % s - jako zmienna symboliczna zespolona
syms w real % w (pulsacja) - jako zmienna symboliczna rzeczywista
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S=j*w; % j=sqrt(-1)

G=1/(s+1); % deklaracja transmitancji G(s) w postaci symbolicznej
Re=simple(real(G)) % czesé rzeczywista G(jw)

Im=simple(imag(G)) % czesé urojona G(jw)

Efektem dzialania powyzszego programu bedzie:
Re =

1/(wh2+1)

Im=

-w/(wh2+1)

1 i -
jo+l o*+1 "o’ +1
W podobnie tatwy sposéb mozemy policzy¢ modut i argument dla dowolnego wyra-
zenia symbolicznego lub zmiennej. W tym celu mozna skorzysta¢ z funkcji abs (obli-
czanie modutu) oraz angle (obliczanie argumentu), z tym Ze ta ostatnia nie dziata na

wyrazeniach symbolicznych (na wzorach), wobec tego nadaje si¢ tylko do liczenia ar-
gumentu ze zmiennej.

co pozwoli nam zapisaé: G(j @)=

7=2+j*5; % zmienna zespolona
mod=abs(z) % obliczenie modutu zmiennej z
arg=angle(z) % obliczenie argumentu zmiennej z (wynik w radianach)

w efekcie otrzymamy:

mod =
5.3832

arg =
1.1903
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7. KOREKCJA ANALOGOWA

7.1. Przykladowe rozwiazania

Dobrac korektor szeregowy tak, aby w uktadzie regulacji obiektu o transmitancji

4 . .
G,,(8) = m zmniejszy¢ blgd poloienia do wartosci e, =2%. Nie zmie-

niaé wlasnosci dynamicznych uktadu.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku sprawdzamy btad potozenia uktadu regulacji (patrz tab. E.1):

e =—1k=0,2=20%

P+ (7.1)

czyli za duzo. Aby zmniejszy¢ btad potozenia (bez zmiany parametréw dynamicz-
nych) zastosujemy korektor op6zniajacy: o transmitancji danej wzorem:

G, (s)= A sT +1

, gdzie a <1 (7.2)

S—+1
a

Dla korektora szeregowego wypadkowe wzmocnienie uktadu jest iloczynem wzmoc-
nien korektora i obiektu zatem:

e — 1
1+ AK (7.3)

Poniewaz wymagane jest €, = 2%, zatem po przeksztatceniu wzoru (7.3) otrzymu-

jemy:

A=—"-1225 (7.4)
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Aby korektor zachowat swoje wlasnosci dynamiczne (niezmienne charakterystyki Bo-
dego w okolicach pulsacji @,, dla ktorej |G(ja)1 )| =1), iloczyn o, T powinien by¢
odpowiednio duzy. Zaktada si¢:

W takiej sytuacji:
. oT ) +1
|Gk(ja)1)| = A% ~ Aa (7.6)
of +1
a

Zatem o = 1 =0,0816.
A

W kolejnym kroku wyznaczamy pulsacje @, , dla ktorej |G( J a)l)| =1.

Glj@)= =1 (7.7)

(1/(2@1 Y+ 1)3

Stad: @, =0,6164

10
Zatem po przeksztalceniu wzoru (7.5): T = — =16,22.

2]
Podsumowujac, wymagany korektor bedzie dany wzorem:

16.2s +1
G, (s)=1225—>="— 7.8
() 198,7s +1 (78)

6.2. Zadania

Dobraé korektor szeregowy tak, aby w ukladzie regulacji zmniejszy¢ blgd po-
loienia do podanej wartosci €,, bez zmiany wlasnosci dynamicznych

uktadu.

2
1. G,(9) = Gs+1) e, =5%
2. G,(9) = > e, =1%

(s+1)"
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10
. G,,(s) = ORI ~10%
15
. G,(9) = (SS+2)3 , e, =4%
2
R A
5
.G,(9) = , e, =3%
()= {65 -85+ 1)ds 1) P
20
. G,L(9) = , e, =T%
A Cr Ty o) L
. G,(5) = 252+1 e”, e, =10%
.G,(s) = 4s3+1 e ">, e, =5%
.G,(8) = % e "%, e, =15%
4 -0,2s 0
.Glz(s)=25+3e , e, =2%
3
.G,(s)=—5———e"%, e, =5%
2= e as 1 P
G (s)=Le‘°’55 e =5%
e s +65+9 ’ P
50 —03s
RS hre o A
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8. ZMIENNE STANU

8.1. Przykladowe rozwiazania

Zad. 1. Korzystajgc 7 metody bezposredniej wyznaczy¢ rownania stanu dla

obiektu o transmitancji G(s):2s;2 przy zerowych warunkach po-

+3s+5
czqtkowych.
Rozwigzanie:

Poniewaz:
G(s) = ﬂ
U(s)

ale rowniez:
G(s)=—)
M(s)

Zatem:

Y(s)= %U(s)

Wprowadzmy oznaczenie:

_U@)

E(s) M(s)

Wtedy

sygnat wejsciowy - U(S) = E(S)M(S)

sygnat wyjsciowy - Y (S) = E(S)L(S) -

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8.6)
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W pierwszym kroku zajmiemy si¢ réwnaniem (8.5):
U(s) =M(s)E(s)
U(s)=(s> +3s+5)E(s) (8.7)

S*E(s) =U(s)—3sE(s)—5E(s)

Jako kolejne zmienne stanu przyjmijmy E(S) i jej kolejne pochodne, przy czym su-

maryczna liczba zmiennych stanu musi by¢ réwna stopniowi mianownika transmitan-

¢ji G(S).

X, = E(S)
X, = SE(S) = sX,

Poniewaz:

S’E(S) = sX,

zatem koncowe rownanie (8.7) przyjmie postac:

sx, =U(s) —3x, —5X,

co latwo przedstawi¢ w postaci uktadu (rys.8.1):

s?E(s) sE(s) .
U(s) SX, >Xi sxll: X, S
I
-3
-5

Rys. 8.1. Schemat blokowy odpowiadajacy rownaniom (8.8) i (8.10).

Teraz w podobny sposob postgpujemy z rownaniem (8.6):
Y(s)=L(s)E(s)

Y(s)=(s+2)E(s)
Y (s)=SsE(s)+2E(s)

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)



Zmienne stanu

78

co, korzystajac z rownan (8.8), mozna zapisa¢ inaczej:

Y(S) =X, +2X

Zatem wypadkowy uktad bedzie wygladat nastepujaco:

s*E(s) sE(s) E(s)
U(s) SX, >x2 SX) e X, iY(s)
] ] > 2

-3

-5

(8.12)

Rys. 8.2. Koncowy schemat blokowy odpowiadajacy rownaniom (8.8), (8.10) 1 (8.12).

Rownania stanu:
SX, =X,
SX, =—=5X, —3X, +U(s)
Y(S)=2X +X,

lub w zapisie macierzowym:

sX(s) = AX(s)+BU(s)
Y(s)=CX(s)+ DU(s)

€0 mozna rozpisac:

X

Y(s)=[2 1]{X }+[0]U<s>

2

przy zerowych warunkach poczatkowych.

(8.13)

(8.14)

(8.15)



Zmienne stanu 79

Zad. 2. Korzystajgc 7z metody bezposredniej wyznaczy¢ rownania stanu dla
3s* +2s+1

obiektu o transmitancji G(s)=—; 3 5
S"+25 +35°+4s+5

przy zerowych wa-

runkach poczgtkowych.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku zajmiemy si¢ rownaniem dla sygnatu wejsciowego (8.5) (patrz
poczatek rozwiazania poprzedniego przykladu):
U(s)=M(s)E(s)
U(s)=(s* +25° +35> + 45+ 5)E(s) (8.16)
S*E(s) =U(s) —2S’E(s) —3s°E(s) —4SE(s) — SE(s)

Jako kolejne zmienne stanu przyjmijmy E(S) i jej kolejne pochodne, przy czym su-
maryczna liczba zmiennych stanu musi by¢ rdwna stopniowi mianownika transmitan-

¢ji G(S).

X, = E(S)
X, = SE(S) = sX
t : (8.17)
X; =S"E(S) = SX,
X, = S’E(S) = sX,
poniewaz S*E(S) = SX, , zatem ostatnie réwnanie (8.16) przyjmie posta¢:
sx, =U(s)—2x, —3x; —4X, —5X (8.18)

Teraz w podobny sposob postepujemy z rownaniem sygnatu wyjsciowego (8.6):

Y(s)=L(s)E(s)
Y(s)=(3s> + 25 +1)E(s) (8.19)
Y (s)=3s’E(s)+2SE(s) + E(s)

co, korzystajac z rownan (8.17), mozna zapisac inaczej:

Y (S) =3sX, +2sX, + X (8.20)
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Zatem wypadkowy uktad bedzie wygladat nastepujaco (rys. 8.3):
3
s?E(s) sE(s) 2
sX, X5 | sx, X, E(s) Y(s)
>—>{>—0—>{ | » 1
Rys. 8.3. Koncowy schemat blokowy odpowiadajacy rownaniom (8.17), (8.18) 1 (8.20).
Roéwnania stanu:
SX, =X,
SX, = X,
SX, =X
2 (8.21)
SX, = X,
SX, = —=5X, —4X, =3X; —2X, +U(s)
Y(S) =X +2X, +3X,
lub w zapisie macierzowym:
sX(s)=AX(s)+BU(s
(s) (s) (s) (822)
Y(s)=CX(s)+DU(s)
X 1 0 0fx 0
X, 0 1 0}lx 0
= + U(s)
X, 0 0 1{x 0
X -5 -4 -3 -=2||X 1
* * (8.23)
Xl
X2
Y(s)=[1 2 3 o] *|+[o]u(s)

4>>< X
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Jak wida¢ z powyzszego, ostatni wiersz macierzy A to wspolczynniki wielomianu
mianownika (ze znakiem minus), poczynajac od wspdiczynnika wolnego, ale bez
wspotczynnika przy najwyzszej potedze (wymaga to takiego przeksztalcenia transmi-
tancji aby wspotczynnik przy najwyzszej potedze S w mianowniku byl rowny 1). Nad
przekatna macierzy A wystepuja same jedynki, pozostate elementy macierzy to O.
B, to wektor ktorego tylko ostatni element jest rowny 1, pozostale sa rowne 0. Wektor
C zawiera kolejne wspotczynniki wielomianu licznika, poczynajac od wspotczynnika
wolnego, za$ macierz D jest zerem. Prawidlowos¢ ta pozwala napisa¢ rownania stanu
patrzac wprost na transmitancj¢ G(S), bez pisania rownan posrednich i rysowania

schematu blokowego.

Zad. 3. Korzystajgc 7 metody rownoleglej przedstawié¢ réwnania stanu dla

obiektu o transmitancji G(s) = 10s+1 przy warunkach po-

(s+D)(s+2)(s+3)
czgtkowych y(0)=y'(0)=y"(0)=u(0)=1.

Rozwigzanie:
Przedstawimy transmitancje w postaci sumy utamkow prostych:

5 h
G(s) = k (8.24)
Z-s)
gdzie h, = '\I/I_g(s)) - k-te residuum, L(S), M(S) - licznik i mianownik G(S)
S s

Pozwoli nam to kazdy ze skladnikow sumy przedstawi¢ w postaci uktadu jak na
rys. 8.4 oraz w postaci uktadu réwnan (8.25):

{sxk =U, + XS, (8.25)
Y = Xy
u, X, ; X, h _Yl;
Sk
Rys. 8.4. Schemat blokowy praktycznej realizacji uktadu réwnan (8.25).
Transmitancja G(S) ma 3 bieguny: S, =—1, S, =—2, S; =—3. Mianownik transmi-

tancji wynosi:

M(S)=(S+1)(s+2)(s+3)=5" +68 +11s+6 (8.26)
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a jego pochodna:

M'(s) =3s* +12s+11 (8.27)

zatem:

L(s) | 10s+1 |
_ _ —_45 8.28
L M'(s),_, 3s*+l12s+11)_, (8.28)

analogicznie h, =19, h; =-145.

Ostatecznie:

—4,5Jr 19 +—14,5 (8.29)

G(s)=
s+1 s+2 s+3

W efekcie daje to uktad jak na rys. 8.5.

SX, f X, s
-1

Uﬁ' 8%, i X, 19 Y(s)
-2

SX X
a%—%{ | 14,5
3

Rys. 8.5. Schemat blokowy dla obiektu z zad. 3.

Na podstawie rys. 8.5 mozemy wypisa¢ roOwnania stanu:

SX, =—X, +U, y, =—4.,5X%,
SX, =—2X, +U, y, =19x, (8.30)
SX; =—3X; +U, Y, =—4,5%,

Ale:

YitY.tY; =Y () (8.31)
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Uwzgledniajac powyzsze, ostatecznie mozna zapisa¢ w ukladzie macierzowym:

sX(s)=AX(s)+BU(s)

(8.32)
Y(s)=CX(s)+DU(s)
a po rozpisaniu;
X -1 0 0] X 1
S|X, |=| 0 =2 Of[X [+]|1]|U(s)
X, 0 0 =3||x 1
(8.33)
Xl
Y(s)=[-45 19 —145]| x, |+[0]U(s)
X3

Jak wida¢ z powyzszego macierz A jest macierza diagonalng w ktorej na przekatnej
wystepuja bieguny transmitancji, macierz B jest wektorem jedynkowym, macierz C
wektorem residuéw (licznikow utamkow prostych), zas macierz D jest zerem. Prawi-
dtowos¢ ta pozwala napisa¢ rownania stanu patrzac wprost na transmitancje G(S) po

rozkladzie na ulamki proste, bez pisania rownan posrednich i rysowania schematu
blokowego.

Poniewaz nie istnieje wprost zwigzek pomigdzy rownaniami stanu a wartosciami po-
czatkowymi zmiennej wejsciowej i wyjsSciowej, zatem aby okresli¢ warunki poczat-
kowe rownan stanu, korzystamy z réwnania wyjscia i jego kolejnych pochodnych do
n-1 wlacznie, gdzie n — stopien mianownika transmitancji G(S).

y =-4,5X, +19x, —14,5X,
Sy =—4,5sX, +19sx, —14,5sx, =
=—4,5(— X +U)+19(=2x, +u)—14,5(-3x%, +u)=
=4,5X, —38X, +43,5X, (8.34)
s’y =4,5sx, —38sX, +43,55X, =
=4,5(— X, +Uu)—38(=2x, +u)+43,5(~3x%, +u)=
=-4,5X, +76X, —130,5%; +10u

Uktad réwnan (8.34) dla podanych warunkéw poczatkowych mozemy zapisaé inaczej:
—4,5%,(0)+19x,(0) -14,5%,(0) =1

4,5%,(0) —38%,(0) +43,5%,(0) =1 (8.35)
— 4,5%(0) + 76X,(0) —130,5%,(0) = —9
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Po rozwigzaniu uktadu réwnan (8.35) otrzymujemy warunki poczatkowe rownan sta-
nu:

x,(0) =—0,2222 x,(0) = 0,1053 x,(0) =0,1379

Zad. 4. Korzystajgc 7z metody szeregowej wyznaczy¢ rownania stanu dla
(s+2)

obiektu o transmitancji G(s) =
(s+1)(s+3)(s+5)

przy zerowych warun-

kach poczgtkowych.

Rozwigzanie:

Niech:
s—g’ 1

Gy(5)=——* oraz Gy, (s) =
S—S

9% _Sk

Przedstawimy transmitancje w postaci iloczynu transmitancji prostych:

0 n

S-S 1
- 11

S=S K=m+1S— S

G(s) = Klm[le(s) ﬁGk2(s) =K[] (8.36)
k=1

m
k=m-+1 k=1

gdzie S, - bieguny, a SE - zera transmitancji, K - wzmocnienie uktadu.

Pierwszy z iloczynéw rownania (8.36), dla k-tego czynnika, mozemy zapisa¢ jako:

s—s’  Y(s
G (s)=—=>= (8 (8.37)
s—s Uy(s)
lub inaczej po przeksztatceniu:
sY, (s S
k(o)zUk(S)+ K 5 (8.38)
S— Sk S— Sk
Przyjmujac jako zmienng stanu:
x, = (&) (8.39)
S— Sk

otrzymamy uktad rownan:

X =U, (8) + XS

4
Y () =5X — Ska (8:49)
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W postaci graficznej uktad rownan (8.40) bedzie wygladal nastgpujaco:

U, sx, X, - A
4% > | -5,

Rys. 8.6. Schemat blokowy odpowiadajacy uktadowi réwnan (8.40).

Dla drugiego z iloczynow rownania (8.36) G,,(S) = schemat oraz uktad row-

k
nan jest podobny jak w metodzie rownolegtej (patrz przyktad 3, wzory (8.25) i rys. 8.4
dla h, =1).

Transmitancja G(S) ma 3 bieguny: s, =—1, S, =-3, S, =5 oraz jedno podwdjne
Zero S? = S(Z) =—2. Wzmocnienie K =1. Przedstawimy transmitancje w postaci ilo-

czynu transmitancji prostych:

S+2 S+2 1
6®)= (s+1) (5+3) (5+5) .41)

W efekcie daje to uktad jak na rys. 8.7:
U(s) _ sx, I: X,
2
E -1

Rys. 8.7. Schemat blokowy odpowiadajacy transmitancji (8.41).

na podstawie ktorego mozemy wypisa¢ rOwnania stanu:

sx, =—X +U
SX, =-3X,+Y,, Yy, = SX +2X,

(8.42)

SX; =—=5X,+Y,, Y, =SX, +2X,
Y =X,
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Po podstawieniu:

sx, =—x +U
SX, =X, —3X, +U (8.43)
SX, =X, — X, = 5%, +U '
Y =X,
lub w zapisie macierzowym:
sX(s) = AX(s)+BU(s)
a po rozpisaniu:
X, -1 0 0fx 1
s|{X, |=| 1 =3 0%, |+|1{U(s)
X, I -1 =5||x 1
(8.45)
Xl
Y(s)=[0 0 1]| x, [+[0]U(s)
X3

przy zerowych warunkach poczatkowych.

W metodzie szeregowej duzo trudniej jest znalez¢ pewne prawidlowosci zawartosci
macierzy A i B, tak jak to byto w metodach bezposredniej i rownoleglej. Macierz C —
to wektor o wszystkich elementach kolumny (za wyjatkiem ostatniego, réwnego
wzmocnieniu uktadu K) réwnych zero, natomiast macierz D jest skalarem rownym ze-
ro. Jedyna prosta prawidlowo$¢ macierzy A jaka mozna tatwo zauwazy¢, to fakt wy-
stepowania biegundéw transmitancji na przekatnej. Oczywiscie w zaleznosci od kolej-
nosci cztonow w iloczynie we wzorze (7.24), mozemy otrzymac rdzne, prawidlowe,
wersje macierzy stanu.

Zad. 5. Korzystajgc 7z metody kolejnych catkowan wyznaczy¢ réwnania stanu
s’ +2s+4

s* +7s +55% +3s5+1
poczgtkowych y(0)=y'(0) = y"(0)=y"(0)=u(0) =u’(0) =1.

dla obiektu o transmitancji G(s) =

przy warunkach

Rozwigzanie:

s’ +2s+4 ~Y(s)

G(s)= =
®) s*+78° +557 +3s+1 U(s)

(8.46)
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Ys* =—7Ys® —5Ys* —3Ys +Us® +2Us—Y +4U (8.47)

Poniewaz w roéwnaniu (8.47) wystepuja pochodne zmiennej wejsciowej U (S) (sto-
pien licznika >0), zatem jako pochodng pierwszej zmiennej stanu przyjmujemy
wszystkie wyrazy nie bedace pochodnymi:

sx, =—Y +4U (8.48)

Po podstawieniu (8.48) do rownania (8.47), poddajmy rownanie catlkowaniu (po-
dzielmy obustronnie przez S):

Ys® =—7Ys* —5Ys —3Y +Us+2U + X, (8.49)

Poniewaz w powyzszym rownaniu dalej wystgpuja pochodne zmiennej wejsciowej
U(S), zatem jako pochodna drugiej zmiennej stanu przyjmujemy wszystkie wyrazy
nie bedace pochodnymi:

SX, ==3Y +2U + X, (8.50)

Po podstawieniu (8.50) do réwnania (8.49), poddajemy rownanie catkowaniu otrzy-
mujac:

Ys® =—7Ys —5Y +U +X, (8.51)

Powyzsze operacje wykonujemy dopoki w réwnaniu wystepuja pochodne zmiennej
wejsciowej U (S) . Jak wida¢ w réwnaniu (8.51) nie ma juz takich pochodnych. Jed-
nak liczba zmiennych stanu musi by¢ rowna stopniowi mianownika (w naszym przy-
padku 4), zatem dalsze zmienne stanu to zmienna wyjsciowa i jej kolejne pochodne
(podobnie jak w metodzie bezposredniej).

Y (8.52)
sY '

X
X4
a po zrézniczkowaniu:

sY

sx, =s°Y

SX,

(8.53)
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Uwzgledniajac wzory (8.48), (8.50), (8.51) 1 (8.53) mozemy zapisaé ostatecznie:
sx, ==Y +4U =-x, +4U
SX, ==3Y +2U + X =X, —3X; +2U
SX; =SY =X, (8.54)
sX, =S°Y ==7Ys —5Y +U +x, =X, = 5%, —= 7%, +U
Y =X

lub w zapisie macierzowym:

sX(s)=AX(s)+BU(s)

(8.55)
Y (s)=CX(s)+DU(s)
a po rozpisaniu:
x1 [0 0 -1 0][x] [4
X, 1 0 -3 0}fx 2
S = +| (U
X, 0 0 O 1] X 0
X, 0 1 =5 =-7||X 1
(8.56)
Xl
X2
Y=[0 0 1 o] *|+[o]u
X3
X,

przy warunkach poczatkowych:
¥ (0) =y"(0)+7y"(0) +5y'(0) +3y(0) —u'(0) —2u(0) =13

bo X =Ys’+7Ys®+5Ys+3Y —Us—2U - przeksztatcony wzor (8.49)
%,(0)=y"(0)+7y'(0) + 5y(0) —u(0) =12

bo X, =Ys’+7Ys+5Y —U - przeksztalcony wzor (8.51)
%(0)=y(0)=1

x,(0)=Y'(0)=1
Praktyczna realizacja tego uktadu bedzie wygladac nastepujaco:
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U(s)

Y(s)

Rys. 8.8. Schemat blokowy dla obiektu z zad. 5.

Zad. 6. Dane sq rownania stanu:
sX(s) =AX(s)+BU(s 1 2
©) ®) ) dzie: A= , B
Y(s)=CX(s)+DU(s)
Wyznaczyé transmitancje G(S).

Rozwiazanie:
Zwigzek pomiedzy transmitancjag G(S), a rOwnaniami stanu jest nastepujacy:

G(s)=C(sl-A)'B+D (8.57)

gdzie: | — macierz jednostkowa.
Obliczmy etapami warto$¢ G(S) wedlug powyzszego wzoru:

o RS

_ 1 s-3 2 1
Cet-A" =P 0]m{ | s_l}:m[z(s*) 4

G(S):C(SI—A)’IB+D:;[2(S—3) 4] 0 S
s?—4s+1 1 s’ —4s+1

Zatem ostateczny wynik:

4
G)=———
®) s’ —4s+1
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8.2. Zadania

Zad. 1. Korzystajgc z metody bezposredniej wyznaczy¢ rownania stanu dla

obiektu o transmitancji G(s) przy zerowych warunkach poczgtkowych:
2 1
. GS)=—"—"— 4. G)=———F———
© s’ —3s+2 © S +8*+35+3
4 8s* +65+3
2. G )=—4—7F5— =
®) s’ +2s°+6 5 60O s’ +8s> +6s+3
2s+1 10s—1
3. G)=——— 6. G(s)=
©) 28> +4s+6 ®) s*+4s’ +3s* +2s -1

Zad.2. Korzystajgc 7 metody rownoleglej wyznaczy¢ réwnania stanu dla
obiektu o transmitancji G(S) przy zerowych warunkach poczqgtkowych:

1 s+10
1. G(S)=——— 4. G(s)=
)= ss+e O =552+ 4)5+6)
2s+1 3s+40
2. G()=——— 5. G(s)=
)= 6s+5 ®) (2s+1)(s+4)(s+6)
0,5s+3 s*+12s* +47s + 48
3. GS)=——7— 6. G(s)=
®) 0,55> +3s +4 ®) (s> +3s+2)(s? +9s +20)

Zad. 3. Korzystajgc 7 metody szeregowej wyznaczyé réwnania stanu dla
obiektu o transmitancji G(S) przy zerowych warunkach poczgtkowych:

R _ (s+2)(s+4)
: G(S)_(s+2)2 + G(S)_ssz+4s+3
~ 4 _ s(s—4)
> G(S)_252+6s+4 > G(S)_(S+1)(S+4)
2s+6 s—2
> G(S)_(S+6)(32+6s+8) N G(S)_sz(s+2)
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Zad. 4. Korzystajgc z metody kolejnych catkowan wyznaczy¢ réwnania stanu
dla obiektu o transmitancji G(s) przy zerowych warunkach poczgtko-

wych:

S+1 2s* +3s+1

1. G8)=——— _4> TosTl

®) s> +2s+3 4 GO S

2s+1 28

2. G(s)= 5. G(s)=

®) s’ +2 ®) 28° +8% +25+2

S+2 25 +1
® S*+55° +4s+3 6. G(s)

s'+5°+25% +25+3

Zad. 5. Dane sq réwnania stanu:
sX(s) = AX(s)+BU(s)

Y (s)=CX(s)+DU(s)
Wyznaczyé transmitancje G(S).

11 0

1. A= },B—[},C—[l 0], D=0
11 1
1 2] 1

2. A= ,B:H,C:[l 0], D=0
2 1 1
2 1] 1

3. A= ,B:H,C:[l 0], D=0
12 0
1 2] 1

4. A= ,B:H,C:[o 1], D=0
3 4] 2
2 2] 4

5. A= ,B:H,C:[l 1], D=0
3 3 4
-2 1 1

6. A= },B:[},C—[Z 2], D=0
-3 1 2
-2 1 -1

7. A= ,B{ },C=[5 0], D=0
1 -2 4
4 3 6

8. A= },B:H,C:[S 7], D=9
2 1 5
0 3 0

9. A= },B:H,C:[o 5], D=6
33 4
-2 4 8

10. A= ]B:{]Cﬂ—z 0], D=-2
6 0 0
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8.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?
8.3.1. Przejscie na model zmiennych stanu.

Korzystajac z programu Matlab, mozemy wyznaczy¢ rownania stanu dla dowolnej
transmitancji G(S). Do tego celu stuza funkcje ss, ssdata, tf2ss oraz zp2ss. Przykta-

. s—1
dowo niech: G(8) = —5————
S"+5s+6
Funkcja ss
G=tf([1 -1],[1 5 6]) % deklaracja modelu tf (moze by¢ tez model zpk)
sys=ss(G) % zmiana na model zmiennych stanu

W efekcie otrzymamy rownania stanu:

a=
x1 X2
x1 -5 -3
X2 2 0
b=
ul
x1 1
X2 0
C =
x1 X2
yl 1 -0.5
d=
ul
yl 0

Continuous-time model.

Funkcja ssdata

G=tf([1 -1],[1 5 6]) % deklaracja modelu tf (moze by¢ tez model zpk)
[A,B,C,D]=ssdata(G) % wyznaczenie macierzy A, B, C, D modelu zmiennych stanu

W efekcie otrzymamy:

-5 -3

2 0
B=

1

0
C=

1.0000 -0.5000
D=

0
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Funkcja tf2ss

[ABC D]=tf2ss([1 -1],[1 5 6]) % wyznaczenie macierzy A, B, C, D modelu zmiennych
% stanu. W nawiasach [], jako parametry funkcji tf2ss, wspolczynniki wielomianu
% odpowiednio licznika i mianownika transmitancji G(s)

W efekcie otrzymamy:

A=

5 -6

1 0
B =

1

0
C=

1 -1
D=

0

Funkcja zp2ss

[AB C D]=zp2ss(1, [-2 -3].1); % wyznaczenie macierzy A, B, C, D modelu zmiennych
% stanu. W nawiasach [], jako parametry funkcji zp2ss, odpowiednio: zera, bieguny
% i wzmocnienie transmitancji G(s)

W efekcie otrzymamy:

A=
-5.0000 -2.4495
2.4495 0
B =
1
0
C=
1.0000 -0.4082
D=
0

8.3.2. Przej$cie z modelu zmiennych stanu na transmitancje G(S).

Zamiang modelu ze zmiennych stanu na model tf lub zpk uzyskujemy wywotujac
funkcje tf, zpk, ss2tf, ss2zp.

Funkcja tf i zpk

Funkcje te sg odwrotno$cia funkcji ss . Ich wywotanie jest nastepujace:
G=tf(sys) % zamiana modelu zmiennych stanu sys na model tf
W efekcie otrzymamy:

Transfer function:
s—-1

s2+5s+6
Analogicznie wyglada przejscie na model zpk:

G=zpk(sys) % zamiana modelu zmiennych stanu sys na model zpk
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W efekcie otrzymamy:

Zero/pole/gain:
(s-1)

(s+3) (s+2)

Funkcja ss2tf

[I, m]=ss2tf(A,B,C,D) % zamiana modelu zmiennych stanu na model tf; | —licznik,
% m — mianownik transmitancji G(s), A, B, C, D, - macierze zmiennych stanu

W efekcie otrzymamy:

| =
0 1 -1

m=
1 5 6

Funkcja ss2zp

[z, p, K]=ss2zp(A,B,C,D) % zamiana modelu zmiennych stanu na model zpk; z- zera,
% p - bieguny, k - wzmocnienie transmitancji G(s), A, B, C, D, - macierze zmiennych stanu

W efekcie otrzymamy:

7=
1.0000
p=
-3
-2
k =
1.0000

8.3.3. Inne uzyteczne funkcje.

1 2
Niech A=
3 4

Transponowanie macierzy

Macierz transponowang AT otrzymamy wpisujac w Matlabie:

A=[12;34]; % deklaracja macierzy A

A’ % macierz transponowana

W efekcie otrzymamy:

ans =
1 3
2 4

Odwracanie macierzy

Macierz odwrotng A otrzymamy wpisujgc w Matlabie:

A=[12;34]; % deklaracja macierzy A
inv(A) % wyznaczenie macierzy odwrotnej

W efekcie otrzymamy:
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ans =
-2.0000 1.0000
1.5000 -0.5000

Rzad macierzy

Aby wyznaczy¢ rzad macierzy wpisujemy w Matlabie:

A=[12;34]; % deklaracja macierzy A
rank(A) % rzqd macierzy

W efekcie otrzymamy:

ans =
2
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9. OBSERWOWALNOSC I STEROWALNOSC

9.1. Przykladowe rozwiazania

Zad. 1. Zbada¢é obserwowalnos¢ uktadu opisanego macierzami:

A:E ﬂ,0=[4 5].

Rozwigzanie:
Aby sprawdzi¢ obserwowalno$¢ uktadu skorzystamy z (G.2) i (G.3). Poniewaz

w naszym przypadku n=2, zatem macierz H przyjmie posta¢ :

H=[c" ACT] (9.1)

AT — 1 3 cT 4 ATCT _ 19
2 0/ 5] 8]

czyli:

4 19
H =

5 8
Poniewaz rank(H) =2 zatem ukfad jest obserwowalny.
Zad. 2. Zbadaé sterowalnosé uktadu opisanego macierzami:

S

Rozwigzanie:
Aby sprawdzi¢ sterowalno$¢ ukladu skorzystamy z (G.4) i (G.5). Poniewaz

w naszym przypadku n=2, zatem macierz G przyjmie postac :

G=[B AB] (9.2)

g8 —9
AB = .
[—12 15}
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czyli:

-4 5 8
G:
-12

6 -7

-9
15

Poniewaz rank(G) =2 zatem uklad jest obserwowalny.

9.2. Zad

ania

Zad. 1. Zbada¢ obserwowalnosé uktadu opisanego macierzami:

1. A=

2. A=

2 4 1 3 2 2
,C=[1 3] 6. A= ,C=

6 8 31 2 2

0 2 0 1 3 -3
,C=[1 1] 7. A= ,C=

20 -1 0 -3 3

(-2 1 2 2 2 2
,C=[1 —1] 8. A= ,C=

| 0 2 12 2 2 2

2 2 0 2 -1 1
,C=[1 1] 9. A= ,C=

2 2 -2 0 -1 1

(4 3 1 2 -1 -2 0 1
aC: 10A= ,Cz

2 1 3 4 1 0 1

Zad. 2. Zbadaé sterowalnosé uktadu opisanego macierzami:

9.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?

B=

b

0] 0 3 1 2
6. A= ,B=
1 0 6 1 2
4] 8 1 -2 2
7. A= . B=
5] 1 8 -2 2
3 (2 4 0 2
8. A= . B=
3] 6 8 3 7
4 2 3 3 2
= 9 A: ,B:
4 -4 0 0 -4
2 2 -1 =2 2 6
10. A= ,B=
4 4} |2 4} [2 6}

Wszystkie uzyteczne funkcje opisane sa w podrozdziale 8.3.3.
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10. TRANSFORMATA Z

10.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Korzystajgc wprost z definicji znalei¢ transformate 2~ funkcji

f(n)=1(n).

Rozwigzanie:
Podstawiajac wprost do wzoru (H.1) otrzymamy:

F(z):il(n)z‘n (10.1)
n=0
Poniewaz dla skoku jednostkowego:
1) = {0 dla n<0 (10.2)
1 dla n>0
zatem:
F(z)=1+z"'+z27+27+2"+... (10.3)

Jak wida¢ F(Z)jest nieskonczenie malejagcym ciggiem geometrycznym o poczatko-

wym wyrazie @, =1 i ilorazie ciagu Q= 27" zatem ostatecznie (ze wzoru na sume
malejacego ciggu geometrycznego):

a
F(z)= 2L — = 10.4
2) 1-q 1-z7" z-1 (104

Zad. 2. Korzystajgc wprost 7 definicji znaleié transformate Z funkcji
f(t)=tL().

Rozwigzanie:
Podstawiajac wprost do wzoru (H.1) otrzymamy:

F(z)= inTpl(nTp)z‘" (10.5)
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Zauwazmy, z€:

= (z")=-nz™ (10.6)

. - d/_
stad obliczamy Nz ™" = -z d—(Z "). Zatem:
zZ

F(z)= —szi(l(nTp) %(z)j _

. ; (10.7)
=Tz (nz_;l(nTp) z“j =T,z (Z 1))
ale jak to udowodniono w zadaniu 1:
Z{l(t)}:i (10.8)
zatem ostatecznie:
F(2)=-T,z %(ij —T,z Z(Z__l 1_)22 _ (ZT_"?)Z (10.9)

Zad. 3 Znaleié transformate Z funkcji f(t) =at 1(t) korzystajgc z podsta-
wowych wlasnosci transformaty.

Rozwigzanie:
Skorzystamy z twierdzenia o liniowosci (H.3) oraz z twierdzenia 0 mnozeniu przez
czas (H.4):
d
F(z)=Z{at1(t)j=-aT,z E(;’z:{l(t)})

Korzystajac ze wzoru (10.8) ostatecznie otrzymamy:

_ df z \_ z—-1-z al,z
F(z)=-aT,z dz( j_ )z o "Gy (10.10)
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Zad.4. Znaleié transformate 2 funkcji f(t)=te™ 1L(t) korzystajgc z pod-
stawowych wlasnosci transformaty.

Rozwigzanie:
Skorzystamy z twierdzenia o mnozeniu przez czas (H.4):

F(2)=Zfte ™ 1t)}=-T,2 %(Z’{e‘“l(t)}) (10.11)

Aby policzyé transformate Z funkcji €' 1(t) skorzystamy z twierdzenia o zmianie
skali zespolonej (H.11):

- _ (10.12)

T 5T
5 7_e T

Z 10} = 2O}, ==

Zatem:

dz\z—e7™

e 2T e
F(Z)=—szi(—Z Jz—T 27 T (10.13)
Zad.5. Obliczyé odpowied? na impuls Diraca, g(n), dla uktadu impulsowego
z+1

o transmitancji G(z2)= ———.
27 +72+12

Rozwigzanie:
W celu policzenia funkcji wagi (H.14) nalezy obliczy¢ odwrotng transformatg 2Z.

Skorzystamy z metody residuéw (H.19). W pierwszym kroku wyznaczymy bieguny
transmitancji:

z+1
GC)=7—F——
(z+3)z+4) (10.14)

Mamy 2 bieguny pojedyncze z, =-3, z, =—4, zatem:

1 o z+1 _
gn) =2 {G(Z)}_Z {(Z+3)(Z+4)}

z+1 S
(z+3)z+4)

N

=(Z+3)(Z—+1 - = (10.15)

z+3)z+4)

= (23 3(ay

3+(z+4)

7=—
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Zad. 6. Obliczy¢ odpowied; na impuls Diraca, g(n), dla uktadu impulsowego
z

(z-1f(z-2)

o transmitancji G(z) =

Rozwigzanie:
W celu policzenia funkcji wagi (H.14) nalezy obliczy¢ odwrotng transformate 2Z.

Skorzystamy z metody residuéw. Poniewaz mamy 1 biegun pojedynczy z, =2 i je-

den biegun podwdjny Z, ; =1, zatem skorzystamy ze wzorow (H.19) i (H.20):

g(n) =Z'1{G(z)}=2'1{m} -

asfalet ]

Zad. 7. Obliczy¢ odpowied? na skok jednostkowy, y,(n), dla uktadu impulso-

(Z — 2)2 71
(z-1f(z-2)

=2"-n-1

= (10.16)

z=1

. .. 1
wego o transmitancji G(z) = T2
Z —_

Rozwigzanie:

W celu policzenia odpowiedzi na skok jednostkowy skorzystamy ze wzoru (H.15)
oraz z metody residuéw (H.19):

y,(n) = z-l{i L} =

z-1z2-2
z n-1 _ z 1l
—(Z—l)mz z=1+(Z 2)(2_1)(2_2)2 . (1017)

=—1+2"

Zad. 8. Dana jest odpowied? na impuls Diraca, g(n)=2"—-n-1. Obliczyé
transmitancje takiego uktadu impulsowego.

Rozwigzanie:
W celu policzenia transformaty 2 skorzystamy z twierdzenia o liniowosci (H.3) oraz

tab. H.2:

G(2) = Z{gn)} = zf" -n-1}=zP" |- Z{n}- Z {1} =
z z z _ z (10.18)

2-2 (z-1} z-1 (z-2)z-1y
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Zad. 9. Wyznaczyé odpowiednik impulsowy transmitancji ukladu cigglego

G(s) =

" s(s+4)

dla czasu probkowania T, =0,1.

Rozwigzanie:
W celu policzenia transformaty 22 skorzystamy z metody residuéw (H.16). Mamy

2 bieguny pojedyncze S, =0, S, =—4, zatem:

G(z)=Z{G(s)} =

SN S T S S S T )
s(s+4)z—e” |S:0 s(s+4)z—e” |s:74
0,165z

PE -1,672+ 0,67

Zad. 10. Odpowied?; na skok jednostkowy uktadu zamknietego o transmitan-
¢ji zastepczej G,(2) dana jest w sposob graficzny na rysunku ponizej. Wy-
znacgyé G,(2).

2y,

1,2
1,0 _—
0,8

/
0,6 /
0,4 /

0w

012345678910t7Tp

Rys. 10.1. Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu do identyfikacji.

Rozwigzanie:
Whprost z rysunku mozemy odczyta¢ wartosci y(n) dla poszczegélnych probek n. Za-

tem, po skorzystaniu ze wzoru (H.1):

Y(2)=0z+03z"+0,9z7 + 1,127 +1,027* + 0,952 +

10.20
+0982°+1,01z77 +1,02 % +1,027° +... ( )

Analogicznie mozemy zapisa¢ dla skoku jednostkowego:

U@)=l+z"+272+27 +... (10.21)
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Poniewaz U (Z)jest ciggiem geometrycznym o poczatkowym wyrazie @, =1 i ilora-

zie ciagu Q = 77 zatem:

a
U(z)=—1-= = 10.22
@ 1-q 1-z7" z-1 ( )

Poréwnujac wzory na Y (2) i U(2) oraz przedstawiajac:
03z"'=z"-0,7z", 1,127 =27 +0,1z7, ... itd,,
po pogrupowaniu, mozemy zapisac:

Y(2)=U(2)-1-0,72"-0,1z7> +0,1z° = 0,05z —0,022° +0,01z"" (10.23)
Korzystajac z rownania (10.22):

Y@=l 20 2 0 DO (029
z—1 V4 V4 yA Z V4 Z

Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika i uporzadkowaniu otrzymamy:

0,3z" +0,62°+0,22° —0,1z* — 0,05z + 0,03z> + 0,03z - 0,01

Y(2)= 10.25
(2) T (10.25)
Ostatecznie:

G.(2) =2 -

@) (10.26)
B 0,327 + 0,626 + 0,225 — 0,124 — 0,0523 + 0,0322 +0,03z-0,01
= ;

Dla potwierdzenia poprawnos$ci rozwigzania mozemy wyznaczy¢ (w dziedzinie z) od-
powiedZ na skok jednostkowy uktadu o transmitancji zastepczej danej wzorem
(10.26). Efekt widoczny jest na rys. 10.2.



Transformata 2 104

=
<

it
o=
—_—

=

1,2
1,0
0,8

=1
0,6

0,4
0,2

.........

1!

2 3 4 5 6 7 8 910

nr probki

Rys. 10.2. Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu o transmitancji (10.26).

1.2. Zadania

Zad. 1. Korzystajgc wprost z definicji znalei¢ transformate Z funkcji:

1.

f(n)=3"

f(n)=35""
f(n)=2""
f(n)y=2"

f(n)=3"+1

6.

10.

f(n)=5n+1
f(ny=n’
f(t)=e™1(t)
f(t)=e""1t)
f(t) =0,5t>1(t)

Zad. 2. Korzystajgc z podstawowych wlasnosci transformaty, znaleié trans-

1.

2.

3.

4.

5.

formate Z funkcji:

f(t) = (3t +8)1(t)
f(t)=(~t+5)1)
f(t)=t""1(t)

f (t) =0,5t>1(t)
f(t)=(t+1)° L)

9.

10.

f(t) =5e"1(t)

ft) = (t+3e*)1(t)
f(n)=0,5¢""+1

f (n) =sin(wn)

f (n) = cos(an)

Podpowied? do zad. 9 i 10: z zaleznosci e/ = cos(wt)+ jsin(wt) oraz e ' = cos(at)— jsin(at)

mozna wyznaczy¢ funkcje sinus (po obustronnym odjeciu) lub kosinus (po obustronnym doda-
niu), a nastgpnie skorzystac z twierdzenia o zmianie skali zespolonej (H.11).
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Zad. 3. Obliczy¢ odpowied?; na impuls Diraca, g(n), dla uktadu impulsowego

0 transmitancji:

0,52+2
1. G(nzzgyzéfzg
5242
2. G(n::;;fgélg
2
3. G(g::Eyfggiz
0,5
4, G(n==27322176
4742
5. G(@::ETI%ngg
6. G(D::ETIZ§ZIEE
2743
7. G(n::;;I%§:§6
3741
8. G(nzzzyffézg

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

47 +1

2°+72+6
z+1

(z+2)

(@+3]

2 +z+1
G(z) =
@ (z+3)(2* +52+6)

G(2) =

G(2)=

G(z)=

1
M ey

2z+1
(z+2)(z* +8z+16)
272+3
(z+1)
-
(z+1)(z+2)

G(2) =

G(2) =

G(2)=

Zad. 4. Obliczy¢ odpowied? na skok jednostkowy, y,(n), dla uktadu impulso-

wego o transmitancji:

z
1. G(2)=——
(2) —

2. G(o)= !

' 0,52-1

3. Gz)=221
z+1

4 G(2)=—*
z—-1

5. G(Z):z—+1
0,252 +1

6. G(z):2z+1

z—1

10.

11.

12.

VA
o s
Z+5
G(2)222—4
1
SO es
Z+4
M
2 +z7+1
G(2)= 72 -8z+15
z+1
=7
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Zad. 5. Dana jest odpowied? na impuls Diraca g(n). Obliczy¢ transmitancje
takiego uktadu impulsowego.

1. g(n)=2-3"+3.2" 6. g(n)=n3""

2. g(n)=5-2"+1 7. g(n)=(n-1)2""

3. g(n)=3-2""+5 8. g(n)=4""+(n-1)4">

4. g =2-(=D""+3-(-2) 9. g(n)=(=D"+(n-2)(-H""
5. g(n)=2""+n+2 10. g(n)=n* (1"

Zad. 6. Wyznaczyé odpowiednik impulsowy transmitancji ukladu cigglego
G(s) dla czasu probkowania T, =0,1s .

2s+1 s+0,5
1. G8)=——— 7. G(§)=———
) s*+3s+2 ®) 0,55> +3s+4
s—2 S+4
2. G(S)=————— 8. G(9)=
®) s’ +55+4 ) s’ +2s
2s 4s +1
3. GS)=——""—— 9. G(S)=——-——
) s +1,55+0,5 ®) s*—3s? +2s
1 1
4. G S e —— 10' GS =
) s*+55+6 ) s* +3s5%+2s
1 1
5. G(s)= 1. G(S) =——
®) s’ —4 ®) s?+2s+1
6. Gs)=— S 12. G(s) = ——
' s°—65+8 ' s* +2s?
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Zad. 7. Odpowied? na skok jednostkowy uktadu zamknietego o transmitancji
zastepezej G,(2) dana jest w sposob graficzny. Wyznaczyé G,(2).

Ay ®

2,2

s

2,0 !
1,8 \

1,6, H / \ H
1,4 - '
1.2 | - \
1,0 - ‘
0,8

0,4
0,2

Rys. 10.3. OdpowiedzZ na skok jednostkowy uktadu 1.

by

2,2

2,0

a
1,6

1,4
12
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

\J

<
—

Yy

Rys. 10.5. Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu 3.



Transformata 22 108

A
t
1,1 N

1,0
0,9
0,8

0,7

0,6 /
0,5

0,4 / \

0,3

0,2
0,1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 7Tp

Rys. 10.6. OdpowiedzZ na skok jednostkowy uktadu 4.

10.3. Jak to sie robi w Matlabie?

10.3.1. Wyznaczenie transformaty Z funkcji dyskretnej

Niech np. y(n) =2" +1. Aby policzyé transformate 2 funkcji dyskretnej y(n) na-
lezy wykona¢ nastepujaca sekwencje instrukcji:

syms n % deklaracja zmiennej symbolicznej n (bez podania konkretnej wartosci)
ztrans(2n+1) % obliczenie transformaty Z wyrazenia w nawiasie

W efekcie otrzymamy:

ans =
1/2*2/(1/2*z-1)+2/(z-1)

Jezeli chcemy zapisa¢ wynik powyzszej funkcji w postaci bardziej czytelnej (np. po-
dobnie jak utamek zwykty) mozemy uzy¢ funkcji:

pretty(ztrans(2*n+1))

W wyniku otrzymamy:

10.3.2. Wyznaczenie odwrotnej transformaty Z

. z . .
Niech np. Y(2) = 717 Aby policzy¢ odwrotng transformate 22 (wyznaczy¢ funkcje
Z+
dyskretng y(n)) nalezy wykona¢ nastgpujaca sekwencje instrukcji:

syms z % deklaracja zmiennej symbolicznej z (bez podania konkretnej wartosci)
iztrans(z/(z+2)) % obliczenie odwrotnej transformaty Z wyrazenia w nawiasie
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W efekcie otrzymamy:
ans =
(-2)"n

10.3.3. Wyznaczenie odpowiednika impulsowego transmitancji ukladu
ciaglego G(s)
2s+1
S*+3s+2
kowania Tp =0, i ekstrapolatora 0-rzedu nalezy wykona¢ nastepujaca sekwencje in-

Niech np: G(S) = . Aby policzy¢ transmitancje G(z) dla czasu prob-

strukcji (2 sposoby):

Sposob 1:
Tp=0.1; % deklaracja czasu probkowania
Gs=tf([2 1],[1 3 2]); % transmitancja G(s) zapisana w zmiennej Gs

% w nawiasach [] wspotczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika Gs
% poczynajgc od wspotczynnika przy najwigkszym stopniu s
Gz=c2d(Gs,Tp, zoh’) % obliczenie transmitancji dyskretnej dla ekstrapolatora 0-rzedu
% (dla ekstrapolatora 1-rzedu w miejsce ‘zoh’ wpisujemy ‘foh’)

W efekcie otrzymamy:

Transfer function:
0.1767 z - 0.1681

"2 -1.724 z + 0.7408
Sampling time: 0.1

Uwaga: opcja ‘foh’ dotyczy ekstrapolatora 1-rzedu o transmitancji danej wzorem:

e 24l

2
Tps

Ge(s) = (10.27)

Jezeli chcemy uzyska¢ wspotczynniki wielomianow licznika i mianownika tak otrzy-
manej transmitancji dyskretnej, wowczas wywolujemy funkcje:

[Iz mz]=tfdata(Gz,'v") % wspotczynniki wielomianow licznika i mianownika Gz
otrzymujac:
Iz=
0 0.1767 -0.1681
mz =

1.0000 -1.7236 0.7408
Sposob 2:

Tp=0.1; % deklaracja czasu probkowania

[lz mz]=c2dm([2 1],[1 3 2],Tp,’zoh’) % obliczenie wspolczynnikow wielomianow
% licznika (1z) i mianownika (mz) transmitancji dyskretnej dla ekstrapolatora 0-rzedu
% w nawiasach [], jako parametry funkcji c2dm, wspolczynniki wielomianu
% odpowiednio licznika i mianownika transmitancji ukladu ciggtego G(s)
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W efekcie otrzymamy:

Iz=
0 0.1767 -0.1681
mz =
1.0000 -1.7236  0.7408
Majac dane wspolczynniki wielomiandéw licznika i mianownika, mozemy wys$wietli¢
na ekranie transmitancj¢ dyskretna przy uzyciu funkcji:

printsys(lz,mz,'z")

10.3.4. Wyznaczenie odpowiednika ciaglego w czasie transmitancji ukladu
dyskretnego G(z)

Z2+2

2’ +22+3
transmitancje ciagla G(S) nalezy wykona¢ nastepujaca sekwencje instrukcji:

Niech np: G(2) = , ekstrapolator 0-rzgdu, dla T, = 0,1. Aby policzy¢

Tp=0.1; % deklaracja czasu probkowania

Gz=tf([1 2],[1 2 3],Tp); % transmitancja G(z) zapisana w zmiennej Gz
% w nawiasach [] wspotczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika Gz
% poczynajgc od wspolczynnika przy najwigkszym stopniu s

Gs=d2c(Gz) % obliczenie transmitancji cigglej w czasie

W efekcie otrzymamy:

Transfer function:
-2.747 s+ 254.1

s"2 - 10.99 s + 508.2

10.3.5. Przeliczanie wartosci transmitancji dyskretnej G(z) dla ré6znych
czasOw probkowania

Z+2

2’ +22+3
czy¢ wartos¢ transmitancji dla innego czasu probkowania np. Tp =0,5 nalezy wyko-

Niech np: G(2) = , ekstrapolator 0-rzedu, dla T, =0,1. Aby przeli-

na¢ nastepujaca sekwencje instrukcji:

Tp=0.1; % deklaracja czasu probkowania
Gz=tf([1 2],[1 2 3],Tp); % transmitancja G(z) zapisana w zmiennej Gz

% w nawiasach [] wspotczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika Gz
Tp1=0.5; % deklaracja nowego czasu probkowania
Gz1=d2d(Gz,Tpl) % obliczenie transmitancji cigglej w czasie

W efekcie otrzymamy:

Transfer function:
z+ 122

2+2z7+243

Sampling time: 0.5
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10.3.6. Wyznaczanie charakterystyki impulsowej

2
Niech np: G(z) = 32l Aby wyznaczy¢ charakterystyke impulsowa (odpowiedz
Z+

na sygnat delta Diraca) nalezy wpisa¢ nastepujaca instrukcje:
dimpulse(2, [3 1]) % charakterystyka impulsowa. Jako parametry funkcji — wspétczynniki
% wielomianu odpowiednio licznika i mianownika

W efekcie otrzymamy wykres:
Impulse Response

0.6
0.5

N
N

.........

01 234 56 728 910
Time [s]

Rys. 10.7. Charakterystyka impulsowa.

10.3.7. Wyznaczanie odpowiedzi na skok jednostkowy

2
Niech np: G(z) = ﬁ . Aby wyznaczy¢ odpowiedz na skok jednostkowy nalezy
Z+

wpisac nastepujaca instrukcje:

dstep(2, [3 1]) % odpowiedz na skok jednostkowy. Jako parametry funkcji —
% wspotczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika

W efekcie otrzymamy wykres:
Step Response

0.6
0.5 L
04 |

0.3
0.2
0.1

Amplitude

01 234 56 78 910
Time [s]

Rys. 10.8. Odpowiedz na skok jednostkowy.
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10.3.8. Charakterystyka Nyquista

2
Niech np: G(2) = rl Aby wyznaczy¢ charakterystyke amplitudowo-fazowa
Z+

(tzw. charakterystyke Nyquista) nalezy wpisa¢ nastepujaca sekwencje instrukcji:

Tp=0.1; % deklaracja czasu probkowania
dnyquist(2, [3 1], Tp) % charakterystyka Nyquista. Jako parametry funkcji —
% wspoiczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika oraz czas probkowania

W efekcie otrzymamy wykres:

Nyquist Diagrams

0.6 7 [
204 + ;
19 . N

/

g 0.2/ b
£ 0 )
50 [
& -0.2
=
=-0.4

-0.6

-1 -0.5 0 0.5
Real Axis

Rys. 10.9. Charakterystyka Nyquista.

10.3.9. Charakterystyka Nicholsa

2
Niech np: G(2) = ﬁ Aby wyznaczy¢ charakterystyke amplitudowo-fazowa
Z+

(tzw. charakterystyke Nicholsa) nalezy wpisac¢ nastepujaca sekwencje instrukc;ji:

Tp=0.1; % deklaracja czasu probkowania
dnicholst(2, [3 1], Tp) % charakterystyka Nicholsa. Jako parametry funkcji —
% wspolczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika oraz czas probkowania

W efekcie otrzymamy wykres:
Nichols Charts

bbb b Lo

Open-Loop Gain [dB]

1
(@)}

-160  -120  -80 -40 0
Open-Loop Phase [deg]

Rys. 10.10. Charakterystyka Nicholsa.
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10.3.10. Charakterystyki Bode’go

2
Niech np: G(2) = 321 Aby wyznaczy¢ logarytmiczne charakterystyki modutu
Z+
i argumentu w funkcji pulsacji @ (tzw. charakterystyki Bode’go) nalezy wpisa¢ na-
stepujaca sekwencje instrukcji:
Tp=0.1; % deklaracja czasu probkowania

dbode(2, [3 1], Tp) % charakterystyki Bode’go. Jako parametry funkcji — wspotczynniki
% wielomianu odpowiednio licznika i mianownika oraz czas probkowania

W efekcie otrzymamy wykres:
Bode Diagrams

— 2
g 0

)

B 4

E _6 _________________________________________ =

£y

Z 5

w0

S, =50 T

v -100

£-150 \
& 200

10!
Frequency [rad/sec]

Rys. 10.11. Charakterystyki Bode’go.
10.3.11. Inne uzyteczne funkcje
Do rysowania charakterystyk uktadow dyskretnych wygodnym narzedziem moga
by¢ funkcje stairs i stem. Funkcje te dziatajg identycznie jak funkcja plot, z tym ze

funkcja stairs kresli wykres w postaci ,,schodkéw”, natomiast funkcja stem w postaci
Limpulsow”.
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11. ROWNANIA ROZNICOWE

11.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Dla uktadu impulsowego o transmitancji G(z) = 2; , zaklada-
Z°+3z2+2

Jjgc zerowe warunki poczgtkowe, obliczyé wartos¢ probki sygnatu wyjscio-
wego y(n) dla n =3, dla sygnatu wejsciowego u(t) =95(t).

Rozwiqgzanie (metoda 1):

Metodg ta stosujemy w przypadku gdy w sposob tatwy mozemy wyznaczy¢ bieguny
transmitancji.
Dla u(t) = o(t), mamy U(z) =1. Zatem korzystajac z metody residudéw (H.19):

o P
y(n) =Z {Y(z)}_z {G(Z)U(Z)}_Z {(z+l)(2+2)} (11.1)

z n-1

; z n-1
(z+2)

" (241)

Podstawiajgc do réwnania (11.1) N =3 ostatecznie otrzymamy Yy(n)="7

Rozwiqgzanie (metoda Il):
Metode ta stosujemy w przypadku gdy utrudnione jest wyznaczanie biegunow
transmitancji. W pierwszym kroku znajdujemy rdwnanie réoznicowe.

Z _Y(2)

G(Z):Zz+3z+2_U(Z) (112)
(22 +32+2)Y(2)=2U(2) (11.3)

Po obustronnym podzieleniu przez z w najwyzszej potedze:
(1+3277+222)Y () =2"U(2) (11.4)

Skorzystamy teraz z twierdzenia o opdznieniu w dziedzinie czasu, zaktadajgc zerowe
warunki poczatkowe (H.6):

y(n)=-3y(n—-1)-2y(n—2)+u(n—1) (11.5)
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Aby policzy¢ warto$¢ probki sygnatu wyjsciowego Y(3), nalezy uprzednio po-
liczy¢ wartosci y(0), y(1), y(2). Dla sygnalu wejSciowego u(t) =0o(t)
przyjmujemy:

B 0 dlanz0 116
"= gl n=o (11.6)
Zatem:
y(0) =-3y(-1)-2y(-2)+u(-D) =0
y(d)=-3y(0)-2y(-1)+u(0) =1 (11.7)
y(2)=-3y(1)-2y(0)+u()=-3
Ostatecznie:

yR3)=-3y(2)-2y()+u(2)=7 (11.8)

Rozwigzanie (metoda 111):

Metoda III polega na dzieleniu wielomianow. W ogo6lnym przypadku dotyczy do-
wolnego sygnatlu wejsciowego, ale szczegdlnie prosta jest dla U(t) = S(t), bo wtedy
Y (2)=G(z2)U(2) =G(2) . Aby obliczy¢ warto$¢ probki sygnatu wyjsciowego Yy(Nn)
dla dowolnej wartosci n (w szczegolnosci dla malych wartosci), wystarczy dokonaé
operacji dzielenia wielomianu licznika przez wielomian mianownika dla Y (z), czyli

w naszym przypadku dla transmitancji G(2):

2:2°+3242=02"+72"-322+72° 152" +...

—2-3-27"
-3-2z7"
34927 +6272
- - (11.9)
777 +62
—7z77"' =21z -14z77°
-15277-14z7°
.................. itd

Wspblczynniki przy kolejnych potegach z (poczynajac od z°) wyniku dzielenia sa
jednoczesnie wartosciami probek sygnatu wyjsciowego dla kolejnych wartosci n. Jak
zatem widac¢ z (11.9):

y(0)=0, y() =1, y(2)=-3, y3) =7, y(4)=-15,itd.

Ostatecznie: Y(3)=7.
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Zad. 2. Znalei¢ rownanie roinicowe wigigce sygnaly wejsciowy i wyjsciowy

dla uktadu impulsowego o transmitancji G(Z)z%, zaktadajqc
Z°+3z2+2

zerowe warunki poczgtkowe. Obliczy¢ wartosé probki sygnatu wyjsciowego
y(n) dla n =3, dla sygnatu wejsciowego u(t) =1(t).

Rozwigzanie:
Aby wyznaczy¢ rownanie roznicowe postepujemy identycznie jak w zad. 1 przy
rozwigzaniu metodg II. Czyli rownanie roznicowe bedzie postaci:

y(n) ==3y(n—1)—2y(n—2)+u(n—1) (11.10)

Aby policzy¢ warto$¢ probki sygnatu wyjsciowego Y(3), nalezy uprzednio po-
liczy¢ wartosci y(0), y(I), y(2). Dla sygnalu wejsciowego u(t) =1(t) przyj-
mujemy:

un_Odlan<0 1111
()_ldlanzo (L1
Zatem:
y(0)=-3y(-1)-2y(-2)+u(-1)=0
y(1)=-3y(0)-2y(-1)+u(0) =1 (11.12)
y(2)=-3y(1)-2y(0)+u(l)=-2
Ostatecznie:

y(3)=-3y(2)-2y(l)+u(2)=5 (11.13)

Zad. 3. Rozwigzaé réownanie réznicowe y(n)—4y(n—2)=0, dla warunkow
poczgtkowych y(-2)=3, y(-1)=2.

Rozwigzanie:
Skorzystamy z twierdzenia o op6znieniu w dziedzinie czasu (H.6):

Y(2) —4{2’2Y(z)+ 7 [y(—z)z2 + y(—1)z]}= 0 (11.14)
Po pomnozeniu obustronnie przez z° i uporzadkowaniu:

Y (2)(2* —4) = 42[zy(-2) + y(-D)] (11.15)



Roéwnania roznicowe 117
Po podstawieniu warunkow poczatkowych:
Y(Z):4Z(32+2)= 42(3z2+2) (1L16)
-4 (z-2)z+2)
W nastepnym kroku skorzystamy z metody residuow (H.19):
423z+2) . 423z+2) .,
—(z-2)_== "2 2)—" =7 11.17
G ey e Ll IR G ey ey L
Ostatecznie:
y(n)=2""+4(=2)", n>0 (11.18)

. f x(+D) | |2
Zad. 4. Rozwigzaé uklad réownan réinicowych =
X, (N+1) 1
dla warunkow poczgtkowych X, (0)=1, X,(0)=2.
Rozwigzanie:

X (N+1) =2x,(n) — X, ()
X, (N+1) =%, (n) =2X,(n)

Skorzystamy z twierdzenia o wyprzedzeniu w dziedzinie czasu (H.9):

zX,(2) —2%,(0) = 2X,(2) - X,(2)
2X,(2) ~ 2%,(0) = X,(2) ~2X,(2)

Po podstawieniu warunkow poczatkowych:

2X,(2) =2 =2X,(2) = X,(2)
ZX,(2) -2z =X,(2)-2X,(2)

z 1-go rownania (11.21) wyznaczamy X,(Z):
X,(2)=2X,(2)-zX,(2) +z

1 podstawiamy do 2-go réwnania (11.21):

-1 Xl(n)
-2 Xz(n)
(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)

22X, (2)—-2X,(2) + 2]-22 = X,(2) -2[2X,(2) - zX,(2) + 2] (11.23)
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wyliczajac:
Z2
X(2) = 3 (11.24)
Natomiast:
2 2’ 2(22-3)
X,(2)=2 -z +Z= 11.25
() -3 7*-3 2’ -3 (11.25)
Ostatecznie:
Z2
X,(2) =
1 (Z—\/EXH\E) (11.26)
X.(2) = 2(2z-3)
’ (23 )z +3)
W nastepnym kroku skorzystamy z metody residuéw (H.19):
22 n-1 22 n-1
X (N)= z + z
2(22-3) ., 2(22-3) ., .
X,(N) = Z
Z + 3 \/3 Z - '\/g 7 _\/5
Ostatecznie:
x(m=0503) +0,50-3] (11.28)
-1 -1 :
% (M =0232(3) " =3232(- V3]

dlan=0
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11.2. Zadania

Zad. 1. Dla uktadu impulsowego o transmitancji G(z), zaktadajgc zerowe
warunki poczgtkowe, obliczy¢ wartos¢ pierwszych pieciu probek sygnatu
wyjsciowego Y(n), dla sygnatu wejsciowego u(t) = o(t).

5 YA

L o= 7. 6@)= s
5z2+1

2. G(z):zz_l 8. G(Z)=22+5

3 (3(z):$22+3 9. (3(z)=3zz2+1

. G(Z):#Zzzﬂ 10. G(z):%

5. G(z)=% 1. G(z)=#++lz_l

6 G(Z):ﬁ 1 G(Z):z3 izz;zi;23+4

Zad 2. Znalei¢ rownanie réinicowe wigigce sygnaly wejsciowy i wyjsciowy
dla ukladu impulsowego o transmitancji G(2), zakladajqc zerowe warun-
ki poczgtkowe. Obliczy¢ wartos¢ probki sygnatu wyjsciowego y(3), dla sy-
gnatu wejsciowego u(t) =1(t).

I G(z)=#+zl+5 G(Z)zzzl—z
2 6= S0)= 373
) 2z2+1
3 6= CB=
52+1 ’
N P T

Zad. 3.Rozwigzacé réwnanie roznicowe dla podanych warunkéw poczgtko-
wych.

1. y(n)—4y(n—-1)=0, y(-)=1
2. y(m-9y(n-2)=0, y=b=1, y(2)=1
3. y(M—-y(n-2)=0, y=D=6, y(2)=3

4. y(M=3y(n-D+2y(n-2)=0, yE=hH=2, y(=2)=I
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5.y(M)-3y(n-D+2y(n-2)=0, y(-D=3, y(=2)=2
6. y(m)+y(n-1)-2y(n-2)=0, y)=3, y(=2)=6
7. y(n)+4y(n—1)+4y(n—-2)=0, y(-1) =1, y(-2)=4

8. y(n)+4y(n-2)=0, y=Dh=1, y(=2)=2

Zad. 4. Rozwigzaé uktad rownan roéznicowych dla podanych warunkow po-
czqtkowych.

x(+D) ] [4 =3[ x(n) _ _
L |72 _sz(n)} x(0)=2, x(0)=1
, [x@+D]_T6 4MXI(H)}’ X(0)=1, x,(0)=2
M+ | [ =3 =1 % ()
N x(n+D)| -3 lMXI(n)}’ x(0)=1, x,(0)=4
X (+D) | [=5 3 [ %,(n)
, [x@+D]_[-2 —2}[xl(n)} X (0)=0, x,(0)=1
[ %(+D] [T 2 |[%(n)

x,(n+D)| [-2 2

5 = %(m 0)=1 0)=0
xm+D || -4 2] xm) %=1, %0)=
" x(n+1)| _[4 —3“xl(n)} X (0)=3. x%(0)=I

X (n+D | 3 =2 x(n)
. x(n+1)|_[1 IMXI(n)} X (0)=0. %(0)=5
| X (n+1) | =1 3] X,(n)

11.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?

Aby wyznaczy¢ warto$ci kolejnych probek sygnatu odpowiedzi na skok jednostko-
wy, na podstawie danej transformaty 2Z, wystarczy postuzy¢ si¢ funkcjg dstep (opisa-
ng w rozdz. 10.3.7).

2
Niech np: G(z) = 3771 Nalezy wpisa¢ nastepujacg sekwencje instrukcji:
Z+

yl=dstep(2, [3 1]); % odpowiedz na skok jednostkowy. Jako parametry funkcji -
% - wspdtczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika
y1(1:5) % wypisanie pieciu probek odpowiedzi na skok jednostkowy

W efekcie otrzymamy:

ans =
0
0.6667
0.4444
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0.5185
0.4938

Analogicznie postepujemy przy wyznaczaniu wartosci kolejnych probek sygnatu od-
powiedzi na skok Delta Diraca, korzystajac z funkcji dimpulse (opisana
w rozdz. 10.3.6).
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12. EKSTRAPOLATORY

12.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. W ukladzie jak na rys. 12.1 zastosowano ekstrapolator zerowego rzedu.
Obliczyé i narysowaé wartosci pierwszych 6 probek sygnatow odpowiedzi

y(n) i bledu e(n) przy pobudzeniu skokiem jednostkowym, G,(s) = ! ,

2s+1
—» L Gi(s) PP Go(s) T’
TP

Rys. 12.1. Uktad regulacji z ekstrapolatorem.

T, =1.

Rozwigzanie:
Na podstawie wzoru (H.18) transmitancja obiektu z ekstrapolatorem 0-rzedu wyno-
si:

z—-1 1
Goe(2) = . Z{s(zsﬂ)} (12.1)

Transformate 22 { } obliczamy korzystajac z metody residudéw (H.16):

s(2s+1)

=703 (12.2)

1 1 z | 1z
= + —
s@s+1)|  (2s+l)z—e| , 2s5z-¢
0,394z
(z-1)z2-0,607)

Zatem:

0,394
Goe(2)=—"—"— 12.3
@)= (12.3)
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W kolejnym kroku liczymy zastepcza transmitancje uktadu z rys. 12.1:

Gee(z) _ 0394  Y(2)

GZ(Z)=1+GOE(Z)_ 720213 U(2) (12.4)
co w rezultacie daje:
(z-0,213)Y(z) = 0,394U(z) (12.5)
Po obustronnym podzieleniu przez z w najwyzszej potedze:
(1-0,21327)Y(2) = 0,394z U(2) (12.6)

Skorzystamy teraz z twierdzenia o op6znieniu w dziedzinie czasu, zaktadajac zerowe
warunki poczatkowe (H.6):

y(n) =0,213 y(n—1)+0,394 u(n—1) (12.7)

Teraz policzymy kolejne wartosci y(N), podstawiajac n=0,...,5, dla sygnatu wej-
$ciowego U(t) =1(t):

y(0)=0,213 y(~1)+ 0,394 u(-1) =0
y(1)=0,213 y(0) + 0,394 u(0) = 0,394
y(2)=0,213 y(1)+ 0,394 u(1) = 0,478
y(3)=0,213 y(2) + 0,394 u(2) = 0,496
y(4)=0,213 y(3)+ 0,394 u(3) = 0,500
y(5)=0,213 y(4) +0,394 u(4) = 0,501

(12.8)

Identyczny rezultat mozna osiggna¢ obliczajgc odpowiedZ na skok jednostkowy dla
transmitancji G,(Z), korzystajac ze wzoru (H.15) i metody residuow (H.19).
Zgodnie z rys. 12.1:

e(n) =u(n)—y(n) (12.9)
Zatem:

e(0)=u(0)-y(0)=1
e(h)=u()—-yd)=0,606
e(2)=u@)-y(2)=0,52
e(3)=u@3)—-y(3)=0,504
e(4)=u4)-y#)=0,500
e(5)=u(5)-y(5)=0,499

(12.10)
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Wykresy sygnatow Yy(Nn) i e(n) przedstawione sg na rys. 12.2.
Au(n)T,

A y(n)/Tp
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0 123456 7°n

~] 0

Lo
9]

O =N W

a 123456 7n b.
Rys. 12.2. Odpowiedz na skok jednostkowy (a) i btad (b) dla uktadu regulacji z rys. 12.1.

12.2. Zadania

Zad. 1. Wyznaczyé odpowiednik impulsowy transmitancji uktadu cigglego
G(S) przy zastosowaniu ekstrapolatora zerowego rzedu.

1 1
1. G(s)=—, T, =1 6. G(s)=———, T =1
) s+1  ° ®) s?+3s+2 P
2. &®=——2——,R=1 7. Q@:—Ti——,n=1
S +1n(0,5) s —0,481
2 s+1
3. G(s)=——,T, =0, 8. G(8)= , To=1
®) s+5 P ®) (s—In(4))s—In(2))" P
2 1
4. G(s)=——, T, =10 9. G(8)=—, T =1
O =55 ®) s(s—1)" °
1 1
5. GB)=———, T =1 10. G(s) = ,T. =1
®) s?—3s+2" P ®) (s+In(1)Ys+In(e))” °

Zad. 2. W ukladzie jak na rys. 12.1 zastosowano ekstrapolator zerowego rze-
du. Obliczyé wartosci pierwszych czterech probek sygnalow odpowiedzi
y(n) i bledu e(n) przy pobudzeniu skokiem jednostkowym (T, =1).

1 0,5
1. G, (s)=—, 5. Gy(8)=——,
(®) S+2 (®) s+4
2 G(s)—i 6 G(s)—;
ST 545 T g2 46548
5 0,1
3. G,(8)=——r, 7. G,(s)= s ,
(®) 4s+1 (®) (s—In(0,5)) (s +In(5))
4. Gy(s)= 3 , 8. Gy(s)= !

3s+1 s +2s’
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Zad. 3. W ukladzie jak na rys. 12.1 zastosowano ekstrapolator zerowego rze-
du. Obliczyé wartosci pierwszych pieciu probek sygnatow odpowiedzi y(n)

i przy pobudzeniu skokiem predkosci (T, =1).

1 1
1. G,(8)=—— 5. G,(s)=
=51 =5
2. G,(s)= 6. G,(s)= 0l
T 3541 T 10s +1
1 1
3. G,(8)=—— 7. G, (S)=———
() s—2 () s?+s—2
0,5 1
4. G, (s)=—2 8. G,(s)=
0(S) s—3 0(S) S 4

12.3. Jak to sie robi w Matlabie?

W celu wyznaczenia odpowiednika impulsowego G(z) transmitancji uktadu cia-

glego G(S), dla czasu probkowania T i ekstrapolatora 0-rzedu nalezy postepowac

p
tak, jak to opisano w rozdziale 10.3.3.
Aby wyznaczy¢ wartosci kolejnych probek sygnalu odpowiedzi na skok Delta Diraca
lub skok jednostkowy, wystarczy postuzy¢ si¢ funkcjami dimpulse lub dstep (opisane
w rozdz. 10.3.6, rozdz. 10.3.7 i rozdz. 11.3).
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13. ALGEBRA SCHEMATOW BLOKOWYCH Z

13.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Wyprowadzi¢ wzor na dyskretng transmitancje zastepczq uktadu jak

na rysunku:

H(s)

Rys. 13.1. Przyktadowy uktad ztozony 1.

Rozwigzanie:
Jak tatwo zauwazy¢, dla powyzszego uktadu mozna zapisaé 2 rOwnania:

Y(s)=G(s) E(2) (13.1)
E(s)=U(s)—H(s)Y(s) (13.2)
Réwnanie pierwsze, (13.1), bardzo tatwo zapiszemy w dziedzinie z:

Y(2) =G(2) E(2) (13.3)

natomiast z drugim, jest to w sposob prosty niemozliwe, bowiem nie ma impulsatora
przed obiektem H(S). Po podstawieniu rownania (13.1) do rownania (13.2):

E(s) =U(s)—H(s) G(s) E(2) (13.4)

Poniewaz impulsator wystepuje przed obiektem G(S), zatem:

E(2)=U(2)-E(2) Z{G(s) H(s)} (13.5)
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Teraz do rownania (13.5) podstawiamy E(Z) wyznaczone z robwnania (13.3):

YO _yp- YD
G(Z)_U(z) G(Z);’Z{G(S)H(s)} (13.6)

Po przeksztatceniach otrzymamy:

Y(@) = C@ (13.7)
U@z) 1+Z{G(s)H(s)}

a to juz jest ostateczny wzor na dyskretng transmitancje zastepcza:
G,(2) G (13.8)

T 1+ Z{G(s) H(s))

Zad. 2. Wyznaczyé dyskretng transmitancje zastepczg uktadu jak na rysunku:

2
G(s)=——"—
UB)HEE) | oo () =5
S
_ Tp Gz(S) G2 (S) = m
Gy(5) =+
Gy(s) [ _ S
P p

Rys. 13.2. Przyktadowy uktad ztozony 2.

2 S 1
G,(s)=—— G,(S)=—— G,(s)=—
1() S+l’ z() s+1 3() S’T =1

p

b

Rozwigzanie:
Jak tatwo zaobserwowaé, w torze gtdéwnym wystgpuje suma transmitancji G, (S)

i G,(8), zatem po przeksztatceniu otrzymamy:

H,(s) =G,(s)+G,(s) (13.9)
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U(s) E(ﬁl/o_, H.(s) Y(s)
_ T !
G,(s) 4—0;

Rys. 13.3. Przyktadowy uktad ztozony 2 — po uproszczeniu.

Jest to uktad z uyjemnym sprzezeniem zwrotnym. Korzystajac ze wzoru (1.4) otrzyma-

my:

H,(2)

O T N EeNe)

Ale:

H,(z)=2’{s+2}= z
s+1 z—0,368

G.(2)= z{l}zi
S

z—1

Zatem, po podstawieniu do wzoru (13.10):

2(z-1)
27* 1,368z +0,368

G,(2)=

(13.10)

(13.11)

(13.12)

(13.13)

Zad. 3. Wyznaczyé dyskretng transmitancje zastepczg uktadu jak na rysunku:

U(s) o~ E(s) Y(s)

G,(s)

Gy(s) J
Gy(s)

1
G,(s)=——
() S+2

1
G, (8)=——
2(8) s+1

1
G3(S)=—

S
Tp=1

Rys. 13.4. Przyktadowy uktad ztozony 3.
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Rozwigzanie:
Jak fatwo zaobserwowac, w torze sprzezenie zwrotnego wystepuje suma transmitan-

cji G,(S) i G;(S), zatem po przeksztalceniu otrzymamy:

H,(s) =G,(s)+G,(s) (13.14)

=
95}
p—

G,(s)

A 4

H,(s)

Rys. 13.5. Przyktadowy uktad ztozony 3 — po uproszczeniu.

Jest to uktad z ujemnym sprzezeniem zwrotnym. Zwroémy jednak uwage na fakt bra-
ku impulsatora w torze sprzezenia. Korzystajac ze wzoru (L.5) otrzymamy:

G,(2)

G,(2)= (13.15)
1+ Z{G,(9)H,(s)}
ale:
G(z)—Z{ ! }— Z (13.16)
! s+2] z-0,135 '
Z{G(S)H,(9)} = Z(G,(5)(Gy(8) + Gy())} = 7] —— L1
s(s+1)(s+2)
(13.17)
0,5z z —-1,52 0,665z — 0,392z
= + + =
z-1 2-0368 z-0,135 (z-1)(z—-0,368)z—0,135)
Zatem ostatecznie:
2_
G,(2) = z(z" -1,368z +0,368) (13.18)

2> -0,8382* +0,1612—0,05
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4.3. Zadania

Zad. 1. Wyprowadzié wzor na dyskretng transmitancje zastepczq uktadow jak

na rysunkach:

HRXes 6,(5) || 6,00 13
Gy(5) [oor
2.
g _E@»/w 6. b 6,0 13
G;(s)
3.
U _E(ﬂa;:» G(9) [o7o G Y
G;(s)

Zad. 2. Wyznaczy¢ transmitancje zastepczq uktadow jak na rysunkach:

1
Us) . 6] . Y(s) Gi(®) =1 |
’ G,(s)= sio
G,(s) T, =1
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1

B R S
-0 G, (9)=—
S—In3
G,(s) <—OT/ T,=1

1
Gl(s) =—
G](S) Y(s) 32
Gz (s8)=—
S
G,(s) ] T, =
Y(s) G(s) = 1
o G,(s) s-6,931
3
G:(8)= s—10,986
G,(s) T, =01
1
U(s E(s; 6. Y(s) Gi(®) =32 ;n >
Gz (S) = S—In2
G,(s) Tp =1
Gl (s)=-
Yi
EgS—)o;o» G,(s) |7 Gy(s) Y G(s) |
P P :(8) = s+In2
2
°;p°—> G;(5) G,(s) = saind

T, =1
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10.

Y
_g@o/o—b G,(s) PP Gy(s) O
—0;0——> G,(s)
Sroal 6.(5) Pl G Q)
—o;o——b G3(S)
U, G (s) b/
- il g
G,(s)
G,(s) e—o~ 0
U(s E(ﬂ)/o_> G (s) Y(s)
_ T ! -
G,(s) =
TP
G;(s)

G ()=

1
$—-6,93
1
$+6,93

Gz(s) =

Gs (5) =
T =0,

p

2
$+69,31
50
$+69,31

G1 (s)=

Gz(s) =

1
G3(S) ==
S
T, =0,01

1
s—1916
1
s+0,125

G1 (s)=

Gz (s)=

1
G3(S) =

S
T =

p

G(9)=

1
s+0,125
1
s—1916

Gz(s) =

G3 (s)=

T, =1

p
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13.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?

Poniewaz w algebrze schematow blokowych uktadow dyskretnych obowigzujg takie
same zasady jak dla uktadow ciaglych, zatem mozemy skorzysta¢ z funkcji series, pa-
rallel, feedback tak, jak to zostato opisane w rozdziale 4.3, pamictajac jednak o miej-
scu potozenia impulsatora.
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14. UCHYBY USTALONE Z

14.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. Obliczy¢ wartosé uchybow: poloienia, predkosci i przyspieszenia, dla

uktadu regulacji jak na rys. 14.1.

G(7) = 2z-1
U(s)%E(@ B 1Y B 72409
- Tp T =1
p

Rys. 14.1. Uktad regulacji.

N

A 4

Rozwigzanie:
Poniewaz w naszym przypadku transmitancja uktadu otwartego:

G,,(2)=G(2) (14.1)

zatem przystepujemy od razu do wyznaczania uchybow korzystajac wprost ze wzorow

(J.1),J.2), (J.3).
1. Uchyb potozenia:

1 1 1

e, =—— = =— (14.2)
P 1+121Lr11612(z) 1+ lim 2z-1 6
-1 72 —1,72+0,9

2. Uchyb predkosciowy:

e = T = !
! lzigll(z_l)Gu(z) lim(Z—l)L
2l 72 -1,72+0,9

=0 (14.3)
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3. Uchyb przyspieszenia:

T, 1
ea =— 3 =
121£r11(2 -1)°G,(2)

= o0 (14.4)

2z-1
lim(z-1)*—=> —
Hl( ) 2°-1,72+09

14.2. Zadania

Dana jest transmitancja ukladu otwartego G,,(z). Obliczy¢ wartosé uchybow

poloZenia, predkosci i przyspieszenia (T, =1s).

33z-21
1. G,(2)= 11. G, (2) = =———
2= 2= 0500
1 0,3z2-0,06
2. G, ()=— 12. G (2)= —>22 2>
12(2) 72-0,72-09 2(2) 72-0,92-01
5 0,52-0,25
3. G,,(2)= 13. G, (2)= -2 —>%~
12(2) 7’ -1,52°+0,752- 5,125 (2) 722 -152+0,5
) 0,4z2-0,29
4. G,(2)= 14. G (2)= —"= =7
2(2) 7> -132+2,02 n(2) 7’ -12z+0,2
—7+2 1,.82° —1,69z + 0,406
5. G =5——75C 15. Gy,(2) = — : ’
0 (2) 2’ +2-225 2(2) 2247 +182-04
2’ +27-2 22 -096z-0,12
6. G, (2)= 16. G,,(2) = 2 d
2(2) 7’ —7%-2,287+2,048 2(2) 221922 +0,82+0.1
02z +1 2> -1252+0,625
7. G(2)=—"T—— 17. G,(2) = d d
12(2) 22 +0,1z-11 2(2) =252 +22-05
-0,4z+1 322 40,752 0,625
8 G,(@)=— 18. G,(2) = : :
2(2) 22 +0,1z-1,1 2(2) 2* 1,522 +0,5
227182 2 _
9. G,(2)=— 19, Glz(Z):l,lz : 0,7622+0,02
z°-21z+11 77 -271"+1
1,22-0.48 2 _
10. G(2) = 20. G, (z)= 2L ~292+]
z2°-1,52+0.5 z”—-3z2"+3z-1
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14.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?

Korzystajac z programu Matlab, nie mozemy co prawda wprost wyznaczy¢ wartosci
uchybow ustalonych, ale pomocng do ich obliczenia moze by¢ funkcja limit . Stuzy
ona do wyznaczania granicy do ktorej dazy funkcja, wtedy gdy argument zbliza si¢ do
podanej warto$ci. Przyktadowo limit(y,g) oblicza warto$¢ funkcji y, przy argumencie
dazacym do wartosci g. Aby wykorzysta¢ ja do policzenia uchybdéw najlepiej skorzy-
sta¢ z wyjsciowych wzorow okreslajacych uchyby (J.1), (J.2), (J.3), przyjmujac ¢ =1
. Przyktadowo niech:

G ()= 2L T -1
z2°-1,72+09
W celu obliczenia np. btedu potozenia wystarczy wywota¢ funkcje limit w postaci:

syms z % deklaracja zmiennej symbolicznej z (bez podania konkretnej wartosci)
ep=limit(1/(1+(2*z-1)/(z*2-1.7*2+0.9)),1) % obliczenie bledu potozenia

W efekcie otrzymamy:

ep =
1/6
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15. STABILNOSC Z

15.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Wykorzystujgc podstawowy warunek stabilnosci uktadow dyskret-
nych, zbadaé czy uktad zamkniety (rys. 15.1) jest stabilny.

A?Tv G(2) T»
G(z)= 2

722 -1,62-1,11

Rys. 15.1. Uktad regulacji.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku obliczamy transmitancje uktadu zamknigtego:

G(2) 2
G (2)= = 15.1
() 1+G(z) z°-1,62+0,89 (15.1)

A nastepnie bieguny tejze transmitancji:
z, =0,8+0,5i z,=0,8-0,5i.
W celu sprawdzenia, czy bieguny mieszczg si¢ w kole jednostkowym na plaszczyznie

zespolonej (podstawowy warunek stabilno$ci- patrz podrozdziat K.1) obliczamy ich
moduty:

|2,]=0,943 |2,] = 0,943

Jak wida¢, warunek ten jest spetniony, zatem uktad zamkniety jest stabilny.
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Zad. 2. Korzystajgc 7 kryterium Jury’ego zbadaé stabilnosé uktadu o transmi-

2’ +22+5

tancji G(z) =
I16@) 224 +72° +162° +4z+1

Rozwigzanie:
Mianownik transmitancji jest stopnia N =4 i wynosi:

M(z)=a,z* +a,2° +a,2> +az+a, =22" +72° +162° +4z+1 (15.2)

e Sprawdzamy 1-szy warunek Jury’ego (patrz podrozdziat K.2) (M (1) > 0).
Poniewaz:

M1D)=2+7+16+4+1=30>0
zatem warunek jest spetniony.
e Sprawdzamy 2-gi warunek Jury’ego ((—=1)"M(=1) > 0).
Poniewaz:
(-D*M(=1)=2-7+16—-4+1=8>0
zatem warunek jest spetniony.
e Sprawdzamy 3-ci warunek Jury’ego (|a0| < |an| ).

Poniewaz |1| < |2 , zatem warunek jest spelniony.

e Sprawdzamy 4-ty warunek Jury’ego.
Przystgpujemy do wyznaczenia tablicy Jury’ego. Liczba wierszy tablicy wynosi
2n-3=5:

a, a a, a, a| |1 4 16 7 2
a, a, a, a aJ| |2 7 16 4 1
b, b b, b, *=-3 -10 -16 -1 * (15.3)
b, b, b b, * |-1 -16 -10 -3 *
c, ¢ ¢, * % &8 14 38 * *

gdzie :
* - nie okresla si¢
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a, a| |1 2 b, b -3 -1
a, a| 2 1 b, b [-1 -3
a, a (1 7 b, b| -3 -16
b=[" = =-10 ¢ =" = =14
a, a| |2 4 b, b| |-1 -10
a, a, |1 16 b, b| [-3 -10
b, =|" 2_‘ ‘=—16 c, =~ ‘ ‘:38
a, a, [2 16 b, b| [-1 -16
a, q| |1 4
b3 — 0 1 — — —1
a, a 2 7
Sprawdzeniu podlegaja nastepujace warunki:
bo|>lo,] = [-3>|- - warunek spetniony,
|C0| > |C2| - |8| > |3 8| - warunek niespetniony.

Zatem uktad jest niestabilny.

Zad. 3. Dana jest transmitancja Glz(z)=L2 (Tp :1) uktadu otwartego.
Z+

Wykorzystujgc kryterium Nyquista zbadaé czy uklad zamkniety jest
stabilny.

Rozwigzanie:

Jak wida¢ wprost z mianownika transmitancji, uktad otwarty jest niestabilny (jeden
biegun wynosi -2, czyli znajduje si¢ na zewnatrz kota jednostkowego). Transmitancja
nie posiada biegunow Z =1. Zatem, korzystajgc z twierdzenia Nyquista (patrz pod-
rozdziat K.3), uktad zamknigty bedzie stabilny asymptotycznie jezeli:

Aarg(1+G,E*" ) =7x (15.4)

0<al <7

W pierwszym kroku dokonujemy podstawienia z = e’

1
G,(8)=——— (15.5)
er+2

Nastepnie przechodzimy w dziedzing czestotliwosci poprzez podstawienie S = j@

1
Ty cos(a)Tp)+2+ jsin(a)Tp)

G,(jo) = o (15.6)
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W celu wydzielenia czgéci rzeczywistej i urojonej mnozymy licznik i mianownik
przez liczbe sprz¢zong mianownika. W efekcie otrzymamy:

Re{G ('a))}— cos(a)Tp)+2
O {coslaT, )+ 2F + finfor, F .
sinfor,) (>0

Im{G,,(jw)}= (

cos(a)Tp )+ 2)2 + (Sin(a)Tp ))2

Nastepnie obliczamy warto$ci Re{GlZ(ja))} i Im{Glz(ja))} dla wybranych T,
z zakresu od 0 do 7.

tab. 15.1. Wartosci Re{G,(jw)} i Im{G,, (jw)} w funkcji T,

oT | o [15 |2 2,4 2,6 28 |3 7
Re{G,,(jw)! [0.333[0392 0475 [0.616 [0.727 [0.859 0971 1.0
mG,(jo)} |0 [-0.189 [-0273 [-0,329 [-0328 [-0.272[-0,136 |0

Na podstawie tab.15.1 wykreslamy charakterystyke Nyquista w zakresie zmian a)Tp
od0do 7.

Nyquist Diagram
0,3
02
g” 0,1

405 0 0.5 1
Real(G,,)

Rys. 15.2. Charakterystykach Nyquista dla przyktadu z zad. 3
Aby sprawdzi¢ zmiane argumentu Aarg(1+G,,(jw)) zahaczamy wektor w punkcie
O<alp <7
(-1, jO) 1 przesuwamy jego grot po charakterystyce (tak, aby warto$¢ a)Tp zmieniala

si¢ od 0 do 7), obserwujac jaki kat zakresla. Jak to wida¢ na rys. 15.2 jest to kat 0°,
zatem uktad zamkniety bedzie niestabilny.
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Kk
z-0,5

Zad. .4 Dana jest transmitancja G,,(z) = (Tp :1) uktadu otwartego.

Wykorzystujgc kryterium Nyquista zbadaé dla jakiego k uklad zamknigty
jest stabilny.

Rozwiqgzanie:

Uktad otwarty jest stabilny (biegun wynosi 0,5 czyli miesci si¢ w kole jednostko-
wym), zatem mozna zastosowac kryterium lewej strony (uproszczone kryterium
Nyquista).

W pierwszym kroku dokonujemy podstawienia zZ = e

K
G,8)=——— 15.8
12( ) esTp _0’5 ( )

Nastepnie przechodzimy w dziedzing czestotliwosci poprzez podstawienie S = j@

K

G,(jo)=— = 15.9
12(1) e/ —0,5 cos(a)Tp)—O,5+ jsin(a)Tp) (159)

Kryterium lewej strony jest w tym przypadku rownowazne sprawdzeniu, czy:
RelG,(jw), = >-1,jesli Im{G,(jo)f =0 (15.10)

Obliczamy @, :
Im{G,,(jay)}=0, jesli sin(@T,)=0,
(licznik G,(jw) jest  rzeczywisty,  zatem Im{Gl »(] a))} =0 =
Im{mianownik G, ( J a))} =0)
czylidla @ =0 lub o =7 (T, = 1), zatem @, = 7 (warto$¢ @, =0 - odrzucamy)
K k

ReiG, (] = = 15.11
e{ 12(1(01)} cos(a)lTp)—O,S -1,5 (1510

Korzystajac z (15.10) obliczamy, ze uktad zamknigty bedzie stabilny dla k < 1,5 .
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Zad. 5. Korzystajgc 7 przeksztalcenia biliniowego zbadaé stabilnosé uktadu

5

o transmitancji G(z) = )
11 G(2) 47° +32° +2z2+1

Rozwigzanie:

Dokonamy podstawienia Z = i—k—w (K.4). Otrzymamy wowczas:
5
e = 1+wY (1+w) (1 )
4(“"’) +3( +W] +2( +Wj+l
1-w I-w I-w (15.12)
2,5(1-w)

T W +5W 5w+ S

Aby zbada¢ stabilno$¢ takiego uktadu najprosciej bedzie zastosowaé kryterium
Routh’a dla uktadow ciaglych (patrz podrozdziatl F.2). Poniewaz wszystkie wspot-
czynniki przy zmiennej W istnieja i s3 jednakowego znaku, zatem warunek 1-szy kry-
terium Routh’a jest spetniony. Przystgpujemy do obliczenia wyznacznika Routh’a:

1 5 15 55
55 55 4 0

, gdzie b=——=4 c,=——=5
b, 0 -5 -4
c, O

Pierwsza kolumna wyznacznika Routh’a wynosi: [1 5 4 S]T . Zatem drugi wa-
runek kryterium Routh’a jest spetniony, czyli uktad jest stabilny asymptotycznie.

Zad. 6. W ukladzie jak na rys. 15.3 zastosowano ekstrapolator zerowego
rzedu. Obliczyé dla jakiej wartosci czasu prébkowania T, uklad bedzie

stabilny.

|-

G(s) P Gy(s) T» GO(S)=$

Rys. 15.3. Uklad regulacji z ekstrapolatorem.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku obliczymy transmitancj¢ uktadu w dziedzinie z, z ekstrapolato-
rem zerowego rzedu.
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Skorzystamy ze wzoréw (H.18) 1 (H.16):

GOE(z)=Z_lz{S( 3 }:1’5(1_‘9_ ) (15.13)

z S+ 2) z—e "

Nastegpnie wyznaczymy transmitancje zastepcza uktadu zamknigtego:

G,(2)= Goe(2) _ 1,5(1_e’2Tn)

= = 15.14
1+Gee(2)  z+1,5-2,57" ( )

Aby uktad byt stabilny jego bieguny musza znajdowac si¢ wewnatrz kota jednostko-
wego na plaszczyznie zespolonej. Zatem musi zachodzié:

1,5-2,57"

<1 (15.15)

A stad juz bezposrednio obliczamy, ze uktad bedzie stabilny dla czasu probkowania

T, <0,8047.

15.2. Zadania

Zad. 1. Wykorzystujgc podstawowy warunek stabilnosci uktadow dyskret-
nych, zbadaé czy uktad zamkniety (rys. 15.1) jest stabilny.

2 Z+2
1. G(2)=——— 4. G(z2)=_—_ T4
@) 72 -132-1,6 @) 7 -32-0,96
2 27
2. G(2)= 5. G(z)=———"——
@) 722 -0,42-192 @) 22 -322+1
3 G()=— 2 6. G(z)= 22+

722 -1,82-0,38 22 -32-0,5
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Zad. 2. Korzystajgc 7 kryterium Jury’ego zbadaé stabilnos¢ uktadu

0 transmitancji:

2
1. 6@)= 524+4z3z++3i2 I s —1,5z22 :3,27;1—0,125
2.G() = 2Z4+ZZ::4Z;122+1 12 6= z3+0,322fLJ(;,(2)32+0,001
3.G(2) = 324_233+Z;;1_2z+ ; 1 6@=5 +3z§+4z+1
3 2 —
+ 6= 3z* +3Zz3++22222+:3z +2 1. Glz)= 27° —:5;2 542—1
2 2
5 G0 = 4z7* +§zZ3 :2szzz++12z +2 15. G()= 47’ +4z43j 4:32j:zlz +4z+3
3 2
6.G@)= 52 +7° +§z2 3244 © 6= 27° +j§ +_2Zz3:§;+j4z -1
3_
7. 6(2)= 3z* _3232:2;‘2 T2l COO= 37° +224Z+ 2212 +3z+1
8.6@)= 2z* _Zfi; —-z+1 18. G()= 57° +§‘:izz +1
9. 6(@)= 47* —;3 :r;;r—lﬁ +3 19. Gi2) =%
10. G(@)= 224—§§:§§2+:4z—1 2 G(Z):%

Zad. 3. Dana jest transmitancja G,,(z) uktadu otwartego. Wykorzystujqc kry-

terium Nyquista zbada¢ czy uklad zamkniety jest stabilny (Tp = 1).

1 1
3. G, (2)=
7-15 12(2) 7-22

2 0,8
2. G,L(2)=—— 4. =
12( ) 2—1,8 G12(Z) 2_2

1. G,(2)=
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Zad. 4. Dana jest transmitancja G,,(z) uktadu otwartego. Wykorzystujgc kry-

terium Nyquista zbadaé dla jakiego k uklad zamknigty jest niestabilny

(r,=1).

N Gl2(z):z+k0,5 7. Glz(z)=22:’8

2 Gu(@)= 2zto,2 > GIZ(Z):%

3. G,(2)= z+k0,8 9. Glz(z)=zz+)’25

4 GuD)= 3z2+k0,4 0 G”(Z):zzf—i((),&l

6. Glz(z)=SZEO’1 12. GdZFm

Zad. 5. Korzystajgc 7 przeksztalcenia biliniowego zbadaé stabilnosé uktadu

0 transmitancji:

1 1
1. G()=z=— 4. G(2)=
@) +2°+2+5 @) 72 —32> +8z +1
2 1
2. G(2)= 5. G(2)=
@) 272 +22° +3z+1 @) 522 +22 —z+1
1 2
3. G(2)= 6. G(2)=
@) 52°—27*+3z+1 @) ’+2°+2+0.5

Zad. 6. W ukladzie jak na rys. 15.3 zastosowano ekstrapolator zerowego

rzedu. Obliczyé dla jakiej wartosci czasu prébkowania T, uklad bedzie

stabilny.
4 1
1. G,(s)=— 4. G, (s)=
o(5) s+1 o(5) s+0.2
2. Go(s):i 5. Go(s):i
S+4 s—1
3. Go(s)zi 6. G,(S) 2

S+1 T 10s+1
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15.3. Jak to si¢ robi w Matlabie?
15.3.1. Analiza polozenia biegun6w transmitancji

W Matlabie istnieje szeroka gama narzedzi shuzgcych do sprawdzenia stabilno$ci
uktadu. Na poczatek mozemy skorzysta¢ z ogolnej definicji stabilno$ci asymptotycz-
nej i sprawdzi¢ czy wszystkie bieguny transmitancji opisujacej obiekt leza wewnatrz
okregu jednostkowego, co jest warunkiem stabilnosci (w przypadku gdy uktad jest
ztozony, trzeba wyznaczy¢ jego transmitancj¢ zastepcza).

Mozliwe jest wyznaczenie wprost biegundow transmitancji. Do tego celu uzyteczna jest
funkcja pole:

Tp=1; % deklaracja czasu probkowania
Gz=tf([1 2],[4 3 2 1],Tp); % transmitancja G(z) zapisana w zmiennej Gz
bieguny=pole(Gz) % wyznaczenie biegunow transmitancji
bieguny =

-0.6058

-0.0721 + 0.6383i
-0.0721 - 0.6383i

Jednak sama znajomos$¢ biegundw nie zawsze wystarcza w ocenie czy leza one we-
wnatrz okrggu jednostkowego. O ile w przypadku biegundéw o zerowej czgsci urojone;j
lub rzeczywistej tatwo to ocenié, o tyle w pozostatych przypadkach wygodniej jest po-
liczy¢ modut biegunow. Dopiero, jezeli wartos¢ modutu wszystkich biegunow jest
mniejsza od 1, mozemy stwierdzi¢, ze uklad jest stabilny. Aby policzy¢ moduly bie-
gundéw wyznaczonych powyzej postuzymy sie funkcja abs:
abs(bieguny)
ans =

0.6058

0.6424
0.6424

Jak wida¢ moduty wszystkich biegundéw sg mniejsze od 1, zatem uktad jest stabilny.
Wygodnym narzgdziem moze by¢ réwniez funkcja roots stuzaca do wyznaczania
ogblnie pierwiastkow wielomianu. Przykladowo aby wyznaczy¢ bieguny naszej
transmitancji posta¢ wywotania funkcji bedzie nastepujaca:

roots([4 3 2 1]) % kolejne wspolczynniki wielomianu (w tym przypadku
% mianownika) poczynajgc od najwyzszej potegi z
ans =
-0.6058

-0.0721 + 0.6383i
-0.0721 - 0.6383i
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15.3.2. Analiza ksztaltu odpowiedzi na skok jednostkowy

Kolejng metoda oceny stabilno$ci uktadu moze by¢ analiza ksztaltu odpowiedzi
uktadu na skok jednostkowy. Do tego celu postuzy funkcja dstep. Niech np:
2
G(2)= 37l Aby wyznaczy¢ odpowiedz na skok jednostkowy nalezy wpisa¢ na-
+
stepujaca instrukcje:
dstep(2, [3 1]) % odpowiedz na skok jednostkowy. Jako parametry funkcji —

% wspotczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika

W efekcie otrzymamy wykres:
Step Response

e 2
wm N

Amplitude
S
~

S
— N W

01 234 56 78 910
Time [s]

Rys. 15.4. Odpowiedz na skok jednostkowy.
Przebieg tej odpowiedzi nie pozostawia watpliwosci, ze uktad jest stabilny.

15.3.3. Kryterium Nyquista

Aby wykresli¢ charakterystyke amplitudowo — fazowa (charakterystyke Nyquista)

. 1
uktadu otwartego korzystamy z funkcji dnyquist. Przyktadowo dla G,,(z) = i
Z+

(Tp = l) sposob wywotania funkcji bedzie nastgpujacy:

Tp=1; % deklaracja czasu probkowania
dnyquist(1, [1 2], Tp) % charakterystyka Nyquista. Jako parametry funkcji —

% wspolczynniki wielomianu odpowiednio licznika i mianownika
Efektem jej dziatania bedzie rys. 15.5. Utatwi on skorzystanie z kryterium podstawo-
wego Nyquista (K.3).
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Nyquist Diagrams

o o o
[N

—

[\

\

Imaginary Axis

&5
N —

-0,3

Rys. 15.5. Graficzny efekt dziatania funkcji dnyquist(G).

' /
\ //
0,5

/

-0,5

0
Real Axis

1
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16. KOREKCJA CYFROWA

16.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. Obliczy¢ korektor cyfrowy G, (2) dla ukladu sterowania jak na rys. 16.1

uzyskujgc minimalny czas ustalenia odpowiedzi na skok predkosci.

a(%_—»- 1 G(2) PP Gu(s) PP Gy(s) T»
T
p

Rys. 16.1. Uktad sterowania z korektorem.

-sT,

1-e

Gy(5) =~ Ge(5) =

Rozwigzanie:
Aby uzyska¢ minimalny czas odpowiedzi na skok predkosci (rys. 16.2a) nalezy
otrzymac¢ odpowiedz o ksztalcie jak na rys. 16.2b.

Au(t) Ay(t)

; ; ; /

6 6

5 / 5

4 4

3 3

2 2

1 1

0" 12345678,r "T2345678,r,
p
a. b.

Rys. 16.2. Wykres skoku predkosci (a) i zadanej odpowiedzi na skok predkosci (b).

Korzystajgc ze wzoru (H.1), wprost z rys. 16.2b mozemy odczyta¢ wartosci y(n) dla
poszczegblnych probek n. Zatem:

Y(2)=> y(nT)z"™" :Tp(OZO +0z7'+227 +327 +4z27 +527 +) (16.1)
n=0
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Dla skoku predkosci:

U(z)=> u(nT)z" :Tp(Oz0 1z +227 4327 + 427 +) (16.2)
n=0

Z drugiej strony wiadomo, ze transformata 2Z skoku predkosci dana jest wzorem
(patrz tab. H.1):

T z
U(z)=—" (16.3)

(z-1)

Poréwnujac wzory na (16.1) i (16.2) oraz wykorzystujac (16.3), mozemy zapisac:

Tz T,(2z-1)
Y(2)=U@)-T,z =" T ;7' =2
(0)=U(@)-T,z o2 (-1}

(z-1)

(16.4)

Ostatecznie, aby uzyska¢ odpowiedz na skok predkosci otrzymujgc minimalny czas
ustalenia, zastepcza transmitancja uktadu powinna by¢ dana wzorem:

Y@ _22-1

G.(2)= U@ 27

(16.5)

Nastepnie policzymy transmitancje¢ obiektu z ekstrapolatorem zerowego rzedu. W tym
celu skorzystamy ze wzorow (H.18) i (H.16):

z-1 2 0,19
Gy (2) = Z = - 16.6
o ()= {s(s + 1)} z2-0,905 (16.6)

Transmitancja zastepcza uktadu regulacji z korektorem to:

_ G (2)G (1)
O e (G, () (167
a stad juz bezposrednio:
Ge(2)= 1 G,@) (16.8)

Goe(2) 1-G,(2)
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Po podstawieniu wartosci (16.5) 1 (16.6) do wzoru (16.8) ostatecznie otrzymamy:
10,53z° 14,792 +4,76
G (2)= 5 (16.9)
27 -2z+1

16.2. Zadania

Zad. 1. Obliczyé korektor cyfrowy

G, (z) dla ukladu sterowania jak na

rys 16.1 uzyskujgc minimalny czas ustalenia odpowiedzi na skok

1 _ e—STp

S

polozenia; G_(S) =

1
1. G(8§)=—,T =1
(%) s+1° P
2 G(s)=—2—.T =1
G T R
1
3. G (s)=——,T =01
(%) s+5 °F
3
4. G (S)=——,T, =05
(%) 2s+1" P
5. G(S)=— T =2
' s+2° P

Zad. 2. Obliczy¢ korektor cyfrowy
rys. 16.1 uzyskujgc minimalny

-sT,

predkosci; G.(S) = 1_2
2
1. G,(9)= e l,szl
4
2. G(S)——4 T,=0,1
4
3. G(S)—T4 TpZI
2 T,=02
4. G(S)_j » =0,

6. G°(S):sz+s’Tp:1

7. Go(s):szl_l,szl
2

8. Go(s)=m, o =1
s+1

9. Go(s):m,szl
2s+1

10. Go(s)=m,Tp=1

Gy (z) dla ukladu sterowania jak na

czas ustalenia odpowiedzi na skok

1
5. G(s)=——, T =1
o(8) 10s—1" °
6 G(s)—-Qi— T =05
R 55+1° 7P 7
7. GJS):S; LT, =1
S
8. G(sy——————— T =1

Z_g-2" P



Uktady nieliniowe 152

17. UKLADY NIELINIOWE

17.1. Przykladowe rozwigzania

Zad. 1. Obliczyé funkcje opisujgcqg J(A) dla elementu o charakterystyce jak
narys. 17.1.

1

[}
[
B 4

A 4

Rys. 17.1. Przekaznik dwupolozeniowy z histereza.

Rozwigzanie:
Funkcj¢ opisujacg obliczamy zgodnie ze wzorem (L.1). Skorzystamy z faktu,

ze funkcja:
e = f(Asin(at)) (17.1)
przyjmuje tylko 2 wartos$ci (rys. 17.2):

e —B dla warto$ci ¢ = at z przedziatow (O, (pl), (72' + ¢, 27[),
e +B dla wartoici @ =at z przedziatu (¢, 7+¢,).
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cy

vo = ot
Rys. 17.2. Graficzna interpretacja dziatania przekaznika dwupotozeniowego z histerezg.

Zatem:
J(A) = i joz” f (Asin(et))e™d (et) =

_ l(,[:l (_ B)e—j(utd(a)t)+ J‘:‘/’l Be—jaxd(wt)+ J'M (_ B)e-iwtd(a)t)) =

M 7Z'+(pl
B{Lewp e L ). @72
Al j e e
:E( s __g i) 4 gmien 4 gi27 _e‘j(”“/’l)):
7A
— e—jZ/r _1+2e*j¢1 _2e—j”e*jf/’1
ale:
g 127 =1, e i7m — 1 (17.3)
zatem:
4B . 4B ..

Warto$¢ funkcji € w punkcie at = ¢, wynosi a. Podstawiajac do wzoru (17.1)
otrzymamy

a= Asing, (17.5)
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czyli:
. a
S @ = A
3 (17.6)
cos @, =+/1-sin’ g, 3/1—[%)
zatem ostatecznie:
A =B i 32—jE (17.7)
A A A '
Zad. 2. Wyznaczy¢ okres i amplitude drgan wlasnych w ukladzie jak na
rys 17.3. G(s):;, J(A):ﬁ, B=6
s(s+2)s+3) 7A
u e m y
J(A) [ G(s) >

Rys. 17.3. Nieliniowy ukltad regulacji automatycznej.

Rozwigzanie:
Drgania wtasne w uktadzie jak na rys. 17.3 wystepuja przy spelieniu wa-

runku (L.2). Dla obiektu G(S), po przejsciu w dziedzinie cze¢stotliwosci:

. 2 2
G(lw) = = 17.8
(Jw) ja)(ja)+2)(ja)+3) 50 + ja)(6—a)2) ( )

Dla elementu nieliniowego:

L (17.9)
J(A 4B

Po podstawieniu do rownania (L.2):

2 __m (17.10)
—Sa)2+ja)(6—a)2) 4B '
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W celu prostszego rozwigzania powyzszego rdwnania przedstawmy je w innej
postaci:

1 1
_ _ (17.11)
—2.50° + | O,Sa)(6—a>2) _‘::\4_ i0

Teraz wystarczy przyréwnac czesci rzeczywista i urojong mianownikow po
obydwu stronach réwnania, otrzymujac uktad dwoch réwnan (17.12) z dwoma
niewiadomymi A i @.

2507 =28
’ (17.12)

0.50(6-w”)=0

Wprost z rownania drugiego otrzymujemy:
w=+6 =245

Wartosci @ =0, @ =—+6 pomijamy z oczywistych wzgledow.
Po podstawieniu @ do rownania pierwszego:

A= 48 > =051
2.57mw

Zatem ostatecznie: w ukladzie pojawia si¢ drgania wilasne o okresie

T = 27 _ 2,57s iamplitudzie A=0,51p.u.
)

Zad. 3 Okresli¢ punkty rownowagi uktadu jak na rys. 17.4 oraz zbhadaé sta-

bilnos¢ uktadu w tych punktach. G(sS) = 2; , f(e)=8,5e—¢’
S +2s+1

y

v

fle) [ G

Rys. 17.4. Nieliniowy uktad regulacji automatycznej.

Rozwigzanie:
Zaktadamy zerowe wymuszenie (U = 0) . Uktad bedzie w stanie rownowagi,

jezeli pochodne czeéci liniowej wynosza 0, czyli gdy s=0. Wtedy G(0)=2.
Zatem dla powyzszego uktadu mozemy zapisa¢ 3 rownania dla poszczegol-
nych weztoéw:
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e=-y
m=28,5e—¢’ (17.13)
y=2m

Z powyzszego uktadu rownan mozemy wyznaczy¢:

e(9-e*)=0 (17.14)

Rownanie (17.14) ma 3 rozwiazania: ¢, =0, e, =3, e, =-3.

W kolejnym kroku dokonujemy linearyzacji uktadu w wyznaczonych punktach
rownowagi. W tym celu zastepujemy funkcj¢ jej pochodng w danym punkcie
roéwnowagi:

df (e) :@5_3é1 ~85

de e, =0 o=
df (E) 2

de e,=3 ( 162:3 ( )
df (e) :(8,5—3821 :—18,5

de |, _, &="

Konsekwencja tego jest zastgpienie funkcji f(€)na rys. 17.4 powyzszymi war-
toSciami. I tak przyktadowo dla e, = 0 ukfad przyjmie postac:

y

v

8,5 [ G(s)

Rys. 17.5. Uktad regulacji automatycznej z rys. 1.4. po linearyzacji
czgsci nieliniowej w punkcie e,=0.

Transmitancja uktadu otwartego dla poszczegdlnych punktow rownowagi wy-
nosi:
-dlae =0:

17

G(S)=——
1(8) s +2s+1

(17.16)
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-dlae, =316, =-3:

-37

G.(9) = s +2s+1

(17.17)

Transmitancja zastgpcza ukladu zamknigtego dla poszczegélnych punktéw
roOwnowagi wynosi:

-dlag =0:
17
G, (8= 17.18
a(5) s?+2s+18 ( )
-dlae, =316, =-3:
-37
G,8)=———"— 17.19
208 = & 55 36 (17:19)

Stabilno$¢ sprawdzimy obliczajac bieguny powyzszych transmitancji:

-dlag =0 s, =-1,0+4,1231j, s, =-1,0-4,1231j
-dlae,=31¢€,=-3 s, =—7,0828, s, =5,0828

Zatem, jak wida¢, tylko w pierwszym punkcie rownowagi (e, = 0) uktad jest
stabilny (wszystkie bieguny majg ujemna czg¢s$¢ rzeczywista).

17.2. Zadania

Zad. 1. Obliczy¢ funkcje opisujgcq J(A) dla elementow o charakterystykach:

AU Au
B B
_a -
0 e 0 a e’
B -B
1 2.
u tga =k au
tga = k] B
-a a\ o -B/k [/« -
/ o a e 0 Bk ¢
-B
3 4.
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Zad. 2. Wyznaczy¢é okres i amplitude drgan wlasnych w ukladzie jak na

4B
rys. 17.3. J(A):E
3 G(S)=s3+2szl+3s+4’ 8=l
2 G(S):353+4s‘3+55+1’B:2
2
3. G(s):m, B=
4
+ G(S):s(s+0,5)(s+2)’ B=2
5. G(s)= > B=35

$*+55% +55+1°

10
6. G(s)= ,B=1
® 8s® +65° +4s5+2
1
7. G(s)= ,B=2
) 28’ +2s* +25+1
1
8. G(S):S(S_'_—z)z,B:4
4
9. GS = , B=5
®) (s+1)s+2)s+3)
10 G(S)=ﬁ,8=6

Zad. 3. Okresli¢ punkty rownowagi ukladu jak na rys. 17.4 oraz zbhadaé sta-

bilnos¢ uktadu w tych punktach.

4
. Gs)=————, f(e)=—e’+3,5
®) 28> +5+2 ©
2. G(S)=5—— 4 , f(e)=¢’—425¢e
S“+4s+1
1
3. G(s)=————, f(e)=€’-17e
®) 25 +3s+1 ©
4 GS)=— L, fe)=¢—6e
S°+S+2
5. 6(9) ==L fe)=e-95e
' 38 +540,5° ’
S+2
6. G(s)=—————, f(e)=e’—125e
® s +55+2 ©

25+5
7. G(S)=——
) 28’ +s+1

, f(e)=—e’+0,8¢e

s+1
8. G()=————, f(e)=—e’+20e
® s +4s+5 ©
5
9. G(s)=———, f(e)=¢e’—4e
® s(s+2) ©
10. G(s)= 432 fe)=e*—025e
s(s+5)

Uwaga: w zadaniach 9 i 10 przyjqé, ze w punkcie rownowagi m=0.

158
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DODATEK - PODSTAWY TEORETYCZNE
A. TRANSFORMATA FOURIERA
A.1. Przeksztalcenie Fouriera - definicje
e transformata Fouriera funkcji f (t):
F(jo)=F{ft)}= j f(t)e dt (A.1)

—00

Czesto pomija si¢ j stosujac zapis F(w).

Warunkiem istnienia transformaty Fouriera danej funkcji f (t) jest spetnienie za-

leznosci:
j | (|t < oo

—00

e przeksztalcenie odwrotne (odwrotna transformata Fouriera):
f)=FF(jo)}= 1 jF(ja;)ei“’fda)
2r Y

e zasada dualizmu:
jesli f(t) <> F(w) to F(t) =24 (—w)
Na mocy (A.4 ) mozna udowodni¢, ze dla delty Diraca zachodzi:
278() = [edt
A.2. Wazniejsze wlasnosci transformaty Fouriera
e liniowo$¢:

T{af, (t) + bf ()} = aF, (jw) + bF, (jo)

(A.2)

(A3)

(A4)

(A.5)

(A.6)

e twierdzenie o rézniczkowaniu (przy zerowych warunkach poczatkowych):
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d™ f (1) e
Fi— o =(jo) F(jo) (A7)
dt
e twierdzenie 0 mnozeniu przez czas
L dVF(jw)
Tt ft)=j"—= A8
o= (A8)
e twierdzenie o opoznieniu w dziedzinie czasu:
F{f(t—t)}=F(jo)e ™ (A.9)
e twierdzenie o opoznieniu w dziedzinie czestotliwosci:
F{f (e = F(j(0-a,)) (A.10)
e twierdzenie o skalowaniu:
1 .
T{f(at)}:—F(jgj (A.11)
a a

A.3. Transformaty Fouriera wybranych funkcji

Tab. A.1. Tabela transformat Fouriera wybranych funkcji.

f(t) F(jo)
o(t) 1
1(t) 75 () — -
@
1 275 (w)
gl 270 (w— )
1t)e P g >0 ;
’ a+ jf+jo
sin ot j7(8(@+a)-(o—-a))
cosat 7z(5(a) +a)+o(w— a))
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B. TRANSFORMATA LAPLACE’A
B.1. Przeksztalcenie Laplace’a - definicje
Transformata Laplace’a funkcji f (t):
F(s)=2{f(t)}= T f(t)e'dt (B.1)
Przeksztatcenie odwrotne (odwrotna transformata Laplace’a):
s
f(t)=LYF(s)}= = jF(s)eStdS (B.2)
o= oo
B.2. Wazniejsze wlasnosci transformaty Laplace’a
e liniowo$¢:
{af, (t)+bf,(t)} = aF (s) + bF,(s) (B.3)
e twierdzenie o rézniczkowaniu:
At} =5"F(5)-s" F TV 0)=s"2F D (0)—...—sF O)— F(0) (B4
e dVf(t
gdzie fO(t) = T() .
Natomiast przy zerowych warunkach poczatkowych:
2F M) }=5"F(s) (B.5)
e twierdzenie o catkowaniu:
t 1
4{ ! f (r)dr} = F() (B.6)
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e twierdzenie o mnozeniu przez czas

d™F(s
L) ) O (B.7)
ds
e twierdzenie o opdznieniu w dziedzinie czasu:
L{f(t—t)}=F(s)e™" (B.8)
e twierdzenie o opoznieniu w dziedzinie czgstotliwosci:
2{f (e }=F(s-a) (B.9)
e transformata Laplace’a funkcji okresowe;j:
F (s
F(s)= 1_T§_3T (B.10)
gdzie: F;(S) - transformata Laplace’a jednego okresu funkcji.
e funkcja wagi (odpowiedz na sygnat Delta Diraca):
g(t)=£"{G(s)} (B.11)
e odpowiedz na skok jednostkowy:
1 1
JOEFARCEO (B.12)
e metoda residudw - wyznaczanie odwrotnej transformaty Laplace’a:
n
f(ty=<"{F(s)}=>(s—s) F(s)e” (B.13)

k=1 S=Sy
gdzie S, jest k-tym biegunem F(S).
Wzér (B.13) prawdziwy jest tylko dla biegunéw pojedynczych. Jezeli biegun

jest p-krotny, to we wzorze (B.13), pod suma, dla takiego bieguna wystapi
sktadnik:

1 d( p-1)
(p-1)!ds""

(s=s)" F(s)e”

(B.14)

s=5y
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B.3. Transformaty Laplace’a wybranych funkcji

Tab. B.1. Tabela transformat Laplace’a wybranych funkcji.

f(t) F(s) f(t) F(s)
5(t) 1 sinat 1(t) w
s’ +o’
1(t) 1 cosat 1(t) S
S s’ +w’
t1(t) 1 e ™ sinat 1(t) a
s? (s+a) +o°
t" 1 e cosat 1(t) S+a
n 1 s (s+a) +o’
e ™ 1(t) 1 tsinat 1(t) 2a8
S+a (52 + a)z)2
te ™ 1(t) 1 tcosat 1(t) s’ -’
(s+ay v,
n 1 A i 20(s+a
t" e 1(t) _ te ™ sinwt 1(t) ( ) 2
n! (s+a) [(S+05)2 +a)2]
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C. CHARAKTERYSTYKI BODEGO

Tab. C.1. Charakterystyki Bode'go podstawowych cztondéw transmitancji.

transmitancja charakterystyka modutu charakterystyka argumentu
» L(w) [dB] 20log( k) arg{ G(jo)}
G(s)=k T >
> ‘ w [rad/s]
w [rad/s]
L(w) [dB] I arg{ G(jw)}
/T
G(s)= 1 — I >
(TS + 1)  [rad/s]
[rad/s]
—1/2*m
\m*20dB/dek
L(w) [dB] arg{ G(jo)}
I /n*20dB/dek +70/2%n
G(s)=(Ts+1) >
/T o [rad/s] \ T w [rad/i
L(w) [dB] s arg{G(jo)}
\ w [rad/s] —m/2*m
2 arg{ G(jw);
+1/2#n
G(s) =ks" /n*20dB/dek

IL(@) [dB]
rad/s]

/1/k

w [rad7s]
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D. ALGEBRA SCHEMATOW BLOKOWYCH

D.1. Polaczenie szeregowe

U Y
E)» G,(s) P G,(s) —(>S)

Rys. D.1. Potaczenie szeregowe.

G,(5) =G,(s) G,(s) (D.1)

v [ LY %Y@
Gys) 7

Rys. D.2. Potaczenie rownolegte.

D.2. Polaczenie réwnolegle

G,(9)=G(8)£G,(s) (D.2)

D.3. Polaczenie ze sprzezeniem zwrotnym

E
U(s) E6) R
F

H(s)

Rys. D.3. Polaczenie ze sprz¢zeniem zwrotnym.

_ G
G = oM ) (D3)
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D.4. Przenoszenie wezla zaczepowego

oo o) Hih{ao [

— '

Y Y(s)
IL%L - %ﬁ) Uﬂ G(s) _;X&T)
T 1/G(s)

v U(s)
Rys. D.4. Przenoszenie wezla zaczepowego.

D.5. Przenoszenie wezla sumacyjnego

YOrse »(%)—»Y(S) E>U$l%>s 6o L)

1/G(s)
AU, (s)
U(s) Y(s) rUGs) Y(s)
—H%)—b G(s)ﬁ;b —» G(s) —H%)—b
Uts) G(s)

U6

Rys. D.5. Przenoszenie wezla sumacyjnego.

D.6. Zamiana wezlow sumacyjnych miejscami

u, _ % : u, - N %
+ + - +
u, Uy u, )

Rys. D.6. Zamiana weziéw sumacyjnych miejscami.
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D.7. Zamiana wezléw zaczepowego i sumacyjnego miejscami

Rys. D.7. Zamiana wezlow zaczepowego 1 sumacyjnego miejscami.

E. UCHYBY USTALONE

e Uchyb polozenia:

- ! E1)
P 1+11n(}G12(S)
e Uchyb predkosciowy:
e, = ; (E.2)
lim sG,,(s)
s—0
e uchyb przyspieszenia:
I (E.3)

& =T
lims°G,,(s)
s—0

gdzie:
G,,(S) - transmitancja uktadu otwartego
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Tab. E.1. Uproszczone wzory wartosci uchybow dla uktadéw o réoznym stopniu astatyzmu.

uchyb e, e, e,
m m — stopien astatyzmu
0 1 o0 0 k- zastepcze wzmocnienie
1+k uktadu
1 0 1 o0
K

2 0 0 1

K

3 0 0 0

F. STABILNOSC
F.1. Podstawowy warunek stabilnos$ci
Liniowy ukfad ciagly jest stabilny asymptotycznie, jezeli czeSci rzeczywiste
wszystkich biegunow transmitancji sa ujemne. tzn. gdy leza w lewej polptaszczyz-
nie zespolone;.

F.2. Kryterium Routh’a

Niech:

_ Lo _ L(s)
M(s) as"+a,_s" +...+as5+4,

G(s)

(F.1)

Uktad regulacji jest stabilny asymptotycznie, jezeli jego rownanie charakterystycz-

ne (M (S) =0) spetnia dwa warunki:

1°wszystkie wspolczynniki a,...Q, istnieja (czyli sg rézne od zera) i sa jednako-
wego znaku. Jest to warunek konieczny,

2°wszystkie wspotczynniki 1-szej kolumny tzw. wyznacznika Routh’a sg rézne od
zera 1 sg jednakowego znaku:

an an—z n—4
an—l an—3 n-5
b b, b, - (F2)

- liczba wierszy wyznacznika Routh’a wynosi N+1.
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gdzie:
an n-2 an an—4 an n-6
a. _ a. B a. _
blz n—-1 n3, b2: n-1 nS’ b3: n-1 n7’ ‘‘‘‘‘‘‘‘
a, a, a,
an—l an—3 an—l an—S a'n—] a‘n—7
bl 2 bl b3 bl b4
CC=—"7""", C,=——"7"—"7", C,=—""7""", ...
- bl - b1 - bl
b, b, b, b, b, b,
C C C C C C
d =t 2 d, ==l dy =0t
-G —C —C

Cecha charakterystyczna kryterium Routh’a:

Liczba zmian znaku wyrazéow w 1-szej kolumnie wyznacznika Routh’a jest row-
na liczbie biegunéw transmitancji lezacych w prawej potplaszczyznie lub na osi
urojone;j.

F.3. Kryterium Michajlowa

Niech uktad regulacji opisany jest rownaniem (F.1).
Uktad jest stabilny asymptotycznie, jezeli:

AargM(ja)):ng (F.3)

0<w=oo

gdzie n - liczba biegunow transmitancji (stopien mianownika).
Praktycznie oznacza to, ze uklad bedzie stabilny, jesli krzywa M ( j@) przechodzi
przez n kolejnych ¢wiartek uktadu wspotrzednych (rys. F.1).

Im(M)
stabilny

niestabilny

Rys. F.1. Praktyczna interpretacja kryterium Michajtowa.



Dodatek - podstawy teoretyczne 170

F.4. Kryterium Nyquista — wersja podstawowa
Jezeli uktad otwarty ma N, biegunow w prawej polptaszczyznie i NbO biegu-

now S =0, to uktad zamknigty jest stabilny asymptotycznie jezeli:

Aarg(1+G,,(jw)) = N,z + Nbog (F4)

0<@w<o
F.5. Kryterium Nyquista — wersja uproszczona — tzw. kryterium lewej strony

Jezeli uktad otwarty nie posiada pierwiastkow w prawej polptaszczyznie (tzn. jest
stabilny) i przemieszczajac si¢ po charakterystyce amplitudowo-fazowej w kierun-
ku rosngcej pulsacji, zostawiamy punkt (-1, j 0) po lewej stronie, to uktad zamknie-
ty jest stabilny.

4 Im{G(jo)}

(-1,j0) _ uklad stabilny
R / k, k, k

»

Re{G(jw)}

AN uktad niestabilny

uklad na granicy stabilno$ci

Rys. F.2. Praktyczna interpretacja kryterium lewej strony.
F.6. Kryterium logarytmiczne.

Jezeli uktad otwarty jest stabilny asymptotycznie i dla pulsacji, dla ktorych cha-
rakterystyka logarytmiczna amplitudy jest dodatnia, charakterystyka fazy przecina
prosta — s parzystg ilo$¢ razy (w tym zero), to uktad zamkniety jest stabilny.

L(w) [dB]
A
N
\
AY
A »
\ o [rad/s]
\
\
\
. \
arg{ G(jo)
A
7 N 0 przecigé a)'[rad/s]
—T f\ <
1 przecigcie

Rys. F.3. Praktyczna interpretacja kryterium logarytmicznego.
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W praktyce oznacza to, ze uktad jest stabilny gdy:

L(w,) <0, dla @, spetniajacego warunek alrg{G]z(jco1 )} =—7
albo:

arg{G1 ,(jo, )} >—r,dla @, spelniajacego warunek L(w,)=0

F.7. Zapas wzmochienia i zapas fazy

Zapas wzmocnienia - okresla krotno$¢ o jaka musialoby wzrosna¢ wzmocnienie
uktadu otwartego, przy niezmiennym argumencie, aby uklad zamkniety znalazt
si¢ na granicy stabilnosci. W celu wyznaczenia zapasu modutu nalezy:
1° wyznaczy¢ pulsacje @, dla ktorej zachodzi: argG,,(jw,)=-7
2° zapas wzmocnienia wynosi:

1
AK . =—-L(w,), |AK = —-+—+— (F.5)
o (@) [ |Gl2(Ja)l)|]

Zapas fazy - okresla warto§¢ zmiany argumentu transmitancji uktadu otwartego,
przy niezmiennym wzmocnieniu, ktéra doprowadzitaby uklad zamkniety do
granicy stabilnosci. W celu wyznaczenia zapasu fazy nalezy:

1° wyznaczy¢ pulsacj¢ @, dla ktorej zachodzi: L(w,) =0 061 ,(jo, )| = 1)

2° zapas fazy wynosi:

Ap=r+argG,(jo,) (F.6)

L(®) [dB]

w / 10} [rad/:]
? AK e
arg{ Gj)} \
_\ @ [rad/:]
2]

Rys. F.4. Praktyczna interpretacja zapasu wzmocnienia i zapasu fazy.
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G. ZMIENNE STANU. OBSERWOWALNOSC I STEROWALNOSC

G.1. Zmienne stanu — definicje

Niech dowolny uktad wielowymiarowy ma p wej$¢ i r wyjs¢ (rys. G.1).

u, ()
lxlz(t).—>

up(t):—>

ukiad

wielowymiarowy

| yl(t)
> ,(1)

—— (1)

Rys. G.1. Schemat uktadu wielowymiarowego.

Powyzszy uktad mozna opisa¢ w przestrzeni stanu uktadem réwnan:

sX(s)=AX(s)+BU(s)
Y (s)=CX(s)+DU(s)

gdzie:

(G.1)

X(S) - wektor zmiennych stanu o wymiarach nx1 (n —rzad uktadu (G1)),

U(S) - wektor wymuszen wejsciowych o wymiarach px1,

Y(S) - wektor wielkosci wyjsciowych o wymiarach rx1,

A(S) - macierz stanu o wymiarach nxn, reprezentuje dynamike uktadu

B(S) - macierz sterowania o wymiarach nxp, reprezentuje oddziatywanie sterowa-

nia na uktad,

C(S) - macierz odpowiedzi o wymiarach rxn, reprezentuje sposob w jaki zmienne
stanu transformowane sa na zmienne wyjsciowe,

D(S) - macierz transmisyjna o wymiarach rxp.

Uktad réownan (G.1) mozna przedstawi¢ w postaci schematu blokowego jak na

rys.G.2.

U(SJ SX
L> B

D

A

Rys. G.2. Schemat blokowy uktadu rownan G.1.

Y(s)
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G.2. Obserwowalnos$é

Uktad nazywamy catkowicie obserwowalnym, jezeli rzad macierzy Kalmana H
jest rowny rzedowi n uktadu opisanego rownaniami (G.1):

rank(H)=n (G2)
gdzie:
H= [CT A'CT (ATfCT .. (AT )“‘ICT] (G3)
rank(H) — rzad macierzy H .
G.3. Sterowalnos$¢

Uktad nazywamy catkowicie sterowalnym, jezeli rzad macierzy Kalmana G jest
rowny rzedowi n uktadu opisanego rownaniami (G1):

rank(G)=n (G.4)
gdzie:

G=B AB AB - A"'B] (G3)
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H. TRANSFORMATA Z
H.1. Przeksztalcenie ZZ - definicje
Transformata 2 funkcji f (t):
F(z) = Z{f(t)} Z f(nT,)z™" (H.1)

Czesto w zapisie (H.1) pomija si¢ wartos$¢ Tp .

Przeksztalcenie odwrotne (odwrotna transformata 22):

'ty = ZF(2)} Z f(nT,)s(t—nT,) (H.2)
0 t — O +00
odzie 5(t) = {+0 o [sdt=1

Uwaga: w wyniku przeksztatcenia Z‘l{F(Z)} otrzymujemy sygnal impulsowy
f7(t), anie ciagly f(t).

H.2. Wazniejsze wlasnoSci transformaty 2Z

e liniowos¢:
Z{af,(t) +bf, (1)} = aF,(2) + bF,(2) (H.3)
e twierdzenie o mnozeniu przez czas

LdF@)

Zif ()} =-T, -

(H.4)

e twierdzenie o dzieleniu przez czas

F(z)= :Z{f(t)} —Tij@dz (H.5)
p

z
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e twierdzenie o opdznieniu w dziedzinie czasu:

k=-1

Z{ft-mT )=z "F@)+2" 3 f(KT,)z* (H.6)

dla m =1 wzor upraszcza sie do postaci:
Z{F =T )}=2"F(2)+ f(-T)) (H.7)

e twierdzenie o opoznieniu w dziedzinie czasu przy zerowych warunkach po-
czatkowych:

Z{ft—mT ) 1t -mT )}=2 "F(2) (H.8)
e twierdzenie o wyprzedzeniu w dziedzinie czasu:
m-1
Z{f+mT )= 2"F(2)- 2" f (KT )z ¥ (H.9)
k=0
dla m =1 wzor upraszcza si¢ do postaci:
Z{ft+T)|=2F(2) -2 £(0") (H.10)
e twierdzenie o zmianie skali zespolonej:
Z{f (e }=F(ze™) (H.11)

e twierdzenie o warto$ci poczatkowe;j:

f(0) = lim F(2) (H.12)

e twierdzenie o warto$ci koncowe;j:

lim f(nT)) =1in}(z—1)F(z) (H.13)
H.3. Wyznaczanie transformaty 2 i transformaty odwrotnej

e funkcja wagi (charakterystyka impulsowa):

g =Z"{G(2)} (H.14)

gdzie G(z) - transmitancja dyskretna uktadu



Dodatek — podstawy teoretyczne 176

e odpowiedz na skok jednostkowy:

y,(n)=2" {—G(Z)} (H.15)

e wyznaczanie odpowiednika impulsowego uktadu o transmitancji G(S)
- metoda residuow:

G(2) = Zn:(s—sk) G(s)z_z _ (H.16)

S=S

gdzie: s, jest k-tym biegunem transmitancji G(S) o liczbie biegunow n.
Wzér (H.16) prawdziwy jest tylko dla biegunéw pojedynczych. Jezeli
biegun jest p-krotny, to we wzorze (H.16), pod suma, dla takiego bieguna
wystapi sktadnik:
z }}
ST,
—e p

(p-1)
1 {d—{(s—suPG(s)
z
e wyznaczanie odpowiednika impulsowego uktadu transmitancji G(s),

(H.17)

(p=D!|ds”’

S=Sy

z ekstrapolatorem zerowego rzedu:

Gor (2 )—TZ{G(S)} (H.18)

S

e wyznaczanie odwrotnej transformaty 2 - metoda residuéw:

f(n)y=Z"{F(2)} Z(Z—Z)F(z)z”‘

(H.19)

gdzie z, jest k-tym biegunem F(z).
Wzor (H.19) prawdziwy jest tylko dla biegunow pojedynczych. Jezeli

biegun jest p-krotny, to we wzorze (H.19), pod suma, dla takiego bieguna
wystapi sktadnik:

(p-1)
! {d—[(z ~2,)° F(2)z"" ]} (H.20)

(p-Dtdz"”

=7
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H.4. Transformaty ZZ wybranych funkcji

Tab. H.1. Tabela transformat 2Z wybranych funkcji czasu.

f® F(2) f () FQ2)
. zsinol,
o0 ! sinat 40) 2’ —2zcoswl, +1
p
z Z(z —Cos a)Tp)
1t — ot Ut
® z-1 eos ® 22—22cosa)Tp+1
—-aly -
t A(t) Tp2 e sinat 1(1) ze " sinol,
(Z - 1)2 2% —226™" cos a)Tp +e 2T
—aly
21 Tyz(z+1) e cosat 1) z(z—e cosa)Tp)
t (t) 3 2 —an —2an
(Z_l) z°—-2ze "’ coswl +e
z : T Z(Z2 —l)sina)T
e 1t) e tsinat 1(t) (22"_ S ;’)2
p
—at 2T,e " T,2(2% cos T, -2 +cos T, )
te ™ 1(t) — t cosat 1(t) ( ;
z—e °* z —2ZcoscoTp+l)2

Tab. H.2. Tabela transformat 2Z wybranych funkcji dyskretnych f(n), n>0.

f(n) F(2) f(n) F(2)
S5(n) | Sinon : Zsinw
Z°—2z7cosw+1
| 7 oS e 2(z—-cosw)
7-1 2’ —2zcosw+1
n - a" sinon azsin @
(z-1Y 7’ —2azcosw+a’
2 M n 2(z—acos w)
n (z-1) a cosen 2° —2azcos w+a’
2 2 1)e:
i z(z +4z4+1) A sin on z(z l)sma)
(z-1) (22 —22cosa)+1)z
) z N cos o Z(Z2 cos w—21 +cosa))
a z-a (22—22(:0560+1)2
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. ALGEBRA SCHEMATOW BLOKOWYCH Z

I.1. Polaczenie szeregowe |

U(s)
—OFO—P G,(s)

00—

G,(s)

Y(s)
—>

Rys. I.1. Polaczenie szeregowe 1.

GZ(Z) = G1(Z) G2(Z)

1.2. Polaczenie szeregowe |1

(L1)

U(s)
—OFO—b G,(s)

A

G,(s)

Y(s)
—>

Rys. 1.2. Polaczenie szeregowe II.

G,(2) =Z{G\(5) G,(5)}

1.3. Polaczenie rownolegle

G,(s)

G,(s)

1.2)

% Y(s)
s

Rys. 1.3. Potaczenie rownolegte.

GZ(Z) = Gl(z) * Gz(z)

(1.3)
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|.4. Polaczenie ze sprz¢zeniem zwrotnym |

U(s) —~ E(s) Y(s)

G(s)

H(s) fe—o

Rys. 1.4. Polaczenie ze sprzgzeniem zwrotnym I.

G,(z)=— @

T 1+G(2)H(2) @4

1.5. Polaczenie ze sprz¢zeniem zwrotnym |1

G(s)

H(s)

Rys. 1.5. Polaczenie ze sprzgzeniem zwrotnym I1.

G(2)

()= 1+ Z{G(s)H(s)}

(15)

Przenoszenia weziow zaczepowych i sumacyjnych oraz ich zamiany miejscami
dokonujemy identycznie jak dla uktadow ciagltych (patrz podrozdziaty. C.4,
C.5,C.6,C.7)

J. UCHYBY USTALONE Z

e uchyb polozenia:

U S
" 1+1mG,y(2)

J.1)
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e uchyb predkosciowy:

T
e, =~ (12)
lln}(z -1G,(2)

e uchyb przyspieszenia:

e, = T
lim(z ~1)’G,(2)

(1.3)

gdzie:
G,,(z) - transmitancja uktadu otwartego
G,,(2) =G(2)H(2) - dla uktadu jak na rys. 1.4

G,(2) =Z{G(s)H(s)} - dla uktadu jak narys. L.5
K. STABILNOSC Z

K.1. Podstawowy warunek stabilnosci

Liniowy uktad impulsowy (dyskretny) jest stabilny asymptotycznie, jezeli
bieguny jego transmitancji leza na ptaszczyznie zespolonej wewnatrz okregu
jednostkowego (o $rodku lezacym w poczatku uktadu wspotrzednych i pro-
mieniu rownym jednosci).

K.2. Kryterium Jury’ego

Niech:

L(z) _ L(2)

G(2) = =
@ M(z) a,z"+a, 2" +...+az+3a,

(K.1)

Impulsowy uktad regulacji jest stabilny asymptotycznie, jezeli jego réwnanie
charakterystyczne ( M (z) = 0) spelnia nastgpujace warunki:

1° M) >0,

2° (-)"M(-1)>0

3° fao| <ay|
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4° Jo,| > |b, |
Col > [C12]
0| >ry
gdzie:
a, a, a. a a
bO: 0 n b1=0 n-1 bz_aO n-2 bk=a0 n—-k
a'n 0 a'n al an az a'n ak
_ bO n-1 _ bO bn—2 bO bn—3 _ bO bn—k—l
CO - Cl - C2 - Ck -
bn—l 0 bn—l 1 bn—l 2 bn—l bk

a0 a1 a2 a‘k an—z an—l n

an an—l an—z an—k a2 a1 0

b0 b1 2 k bn—z bn—l *
bn—l bn—z bn—3 bn—k—l bl 0 *

CO Cl Cz Ck Cn—z * * (KZ)
Cn—2 Cn—3 Cn—4 Cn—k—2 CO * *

9 o4 9 ¢ * oo

9 d4 9 4§ * oo

rO r] r2 * * * % *

* - pozycje nieokreslone
K.3. Kryterium Nyquista
Jezeli uklad otwarty ma N, biegunéw na zewnatrz okregu jednostkowego

i N,, biegunéw w punkcie z=1, to uktad zamknigty jest stabilny asympto-
tycznie jezeli:

Aarg(1+ G, (")) =7 N, +% Ny, (K.3)

0<oT <7
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K.4. Przeksztalcenie biliniowe
I=—— (K.4)

Poprzez podstawienie:

G(w) = G(z)|z%w (K.5)

analize uktadu G(w) przeprowadzamy identycznie jak dla uktadu cigglego.
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L. UKLADY NIELINIOWE

L.1. Wyznaczanie funkcji opisujacej
_ l 27 . —jot
I =— jo f (Asin(et)led (et ) (L.1)
L.2. Warunek wystapienia drgan wlasnych w ukladzie

G(iw)=%) (L2)
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