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WSTEP.

Die Mathematik ist in ihrer Entwickelung vollig
frei und nur an die selbstredende Riicksicht gebun-
den, dass ihre Begriffe sowohl an sich wiederspruchlos
sind als auch in festen durch Definitionen geordneten
Beziehungen zu den vorher gebildeten bereits vor-
handenen und bewihrten Begriffen stehen.

. Cantor.

1. PRZEDMIOT MATEMATYKI.

Bogactwo tresci najscislejszéj wiedzy ludzkiéj, jaksg jest Matema-
tyka, stanowigca $wiat odrgbny pojeé, odZzwierciadlajgcych w sobie
wiekowg pracg ducha ludzkiego nad trudnemi zagadnieniami bytu,
nie da sig zawrze¢ w kilku slowach wstgpnego okreslenia; przyta-
czajgc wige nizéj niektore z czgsciej napotykanych okredlen Mate-
tematyki, musimy zastrzedz z géry, Ze zadne z nich nie jest wy-
starczajgcém, bo wladciwe zadanie nauki dopiero przy wykladzie
jéj pojet i metod najlepiéj uwydatnié sig daje.

Matematyka jest naukg o wielko$ciach — oto najpospolitsza
z napotykanych definicyj. Jest ona wszakze niezupelng, bo nie
wszystkie twory Matematyki sg wielko$ciami i nie we wszystkich
jéj badaniach idzie o zwigzki pomigdzy wielko$ciami. [O wielko-
$ei méwimy obszerniéj w nastgpnym artykule]. Nauka kombina-
cyi np. nie ma nic do czynienia bezposrednio z wielkosciami, a do
takich np. tworéw, jak liczby urojone i nadurojone, nie mozna wprost
stosowaé pojecia wielkosci. I Geometrya w wielu badaniach swych
obywa sig zupelnie bez pojecia miary wielkodciowéj L.

Pojecia. T, 1. 1



2 WSTEP. l]_

Do nastgpujacych typéw gtéwnych sprowadzajg sig wszystkie twory
lub formy badan matematycznych® Do pierwszego typu nalezg liczby,
a wiec przedewszystkiém liczby calkowite, stanowigee zasadniczy
materyal Arytmetyki, nastgpnie wszystkie inne rodzaje liczb, ktére
drogg uogélnienia dzialai powstajg, a wigc liczby utamkowe, ujem-
ne, urojone, nadurojone, liczby idealne Kummera, “idealy, D e-
dekinda; liczby nieskofczenie wielkie i nieskofczenie male, nad-
skoticzone (transfinite) G. Cantora, wymierne i niewymierne, alge-
braiczne i przestgpne. Daléj nalezg tu funkcye matematyczne, wyo-
brazajace w jedném pojeciu szeregi stanéw, przez jakie przechodzg
liczby, zmieniajgce swa warto$é w zaleznosei od innych liczb.

Do typu drugiego nalezg formy geometryczne, t. . ciala geometry-
czne trojwymiarowe, formy dwu i jednowymiarowe, punkt geome-
tryczny, oraz ogélniejsze formy rozmaitosciowe ezyli przestrzenie
wielowymiarowe; daléj uklady czyli kombinacye rozmaitych form,
i formy, wyobrazajace w jedném pojeciu szeregi standéw, przez ja-
kie przechodzi pewna forma geometryczna lub uklady podobnych
form.

Do trzeciego wreszeie typu nalezg rozmaite formy matematyczne,
utworzone przy badaniu zjawisk, jak formy foronomiczne, mecha-
niczne, fizyczne i t. p.

Na pierwszy rzut oka zdaje sie, Ze objecie tych réznorodnych
przedmiotéw jedng naukg odbiera téjze charakter jednolitosei:
liczby bowiem zdajg si¢ byé czém$ zupelnie rézném od form geo-
metrycznych, te za$ rdéZniy sie zasadniczo od twordw, cechujgeych
zjawiska. Rozw6j nauki, jak to zobaczymy, zbliza wszakze do sicbie
te roznorodne poczatkowo dziedziny.

I tak pojecie liczby przez uogélnianie prowadzi kolejno od liczb
calkowityech dodatnych z jednéj strony do urojonych i nadurojo-
nych, z drugiéj za$ strony do niewymiernych i przestgpnych. Two-
rzenie liczb urojonych i nadurojonych odpowiada wprowadzeniu do
nauki o liczbach wymiarowo$ci, stanowigcéj ceche tworéw geome-
trycznych. Tworzenie za$ liczb niewymiernych i przestepnych
i w ogéble uwazanie calego continuum liczb odpowiada cigglosei, uwa-
zanéj za ceche pierwotng form geometrycznych. Tak wige przy po-
mocy liczb dajg sie przedstawi¢ formy geometryczne i obie rézne
napozér dziedziny jednoczg metody badania form analitycznych.
Na odwrot, formy geometryczne stuzyé moga do przedstawienia wia-
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Seiwosci form liczbowych. Daléj znéw badanie zjawisk prowadzi
do konstrukeyj analitycznych i geometrycznych.

Procz tego, jedno$é i jednolitosé Matematyki jest ugruntowang,
na jednolitosci genezy psychologicznéj jéj form. Formy matematy-
czne powstajg przedewszystkiém za-pomocg abstrakeyi z przedmio-
tow doswiadczenia, po usunigein wszelkiéj ich tresei specyficznéj,
z zachowaniem wszakze syntezy tych aktéw $wiadomosci, ktore
wspéldzialaly przy abstrakeyi. Tak np. wielo$é przedmiotéw dopro-
wadza przez abstrakeys do liczb calkowitych, gdy odwracajac
uwage od wszelkich wladciwosci przedmiotéw, jedynie przy pomocy
syntezy aktéw, ktére przy abstrakcyi wspoldzialaly, tworzymy for-
my, bedgee odbiciem umystowém wielosci spostrzezonéj. Od ciat fizy-
cznych o r6znéj postaci abstrakeya doprowadza do form geometry-
cznych, ktore sg wlasnie owg postacig, od tresei oderwany.

Taki sam proces doprowadza do pojecia przestrzeni, obcjmujgcé;
W sobie wyobrazalne utwory geometryczne, a takze do pojecia czasu,
bedacego formg nastepstwa zjawisk,

Opisany wyzéj proces nie wystarcza wszakze do tworzenia form
wszystkich; albowiem umysl z jednéj strony kombinuje i laczy for-
my; z drugiéj za$ strony uogélnia formy raz utworzone i do-
chodzi tym sposobem do form nowych, nie bedgcych bezposrednio
odwzorowaniem przedmiotéw lub zjawisk. Tak np. od ukladu liczh
rzeczywistych o jednéj jednostce zasadniczéj przechodzi do liczb
urojonych lub zespolonych o dwu lub wigcéj takich jednostkach;
przestrzed tréjwymiarows uogélnia, tworzge rozmaito$é wiclowy-
miarowg. Postepowanie w tym razie jest tak samo uzasadnioném
jak i abstrakeya, ktora z przestrzeni tréjwymiarowéj prowadzi do
dwu lub jednowymiarowéj. Wprowadza ono wprawdzie twory niewy-
obrazalne wprost, ale wyobrazalno$é, w zwyklém znaczeniu tego
wyrazu, nie stanowi zasadniczéj cechy pojeé matematycznych. Poje-
cia bez poglagdu sg puste, powiedzial Kant, ale w tym, jak i w in-
nych przypadkach, pogladowosé czyli wyobrazalnoéé dostatecznie
wynagradza ogo6l tych cech, ktéremi dane pojgcie okreslamy. Two-
rzenie form podobnych, ogélniejszych od form pierwotnych, przez
abstrakeyg utworzonych, stanowi wlasnie ceche wlasciwg Matema-
tyce i jest jednym z najwazniejszych czynnikéw jéj rozwoju.

Winni$my wprawdiie na samym wstepie zaznaczy¢, co dokladniéj
przedstawioném bedzie w dalszym wykladzie, ze uogélnianie poje¢
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matematycznych moze byé podjete dwojako. Mozna bowiem z jednéj
strony uwazaé pojecia uogélnione, jako odpowiadajgee formom isto-
tnie nowym, majgcym w dziedzinie badania takie same prawa bytu,
jakie majg pojecia form pierwotnie wprowadzonyeh; albo tez mozna
widzie¢ w formach uogélnionych tylko nowe zwigzki, w jakie wpro-
wadzamy formy pierwotne, czyli nowe a raczéj uogélnione dziatania.
Tak np. mozna uwazaé liezby ujemne, urojone, niewymierne i t. p.
za nowe rodzaje liczb, majgce taky samg samodzielnosé, jaks
majg liczby calkowite; przestrzenie czyli rozmaitosei wielowy-
miarowe mozna uwazaé za uprawnione z przestrzenig zwykly, eu-
klidesowg; albo téz widzie¢ w nowych liczbach formy, pod jakiemi
liczby calkowite dodatnie wchodzg do zwigzkéw i do rozumowania,
a W nowych przestrzeniach —przestrzen zwykly, przy przyjeciu za
clement nie punktu, lecz innego tworu geometrycznego. Lecz pray
jednym zaréwno jak i przy drugim sposobic uwazania, Matematyka
wznosi sig po nad dziedzing pierwotng, uogdlniajac raz pojecie two-
row, drugi raz pojecie dzialan. Wybér pomiedzy jednym a drugim
sposobem uwazania zalezy od pogladu teoretyczno-poznaweczego
na podstawy Matematyki. W saméj Matematyce oba sposoby uwa-
zania sg réwnouprawnione i kazdy z nich w sposéb sobie wlasciwy
prowadzi do wynikéw prawdziwych.

Ta dowolno$¢ tworzenia form w Matematyce nasuwa nawet po-
glad, ze w téj nauce umyst sam sobie stwarza przedmioty badanix,
bez zadnego udzialu do$wiadezenia, ze, jak powiada II. Grass-
mann:?® “Matematyka jest nauka o byeie szezegdlnym, ktory stak
sig prsez myélenie,,, i ze tém rézni sig od nauk realnych, ktorych
przedmiotem jest byt zewnetrzny, przeciwstawiajgcy sie mysleniu.
Winnismy wprawdzie nadmienié, ze to okreslenie stosuje Grass-
mann do Matematyki czystéj, z ktéréj wylacza Geometrya, zalicza-
jac ja wraz z Foronomig i Mechanika do nauk stosowanych (pord-
wnaj art. 4.).

Kant * uwaza formy matematyczne za konstrukeye ,wewngtrs
czasu,,, gdy sg liczbami, lub “wewnatrz przestrzeni,, gdy sy forma-
mi geometrycznemi.  Przestrzef i czas sg wedlug niego “formami
pogladu a priori,, od wszelkiego do$wiadczenia niezaleznemi; stad
twicrdzenia Matematyki zasadnicze sg prawami koniecznemi i po-
wszechnemi. 7 tego wszakize, ze wszystkie zjawiska uwazamy, jako
zachodzgce w przestrzeni i w czasie, nie wynika jeszeze, aby formy



]_J PRZEDMIOT MATEMATYKI 3]

matematyczne byly tylko konstrukeyami wewnatrz przestrzeni i cza-
su; przeciwnie pojeciamatematyczne sg ogélniejsze od pojecia prze-
strzeni i czasu: czas jest jednym z przykladéw formy jednowymia-
rowéj, przestrzef przykladem formy tréjwymiarowéj. Liczenie od-
bywa si¢ w czasie, ale liczba — wytwor liczenia—nie ma w sobie
nic z pojgcia czasu; formy geometryczne wyobrazamy sobie w prze-
strzeni, ale pojecie rozmaitosci wielowymiarowéj nie lkoniecznie
mie¢ winno cechy przestrzenne.

Wrotniski, ktérego poglady na calo$é badain matematycznych
postaramy si¢ w ksigzce naszéj przedstawié, w podstawowém swém
dziele o filozofiii Matematyki® w tworzeniu jéj zasad idzie za Kan-
tem. Matematyka nazywa on nauke o wielko$ei, uwazanéj intuicyj-
nie [pogladowo]; wielkoscia jest u niego, jaki uKanta, “stan przed-
miotu uwazanego z punktu widzenia syntezy tego, co zawiera w sobie
jednorodnego . Inaczéj méwige, przedmiotem Matematyki jest forma
t. j. sposéb bytu natury czyli $wiata zewnetrznego, gdy przeciwnic
tre§é tego bytu jest przedmiotem Fizyki. Formg §wiata zewnetrznego,
powstajacg ze stosowania praw transcendentalnych zmystowosei do
zjawisk, danych a posteriori, jest czas dla wszystkich, a przestrzen dla
przedmiotéw zewnetrznych. Prawa czasu i przestrzeni sg prawdziwym
przedmiotem Matematyki. Prawa te mogg by¢ uwazane in concreto
lub in abstracto ; w pierwszym razie stanowig przedmiot Matematyki
czystéj, w drugim — stosowanéj. Stosujae do czasu, uwazanego obje-
ktywnie za nalezgey do zjawisk fizycznyel, danych a posteriori.
prawa transcendentalne poznania, a mianowicie prawo ilosci, wzigte
og6lnie, dojdziemy do pojecia nastepstiwa momentow, a w najwyz-
széj tegoz abstrakeyi do liczby. Stosujge znowu to samo prawo
do pogladu przestrzeni, jako nalezacéj do zjawisk fizycznyeh, da-
nych a posteriori, dojdziemy do pojgcia “lacznosci,, (obokleznoSci,
conjonction) punktéw, a w najwyzszéj togoz abstrakeyi do pojecia
rozeiggloéei. Liczba i rozeigglosé sa wiec ostatecznie przedmiotem
Matematyki. To okreslenie Wroniskiego mogloby byé wystarcza-
jace i w dzisiejszym stanie wiedzy, jezeli w niém liczbe uwazaé be-
dziemy nie za zwigzang z nastgpstwem momentéw czasu, lecz ja-
ko forme zupelnie od czasu niezalezng; pod nazwg za$ rozeigglodei
rozumie¢ bedziemy nietylko formy przestrzenue ale i ogolnie rozmzﬁ‘—
1oéci wielowymiarowe.

Twoérca filozofii pozytywnéj, Comte, wspolezesny Wronskie-
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mu, zbyt jednostronnie pojmowal zadanie Matematyki. I Com-
te’a wprawdzie nie zadawalnialto okreslenie Matematyki, jako nauki
o wielko$ciach ; niedostateczno§¢é wszakze okreslenia widzial on nie
w tém, Ze pojecie wielkosci nie obejmuje wszystkich pojeé matema-
tycznych, lecz w tém, ze nie wskazuje, o cow Matematyce idzie
przy badaniu wielkosci. Comte widzi cel Matematyki w mierzeniu
wielko$ci, nie w mierzeniu wszakze zwyktém i bezposredniém, ktore
nie moze stanowi¢ jeszcze nauki, lecz w mierzeniu posredniém,
,»W oznaczaniu jednych wielko$ci przez drugie, wedtug zwigzkow Sci-
stych, jakie miedzy niemi istniejg, ®. DlaCo mte’a Matematyka nic
ma wladciwie odmiennego zadania od nauk fizycznych, ktére ré-
wniez szukajg zwigzku pomiedzy wielkoécidmi, zachodzgcemi w zja-
wiskach; tylko Ze zjawiska, badane przez Matematyke, sg bardziéj
proste, a przedmioty jéj oderwane.

Ograniczenie Matematyki do roli nauki niejako pomocniczéj dla
badain fizykalnyeh odejmuje jéj charakter wiedzy niezaleznéj, po-
wstajacéj 1 rozwijajacéj sig o silach wlasnych przez samodzielne
tworzenie pojeé, nie zawsze bezposrednio zwigzanych z przedmio-
tem do$wiadezenia. Matematyka w rzeczy saméj zajmuje w syste-
mie wiedzy ludzkiéj stanowisko odrgbne. Badajgce przedmioty tylko
ze wzgledu na ich wlasnosci formalne, albo, jak méwi Wundt?,
ze wzgledu na porzqdek, a nie tresé rozmaitosei, danych w dodwiad-
czeniu, albo tez, co na jedno wychodzi, ze wzgledu na funkcye
intelektualne przy spostrzeganin przedmiotéw, nie za$ ze wagledu na
tres¢ wrazen zmyslowych, Matematyka jest naukg formalng i tém
rézni sig od nauk do$wiadczalnych czyli realnych, w ktérych do
wlaseiwosei czysto formalnych przybywa szezegélna jakosé (qualitas)
elementow, t. j. najprostszych czesci sktadowych rozmaitosei. Stosu-
nek Matematyki i nauk do$wiadezalnych okreslié mozna w ten
sposob, ze “pierwsza ma za przedmiot to, co w do$wiadezeniu jest
wedlug warunkéw formalnych moiliwém, drugie to, co wedlug for-
my i tresei jest rzeczywistém,, 5. Wyjasnienie tego stosunku wskaza
niejednokrotnie dalsze artykuty.

2.  WIELKOSC.

Nazwg wielkosé spotykamy juz u Euklidesa, wedlug ktérego
do wielkosci zaliezg si¢ formy geometryczne: linie, katy, powierzch-
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nie, ciala, oraz liczby calkowite, ktére majg nastepujgce cechy
wspolne : wielkoéci jednorodne mozna poréwnywaé, dodawad, odej-
mowadé i dzielié na czesci. Wedlug Hankela?® pojecie “wielkosé,,
nie potrzebuje wcale definicyi metafizycznéj, ale tylko wyjasnienia.
Wielkoseig nazywa on kazdy przedmiot, ktéry jest wigkszy, mniejszy
lub réwny innemu przedmiotowi, ktéry moze byé uwielokrotniony
lub dzielony na czesei, albo, wyrazajac si¢ stowami Bolzano?,
“ktéry nalezy do gatunku rzeczy, z ktérych dwie ktérekolwick
M i N nie mogg mieé nigdy innego stosunku, jak ten, ze sg albo r6-
wne, albo jedna jest suma zawierajgcg jedne z nich jako czeg$é“.
Szeroko rozwodzi sig nad pojeciem wielkosei P. Dubois-Rey-
mond!Y ktérego wywody postaramy sig tu strescié.

Nie wszystkie szeregi wyobrazen, z jakiemi mozna wykonywaé dzia-
tania matematyczne, podpadajg pod zwykte okreslenie wielkodei, t. j.
nie wszystkie dajg sig poréwnywadé liczebnie, jak np. dlugodci lub
cigzary. Wielko$cig matematycezng jest ogél (Inbegriff) nastepstwa
takich tylko wyobrazei, o ktérym powiedzie¢ mozna, ze 1, kazde po-
jedynicze wyobrazenie ma w tém nastepstwie miejsee dostatecznie okre-
Slone; 2. pomiedzy wielkosciami danego nastepstwa lub tez pomie-
dzy wyobrazeniami, nalezacemi do innyeh ustalonych nastgpstw,
istniejg zwigzki, ktore mogg byé kombinowane w nowe zwigzki, Trze-
ba przyznaé, ze to okreslenie, bedgee abstrakeyjném przedstawieniem
znanych cech kazdéj wielkodei, podlegajacéj poréwnaniu z innemi,
nie jest weale jasném ; zresztg nie zadawalnia ono i samego autora,
ktéry widzi w niém “produkt dyplomatycznéj sztuki definicyi, nie
dajacy weale poznaé ani zakresu ani tredei tak delikatnegoi boga-
to rozwinigtego pojecia wielkodcei,. Jak nie mozemy poznaé, po-
wiada trafnie Dubois-Reymond, nowéj formy zwierzecdj, ozna-
czajae liczbe plaszezyzn, ktéra ja w sobie zamyka, tak samo po-
wyzsza definicya nie daje nam poznaé, czém jest wielko$é mate-
matyczna i ezém rézni sig od wielkosei niematematyeznéj. Szuka
przeto Dubois-Reymond tego pojgcia we wszystkich dziedzi-
nach, w ktéryeh je przypuszezalnie znalezé moze, i bada nastepnie,
co wszystkie przypadki majg w sobie wspélnego.

W przegladzie tym znajduje najprzéd wielko$é matematyczna
w liczbie, jako w wielko$ci preerywandj, ktéra sig wprawdzie rézni za-
sadniczo od wielko$ci ciggléj, jakg naprzyktad widzimy w linii geo-
metrycznéj, [o formach cigglych i przerywanych moéwié bedziemy
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wart 3.], ale réznice te usuwa powolirozw6j Matematyki, gdyz wiel-
ko$¢ ciggla, aby mogla by¢ mierzong, poddang byé musi pod poje-
cie liczbowe. Przykladem wielko$ci matematyeznyeh cigglych sy
dlugodei, powierzchnie, objetosci, cigzary, czas, predkosé, sila, iloéé
ciepta, natezenie $wiatla, napieeie elektryczne, sita pradu elektry-
cznego itd. Typem wszystkich tych wielkosci moze byé odeinek linii
prostéj. Jak odcinki mogg byé dodawane i dzielone na ezedel, jak
réznice odcinkéw, wielokrotnodei i czeSei tychze nie zmieniaja swéj
natury, daja sig¢ poréwnywaé, powiekszaé i zmniejszaé, podobnie
i kazda z wymienionych wielko$ci te same wlasnosci posiada. Z te-
go powodu nazywa je wszystkie wielkosciami matematycznemi linear-
nemi, Do tych wielkoséei nalezg, wedlug niego, nie tylko wielkodei,
wziete ze §wiata zewnetrznego, ale i takie, do ktérych prowadzi ba-
danie zycia psychicznego, a wiec np, wrazenia, jako stopniujgce sie
w zaleznosci od podraznienia zewngtrznego. Cala dziedzina Psycho-
fizyki opiera sie wladnie na téj mozliwosci zaliczenia wielko$ei ba-
danych do szeregu wielko$ei linearnych.

Do wielkosci nielinearnych, nalezacych do dziedziny badania ma-
tematycznego, zalicza Dubois-Reymon d przedewszystkiém wiel-
kodei, “powstajace ze stosowania dzialan matematycznych po za
granicami naturalnéj ich stosowalnodci,,, albo przy pomoey analogij,
“ktérym nie przypada w udziale zadue liczbowe znaczenie,,, jak np.
wielko$ei urojone, lub pojecie “nieskonczonoéei funkeyj,,. Do pierw-
szych nie przypada bezposrednio pojecie wigkszosei lub mniejszo-
$ci, ktore przenosimy do ich modutu'?, przy drugich o wiekszo$ei
lub mniejszodei rozstrzyga nie réznica leez iloraz.  Jezeli mimo to

e formy matematyczne nazywamy wielkodciami, to tylko diatego,
7z¢ mozemy wykonywaé¢ nad niemi rachunk? tak samo jak nad wicl-
kodciami linearnemi, rozumie sié, przy pewném ograniczeniu lub
modyfikaeyi zasadniczych praw dzialan. Takie wielko$ei nielinearne
nazywa Dubois-Reymond analitycznemd,

Jest wreszcie trzecia kategorya wielko$ei, rézna zupelnie od po-
przednich i nie nadajgca sie, wedlug Dubois-Reymonda, do
traktowania matematycznego. Nazywa je on wielkosciami giernem:
[Spielgrossen] ; w tych do elementu, ktéry poddaje sig rachunkowi,
przybywa element niematematyczny “bledéow myslenia,.

Istotne wlasno$ei wielkogei linearnych zamyka Dubois-Rey-
mond w nastepujiyeyeh okresleniach:
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1. Wielko$ci mnatematyczne linearne sg albo réwne albo nierd-
wne. Roéwnemi sg wtedy, gdy ich objawy zmyslowe sprawiajg za-
wsze to samo wrazenie przy tych samych warunkach. Jedna wiel-
koéé jest wieksza od drugiéj, gdy obraz zmystowy jednéj moze byé
zmieniony za pomocg “wyczerpania, [t. j. przez kolejne zmniejsza-
nie] w taki sposob, ze zawrze w sobie calkowicie obraz drugiéj; ale
nie odwrotnie.

11. Zadna szezegdlna z wielkoSci linearnych danego gatunku [t.5-
zaden odcinek z pomiedzy mozliwych odcinkéw], nie posiada sam
przez si¢ pierwszenstwa przed innemi, i dlatego nie posiadamy wy-
obrazenia kresu [granicy], koniecznego tak dla malodci jak i wiel-
ko$ci [Grossheit] ktéréjkolwiek z nich.

111. Dwie lub wiecéj wielkodei tego samego gatunku, dodane do
siebie, daja wielko$¢ tego samego gatunku, wiekszg od kazdéj z cze-
$ci skladowych. Kazda wielko$é moze byé dzielona na dowolna licz-
be ezedei, z ktorych kazda jest mniejsza od wielkosei danéj.

1v. Jezeli jedna wielko$é jest wigksza od drugiéj, to istnieje za-
wsze trzecia wielko$é tego samego gatunku, ktéra, dodana do dru-
giéj, daje pierwsza.

v. Wielko$ci réwne lub nieréwne, z ktérych najmniejsza nie ma
byé mniejszg od wielko$ei dowolnie maléj, mozna zawsze w dosta-
tecznéj liczbie polaczyé tak, aby otrzymaéd wielko$é, nie mniejszg
od jakiéjkolwiek wielkosel dowolnéj tego samego gatunku.

vI. Wielkosci dajg sie niezliczonemi sposobami dzieli¢ na mniej-
sze; miedzy temi sposobami wyréznia sie ten, w ktorym wielko$é
rozpada sie na dwie, trzy i wiecéj czedci réwnych. Dzielenie wiel-
kodci daje sie prowadzi¢ tak dlugo, dopOki wszystkie czedei nie
stang sie mniejszemi od wielko$ci dowolnie maléj. Lecz jakkolwiek
daleko prowadzi¢ bedziemy w my$li ten podzial, czeSei otrzymywa-
ne beds zawsze tego samego gatunku, co dana wielko$é.

Wrylozona w tych twierdzeniach teorya jest urobiona na podsta-
wie do$wiadczenia i stosuje sig przedewszystkiém do wielkosei geo-
metrycznych. Gdy idzie o formy matematyczne, ogélnie uwazane,
pojecie ich réwnodci lub nieréwnosci nie moze oczywiscie opieraé
sie na poréwnywaniu wrazen zmystowych, jak chce Dubois-Rey-
mond, lecz musi byé¢ dane za pomocy okreslenia formalnego, takie-
go np., jakie znajdujemy u 0. Grassmanna'®  Pojgciem wielko-
Sciowem, wedlug Grassmanna, nazywamy takie pojecie, Ze dwa
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podpadajgce pod nie przedmioty moga byé uwazane za réwne lub
nieréwne. Roéwnemi nazywa on takie przedmioty, gdy w kazdym
sgdzie [Aussage] jeden mozna zastgpié drugim. Nalezy to rozumicé
w ten sposob, ze gdy 4 = B, B=C, to stad wynika 4=C, i ze tym
sposobem 4, B, C' mogg si¢ wzajem zastepowaé we wszelkich po-
Igczeniach czyli dzialaniach. Bez takiej podstawy zadna teorya
dzialan nie bylaby weale mozliwg. Co sig za$ tyczy okreélenia nie-
rownosci np. wigkszodei, to musi ona czynié zado$é warunkowi:
ndezeli A> B, B= C, to A> C. Ale warunkéw tych dla réwnoseci
i nieréwno$ci bezposrednio do wszelkich form matematycznych sto-
sowa¢ nie mozna, i dlatego przy kazdém nowo wprowadzaném po-
jeciu przedmiot ten wymaga oddzielnego roztrzgsania.

Podzial wielko$ci na linearne i niclinearne jest zbyteczny, jezeli
dla przedmiotéw badania matematycznego zachowamy ogélng na-
zwe formy, a wielkosciami nazywaé bedziemy takie formy, do kto-
rych potrafiliémy zastosowaé pojecia réwnosei, wiekszosci i mniej-
szo$cl.

Pytanie o moznoéci stosowania dzialan i metod Matematyki do
form, otrzymywanych z abstrakeyi przy badaniu przedmiotéw i zja-
wisk $wiata zewnetrznego, a mianowicie okreslenie ich réwnosei
i nieréwnosei, oraz sposéb wprowadzania ich we wzajemne zwigzkinie
sg tak proste, jak to z przykladéw zycia codzicnnego wydawaé
sig moze. Pytanie to wymaga gruntownego o$wietlenia, opartego na
wynikach teoryi ogélnéj dzialaii matematycznych. Podjal je nieda-
wno Helmholtz w rozprawie o liczeniu i mierzeniu 14,

Helmholtz uwaza Arytmetyke czyli nauke o liczbach za meto-
dg, zbudowang na faktach czysto-psychologicznych, ktora uczy nale-
zytego uzywania ukladu “znakéw, [liczb]o nicograniczonéj rozcig-
glosei 1 zdatnych do nieograniczonéj subtelnodei [Verfeinerung].
Liczby sa zatém, wedlug niego, symbolami, “dajacemi nam opis
przedmiotéw rzeczywistych; opis, ktéremu mozemy nadaé zgdany
stopieft dokladno$ci i za pomocyg ktérego dla wielkiéj liczby przy-
padkéw dzialania cial, pozostajgcych pod wladzg znanych praw
przyrody, moZna znalezé rachunkowo wartodci liczbowe, mierzgce
skutek dzialania,. Zapytuje daléj Helmholtz, jakie jest objekty-
wne znaczenie tego faktu, iz stosunki rzeczywiste pomiedzy przed-
miotami wyrazamy, jako wielkosei w liczbach mianowanych, i pray
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jakich warunkach uczynié to mozna? Pytanie to, wedtug niego, roz-
pada si¢ na dwa nastepujgce:

1. Jakie jest znaczenie objektywne faktu, ze dwa przedmioty
uwazamy za réwne w pewnym wzgledzie?

1. Jaki charakter musi mie¢ fizyczne lgczenie dwéch przedmio-
téw, aby ich atrybuty poréwnalne mozua bylo uwazaé za dodajne
[additiv], t. j. mogace byé dodanemi, i za wielkosci, dajgce sig wyra-
zi¢ liczbami mianowanemi?

Przy stosowaniu Arytmetyki do wielkosei fizycznych, przybywa
do pojeé réwnosei i nier6wnosei, ktére wymagajg wyjasnienia, jeszcze
pojecie jednostki. Uwaza Helmholtz, ze bez potrzeby ogranicza-
my dziedzing stosowalnodei twierdzen Arytmetyki, gdy wielkodei
fizyczne z gory przyjmujemy, jako zlozone z jednostek.

Wrylozywszy najprzéd teorys dodawania i odejmowania liezb
“czystych,,, w czém gltéwnie opiera sie na teoryi Grassmanna '3,
przechodzi Helmholtz do okreslenia wielko$ei fizycznych, ich
réwnoéei i dzialan nad niemi. Wielko$ciami nazywa, jak zwykle,
przedmioty lub atrybuty przedmiotéw, do ktérych stosowaé mozna
pojecia réwnosci, wiekszosei i mniejszosei. Postgpowanie, za pomo-
¢g ktérego do kazdéj uwazanéj wielkosei przystosowujemy liczbg
tak, aby réznym wielko$ciom odpowiadaly liczby rézne, i aby liczba,
odpowiadajgca danéj wielkodei, mogla zastgpowaé ja w ciggu rozu-
wania, jakie przeprowadzamy nad wielko$ciami, nazywa mierzeniem.
Stosunek, zachodzgcy miedzy atrybutami dwéch przedmiotéw, na-
zywajacy sig rdwnodciq, charakteryzuje pewnik :

“Dwie wielkodei, z ktérych kazda jest réwna trzeciéj, sg sobie r6-
wne,,.

Nie jest to, jak méwi Helmholtz, pewnik o znaczeniu objekty-
wném; zadaniem jego jest wskazanie tylko, jakie zwigzki fizyczne
winni$my okresli¢ nazwg réwnosci.

Jezeli A=C, i B=C, to stad wynika 4=2DB, jak rowniez B=A4.
Stosunek réownosci jest wzajemny.

Réwnoéé poréwnywanych atrybutéw jest wogéle przypadkiem
wyjatkowym i przy spostrzeganiu faktyczném moze by¢ wskazang
jedynie w ten sposob, ze dwa przedmioty rowne, spotykajgc sig lub
dzialajac wspélnie pod odpowiedniemi warunkami, dajg spostrzedz
szezegélny skutek, nie zachodzgcey pomiedzy innemi parami podo-
bnych przedmiotow. Postgpowanie, za pomoca ktérego wprowadza-
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my przedmioty badane w takie wlasnie warunki, aby zachodzenie
tego skutku mozna bylo stwierdzié, nazywa Helmholtz metods
pordwnania.

Z powyiszego pewnika wynika najprzéd, ze skutek poréwnania
nie zmienia sie, jezeli oba przedmioty przestawimy, stosujge metode
poréwnania. Daléj, jezeli okazalo sig, ze dwa przedmioty 4 i B sg
rowne, i jezeli za pomocg téj saméj metody poréwnania znaleziono,
ze przedmiot 4 réwna sig trzeciemu przedmiotowi C, to wnioskujemy
stad i za pomocy téj metody sprawdzié mozemy, iz przedmioty B i C
sg rowne.

To sg warunki, jakie stawia Helmholtz metodzie poréwnania.
Tylko takie metody sa w stanie wykazaé réwnoéé, ktére warunkom
tym czynig zado$é.

WielkoS$ci, o ktoryeh réwno$ei lub nieréwnoéei przekonywamy
sig za pomocg téj saméj metody poréwnania, nazywajg sie jednoro-
dnemi. Jezeli atrybut, ktérego réwnoéé lub nieré6wnosé z atrybutem
innego przedmiotu znalezliémy, oderwiemy za pomocg abstrakeyi
od wszystkiego, co w tych przedmiotach jest wogéle rézném, pozo-
stanie nam dla odpowiednich przedmiotéw tylko réznica wielkosei.

Na przykladach pokazuje Helmholtz, jakie metody poréwna-
nia obmyslono dla rozmaitych gatunkéw wielkoéei: dla cigzaréw,
odleglodei punktow, przedzialéw czasu, jasnodei §wiatla, wysokodei
tonow.

Nastepnie bada warunki, przy jakich polgczenie fizyezne dwéch
wielko$ci moze byé nazwane dodawaniem. Sg one: 1°) jednorodnosé
sumy i skladnikéw; 2°) prawo przemiennoéei, wedtug ktérego wynik
dodawania jest niezalezny od porzgdku, w jakim dodajemy skla-
dniki; 3%) prawo Igcznodci, wedlug ktérego polgczenie wielkosei
Jjednorodnych moze byé uskutecznione w ten sposéb, ze dwie lub
wigedj z nich zastapimy jedng, ktéra jest ich sumg. [O prawach
dodawania méwié bedziemy szczegbtowo w nastgpnych rozdzialach].

Poniewaz wynik dodawania uwazamy za wiekszy od kazdego ze
skladnikéw, posiadamy przeto mozno$é poznania, ktéra z dwoch
wielko$ci jest wigksza, a ktéra mniejsza. Przy takich wielkogciach,
Jjak przedzialy czasu, dlugosei, cigzary, ktére znamy od wezesnego
dziecifistwa, nie mamy nigdy zadnéj watpliwosci co do tego, co jest
wigksze lub mnicjsze, bo znamy metody dodawania tych wielkodei.
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Gdy takie dwie wielkosci sg réwne, to i wielkosci od nich zalezne,
utworzone dla obu w sposéb zupelnie jednaki, sg réwne; ale co na-
lezy uwazaé za dodawanie takich wielkosei, o tém rozstrzyga tylko
doéwiadczenie. Sg np. przypadki, gdzie mozliwe sg dwa gatunki
dodawania. Tak np. za pomocg, téj saméj metody poréwnania ozna-
czamy w Fizyce, czy dwa druty majg réowny opér galwaniczny w,
albo tez czy majg réwng zdolno$é przewodnictwa 4, gdyz w=1/2.
Lecz opory dodajemy, umieszezajgc druty tak, aby prad prze-
biegal po kolei jeden drut za drugim; zdolno$ci za$ przewodnictwa,
dodajemy, umieszczajac druty tak, aby koiice ich odpowiednio byly
ztgezone. Pytanie, co jest wigksze a co mniejsze, znajduje dla oporu
odpowiedz przeciwng niz dla przewodnictwa. Podobniez i konden-
satory elektryczne [butelki lejdejskie] umieszczamy obok siebie lub
jeden za drugim; w pierwszym przypadku dodajemy pojemnosci,
w drugim potencyaly [napigcia] dla réwnego natadowania.

Wielkiego uproszczenia doznaje przedstawienie wielko$ci dopiero
wtedy, gdy je rozlozymy na jednostki i przedstawimy za pomocs
liczb mianowanych. Wielkodei, ktére mozna dodawaé, dajg sig
w ogo6lnodci i dzielié. Jezeli bowiem kazda z uwazanych wielkoSei
mozemy uwazaé, jako powstalg z dodania pewnéj liczby skladnikdw
wedlug praw dodawania, to, jezeli idzie o jéj warto$¢, mozemy
ja zastapié przez sumg tych skladnikéw. Te skladniki réwne sg
wtedy jednostkami. Jezeli wielko$é nie jest podzielng bez reszty
przez dobrang jednostke, dobieramy wtedy jednostek mniejszych,
a to przez podzial jednostki poprzedniéj na czesei réwne. Tylko
w przypadkach wymiernosci mogg by¢ wielkosei wyrazone przy
pomocy jednostek z zupela doktadnoscig.

Oprécz wielko$ci, dla ktéryceh zawsze okreslic mozna dodawanic,
istnieja szeregi stosunkéw, wyrazaluych za pomocg liczb mianowa-
nych lub niemianowanych, dla ktérych to stosunkéw nie znamy do-
tad polgezenia, ktére mozuna by nazwaé dodawaniem. Stosunki te
zachodzg wtedy, gdy zwigzek pomigdzy wielko$ciami dodajnemi
ulega wplywowi pewnéj specyficznéj substancyi, pewnego cialait.p.
Tak np. prawo zalamania $wiatla wyraza, ze pomiedzy wstawg kata
podania i wstawg kgta zalamania promienia oznaczonéj dilugodci
fali, przechodzgcego z prézni do substancyi przezroczystéj, istnieje
stosunek oznaczony. Dla réznych cial stosunek ten wszalkze jest ré-
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zny, stanowi zatém wlasno$é specyficzng danego ciala, wyraza jego
zdolno$¢ zalamania. Podobne znaczenie maja: cigzar wlasciwy, zdol-
no$é przewodnictwa elektrycznego, pojemno$é cieplna. Podobnéj
natury sg pewne stale, ktére nazywamy stalemi calkowania w Dy-
namice. Mozemy wprawdzie dodawaé liczby oderwane, odpowia-
dajace tym wielkoSciom, ale jakie znaczenie przypisaé by mozna
dodawaniu samych wartoci? Helmholtz utrzymuje, 7e réznica
tych stosunkéw, ktére nazywa “wspoélezynnikami,, od prawdziwych
wielko$ci nie jest istotng, Ze z czasem nowe odkrycia moga dopro-
wadzié do znalezienia polgczefn dodajnych tych “wspélezynnikéw,,,
przez co stang sie one wielko$ciami w zwyklém znaczeniu tego
wyrazu.

Teorya Helmholtza ma te zastuge, ze kladzie nacisk na
konieczno$é badania warunkéw stosowalnodei dzialan matema-
tycznych do wielkoSci, przejmowanych z badan fizykalnyeh,
a przedewszystkiém na warunki réwnosci i dodawania. W samé;
rzeczy, gdy idzie o przeniesienie dzialan liczbowych na polaczenia
wielko$ci, potrzebng jest wielka ostroznosé, aby, jak sig wyraza Kro-
necker, przez rozszerzenie znaczenia wyrazef technicznych nie
ucierpiata dokladno$é przedstawienia. Uwaga o “wspélezynnikach,,
Jjest wazng i wskazuje na zagadnienia, ktore nauka ma rozwigzac
w przyszlodei. Sprowadzenie wszystkich “wspoélezynnikéw, do trzech
jednostek zasadniczych dlugodci, czasui masy— jak to czyni Fizy-
ka nowoczesna,—jest zdobyczg wazng, ale zdobycz ta dotad ogranicza
sig, jak wiadomo, przewaznie na wyrazaniu wymiaréw wspotezynni-
kéw za pomocg odpowiednich symboléw'®. Niektérym tylko “wspol-
czynnikom,, jak predkos$ci, przyspieszeniu, sile, momentowi, i t.p. na-
uka nadala postaé¢ wielko$ci zwyklych [ekstensywnych]ibada je wy-
czerpujgco, analitycznie i geometrycznie. Helmh olt z przewiduje,
ze toz samo stanie si¢ z innemi “wspélezynnikami,, to jest, Ze np.
dodawaniu ich bedzie mozna nadaé znaczenie fizykalne w ten sam
sposéb, w jaki majg je dodawanie predkosei, sil, momentéw i t. p.

A priori wydaje sie mozliwg i inna droga, a mianowicie, odszu-
kanie warunkéw dziatan bezpo$rednich nad “wspélezynnikami,, bez
sprowadzania ich do wielkosci zwyklych. Metoda taka bylaby w ta-
kim stosunku do metody poprzedniéj, w jakiém jest naprzyklad
badanie bezposrednie form geometrycznych za pomocg metod
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geometryi syntetycznéj do badania ich posredniego za pomocg form
liczbowyeh w geometryi analitycznéj. Bylaby to “Matematyka wiel-
kosci intensywnych, w przeciwstawieniu do dzisiejszéj Matematyki
wielkodci ekstensywnych. W takiéj Matematyce teorya jednostek
fizyeznych moglaby rozwinaé sig w samodzielng umiejetnodé. Nie
wehodzimy tu w rozstrzygnigeie tego pytania, powiemy tylko, ze
wszystkie dotychczasowe proby utworzenia podobnéj Matematyki
nie daly zadawalajacych rezultatéw. Nietylko Fizyka ale i Psycho-
fizyka, majaca do czynienia z wielko$ciami intensywnemi, stara
sig dla badai swych znaleZé odpowiednie formy liczbowe lub geo-
metryczne 8.

3. FORMY PRZERYWANE I CIAGLE.

Formy matematyczne dziely sie na preerywane i ciggle. Przykta-
dem pierwszych jest uklad liczb calkowitych, szereg punktow, po-
mys$lanych dowolnie na prostéj, plaszezyznie lub w przestrzeni; ja-
ko przyklad drugich stuzyémoga: continuum liczb, linie, powierzch-
nia, przestrzen geometryczna, czas.

Pragnac okresli¢ ciaglo$é, natrafiamy na wielkie trudnosei. K antt?
nazywa cigglodcig te wlasno$¢ wielkosci, mocg ktoréj zadna jéj
cze$é nie jest najmniejszg mozliwg. “Czas i przestrzef sg cigglemi,
bo nie moze byé dana zadna ich cze$é, ktoraby nie dala sig zamknaé
pomiedzy dwiema granicami [punktami lub chwilami], tak ze cze-
§cig przestrzeni jest znowu przestrzen, czescig czasu—-czas,,.

Wiasciwie mowige, cigglo$é np. linii sprowadza sie do tego,
ze miedzy kazdemi, dowolnie pomy$lanemi, punktami na niéj mozna
pomys$le¢ sobie punkt trzeci. Czy przestrzen, objektywnie uwazana
jako podécielisko zjawisk fizycznych, jest w istocie rzeczy ciggly
w tém znaczeniu, tego do$wiadczeniem rozstrzygngé nie mozna. Mo-
7na najwyzéj uwazaé to za postulat, ktéry nam umozliwia wszelkie
pomy$lane konstrukeye. G. Cantor 18 utrzymuje, ze cigglo$é prze-
strzeni polega na tém, iz kazdy punkt, ktérego wspolrzedne 2, y, 2
wzgledem pewnego ukladu dane sg w liczbach rzeezywistych, wy-
miernych lub niewymiernych, uwaza sig jako ‘stotnie do przestrzeni
nalezgey. “Do podobnego uwazania nie ma wszakze wewngtrznego
musu, stanowi ono akt wolny dzialalno$ci konstrukeyjnéj nasze-
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go umysiu,. Hypoteza cigglo$ci przestrzeni jest, wedlug Cantora,
Jjedynie dowolném zalozeniem o zupeléj jednoznacznéj odpowiednio-
Sei migdzy czysto arytmetyczném continuum (z, y, 2) a przestrze-
nig, bedaca podstawg S$wiata zjawisk. Ta swoboda umyshu siega
nawet tak daleko, ze mozna utworzyé pojecie przestrzeni niecig-
gléj, w ktéréj ruch odbywa sie sposobem cigglym.

Toz samo utrzymuje Dedekind!®, wedlug ktorego cigglosé
przestrzeni nie jest weale konieczng podstawg geometryi, bo w nidj
nigdzie nie bywa nalezycic wyjasniang. Jezeli obierzemy sobie,
twierdzi Dedekind, trzy punkty dowolne 4, B, C, nie lezgce na
jednéj prostéj, z tém tylko ograniczeniem, aby stosunki ich odle-
glosei AB, AC, BC byly liczbami algebraicznemi, i bedziemy uwa-
Zzali za istnieigce w przestrzeni tylko te punkty M, dla ktérych sto-
sunki A3, BM, CM do AB wyrazaja si¢ réwnicz liczbami algebra-
cznemi; wtedy przestrzei, zlozona z punktow M, bedzie oczywidecic
nieciagly, i pomimo téj niecigglodei, konstrukeye, ktore uskutecznia
w niéj geometrya elementarna, dadzgy sig zupetniec wykonaé tak sa-
mo, jak w przestrzeni ciagléj.

Tak jest bezwatpienia. Zachodzi tylko pytanie, ezy porownywanic
stosunkéw odleglo$ci nie wymaga w istocic rzeczy ukrytego priy-
jecia pewnych form cigglych i ezy wogéle ta nieciaglo§é przestrzeni
da sig pojgé czy wyobrazié bez pewnéj rozmaitosei ciggldj? W ka-
zdym razie, usuwajac tg cigglo$é z przestrzeni, Cantori Dede-
kind wprowadzajg ja do ukladu liczb. Podobny poglad wygta-
szajg i niektorzy filozofowie. “Ciaglodé, powiada Cohen??, jest
ogolng podstawg samowicdzy, walnym warunkiem myslenia, ktérego
dzialalno$¢ okazuje si¢ w cigglodci [nieskoficzonéj podziclnosei]
przestrzeni, lecz przedewszystkiém w téj dziedzinie matematycznéj,
ktora jest najblizszg ogélnego myslenia, a wige nauce o liezbie,.

Inni uczeni sg przeciwnego zdania. Twierdzg oni, ze ciaglo$é
spoczywa przedewszystkiém w formach geometrycznych, w prze-
strzeni. W bledzie jest Dedekind, powiada A. Fick?!, jezeli
nie w Geometryi, lecz w dziedzinie liczb szuka ciggloSci. “Cigglosé
nie moze nigdy leze¢ w akcie liczenia, ani z liczenia powstaé; szu-
kaé jéj nalezy tylko w wyobrazeniu przedmiotéw liczonych,,.

Przeciwienistwo tych pogladéw polega na réznicy zasad teorety-
czno-poznawczych wiedzy ludzkiéj w ogdlnosei; w Matematyce sa-
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méj nie stanowi ono przeszkody w rozwoju jéj poje¢. W Geometryi
trudno$é, tkwiaca w pojeciu cigglosei, nie wystgpuje wyraznie; roz-
poczyna si¢ ona wlasciwie dopiero wtedy, gdy idzie o stosowanie
analizy do badan geometrycznych, oraz Matematyki wogéle do ba-
dai fizykalnych. TUnikngé tego pojecia niepodobna; usunigte
z przestrzeni zjawia sig ono w ukladzie liezb i odwrotnie. Uktad
liczb calkowitych okazuje sig niewystarczajgcym do opisu form
wszystkich; “sie¢ Arytmetski, jak sie dosadnie wyraza Wernic-
k e 22, ma poczatkowo za wielkie oka,,, aby mogla pochwyci¢ twory
$wiata zewnetrznego. Umyst ludzki rozpoczyna przeto prace twor-
cza nad zageszezeniem téj sieci: wprowadza kolejno ulamki, liczby
niewymierne i przestepne i wznosi si¢ do pojecia continuum. Te to
wladnie zagadnienia czynig konieczném wprowadzenie pojecia cig-
glodei form na zasadzie $cistego okreslenia, ktérego nalezy pilnowacé
sie na wszystkich stopniach rozumowania. Przedmiot ten we wla-
$ciwém miejscu bedzie nalezycie wyjasniony; tu powiemy tylko, ze
jest niezmiernie wazném staranne oddzielenie tych prawd, dla uza-
sadnienia ktérych nie jest konieczném wyraznie pojecie ciaglodei, od
twierdzen, ktére jedynie przy pomocy cigglodei nzasadnié sie dadzg,.
Na punkt ten w wywodach naszych szczegdlng zwracaé bedziemy
uwage.

Powiemy jeszcze, w jaki sposéb wprowadza Grassmann poje-
cie ciggtodei do swojego wykladu Matematyki. Formy matematyczne,
stanowigce przedmiot nauki Grassmannowskiej, ktérg nazwal naukq
rozciggloses [Ausdehnungslehre], sg to formy rozciggle, wielowymia-
rowe i ciggle, ktére wszakze nie majg by¢ poglgdowemi, jak formy
przestrzenne, lecz “czysto myslowemi,,. Totez usiluje Grassmann
nadaé swym formom ciaglo$é na podstawie okreslenia, ktére brzmi
w ten sposob 23: “Kazda forma myslowa staje sig w sposob dwojaki:
albo przez prosty akt jéj tworzenia [Erzeugen], albo przez akt po-
dwojny postawienia [Setzen] i polaczenia [Verkniipfen]; forma, po-
wstala pierwszym sposobem, nazywa si¢ ciggly, powstala drugim—
przerywang,. Przeciwienstwo wszakzetych dwoch rodzajéw form nie
jest, wedlug niego, stanowcze: forma bowiem przerywana moze by¢
uwazang za ciggly i odwrotnie. I tak, jezeli to, co laczymy w for-
me, uwazamy w mysli, jako stawajace sie, a sam akt Igczenia za mo-
ment stawania sie, forma przerywana moze byé poczytana za ciagla.

Pojecia, T. L. 2
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Jezeli, przeciwnie, pojedyficze momenty stawania si¢ uwazaé be-
dziemy za akty Igczenia, to forma ciggla moze by¢ poczytana za
przerywansg.

Nie wiem, czy czytelnika zadowolni to kunsztowne okreslenie cig-
glo$ci. Bezwatpienia dostrzeze on w niém pozorne ominigeie tylko
tych samych trudno$ei, ktére napotykamy, chege okresli¢ bezposre-
dnio utwory przestrzenne ciggte. Pokazuje to wyraZnie, Ze zaga-
dnicenie o cigglosci, obok swéj trudnosei czysto-matematycznéj, kt6-
ra tylko, jak to zobaczymy, za pomocg analizy zwalczy¢ mozna, po-
siada wazne znaczenie dla Teoryi poznania w ogélnosei.

4. SYSTEM MATEMATYKI.

System wiedzy matematycznéj dzieli si¢ na Matematyke czysty
i stosowang.

Przedmiotem Matematyki czystéj jest badanie form, nalezgcych
do pierwszych dwéch typéw, o ktérych mowiliémy w art. 1., a wige
form liczbowych i geometrycznych; przedmiotem Matematyki
stosowandj sg formy trzeciego typu, t. j. formy matematyczne,
utworzone przy badaniu zjawisk. Nazwa Matematyki stosowanéj
pochodzi stad, ze badanie form do niéj nalezacych sprowadza sie,
jak to juz powiedzieliémy, do badania form liczbowych i geometry-
cznych,

Do Matematyki czystéj nalezaloby tym sposobem zaliczy¢ Aryt-
metyke, Algebrg, Rachunek wyzszy czyli Analizg i Geometryg ze
wszystkiemi ich rozgalezieniami; do Matematyki stosowanéj — Me-
chanike i Fizyke matematyczng 24,

Podzial Matematyki na czystg i stosowang nie daje sig wszakze
przeprowadzié z calg §cislodeig, zalezy bowiem od poglagdu na pod-
stawy Matematyki i nauk realnych oraz od danego rozwoju wiedzy.

W saméj rzeczy mozna z Mechaniki wylgczyé Foronomig lub Cy-
nematyke, t. j. naukg o ruchu samym w sobie, bez wzgledu na sily
dzialajgce, i zaliczy¢ jg do Matematyki czystéj; z drugiéj zas strony
mozna Mechanike wraz z Fizykg matematyczng, jak to czynig nie-
ktérzy, zaliczyé do nauk realnych, czyli do$wiadczalnych, na téj
zasadzie, Ze nauki te majg z naukami fizycznemi, oprocz gtdwnego
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celu, jakim jest badanie zjawisk, to wspdlnego, ze opierajg sig¢ na
pewnikach, uwazanych za podstawy nauk do§wiadezalnych. I Geo-
metrya tez, poniewaz ma do czynienia z formami, urobionemi przy
pomocy abstrakeyi z przedmiotéw $wiata zewnetrznego i opiera sig
takze na pewnikach, zaliczang bywa niekiedy do Matematyki sto-
sowanéj, a nawet do nauk do§wiadczalnych, na réwni z Mechanikg.

Poglad podobny znalez¢ mozna u Newtona, w ktérego wieko-
pomném dziele 2° czytamy, Ze Geometrya ma swojg podstawe w Me-
chanice praktycznéj i jest czescig Mechaniki ogélnéj, ktéra podaje
i uzasadnia sztuke dokladnego mierzenia., G auss?® jest zdania, ze
nauka o przestrzeni zajmuje zupelnie inne stanowisko wzgledem
wiedzy naszéj o prawdach, rozumiejgcych sig same przez sig, anizeli
czysta Matematyka; brak w niéj bowiem tego zupelnego przekona-
nia o konieczno$ci tych prawd, a zatém o ich bezwzglednéj prawdzi-
wodci, ktora jest wladciwoseig drugiéj; “z pokors wyznaé musimy,
powiada Gauss, ze jezeli liczba jest czystym produktem naszego
ducha, to przestrzen zewngtrz nas posiada swg rzeczywistos$é, kto-
réj my praw a priori przypisywaé nie mozemy .

Wiemy juz, ze i Grassmann podziela ten poglad. “Pojecie prze-
strzeni, twierdzi on, nie moze by¢ wytworzone przez samo my§le-
nie; przeciwnie, przeciwstawia sie ono mysleniu, jako co§ danego.
Ktoby chceial twierdzié przeciwnie, musialby przedewszystkiém uza-
sadni¢ konieczno$¢ trzech wymiaréw przestrzeni przy pomocy czy-
stych praw mys$lenia,. Stanowisko Geometryi wzgledem nauki o for-
mach czyli Matematyki czystéj zalezy, wedltug Grassmanna, od
stosunku, w jakim pogladowos¢ przestrzeni jest do czystego mySle-
nia; toz samo odnosi si¢ do czasu i do ruchu w przestrzeni
i dlatego to Geometryg, Forometryg [Foronomig]i Mechanike uwaza
on za zastosowania czystéj nauki o formach do zasadniczych “po-
gladowosei,, [Anschauungen] §wiata zewngtrznego 27

PowiedzieliSmy juz, ze gléwna réznica, jakg upatrujg wymienieni
uczeni pomiedzy Matematyks czystg a stosowang, polega na tém, iz
pierwsza nie potrzebuje zadnych pewnikéw i rozwija sig zupelnie
samodzielnie przy pomocy czystego myélenia; druga za$ przeciwnie
opiera si¢ na pewnikach, ktére umyst przy pomocy indukeyi ze
zjawisk $wiata zewnetrznego wnosi do jéj dzicdziny. Rozstrzygnie-
cie pytania, ktéra z nauk jest czystg, ktora za$ stosowang, sprowa-
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dza sig zatém do pytania z Teoryi poznania o podstawach wiedzy
Scistéj w ogélnosci. Rozbiér tego pytania nie moze wchodzié
w zakres naszéj pracy ; dla naszego celu wystarczy jasne wskazanie
stanowiska, z jakiego zapatrujemy si¢ na zadania Matematyki.
Wyrazilismy to juz na konecu artykulu 1., tu dodamy jeszcze,
7ze wszelka wiedza teoretyczna opieraé si¢ musi na pewnych
faktach zasadniczych, bez wzgledu na to, czy fakty te sg re-
zultatem indukeyi, czy tez sg zalozeniami uméwionemi, na wzoér
wynikéw indukeyi urobionemi lub uogélnionemi, i na mocy pe-
wnych definicyj formalnych do nauki wprowadzonemi. Rozumie
sig samo przez sie, ze zalozenia, stanowigce podstawe nauki, nie
powinny pozostawaé z sobg w sprzecznoSci. Jezeli te zalozenia wraz
7z definicyami form, do dziedziny nauki nalezgcych, wystarczaja,
aby, przy pomocy dziatan i konstrukeyj czysto matematycznych
i wnioskowan logicznych, zbudowaé umiejetno$é, bez potrzeby
jakiegokolwiek zasitku z zewnatrz; jezeli formy i dzialania zdol-
ne sg do uogdlnien, nauka jest czysty, w razie przeciwnym jest sto-
sowang. Wynika stad, 7Ze nauka ze stosowanéj moze sig staé czy-
stg, jezell w rozwoju swym to, co do formy i tredei jest rzeczywi-
stém, zastepuje warunkami formalnemi.

Mozemy przeto Geometrya zaliczyé do nauki czystéj, bo przyja-
wszy raz pewien uklad pewnikéw, budujemy t¢ nauke przy pomocy
konstrukeyj matematycznych na formach, wprowadzonych za pomo-
cg definicyj. Tak pewniki jak i formy geometryczne zdolne sg do
uogélnient, ktore doprowadzajg do innych gatunkéw Geometryi,
opierajacych sig na ukladzie pewnikéw, réznym od ukladu euklide-
sowego, wreszeie do ogélnéj nauki o rozmaitosciach, ktéra jest wla-
$ciwie tém, w czém Grassmann widzi Matematyke czysta. Glo-
wna réznica miedzy tym pogladem a Grassmanowskim polega na
tém, ze to, co wedlug naszego rozumienia stanowi jeden z przypad-
kéw szezegdlnyeh nauki ezystéj, u niego stanowi nauke stosowang.

Toz samo powiedzie¢ mozna o Mechanice, jako nauce o ruchu
cial przyrody, opierajacéj sie rowniez na pewnikach. Mozna Mecha-
chanike uwazaé za nauke ruchu form geometrycznych, a uklad jéj
pewnikdw za uktad zalozen, w takim razie Mechanike zaliczyé wol-
no do Matematyki czystéj. Stosuje sig to przedewszystkiém do czesci
Mechaniki, zwanéj Foronomig lub Cynematyka, ktéréj przedmio-
tem, jak to powiedzieliémy wyzéj, jest ruch cial pomy§lanych w prze-
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strzeni, bez uwagina sily. Mozna i tg galgz Mechaniki uogélnié, za-
stepujae forme przestrzeni, w kt6réj ruch sig odbywa ogélniejszy
formg rozmaitosciowg. Jezeli za§ w Mechanice opieramy sig na pe-
wnikach, uwazanych za wynik indukeyi z do§wiadczenia albo za
prawa natury, i w dalszém budowaniu umiejetnosci odwolujemy sie do
do faktow do$wiadczaloych, Mechanika bedzie naukg stosowang.

Tym sposobem Matematyke czystg sktadajg nastepujgce nauki:

1. Arytmetyka, Algebra i Rachunek wyzszy, ktére Wron-
ski obejmuje jedng nazwg ogélng Algorytmii 28,

2. Geometrya,

3. Foronomia czyli Cynematyka.

Mozna z innego punktu widzenia ustanowié klasyfikacys Matema-
tyki czystéj. Wiemy, ze formy matematyczne [art. 3.] sg przerywane
i ciggte, mamy wigec Matematyke form przerywanych, nieciaglych
lub uwazanyeh bez wzgledu na cigglo$é, oraz Matematyke form cig-
gltych. Do pierwszéj z nich nalezaloby zaliczyé Arytmetyke, Alge-
bre i tg cze$é Geometryi, ktérg mozna rozwingé bez potrzeby uwa-
sania cigglo$ci; do drugiéj Rachunek wyzszy i Geometryg ukiadéw
cigglych wraz z Foronomig, %°.

Podzial ten przyjmujemy w niniejszéj ksigzce, przyczém w pierw-
szym tomie zajmiemy sig pojeciami i metodami Arytmetykii Algebry,
drugi po§wiecimy Analizie, Geometryg za$, jako majgcg swoje od-
rebne metody, oraz Cynematyks zajmiemy sie w tomie trzecim.

5. MATEMATYKA 1 LOGIKA.

Logika formalna, jako metoda szukania zwigzkéw pomiedzy
przedmiotami, oderwanemi od wszelkiéj tresci, jest nauka zblizona
do Matematyki czystéj. Majge do czynienia z ogélnemi prawami
myélenia, t.j. z prawami lgczenia pojeé, sgdéw i wnioskéw, obej-
muje ona prawa lgczenia poje¢ form matematycznych oraz sgdéw
i wnioskéw, ktore z tego lgczenia wynikajg ; jest zatém naukg ogdl-
niejszg od Matematyki i zaliczang bywa do Teoryi poznania. Wszy~
stkie galezie Matematyki mozna uwazaé za zastosowania Logiki
formalnéj do pojeé poszczegdlnych form matematycznych 3.

Organem Logiki formalnéj do ostatnich czaséw byl jezyk wyra-
z6w, jako gtéwny $rodek przedstawiania i rozwijania mysli. Gdy
wszakze wyrazy nie maja $cistego i niezmiennego znaczenia, jakie
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majg np. symbole matematyczne, gdy daléj na téj drodze kombina-
cye zlozone pojet i wogédle operacye logiczne w szacie stownéj nie
g ani do$¢ przejrzyste, ani tez nie zawsze pozwalajg na wyprowa-
dzanie wszystkich wnioskéw z danych rozumowan, przeto jeszeze
Leibnitz powziat pomyst zastosowania do przedmiotéw i operacyj
logicznych takich samych symboléw, jakich uzywa Matematyka,
a mianowicie Algebra, t. j. liter. Pomyst ten dopiero w dziele Bo o-
le’a o prawach mysli zostal po raz pierwszy urzeczywistniony i sy-
stematycznie wykonany 3!, Dzi$ Logika formalna w szacie ma-
tematycznéj, albo, jak jg nazywaja, Algedra Logiki posiada wielu
pracownikow i bogatg literature, ktéréj wykaz znalezé mozna w $wie-
20 wydanym pierwszym tomie obszernego traktatu E. Schrode-
ra’2

Ze stosunku Matematyki do Logiki wynika, ze Algebra Logiki nie
jest bynajmniéj zastosowaniem metod Matematyki do dzialan logi-
cznych; owszem, mimo tozsamo$ci symbolistyki i wyrazeii technicz-
nych, dzialania logiczne majg znaczenie wogéle odmienne od dzia-
fai matematycznych, jakkolwiek istnieja té2 godne uwagi analogie.
Zauwazyé przaytém nalezy, ze przejawszy symbolistyke od Matema -
tyki, Logika formalna przejgla zarazem zasadniczg wlasciwosé Ma-
tematyki, ktorg jest uogélnianie pojeé, i na téj drodze dochodzi do
wynikéw, jakich nie znala Logika, traktowana sposobem zwy-
kiym.

Zastgpienic mowy slownéj symbolami matematycznemi jest nie-
tylko rodzajem pisma stenograficznego, ale jest zarazem metoda
Scistego wyrazania zwigzkow logicznych, nie dopuszezajgcego za-
dnéj dwuznacznosei i pozwalajgeego na latwe i predkie wyrazanie
zachodzgeych w nauce twierdzen i wnioskow. Jest zastugg mate-
matyka wloskiego G. Peano obmys$lenie systemu prostych znakéw,
za pomocy ktorych wyrazajg sig prawdy logiczne i zastosowanie tego
nowego jezyka do przedstawiania zasad i twierdzef rozmaitych ga-
lezi Matematyki. Najprzod zastosowal on te metode do Arytmetyki
i Geometryi, a obecnie pracuje nad wprowadzeniem tego nowego
jezyka do Matematyki wyzszéj. Owocem jego pracy jest najnowsza
rozprawa, w ktéréj sig zawiera dowdd twierdzenia o calkowalnosci
réownan rézniczkowych zwyczajnych. W przypisach dajemy zwigzly
wyklad metody P ean o, majacéj, jak si¢ zdaje, piekna przysztosé
w nauce %3,



.’_')] ANALIZA 1 SYNTEZA. 23

0d Algebry Logiki nalezy odréznié Logike Matematyki, ktoréj
przedmiotem jest badanie zwigzkéw logicznych migdzy pojeciami
i metodami, gdy samo stosowanie i rozwinigcie tych pojeé i metod
jest przedmiotem Matematyki wlasciwéj.

Logika Matematyki moze wychodzi¢ z dwéch punktéw widzenia.
Do pierwsze moze pytaé, jaka postaé przyjmuja metody badania
naukowego w zastosowaniu do dziedziny Matematyki?; sg to. analiza,
synteza, abstrakcya, indukeya i dedukcya. Po drugie moze pytaé
o charakter logiczny metod w poszezegélnych dziedzinach Mate-
matyki; sg to metody matematyczne wlasciwe, o jakich méwimy
w niniejszéj ksiazce 34

6. ANALIZA I SYNTEZA.

Euklides w nastepujgcy sposéb okreéla obie metody : W ana-
lizie rzecz szukana uzasadnia sig za pomocg kolejnych wnioskéw,
prowadzgeych do prawdy uznanéj; w syntezie rzecz uzasadnia sig
za pomocy wnioskéw, ktére do niéj prowadza od prawd uznanych,

Te niezupelne jasne okreslenia utrwalily sig, jak powiada Han-
kel®®, w tradycyi szkolnéj i pézniejsze komentarze licznych pisarzy
nie uczynily ich jasniejszemi. Aby pokazaé, na czém istotnie polega
réznica obu metod, wezmy dla przykladu jedno z twierdzen geome-
trycznych i dowiedZmy go metods analityczng, a nastepnie synte-
tyczng 36,

“Niechaj bedzie prosta 4B, podzielona w stosunku skrajnym i ére-
dnim w punkcie C, i niechaj AC bedzie czgéé wigksza. [Czytelnik
zechee sam nakresli¢ potrzebny do tego rysunek; punkt D znajduje
sig po przeciwlegtéj stronie punktu C wzgledem punktu 4]. Jezeli
linia AD réwna sig potowie linii AB, moéwie, ze kwadrat odcinka
CD jest pie¢ razy wigkszy od kwadratu odcinka 4D,.

1°. Sposdb analityczny. Poniewaz kwadrat odcinka CD jest pieé
razy wigkszy od kwadratu odeinka AD, kwadrat za$ odcinka CD ré-
wna sig kwadratowi odcinka AC wraz z kwadratem odcinka AD
i podwéjnym prostokatem, zbudowanym na odcinkach AC i 4D,
przeto suma kwadratéw odcinkéw ACi AD i podwéjnego prosto-
kata, wystawionego na tych odeinkach, réwna sie pigciokrotnemu
kwadratowi odcinka AD. Odejmujgc od wielko§ci réwnych po
kwadracie z odcinka AD, otrzymujemy, ze suma kwadratu odein-
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ka ACipodwéjnego prostokata, wystawionego na odeinkach AC
i AD, réwna sig poczwérnemu kwadratowi z odcinka AD. Lecz po-
dwéjny prostokat, wystawiony na odcinkach 4Ci 4D, réwna sig pro-
stokatowi, wystawionemu na liniach 4C'1 4B, gdyzlinia 4B jest dwa
razy wiekszg od odcinka AD. Prostokat, wystawiony na odcinkach
AC i BC, rowna sig kwadratowi, wystawionemu na odcinku AC,
gdyz ten ostatni odcinek jest czedcig wigkszg linii 4B, podzielondj
w stosunku skrajnym i $rednim ; otrzymujemy tedy, ze suma dwdch
prostokgtéw —jednego, wystawionego na liniach A C i 4B, drugiego,
wystawionego na liniach BC i AB—réwna sie poczwérnemu kwadra.-
towi, wystawionemu na odcinku AD. Lecz ostatnie dwa prostokaty
stanowig razem kwadrat, wystawiony na linii 4B; a wigc kwadrat,
wystawiony na linii 4B, jest cztery razy wigkszy od kwadratu, wy-
stawionego na odcinku 4D, co jest oczywiscie prawda, gdyz linia
AB jest réwna podwojonemu odcinkowi AD. Twierdzenie tym spo-
sobem jest dowiedzione.

20, Sposdb syntetyczny. Poniewaz kwadrat linii 4B réwna sig po-
czwérnemu kwadratowi odcinka 40, kwadrat za$, wystawiony na
linii AB, réwna si¢ sumie prostokatéw — jednego, wystawionego na
liniach 4B i AC, drugiego na liniach AB i CB,—przeto suma tych
dwéch prostokgtéow réwna sie poczwirnemu kwadratowi, wystawio-
nemu na odcinku AD. Lecz pierwszy z tych prostokgtéw réwna sie
podwdjnemu prostokatowi na liniach 4D i AC, drugi za$ kwadra-
towi odcinka 4C, a wiec suma kwadratu odcinka AC i podwdjnego
prostokgta, wystawionego na odcinkach AC i 4D, réwna sie po-
czwornemu kwadratowi odcinka AD. Dodajgc do wielkoSei 16-
wnych po kwadracie z odeinka AD i zwazywszy, ze kwadrat z od-
cinka AC, kwadrat z odcinka AC i podwGjny prostokat, wystawio-
ny na odcinkach 4D i AC, stanowig razem kwadrat odecinka CD,
otrzymamy, ze ten kwadrat rowna sig pieciokrotnemu kwadratowi
odcinka 4D, co nalezalo dowiesé.

Jezeli wprowadzimy nastepujgce oznaczenia

AB=a, AC=b, CB=c, AD=d, CD=f,

to obie metody dadzy sig w skréceniu przedstawié w sposGb naste-

pujgcy:
19, Sposdb analityczny.
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=022+ 20,
B4 4-20d =542,
b?=ac, 2bd=1ba,
ac+ba=44d?
alctb) = 44,
a.a=4d
@’ =4 d?,
co jest prawdg, gdyz a = 2d.
29. Sposdb syntetyczny.

a? == 4 d?
a(b+c)=4d,
ab+4ac=4d

b2=uac, 2bd=Vba,
2bd 4 b2 =4d?
A2+ 20d 402 =5d2
(0 +d)?=5d?%
fP=5d
co nalezalo dowies¢.

Poréwnywajgc obie metody dowodzenia, spostrzegamy z latwo-
§cig, Zze metoda syntetyczna jest najzupelniej wystarczajgca, gdyz
wychodzac z prawdy znanéj i kombinujage jg z innemi prawdami
pewnemi i znanemi, dochodzimy w niéj do twierdzenia, ktérego na-
lezalo dowies§é; gdy tymezasem w metodzie analitycznéj, przyjmujae
twierdzenie nasze za dowiedzione, przychodzimy wprawdzie do
prawdy uznanéj, nie mamy wszelako zupelnéj pewnosci, czy wy-
chodzge i z innych zalozen, réznych od przyjetego, nie doszlibysmy
do tego samego wyniku. Aby wige upewnié sig, czy metoda anali-
tyczna w naszym przypadku prowadzi do twierdzenia szukanego,
nalezy jeszcze dowiedé, ze gdy kwadrat odcinka CD nie jest ré-
wny pigciokrotnemu kwadratowi odcinka AD, to stagd wyniknie
7e poczworny kwadrat odcinka AD nie jest réwny kwadratowi
odecinka AB.

W jednym przypadku mozna dowodzenie analityczne uwazaé za
wystarezajace, mianowicie, jezeli wychodzac z pewnego zaloZenia
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i kombinujae je z prawdami poprzednio dowiedzionemi, dochodzimy
do wniosku niezgodnego z prawda: wtedy bowiem Zzalozenie mu-
sialo byé oczywiscie falszywe, gdyz jest rzecza niemozliwg, aby
z prawdy, uznanéj za pewng, mozna bylo przez kombinacyg z pra-
wdami dowiedzionemi doj$é do wniosku niezgodnego z prawda.
W tym przypadku sposéb dowodzenia znany jest pod nazwg spro-
wadzenia do niedorzecznosci (reductio ad absurdum) i jest najzupel-
niéj wystarczajacy, jakkolwiek moze nie posiada téj sity przekony-
wajacéj, jaks ma sposéb dowodzenia bezposredni. Mimo to sposéb
ten czesto byl uzywany przez starozytnych i dopiero metody Ra-
chunku wyzszego Matematyki nowozytnéj daly nam $rodek zasta-
pienia go sposobem bezposrednim dowodzenia.

Hankel3” scharakteryzowal metody syntetyczng i analityczng
w Geometryi starozytnych i okreslit warunki, pod ktéremi sg one
zawsze stosowalne, w spos6b nastepujgcy.

Kazde twierdzenie geometryczne wyraza, Zze gdy pewna figura
posiada pewng wlasno$é 4, wtedy koniecznie i ogdlnie posiada inng
wlasno$é B, czyli méwige krotko : jezeli jest A, to musi byé ¢ B.

Jezeli obok tego twierdzenia zachodzi i drugie twierdzenie, mia-
nowicie: jedeli niema A, to niema ¢ B, to oba twierdzenia mozna
zawrzeé w jedném: A jest warunkiem koniecznym i dostatecznym dla
B. Poniewaz wynika stad, ze gdy jest B, to jest i 4, a wige wtym
przypadku twierdzenie jest bezwarunkowo i ogolnie odwracalne:
obie wlasnosci 4 i B warunkujg si¢ wzajemnie.

W przypadku gdy 4 nie jest koniecznym warunkiem zachodzenia
B, twierdzenie “4 jest B, nie jest odwracalne i wynika z niego je-
dno z dwéch; “B jest 4, albo “B jest nie-4,. W tym wlasnie przy-
padku znajdujg sie wszystkie twierdzenia, w ktérych B jest wla-
sno$cig podrzedng, w A4 zawarty, jakiéj sig uzywa czesto w twier-
dzeniach pomocniczych. Twierdzenie zad, wyrazajace zwigzek pe-
wnéj wlasnosci 4 z inng, nie zawartg z nig logicznie, musi by¢ od-
wracalne. Twierdzenie: “Jezeli jest 4, to jest i B, gdy nie jest od-
wracalne, wskazuje, Ze istnieje inne twierdzenie odwracalne : “Jezcli
jest A’ to jest i B, gdzie A’ oznacza wlasno$é ogélniejszg od wia-
sno$ci 4, lub B’ wyraza wlasnosé¢ specyalniejszg od wlasnosei B.

Synteza przy dowodzeniu twierdzenia “A jest B, polega na
kombinowaniu twierdzen, poprzednio dowiedzionych: “A jest D,,
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“Djest E, ..., dopoki nie dojdziemy do wyniku “I jest B, skad
bezposrednio wnosimy: “4 jest B,,.

Analiza przy dowodzeniu twierdzenia “4 jest B, polega na kom-
binowaniu twierdzen: “B jest C,, “C jest D ..., skad wynika “4
jest C,,, “A jest D, ... poki nie dojdziemy do wyniku “4 jest &,,
ktory jest albo falszywy, albo wyraza pewng wlasnosé figury.
W pierwszym przypadku, jak to juz powiedzieliSmy, twierdzenic
“4 jest B, jest stanowczo falszywém, w drugim za$ jest prawdzi-
wém, ale tylko przy warunku, ady wszystkie twierdzenia uzyte, poprze-
dnio stosowane, byly odwracalne.

O ile synteza przewazala u starozytnych przy dowodzeniu twier-
dzen, o tyle analiza znowu miala waZniejsze znaczenie, jako droga
rozwigzywania zagadnier; czytelnika, interesujgcego sie ta kwe-
styg stosowania analizy do zagadnien, odsylamy po blizsze szcze-
gblydodziet Hankela i Duhamela®, z ktérych ostatni znaczng
czgdé pierwszego tomu swojéj ksiagzki o metodach rozumowania
w naukach $cistych po$wigca analizie i syntezie starozytnych.

W Matematyce dzisiejszéj analiza i synteza utracily znaczenie
dawne i przybraly znaczenie zupelnie odmienne. Przez analize ro-
zumiemy dzi$ zbiér metod rachunkowych, a w SciSlejszém znacze-
niu Rachunek wyzszy czyli nieskoniczonos$ciowy ; synteza za$ ozna-
cza badanie bezposrednie form geometrycznych i foronomicznych.
Geometrya zowie sig analityczng, jeieli formy geometryczne badamy
w niéj pod postacig form liczbowych, im odpowiadajgcych; syntety-
czng za$, jezeli nie posilkujemy sig narze¢dziem rachunkowém i uzy-
wamy jedynie konstrukeyj geometrycznych. Gdy idzie o dowodzenic
twierdzen w ktoéréjkolwiek galezi nauk matematycznych, uzywamy
bez Zadnéj réznicy jednéj lub drugiéj drogi rozumowania, ktéra
starozytni starannie odrézniali, jako analize i synteze; dzi$ jednak
nie przywigzujemy znaczenia do tych nazw specyalnych, gdyz ana-
liza i synteza sg obie w ustugach dedukeyi, stanowigcéj przewaing,
mefodg rozumowarn matematycznych 3%,

7. ZASADA ZACHOWANIA I WARUNKI STOSOWALNOSCI
DZIAEAN FORMALNYCH.

Wiemy juz z powyzszego, %e Matematyka rozwija sie, dzigki
uogélnianin pojeé i zwigzkéw pomigdzy przedmiotami swojego ba-
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dania. Jak z postgpem techniki czlowiek z kombinacyi naj-
prostszych machin, spozytkowujac czynniki przyrody, zdobywa co-
raz doskonalsze narzedzia pracy, podobniez w Matematyce uogél-
nianie pojgé, bedace wynikiem pracy umystowéj pokoleni, daje nowe
i doskonalsze narzedzia myélenia, ktére nastepnie z pozytkiem sto-
sujemy do badania przyrody. Najbardziéj oderwane i wyidealizo-
wane formy matematyczne, ktérym zdaje si¢ nie odpowiadaé nic
rzeczywistego, okazujg si¢ nastgpnie poteznemi narzedziami bada-
nia; za przyklad sluzyé mogs nieskoniczenie male, jedna z najwa-
zniejszych form Matematyki wyzszéj, dzieki ktoréj udoskonalily sie
tak znakomicie Mechanika, Astronomia i Fizyka. Wazno$é i plodnosé
tego kierunku twérczodei ludzkiéj wykazujg dostatecznie dzieje na-
uki, a prawa tego postepu mysli w nauce tak $cistéj, jak Matematy-
ka, stanowig, zadanic wielce ciekawe dla filozofa 49,

Przed 23 laty Hank el*! sformulowal dla dziedziny liczb zasade,
ktorg kierujemy sie¢ zwykle przy uogélnianiu prawd i zwigzkéw ma-
tematycznych, i nazwal jg zasadg zachowania praw formalnych
[Prinzip der Permanenz formaler Gesetze]. W postaci nadanéj przez
Hankela, zasada ta jest wiasciwie tylko szczegélnym przypadkiem
zasady ogélniejszéj, ktora nizéj podajemy,

Oto jak uzasadnia rzeczte Hankel:

Niechaj a,b,c... begda pewne formy lub zwigzki pomiedzy formami
Wyobrazmy sobie, ze formy a i & skombinowali$my czysto pojecio-
wo i ze na wypadek tego polaczenia czyli dzialania otrzymaliSmy
nowg, forme ¢. Forma ta we wszystkich dzialaniach, jakie nad for-
mami wykonywaé bedziemy, zastgpuje polgczenie form a i b, jest
réwng temu polaczeniu. Rzecz oczywista, ze jezeli formy lgczyé
bedziemy ze sobg wedlug pewnych stalych prawidel, to pomiedzy
wynikami réznych polgczell otrzymamy pewne zwigzki, wynikajace
z saméj natury polaczen, bez wzgledu na istote form taczonych ze
sobg; zwigzki, dajace sig¢ wyprowadzi¢ z samych zalozefi drogg de-
dukeyi. Poniewaz natura polgczen form jest zupelnie dowolng, wiec
i prawidla dzialaf czysto formalnych sg zupelnie dowolne, z tém tyl-
ko zastrzezeniem, aby nie wylgczaly sig wzajemnie i nie zawie-
raly sig jedne w drugich: wybieramy przeto prawidla bezwzglednie
dostateczne.

Mozna oczywiécie utworzy¢ system takich form, w ktérym wszy-
stkie formy i dzialania sg okre$lone dostatecznie [i nie bardziéj niz
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dostatecznie], ktéry wszakze pozostanie bez wartosci, jezeli w two-
rzeniu systemu nie zwracaliSmy weale uwagi na znaczenie dzialan.
Aby wiec nasze formalne dziatania mialy istotne znaczenie dla na-
uki, trzeba, aby prawidla ich obejmowaly w sobie prawidla dzialan
nad formami znanemi, aby z jednéj dziedziny mozna bylo dzialania
te przenie$é do innéj, gdzie majg juz znaczenie ustalone. Albo, obja-
$niajac rzecz na przykladzie: jezeli tworzymy nowe liczby np. uro-
jone, trzeba dzialania nad temi liczbami poddaé takim prawidlom,
ktoreby jako szczegblny przypadek zawieraly w sobie dzialania nad
liczbami rzeczywistemi; jezeli wprowadzamy potegi z wykladnika-
mi ulamkowemi, trzeba, aby dziatania nad nowemi formami dawaly
nam wyniki pewne i ustalone, jezeli utamki stang sie rowne liczbom
catkowitym.

Zasadg zachowania w zastosowaniu do liczb Hankel wypowiada
w ten sposob: “Jeield dwie formy, wyraione w ogdlnych znakach al-
gebraicznych, sg sobie réwne, to majq takiemi pozostaé, jeieli znaki te
nie oznaczajq liczh rzeczywistych, gdy przeto dzialania nad niemi
otrzymujg nowe znaczenie,,.

Dodaje przy tém Hankel, ze nie nalezy zasady téj stosowaé
wszedzie bez zadnych zastrzezenn; ze ma ona sluzyé przedewszyst-
kiém do okreslenia prawidel koniecznych i dostatecznych, o ile te
sa od siebie niezalezne, ale wymaga zarazem, by stosowanie za-
sady pozwalalo narozwinigcie nalezytéj ogélnosci w tworzeniu form.

Zasade zachowania mozemy wypowiedzieé w postaci ogdlniej-
szé}, a mianowicie :

“Jezeli formy pewné; okreslondj dziedziny poddajemy okreslonym
konstrukeyom ¢ dzialaniom, ktdre doprowadzajg do pewnych zwigzkdw
migdzy formami téj dziedzing, to zwiqzli te wwaiamy, za zachodzqce
i wtedy, gdy konstrukeye ¢ dziatania prowadza do wynikéw, ktdrych
nie mozna wwazaé za formy, bezposrednio do naszéj dziedziny naleiqee,,.
Utrzymanie wlasnie zwigzkow tych samych dla jednych i drugich
form pozwala objaé te formy jedng dziedzing rozszerzona.

Jezeli teraz z géry pomyslimy sobie dwie dziedziny czyli rozmai-
tosci takie, ze kazdéj formie czyli kazdemu elementow? jednéj rozma-
itodci odpowiada pewna forma lub element drugiéj; jezeli to przej-
$cie od jednéj rozmaitosci do drugiéj, stanowigce pewien proces my-
Slowy, majacy swoj wyraz w pewnéj konstrukeyi lub dzialaniu, na-
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zwiemy wogble odwzorowaniem lub przeksztalceniem, to z poprze-
dniego wynika zasada odwrotna :

nMoina pomysleé takie przekszialcenia, iz zwigzki, zachodzqce mig-
dzy formami pierwszéj rozmaitosei zachodzié bedg pomigdzy formami
drugiéj; pomyslane przeksztalcenia majg te wlasnoéé, Ze nie zmie-
niajg zwigzkdw zachodzqeych pomigdzy formami”,

Przetlomaczona na jezyk geometryczny zasada wypowiedziana
w tém twierdzeniu prowadzi nietylko bezposrednio do dwéch ogdlnych
zagsad Geometryi: dwoistosci i odpowiedniosci [la dualité et homogra-
phie) Chasles’a?? ale siega jeszcze daléj i glebiéj; przez wprowa-
dzenie bowiem pojecia grupy przeksztalcenia t. j. szeregu przeksztal-
cefi, majgeych te wlasno$é, ze kazda zmiana, wynikajaca z kombi-
nowania tych przeksztatcen, znajduje sig w tym szeregu, prowadzi
do zagadnienia, obejmujacego w sobie najwyzsze uogélnienie Geo-
metryi, ktére w przedstawieniu F. Kleina*3 wyraza sie¢ w ten
sposob :

“Dana jest rozmaitosé ¢ w niej pewna grupa preeksztalcenia; zbadaé
Jformy naleiqce do jéj rozmaitosci co do takich wilasnosci, ktore nie zmie-
niajq sig przez przeksztalcenia tq';"grupy,,.

Tak wige zasada zachowania panuje nad rozwojem Geometryi;
z nigj to wyplywajg : waina zasada cigglosci [principe de continuité]
Ponceleta* iwspomniane dwie zasady Chasles’a; ona to kie-
rowala tworczoscia Steinera®’, ktory “odkryt organizm, lgczgey
najréznorodniejsze zjawiska w $wiecie przestrzeni”. Potezny jéj
wplyw widocznym jest w Analizie, gdzie nietylko otworzyla dla
umyslu dziedziny nowych liczb, ale i teoryg funkeyj doprowadzita
do wysokich uogélnier. Ona to byla kierowniczka wielkiego mate-
matyka Wrofiskiego w zdobywaniu dla nauki nowych pogladéw;
ona doprowadzita go do prawe najwyiszegots, ktore uwazal za twier-
dzenie naczelne caléj wiedzy matematyeznéj. Smialo rzec mozna,
ze calkowity rozw(6j Matematyki odbywa sig pod przewodnictwem
zasady zachowania, pojetéj w caléj jéj ogdlnosci. Poniewaz za$ ro-
zwo6j nauk fizyeznych $cisle jest zwigzany z postgpem nauk matema-
tycznych, latwo przeto rozumied, ze wplyw téj zasady musi sig¢ daé
uwidoeznié i w pierwszych. W saméj rzeczy, w naukach fizycznych
zasada zachowania uwidocznia sig w zwigzkach stalych, zachodzg-
cych pomigdzy elementami zjawisk w rozmaitych dziedzinach; Fizy-
ka zwiagzkite odkrywa, Matematyka za$ urabia je w formy sobie wla-
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$ciwe i odpowiedniemu poddaje badaniu. Zastosowanie Matema-
tyki do nauk realnych polega wla$nie na tém, ze zwigzki formalne,
jakie Matematyka stwarza, znajdujg swoje urzeczywistnienie w zwigz-
kach, zachodzgcych pomiedzy elementami zjawisk.

Zasada zachowania jest wszakze tylko kierujgcq; oprécz niéj ko-
nieczng jest zasadaregulujgca, aby uogélnienia pojeé, dziatan i zwigz-
kéw nie doprowadzaly ani do sprzecznos$ci logicznych, ani do nie-
zgodno$ci z prawdami, poprzednio dowiedzionemi. Zasadg t¢ moze-
my wyrazié w sposOb nastepujaey :

“ Wezelki¢ zwiqeki, konstrukcye i dzialania w dziedzinie form nowych
nie powinny prowadzi¢ do wynikiw logicznie sprzecznych lub niezgo-
dnych z prawami, odnoszqcemi sig do dziedziny form dawnych,,.

W wielu razach, do usunigcia téj sprzeczno$ci lub niezgodno$ci
wystarcza, jezeli przy przenoszeniu zwigzkéw z dziedziny pierwo-
tnéj do dziedziny ogélniejszéj pomijamy pewne prawa, ktore w takim
razie charakteryzowaé bedg specyalnie dziedzing pierwotng. Nie-
kiedy jednak, gdy do form ogélniejszych dochodzimy inng drogg.
wyjasnienie i zbadanie niezgodnosci logicznéj, a zarazem okreslenie
dziedziny form wuogélnionych za pomocg warunkéw koniecznych
i dostatecznych jest rzeczg nielatwa, i to stanowi powdd, dla ktore-
go czesto uogdlnienia nauki nie majg tak szerokiego zastosowania,
jakie im przypisywano, dlaczego np. prawo najwyisze nic ziscilo
w caléj rozcigglodei oczekiwan jego tworey.

Stosowalno$¢ prawa zachowania w specyalnych dziedzinach ba-
dania powinno da¢ sie w ogélnosci sformulowaé za pomocg warun-
kow, wyrazajgcych niezmienno$é pewnych form oznaczonych przy
wszelkich zmianach i konstrukeyach, jakie w badanéj dziedzinie
wykonywamy; co ostatecznie wyraza¢ powinno konieczno$é zgodno-
$ci logicznéj wynikéw calego biegu rozumowaii z prawdami, przyje-
temi za podstawe badania. W naukach formalnych te podstawe sta-
nowig, jak wiadomo, poczynione zatozenia; w naukach realnych —sy-
stem faktow zasadniczych, hypotez lub wreszcie praw natury.

Zbadanie istoty prawa zachowania i warunkéw jego stosowalno-
Sei w Matematyce godném jest gruntowniejszych niz dotad studyéw
ze strony filozofow wiedzy. Tymezasem to, co znajdujemy u Wun d-
ta*" lub Brixa*® i innych, ktérzy ze stanowiska Teoryi poznania
badali podstawy wiedzy matematycznéj, jest malo wystarczajgce.
Dubois-Reymond?, ktéry nie nalezy do zwolennikéw wybitnie
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formalnego kierunku dzisiejszéj Matematyki, zapatruje sig tez scep-
tycznie i na samg zasade zachowania, opierajac sig na tém, Ze ist-
nieje wiele przypadkéw, w ktoérych zasada ta prowadzi do wyni-
kéw zupehnie falszywych. Jako przyklad podaje on twierdzenie

d ~  d
£S5 Sk
1 1

ktore, jak wiadomo, wypowiada swoje ustugi w wielu przypadkach.
Uwaga Dubois-Reymonda jest sluszng, ale nie $wiadczy na
niekorzy$§é saméj zasady, owszem powinna, zdaniem naszém, pobu-
dzi¢ matematykéw do badania granic jéj stosowalnosci.

10 niedostatecznosdci okreslenia Matematyki,jako nauki o wielkosciach,
méwig: K. Ch. Fr. Krause, Tagblatt des Menschcheitslebens, 1811, po-
rown. wydane w r. 1889 tegoz Philosophische Abhandlungen, str. 271,
inastepne; H. Grassmann, Ausdehnungslehre, wydanie 2-e, 1878,
. str. XXII, i inni.

2 Nazwy formy dla utworéw matematycznych uzywa H. Grassmann
Ausdehnungslehre, str. XXII. Matematyka jest wedlug niego nauka
o formach [ Formenlehre]. Wedlug Roberta Grassmanna, Die For-
menlehre oder Mathematik, 1872, nauka o formach czyli Matematyka jest
nauka o prawach $cistego naukowego myslenia i sktada sie z pigeiu ga-
Yezi, a mianowicie: z nauki o wielkoseiach, Logiki, nauki o kombinacyach,
nauki o liczbach i z nauki o rozciagtosei [ Ausenlehre].

3 Grassmann, Ausdehnungslehre, str. XXII.

4 K ant, Kritik der reinen Vernunft, wydanie Er d m anna 1880. Po-
glad ten wypowiedziany jest w wielu miejscach np. na str. 145, 488—49%
it.d. ‘

5> Wronski, Introduction & la philosophie des Mathématiques, 1811,
str. 1 — 4. Poréwn. takze tegoz, Sept manuscrits inédits éerits de 1803
4 1806, oeuvres posthumes, 1879.

6 Comte, Cours de philosophie positive, wydanie z r. 1863, I, str. 98.

7 Wundt, System der Philosophie, 1889, str. 26.

8 Wundt, tamze, str. 123.

9 Hankel, Theorie der complexen Zahlensysteme, 1867, str. 48.

10 Bolzano, Paradoxien des Unendlichen. Wydanie 2-e, 1889, str
4—5.

1 Paul Dubois-Reymond, Die allgemeine Functionentheorie,
1882, str. 14—57.

12 Dzi§ wyraz modut, w znaczeniu uzytém w tekscie, zastepujemy wpro-
wadzoném przez Weierstrassa wyrazeniem wartodé bezwzgledna,
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3 H, Grassmann, Lehrbuch der Arithmetik, 1861, str. 1.

* Helmholtz Zihlen und Messen, erkenntnisstheoretisch betrach-
tet [Philosophische Aufsitze, Eduard Zeller zu seinem fiinfzigjihrigen Doctorju-
bildum gewidmet, 1887, str. 16—52]. W roku 1868 Riem ann w rozpra-
wie, napisanéj jeszcze w r. 1854., Ueber die Hypothesen welche der
Geometrie zu Grunde liegen | Gottinger Abkandlungen, XIII, 1 — 20, takze
B. Riemann's Gesammelte mathematische Werke, 1876, str. 254 — 269;
przeklad polski S. Dicksteina i Wi Gosiewskiego w Pa-
migtniku Towarzystwa Nauk Scislych w Paryiu, 1X, 1877] i jednoczesnie
Helmholtz wpracy: Ueber die Thatsachen der Geometrie [ Gottin-
ger Nachrichten, 193—221, takze Wissenschaftliche Abhandlungen von H e r-
mann Helmholtz II, 1883, str. 618 — 639], zajeli si¢ zbadaniem
podstaw, na ktorych spoczywa nasza Geometrya. Te znakomite roz-
prawy wplynely na poglebienie caléj wiedzy matematycznéj i zrodzity
bogata literature [porown. Wiadomos§é o pracach z dziedziny Geometryi
wielowymiarowéj, Prace matematyczno<fizyczne, 1, 1888, str. 128—135]. Wy-
niki tych nowych badan przedstawimy we wlasciwém miejscu; tu powie-
my tylko, ze Helmholtz holduje teoryi empirystycznéj, wedtug kto-
réj pewniki Geometryi nie sa twierdzeniami a priori, jak utrzymuje
Kant, lecz prawdami, ktére doswiadczeniem zdobywamy i ktéremi
jedynie do§wiadczenie zachwiaé by moglo. Rozprawa o liczeniu i mie-
rzeniu ma byé odno$nie do Arytmetyki dopeinieniem tych pogladow
wielkiego fizyka. Winnismy dodaé, ze pod tym wzgledem mial H el m-
holtz poprzednikéw w Grassmannie, Hankelui Schride-
rze. Roéwnoczesnie z praca podobnéj tredci wystapit Kronecker
w rozprawie, Ueber den Zahlbegriff. [ Philosophische Aufsitze 1it. d., str.
263—274.]. Z krytyka pogladéw Helmholtza i Kroneckera
wystepuja: G. Cantor, Zur Lehre von Transfiniten, 1890, str. 17, oraz
Kerry, Ueber Anschauung und ihre psychische Verarbeitung [ Viertel-
Jahrsschrift fiir wissenschaftliche Philosophie, X1V, 1890, str. 317—353].

15 Porown. Everetta, Jednostkii stale fizyczne, przektad polski
J.J.Boguskiego, 1885.,, Wt. Natansona, Wstep do Fizyki teore-
tycznéj, 1890, str.8—11.,orazJ.Bertranda, Lecons sur la théorie ma-
thématique de I'électricité, 1890, str. 266 —296.

N. Thiele, Til Afslutning af Regneundervisningen, 1883, dzieli
przedmioty badaii matematycznych na pieé klas nastgpujacych: Do
pierwszéj nalezg mnogosci, posiadajace jedno§é bezwzgledny [indywi-
duum] i dajace sig przedstawié za pomoca liczb catkowitych. Do drugiéj
wielkosci [dlugodei, powierzchnie, objetosci, ciezary, wartodci]; te maja
jednosci wzgledne, dowolnie przyjete, a do opisu ich potrzebne sg licz-
by ulamkowe i niewymierne dodatne. Przedmioty pierwszéj i drugiéj
klasy maja zero bezwzgledne. Trzecia klase stanowiy punkty rzeczowe
— Tingpunkter — [temperatura, momenty czasu, punkty na prostéj
nieograniczonéj], przy opisie ktorych nie potrzeba ani zera bezwzgle-

Pojecia, T. L 3
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dnego ani jednoSci bezwzglednéj; maja one tylko zero wzgledne
i jednosci wzgledne. Do klasy czwartéj nalezg “wyrazy,—Led—[np. wy-
razy nieskonczonego taiicucha], maja one jednosci bezwzgledne, lecz nie
maja bezwzglednego zera, Wreszcie do klasy piatéj zalicza Thiele
katy i wogdle przedmioty, prowadzace do pojeé, nie dajacych sie zawrzeé
w jednéj z klas poprzednich.

16 Niemozno§é utworzenia Matematyki wielkosei intensywnych tkwi
wedlug Dithringa, |Logik und Wissenschaftstheorie, 1878, str. 254]
w braku koneepeyj czysto myslewyeh i eczysto konstrukeyjnych odnodnie
do istoty materyi. “Gdyby, powiada on, o ogdlnym osrodku materyalnym
mozna byto powiedzieé cod podobnego do tego, co sig méwi w pewnikach
o przestrzeni, i gdyby nad tworami, zawartemi w tych orzeczeniach,
mozna byto wykonywaé takie same dzialania, jakie wykonywa Ary-
tmetyka na liczbach, albo téz Matematyka w ogéle w przestrzenii cza-
sie, to doszlibysmy do nowéj Matematyki materyi. Przy braku takich po-
jeé, dochodzimy tylko jedynie do zastosowan Matematyki do materyii do
cial fizycznych,,.

17 Kant, Kritik der reinen Vernunft. Wydanie Erdmanna, 1880,
str. 163.

18 &, Cantor, Ueber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten.
[ Mathematische Annalen, XX, 1882, str. 113.].

19 Dedekind. Was sind und sollen die Zahlen, 1888.; pordow. tez pra-
cg tegoz autora: Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1872, w ktoréj istote
ciaglodei widzi w nastepujacém twierdzeniu: “Jezeli punkty na prostéj
rozpadajg sie na dwie klasy w ten sposob, ze kazdy punkt pierwszéj klasy
lezy na lewo od kazdego punktu drugiéj, to istnieje jeden i tylko jeden
punkt, ktory daje ten podzial punktow na dwie klasy,to rozcigeie prostéj
na dwie czedei,,. Za Dedekindem idzie Stolz w Vorlesungen iiber
allgemeine Arithmetik, 1885, I, str. 80-~84%.

20 (o hen, Das Prinzip der Infinitesimalmethode und seine Geschich-
te, 1883, str. 37.

21 A, Fick, Das Grossengebiet der vier Rechnungsarten, 1880, str. 6.

72 Wernic ke, Die asymptotische Function des Bewusstseins. [ Vier-
teljahrsschrift fir wissenschaftliche Philosophie, X1, str. 485 |.

23 H Grassmann, Ausdehnungslehre, str. XXITI, XXIV.

3¢ Do systemu wiedzy matematycznéj nalezy Rachunek prawdopodo-
bienstwa, nie wymieniony wyraznie w tekscie. Nauka ta, bedaca wedlug
wyrazenia Laplace’a ,zdrowym rozsadkiem sprowadzonym do rachun-
ku,, wedlug Wronskiego “teorya prawa teleologicznego, jakie rzadzi
przypadkiem, [loi téléologique du hasard], ze wzgledu na metode swoja
nalezy do Algebry i Analizy, ze wzgledu na pojecie zasadnieze prawdo-
podobiefistwa do Teoryi poznania i do Logiki, ze wzgledu wreszeie na
zastosowania do roznych gatezi wiedzy moze byé zaliczong do Mate-
matyki stosowanéj. Teorya prawdopodobienstwa jest dotad wigeéj wy-
robiona pod wzgledem metod matematycznych, anizeli pod wzglgdem
teoretyczno-poznawezyn.
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2 N e wton, Philosophiae naturalis principia mathematica. Przedmo -
wa. Przektad niemiecki Wolfersa, 1872, str. 1.

% Gauss wliscie do Besselawr. 1829. Porown.: Kronecker,
Ueber den Zahlbegriff [Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, CI,
str. 339]. :

27 Grassmann, Ausdehnungslehre, str. XXIII. )

¥ Wroinski, Introduction i t. d. str. 464 i nastepne, dzieli tak Algo-
rytmig jak i Geometrys na dwie galtezie: Teorya i Technig. Teorye nazy-
wa on 0gdl twierdzed, czyli podati, majacych za przedmiot nature ilodci, t. j
form matematycznych, Techniz—0g6t metod, ktore on nazywa podaniami, od-
noszacemi sie do mierzenia tychze form. Mamy wiec Teorya i Technia Al-
gorytmii oraz Teoryg i Techniag Geometryi. Dalszy podzial kazdéj z tych
czgsei oparty jest na istocie dzialai matematycznych, a mianowicie: jezeli
TeoryaiTechnia nzywajg tylko dzialan elementarnych, noszanazwe Teo-
ryi i Technii elementarngj; jezeli uzywajg “systeméw, dzialan elementar-
nych, noszg nazwe Teoryi i Technii systematyczndj. Procz tego tak Teorya
i Technia mogy sig odnosi¢ juzto do powstawania [génération] form mate-
matyeznyceh, juztodo ich zwigzkow wzajemnych, do ich pordwnania [com-
paraison]; stad wynika dalsze rozezloukowanie systemu Matematyki.
Caly swoj system przedstawit W r o 1t s k i na wielkiéj tablicy “archftekto-
nicznéj,, dotaczonéj do swego dziela,iuzasadnil go szczegdtowo w tek-
scie. Wronskiemu tez wspilniez Kantem i Carnotem przy-
pada zastuga wprowadzenia Foronomii do systemu Matematyki czystéj:
patrz jego dzieto Sept manuserits i t. d. Poréwn. S.Dickstein, Fo-
ronomia Wronskieg o[Rocenik Towarzystwa Prezyjacict Nauk w Poznaniu,
XVII, 1890.].

¥ Arytimetyka i Algebra obie zajmuja sig liczbami; obu podstawa jest
teorya dzialat, dziedziny ich wzajemnie sie krzyzuja. W znaczeniu
Scislejszém pod nazwa Arybmetyki rvozumiemy Zeorya liczb, to jest
nauke o liczbach calkowitych, o funkcyach, za pomocy skoiiczonéj
liczby dziatan elementarnych utworzonyeh a takie liczby przedstawiaja-
cych, i w ogéle o uktadach czyli cialach liczbowych, za pomocy podobnych
funkeyj okreslonych; przyczém pod nazwsy liczb catkowitych rozumiemy
nie tylko liczby catkowite rzeczywiste [ Teorya liczb zwyczajna] ale i licz-
by calkowite urojone, idealne, ideaty, Glowném =zadaniem Algebry
jest ogdlne badanie funkeyj, zbudowanych za pomocg skonczonéj liczby
dzialan zasadniczych, réwnan, z takich funkcyj utworzonyeh, iliczh
oraz ogolniéj tunkeyj, przez takie rownania okreslonych. Lecz gdy bada~-
nia arytmetyczne sa przywiazane niejako do stalego uktadu liczb okre-
Slonéj natury, badania algebraiczne, przeciwnie, sg prowadzone bez wzgle-
du na podobny uktad; pierwsze sy specyalne, drugie ogélne, skad ptynie
roznica metod w obu naukach, ktéora W ronsk i charakteryzuje, nazy-
wajac metody Teoryi liczb teleologicenemi [celowemi]. Wedtug pomystow,
ktére obecnie rozwija Kronecker, cala tresé badan algebraicznych
powinna daé sie “zarytmetyzowagé,, t.j. Algebra zamienié na Arytme-
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tyke czyli Teorya liczb. Tym sposobem obie nauki, wyszedlszy z jednéj
podstawy i rozwijajac kazda swe metody, zlgczylyby sie we wspolnych
pojeciach i metcdach. We wladciwém miejscu rzecz te szezegélowo
przedstawimy. Wazne metody Algebry, ktore rozwinely si¢ nawet w sa-
modzielne galtezie, mianowicie: Teorya podstawienn i grup, Teorya
przeksztalceii i niezmiennikow, stanowig tak nazwang Algebr¢ nowa.
Jeszcze ogolniejsze formy i za pomocy ogodlniejszych metod bada Rachu-
nek wyzszy czyli Analiza. Funkeye, ktoremi sie ta gataz Matematyki zaj-
muje, nie s3 pod wzgledem tworzenia swego ograniczone do skoficzonéj
liczby dzialan elementarnych, a gidwném narzedziem badania sa tu
pojecia graniczne czyli nieskoriczonosciowe, do ktérych zalicza sig takze
pojecie cigglosei, zbieznosei i t. d. Mozna Rachunek wyzszy nazwaé Teo-
rys funkeyj matematycznych, najogélniej uwazanych. Analiza ma oczy-
widcie wiele punktow wspélnych z Algebrs, i wogdle wszystkie trzy na-
uki: Arytmetyka, Algebra i Analiza, stanowia wlasciwie jedng tylko umie-
jetnodé, w ktoréj formy matematyczne badamy z réznych stanowisk, i, co
za tém idzie, przy pomocy réznych narzedzi. Stusznie przeto wszystkie
je polgezyl Wroiiskijedng nazwg Algorytmii.

Przedmiot nauk, nazywanych w szkole Arytmetyka i Algebra, stanowi
zbi6r wiadomosei elementarnych z trzech dziedzin powyzszych. Arytme-
tyka elementarna obejmuje nauke czterech dziatai nad liczbami catkowi-
temi i utamkami, przedstawionemi w dziesietnym ukladzie liczenia wraz
z zastosowaniami do zadai praktycznych. Algebra elementarna obejmuje
nauke o liezbach ujemnych, elementy teoryi funkeyj calkowitych i roz-
wigzywania rownan algebraicznych oraz teorya kombinacyi, z analizy
za$§ przejmuje elementarna teorys postepow geometrycznych nieskonczo-
nych i teorya logarytméw. '

Aby daé wyobrazenie o bogatym rozwoju dzisiejszéj Matematyki, przed-
stawiamy tu tytuly dzialow i poddzialow, na jakie dziely sig sprawo-
zdania o postgpie Matewmatyki czystéj, podawane w specyalném czasopi-
smie Jakrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, wedtug XIX-go roczni-
ka tego pisma:

1. Historya i Filozofia liatematyki.
II.  Algebra.
1. Roéwnania. Teorya ogélua. Rownania algebraiczne
szezegolne.
2. Teorya form.
3. Eliminacya i podstawienia, Wyznaczniki i funkeye
symetryczne.
III.  Arytmetyka nizsza i wyzsza.
1. Arytmetyka nizsza.
2. Teorya liczb.
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a) Rzeczy ogdlue.
b) Teorya form.
¢) Teorya ulamkéw ciaglych.
1V. Rachunek prawdopodobienstwa. Nauka o kombinacyach.
V. Szeregi.
a) Rzeczy ogdlne.
b) Szeregi szczegolne.
VI. Rachunek rézniczkowy i caltkowy.
1. Rzeczy ogélne.
1. Rachunek rozniczkowy [Rozniczki, funkeyerozniczek,
maksyma i minima].
Rachunek catkowy.
Calki okreslone.
Réwnania rézniczkowe zwyczajne.
. Réwnania rézniczkowe czgstkowe.
7. Rachunek waryacyjny.

VII. Teorya funkeyj.
1. Rzeczy ogdlne.
2. Funkeye szczegoilne.
a) Funkeye elementarne.
b) Funkeye eliptyczne.
¢) Funkeye hypereliptyczne, Abelowe it. p.
d) Funkeye kuliste i t. p.

o

Tt

VIII. Geometrya czysta, elementarna i syntetyczna.

1. Zasady Geometryi.

2. Badania w dziedzinie cigglodei.

3. Geometrya elementarna. [Planimetrya, Trygonome-
trya, Stereometrya].

4, Geometrya wykreslna.

5. (Geometrya nowa syntetyczna.
a) Rzeczy ogolne.
b) Utwory plaskie szczegolne.
¢) Utwory przestrzenne szezegélne.
d) (Geometrya liczaca.

IX. Geometrya analityczna.

1. Wspélrzedne.

2. Geometrya plaska.
a) Ogdlna teorya krzywych plaskich.
b) Teorya krzywych algebraicznych.
¢) Proste i stozkowe.
d) Inne krzywe specyslne.

3. Geometrya analityczna przestrzeni.
a) Ogdlna teorya powierzehni i krzywych w prze-

strzeni.
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b) Teorya powierzechni i krzywych algebraicznych
* ¢) Utwory przestrzenne 1-go, 2-go, 3-go stopnia.
d) Inne specyalne utwory przestrzenne.
4. Geometrya liniowa [kompleksy, uktady promieni].
5. Pokrewiefistwo, przeksztalcenia liniowe, odwzoro-
wania.
a) Pokrewieiistwo, przeksztalcenie liniowe i od-
wzorowanie.
b) Odwzorowanie podobne |conforme Abbildung].
Wundt, Ueber die Eintheilung der Wissenschatten, [Philosophische
Studien, 11, 1888, str. 1—55] przedstawia nauki matematyczne w nastepu-
jacym systemie:

1. Nauki matematyczne ogdlne.

A) Nauka form ilosciowych: Nauka B) Nauka form jakosciowych: Teo-
o wielkosciach. rya rozmaitosei.
1. Nauki o dzialaniach nad
wielkosciami: Algebra.
2. Teorya zwigzkow pomie-
dzy wielko§ciamni: Teorya

funkeyj.
II. Nauki matematyczne specyalne.
A) Nauka o liczbach. B) Nauka o przestrzeni:

1. Arytmetyka: Nauka o dzia- 1. Geometrya syntetyczna: Na-
laniach nad liczbami. uka o powstawaniu form
2. Teorya liczb: Nauka o licz- przestrzennych z elementow.
bach i zwiazkach pomie- 2. (reometrya analityczna; Teo-
dzy niemi. rya zastosowania pojeé wiel-
kosciowych do utwordw prze-

strzenuych.

C) Nauka o ruchu.
1. Cynematyka syntetyczna: Nanka o skladaniu ruchow.
2. Cynematyka analityczaa: Zastosowanie ogolnych pojeé
wielkosciowych do zagadnien ruchu. .

Porown. uwagi nad tym systemem w artykuleS.Dicksteina, O naj-
nowszych probach klasyfikacyi nauk. [Ateneum, 1889, I, str. 266 i dalsze.].

3 Wundt, Ueber die Eintheilung der Wissenschatten [ Philosophische
Studien, V, 1889, str. 35.].

31 G. Boole, An investigation of the Laws of thought on which are
founded the mathematical theories of logic and probabilities.185%. Tresci-
wie zebrane wiadomosei o pracach uczonych angielskich nad Logika for-
malng znalezé mozna w ksiazeczce Liar d a, Les logiciens anglais con-
temporains, 2-e wyd. 1883, ktora wyszla i w niemieckim przekladzie p. t.
Die neuere englische Logik, 2-e wyd. 1883, Inne proby Logiki, traktowa-
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néj sposobem matematycznym, ogtlosili J. Delboeuf, Logique algo-
rithmique, Essai sur un systéme de signes appliqué 4 la Logique, 1877,
i G. Fre g e, Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete For-
melsprache des reinen Denkens; wszakze tylko metody logikow angiel-
skich wywalezyly sobie pierwszeinistwo przed innemi.

Dzieto Jevonsa p.t. The Principles of science, a Treatise on logic
and scientific method, 1887 [wydanie drugie]zawiera wyklad Logiki for-
malnéj, zastosowanie téjze do nauki o liczbach, do teoryi kombinacyi,
przemian, prawdopodobienstwa, do metod mierzenia, do badan indukeyj-
nych, do teoryi nogolniei, analogii i klasyfikacyi.

32 B. Schrdder, Vorlesungen iiber die Algebra der Logik [exacte
Logik]. Tom I. 1890. Krotki wyklad Algebry logicznéj znalezé mozna
w rozprawie St. Piatkie wicz a, Algebra w Logice [ Sprawozdanie gim-
nazyum we Lwowie za rok 1888].

i Peano wylozyl metode swoja w nastepujacych rozprawach: Ari-
thmetices principia nova methodo exposita, 1889; Principii di Geometria
logicamente esposti, 1889; Les propositions du cinquiéme livre d’Euclide,
réduites en formules [ Mathesis, X, 1890, str. 73 — 74]; Démonstration de
Pintegrabilité des équations différentielles ordinaires [Mathematische An-
nalen, XXVII, 1890]. O metodzie téj powziaé mozna wyobrazenie z na-
stepujacego tresciwego jéj przedstawienia:

Znaki, uzywane w téj metodzie, sa nastepujace:

K oznacza klasg [rozmaitosé, mnogodé przedmiotow i t. p.], \w oznacza
spojnik 4, ~ albo, = znaczy jest, = riwna sig, () jest zawarty albo wynika
A—nic albo niedorzecznosé.

Jezeli a, b, ¢ sa K [klasami], to
a b~ e oznacza: klase wspolng klasom a, b, c.

abe ” to samo coa b e,
avbue - najmniejsza klase, zawierajaca w sobie klasy a,b i c.
—a - klase ztozong z elementow nie-a.
zza - z jest a [nalezy do klasy a].
Tyza » z i y naleza do klasy a.
a=1" » klasy a i b s tezsame.
and ” klasa a jest zawarta w klasie b, albo kazde a jest
A ” nic albo klase ‘“zero,. Tak np. ab== A oznacza, ze

zadne a nie jest 0.

Jezeli a, b, ¢ 33 zdaniami, to
a~b~ce oznacza: jednoczesne potwierdzenie zdan a id;

abe . to samo coa N b ¢
avbuc N ze przynajmniéj jedno ze zdai a, b, ¢ jest prawdziwe
—a ” zaprzeczenie zdania a. Jezeli zdanie a zawiera je-
den ze znakow 0, =. ¢, wtedy znak— dogodniéj jest
pisa¢ przed temi znakami. Tak np. @ — = b piszemy

zamiast —(a=1"0),  — ca zamiast —(z:a) lub rz—a.
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Jezeli np. a, b33 K, to ab—= A oznacza, ze jakie§
a jest b.
a="5 oznacza: zdania @ i b s3 tezsame.
anhb ” ze zdania a wynika b, albo jezeli jest a, to jest b.
A ” niedorzecznosé. Tak np. a— b=A oznacza a ) b.

Jezeli a i b 83 zdania, zawierajace przedmioty nieoznaczone z, 7, . . ..
wtedy
aDsb  oznacza: jakiekolwiek jest z, z @ wynika b.

6 Duyb ” jezeli x i y czynig zado$é a, to czynig zadosé i b,
a=,b " dla wszystkich wartodci x zdania a i b s3 tezsame.
a—=y A , warunek a nie jest co do x niedorzeczny, albo istnie-

je x, czyniace zado$é warunkowi a.

Rozmaite czesei jednego wzoru oddzielajg sie od siebie nawiasami, jak
w Algebrze. Do oddzielenia cze$ci twierdzenia uzywamy punktéow
« ¢ o0 iritod. Aby przeczytaé wzor opatrzony takiemi punktami,
taczymy najprzod znaki, nie rozdzielone punktami, nastgpnie znaki, roz-
dzielone jednym punktem, rozdzielone dwoma, potém trzema i t.d. Tak np.

ab.cd:ef g h. ki ozmacza {[(ab) (cd)][(ef) g1} A(kD)]
Przy pomocy tego znakowania twierdzenia Logiki wyrazaja si¢ nadzwy-
czaj zwiezle, jak to pokazuja nastepujace przyktady:
a:K.p.a.pa {quod est, est } .
a,b,ccK.apbdb.bpc:9.a)cwyraza sylogizm:
Jezeli a, b, ¢ sa klasami, np. sadami, to: jezeli za wynika b, z b
za$ wynika ¢, to z @ wynika c.
ab:K.pteaa=a.ava=a.—(—a)=a.a—=)
GA=A, G\ =a.
Jezelia. bsgklasami, to stad wynika, ze klasa wspolna klasom aia
jest klasa a; najmniejsza klasa, obejmujaca klasy a i a jest a; klasa,
bedaca negacya klasy nie-a. jest klasa a; klasa wspolna klasie nie-a

jest klasg zero; klasa wspélna klasie aiklasie zero jest zerem;
najmniejsza klasa, obejmujaca klas¢ a i klase zero, jest klasa a.

Nastepujace trzy wzory czytelnik z fatwoscig sam odezyta.
a,b:K.piab=ba.avb=bua.abja.apavb.--‘anb)
=(—a)v (=) .—(awb)=(—a)~(=b);
a,byce K.g:(ab)yc=a(be)=abc.(a wb)we=awv(buc)

=avbouc;
a,beK.nprapb.=:z2za),zcb

Liczbe tych przykladow moznaby znacznie powigkszyé; ale i podane wy-
starczaja do pokazania, w jaki sposdb symbolistyka P ean o skraca wy-
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stowienie twierdzen. Réwnie zwiezle przedstawié mozna twierdzenia
matematyczne, jak to pokazujg nastepujace przyklady, ktére czytelnik
tatwo odezyta. W nich klasa N sa liczby calkowite dodatnie, inne
znaki sg zwykle arytmetyczne.

abse N.p.at(041)=a(b+|1);

abce N.).a+0+c)=at+b+tc;

aeN.p.14+a=a-+}1;

abz:N.pra<b.=.b—a—=;

as N.p.ax<X1=a;

abe N.p.abz Ny

a,byceN.).a=b:p:ac=bc.;

a,bye,e N.gria<<b.=.ac<bc:ia=b.=.ac=bc:

a>b.=.ac>bc.;

a,byce N.Q.a(bc)=abc;

a,be N.o:bla= N[xz](za=1).
Ostatnie twierdzenie wyraza: jezeli aib sg liczbami catkowitemi, to
iloraz z podzielenia b przez a jest liczbg catkowita, jezeli istnieje takie
z, dla ktérego za =b. W nastepujacych przykladach q niechaj oznacza
klase liezb rzeczywistych; mozemy napisaé nastepujace twierdzenia:

a,bsq.p.ab=ba
[jezeli liezby a i b s3 rzeczywiste, to iloczyn ab réwna si¢ iloczynowi bda]}
a,beq.a?4-02=0:0:a=0.b=0
a,bsq.ab=0:0:a=0.w.b==0

Wzoér ostatni oznacza, ze jezeli iloczyn dwdch liczb rzeczywistych a i b
jest zerem, to albo @ albo b musi byé zerem.

a,br,yzq.p.rtty=a.t—y=>b:=:2r=a+4b.2y=a—0
abeq.piixzq. 2l artb=0:—=pp. . =.a?—4b>0.

4

Wzér drugi wyraza twierdzenie : “Jezeli a i b 83 liczbami rzeczywistemi,
to warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby pierwiastek réwnania
2?4+ ax 4 b=0 byl liczbg rzeczywisty, jest: a®—45>0,.

Twierdzenia piatej ksiegi Euklidesa przedstawiaja sig pod po-
staciag wzoréw nastepujacych. w ktorych G oznacza klase wielkodei, N
zad, jak wyzéj, klase liczb catkowitych dodatnich :

1. a,be G.mzN:p . ma-+mb=m(atb)

2 a: G mnes N:).ma-+na=(ntn)a

3. - : D) . n(ma) = (nm) a

4. a,b,c,dyc Gymyne N.ab=c/d: (. (ma)/(nb) = (mc)/(n/d)
5

a,be G.mz N:( ., ma—mb=m(a—Dh)
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6. az Gym,ne N:g.ma—na=(m—n)a
7. a,byec G.a=0b:)):alc=1bjc.cla=c/b
8. » a>=>b:):ajc>bjc.clh>cla
9. o ajc=0blc:n.a=b
‘ . da=¢ejb:p.a="b
10. 1 ajc>bjc:n.a=>b
( . cfb>cla:).a=>"b
11. a,bye,dye, fe G.ab=c/d.c/d=¢jf:)).ab="c¢|
12. ’ .ajb=cj/d=¢e|f : ). a/b=(atcte)/(b+dtf)
13. ” calb=c{d.cld=>e[f:).alb>celf
14. aybye,d: G.agb=c/d: ). a>c.).b>d:a=c.[). b=d:
a<<c.{).b=<d.
15. a, bz G.mzN:) . (ma)/(mb)=a/b
16. a,bye.dz G.afb=cid:Q.ac=0b/d.
17. - » 1)) . (a—0)/b=(c—d)/d
18. . ” 20 . (atd) b=(ctd),d
19. . ’ ’ 2D - (a=e)(b—d) =a/b
20. a,bycydyefe G.afb==dle. bjc=r¢f:)..a>c.0.d>f
a=c.).d=f:a<<c.p).d<r
21. - afb=re/f  bjc=dle:) . a>¢c.).d>f:
a=c.).d=fra<c.).d<f
22. » alb=dje . bjc=ce[f: ).alc=4d
23. ” ajb=ce[f.ble=dle: ) .alc=d|f
24. , alb=c/d . e/b=fd : () . (ate)/b = (ct1}/d
25. a,bye,dy e G.ajb=cd.a>b.a>c.p.atd>b+ec

Dla przykladu pokazemy jeszcze, w jaki sposob P eano wyraza nie-
ktore twierdzenia geometryczne. W Geometryi K oznaczaklase lub kate-
goryg utworow geometryeznych, 1 wyraza punkt, K1oznacza klase punk-
tow albo figure geometryczna, znak = miedzy dwoma punktami oznacza
ich tozsamosé. Jezeli a, b 83 punktami. to ab oznacza klase, utworzona
z punktéw wewnetrznych odeinka ab.Wzir ¢ = ab oznacza, ze ¢ jest punk-
tem wewnetrznym odeinka ab.

a,b:1.9.abz K1
a,bye,d, sl .a=b.c=d:).ac=0d.
Ostatni wzor wyraza aksiomat o prostéj.

a,bye,dzl.czad.bzac:).bzad
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Wazor ten wyraza: jezeli a, b, ¢, d sa punktami odcinka, punkt ¢ lezy we-
wnatrz odeinka ad, punkt b wewnatrz odeinka ac, to wynika stad, Ze
punkt b lezy wewnatrz odeinka ad.

a,bsl.c,dedb:piesl.cydeae: —=-4

Wzor ten wyraza, jezeli aibd sa punktami, ¢ i d za$ sa punktami prostéj
a’b, to istnieje punkt e taki, ze punkty c i d naleza do odcinka ae.

Wzor a,b,¢,ds1.p,gzab.p,gsed.p—=q:) . . 2,ycl
:.’L'yA
wyraza: Jezeli a, b, ¢, d sg punktami i jezeli odcinki ab i ¢d majg wspolne
dwa punkty rézne, to te cztery punkty naleza do jednego odcinka.

3 Wykladowi ogélnyeh metod Matematyki poswiecony jest rozdzial
tomu 2-go Logiki W undta. 1883, str. 76—114, w ktoréj czytelnik znaj-
dzie nastgpujace rzeczy: o zadaniach badania matematycznego, o analizie
i syntezie matematycznéj, o indukeyi i abstrakeyi matematycznéj, o de-
dukcyi matematyeznéj. Ten sam przedmiot opracowal wezesniej Wundt
wrozprawie Ueber die mathematische Induction [ Philosophische Studien, 11
1883, str. 90—147].

% Hankel. Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittel-
alter, 1874, str. 137—150.

36 Prayktad wziety z D a u g ¢’a Lecons de Methodologie mathématique
1881—1882.

3" Hankel. Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mit-
telalter, jak wyzéj.

# J.M.C. Duhamel. Des méthodes dans les sciences des raison-
nement. Premiére partie. Des méthodes communes a toutes les sciences
de raisonnement. Wydanie 3-e. 1885.

3 (O indukeyi i dedukeyi matematycznéj, patrz Wundt, Logik IL
85—114.

1 Poteznym bodZcem do umogolnienia badai matematycznych byto
wprowadzenie liter do oznaczania liczb w rachunkach algebraicznych.
Przy przedstawianiu dzialan w takiéj postaci, musialy naturalnie po-
wstawaé pytania o ogolném znaczenin dziatan, gdy sig zadnych co do
liczb, wyrazanych przez litery, nie czyni zatozen specyaluych. Przez Geo-
metryg Descartes’a wplyw téj metody przeszedl na Geometrya i roz-
winal si¢ nastepnie w Geometryi syntetycznéj.

st Hankel, Theorie der complexen Zahlensysteme, 1867. str. 10—12.

2 Chasles. Apercu historique sur l'origine et le développement des
méthodes en géométrie, particuliérement de celles qui se rapportent a la
géométrie moderne, suivi d'un mémoire sur deux principes généraux de
la science, la dualité et ’homographie 1847, wyd. 3-¢ 1889, str. 586 —695.

4 Klein F., Vergleichende Betrachtungen itber neuere geometrische
Forschungen, 1872, str. 7.

Gy by, dzxy: —
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“Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures, 1822,
Wydanie 2-gie, 1865. Dwa tomy. Poréwnaj nadzwyczaj interesujace uwagi
zawarte we wstepie do tego znakomitego dziela.

4 Steiner. Systematische Entwickelung der Abhingigkeit geome-
trischer Gestalten, 1832; takze w Jacob Steiners Gesammelte
Werke I., 1881. str. 233.

4% Wronski podal wr. 1810 “prawo najwyzsze,, w rozprawie: Pre-
mier principe des méthodes algorithmiques comme base de la Technie
mathématique, i rozwinal ja w dwoch wielkich tomach dzieta: Philoso-
phie de la Technie algorithmique, 1815, 1816 —1817. Poréwnaj O .,pra-
wie najwyzszém, Hoene- Wronskiego w Matematyce, przez S.
Dicksteina, [ Prace matematyczno-fizyczne, tom 1I, 1890. str. 145—168].

4 Brix, Der mathematische Zahlenbegriff und seine Entwicklungs-
formen. [Philosophische Studien, VI, 1890 str. 290].

9 Dubois-Reymond. Die allgemeine Functionentheorie, str. 38.




CZESC PIERWSZA.

TEORYA DZIALAN.

La science arithmétique se développe a la facon
d’un arbre dont chaque branche donne naissance
a plusieurs branches qui a leur tour se divisent et se

ramifient & l'intini.
J. Delboewf.

ROZDZIAL 1.

LICZBY CALKOWITE.

8. DZIALANIA PROSTE.

Wiemy juz, ze liczby calkowite stanowig fundament Arytmetyki i ze
prowadzi do nich abstrakeya z dostrzeganéj wielo$ci przedmiotow.

Przedmioty, zjawiska dostrzegane, lub odpowiadajace im akty
mys$li nazywamy: pierwszym, drugim, trzecim, it. d. Kazdemu
z dostrzezonych przedmiotow odpowiada pewien liczebnik porzgd-
kowy; inaczéj moéwige, przedmioty, przez nas dostrzezone i odré-
znione, odpowiadajg kolejno wyrazom szeregu:

pierwszy, drugi, trzeci, czwarty, . . . .

Szereg tych wyrazow zastapié mozna szeregiem innych przedmio-
tow lub znakéw w ten sposéb, aby kazdemu przedmiotowi z pierw-
szego szeregu odpowiadal jeden przedmiot lub znak z drugiego
szeregu, i odwrotnie, aby kazdemu przedmiotowi z drugiego szeregu
odpowiadal jeden przedmiot z pierwszego. Podobne przystosowywa-
nie czyli odwzorowywanie wzajemne dwéch szeregdw przedmiotow sta-
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nowi nie tylko podstawe liczenia, ale jest /rédtem wielu waznych
metod matematyeznych, o ktérych w téj ksiazce méwié bedziemy.
Jezeli z wyrazow szeregu

pierwszy, drugi, trzeci, czwarty, . . .
utworzymy szeregi:

pierwszy,

pierwszy, drugi,

pierwszy, drugi, trzeci,
pierwszy, drugi, trzeei, czwarty,

pierwszy, drugi, trzeei, czwarty, ....n—y,

to do kazdego takiego szeregu bedziemy mogli praydzielié liczle,
a mianowicie, do pierwszego szeregu liczbe jeden, do drugiego liczbe
dwa, . . . do ostatniego liczbe n. Przy tworzeniu liczby umyst wy-
konywa synteze aktéw mysli, odpowiadajacych kazdemu z powyz-
szych szeregéw: do dziedziny nazw lub dziedziny przedmiotow do-
daje co$ nowego, a mianowicie szereg form matematycznych, For-
my te odtad stuzyé majg za szereg zasadniezy, z ktorym poréwnywac
bedziemy zawsze jakiekolwiek szeregi przedmiotow, podleglych
naszemu spostrzeganiu . Liczba, otrzymana z syntezy aktéw, o ja-
kich moéwimy, uwaza sig za liczbg przedmiotow badanego przez
nas szeregu.

Liczge przedmioty, t.j. dajac kazdemu z nich nazwe, wziety
7 szeregu liczebnikéw porzadkowyel, przez to samo przedmioty te
porzadkujemy. Jezeli zmienimy porzadek przedmiotéw, t. j. przesta-
wimy je w sposéb dowolny, i nastepnie poréwnamy z szeregiem licze-
bnikéw porzadkowych tak, aby kolejnym przedmiotom przypadly
ZnOwu nazwy pierwszy, drugi, trzeci..., to oczywiscie ostatniemu
przedmiotowi, bez wzgledu na poczyniene przestawienia, odpowie
taz sama nazwa, ktéra odpowiadata ostatniemu przedmiotowi w po-
przedniém uporzadkowaniu. Liczha przeto, odpowiadajgca szerego-
wi po przestawieniu, bedzie taka sama, jak liczba, odpowiadajaca
mu przed przestawieniem; liczba przedmiotéw nie ulega zmianie,
czyli, wyrazajac sie stowami Kroneckera,liczba jest niezmienni-
kiem danego szeregu przedmiotéw 2.

Liczba w tém znaczeniu, to jest liczba calkowita, zastepuje przy
liczeniu liczebniki porzgdkowe, zamiast wiec nazywaé przedmioty
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pierwszym, drugim, trzecim, ..., liczymy: jeden, dwa, trzy., .
Przy liczeniu w ten sposéb nie tylko oznaczamy kazdy przedmiot,
ale jednocze$nie wykonywamy synteze aktéw mysli, odpowiadaja-
cych kazdemu z przedmiotéw, to jest okre$lamy 6w niezmiennik,
owg forme matematyczng, ktdéra pozostaje niezmienng przy dowol-
ném przestawianiu przedmiotéw liczonych., [Na nazwe tego nie-
zmiennika jezyk niemiecki posiada wyraz “Anzahl,, gdy wyraz
“Zahl, uzywa sie w znaczeniu ogélném, a wiec nie tylko dla liczb
calkowitych, ale i utamkowych, ujemnych it.d. I my w tém samém
znaczenin uzywamy wyrazu “liczba,, dla oznaczenia za§ pojecia
“Anzahl, najwlasciwszym bylby wyraz “ilo$é,. Lecz upowszechnito
sig w naszym jezyku naukowym uzywanie wyrazu ilo$é, raz w zna-
czeniu logiczném, w przeciwstawieniu do wyrazu jako$é, drugi raz
do oznaczania wogoéle liczb jakichkolwiek, a nawet do oznaczania
wielko$ci. Dla niewywolania wige zamieszania w jezyku naukowym,
dla wyrazenia pojecia “Anzahl, uzywaé bedziemy wyrazenia “licz-
ba calkowita, lub, gdy nie zachodzi obawa dwuznacznosei, wyrazu
liczba; mowié téz bedziemy o wielosci, mnogosci lub rozmaitosci
przedmiotow, nadajgeéj sie do przedstawienia za pomocy, liczby |.
Szereg liczb:
jeden, dwa, trzy, cztery, ...
lub w znakach:
1,2, 3, 4,...

wystarcza do liezenia jakiegokolwiek szeregu przedmiotdw, ale po-
siada on jeszcze inne wazne zastosowania, ktére zaraz przedsta-
wimy.

Niechaj beda dwa szeregi przedmiotow, nazwijmy je 4 i B. Ka-
7dy z tych szeregéw mozemy liczy¢ oddzielnie, nazywajae przed-
mioty szeregu A kolejno: pierwszym, drugim, trzecim, . . .,n-ym,
przedmioty szeregu B, nazywajac takze kolejno: pierwszym, drugim,

trzecim, . . . ,n,-ym. Wyobrazmy sobie teraz szereg liczb calko-
witych
1. 1, 2, 3, 4, .

i przystosujmy do niego liczebniki porzadkowe z poprzednich
dwoch szeregéw w ten sposéb, aby liczbom szeregu 1. odpowiadaty
po kolei i bez przerwy liczebniki pierwszy, drugi, trzeci, . . ., n,-y,
pierwszy, drugi, trzeci, . . . ,n,~y, wtedy ostatniemu przedmiotowi



48 CzESG 1. ROZDZIAE 1. [8

szeregu B odpowie liczba szeregu 1., ktérg nazywamy sumg liczb
n, in, i oznaczamy przez n, 4+ n,. Liczba n, 4 n, w odniesieniu
do dwéch danych szeregéw A i B oznacza, Ze jezeli przedmioty obu
szeregébw wyobrazimy sobie, jako stanowigce szereg jeden, w ktd-
rym idg przedmioty najprzéd szeregu A, a nastepnie szeregu B3,
to, bez wzgledu na porzadek przedmiotéw w kazdym z szeregbéw
danych, liczba, odpowiadajgeca temu jednemu szeregowi zlozonemu,
bedzie n; 4-n,.

Jezeli znowu do szeregu 1. przystosujemy w sposéb wyzéj opisa-
ny najprzdéd liczebniki porzgdkowe pierwszy, drugi, trzeci, . . .,n,-y,
odpowiadajgce szeregowi 4, nastepnie liczebniki porzgdkowe, pierw-
szy, drugi, trzeci, . . .,n, —y, odpowiadajgce szeregowi B, to doj-
dziemy do pewnéj liczby, ktéra bedzie sumg liczb n, i n;, a ktérg
wedle przyjetego znakowania przedstawiamy za pomocg n,-+n,.
Liczba ta wyraza oczywiscie, ze jezeli wyobrazimy sobie przedmioty
obu szeregéw, jako stanowigce szereg jeden, w ktérym najprzéd
idg przedmioty szeregu B, a nastgpnie przedmioty szeregu 4, to, bez
wzgledu na porzgdek przedmiotéw w kazdym z szeregéw danych,
liczba, odpowiadajgca temu jednemu szeregowi zlozonemu, bedzie
ny + 0.

Dzialanie, za pomocg ktorego otrzymalismy liczbe n; 4+ n, lub
n, 4+ ny, nazywa si¢ dodawaniem.

Jest oczywistém —i oczywisto$é ta niezaleznie od pogladu na Zro-
dla naszego poznania, musi by¢ uwazana za zalozenie zasadnicze
teoryi dzialan, —ze liczba ny+n,, do kt6réj doszliémy przy drugiém
liczeniu, jest tg samg liczbg szeregu 1., jakg jest liczba n, 4-n,, do
ktoréj doszliSmy przy pierwszém liczeniu, co wyrazamy w ten spo-
s6b :

2. n +n, =n,-+n,.

Prawo to nazywa si¢ prawem przemiennosci dodawania [commutativ
Law]. Wzér 2., wyrazajacy to prawo w przypadkn dwéch skladni-
kow, z latwoscig moze byé rozszerzony do jakiéjkolwiek [skonczonéj]
liczby sktadnikéw, jezeli znaczenie dodawania trzech i wigcéj liczb
za pomocg okreslenia ustalimy. Prawo to wyrazi¢ mozna ogélnie
73 POMOCy Wzoru

n 4. .. =040+ . 40,

gdzie a, . ..., o stanowi jakgkolwiek przemiang szeregu 1,2, ...,.
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Z poprzedzajacego wniesé mozna, ze dodawanie dwéch [i wigeéj
liczb] jest tylko uogélnieniem liczenia. W dodawaniu zestawiamy
szeregi przedmiotéw, z ktérych kazdemu odpowiada jedna z liczb
szeregu 1., w liczeniu za$ te szeregi skladajg sie kazdy z jednego
przedmiotu, ktéremu w szeregu 1. odpowiada picrwszy wyraz. Jezeli
liczbe, odpowiadajgeg takiemu pojedynczemu przedmiotowi, nazwie-
my jednoécig, to liczenie bedzie mozna nazwaé dodawaniem jednosci.
Widzimy zargzem: 1. ze gdy idzie o dodawanie i wogdle o dzia-
lania na liczbach calkowitych, wszystkie przedmioty liczone, bez
wzgledu na réznice, jakie pomigdzy niemi istnie¢ moga, zamieniajg
sig w procesie liczenia wszystkie na jedno$ci, wszystkie zatém stajg
sie rownemi. 2. Ze kazdg liczbe szeregu 1. wyrazié mozna jako
sumne liczby, bezposrednio przed nig si¢ znajdujgcéj, i jednosci, czyli,
liczbg szeregu 1., bezposrednio nastgpujgcg po liczbie n, jest n 4 1.
7 prawa przemiennosci 2. wynika

3. n4+1=14n

Jezeliby$Smy wzor 3. stanowigcy przypadek szczegélny wzoru 2.,
przyjeli za zaloZenie zasadnicze, to z niego i przy pomocy okreslenia

4. n 4 (ng+1)=(n +mny) +1,

mogliby$my wyprowadzi¢ tak wzér 2. jako tez i wszystkie wlasnoSci
dodawania.
Wzér 4. stanowi przypadek szezegélny ogdlniejszego wzoru

5. nyt (ny 4 my) = (0 + mp) + 1y,

wyrazajgcego prawo dgeznodci | associative Law | dodawania. Prawo
to okresla wlasnie sume trzech skladnikéw: jedna i druga strona
wzoru 5. oznacza sume trzech liczb #, 4 2, 4 n,. Prawo to rozcig-
ga sig na jakgkolwiek [skoniczong] liczbe skladnikéw.

Y.gczac prawo przemiennodei i 1geznodei w jedno prawidlo, mo-
zemy powiedzie¢, ze majgc do dodania ilekolwiek liczb n;, n,, ... ,n,,
mozemy otrzymaé sume ich, laczgc ktérekolwiek i ilekolwiek z nich
w sume czgstkowg, z pozostalych liczb 1gczgc znéw ktorekolwiek
iilekolwiek w drugg sume czgstkowg it. d., poki nie wyczerpiemy
wszystkich skladnikéw danych, i dodajgc nastepnie sumy czastkowe
w dowolnym porzgdku?®.

-~

Pojecia. T, 1.



50 0zESC 1. ROZDZIAL 1. l8

Jezeli pojedyncze skladniki samy »#, + n, + . .. 4 n, sy wszy-
stkie rowne jednéj liczbie n, wtedy dodawanie przechodzi w mnozenie,
suma za$ n; +ny, + ... +n,=n4n4 ... 4 n przyjmuje na~
zwe tloczynu liczb n 1 r i oznacza sie przez nr. Liczba nr jest nie-
zmiennikiem, odpowiadajacym szeregowi utworzonemu ze zlgczenia
r szeregdw, z ktorych kazdy zawiera po n przedmiotéw. Jezeli w tym
szeregu zlozonym zmienimy ustawicnie przedmiotéw w ten sposob,
aby najprzod staly obok siebie wszystkie przedmioty, ktore w sze-
regach danych byly pierwszemi, nastepnie wszystkie, ktére byly
drugiemi i t. d., wreszcie wszystkie, ktore byly ostatniemi, to doj-
dziemy tym sposobem do liczby rn. Poniewaz liczba przedmiotow
nie ulegta zmianie, a zatém

6. nr=rn.

Wazor ten wyraza prawo przemienno$ci mnozenia dla przypadku -
dwoch czynnikéw. Jezeli okreslimy mnozenie trzech [i wigeéj] czyn-
nikéw za pomocg wzoru
7. ny (nyny) = (ny ny) g,
wyrazajgcego prawo lgeznodei, przyczém pierwsza i druga strona
wzoru 7. wyrazajg iloczyn n, m,n,, to na zasadzie tego okreslenia
bedzie mozna wzlér 6. rozszerzyé na dowolng [skoticzong] liczbe
czynnikéw t. j. napisaé ogélnie

NgMg . o o =N Ny . . . N
gdzie a, B, . . . , 0 oznacza jakgkolwick przemiang szeregu 1, 2,...7.

Yaczac prawo przemiennoseii faczno$ci mnozenia w jedno pra-
widlo, mozemy powiedzie¢, Ze majac do mnozenia ilekolwiek licsb
n,ny . . , %y, Mozemy otrzymagé iloczyn ich, tworzge z ktorychkol-
i ilukolwiek z nich iloczyn czastkowy, z pozostalych ilvkolwiek
tworzge drugi iloczyn czgstkowy i t. d. poki nie wyczerpiemy wszy-
stkich czynnikéw, i mnozge nastepnie przez siebie iloczyny ezgstko-
we w jakimkolwiek porzgdku.

Oproécz przemiennosei i tgeznosei mnozenie liczb calkowitych po-
siada jeszcze jedng wazng wlasnos$é, nazwang prawem rozdzielnosci
[distributive Law]*, ktére wyraza si¢ wzorami
(ny + ny) ny = n 0y + nyny
n, (0, + ny) = nyny +ngny

Pierwszy z tych wzoréw daje sig dowic$é przez rozklad iloczynu po

8.
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prawéj stronie na sume n, réwnych skladnikéw, a nastepnie przez
odpowiednie uporzgdkowanie tych skladnikow, drugi zas wynika
7 pierwszego przy zastosowaniu prawa przemienno$ei.

Jezeli ezynniki iloczynu n, n,,... ,n, sg wszystkie réwne jednéj
liczbie », wtedy mnozenie przechodzi w potggowanie albo podnosze-
nie do potegi, iloczyn za§ nyn, . . . n,=mnn ... n przyjmuje nazwe
r-6j potegi liczby n i oznacza si¢ przex »”. Liczba n nazywa sig pod-
stawgq potegi, liczba r jéj wykladnikiem.

Potegowanie nie jest przemienném ani tyezném, gdyz

n jest wogdle rézne od r*
oraz
71(/'5) » ” ”» ” (nf)'?’

posiada natomiast wlasnosei wyrazone wzorami

s =
9. W = ()’

(mn)" =m"n",
odpowiadajgce prawu rozdzielnosci mnozenia; wladciwie tylko,
ostatni z wzoréw 9. wyraza Scisle te wlasnos¢, ktéra laczy potego-
wanie z mnozeniem w podobny sposéb, w jaki wzory 8. lgcza mno-
zenie z dodawaniem. Pierwsze dwa wzory 9., nie majace analo-
gicznych sobie w dodawaniu i mnozeniu, wyrazajg charakterystycz-
ne wlasnosei potegowania ®.

Y. DZIALANIA ODWROTNE.

Opisane wyzéj dzialania: dodawanie, mnoZenie i potegowanie na-
zywajg sie dzialaniami prostem?; w przeciwstawieniu do nich cztery
nastepujace nazywajg sie dzialaniami odwrotnemi. [Dzialania proste
nazywa Hankel tetycznemi — thetische Operationen, odwrotne —
lityeznemi, lytische Operationen].

Odejmowanie jest to dzialanie odwrotne wzgledem dodawania ;
jest to takie dzialanie, za pomocg ktérego wyznaczamy liczbe z,
czynigey zadosé réwnaniu
1. & — Ny =mn,.

Liczba @ nazywa sig réznicg liczb n, i n, i oznacza sig przez ny —n,.
Kladac za « to wyrazenie w réwnaniu 1., otrzymujemy
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2. (ny—n,) 4 ny =ny.
Wzér 2. moze byé uwazany za okreslenie réznicy lub odejmowania.

7 istoty odejmowania wynika, ze jezeli », i n, sg liczbami szcre-
gu 1., ze wtedy tylko na « otrzymujemy odpowieds, to jest otrzy-
mujemy liczbe, znajdujgceg sie w tym szeregu, jezeli liczba n; znaj-
duje sie w szeregu na prawo od liczby n,, jest od liczby 7, wigk-
sza. Jezeli zaé co do m, i m,nie czynimy z gory zadnych zastrzezen,
wynika potrzeba nadania znaczenia odejmowaniu i w tym przypadku,
w ktérym warunek powyzszy sig nie spetnia. To prowadzi do roz-
szerzenia dziedziny liczb, to jest do utworzenia zera i liczb ujemnych,
przyczém naturalnie réwnanie 2. stuzyé winno za okreslenie no-
wyeh liczb. Tak wige definicya formalna liczb ujemnych jest toz-
sama z definicyg odejmowania.

Dzielenie jest dzialaniem odwrotném wzglgdem mnozenia ; jest to
dzialanie, za pomocy ktorego wyznaczamy liczbe @, czynigea zado$é
réwnaniu
3. 2, =mn,,
adzie n; i n, sg liczbami szeregu 1. Liczba x oznacza sig przcz
" Tub ny/n,
7y
i nazywa sig dlorazem. XKladgc za « to wyrazenie w réwnaniu J.,
otrzymamy rowno$é

4. —ny =mn,

ktora moze byé uwazana za okreslenie ilorazu lub dzielenia.

Z istoty dzielenia wynika, Ze jezeli n, 1 », sy liczbami szeregu 1,
to wtedy tylko otrzymujemy na & odpowiedZ, to jest otrzymujemy
liczbg zawarty w 1., jezeli liczba n, jest wielokrotnoscig liczby n,.
Jezeli za$ co do n; i n, nie czynimy zadnych zastrzezein, to wynika
wtedy potrzeba nadania znaczenia dzieleniu i w tym przypadku,
w ktorym warunek powyzszy sig¢ nie spelnia. To prowadzi do no-
wego rozszerzenia dziedziny liczb, to jest do utworzenia liczb ulam-
kowych, przyczém naturalnie rowno$é 4. winna sluzy¢ za ich okre-
§lenie. Tak wigc definicya formalna liczb ulamkowych zawartg jest
w definicyl dzielenia,

Z przyczyny prawa przemiennosci, stosujgcego sie do dodawania
i mnozenia, kazdemu z tych dzialan odpowiada jedno dzialanie
odwrotne, tymczasem potggowaniu, ktére przemienném nie jest
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odpowiadajg dwa dzialanie odwrotne, a mianowicie pierwiastkowa-
nie [wlagdciwie: wycigganie pierwiastka] i logarytmowanie.

Pierwiastkowanie jest dzialaniem, za pomoeg ktérego wyznaczamy
liczbe @, ezyniacq zado$é réwnaniu

= Mo
. &2 =Ny

Liczba « czyli podstawa potegi otrzymuje nazwe pierwiastka [pier-
wiastka n,-ego lub pierwiastka n,-éj potegi] i oznacza sie w ten
sposéb:

ny
£r = an'

Jezeli to oznaczenie wprowadzimy do réwnania 5., otrzymamy wzér

Ra___\ Ny

6. (an = ny,
ktéry mozna uwazaé za okreSlenie pierwiastka i pierwiastkowa-
nia. Jezeli n| i ny s3 liczbami calkowitemi, to na = wtedy tylko
otrzymujemy odpowiedz w szeregu 1., gdy liczba n, jest potegq cu-
peing t. j. iloczynem n, réwnych czynnikéw; w przeciwnym razie
odpowiedZ nie moz¢ zawieraé sie w szeregu 1. Jezeli wige co do ny
i 7y nie czynimy zadnyeh zastrzezen, to wynika stad potrzeba nada-
nia znaczenia pierwiastkowaniu i w tym przypadku, w ktérym wa-
runek powyzszy sie nie spelnia. To prowadzi nas znowu do rozsze-
rzenia dziedziny liczb, to jest do tworzenia liczb niewymiernych,
przyezém réwnanie 6. moze stuzyé za formalne ich okreslenie.

Rownanie 5. stanowi przypadek szezegélny réwnania algebraicz-
nego ogélnego, to tez liczby niewymierne, okreslone formalnie za
pomocg takiego réwnania, zawieraja si¢ w pojecin ogélniejszém
liczb algebraicznych.

Logarytmowanie jest dziataniem, za pomocy ktérego wyznaczamy
liczbe @, czynigeg zadosé rownaniu wykladniczemu
7. n,t =mn.
Liczba @ nazywa sig logarytmem liczby n, przy podstawie n, i ozna-
cza sie w ten sposob:

& = log,, n,

Wstawiajge to oznaczenie w 7., otrzymujemy réwnosé

log  n,
%,
8. Ny 2 =n,,
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ktéry moze byé uwazany za okreslenie logarytmu i logarytmowania.
Jezeli n, i n, sy liczbami szeregu 1., to na « otrzymujemy tylko
wtedy liczbe szeregu 1., jezeli #; réwna sig liczbie n, lub jakiéjkol-
wick potedze [z wykladnikiem bedgcym liczbg szeregu 1.] liczby n,.
Jezeli wiec eo do n; i n, nie czynimy zadnych zastrzezen, wynika
potrzeba nadania logarytmowaniu znaczenia w przypadku, w kto-
rym warunek powyzszy nie spelnia sie. To prowadzi do nowego uo-
gllnienia pojecia liczby, do tworzenia liczb przestgpnych [transcen-
dentalnych]. -

Poniewaz réwnanie 7. stanowi tylko jedng z postaci, jaka przy-
biera¢ mogg rownania przestepne, wige definicya formalna, zawarta
we wzorze 8., daje tylko specyalng Kklase liczb przestepnyeh, klase
logarytmow.

Z dotychczasowego przedstawienia widaé jasno, Zze proces licze-
nia, podnoszgc sig na coraz wyzsze stopnie, prowadzi do trzech
dzialan prostych: dodawania, mnozenia i potegowania; odwrdcenie
za$ zagadnienia zawartego w dzialaniach prostych, prowadzi do
czterech nowych dzialaii: odcjmowania, dziclenia, pierwiastkowania
i logarytmowania, i zarazem wywoluje potrzebe rozszerzenia dzie-
dziny pierwotnéj, zawartéj w szeregu 1. Odwrécenie zagadnien, za-
wartyeh w dzialaniach prostyeh, jest myslg tworeza, ktéra stwarza
nowe dziedziny badania. Przekonamy si¢ niejednokrotnie, ze ten
sam pomyst w innych galeziach Matematyki, a gléwnie w teoryi
funkeyj eliptycznych i hypereliptycznych, stal sig podstawa znako-
mityeh odkryé i uogdlnien.

W uwazanym obecnie przypadku mamy do czynienia z zaga-
dnieniami najprostszemi, bo z najprostszemi polgczeniami liezb,
wehodzgcemi do uwazanych dzialan. Przy polaczeniach bardziéj zlo-
zonych, utworzonych z rozmaitych kombinacyj powyzszych dziatan,
dochodzimy naturalnie do zagadnien odwrotnych ogélniejszych,
i dlatego podane przez nas wyzéj nowe dziedziny liczb nie wyczer-
Pujg caléj rozmaitoéei nowych form liczbowych, do jakich prowadzy
dzialania matematyeczne.

Z siedmiu opisanych dzialaf, cztery, a mianowicie dodawanic,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie, nazywamy dzialaniami zasadni-
czemi albo arytmetycznemi dla tego, ze stanowig one przedmiot Aryt-
metyki elementarnéj, ktéra obejmuje dziedziny liczb calkowitych
i utamkowych, z wylgczeniem [dla wzgledéw dydaktyeznych] dzie-
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dziny liczb ujemnych, uwzglednianéj dopiero w Algebrze ele-
mentarnéj. Dolgczajge do powyzszych czterech dzialan jeszeze pod-
noszenie do poteg calkowitych i wycigganie pierwiastkéw o wykla-
dniku calkowitym, otrzymamy sze$¢ dzialan elementarnych, stano-
wigcyeh podstawe dziatan algebraicznych.

Zawarta w tym i w poprzedzajacym artykule teorya dzialan za-
wiera tylko zarys ogélny, w ktérym, opierajgc sig na szeregu pod-
stawowym 1., podaliSmy zasadnicze wlasnosci dziatan, ich zwigzki
wzajemne i wskazaliSmy zrédlo, z ktérego pochodzi potrzeba roz-
szerzenia pierwotnéj dziedziny liczb calkowitych oraz znaczenia
dzialan. Pozostajg atoli do rozstrzygniecia pytania wazne, a mia-
nowicie, w jaki spos6b wskazane uogélnienia urzeczywistnié, czyli
innemi slowy, jakie wlasno$ei nada¢ nowym formom; czy i w jaki
spos6b rozszerzenia, wskazane w réznych kiernnkach, to jest z ré-
znych pochodzgee dzialan, laczg sig ze sobg w jedne organiczng
calo$é, wreszcie jakg rozmaitosé form wydaja kombinacye dzialan?
Cuzytelnik przewiduje, ze w tych pytaniach mieszcza sie doniosle
zagadnienia nauki o liczbach. Zanim wszakze do rozwigzania tych
pytan przejdziemy, musimy jeszcze raz zastanowié sig nad wylozo-
nemi wyzéj prawami, okreslajacemi wlasnosei dzialan zasadniczych,
i, wzigwszy je za punkt wyjscia, zbadaé konsekwencye, do jakich
prowadzg. Stanowi¢ to bedzie przedmiot nastepujgeego roz-
dzialu o teoryi dziatai formalnych, w ktéréj formy, podlegle dzia-
taniu, bedziemy uwazali w caléj ogélnosei, nie przywigzujac do nich
2g6ry charakteru liczb calkowitych®.

10. LICZBY NADSKONCZONE.

Rozwazania nad naturg liczb, podane w art. poprzedzajgcym,
mozna uogélnié, zakladajac, ze mnogo$é przedmiotéw, z ktéréj za
pomoca abstrakeyi dobywamy pojecie liczby, jest nieskoriczong.
O nieskoriczonéj mnogo$ci przedmiotéw nie moze nas przekonaé do-
$wiadczenie: w nieskonczonosei widzimy przedewszystkiém te wla-
sno$é zasadnicza, jaks posiada szereg liczb calkowitych.

1. 1,2,3,4...nn+1..

w ktorym od kazdego dowolnie wielkiego wyrazu » mozZemy przejsé
do nastgpujacego n 4+ 1 w taki sam sposéb, w jaki przechodzimy
np. od 1 do 2. W tém posuwaniu si¢ coraz dalszém w szeregu na-
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szym nie napotykamy zadnéj przeszkody, zadnéj sprzecznosei z pra-
wami logicznego my§lenia. Podobnie rzecz si¢ ma nietylko z szere-
giem 1., ale i z wielu innemi szeregami np. z szeregiem liczb parzy-
stych:

2, 4,6 .. ..
z szeregiem liczb nieparzystych :

2
]7 L)

et

© z szeregiem ulamkow :

Takich przykladow w dziedzinie badan matematycznyeh napotka-
my wiele w ciaggu dalszego wykladu.

Ta wlasnosé szeregu 1. i innych podobnych “urzeczowiona,, Ze
tak powiemy, lub przeniesiona do dziedziny przedmiotow, stanowi
0 nieskoriczonoée rozmaitosci lub mnogosei. [Pojeciem nieskoriczo-
nosci i rozmaitemi jego odmianami, tak waznemi w Matematyce,
zajmiemy sig szczegélowo w tomie drugim; tu idzie nam gtéwnie
o wyprowadzenie pojecia liczb nadskonczonyeh, majacyeh charak-
ter liczb catkowityeh].

Jezeli powiemy, ze liczba wyrazow szeregu 1. lub liczba elemen-
tow pewnéj mnogosci jest nieskonczong, to uzywamy wyrazu liczba
w znaczeniu rozszerzoném. Liczba kazda, odpowiadajaca skoiiczo-
néj mnogos$ci przcdmiotéw, jest zupelnie oznaczong, i mozemy od
niéj za pomoca skonczonéj liczby dzialan elementarnych cofngé sig
do pierwszego wyrazu szeregu; tego samego nie mozemy wszakie
powiedzieé o liczbie nieskoticzonéj, bo odejmujgc od niéj kolejno
po jednosci, nie dojdziemy po skoniczonéj liczbie dzialan do zadnéj
liczby okreslonéj. Wyrazenie przeto “liczba nieskoiiczona, jezeli
nazwe liczby cheemy tu zachowaé, oznacza liczbe, znajdujaca sie na
kresie procesu mysli, wytwarzajacego szereg 1.; pojecie jéj jest po-
jeciem graniczném, w ktoérém proces ten, jakkolwiek wyobrazalny
tylko w znaczeniu dowolnego przedluzenia, uwazamy za wyczer-
pany; nieskoriczono$¢ jest tu niejako gotows, urobiong w pewng
forme, jest nieskoriczonoscig, jak ja nazywa Cantor, “bezwagle-
dna,, lub wladciwa, aktualng; jest liczbg po za wszelky liczbg skoii-
czona, lub, inaczéj moéwige, jest pierwszq liczbs, nadskoriczong (trans-
finite Zahl) catkowita w. Liczba ta stanowi¢ moze poczatek nowdj
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rozmaitodci liczb, w taki sam spos6b, w jaki liczba 1 stanowi po-
czatek szeregu liczb catkowitych skoriczonych. Nastepujgce po w
liezby nadskoriczone bedsg

w+1, w+2, w+3, w+4, ...
Jezeli do tego szeregu zastosujemy ten sam proces mysli, jaki sto-
sowaliémy do szeregu 1., dojdziemy do liczby 2w, po ktoréj naste-
puja ‘
2w+1, 2042, 20+3, 20+4 . . .

Proces, prowadzacy od liczby, zawartéj w ktorymkolwiek z powyz-
szych szeregow, do liczb innych w tymze szeregu, nazywa Cantor
pierwszq zasadg tworzenia liezb; proces za$, prowadzacy od liczby
w do 2w, nazywa drugq zasadg. Skombinowane zastosowanie obu
zasad tworzenia prowadzi do kolejnych szeregow

3w, 3w+1, 3w+2, 3w+3, . ..

pw, po+1, uo+2, pw43 . ..
po ktérych znow dalszy proces daje nam liczby
Aw? 4+ uw + v
i 0g6lniéj liczby postaci
vow* +rvio 4 oL L v o4y,

Lecz i tu proces tworzenia liczb nie koriezy sie, bo prowadzi do
liczb nadskoriczonych

w®

it.p.

Tworzeniu liczb nadskoiiczonych w dalszym ciggu nic nie staje
na przeszkodzie; zdaje sig, wszakze, Ze proces ten gubi sig w glebiach
nieskoriczonoéci, nie prowadzac do $ciéle okre$lonych dziedzin bada-
nia. Tak jednak nie jest, jezeli przy tworzeniu nowych liczb uwzgle-
dnimy warunek, nazwany przez Cantor a trzecig zasadg, zasadg re-
gulujacy [Hemmungs oder Beschriinkungsprincip|, ktéra zaraz
przedstawimy. Ueczynimy tu uwage, ze teorya Cantora podlega
0g0lnéj zasadzie zachowania, ktérg przedstawiliSmy we wstgpie
[str. 27-32]. Zasade regulujgca stanowi wladnie zastosowanie poje-
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cia niezmiennika danéj mnogosci nieskoiiczonéj, podobnego do po-
jecia niezmiennika, stosujgcego si¢ do mmnogodci skoneczonych.
Niezmiennik ten, ktéry Cantor nazwal najprzéd moce (potegs,
Michtigkeit, puissance), a p6zniéj liczbg kardynalng, danéj mnogosei
odpowiadajgcg, powstaje przy pomocy téj saméj abstrakeyi, przez
ktorg w mnogosci skoticzonéj dochodzimy do pojecia liczby skoii-
czonéj. Jezeli mianowicie w danéj rozmaitosci albo mnogosei M,
skladajgcéj sie z oznaczonych i dobrze wyréznionych przedmiotow
konkretnyeh lub z pojeé abstrakeyjnych, ktére nazwiemy elemen-
tami mnogo$ci, odwrdcimy uwage tak od natury elementéw jako
tez od ich porzgdku, to dojdziemy do okre$lonego pojecia ogdlnego
[universale], ktéry mozna nazwaé mocg mnogosci M, albo odpowia-
dajacy jéj liczbg kardynalng.

To ogblne okreslenie liczby kardynalnéj obejmuje w sobie poje-
cie liczby skoiiezonéj i nadskoiiczonéj; dajg sig z niego wyprowa-
dzié¢, jak to pokazujemy w przypisach, ogélne prawa dzialai, odno-
szgce sig do jednych i drugich, jako tez réznice, charakteryzujace oba
rodzaje liczb.

Précz pojecia liczb kardynalnych utworzyl jeszeze Cantor po-
jecie typow lub liczb porzqdkowych, nazwanych tak dla tego, ze
w procesie abstrakcyjnym, o ktérym mowa wyzéj, nie odwracamy
juz uwagi od porzgdku elementow?.

'O szeregu tym mowi Kerry, Ueber Auschauung it. d. [L c., str.
324], Ze jest wielodcig miarowg prayrodzong |[natiirliche Massvielheit) do
mierzenia wszystkich innyeh wielosci, podobnie jak nasze oko, nasze
ucho, nasze organa dotyku, nasza pamieé sa przyrodzonemi wzorcami do
mierzenia dlugosei.

O pojecin liczby catkowitéj traktuje obszernie Frege w pracy, Die
Grundlagen der Arithmetik, eine logiseh-mathematische Untersuchung
iiber den Begriff der Zahl, 1884.

2 Kronecker, Ueber den Zahlbegriff... I. c. str. 342.

* Suma ztozona z dwdch liczb moze byé utworzona 2 sposobami, z trzach
liczh—18-ma, z czterech—264-ma, z piecin—>5400-ma, z szescin 141840-ma
sposobami. Toz samo stosuje sie i dv mnozenia.

* Nazwy praw przemiennosei, facznosei i rozdzielnosei podajemy w na-
wiasach po angielsku dlatego, Ze one rozpowszechuity sig najwezesniéj
w literaturze angielskiéj, jakkolwiek pierwszy i trzeci termin wprowa-
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dzit do nauki prawdopodobnie Servois wr. 1814, Porown. Hankel,
Ueber die complexen Zahlensysteme str. 3.
5 Powtérzenie potegowania prowadzi do dziatan

¢ . a ... it.d.

ktore uwazaja niektorzy za nowe dziatanie, za “czwarty stopiei, dzia-
tan. Wszakze dzialanie to jest matego uzytku i malo zbadane. Poréwn,
artykul E. Schultzego, Die vierte Rechenstufe [ Archiv der Mathematik
und Physik, 2 ser. IX, zeszyt 3, 1890, str. 320—326].

¢ W ronski [Introduction, str 6.17.] dzieli dziatania, opisane wart. 8
i9., ktore |za wylaczeniem logarytmowania] nazywa algorytmami pierwo-
tnemi, na trzy klasy, z ktorych kazda znowu dzieli sig na dwie gatezie
prosta [progressive] i odwrotna [regressive]. Podzial ten przedstawia
nastepujaca tabliczka:

Sumowanje  Proste: Dodawanie,
f

S i . ]
[Somumation ] odwrotne: Odejmowanie.

Reprodukeya proste: Mnozenie,

[ Reproduction] odwrotne: Dzielenie.

Stopniowanie proste: Potegowanie,

[Graduation] o4y potne: Pierwiastkowanie.
Reprodukeya uwaza Wronski za algorytm posredn’ migdzy sumo
waniem i stopniowaniem, algorytiny za$ pierwotne sumowania i stopnio-
wania nazywa “biegunami intelektualnemi,, poznania w zastosowaniu
do form algorytmicznych. W sumowaniu czgsci wielkoSei uwaza za
przerywane, majace charakter agregatéw [per juxta positionem], w su-
mowaniu za ciggle, w pewnéj mierze za intensywne i majace charakter
wielkosci wzrastajgeych [per intus susceptionem]. Te dwie funkeye maja,
wedlug niego, kazda swoje prawa specyalne; sg one zupelnie réznorodne
i niepodobna jednéj z nich wyprowadzié z drugiéj. Pierwsza jest oparty
na prawach budujgeych rozsadku [lois constitutives de l'entendement],
druga na prawach regulujaeych rozumu [lois régulatives de la raison].
Neutralizacya tych dwoch funkeyj intelektualnych daje funkcya posre-
dnig, a mianowicie algorytm reprodukeyi, ktory z metafizycznego punktu

widzenia odnosi do zdolnodci sadzenia | faculté du jugement].

7 Dajemy tu krotki wyklad teoryi liczb kardynalnyeh i porzadkowych,
opierajac sie gtownie na dwoch pracach Cantora: Grundlagen einer
allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre, 1883 i Zur Lehre vom Transfiniten
Erste Abtheilung, 1890. Yoréwi. takize artykuly tegoz w Acta Mathe-
matica, TT. 1883.
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Dwie oznaczone mnogosei M i M, nazywaja sie rawnowainemi, co wyra-
zamy przez M ~ M, jezeli mozna je przyporzadkowaé wzajemnie tak,
aby kazdemu elementowi pierwszéj odpowiadal jeden oznaczony element
drugiéj, i odwrotnie.

Jezeli M ~ M, i M, ~ M,, to wynika stad, ze M ~ M,

Przyklady, Mnogosé barw teczowych [czerwona, pomaraiiczows, zolta,
zielona, biekitna, niebieska, fioletowa] i mnogosé tonéw gamy [C, D, E,
F, G, A, H| sa mnogosciami rownowaznemi: obie podchodzg pod poje-
cie ogoélne siedim.

Mnogo$é paleéw obu rak i mnogodé punktéow w tak nazwanym trojka-
cie arytmetycznym

sa rownowazne. Liczba kardynalna, im odpowiadajaca, jest dziesigc.
Mnogosé nieskoficzona (v) wszystkich liczb catkowitych szeregu 1. [str.
55.] jest rownowazna: mnogoscei wszystkich liezb parzystych, mnogosei
wszystkich liczb nieparzystych, mnogosei () wszystkichliczb zespo-
lonych catkowitych p4-vi, gdzie piv przyjmujaniezaleznie od siebie wszy-
stkie wartosci catkowite. W szystkie te mmnogosei sa znéw réwnowazne
‘U.

P . . . . . . .
mnogosci (’;’ wszystkich liczb rzeczywistych -, gdzie p. i v sa liczbami

Y
wzglednie pierwszemi, nawet mnogosé wszystkich liezb algebraicznych
jest rownowazna kazdéj z powyzszych mnogosci. [Porown. art. 14.].
Oznacza to. ze wszystkie nieskonezone mnogosei, o ktorych tu mowa,
mozna przystosowaé do szeregu 1. w sposéb, wyzéj podany.

Przeciwnie, mnogosci wszystkick liczb rzeczywistych [t. j. liczb wymier-
nych, niewymiernych, algebraicznych i przestepnych], jak tego dowiodt
Cantor, Ueber eine Eigenschaft des Inbegriftes aller reellen algebrai-
schen Zahlen [Journal fir die reine und angewandte Mathematil:; LXXVII,
1874, str. 258], nie jest réwnowazna mnogosei (v).

[Mozemy tez wspomnieé tu o wazném twierdzenin Cantora, ze roz-
maito$é n-wymiarowa ciggfe, uwazana jako rozmaito$é punktow jest ro-
wnowaznu continuum linearnemu. |Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeits-
lehre Journ. f. die reine u. any. Mathem. LXXXIV. 1878, str. 242.7".

7 poprzeazajacego wynika, ze mnogosei réwnowazne maja moc albo
liczbe kardynalna réwng i ze naodwrét mnogosci o réwnéj liczbie kardy-
nalnéj sa rawne. Jezeli wiee M ~ B, to M~ M, iodwrotnie. Tu przez
M i M, oznaczamy liczby kardynalne.

Jezeli dwie dane mnogosei nie 83 rownowazne, to musi zachodzié jeden
z dwdch nastepujaeych przypadkéw: 1-o mozna z N wydzielié czesé skta-
dowa N, aby bylo M ~ N; 2-0 mozna z M wydzielié czesé sktadowa 3
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aby bylo M’ ~ N. W pierwszym przypadku mowimy, ze M jest mniejsze
od N, w drugim: M jest wieksze od N.

Mnogosé, powstaly z polaczenia mnogosei M i N,—na porzadek pola-
czenia nie zwracamy tu uwagi—oznaczamy przez M 4 N. Jezeli mamy
dwie inne mnogosei M’ i N’ tak, ze M ~ M', N~ N, to

M4 N~M4N.

Na tém twierdzeniu opiera sig okredlenie sumy dwoch lub wigeéj liczb
kardynalnych. Jezeli a = M, b =N, to przez a -+ b rozumiemy takg liczbg
kardynalng, ktora odpowiada mnogosci M-+-N, to jest

atb=M+N

Prawo przemiennosci a-+-b=>b--a i prawo tacznosei at-(b4-c)=(at-b)4-¢
wynikajg tu wprost z uwagi, ze liczby kardynalne, juz ze wzgledu na sam
akt abstrakeyi, przez ktory powstaja, sa od porzgdku elementéw nie-
zalezne.

Jezeli M i N s dwie mnogoSci, to przez M. N rozuniemy trzecig mno-
go§é, powstajaca z mnogosei N w ten sposob, ze na miejsce kazdego po-
jedynczego jéj elementu kladziemy mnogosé rownowazna mnogosei M —
porzadek elementéw tu nie ma wplywu. — Wszystkie mnogosei M i N,
otrzymane wedlug tego sposobu, 83 rownowazne, a liczba, im odpowia-
dajaca, jest

ab = ﬁ
Z tego okreslenia wynikaja z latwodcia: prawo przemiennoSci ab=ba,
prawo lacznosel a.(b.c)=(ab)c oraz prawo rozdzielnodci a (b4-c)
=ab+ac.

Wszystko, co wyzéj powiedziano, odnosi sig zaréwno do mnogosci iliczb
skonczonych, jako tez do liczb i mnogosci nieskoriczonych.

Dla mnogosei skoiiczonych mozna dowiesé, ze gdy z trzech liczb kar-
dynalnych a, b, ¢ jedna jest rowna sumie dwoch drngich np, a{-b=c, to
liczba ¢ nie moze by¢ rowna zadnemu ze sktadnikow. Jezeli wszakze po-
miniemy warunek skoficzonosei, to twierdzenie to przestaje by¢ prawdzi-
wém, i w tém tkwi, jak twierdzi Cantor, gleboka i istotna réznica po-
miedzy liczbami skoticzonemi i nadskoficzonemi. Dla liczb nadskonczo-
nych stosuja sie twierdzenia

a-tv=a, a.v=a, a’.=—a

gdzie v jest liczba skonezong, a zad liczbg nadskoficzona.

Oprocz pojecia liczby kardynalnéj wprowadza Cantor do swojéj te-
oryi pojecie liczby porzadkowej [Ordnungszahl], ktére rozwija w najnow-
sz6j swojéj wyzéj cytowanéj pracy. Aby pojecie to uzasadnié, trzeba naj-
prz6d poznaé, co Cantor rozumie przez pojgcie mnogosei dobrze upo-
rzadkowanéj.
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Mnogoscig dobrze uporzadkowana nazywamy kazda okreslona mnogosé
ktoréj elementy sa zwiazane z soba pewném z gory okresloném prawem
nastepstwa, wedtug ktorego pewien element mnogosci jest pierwszym, po
nim[oile on nie jest ostatnim] nastgpuje okre§lony drugs, i wogole po ka-
zdéj skoncezonéjlubnieskoiiczonéj mnogosei elementéw nastepuje element
rozmaitosci zupelnie okreélony. O takich rozmaitosciach ezyli mnogo-
Sciach mowié mozna, ze sg odliczalnemi [abzihlbar] jedna na drugiéj. Ta-
kiemi rozniaitosciami sy np.

(a,a/ya’)y 1 (b, V,0")
(@, a,a") ... an ..y i (b VB .. b L
(a,aya” .. .av) . .c,c, e’y 1 (b0 .. b0 oL d dd)

Pojecie mnogosci dobrze uporzadkowanéj daje sie nogdlnié w sposob na-

stepujacy:
‘Wyobrazamy sobie, ze mnogosé dobrze uporzadkowana sktada sie z ele-
mentéw E, K/, E" . . . ktore sa uporzadkowane w » réznych niezale-

znych kierunkach [bierzemy tu pojecie kierunku w znaczenin ogoélniej-
szém od geometrycznego]. Nazwijmy te kierunki 1-ym, 2-gim,... v-ym....
& samg mnogosé nazwijmy n-krotnie uporzadkowang.

WprowadZmy nastepujace oznaczenia: Jezeli £ i £ sg jakiekolwiek
dwa elementy mnogosci M, to pomiedzy niemi & kazdym z » kierunkow
istnieje okre§lony stosunek polozenia [ein bestimmtes Rangverhiltniss],
do oznaczenia ktérego uzyjmy znakow <<, =, >. Jezeli v jest jedna
z liezb 1,2, 3, . . . n, to w kierunku v-ym zachodzi jeden z trzech przy-
padkow

E<F, E=F, E>I.

Dla rozmaitych kierunkow stosunek ten moze byé taki sam, jak dla kie-
runku v, lub rézny.

Jezeli E, I, £ sa jakiekolwiek trzy elementy rozmaitosci J i jezeli
w kierunku v-ym zachodza zwiazki

E<FE i K<k
to w tym samym v-ym kierunku musi by¢
E S EII’

przyczém rowno§é zachodzi w ostatnim zwigzku tylko wtedy, jezeli za-
chodzi jednoczesnie w obu zwiazkach poprzednich.

Przy takiém zalozeniu, dana »-krotna rozmaitosé albo mnogosé nazywa
sie uporzadkowang w n kierunkach porzadkowych 1, 2,3, . n-ym.

Jako przyktady podobnych rozmaitodci stuzyé moga: trojkrotnie upo-
rzadkowana mnogo$é punktéw w przestrzeni odnosnie do ukladu trzech
osi prostokatnych; dwukrotnie uporzadkowana mnogodé punktow pla-
szezyzny odnosnie do nktadu dwoéch osi prostokatnych; utwor muzyczny
[melodya, symfoniait.p.], bedacy mnogofeia tonow czterokrotnie upo-
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rzadkowang ze wzgledu na nastepstwo tonéw w czasie, ich trwanie, wy-
soko$é i natezenie, i t. d.

Jezeli w takiej oznaczonéj n-krotnie uporzgdkowanéj mnogcsei M od-
wrocimy uwage od istoty elementow, przy zachowaniu zwigzkow ich po-
tozenia w n réznych kierunkach, powstanie w nas obraz intelektualny,
pojecie ogélne, ktore Cantor nazywa typem porzadkowym | Ordnungsty-
pus] albo tez liczba idealna, odnoszacy sie do danéj mnogosei [tych liczb
idealnych nie nalezy mieszaé z liczbami idealnemi Kummera, o ktérych
mowié bedziemy w czedei drugiéj niniejszego tomu] i oznacza ja przez M

Pojedyiiczym elementom E. E/, E” mnogosci M odpowiadaja w jéj ty-
pie porzadkowym M same jednosci e=1, ¢=1. ¢’=1 ..., ktore ro-
znig sie tylko wzajemném polozeniem w M ich zwiazki s3 takie same, jak
zwiazki pomiedzy elementami mnogosci M.

Tym sposobem n-Krotny typ porzadkowy jest niejako liczby calkowity
n-wymiarowa, jest organiczném skupieniem jednosei, uporzgdkowanych
w n ré6znych kierunkach.

Typ porzadkowy nazywa Cantor czystym, jezeli kazde dwie jednosci
tego typu e i ¢ majg przynajmniéj w jednym z » kierunkoéw potozenie ré-
7ne; w przeciwnym razie typ nazywa mieszanym. W typie mieszanym je-
dnosei tacza sie w oznaczone grupy, tak, ze jednosci, nalezace do jednéj
itéj saméj grupy, maja we wszystkich kierunkach potozenie jednakowe i zle-
waja sie w jedng liczbekardynalna, gdy jednosei, nalezgce do grup ro-
znych, przynajmniéj w jednym z n-kierunkoéw majg potozenie rézne. Typ
mieszany powstaje z oznaczonego typu czystego, jezeli wtym ostatnim
zamiast jednosci podstawimy pewne liczby kardynalne.

Dwie mnogosci Mi N, n-krotne uporzadkowane, nazywajg sig podobneni,
jezeli moina je wzajemnie przyporzadkowaé w ten sposob, aby, gdy &
i I? s dwoma elementami pierwszéj mnogosei, F i F' — odpowiedniemi
elementami drugiéj, to dla v=1,2, 3...n polozenie elementu E wzgle-
dem E' w kierunku v-ym jest w rozmaitosci M takie same, jak polozenie
F wzglgdem F wewnatrz rozmaitosei N. Podobiefistwo takich dwoéch
mnogosei oznaczaé bedziemy przez

M~ N

Dwie n-krotnie uporzgdkowane mnogosei maja wtedy i tylko wtedy jeden
typ porzadkowy, jezeli sg podobne, i odwrotnie. Jest tedy

M= N, jezeli M = N
i odwrotnie

M = N, jezeli M= N.
Typem porzadkowym danéj mnogosei a-krotnéj M jest wige to pojecie
ogolne, pod ktore podpadaja mnogosé M i wszystkie jéj podobne.

7 podobienstwa mnogoscei M i N wynika ich rownowaznos§é; odwrotnie

wszakze, z rownowaznosei dwoch mnogosei nie mozna wogdle wnosié
o ich podobienstwie. Mozemy przeto wypowiedzie¢ twierdzenie: Jezeli
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dwie mnogosci dobrze uporzadkowane maja ten sam typ porzgdkowy,
to maja i jedne liczbe kardynalna; t.j. jezeli M= N, to M= N,

Tak wige liczba kardynalna czyli moc mnogosci M jest jednoczesnie
liczba kardynalng jéj typu porzadkowego M i powstaje z tego ostatniego,
jezeli oderwiemy uwage od polozenia jego jednosci. Jezeli o jest zna-
kiem dla typu porzadkowego 3, to o jest znakiem dla liczby kardynalnéj M.

Stosownie do tego, czy liczba kardynalna mnogosei jest skofiezong lub
nadskorniczong, i sama mnogosé oraz jéj typ porzadkowy nazywamy sken-
czonym lub nadskoficzonym.

Typ n-krotny o sktada sie z pewnych jednosdci e, ¢/, ¢’ ..., majacych
oznaczone polozenie w n kierunkach. Jezeli weZmiemy pod uwage tylko
pewna czesé tych jednosei, to okresli ona pewien typ t, ktéry mozna uwa-
zaé za czesé “przygotowana, [mozliwg, virtuell] typu . Kazdy typ «
sktada sig z takich typow przygotowanych v, 1/, 7" ..., ktore w czedci
znajduja si¢ jeden zewnatrz drugiego, w czedci zachodzg wzajemna siebie.

Rozpatrzmy dzialania elementarne, wykonalne na dwoch takich typach
oif.

Wyobrazmy sobie dwie mnogosci M i N o typach M=o i N=3§
i utwoérzmy z nich nowa uporzgdkowang mnogosé M+ N pod nastepuja-
cemi warunkami. Elementy M uiechaj maja wewnatrz M-+ N to samo
poYozenie w » kierunkach, jakie miaty w M, podobniez elementy mnogosei
N niechaj maja w M- N wzgledem siebie to samo pstozenie w n kierun-
kach, jakie mialy w N, wreszcie niechaj w M-} N wszystkie elementy
mnogosei N majg w kazdym z n kierunkéw polozenie wyzsze od wszy-
stkich elementow mnogosci N. Wszystkie mmogosei M 4 N, czy-
nigce zado§é tym warunkom, s3 oczywiscie wnogoseiami n-krotnie upo-
rzgdkowanemi i podobnemi, i okreslaja ten typ, ktory nazywamy o--8.
Mamy wiec

wtp=ITN,
gdzie « nazwijmy dla odréznienia skiadnikiem pierwszym [augendus],
¢ sktadnikiemn drugim [addendus].
Stad wynika latwo stosowalno$é prawa tgeznosei

at-@+r =0+ -+
Prawo przemiennosci w ogélnosei sie nie stosuje, gdyz o + 3 i f+ o s3
réznemi typami.
Zauwazmy jeszcze, ze liczba kardynalna sumy o réwna sie sumie
liczb kardynalnych odpowiadajacych typom o i 8,

TE=T+E
Dla otrzymania iloezynu o . B, wyobrazmy sobie mnogosé n o typie 8,
tak ze N =28, i oznaczmy elementy, z ktorych sklada sie N, przez I,
Fy ... F). ..
Niechaj daléj M,, M,, . . . M, beda mnogosei typu o, tak ze
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M =T, ...=H—.—n

Odwzorujmy wzajemnie te mnogosei, tak ze
B, Eip .. By ... beda elementami mnogosei M,
Ei, Fap oo Boy oo i ’ ' M,,
B, Ep...Eu..... " " ” M),

e
Evuy B2y . . B [p=1,2 .. .] s3 odpowiadajgcemi sobie ele-
mentami mnogosei M, M, . .. M; ...

Utworzmy nowg mnogosé MN z mnogosci N w ten sposob, ze w miej-
sce elementow Fy, Fy, . . . F,... podstawiamy odpowiednio M,
M, ... M,. .. przyczém wzajemno$¢ polozenia podlegaé ma naste-
pujacym warunkom: Waszystkie elementy Eju, £ jednéj i téj saméj
mnogos$ci M; maja wewnatrz MN zachowaé wzgledem siebie to samo
polozenie, jakie miaty w ,; dla dwéch elementéw B, i Ej,./ nalezacych
do réznych mnogosei M, i M; nalezy przyjaé nastepujace rozréznienie:
1.) Jezeli F, i F, maja wewngtrz N w kierunku v-ym polozenie rézne,
to wzajemne polozenie elementow Ey,. i Ej wewnatrz MN w kierunku
v-ym ma byé to samo, jakiém jest polozenie elementéw F,. i /) w rozma-
ito§ci N w kierunku v-ym; 2.) Jezeli F i F) maja wewnatrz N w kie-
runku v-ym polozenie jednakowe, to polozenie E., wzgledem E. . we-
wnatrz MN w kierunku v-ym ma by¢ takie, jak polozenie E,,, wzgledem
E..w wewnatrz M., albo, co na jedno wychodzi, jakiém jest poltozenie Ej,
wzgledem E;,. wewnatrz M, w kierunku v-ym.

Wszystkie mnogoscei MN, utworzone wedlug tego przepisu, sa podobne,
iloczyn zas, im odpowiadajacy, «3 okresla sie w ten sposob:

w.B=MN
gdzie o nazywamy czynnikiem pierwszym [mmnozna], § — czynnikiem
drugim [mnoznikiem].

Stosuje sie tu prawo tacznosei

a.@. =B
gdy tymezasem o.. B jest w ogéle rozne od B. .
Prawo rozdzielnosci
a @t =aB4a.y
ma tu miejsce.

Liczba kardynalna iloczynu dwdch typéw réwna sig iloczynowi liczb

kardynalnych czynnikéw, t.j.
B=a.f.
Z danym typem n-krotnym « zwigzane sg $cisle inne typy, ktére nazy-
wamy sprzgzonemi.

Pojecia, T. 1. 5
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Mozna wzajemnosé potozenia wlasciwa typowi « przemienié w ten spo-
30b, ze poloZenia wzajemne jednoScie, e/, ¢” . .. w kierunkach p-ym
iv-ym przestawiajg sie, w innych za§ kierunkach pozostaja bez zmiany.
Takich przeksztalcef, ktére nazwaé mozna prezestawieniami ze wzgledu na
kierunk: p-y iv-y, jest oczywiscie n (n—1)/2, & wszystkie one, kolejno sto-
sowane, dajg wraz z typem danym wogole 1.2. .. n typow sprzezonych.

Jezeli odmienimy typ o przez to, ze odwrocimy polozenie jednosci w je-
dnym v-ym kierunku, t. j. jezeli polozenie jednodci e i ¢ w nowym typie
bedzie takiém, jakiém byto potozenie jednosci e’ ie w typie dawnym, to
przeksztalcenie takie nazwaé mozna odwrdceniem. Takich odwrécen
jest n, a kolejne ich stosowanie daje wraz z typem danym 2r typow
réznych.

Wszystkich typéw réznych sprzezonych z danym bedzie zatém wogole
20.1.2 ... 1

Cantor zajmuje sie jeszcze zagadnieniem o oznaczeniu liczby wszy-
stkich typéw porzgdkowych danéj liczby m, po rozwigzanie ktérego odsy-
tamy czytelnika do drugiéj z cytowanych prac lub do rozprawy H. C.
Schwartza, Ein Beitrag zur Theorie der Ordnungstypen, 1888.

Teorya Cantora, ktoréj zarys przedstawiliSmy, zawiera w sobie
cenne zadatki przyszltego rozwoju. Pomysty w niéj tkwiace, stosowal
Cantor juz wezes$niéj do badania rozmaitosci punktowych [mowié
o nich bedziemy w tomie drugim], gdzie doszedt do wynikéw bardzo wa-
znych dla teoryi funkeyj. Nauka juz teraz z tych pomystow czerpie
pozytek, przedewszystkiém zas$ wplynely one na poglebienie i nudoktadnie-
nie badan analitycznych.
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TEORYA DZIALAN FORMALNYCH.

11. TEORYA GRASSMANNA I HANKELA.

Twoércg teoryi dzialan formalnych jest wlasciwie H. Grass-
mann!, rozwingt za$ i uprzystepnit jg szerszym kotom Hankel.
Jest ona urobiona na podstawie dziatan z liczbami calkowitemi,
o ktéryeh méwilismy w rozdziale poprzedzajacym. Lecz teorya
dzialan, przywigzanych do dziedziny specyalnéj, nie uwidoeznia
nalezycie zwigzkéw ogdlnych, jakie pomiedzy dzialaniami, niezale-
znie od istoty form im poddawanych, istnieja; nie pozwala przeto
oddzieli¢ wyraZnie tego, co charakteryzuje dang dziedzine. Zadanie
to spelnia teorya dzialan formalnych, ktérg stosowaé mozna do
rozmaitych ukladéw form.

0 tém, jak rozumieé nalezy rownos$é form, mowilismy juz we wste-
pie [str. 10.7; co sig za$ tyczy dzialan ezyli polaczen, to uwazaé je na-
lezy za pewien proces mysli, za pomocg ktorego od dwéch lub wigeéj
form danych przechodzimy do formy nowéj, zwanéj wynikiem po-
Igczenia. "W jaki sposéb polaczenia sig odbywaja, tego zgéry nie
rozstrzygamy, badamy tylko prawa polgczen. W przedstawieniu téj
rzeczy pOjdziemy przewaznie za Hankelem, zmieniajgc nieco
znakowanie i uzupelniajac niektére punkty teoryiZ.

Niechaj a, b, ¢ . .. przedstawiajg formy, ktore zamierzamy pod-
daé rozmaitego rodzaju polgczeniom eczyli dziataniom. Dzialania te
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maja posiadaé pewne wlasnosci formalne, stanowigce okreslenie
kazdego z nich i wyrézniajgce jedne od drugich.

Polgczenie dwoch form oznaczaé bgdziemy najezgéciéj za pomo-
cg symbolu A(a, b) lub tez V(a, 5). W przypadku, gdy dzialafh
réznych bedzie wiecéj, pisaé bedziemy

A (a,8), Ay (a,8) .. . Vi (a,0),V, (a,0)..5
A (a, b, ¢) oznaczaé bedzie polgczenie trzech form, V (a, b, ¢, d)—
polaczenie czterech form it. d. Znaczenie polgczen trzech i wigk-
526 [skoniczonéj] liezby form bedzie dopiero ustanowione i wy-
jagnione po ustanowieniu prawidel dla polgezef dwéch form.

Roéwnanie

Ae, b)) =¢
oznaczaé ma, ze wynik polgczenia form a i b jest pewng formg c.
Podobniez réwnanie

Ve, 0)=4d

oznacza, ze wynik innego polgczenia tych samych form jest pewng
formg d, réwng formie ¢ lub rézng od niéj.

Niechaj beda dwa dziatania A iV. Zastosujemy pierwsze do
dwoéch form m i n, drugie do form a i &, i niechaj bedzie

A(m,n)=p

Ve, 0)=c.
Miedzy temi dwoma dzialaniami ustanowimy zwigzek nastgpujaey :
jezeli w pierwszém z réwnan zastapimy m przez ¢, n przez b, to
p réwnaé sig bedzie a. Zaloienie to daje sig wyrazi¢ w ton sposob:

1. A[V(a,3),8] =a

i okre$la zwiazek, zachodzgey miedzy formalnemi dzialaniami A i v,
lub okresla dzialanie V, gdy dane jest dzialanie A.

Obok tego zwigzku przyjmijmy jeszeze, ze dzialania A iV sg
Jednowartosciowe, co ma oznaczaé, ze jezeli dzialanie np. Ala, b)
doprowadza raz do wyniku ¢, drugi raz do wyniku ¢/, to formy
¢ i¢ sy tozsamosciowo réwne. ToZz samo rozumie sig o dzialaniu
V (a, ).

Z tych dwéch zalozen daje sig wyprowadzi¢ nowa wlasno$é na-
szych dziataf, wyrazajaca sie nastepujacém twierdzeniém :
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“Jezeli w dzialaniu A (a, ) lub V (a, ) pierwszg formg zmienimy,
druga za$ pozostawimy bez zmiany, to wynik dziatania zmieni¢ sig
musi,.

W saméj rzeczy, niechaj bedzie

V(a,b)=c¢c, V(d,0)=¢

gdzie o’ rézne od a; twierdzimy, ze ¢’ musi by¢ rézne od ¢. Gdyby
bowiem ¢’ rownalo si¢ ¢, mielibySmy

V(a,b)=V(a,b),
a laczac obie strony z formg & za pomoca dzialania A:
A[V(d,b), 5] = A[V(a,d),8];
Stosujac wreszcie do obu stron wzor zasadniczy 1., otrzymalibySmy
a = a,

co sig sprzeciwia zalozeniu.
Wynika stad, ze réwnanie
Viz,b)=r¢c
moze mieé tylko jedno rozwigzanie, ktére mozemy znalezé, lgczac
obie strony z forma b za pomoca dziatania A. Otrzymujemy wiedy
na zasadzie wzoru 1.

2=2A(b).
a wstawiajgc znaleziona warto$é do poprzedniego réwnania, zwigzek
2. VI[A(e, 8), b] = ¢,

analogiczny ze zwigzkiem 1. i okre§lajacy dzialanie A, gdy daném
jest dzialanie V. Na podstawie zwigzku 2. mozemy dowies¢, ze gdy
a jest rozne od @', to i A (a, b) jest rozne od A (a', ).

Za okreslenic dziatan A iV przyjelismy zwigzek 1.1 jednowar-
tosciowo$é obu tych dzialani; stagd wyniklo powyzsze twierdzenie
i zwigzek 2. Oczywista, ze gdyby$my zamiast réwnania 1. przyjeli za
podstawe rownania 2., to prazyszliby$my do réwnania 1., jako dowy-
niku tego przyjecia oraz jednowarto§ciowosei obu dziatan. Mozna
zreszta, uczynié i inne zalozenia, np. przyjaé za okre$lenie dzialan
zwigzek 1. i zalozyé, ze jedno z dziala A iV jest jednowartoscio-
wém i posiada wlasno$é, wyrazong powyzszém twierdzeniem; wy-
niknie stad zwigzek 2. oraz podobna wlasnosé drugiego z dziatai,
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Dla rozszerzenia naszych dzialai na wigkszg liczbe form, zaléz-
my, ze do dzialania A stosuje sig prawo gcznosci. Jezeli mamy trzy
formy, to prawo to wyraza, ze otrzymamy jeden i ten sam wynik,
Iaczgc pierwszg forme z wynikiem polgezenia drugiéj i trzeciéj, czy
tez tyczgc wynik polgczenia pierwszéj i drugiéj formy z formg, trze-
cig. Dziatania A, posiadajgce podobng wlasno$é—i tylko takie dzia-
lania—nazywaé bedziemy prostemi. Dzialania V, zwigzane z takiemi
dzialaniami A na podstawie réwnan 1. lub 2., nazywaé bedziemy
odwrotnemi. Wlasno$é aeznosei przedstawié mozemy za pomocy
wzoru

3. Ala,A(d,¢)] = A[A(a, b),c].

Przez A (a, b, ¢) rozumieé bedziemy ktérekolwiek z tych dwéch ré-
wnych sobie wyrazen 3.

Przy takiém zalozeniu, mozna juz dowiesé, ze prawo Igcznosci
stosuje si¢ do dzialania prostego nad czterema i wigcéj formami.
W saméj rzeczy, na zasadzie réwnania 3. mamy

Ala, A(b,e,d)]=A{a,A[A(L.c),d]} = A{A[a. A(b,0)].d}=A[a,A(3,0),d]
i takze
Ale,A(b,c,d)] = Ala,A[2,A (¢, )]} == A[A(a,8), A(e, d)).
Kazde z tych szeSciu réwnych wyrazen nazwiemy polgczeniem
A (a,b,¢,d). W podobny sposéb okresli¢ mozna polgczenie jakiéj-
kolwiek [skoriczonéj]| liczby form. Do wszystkich tych polgezen
stosowaé sie musi prawo lagcznodei, jezeli zalozymy, ze ono stosuje
sie do trzech form, i jezeli polgczeniem » form nazwiemy polaczenie
jednéj formy z wynikiem polgczenia n—1 pozostalych.
Okresliwszy dzialania proste lacznosciowe, podamy wynikajgce
z okreSlen tych twierdzenia, wyrazajace wlasnoéci naszych dziatan.
Wilasnosci te wyrazié sie daja nastepujgcemi trzema wzorami :
Ala, V(h,¢)] = V[A(a.b),¢|
4. Via,Awe,0)| = V[V (a,0),¢]
Vid(a,0,8] =V [a, V(5 0)|
Pierwsza tych wlasnosci dowodzi sig w sposéb nastepujgcy. Niechaj
bedzie
= Ala,V(h eV



11] TEORYA GRASSMANNA | HANKELA. 71
Polaczywszy obie strony z forma ¢ zapomocg dziatania A, otrzy-
mamy
A(z,¢) =A{Ala,V (5,0)].¢,}
= A{a, AlA(d,¢), c]}

= A(a,bd);
stad
v [A (‘Z'7 0)7 Ci] =V [A (aa b)? C],
o —V[A(a,0),0],
czy li

Ala,Vb,e)|=V][A(a,d),¢] c. b. d o
Druga wlasnoéé okazemy, zakladajac
o =V|V(ad)c].
Polgczenie obu stron z formg ¢ za pomocy dzialania A daje
A (', ¢) = A{V[V(q,8),¢], c}
=V (a,b),
skad
A[A (2 e), 6] = A[V (a,8),b] = a,
a wiee takze
Al2,A(e, b)) =a,

Polgczywszy obie strony z formg A(e,d) za pomocg dziatania V
otrzymamy

' =V]|a, Acb)]
czyli
V|V(a,8),¢] = V]|a,A(c.9)] ¢. b. d. o
Dla okazania trzeciéj wlasnodei polézmy
2" =YV|A(a,0),0]
i polaczmy obie strony z formg & za pomocg dzialania A:
A(a",8) = A{V| A(a,¢,), %), 5}
= A(a,c).
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Kgczac obie strony z formg ¢ przy pomocy dziatania V, otrzymuje-
my na podstawie pierwszéj dowiedzionéj juz wlasnosci

A[2" V(b e)]| =«

wreszeie tgczgce obie strony z formg V (8, ¢) za pomocy dzialania V,
otrzymujemy

" =V]a,V(bc)]
czyli
V[A(a,¢),6]=V|[a,V(5,e0)]. c. b. d. o.

Z jednowartosciowosci dziatai A iV wyprowadziliémy wlasnosé,
ze gdy w kazdém z tych dziatah druga forma zostaje staly, pierw-
szg za$ zmieniamy, to i wynik polaczenia zmienia sig. Teraz przyj-
mujemy, ze dzialanie A (a,d) jest zupelnie jednowartosciowém, t. j.
ze wynik jego zmienia sig takze, gdy pierwsza forma pozostaje
stalg, druga za$ ulega zmianie. Przy takiém zalozeniu, z réwnania
A(a,b’) = A(a, b) wnie$é nalezy, ze 8’ = b. Z zupelnéj jednowarto-
$ciowodci dziatania A wynika, jak o tém latwo przekonaé sig mozna,
zupelna jednowarto§ciowosé dzialania V.

Okreslmy forme m, ktoréj polaczenie za pomocg dzialania pro-
stego A z formg jakgkolwiek @, niechaj daje wynik réwny formie a.
Forme, majgcg te wlasnodé, nazywaé bedziemy modulem dziata-
nia A, [Grassmann nazywa jg “formg obojetng, |. Okreslenie
modulu zawiera sig w réwnaniu

5. A(a,m) = a.
Poniewaz na zasadzie prawa lacznosei:
Ala,A(m,8) | = A[A(a,m), 5],
przeto na podstawie 5. bedzie
Ala,A(m, ) | = A(a,b),
a ze dzialanie A jest jednowartosciowém, otrzymujemy zatém
6. A(m,8) =b.

Réwnania 5.1 6. wykazuja, ze porzadek, w jakim przy pomocy
dzialania prostego lgczymy formg z modulem, nie ma wplywu na
wynik dzialania.
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Zbadajmy teraz wynik dzialania odwrotnego V (a,m); w tym celu

polézmy
z =V (a,m)
i polaczmy obie strony z modulem m za pomocy odpowiedniego
dzialania prostego A: bedzie tedy
A(z,m) = A|V (a,m),m].

Stosujgc do strony pierwszéj rownanie 5., do drugiéj zas réwnanie
1., otrzymujemy
7. z =V (a,m)=a,
Wzér ten wyraza, ze laczac jakakolwiek forme z modutem, jako
formg drugg, za pomocg dzialania odwrotnego, dochodzimy do wy-
niku réwnego formie danéj.

7 réwnania znéw 2., gdy w niém forme ¢ zastagpimy modulem m,
otrzymujemy

VI(A(m,2),8] =m,

a wiec na zasadzie wzoru 7.
8. V(2,8) =m.

Wzér ten wyraza, ze modul dzialania A uwazaé mozna za wynik
dzialania odwrotnego V, wykonanego na dwdch jakichkolwiek for-
mach réwnych.

Formeg, okreslong za pomocy dziatania V(m,b), nazywaé bedziemy
Jformg odwrotng wuglgdem formy, A(m,b) réwnéj é; oznaczamy jg dla
krotkosei przez b,,, tak ze
9. v (m, b) = bm

jest okredleniem formy odwrotnéj.
Z tego okreslenia wynika, ze formg odwrotng wzgledem formy
b, jest forma 5. W saméj rzeczy,
(bm)m = V (m7 l’m) =V [ma V(m: b)]
=V[A(m,2), m|
=V (,m) = b.
Wprowadzenie form odwrotnych daje nam mozno$é zamiany dzia-

lania prostego na odwrotne i odwrotnego na proste. Istotnie, pier-
wsze i trzecie z réwnai 4., gdy w nich polozymy b = m, dajg
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10. Aa,en) =V(a,¢); Afa,¢) =V (a,cn).

Dotagd badaliSmy wlasnoéci dzialah, oparte na prawie lgcznodei;
teraz zbadajmy wnioski, jakie wynikng z zalozenia, ze dzialania
proste ulegaja prawu przemiennosci, ktére wyraza si¢ wzorem

11. A(a, ) = A (b, a).
Przy takiém zalozeniu, wzory 1. 2. 4. przechodzg w nastgpujgce.
v, A[5.¥ (a,0),] = a.
2', V[A(d,¢), 0] =c.
AV (b,¢),a] =V][A(},a),c|
4’ Ve, A(b,¢)] = V[V (a,5),¢|

VIA(c,a),b] =V]a,V(5,¢)]

Do téj pory uwazaliémy jedno dziatanie proste A i odpowiadajace
mu dzialanie V. PrzejdZmy teraz do ustanowienia zwigzkow mig-
dzy.dwoma réznemi dziataniami prostemi.

Niechaj beds dwa dzialania proste i taczne A, i A,, polaczone ze
sobg nastepujgcemi réwnaniami:
A2 |A1 (a,b), c] = A1 [_A2 (a,¢), AZ (1), C)I )
A, a8 (c,d) | =4,[A,(a,¢). 4, (a,d)],
wyrazajacemi prawo rozdzielnosei. Dowiedziemy, Ze jedno z tych
dziatai, a mianowicie dzialanie 4,, jest przemienne.

W tym celu, w pierwszém z réwnan 11. zastgpmy ¢ przez 4, (c,d),
w drugiém a przez A, (e, b), otrzymamy wtedy

A [ (a,0), 8, (e, d)] = 8, {A, [a. & (e, d)], A, [8,4, (e, D]}

8,13 (@ 2),4, (e, @)] = A {A,[ 3, (a,0), ¢], 85 | A (a, b),d]}
Z réwnosci pierwszych stron tych wzoréw wynika réwnosé stron
drugich:

AfA a8 (e, @] A, 8,2, (c,d) |J=4,{As] A (a,8),¢],5[ A (a,8),d]}
Przeksztalcajac strone pierwszg tego réwnania przy pomocy pierw-
szego z réwnan 11., drugg za$ przy pomocy drugiego z tych réwnail,
otrzymamy

A {4 (A (a0), 3, (ad)], N[ A, (6e), A, (B,d) ]}
=3 {AI [3;(ae), A, (2.0) ], A, |4, (a,9), 4, (I),d)]}.

12.
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Poniewaz dzialanie A, jest laczne, przeto rownanie to napisaé mozna
pod postacig

A [Ay(a,0),A5(a,d),A,(5,),A,(b,d1|=A,[Ay(a,c).Ay(b,0)rAp(a,d),Ax(D, d)]
Obie strony réznig sig tu tylko porzgdkiem wyrazéw; kladge wige
dla skrécenia
Aja.e) =p, AJa,d) =q, Ay (b,c)=r, A, (b, d)=s
i stosujac do réwnania
A (pg,7s) = A (P g,

prawo laczno$ei, mozemy napisaé

Al [Al (P ’Ie 7"),8] = A} [Al (7’: 7'7 q)’ 'g_lv

skad, z przyczyny jednowarto$ciowosci dziatania A, otrzymujemy

A (p,g.r)=A4(p.7,9)

co mozna napisaé¢ pod postacig
Al [,p’ A1 ((17 ’l")] = A1 [P, Al(r’ Q)]
Stad tez, z powodu jednowarto$ciowosei dziatania A;, otrzymujemy
Al (Qr'r) = AI (7'7 q)a

co dowodzi przemiennosci dzialania A;. Wazne to twierdzenic
w teoryi dzialan formalnych mozemy wyrazié w sposob nastepu-
jacy:

“Jezeli dwa rozne dzialania jednowartoSciowe i tgczne sg zwig-
zane z sobg prawem rozdzielnosci, to wtedy jedno z nich musi byé
przemienne,,.

W podobny sposéb moznaby dowiesé, ze dzialanie A, jest prze-
mienne, jezeli czyni zado$¢ nastepujgeym dwom zwigzkom

3[4z (@, 0),¢] = Ay [ Ay (a,0), 44 (6. ¢) |,

Alla, 8, (e, d)] =4, |A(a,0), A (a,d)].
Zwigzek, wyrazony ogélnie réwnaniem 12., obejmuje w sobie zwig-
zek, zachodzgcy miedzy dodawaniem i mnozeniem liczb; wynika
z niego, ze prawo rozdzielnosci, wigzgce mnozenie i dodawanie, po-
cigga za sobg przemienno$é dodawania, jezeli zalozymy, ze oba
dzialania sg jednowarto$ciowe i laczne. Przemienno$é zas mnoze-
nia nie jest koniecznym wynikiem tego zalozenia; istotnie, mnoze-
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nie, jak to przekonamy si¢ na przykladach w rozmaitych dziedzi-
nach, moze nie byé przemienném 3.

Wiasnoéci formalne dziatan A, i A, oraz zwigzek 12. pomiedzy
niemi nie wystarczajg wszakze do zupelnego okreslenia dodawania
i mnozenia w kazdéj specyalnéj dziedzinie, wymagajacéj jeszcze
odpowiedniego ustanowicnia w niéj znaczenia dodawania.

Mozemy wyprowadzié¢ wzér analogiczny do wzoru 12., a wyraza-
jacy zwigzek miedzy dzialaniem A, i dzialaniem odwrotnem V.
W saméj rzeczy, wedlug okreélenia tego dziatania, mamy

Al [Vl(a, b), b] = a;

laczac obie strony z formg ¢ za pomocg dzialania A,, otrzymujemy

Az{ A [V, (a,),8) c,} = A, (a,c).
Do strony pierwszéj mozemy zastosowaé pierwszy z wzoréw 12.,
zastepujac W nim a przez V, (q,b), otrzymamy wtedy

A1 {A2 [Vl (a’ b)’c]’ A? (b= c)} = A2 (“70)

Ygczae obie strony z formg A, (8, ¢) za pomocy dzialania odwrotne-
go V,, mie¢ bedziemy po redukeyi

12, A, [Vy (@ 8),¢] = V, [ Ay (a,0). A, (5,6)]

c. b. d, o.

Dziedzina form a, &, ¢,... nad ktéremi wykonywamy dzialania proste,
zawiera wedlug naszego zalozenia, wszystkie wyniki dziatan pro-
stych A (a, 8),A(a,be¢)... Wykonywajge w niéj i inne dzialania pro-
ste Ay (a, 8), Ay (a,0) . . ., przyjmowali$my, %e wyniki tych dzialaf
do naszéj dziedziny nalezg, a réwnania takie jak 12., okreslaja
2wigzki, zachodzgce pomiedzy dziataniami prostemi A; i Ny, Zwig-
zek pomiedzy trzema dzialaniami prostemi jednowarto§ciowemi
A, Ay, A,, moze mieé np. postaé nastgpujacy

A, [45(a,8). 85 (a,0) | = Ay [a, A, (B,0)],

przy zalozeniu,ze wyniki dzialania A, prowadzg do form, nalezacych
do dziedziny pierwotnéj; juz z tego zwigzku wnie$é mozna, ze dzia-
tanie A; wzgledem form & i ¢ jest przemienném, jezeli dzialania A,
i A, sg przemiennemi. Rozmaitosci podobnych zwiazkéw nie podo-
bna z géry wyczerpaé: kazde badanie specyalne nasuwa je umysto-
wi. Najprostszym bylby taki system form, w ktérym wszelkie wyniki
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dzialan prostych i ich kombinacyj dajg si¢ przedstawié, jako wy-
niki jednego dzialania prostego A, stosowanego do form pierwotnych.
Taki system stanowig, dodawanie, mnozenie i potggowanie w ukla-
dzie liczb calkowitych.

Co sig tyczy dzialai odwrotnycl, to zwigzek ich z odpowiedniemi
dzialaniami prostemi okreslamy za pomocg wzoréw 1.1 2. Jezeli
wyniki tych dzialan nalezg wprost do form badanych, to wykony-
wanie dzialail prostych nad niemi podlega prawom, wyzéj przedsta-
wionym ; jezeli za$ te wyniki nie znajdujg si¢ w dziedzinie pierwo-
tnéj, to réwnania powyZsze okreslajg nowe formy, ktére do téj dzie-
dziny wcielamy. Powstaje tedy pytanie, w jaki sposéb wykonywaé
nalezy polgczenia form dawnych z nowemi i nowych pomiedzy so-
bg. Zasada zachowania ueczy nas, jak nalezy postgpié; wedlug jéj
wymagali, winni$my polaczenia nowych form z dawnemi i nowych
pomigdzy sobg okresli¢ w ten sposob, aby one czynily zado$é tym
samym wlasno$ciom formalnym, jakim czynig zado$é dzialania na
formach pierwotnych.

Niechaj V(a,b), V(c¢,d) oznaczajg formy dawne; na podstawie
réwnail 4. otrzymamy z latwodcig wzér

13. A|V(a.0),V (¢,d)] = V[A(c,a),A(d, )],

ktory przyjmujemy za okreslenie dziatania prostego i w przypadku
ogdlnym, t. j. i wtedy, gdy jedna lub obie formy V (a,8),V (¢,d) nie
znajdujg, si¢ w dziedzinie pierwotngj.

Ze zwigzku 13. wnie$é mozna, ze dzialanie proste nad nowemi
formami: 1-o0 jest przemienne, 2-0 jest laczne. Zbadajmy jeszcze
dziatanie odwrotne, wykonanec na dwéch formach nowych V (a, b)
i V(e,d); w tym celu polozmy

v [V (a,0). v (e, d)l =7,
gdzie  niechaj bedzie wynikiem dzialania V (y,z), w ktorem y i 2
sg formami dziedziny pierwotnéj.

Kiaczac obie strony z formg V(c,d) za pomocg dzialania A, otrzy-
mujemy na zasadzie wzoru 13.

V(a, b) :V[A(y,c),A(z,d)]

Aby z tego réwnania wyprowadzié zwigzek miedzy formami szuka-
nemi y i z a danemi, zauwazmy, Ze z rOwnania
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VIA(g,u),A (), | = A[V(4,0),V ()],
w zalozeniu, Ze réwnania, okre$lajgce modul dziatania, odnosza sie
do form jakichkolwiek, nowych czy dawnych, otrzymujemy
VIA(a,u),A(b,u)| = V (a,d).
Temu réwnaniu uczyni sig zado$¢, gdy zalozymy
a=A(a,u), b = A(b,u).
Wogdle staje sig zado$é rownaniu
Vie.f) =V(g,),
gdy przyjmiemy
9=2(¢u), h=A(f,u).
Stosujac to do réwnania
V(a,0) = V[A(y,0),A(5 )],
otrzymujemy
A(y,0) = A(a,u), A(s,d) = A (b, w),
skad dochodzimy do rozwigzan
y=V[A(a,u),c], z=V[A(b,u),d],
ktore mozna przedstawi¢ pod postacig
y=A[a,V(c)].2=A[5,V(vd,],
gdzie u jest formg dowolng. Jezeli w szezegilnosei wezmiemy taka
forme u, aby bylo V(u,¢c) = d, t. j.
u=A|V(x0),c|] = A(d,e),
to otrzymamy
¥y = A(a,d), z= A(b,c)
co wskazuje, ze formy y i 2z, przy powyzszém zalozeniu o wlasnosci
modulu; zawsze znaleZé mozna, ze przeto forma
2=V ()= V[A(0,d)A(5,0)]

zawsze znajdzie si¢ w dziedzinie uzupelnionéj form dawnych i no-
wych.

Wykazaliémy tym sposobem, ze uzupelniona dziedzina jest wy-
starczajgca i po wlaczeniu w zakres badania dzialann odwrotnych
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pomiedzy formami nowemi; czyli innemi slowy, ze dziedzina form
dawnych i nowych miesci w sobie wszystkie mozliwe wyniki dzia-
laf, jakie otrzymujemy przy tgczeniu jéj form za pomoeg dzialai
AiV. Toz samo powiedzieé mozna o kazdéj innéj parze dzialan.

Przy stosowaniu teoryi formalnéj do poszczegélnych rozmaitosci,
trzeba przedewszystkiém okredlié, co w tych rozmaito$ciach przyjmu-
jemy za dziedzing form pierwotnych czyli elementéw. Okreélenie to
wyrazamy, wskazujac proces, za pomocg ktorego przechodzimy od
clementu do elementu w danéj dziedzinie, a nastgpnie badamy, czy
istnieje dla tych form dziatanie proste, majgce cechy zasadnicze
dodawania. Po znalezieniu dodawania, badamy, czy istnieje inne
dzialanie proste, zwigzane z poprzedniém za pomocs réwnan 12.
Niekiedy przyjecie podobnego réwnania dla przypadkéw szezegdl-
nych pozwala juz na uogdlnienie, gdy sie uwzgledni istote badanéj
dziedziny. Po okredleniu wlasnoéei dziatain prostyeh, przechodzi-
my do dzialaii odwrotnych, ktére za pomocy znanych réwnan okre-
$lamy i ktérych wyniki sposobem wyzéj opisanym badamy.

Teorya powyzsza stosuje si¢ do dziatann elementarnych i do ich
kombinacyj, przy zalozeniu, ze tak liczba elementow jak i dzialai,
kolejno stosowanych jest skoriczong. Kolejne stosowanie dzialan de
elementow danych prowadzi do pewnych form liczbowych, i dla tego
teorya dziatann stanowi istotng podstawe rachunku elementarnego
takich form liczbowych, jest podstawg Avytmetyki i Algebry. Przy-
padki, w ktérych liczba elementéw i liczba kolejnyeh dzialan, lub
jedna i druga sg nieskonezone, naleza w ogéle do dziedziny Analizy
wyzszéj. Wreszeie teorya dzialan moze byé rozwinietg i w innym
kierunka, wyplywajgcym ze spostrzezenia, ze pojecie dodawania
i mnozenia mozna objaé w jedném pojeciu dziatania prostego, kt6-
remu, jezeli z géry nie zakladamy przemiennosci, odpowiadajg dwa
dzialania odwrotne. 'Tg drogg poszed! Schroder, ktéremu za-
wdzieczamy pierwsze w tym kierunku badania %,

Przedstawimy tu zastosowanie powyzszéj teoryi do dziedziny liczb
calkowitych, to jest do szeregu

1,2,3,4 ...,
ktérego wyrazy otrzymujemy kolejno w nastgpujgcy sposob

9=14+1,8=2+1,...
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tak ze w ogélnoéei liczba, bezposrednio nastepujgea po liczbie =,
jest réwna n-1.

Proces ten, za pomocg ktérego przechodzimy od elementu do
elementu, jest szczegdlnym przypadkiem dzialania zasadniczego dla
naszego szeregu, Dzialanie to, dodawanie, okre§lamy za pomocs
réwnan

at(d+1)=(at+b)+1

a+l1=1+4a
[poréwn. art. 8.], ktore nazwijmy pewnikami dodawania [Helm-
holtz nazywa pierwsze z nich pewnikiem Grassmanna]®. Dzia-
Tanie odwrotne, odejmowanie, okreslamy za pomocg réwnania ,
odpowiadajgcego réwnaniu 1.
la. (a—b)+b=a
Dodawanie jest jednowarto$ciowém, bo jezeli a6 doprowadza raz
do sumy ¢, drugi raz do sumy ¢, to wedlug pierwszego pewnika te-
go dzialania musi byé

at+(b4+1)=c+1=7¢+1,
stad oczywiscie wynika ¢ = ¢/. Stad na zasadzie wylozonéj teoryi
wynika, ze jezeli w dzialaniu a -+ & lub w dzialaniu @ — b zmienimy
pierwszg liczbe a, to wynik dzialania zmienié¢ sig musi, a wige i ro-
wnanie  — b = ¢ moze mieé jedno tylko rozwigzanie.
Zwigzkow 2. odpowiada w naszym przypadku zwigzek
2a. (a+28)—b=na.
Roéwnaniu 3. odpowiada réwnanie
3a. at+(b4+c)y=(a+2d)+e,
wyrazajgce prawo lgcznoSci. Wynika ono z pierwszego r6wnania,
okre$lajgcego dodawanie. W saméj rzeczy, zakladajae, Ze wzér
3 a sprawdza sie dla danéj liczby ¢, mozemy stwierdzié, ze sprawdza
sig i dla liczby ¢4-1, gdyz na zasadzie pierwszego pewnika mamy
a4 [(@+e)+1]=|a+(2+0)]+1;

kladge po stronie drugiéj w miejsce pierwszego wyrazu jego war-
to$é z réwnania 3a, a nastgpnie stosujac znowu pierwszy pewnik
dodawania, otrzymujemy:

a+[b+(c+1)]=(a+8)+ (¢ + 1),
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a poniewaz réwnanie 3a jest oczywiScie prawdziwém dla ¢=1,
wige jest prawdziwém dla ¢ =2, 3 ..., t. j. ogélno$é jego jest
stwierdzona.

Rownaniom 4. odpowiadajg nastepujgce:

a+(d—c)=(a+b)—c
4 a. a—(¢c+b)=(a—2b)—e
(a+e)—b=a— (b—c)

Modutem dodawania, okreslonym za pomocg réwnania 5., jest zero,
czynigce zado§é réwnaniu

5a. a4 0=a,
skad wynika:

6 a. 0+406=1,
7a. a—0=a,
8a. b—b=0.

Zero, réwne 6—b lub 1—1, wprowadZmy jako nowg liczbe do na-
szego szeregu, ktéry tym sposobem bedzie:

0,1,2 3, 4. . . ...

Formy odwrotne okre§lamy za pomocg réwnania, odpowiadajacego
réwnaniu 9., mianowicie za pomocg réwnania

9 a. 0—-0b=10,.

Formy te nazywami liczbami ujemnemi i oznaczamy przez —b&; sze-
reg liczb ujemnych bedzie:

-1, =2, —3, —4 ...
Roéwnaniom 10. odpowiadaja wzory
10 a. a+(—¢)=a—¢, atc=a—(—c).
[Liczbami ujemnemi zajmiemy si¢ w rozdziale IV.].

Roéwnanin 11., wyrazajacemu prawo przemiennosci, odpowiada
réwnanie

11a. a+b=1>b+a,
ktére w naszéj dziedzinie pierwotnéj wynika bezposrednio z pewni-

Pojecia, T. I, 6
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kéw dodawania. Z powodu przemienno$ei dodawania, réwnania 1’,
2’ 1 4’ przyjmujg obecnie postac:

1a. b+ (a—b) =a.

2'a. bt+a—10=a

(0—c)+ a=(b+a)—e,
4'a. a—(b+e)=(a—0b)—c,
(c+a) —b=a—(b—c).
Mnozenie jest drugiém dzialaniem prostém AQ, ktore mozemy okre-
§li¢ za pomocy zwigzku jego z dodawaniem, wyrazonego réwnania-
mi 12." Jezeli za znak dzialania A, przyjmiemy kropke, to réwna- -
niom 12. odpowiadaé¢ bedg zwiazki
(a4b).ce=a.ct+b.c
a.(c+dy=a.c+t+a.d.
Wystarczy wszakze do okreslenia mnozenia w naszym ukladzie
przyjaé prawo rozdzielnodei dla przypadku mniéj ogélnego
afe+l)=a.c+a
i nastepujgce zalozenie, dotyczgce modulu mnozenia, Kktérym
jest liczba 1., a mianowicie

a.1=a.

Z tych zalozen wynikajg juz wszystkie wlasnodci mnozenia.
Okreéliwszy jeszeze dzialanie odwrotne za pomoca wzoru,

a
16. -b—.[)=a,

mozemy z latwoscia napisaé nastgpujgce wzory, odpowiadajace
wzorom, stosujgeym sie do dodawania i ndejmowania:

a.b_

b

2b.

3b. a.(b.c)=(a.b).c
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b ab
a.,—=—
c
a
« ()
4. b ¢
ac _a
b b
)
55, odpowiada zaloZeniu a.1=ga
6. ” ” l.a=a
7b. -i;— = a
b
86. 5= 1
1
95, 7= b

Wazér ten jest okresleniem liczby odwrotnéj, zwanéj tu ulamkowg.
Szereg liczb utamkowych | prostych] jest nastgpujacy :

2 %—, I
Réwnaniom 10. odpowiadajg nastepujace :
1 a a
105. a.(?)=—c—, a.c-——l—.
¢

[ Liczbami ulamkowemi zajmiemy si¢ w rozdziale III].

Wzory 56. i 66, wyrazajg w praypadku szczeg6lnym prawo prze-
mienno$ci, ktore fatwo uogélnié. Przemienno$é w przypadku dwéch
czynnikéw przedstawia wzér:

115, a.b=1"0.a,

a stagd wynikajg nastepujgce wlasnosei:

15, 'b,%za
b.a

’
26, 5

=a
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b b.a
_, = —
¢ ¢
a
| )
4. be ¢
c.a a

Roéwnaniu 12'. odpowiada wzdr
12'b. (a—b8).c =a.c—b.c,
ktéry dopelniamy, przyjmujac
0.c=0,
a gdy zachowamy i dla tego przypadku prawo przemiennosei,
c.0=0.
Ostatnia dwa réwnania wyrazaja, ze jezeli jeden z czynnikéw jest
zerem, to iloczyn jest zerem,
Naodwroét, iloczyn dwéch liczb moze byé zerem tylko wtedy, je-
zeli przynajmniéj jeden z czynnikéw jest zerem.
7 powyzszych réwnan wynika

— =0.
[

We wszystkich poprzednich wzorach dzielniki nalezy uwazaé za
liczby rézne od zera [ dzielenie przez 0 na teraz z dziedziny dzialai
wylaczamy .

Opierajac sig na powyzszych wzorach, mozemy jeszcze dowiesé
réwnoécei nastepujgeych:

a b a—+b
=
14 e L _ e
b " d T bd
a 4 _a.(l
b " d be

Pierwsze dwa wzory mozna rozszerzyé do trzech i wigeéj skladni-
kéw lub czynnikdw,
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12. TEORYA DEDEKINDA.

W przedstawionéj w poprzednim artykule teoryi dzialan, mysl
podstawowsy stanowilo lgczenie form, nalezagcych do pewnéj dzie-
dziny, wedlug praw, utworzonych na podobiefistwo prawidel, jakim
podlegajg dzialania na liczbach calkowitych. Dedekind wystapit
niedawno ¢ z nowg, teoryg, ktoréj podstawe stanowi zasada odwzo-
rowania, stosowana juz przez nas w art. 9. do szeregu liczb calko-
witych. Wedlug pogladu Dedekinda, liczby sg swobodnemi
tworami ducha ludzkiego, sg Srodkiem latwego i $cistego przedsta-
wiania rozmaito$ci rzeczy ; cala umiejetno$é liczb polega na zdol-
nosei umystu do wzajemnego przyporzgdkowania rzeczy, do usta-
nawiania pomigdzy niemi odpowiednio$ci.

Odwzorowaniem ¢ ukladu elementéw nazywa Ded ekind prawo,
wedlug ktérego do kazdego elementu uktadu S nalezy przedmiot
oznaczony s, nazwany obrazem elementu s, a ktory przedstawié¢ mo-
zna pod postacig g(s). Moéwimy, ze ¢(s) odpowiada elementowi s,
ze @(s) przez odwzorowanie ¢ powstaje z s, lub wreszeie, Ze s za
pomocg odwzorowania @ przechodzi w @(s). Przykladem takiego
odwzorowania jest juz samo nadawanie nazw oznaczonych lub zna-
kéw elementom ukladu; najprostszém zas odwzorowaniem jest to,
przez ktére elementy ukladu przechodzg same w siebie. Takie od-
wzorowanie nazywamy foZsamosciowém.

Odwzorowanie nazywa si¢ podobném [wyraZném], jezeli réznym
elementom ¢ i & ukladu S odpowiadaja zawsze obrazy roézne
a'=g@(a) i b'=@(b). Poniewaz w tym przypadku z réwnosei s'=2¢'
wynika odwrotnie ré6wno$é s = ¢, zatém kazdy z elementéw ukladu
&' = @(S) jest obrazem s’ pewnego zupelnie oznaczonego elementu
ukladu S. Odwzorowanie tedy, za pomoca ktérego od ukladu &
przechodzimy do ukladu S, jest réwniez podobném. Oznaczmy je
przez E, bedzie tedy E(S') = §. Odwzorowanie, zfoéone z odwzoro-
wail @ i @, aktére oznaczmy przez pg, prowadzi do ukladu pierwo-
tnego, jest wigc odwzorowaniem tozsamo$ciowém.

Dwa uklady R i S nazywaja sie podobnemi, jezeli istnieje takie
odwzorowanie podobne ¢, ze (S) = B lub ¢(R) = S.

Z tych okreslen wynika, ze kazdy uktad jest podobny do siebie
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samego; ze jezeli dwa uklady B i S sg podobne, to kazdy uklad,
podobny do ukladu R, jest podobny do ukladu S.

Na téj zasadzie mozna wszystkie uktady podzieli¢ na klasy. Do je-
dnéj klasy nalezg, wszystkie—i tylko te wszystkie —uklady Q,R,S,...
ktore sg podobne do jednego z nich E; ten ukiad R mozna uwazaé
za, przedstawiciela klasy. Jezeli £1i .S sg uklady, nalezgce do jednéj
klasy, to kazda cze$é ukladu B jest podobna do pewnéj czedei
ukladu B. [CzeScig uktadu R nazywa sig uktad 7', ktérego kazdy
element jest elementem ukladu B; czeScig wilasciwg nazywa sig
uklad R', jezeli przytém nie jest identyczny z ukladem R, to jest
jezeli w R jest przynajmniéj jeden element, kiérego w £’ niema|.

Jezeli stosujac odwzorowanie [podobne lub niepodobne] ¢ do
ukladu S, otrzymujemy uklad ¢(S), ktéry jest czesciag pewnego
ukladu Z, to ¢(S) nazywamy “odwzorowaniem ukladu S w ukla-
dzie Z,. Odwzorowanie to mozemy wyrazi¢ w ten sposéb

p(N)3S

gdzie znak 3 oznacza, ze uklad pierwszy jest czescig drugiego.

Kazdy uktad, ktérego obraz jest czedcig samego ukladu, nazywa
Dedekind {arcuchem [Kette]. Zwracamy uwage na to, Ze nazwa
lafcucha stosuje sig do ukladu lub do czeéei ukladu ze wzgledu na
odwzorowanie oznaczone ¢ ; przy inném odwzorowaniu uklad moze
nie byé ancuchem.

Fatwo dowiesé, ze obraz lafcucha jest takze taficuchem, i, jezeli
pewien uklad 4 jest czedcig laficucha, to i obraz jego jest czgdcig
tegoz tancucha.

Niechaj uklad 4 bedzie cze$cia uktadu S; wyobraZmy sobie we-
wogtrz S wszystkie lancuchy, ktorych 4 jest czescig. Uklad 4,
ktorego elementami sg wszystkie elementy wspoélne tym Yaicuchom,
jest oczywidcie sam laficuchem; Dedekind nazywa go fasicuchemn
ukladu A7,

Uklady bywajg skonczone i nieskorniczone. Uklad nazywa sig nie-
skoriczonym, gdy jest podobny do czedci wlasciwéj samego siebie;
w przeciwnym razie jest skoriczonym. Wynika stad, ze kazdy uklad,
skladajgcy sie z pojedynczego elementu, jest skoticzony, bo nie po-
siada weale czesci wlasciwéj [inaczéj mowige, cze$é wlasciwa tego
ukladu nie zawiera weale element6w].
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Dedekind dowodzi istnienia ukladéw nieskoniczonych w nastg-
pujacy sposob:

Swiat moich myéli albo ogél S wszystkich rzeczy, ktére mogg
by¢ przedmiotem mojego myslenia, jest nieskoiiczony. Gdy bowiem
s jest elementem ukladu S, to my$l &, ze s jest przedmiotem mojéj
mysli, jest takze elementem ukladu S. Jezeli s’ bedziemy uwazali
za obraz elementu s, t.j. za @(s), to odwzorowanie ¢(S), jakie
tym sposobem otrzymujemy, ma t¢ wiasnos$é, ze obraz S’ jest czg-
$cig ukladu Si mianowicie cxedcig wladciwg, bo w .S zachodzg ele-
menty | 1. p. moje wlasne ja|, ktére sg rézne od kazdéj takiéj mysli
s/, a wige nie sg w & zawarte. Daléj widoczna, ze jezeli a 1 b sg ro-
znemi elementami ukladu .S, to i ich obrazy o' i 0’ sg rézne, odwzo-
rowanie ¢ jest podobne, ukltad S-nieskonczony *.

Z poprzedzajacego wynika: ze jezeli R i .S sg uklady podobne,
to R jest ukladem skoiiczonym lub nieskonczonym, stosownie do
tego, czy uklad S jest skoriczony lub nieskonficzony ; ze kazdy ukiad,
podobny do czesei ukladu skoiiczonego, jest sam skoriczony.

Uklad N nazywa sig pojedyriczo-nieskoriczonym, jezeli istnieje ta-
kie odwzorowanie ¢, W skutek ktérego uklad IV jest laicuchem
elementu, nie zawartego w obrazie ¢(N). Ten element nazywamy
elementem zasadniczym, oznaczamy go przez 1, i méwimy, ze uklad
pojedyriczo-nieskoficzony jest przez odwzorowanie ¢ uporzadkowa-
nym. Warunki, ktérym czyni zado$é uktad pojedyiiczo-nieskoficzony,
mozna w skroceniu przedstawié¢ w sposéb nastepujaey :

a. N3N,

ﬁ . N=1,,

». Element 1 nie zawiera sig w V',
0. Odwzorowanie ¢ jest podobne.

W kazdym ukladzie nieskoniczonym S zawiera sig jako®ze$é uklad
pojedyficzo-nieskonczony. W saméj rzeczy, wedlug okreslenia ukla-
du nieskoriczonego, istnieje takie odwzorowanie g, ze (S) albo S’
jest czeéeig wlaseiwg S, istnieje przeto taki element 1 w S, ktory
nie zawiera sig w S. Xatcuch N = 1;, odpowiadajgcy temu od-
wzorowaniu uktadu S w samym sobie, jest ukladem pojedyiiezo-nie-
skoniczonym, uporzgdkowanym przez odwzorowanie .

Jezeli w ukladzie pojedyiiczo-nieskoriczonym, uporzgdkowanym
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przez odwzorowanie ¢, odwrécimy uwage od natury elementéw
i uwzglednimy tylko zwigzki, wynikajgce z odwzorowania ¢, to
. elementy nazywamy wtedy liczbami naturalnemi lub wprost liczbams,
a element 71— podstawq szeregu liczbowego IN. Zwigzki albo prawa,
wynikajgce z powyzszych warunkow a, §, y, d, stanowig najblizszy
przedmiot nauki o liczbach czyli Arytmetyki.

Wychodzgc z tych okreslenr wyprowadza Dedekind wlasnosei,
dotyczace nastepstwa liczb szeregu NV [kazda liczba, nastepujgea
bezposrednio po liczbie n, jest jéj obrazem n'], znaczenie liczb wigk-
szych i mniejszych, liczb niewigkszych i niemniejszych od danéj,
wlasnosci ukladu Z, liczb niewigkszych od liczby » i t. d., a na-
stepnie przechodzi do teoryi dziataf, ktéra w streszczeniu daje sie
przedstawié w sposéb nastepujgey.

Niechaj bedzie uklad £2 zupelnie dowolny, ktérego elementy nie
koniecznie majg byé zawarte w V. Niechaj y oznacza odwzorowa-
nie tego ukladu w samym sobie, w—za$ element oznaczony ukladu.
Dedekind dowodzi za pomocg indukeyi zupelnéj, ze kazdej licz-
bie » uktadu IV odpowiada jedno i tylko jedno odwzorowanie vy,
ukladu Z, [t. j. ukladu liczb niewigkszych od liczby =], czynigce
zado$é warankom:

L y.(Z)39,
II. p.(1)= o,
ULy, () = g ya (2), gdzie t <7,
[xwn jest odwzorowaniem, zlozoném z kolejnych odwzorowan
ya iyl
W podobny sposéb okazaé mozna, ze istnieje odwzorowanie ¢
ukladu N, czynigce zadosé warunkom:

I‘ 1/) (N) 3 Qa
. »(1)=w,
gdzie n jest liczbg dowolng.
Dodawanie. Stosujac te twierdzenia do przypadku, w ktérym Q
jest ukladem nieskoriczonym N, y(n) = ¢(n) = 2, a wigc
I. y(N)3N,
mozemy dla zupelnego oznaczenia y przyjaé w = 1; wtedy v ozna-
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czaé begdzie oczywilcie odwzorowanie tozsamosSciowe, gdyz wa-
runkom

(1) =1, ¢(») = zd(r) = @p(n) = [$(»)]
staje si¢ zadosé, jezeli przyjmiemy g(n) = n.

Jezeli checemy mieé inne odwzorowanie ukladu N, przyjmujemy
za o liczbg rézng od 7, np. liczbe m/ zawartg w IV, Oznaczmy obraz
¢(n) liczby n przez m-n i nazwijmy go sumg liczb m i n. Otrzy-
mamy tedy wedtug twierdzef powyzszych:

I, m4+1=mw
L m4 2w = (m+n)

Z réwnan tych wynikajg nastepujgce wlasnosci dodawania :

m 4+ n=m+n,
m' 4+ n = (m +n)
1+4+n=n

1dn=n+1,

m4-n=mn-4m
((+m)+n=101+(m+n)
m 4 n > m.

Mnoienie. Zalozmy Q= N, y(n) = m 4 n=n +4 m; bedzie
tedy

L $(N)3N.

Wybierzmy w =m, obraz ¢ (n) oznaczmy przez mn i nazwijmy go
tloczynem. Wedlug twierdzeni powyzszych bedzie

IL ml=m
IIL mn' = mn-+m,
skad wynikajg nastepujgce wlasnos$ci mnozenia:
m=mn-+4n
l.n=n
mn=—nm

mn4+m=nm-+4m
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lom 4+ n)=1lm4In
(m 4+ n)l=ml 4 nl
(Im)n' = 1(mn 4+ m) = lmn'.
Potggowanie. 2 = N, y(n) = qn = na, a wige
L y(N)3N
Odpowiednie odwzorowanie y(n) oznaczmy przez a” i nazwijmy te
liczbg potggq liczby a,m — wykladnikiem potegi. Dzialanie nasze
czyni zado$é warunkom :
I. a'=a
II. a¥ =a.a*=a".q,
skad wynikaja nastgpujace wlasnodei:
antn — g g
@'t g = (a™.a")a
(anyr =
(ad) = a" b,
‘W koiicu podamy jeszeze twierdzenia Dedekinda, w ktérych uza-

sadnia pojgcie licedy [kardynalnéj] elementéw danego ukladu.

1. Jezeli uklad X' jest nieskofczony, to kazdy z ukladéw Z, daje
si¢ odwzorowaé w ukladzie X za pomocg obwzorowania podobnego.

2. Uklad 2 jest skoiiczony lub nieskoiiczony, stosownie do tego,
czy istnieje lub nie istnieje uklad do niego podobny Z,.

3. Jezeli X jest ukladem skotficzonym, to istnieje jedna i tylko
jedna liczba n, ktoréj odpowiada w ukladzie X uklad Z,; ta liczba
stanowi liczbe [kardynalng] elementéw ukladu. Wszystkie uktady,
podobne do danego skoinczonego ukladu, majg jedne i tezsame liczbe
kardynalng n.

4. Jezeli uklad 4 sklada sie z m elementéw, uklad B z n elemen-
tow, przyczém A4 i B nie maja elementéw wspdlnych, to uklad
M{ 4, B), ktérego kazdy element jest elementem albo ukladu 4 albo
ukladu B, zawiera m + n elementéw.

5. Kazdy uklad, zlozony z n uktadéw skoniczonych, jest sam skoii-
czony,
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Teorya, ktérg przedstawiliSmy w streszczeniu, nasuwa nastgpu-
jace uwagi: Odwzorowanie stanowi bezwatpienia dzialanie zasadni-
cze, bedace podstawg tak liczenia jak i dzialan arytmetycznych;
twierdzenia Dedekinda, oznaczone wyzéj przez I, IL, III, ukazujg
wspélne Zrédlo tych dziatan w postaci $cistéj i wyraznéj. Okreélenie
szeregu liczb naturalnych, jako lafcucha elementu 1, charaktery-
zuje ten szereg wsrod innych szeregdw nieskoniczonych i okresla za-
razem jego znaczenie zasadnicze. Wreszcie twierdzenia o liczbie ele-
mentéw ukladu wskazujg wyraznie, Ze liczenie jakiegokolwiek ukla-
du 3 jest oparte na odwzorowywaniu wzajemném tego ukladu
i ukladu Z,. Teorya Dedekinda jest odmienném rozwinigciem
téj saméj mysli, ktora kierowala badaniami G. Cantora, ktora
ujawnia sig w rozwazaniach Kroneckera. Uklady podobne
pierwszego z nich—to uklady o réwnéj mocy drugicgo lub uklady
réwnowazne trzeciego [ poréwn. nizéj str. 96.]. Ukazujae nam licz-
by calkowite, jako formy szczegolne, wynikajgce z pewnego rodzaju
odwzorowania, teorya Dedekinda zadawalnia w wysokim stopniu
upodobanie do ogélnodei w badaniach matematycznych. Uderza-
jacém w teoryi téj jest to, ze uklady nieskoficzone zajmujg w niéj
niejako pierwsze miejsce, sg W niéj pierwotnemi, bo po okresleniu
ich nastepuje dopiero okreslenie uktadéw skonczonych. Dowod
wszakze istnienia ukladow nieskoiiczonych niezupelnie nas zada-
walnia, Punktem gléwnym tego dowodu jest to, ze uklad &' jest cze-
$cig ukladu S, poniewaz w Sistniejg elementy jak np. moje wiasne ja,
ktére sg rézne od kazdéj mysli zawartéj w .. Ale zapytaé mo-
zna, dlaczego by wlasnemu ja w ukladzie .S nie miala odpowiadaé
my$l o wlasnem ja wukladzie §'. Naszém zdaniem, “istnienie,, ukla-
dow nieskonczonych, jak to juz powiedziano w art. 10., nie moze
wyraZaé nic innego nad mozno$é odwzorowywania kolejnego, bez
zadnych przeszkéd, albo mozno$é liczenia tak daleko, jak cheeniy.
Ta to moznos$¢ w formie matematycznéj przedstawia sig jako nie-
skoniezono$é i jest Zrédlem wszelkich innych form, jakie za pomocy
odpowiednich konstrukeyj tworzy¢ mozemy i tworzymy w Matema-
tyce.
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! Grassmann. Ausdehnungslehre... str. 1—14%.

2 Hankel, Ueber complexe Zahlensysteme str. 18—34.

3 N. Thiele w pracy, Analytiske Studier de rene Mathematiks Prin-
ciper [ Tvdskrift for Mathematik, 1880], ktoréj tresé znamy tylko ze spra-
wozdania [Jakrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, XII, str. 46—48],
poddal ogélnemu badaniu zwiazek, zachodzacy pomiedzy dodawaniem
i mnozeniem, oparty na wzorach

atb=c, ab=c, a'+c=0, (at+bce=a+ (b0,
at+bdb=0b+ta (atbdc=acH b

wyrazajacych jednowartosciowo§é dodawania i mnozenia, odwracalnosé,
Igcznod6 i przemiennosé dodawania oraz rozdzielno$é mnozenia. Najogol-
niejsze dzialania, czyniace zado§é tym zwigzkom, nazywa on “pseudodo-
waniem,, i “pseudomnozeniem,, i oznacza pierwsze przez x # y==z, dru-
gie przez x 0 y==. Z badania, przeprowadzonego przez Thielego, wy-
nika, ze obie funkeye suma i iloczyn zawarte s3 w funkeyi

_exydfrdgy +h

z_ax]/ +batcytd
lub tez, ze pomiedzy x, y, = musza zachodzié réwnania postaci
fR)=9@h(), FE=G()H),

7 wzorow, wyrazajgcych wlasnosei dziatan, tylko wzor, okreslajacy za-
sade rozdzielnosei, stanowi jedyng roznice pomiedzy mnozeniem a doda-
waniem; do zupelnego wszakze okreslenia mnozenia wzory powyzsze
nie wystarczaja i potrzebném jest jeszcze twierdzenie

a. atatai ... (nrazy)=n.a

ktore dla “pseudodziatan, moze byé przedstawione pod postacig ogdl-
niejsza

a#a#a...(nrazy)=e,0a
gdzie
nw(e—o)tolw—e) n 0 1—oc

~~~~ A

ne—o)f(w—e) ~n—o0 107

Tu - i ~~ oznaczaja “pseudoodejmowanie., i “pseudodzielenie,.. Dla
0=0, e=1, o =0 jest ex=mn, i wtedy przechodzimy do Arytmetyki
zwykléj.

Bez uwagina twierdzenie dodatkowe, “psendodziatania,, czynia zadosé
warunkom
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F(x 4 y) = Flz) 4 F(y)

Flxoyn=Fx Fy

r—20 e—w

gdzie F'(x) = i
Wzoréw, wyrazajacych zwiazki pomiedzy dziataniami, nie uwaza T hie-
1 e za pewniki, lecz pragnie doj$é do twierdzen jeszcze prostszych, opier-a
jac sie na oryginalnym pogladzie na istote liczh. Wedlug tego pogladu
liczba niemianowana nie jest abstrakeya, lecz opisaniem liczby mianowa-
wanéj [realnéj] za pomocy innéj takiéj liczby, liczby za$§ mianowane sa
znowu opisaniem “objektow matematycznych,, jakiemi sa np. punkty cza-
sowe, przestrzenne i t. d. [poréwn. str. 33]. Wedlug téj teoryi liczba nie-
mianowana moze byé okreslona jako stosunek anharmoniczny, wyzna-
czajacy dokladnie dany przedmiot przy pomocy zwigzku . przez trzy
inne dowolne tego samego gatunku, po ustaleniu punktow 0, 1, oo.

Wrozprawie Om Definitionerne for Tallet, Talarterne og de tallignende
Bestimmelser, 1886, T hiele rozwija w dalszym ciaggu poglad swdj na
istote liczb i dziatan nad niemi. Punktem wyjdcia 83 dla niego tak na-
zwane “numerale, [Numeraler], t. j. “bezwarunkowe, pojedyiicze, wzgle-
dne i zupelne jednowartosciowe oznaczenia,, ktérych najprostszy przy-
klad stanowig “punkty rzeczowe,, “wyrazy,,, it d. Jezeli B jest nume-
ralem, to pojecie B okresla si¢ za pomocg pojecia A w ten sposib:

B=DB=x A,
“Numeral tozsamosciowy,, O okresla tozsamosé
A=0 =% A t.j. A=A

Nad numeralami wykonywaé mozna dwa dziatania: “przeciwstawienie,,
[Modsaetning] i “przydawanie,, | Tilfjolse]. Pierwsze z nich oznacza, ze
z réwnosci

B=N=x: A
wynika rownosé
A=(-+ N) = B,

gdzie numeral (= N) jest przeciwstawieniem numeralu N. Drugie
wyraza, ze z réwnan

B=4A % A,

C=B8B=*B
wynika rownanie

C=0C=% A.

Dzialanie to, jak tatwo sie przekonad, czyni zado$é prawu lacznosei.
Jezeli wprowadzimy oznaczenia
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Asx A=24,
A+ Aw A=3 A,

...........

to stad wyplywajg réwnosei
(7 A)  (MA)=(m A) % (* A).
2( A==+ (1 4)
it.d.

Znak 7 jest “numeralem numeralu,, czyli liczbg. Powyzsze wlasnosei
numeraléw prowadzg do wlasnodei liczb i dzialan nad liczbami. Do liczb
dochodzi sie tu zatém od wielkoSci.

Na téj drodze, jakkolwiek w sposéb odmienny, stara sig uzasadnié
teorys dzialaii A. Fick we wspomnianém wyzéj dzietku [Das Grossen-
gebiet i t. d.].

Kazda jednostka J i kazda wielko$¢ A jest, wedtug F i ¢ k a, miarg pe-
wnéj wzajemnoSei [zwigzku, stosunku, Beziehung] pomiedzy dwoma
przedmiotami. Jeden z przedmiotéw. do ktorego odnosimy wszystkie
przedmioty badane. jest przedmiotem zerowym; jego warto$é wzgledna
[Beziehungswerth] jest zerem. Wielkodci, ktorych przedmioty zerowe sa
rézne [t. j. wielkodei roznorodne], nie moga wchodzié z soba w polg-
czenia.

Dodawanie okresla F i ¢ k w sposob nastepujaey: suma A -+ B wyraza
wzajemnosé wzgledem przedmiotu zerowego takiego przedmiotu, ktorego
wzajemno$é wzgledem jednego ze skiadnikéw |4 lub B]jest rowna wza-
Jjemnosei drugiego ze skiadnikéw [ B lub A] wzgledem tegoz przedmiotu
zerowego. Z tego okreslenia wynika bezposrednio wlasno§é A4 B=B4-4
i zarazem twierdzenie, ze kazda suma, o ile ma byé wielkoscig uwazanéj
dziedziny, moze by¢ przedstawiona jako wielokrotno§é pewnéj jednostki
lub jéj czesci. Ta jednostka nie bedzie wogodle ta sama jednostka, ktoréj
wielokrotnoseig jest B. Jezeli wige zalozymy, ze A=mJy,, B=nJy,
to otrzymamy A 4 B=p.J, , gdzie Jy, Jyy, J, 83 roznemi jednostkami.

Ogoélna wykonalno$é odejmowania poddaje dziedzing wielkosei warun-
kowi, aby kazdéj wzajemnos$ci odpowiadala wzajemnos$é przeciwna
[odwrotna], tak ze do kazdéj wielkosei A mozna znalezé druga, ktora,
dodana do niéj, daje na wynik zero. Warunek ten spelnia sig, jezeli do
kezdéj jednostki Jo pomySlimy sobie inng oJ taka, aby byto J o + »J=0;
wtedy odejmowanie dwoch wielkosci A— B=m.Jy, —nJ,, sprowadza si¢ do
dodawania mJg 4 nwJ i jest zawsze wykonalne.

Mnozenie wielkoSci opiera F i ¢ k na pojeciu stosunku, ktore uwaza jako
niezalezne od pojecia dzielenia i dajace sie okresli¢ za pomoca pewnych
warunkow. Tu, jak i wszedzie, najwazniejsza rzecza jest okreslenie ro-
wno$ei; rownosé stosunkéw przedstawia F i ¢ k za pomoca wzoru

A::B=2C::D,
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xtory ma wyrazaé, ze wielko§é D powstaje z wielkosei C przy pomocy
tych samych prawidet, przy pomocy ktorych B powstaje z A. Prawidia
te maja czynié zados$é nastepujgeym warunkom:

I. Prawidlo musi byé odwracalne, to jest, z prawidla, wedlug ktérego
B powstaje z A, otrzymujemy wprost prawidlo, wedlug ktérego A po-
wstaje z B: z proporeyi A :: B= C:: D wynika proporcya B: A=D:C,

II. Z proporeyi A:: B= C:: D wynikaja proporcye 4:: C= B:: D
iD::B=0::A.

ITI. Stosunek pozostaje bez zmiany, jezeli do jego wyrazéw dodajemy
wielkosei, bedace w tym samym stosunku, t. j. z proporeyi 4:: B=C0C::D
wynika proporcya A4 C:: B4 D= C:: D.

Do definicyi mnozenia potrzebny jest jeszcze wybor jednostki pierwotnéf
[Ureinheit] pomiedzy rozmaitemi jednostkami dziedziny. Jednostke te
oznaczmy przez 1.

Definicya mnozenia jest nastepujaca: “Pomnozyé wielko$é A przez
wielko$é B, t. j. utworzy¢ iloczyn A B, jest to znalezé wielkosé, bedaca
w takim stosunku do wielkosci 4, w jakim wielkos¢ B jest do jednostki
pierwotnéj,,.

Poniewaz wedlug warunku II, z proporeyi 1:: B=A:: 4 B wynika
proporeya 1:: A =25 :: AB, ostatni za$ wyraz drugiéj proporeyi, wedtug
okredlenia, winien by¢é BA, jest przeto A B=— BA. Z trzeciego warunku
wynika znowu prawo rozdzielnosci (44 B)=AC+ BC oraz (A — B)C
= AC—BC.

Dzielenie w téj teoryi polega na znalezieniu ilorazu A4/Blub 4 : B,
ktory ma sig tak do wielkodei 4, jak jednostka pierwotna do wielkosci B.
Na téj podstawie tatwo okazaé mozna twierdzenia

A+B 4
c T C

B A. B A
to e T

it.d.

Potegowaniei wyciaganie pierwiastka okreslaja sie sposobem zwykltym,

Dalsze rozwiniecie swojéj teoryiopiera Fick juz na pojeciu ciaglosei.

Proba Ficka zbudowania teoryi dziatai niezaleznie od nauki o licz-
bach nie wydaje nam sie dostatecznie ogdlna, z tego wzgledu, ze autor
odrazu przyjmuje wielkoSci, joko zlozone z jednostek; ze nie poddaje
ogélnemu badanin zwigzkéw pomiedzy dziataniami, lecz dziatania te od-
razu specyalizuje; ze wreszcie okreslenic mnozenia na podstawie pojecia
stosunku zbyt jest skomplikowaném,

Droga, wskazana w teoryi dziatan formalnych przez Grassmanna
i Hankela, zdaje sie byé dotad jedyng droga, na ktéréj mozna zbudo-
waé teorya wielkosci. Najnowsze w tym wzgledzie badania Kroneckera
w rozprawie, Zur Theorie der allgemeinen complexen Zahlen und der Mo-
dul-Systeme [ Mittheilungen der Berliner Akademie, 1888.,str. 379-396, 615—
648], ktore wiazg sig z przedstawiong wyzéj teorya Helmholt za [art 2.]
W gruncie rzeczy nie roznig sie pod wzgledem zasad od teovyi formalnéj.
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Kronecker uwaza uklad elementow [wielkodci, wartosei, liczb]

21y %3. 23y o 6 o Ziteeery
ktory dla krotkosei oznacza przez (z). Wyobrazmy sobie proces, za po-
mocy ktérego uklad (z) przechodzi w inny rdwnowainy uklad ('), przy za-
chowaniu warunku, ze z r6wnowaznosci

() ~ () (&)~ ()
wynika réwnowaznosé

& ~ ).

Jezeli w szezegolnosei uktad (2”) jest identyczny z ukladem (2/), to stad

wyniknie, ze kazdy uklad jest réwnowazny samemu sobie; jezeli zas
uklad (2”) jest identyczny z ukladem (z), to otrzymujemy

&) ~ ()
jako wynik dwdch réwnowaznosci
@~ E) D~ (z)
Niechaj (2), ('), (") . . . beda uklady rézne i niechaj
1 ¢((2), )) ~ 2"

wyraza, ze uklad 2" za pomocy pewnego procesu powstaje z uktadow (z)
i (2/). Zatozmy przytém, ze zachodzi warunek

2 ¢ [(@), ¢ ((2), &"D] ~ 2 [(&), 9 ((2), ("))
t. j. ze dochodzimy do tego samego wyniku, taczac uklad (z) z wynikiem
polgezenia ukladéw (2) i (2”), czy tez 1aczac uklad (2/) z wynikiem pota-
czenia ukladow (2) i (z).
Niechaj beda dwa uktady (20 i ('), dla ktorych
¢ (%, ) ~ ().
Jezeli wige zachodzi zwiazek
¢ ((z”), (2,)) ~ (z)a
to zachodzi takze zwiazek
¢ [(), 9 (%), ')] ~ ).

Uwzgledniajac tu warunek 2., otrzymamy

¢ (), () ~ (2).
Dodajac teraz nowy warunek
3. # (@ &) = ¢ (). (2)),

z tatwodeia dochodzimy do wniosku, ze wynik polaczenia ilukolwiek
ukladow nie zalezy weale od porzadku, w jakim je laczymy.

Jezeli mamy uktad (=) i oznaczymy wyniki polaczen: ¢((z").(z!)) przez
@), o (BV), ?)) przez z¥) . . . iogolnie
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¢ (1), ") przez (D),
to oczywiscie dla jakichkolwiek liczb catkowitych m i  bedzie
w ((z(m) I (z("))) — (z(m—{—n))

t.j. ska#nik ukladu, powstajacego z poltaczenia uktadow (") i (z”) réwna
sie sumie ich skaznikow. Twierdzenie to utrzymuje sie, jezeli wprowa-
n

n

m
dzimy uklady (: : ) ze skaznikami utamkowemi; (z )oznaczaé ma taki
uklad, ze polgczenie © réwnowaznych mu » ukladéw daje wynik réwny
uktadowi (2™).

Jezeli dane uklady nie dajg sie wyczerpaé za pomoca uktadéw ozna-
m
" )i jezeli(z) jest nowym jakim$ uktadem, to mozna ozna-
m

czonych przez(z
czyé szereg uktadéw nowych za pomoca (E "
rzonych z potaczenia ukladow

() (&)

scharakteryzowaé za pomoca ukladu skaznikow (;, ;) Postepujac

) i kazdy z ukladow, utwo-

w ten sposob daléj, dojdziemy do oznaczenia wszystkich danych uktadéw
za pomoca ukladéw skaznikow

Clv C?’ C3 .

ktorego elementy &, Co, G5 . . . 53 liczbami wymiernemi. W ten sposob
polaczenie uktadow, ktorym odpowiadaja uklady skaznikéw

L O A A S S
charakteryzuje ukiad

G4, L+8, G4+
Jezeli np. uktad (z) jest uktademliczb catkowitych mniejszych od A7, a po-
laczenie ¢ mnozeniem, to kazda liczba ukiadu daje sig przedstawi¢ pod
postaciy

n=p;$1 Pl psls . . .

gdzie p,p,, p, saliezbami pierwszemi, ¢, &, ¢; . ¢ . przyjmuja wartosei
0,1,2 ... Uklad skainikéw bedzie zatém

ST CTCI

W zastosowaniu do wielkodei teorya ta przedstawia sie w ten sposob:
Ukladom (z), ('), (z/) . . . odpowiadaja wielkosci fizyezne O, 0/, 0,
ktore wehodza w potaczenia, podlegajace warunkom 2.1 3., zastgpuja-

Pojecia, T. I. 7
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cym warunki tacznosei i przemiennosei w teoryi Helmholtza. Jezeli
wyjdziemy z pewnéj wielkosei O(1), to mozna wszystkie inne scharaktery-
zowaé [w przypadku wymiernosei] za pomocg skaznikéw catkowitych lub

utamkowych. Wielko§é O otrzymuje skaznik (%), jezeli polaczenie »

wielkosci rownowaznych wielkosei O daje wynik, réwnowazny polgczeniu
m wielko§ci rownowaznych wielkosei O(1).

Jezeli uporzadkujemy wielkosei wedlug skaznikéw w ten sposob, aby
wielko$6 ze skazZnikiem (%) poprzedzala wielkosé ze skaznikiem (%:) s
gdy mn' <<m'n, to, jezeli skazniki odpowiadajg np. masom lub ciezarom,
skaznik mniejszy nalezeé hedzie do wielkosei mniejszéj. Poréwnanie ro-
zmaitych wielkodei fizycznych daje sig przeto sprowadzié teoretycenie do
poréwnania ich skaznikéw, praktyczna wszakze strona tego oznaczenia
wymaga metod, pozwalajgeych na rozstrzygniecie pytania, ktéra z dwoch
wielkosei jest wigksza lub mniejsza.

Pigknie skreslony wyktad teoryi wielkodci znalezé mozna w $wieZo
ogloszonéj rozprawie B etta zzi'ego, Teoria della grandezze, uwieficzo-
néj przez Akademiy dei Lincei, 1890. Opierajac sie na podstawach, da-
nych przez Grassmanna, Hankela, CantoraiDedekinda, au-
tor przedstawia zwigzek pojecia wielkodei [formy] matematycznéj z dzia-
taniem zasadniczém, za pomoca ktérego wytwarzamy “klasy, wielkosci
i przedstawia nastepnie teoryy dzialan ns liezbach.

4+ W dziele E. Schriodera, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra,
1873, zwlaszeza w rozdziale IV-ym (str. 174—294) o zwigzkach wzajem-
nych pomiedzy dzialaniami, znalezé mozna obszerny wyklad teoryi for-
malnéj dzialai z drobiazgowém rozwinigeiem wszelkich konsekwencyj,
jakie z okreslei ich wynikaja. Badania te proponuje autor objaé nazwg
Algebry formalngj, do ktoréj zadan nalezy przeto: 1. zbadanie wszystkich
zalozen, koniecznych do scharakteryzowania kazdego dzialania rachun-
kowego wdanéj dziedzinie liczb; 2. wyczerpanie wszelkich wnioskéw z ka-
zd6j przestanki lub kombinacyj przestanek; 3. znalezienie zamknigtych
uktadéw liczbowych, podlegtych prawom polaczein i dajacych sig zbudo-
waé za pomocg znalezionych dziatan; wreszcie 4. zbadanie, jakie pod-
jcieliska realne mozna daé tym liczbom i dziataniom, t. j. jakie nadaé im
znaczenie geometryczne, fizykalne i. t. d. Dwa ostatnie zadania stanowig
juz, zdaniem Schrddera, przejscie od Algebry formalnéj do bezwzgle-
dnéj [absolute Algebra].

Pomysly swoje rozwing! autor w nastepnych pracach : Ueber die for-
malen Elemente der abscluten Algebra. 1873, Uber v. Staud’s Rech-
nung mit Wiirfen und verwandte Processe [Mathematische Annalen, X,
1876. str. 289—317]. Ueber eine eigenthiimliche Bestimmung einer Fun-
ction durch formale Anforderungen [Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, XC, 1881, str.189—220], Ueber Algorithmen und Calculn [A4r-
chiv der Mathematik und Physik, 1887, ctr. 225—278] i Tafeln der eindeutig
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umkehrbaren Functionen [ Mathematische Annalen. XXIX, 1887, str. 299—
326]. Interesujace te badania, majace niejaka analogia do odmiennie
przeprowadzonych badai Thielego, wkraczaja juz w czedei w dziedzi-
n¢ Teoryi funkeyj, i dlatego powiemy tylko krotko, ze polegaja one gto-
wnie: 1.na przyjeciu za podstawe dziatania jednowartosciowego inieprze-
miennego a b, ktére Schroder nazywa mmozeniem ,symboliczném,;
mnozeniu temu odpowiadaja zatém dwa dziatania odwrotne, t. j. dwa dzie-
lenia “symboliczne, 2.na ustanowieniu mozliwych zwigzkéw zasadni-
czych, jakie pomigdzy temi trzema dziataniami zachodzié moga, a wige
np. w przypadku dwoich elementéw a i b, nastgpujacych czterech ukla-
dow czyli “algorytmow,,, )

b
a,;b: al):— N
a

atb="ba, a:b:?;

b
a:b=1b:a, ;:ba;

—— ab=1ba;

wktorychjestrazem 9 r6wnan—i badaniu wnioskéw, jakie stad wynikaja.
W przypadku trzech elementéw a, b, ¢, otrzymujemy takich wzoréw wo-
g6le 990; z nich zbior 150 réwnaii, ze wszelkiemi konsekwencyami stano-
wito, co Schrider nazywa algorytmem Algebry zwyczajngj, a ktéremu
podlega nietylko mnozenie i dodawanie liczb rzeczywistych i urojonych,
ale i dodawanie geometryczne punktow plaszczyzuny oraz dodawanie lo-
giezne pojeé i sgdow. W ogéle te badania maja zwigzek z dziedzing
Logiki formalnéj; we wspomnianém zad dziele Schrédera [art. 6.]
znajdzie czytelnik najnowsze w tym przedmiocie poszukiwania, ktore
ni¢ wchodzg juz w zakres niniejszéj ksiazki.

S Helmholtz, Zihlen und Messen, 1. c. str. 24.

¢ Dedekind, Was sind und sollen die Zahlen, 1888.

" Na teoryi laicucha opiera Dedekind uzywang w Matematyce
metode indukeyi zupelnéj, ktora wedlug niego ma swoje podstawe w na-
stgpujgcém twierdzeniu:

“Aby dowiesé, ze tancuch 4, jest czedcig pewnego ukladu X, ktory jest
lub nie jest czescig ukladu S, wystarcza dowiesé:

a. ze A3 Y;

B. ze obraz kazdego elementu wspélnego ukladom 4, i jest takze
elementem uktadu £,.

Twierdzenie to mozna wypowiedzieé w ten sposéb :

~Aby dowiesé, ze wszystkie elementy a taficucha A4, posiadaja pewna
wlasno$e 7 [lub ze pewne twierdzenie 1, w kt6rém jest mowa o nieozna-
czonym elemencie », stosuje sie do wszystkich elementow ancucha 4,],
wystarcza dowiesé :
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o. ze wszystkie elementy @ ukladu A majg whasnodé « [lub Zze twier-
dzenie t stosuje sie do wszystkich elementéw a].

B. ze obraz o/ kazdego elementu » laficucha 4, ma tez samg wlasnosé .
[lub ze twierdzenie 7, jezeli stosuje sig do elementu n lancucha 4, jest
prawdziwém takze i dla obrazu »’ tegoz elementu.]

8 Dowo6d “istnienia., ukladéw nieskoiiczonych, podany przez Dede-
kinda, jest wladciwie inna postacia dowodu, jaki znajdujemy u Bo l-
zan o, [Paradoxien des Unendlichen, str. 14] ktéry twierdzi, ze mnogosé
twierdzen i prawd samych w sobie |Wahrheiten an sich] jest nieskoii-
czong. Jezeli bowiem uwazamy jaks prawde 4, np twierdzenie, ze pra-
wdy istnieja, to twierdzenie: “A4 jest prawdy,, jest czém§ rézném od 4,
bo podmiotem jego jest samo twierdzenie 4. Wedlug tego samego pra-
wa, za pomocg ktérego z twierdzenia 4 wyprowadzamy rézne od niego
twierdzenie B, mozna znéw z B wyprowadzié twierdzenie C i tak daléj
bez kotica. Og6l tych wszystkich twierdzen obejmuje mnogosé czgsei.
[twierdzen], kt6ra jest wiekszg od kazdéj mnogosei skoficzonéj.

Keferstein, Ueber den Begriff der Zahl, [Festschrift, herausgegeben
von der mathematischen Gesellschaft in Hamburg, 1890, str. 119—124], uwaza
dowdéd Dedekinda za nieudany, gdyz przy okre§leniu ukladoéw po-
dobnych, pojecie rownosci jest przyjete jedynie w tém znaczeniu, ze
a =10 tylko wtedy, gdy a i b sg znakami jednéj i téj saméj rzeczy, a ro-
wno§é taka nie moze oczywiscie zachodzié pomigdzy uktadem i jego cze-
Scia wlasciwa.
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LICZBY ULAMKOWE.

13. TEORYE DZIABAN NAD UERAMKAMI.

Rachunek na ulamkach siega czaséw najstarozytniejszych. Przed
czterdziestu wiekami rachmistrze egipscy znali juz sposoby oznacza-
nia utamkow i umieli rozkladaé je na ntamki prostsze; babiloiiczycy
hindusowie, greey i rzymianie postugiwali si¢ ntamkami, lecz do-
piero po wprowadzeniu Arytmetyki cyfrowéj ustanowiono ogélne
prawidla rachunku tak z utamkami zwyczajnemi jak i dziesigtnemil.
Tu, jak wszedzie, praktyka poprzedzila teoryg. Dzialania nad wiel-
ko$ciami wykazaly potrzebe i wazno$é utamkow, wszakze dopiero
teorya dzialan wyjaénita wladciwg istote tych nowych form liczbo-
wych i dziatan nad niemi.

Wedlug teoryi, wylozonéj w art. 9.i10., ulamkiem nazywamy
liczbe, zado$¢ czynigeg rownanin

2b=a

gdy co do ¢ i & nie czynimy Zadnyeh zastrzezen |z wyjatkiem wa-
runku, by & nie byto réwne zeru|; pojecie zatém liczby ulamkowéj
obejmuje w sobie i pojecic liczby calkowitéj, mianowicie dla przy-
padku, gdy @ = b lub a jest wielokrotno$eig liczby o.

Zasada zachowania przepisuje nam stosowanie do dzialai nad no-
wemi liczbami tych samych praw, ktére majg miejsce dla dziedziny
picrwotnéj liczb calkowitych.
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Z réwnan 106. w art. 11. otrzymujemy

a 1 a
b b

co oznacza, Ze kazdy ulamek a/b przedstawi¢ mozna jako iloczyn
liczby calkowitéj a przez utamek 1/5 o liczniku réwnym jednoéci.

Jezeli zalozymy przemienno$¢ mnozenia, to mozemy napisaé

1 1 1 1 1
a.T—Z-a_—b——i-?—l—...-l——b- N

to jest ulamek a/b roztozyé na sume a skladnikéw, z ktérych kazdy
roéwna sig 1/5.

Poniewaz z réwnania 6 = a, wynika #.mb = ma, a wiec na
zasadzie okre§lenia dzielenia i liczb ulamkowych bedzie

a ma

b omb’
skad wynika, ze kazdemu ulamkowi mozna nadaé nieskoinczong
liczbe postaci.

Z réwnai 1'5., 2'5., 13 w art. 9., otrzymujemy

a
b, =
Ty
b b.a
._.a ———
¢ ¢
a. 4
D 7T ke

b ae
a;-—— = -
c

a b a—+0

F A Bl

a ¢ ac

b T d b

a ¢ mad

b d T be

Sg to wzory, okre§lajace dzialania zasadnicze nad ulamkami
i stwierdzajace zarazem, ze dzialania te posiadajg tez same wla-
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snoéei formalne, jakie majg odpowiednie dzialania nad liczbami cal-
kowitemi.

Mozna latwo dowiedé, ze wszystkie powyisze wzory utrzymujg
sie w zupelnosci i wtedy, gdy w nich a, &, ¢, d. .. sg juz nietylko
liczbami calkowitemi, ale dowolnemi liczbami ulamkowemi. Tym
sposobem przez wprowadzenie liczb ulamkowych dzialania arytme-
tyczne, otrzymujg znaczenie ogélniejsze od tego, jakie miaty w przy-
padku liczb calkowitych.

Poniewaz mmnozenie przez ulamek 1/ daje ten sam wynik, co
dzielenie przez liczbg &, mnozenie przez ulamek a/b zastgpuje dzia-
lanie, zlozone z mnozenia przez a i dzielenia przez 4, mozna przeto
liczby ulamkowe, uwazaé jako znaki dzialan i na tém oprzeé teoryg
dziatah nad ulamkami. My$l ta, nienowa zresztg, stanowi podstawe
nowéj teoryi elementarnéj Ch. Méray'a 2

Teorya Weierstrassa?® opiera sig na wprowadzeniu nowych
jednostek ¢,, okreslonych réwnaniem

Sn-n=1.

Za pomocy takich jednostek dajg sig przedstawié liczby calkowite.
np. liczba calkowita @ = a .1 bedzie miala postaé ae,n, lub tez
nas,, jezeli przyjmiemy prawo przemiennosci. Ogolnie liczba calko-
wita lub utamkowa daje sig przedstawi¢ pod postacia

a, + ay &y, + Ay &y, + ... Fa,e
m

gdzie a,, a;, a, . . . a, sg liczbami calkowitemi, &,,, &n, . - - &4, —je-
dnostkami, okreslonemi jak wyzéj.
Poniewaz na zasadzie tegoz okreslenia jest

m.n. Epn =1,
gdzie m i n sg liczbami calkowitemi, wnosimy wiec stad, Ze

(Menn)n=1, a WigC Mmey » = &n
(n Emn ) m=1, 3 NéEnn = Eum

Na téj zasadzie mozna kazda liczbe
a=a, + @y &y, + “ o + amsnm

przeksztalcié w ten sposéb, aby zawierala tylko jednostki ¢, jedne-
go'gatunku. W saméj rzeczy, jezeli n jest najmniejszg wspding
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wielokrotng Nczb 7, ry .... 7%, , to mozna napisaé
n]VI =7l21/2 = e =RV =N
gdzie vy, v, . . ., v, 83 liczbami calkowitemi; bedzie zatém

En,y = Vi v, = Vit (n=12,...,m),

skutkiem czego a przyjmuje postaé
a=(qn+av;+ ...+ auvn)en
Na téj podstawie wykonywamy dodawanie i odejmowanie liczb

utamkowych o dowolnych mianownikach.

Mnozenie liczb utamkowych winno czynié zado$¢ prawidiom mno-
zenia liczb catkowitych i dla tego bedzie

(ent et omm) (et e o) = o)
poniewaz za$
men=1, ne,=1, mn(eue,) =1,
przeto:
mn(enen) = (Mem). (Ren) = mie,n,
EmEn = Emn

Pém.qEn = P9 Enn-

Wzory te wystarczajg do znalezienia iloczynu jakichkolwiek liczb

utamkowych.
Tloraz dwoéch liezb utamkowych otrzymujemy za pomocg prawidla
g Em

q; =pn.&upq,
n

ktore stwierdzié mozemy, mnozac obie strony przez qe,, przez co
otrzymujemy po jednéj i drugiéj stronie iloczyn pe,,.

Jezeli ¢, zastapimy przez 1/n,me, przez mfn, otrzymamy wszy-
stkie wzory dzialain nad ulamkami w postaci zwyktéj. -

Kronecker* dla ominigcia pojecia liczb ulamkowych, zaste-
puje czynnik 1/m formg nieoznaczong x,, a réwno§¢-—kongruencya.
[0 kongruencyach moéwimy w czesci II|. Prawidla dzialaii nad
ulamkami, a mianowicie prawidlo dodawania i odejmowania
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a b an—+bm
—_ i —_—
m n mn
mnozenia
a b ab
m ~ n  mn
i dzielenia
a b an
m  n bm

zastgpujé on trzema nastgpujgeemi kongruencyami:
ay+ b, =(an 4 bm)z,, (moddmz, i,ne,—1lmnz,,—1),
aw, . br,=abe,, (modd.mz,—1, nr,—1, mna,,—1),

Ay . By, =anzy,, (modd.mz,—1nz,—1,bmz,, — 1,bz,2,—1),
ktére wyplywajg odpowiednio z nastgpujacych trzech tozsamosei:

a2y b, = (an-bm) 2, + a0 2y (M a2y —1)Fbm e, (ney—1)
— (azy, + ba,) (maw,, —1),

Aoy . buy=aba,, + adnz, s, (m Ly — 1) +abry, (n wn_l>
—abx, @, (m7m'7117z"1)7

ALy o Dy, = ANy, an@y, (me, —1) — a bm @, 2 2us, (nz,—1)
AT Dy, (b m &y, —1 ) +amnz,, 'z'bm(bmn‘z'bxn —1 )°

14. WIELKOSC UBAMKA. MNOGOSC LICZB URAMKOWYCH.

W powyzszym wykladzie teoryi ulamkéw nie moéwiliémy o tém,
w jaki sposéb rozumieé nalezy, co jest ulamek wigkszy lub mniej-
szy od drugiego. Jezeli pojecie ulamka opieramy na pojeciu
podzialu jedno$ci na czedei, to oczywiScie z dwoch ulam-
kéw o rownym liczniku ten jest wigkszy, ktorego mianownik jest
mniejszy ; z dwéch utamkéw o rownym mianowniku — ten, ktére-
go licznik jest wiekszy; gdy za$ dwa ulamki majg rézne liczniki
i mianowniki, to sprowadzenie utamkow do wspélnego mianownika
pokaze z tatwoscig, ktory jest wigkszy lub mnicjszy. Jezeli ulam-

. . . .. o a b .
kami danemi sg a/m i b/n, to wniesiemy stad, ze— z —,stosownie
m n

do tego czy an z bim.
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W teoryi formalnéj dzialaii nad ulamkami mozna albo wprost
wynik ten uwazaé za okreSlenie, albo tez przyjaé, ze ulamek,
bedacy sumg dwéch utamkow, uwaza si¢ za wigkszy od kazdego ze
sktadnikéw. Przyjmujac to okreslenie, bedziemy w zupelnéj zgodzie
ze zwyklg teoryg i potrafimy kazdemu ulamkowi, stosownie do wiel-
koSci jego, wyznaczyé miejsce wlasciwe w dziedzinie liczb calkowi-
tych i ulamkowych.

Wiszystkie utamki wiadciwe, to jest mniejsze od jednoei, kto-
rych mnogo$é jest nieskoriczona, mozemy uporzgdkowaé w sposéb
nastepujgcy. '

Wyobrazmy sobie wszystkie te utamki w postaci nieprzywiedlnéj,
to jest wtakiéj, abyich liczniki i mianowniki byly liczbami wzgle-
dnie pierwszemi. Niechaj suma licznika i mianownika réwna sig liczbie
calkowitéj p. Ot6z kazdemu utamkowi wladciwemu odpowiada ozna~-
czona warto§é liczby p, i odwrotnie, do kazdéj danéj liczby p nale-
ze¢ moze tylko skoiiczona mnogo$é utamkéw. Jezeli przeto pomy-
§limy sobie wszystkie ulamki wtlagciwe, uporzgdkowane w ten spo-
s6b, aby te, ktore odpowiadajg mniejszéj wartosei liczby p, znaj-
dowaly sig przed temi, ktére odpowiadajg wartodci wigkszéj, i aby
ulamki rézne, odpowiadajgce jednéj i téj saméj wartosei liczby p,
nastgpowaly po sobie porzadkiem wielkosci, to wtedy oczywiscie
kazdy z utamkéw wladciwych bedzie mial miejsce zupelnie ozna-
czone; to znaczy, ze jeden z nich bgdzie pierwszym, inny—drugim,
inny znéw—trzecim, i ze liczge w ten sposob, nie pominiemy zadne-
go. Mnogo$¢ zatém nieskonczona wszystkich utamkéw wlasciwych,
jest, wyrazajac sig stowami De dekin d a, podobna do mnogosci

1,2,3,4 ...,

albo, wedtug terminologii Ca ntora, posiada te samg moe, t. j. te
samg liczbg kardynalng, jakg ma szereg nieskoiiczony liczb calko-
witych, jest mnogoscia odliczalng.

Tym samym sposobem mozna dowiesé, ze nniogoéé wszystkich
liczb ulamkowych, a wige mniejszych i wigkszych od jednosci, jest
réwniez odliczalng, czyli, innemi stowy, mnogosé wszystkich liczb wy-
miernych jest odliczalng.

Twierdzenie to, dajgce sig jeszeze uogélnié, zawdzigezamy G.
Cantorowi?
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1 Szezegoly historyczne o utamkach u starozytnych znaleZié mozna
w dziele M. Cantora, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik,
I. Band. 1880; o rachunku z utamkami w wiekach srednich i nowozytnych
u Giinthera, Geschichte des mathematischen Unterrichts im deutschen
Mittelalter bis zum Jahre 1525,1887i u Ungera. Die Methoden der
praktischen Arithmetik in historischer Entwickelung vom Ausgange des
Mittelalters bis auf die Gegenwart, 1888.

2 Ch. Méray. Les fractions et les quantités imaginaires, nouvelle
théorie élémentaire, 1890, w ten sposéb wprowadza pojgeie utamka:

Wiynik dziatania, polegajacego na pomnozeniu danéj catkowitéj E przez
liczbg catkowita m i nastepnie na podzieleniu iloczynu przez trzecia licz-
be calkowity » [nie réwna zeru], przy zalozeniu, ze to dzielenie jest mo-
zliwe, moze byé takze otrzymany jednym z dwoch sposobow: 1. Jezeli E
jest podzielne przez n, dzielimy E przez niiloraz mnozymy przez m.
2. Jezeli m jest podzielne przez n, uskuteczniamy to dzielenie, a nastep-
nie £ mnozymy przez otrzymany iloraz. Aby zachowaé korzysci, wynika-
jace z drugiego sposobu i w tym przypadku, gdy m nie jest podzielne
przez n, umawiamy sig, by wynik dziatania, o ktérém mowa, przedstawié
w tym przypadku przez

E2Z [y B< E)
n n
inazwaé go iloczynem liczby E przez czynnik “fikeyjny,, [facteur fictif]
m/n. Te czynniki “fikcyjne,, sa liczbami utamkowemi lub utamkami.

FLatwo juz widzied, jak na téj podstawie buduje sie dalsza teorya. Jezeli
przy pomnozeniu jednéj i téj saméj liczby catkowitéj £, nie rownéj zeru,
przez dwa utamki m'/n’, i m"/n” zachodzi jeden z trzech zwiazkow

m' m!’!

BB,

to zwiazek ten pozostanie niezmienny dla kazdéj innéj liczby calkowitéj
E [zakladamy, rozumie sie, ze ninozenia przez czynniki “fikeyjne,, s3 wy-
konalne]. Ten zwigzek staly wyrazamy piszac:

m' > m"

=
i méwimy, ze warto§é pierwszego ulamka jest wieksza, rowna lub mniej-
sza od wartosci drugiego.

Aby zachodzit jeden z tych trzech przypadkéw, warunkiem koniecznym
i dostatecznym jest

>
w n" = m" n’
=

7 warunku tego wynika bezposrednio, ze mnozac licznik i mianownik
ulamka przez jedne i te same liczbe calkowity lub dzielac licznik i mia-
nownik przez ich wspolny dzielnik, otrzymujemy utamek réwny danemu.

Na téj wlasnosci polega sprowadzanie ulamkéw do wspolnego miano-
wnika.
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Jezeli dzialania, oznaczone przez

m! wm!’ | m/"

e -7 1_....
n !l ? !

£

sgmozliwe, to polaczenie ich wynikéw za pomoca dodawanla i odejmo-
wania

m! m!’ m'!

‘Il’ —_— n/l — nl/
daje liezbe, ktdrg mozemy otrzymad, mnozac E przez pewng liczbg utam-
kowga. Ta liczba utamkowa nazywa sie sumae utamkow, m'/n’, m/ [n/, m!![n""!
i nie zmienia sie, jezeli za punkt wyjscia przyjmiemy inng liczbe catko-
wita, od E rézna.

Lo w! m!!
£ w (ETLF)X '’

Jezeli dziatania
83 mozliwe, to wynik ostatniego z nich, oczywidcie rowny

’ont?
L mm

an ?

mozna otrzymad, mnozge % przez utamek m/m”/n'n”, ktory nazywamy ilo-
czynem ulamkow wm//n”’, wm" |1,
Jezeli mamy dwa utamki

M w . i )
N T [m jest nie zerem
to utamek
: z _ Mn
7 " Nn

ma tg wlasnosé, ze iloczyn jego przez utamek m/n daje wynik réwny
ulamkowi M/N. Ten ulamek z/y nazywa sie ilorazem utamkow M/N
im/n,

Lerch [Zakladove ryzé arithmetické theorie 'veliczin, Athenacum,
1886] podaje teorys utamkow, polegajaca na wprowadzeniu form liczho-

wych postaci (—Z;) Rownowaznodé dwdch takich form

a c
(i)~ (@)
okreslamy za pomoca rownania

ad=be.

Z tego okreslenia wynika bezposrednio

(@)~()-
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F orma(ﬂb_?—,) nazywa sie sumg form (—(Z—) i (%l) .

Na zasadzie tych okreslen dowiesé mozna, ze

(5)+()~ (45)
()6

okreslamy za pomoca réwnania

BERCICRC
RN O NENONGE
(5)-(3)~ ().

Z okreslenia iloczynu wynika pojecie ilorazu.
Jeieli przez afb oznaczymy wyrazenie, przedstawiajace kazdy z form

Iloczyn form

to bedzie takze

. . L fa . .
réwnowaznych formie (3-), to na zasadzie poprzedzajacych wzordw mo-

zna juz bedzie wyprowadzié wszystkie wiasnodei dzialaii nad liczbami
utamkowemi.

3 Porown. Pincherle, Saggio di una introduzione alla teoria delle
funzioni analitiche [ Giornale di Matematiche, XVIIL, str, 179.], oraz Bier-
mann, Theorie der analytischen Functionen, 1887., str. 9.

+ Kronecker, Ueber den Zahlbegriff, [1. c. str. 346].

5 G. Cantor. EinBeitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. [Journal fir die
reine und angewandte Mathematik, LXXXIV, str. 250.]
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LICZBY UJEMNE.

15. ROZWOJ POJEC O LICZBACH UJEMNYCII.

W “Arytmetyce, Diofanta, o ktéréj powiedzial Lagrange, ze
Jest jedném z dziel, przynoszgcych najwiekszy zaszezyt duchowi
ludzkiemu, znajdujemy juz prawidla znakéw w mnozeniu liezb do-
datnieh i ujemnych, jakkolwiek same liczby ujemne nie wystepuja
nigdzie u Diofanta wyraznie. Przeciwnie, wszystkie zagadnienia,
o ile moglyby prowadzi¢ do rozwigzai ujemnych, arytmetyk grecki
opatruje starannie warunkami, majgcemi na celu ominigcie podo-
bnych rozwigzan®. Liczby ujemne w dzisiejszém znaczeniu tego po-
Jgcia nie istnialy wowezas w dziedzinie matematyki; nawet w dzie-
sigt wiekéw po Diofancie matematyey wlosey Fibonacei,
Paccioli, Cardano, natrafiajac przy rozwigzywanin rownan na
pierwiastki ujemne, odrzucali je, jako liczby falszywe, fikeyjne, nie-
mozliwe. TFakt analogiczny, jak to powiemy nizéj, powtérzyl
sig nastgpnie z liczbami urojonemi: duch uogélnienia, stanowigcy
wybitng ceclig péZniejszych badaii, nie panowal jeszcze tak dalece
nad umystami, aby bez pewnego oporu mozna bylo oglosié réwno-
uprawnienie dla liczb, ktére wedlug pojeé dwezesnych byly niejako
przeciwienstwem rzeczywisto§eci. Wprowadzenie liter do Algebry,
a wige powstala stagd konieczno$é przywigzywania znaczenia do
dzialan w przypadkach ogélnych; a nastgpnie zastosowanie rachun-
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ku do Geometryi, wktoréj oznaczanie dlugosdei o kierunkach przeci-
wnych, wykazalo wazno$é a nawet konieczno$é uzywania liezb o zna-
kach przeciwnych, przyczynila si¢ w wysokim stopniu do ostabienia
owego oporu matematykéw. Liczby ujemne pozyskujg tedy zupelne
prawo obywatelstwa w rachunku, a teorya ogélna réwnan jeszcze
bardziéj uzytek ich utrwala. Mimo to, jeszeze w konicu ubieglego
i na poczatku biezgcego stulecia, matematycy nie byli w zgodzie
co do istotnego znaczenia liczb ujemnych. Euler? nazywa liczby
ujemne mniejszemi od zera, przeciwko czemu powstajg D’Alem-
bert® i Sniadecki®. L.N.M Carnot® widzi w liczbach
ujemnych tylko symbole, stuzace do zachowania ogélnosci zwigz-
k6w algebraicznych; Wronski® zwalczajac ten poglad, uwaia
liczby dodatnie i ujemne, jako przedstawicielki dwéch réznych sta-
néw jakoscr, i nie uznaje zadnéj réznicy stanowiska jednych i dru-
gich w Matematyce. Podobny poglad wyglasza Gauss?, wedlug
ktérego liczby dodatnie i ujemne przedstawiajg przeciwieristwo pe-
wnych dwéch proceséw elementarnych np. przeciwielistwo przejscia
w szeregu elementdw od elementu A do elementu B a przejscia od-
wrotnego od B do 4. Nastgpny rozwdéj nauki, a mianowicie wpro-
wadzenie liczb urojonych, rzucito nowe $wiatlo na znaczenie liczb
ujemnych, bo pozwolilo proces mysli, ktéry prowadzi do nich, uwa-
zaé za przypadek szezegblny procesu, prowadzgcego do ogélniej-
szych gatunkow liczb. .

Winni$my zauwazy¢, ze i dzi§ spotykamy u teoretykéw wiedzy
poglady na istote liczb ujemnych, niezupelnie zgodne Duhamel,
stojacy na stanowisku Carnota, twierdzi, Ze nie mozna nadawaé
zadnego znaczenia rzeczywistego dzialaniom arytmetycznym nad
liczbami ujemnemi samoistnemi 3. Dihring widzi w nich wladei-
wie symbole dzialania, majacego byé wykonaném na wielkosciach
bezwzglednych, a rachunek na liczbach ujemnych uwaza za rachu-
nek nad “niemozliwoéciami,®, Kronecker !0 wreszcie pragnie je
usungé z Arytmetyki, a réwnodci, w ktérych wystgpujg liczby ujem-
ne, zastapié kongruencyami, w ktére wehodzi pewna nieoznaczona.
Ta teorya znakomitego matematyka jest w zwigzku z jego dazeniem
do oparcia caléj dziedziny Arytmetykii Algebry jedynie na licz-
bach calkowitych dodatnich.

Teorya formalna dzialan, ktéra z géry nie jest przywigzang do
zadnéj specyalnéj dziedziny przedmiotéw, wprowadza liczby ujemne
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na podstawie okreslenia formalnego i stosuje do nowych liczb dzia-
Tania na podstawie prawa zachowania. Teorya ta czyni zado§é wy-
maganiom $cistoSei i nie przesadza weale znaczenia, jakie nadajemy
Iub nadaé¢ mozemy liczbom ujemnym w specyalnych dziedzinach
zastosowan .

16. TEORYE DZIALAN NAD LICZBAMI UJEMNEMI.
Juz w art. 11. okreéliliémy liczby ujemne jako formy odwrotne
za pomocy réwnania
0—b=—20
i podali$my réwnania
at-(—c)=a—¢, at+ec=a—(—0)

Réwnania 1'a. 2'a. 4'a.i 12. art. 11., stosujg sie do liczb ujem-
nych zaréwno jak do dodatnich; bgdzie tedy :

b+ (a—0)=a
bfa—b=ua
(b—c)+a=(0+a)—e,
a—(b+c¢)=(a—0)—e,
(c+a)—b=a— (b —c),
(@—8) + (c—d)=(a+c¢) — (6 + 4d).
Wedlug roéwnania 125, tegoz artykulu mamy
(e —bd)ye=ac — be
czynige e = 0 i uwzgledniajac przyjeta wlasnodé modulu dodawa-
nia, otrzymujemy
(—b).c=—bec.
Zakladajgce znéw w réownaniu
a(c+d)y=ac+ad
d = — ¢, otrzymujemy na zasadzie wlasno$ci modulu
ac+a(—c)=0,
skad

a(—c)= — ac.
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Z réwnania wreszeie
(=0)e= —bc
gdy w niém napiszemy —e zamiast ¢, otrzymamy
(=) (—¢)= —-b(—c)= — (—be) = le.
Tym sposobem prawidlo znakéw w mnozeniu jest wynikiem okreslen
formalnych teoryi dziatai.

Prawidlo znakéw w dzieleniu wynika bezpo$rednio z prawidla
znakéw w mnozeniu.

Powyzszy wywod stosuje sie oczywidcie nietylko do liczb ujem-
nych catkowitych ale i do liczb ujemnych ulamkowych, jezeli liczby
ulamkowe wprowadzimy na podstawie teoryi, wylozonéj w rozdziale
poprzedzajacym.

Kroneeker podal o teoryi liczb ujemnych krotkg uwage pole-
gajgeg na tém, Ze rownodé taka, jak np.

mozna zastapi¢ kongruencyg
7T4+92-=3 +52 (moda+1),

gdzie “nieoznaczona, « zastgpuje jednostke — 1. Kongruencya ta ma
tresé szerszg od poprzedniéj réwnosci, bo dla kazdéj liczby catko-
witéj « wyrazenia 7 -+ 9« i 35, przy podzicleniu przez 241,
dajg reszty réwne. Przy dolgezeniu warunku 24 1=0, kongruencya
przechodzi na réwnos$é i otrzymujemy liczby ujemne. Teorya liczb
ujemnych wyplywa przeto z teoryi kongraencyj powyzszego ksataltu.

W mysl téj uwagi Kroneckera, mozemy z latwodeig wyrazié
wzory gtéwne, odnoszgee sig do dzialan nad liczbami ujemnemi, pod
nowy, postacig. Przedewszystkiém liczby ujemne

-1, —2, —3, . ..
mozemy nastapi¢ wyrazeniami
@ 22, 32, ...
gdzie « jest liczbg “nieoznaczong,. Réwnania
at+(—¢)=a—¢, a-tc=a—(—c)
mozemy zastapi¢ kongruencyami
atcr=a—c (modz+41), a+4c=a—cr (modzi1)

Pojecia. T, 1. 8



114 0246 L ROZDZIAL V. [16
Wzér
(@=0) + (e—d) = (@ + ¢) — (b + d),
w ktorym @ — b i ¢ — d s3 liezbami ujemnemi, mozemy zastgpié
wzorem
(@ or) + (¢ +de) - (a4c)— (b4 d) (mole 1)
Prawo rozdzielnosci wyraza sig pod postacia :
(a+br)ycact+bex (mbd x4-1)
Prawidlo znakéw, np. wzér
—a.—b= + ab
wyplywa z kongruencyi
ar.br=ab (modz-1).

W podobny sposéb wszystkie inne wzory z latwoscig uzasadnié sie
daja. Wiazge za$ tg teoryg z wylozong w artykule 13. teorys
liczb ulamkowych, mozemy te prawidla rozciggngé do wszystkich
liczb wymiernych dodatnich i ujemnych, tak ze w teoryi Kro-
neckera wystgpowaé bedg tylko kongruencye pomiedzy liczbami
calkowitemi dodatniemi 11,

17. WIELKOSC LICZB UJEMNYCH. MNOGOSC TYCHZE.

Liczby ujemne calkowite i utamkowe stanowig nowe uzupelnienie
dziedziny liczb dodatnich caikowitych i utamkowych, ktoréj wia-
snosci poznaliSmy w artykulach poprzedzajacych.

Liczby calkowite ujemne

1. -1, =2, =3 ...

stanowig mnogosé nieskoiiczony, zlozong z wyrazéw, odpowiadajg-
cych wyrazom mnogosci

2. 1,2,3, .. .;

Kaidy wyraz szeregu 2. nazywa sig wartoscig bezwzgledng odpo-
wiedniego wyrazu szeregu 1.; mozemy zatém powiedzie¢. ze kazdy
wyraz szeregu 1. ma warto$é bezwzgledng wiekszg od wartosci bez-
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wzgledndj kazdego z wyrazéw poprzedzajacyeh, mniejszg za$ od
wartosci bezwzglednéj kazdego z wyrazéw nastepujgeych.

Oba szeregi 1.1 2., z dotyczeniem do nich zera, grupuja sig wje-
den szereg

e =3, =2 —1, 0,1,2 3 ...

ciagnacy sig w obie strony do nieskoinczono$ei. Jezeli n ozna-
cza ktorgkolwiek liczbe tego szeregu, to liczba, po niéj bez-
posrednio nastepujaca, bedzie n+1, bezposrednio poprzedzajgca—
n—1. Szereg 3., uporzadkowany w ten sposob, aby pierwszym jego
wyrazem bylo 0, drugim 1, trzeeim —1, czwartym 2, pigtym —2
it. d. daje sie oczywiscie przyporzgdkowad do szeregu 1.; odpo-
wiadajaca mu liczba kardynalna jest taka sama jak dla szeregu 1.

Jezeli opréez liczb calkowityeh pomyslimy tak w szeregu 1. jako
tez w szeregu 2, wszystkie liczby ulamkowe, otrzymamy znowu dwie
odpowiadajace sobie mnogosci nieskolnczone; kazda liczba — g dru-
giéj mnogosei bedzie wartoscig bezwzgledna odpowiedniéj liczby
w pierwszéj z nich. Obie mnogosci dadzy sie rowniez uporzadko-
waé w szereg podwodjnie nieskorniczony, odliczalny na szeregu 1.
i zawierajacy w sobie wszysthie liczby wymierne dodatnie i ujemne.
Przy poréwnywaniu liczb wymiernych poréwnywamy ich wartosci
bezwzgledne. Przyjety niekiedy sposéb méwienia, Ze liczby ujemne
sa od zera muiejsze, wyraza te okoliczno$é, ze w mnogoSei podwdj-
nie nieskoiczonéj wszystkich liczb wymiernych liczby ujemne znaj-
dujg sig po lewéj stronie zera, a nier6wnosé -- a << —»é nalezy ro-
zumieé w ten sposéb, ze warto$¢ bezwzgledna liczby a jest wieksza
od wartosci bezwzglednéj liczby &, to jest, ze w mmnogosei liczb wy-
miernych liczba ujemna o warto$ci bezwzglednéj wiekszéj znajduje
sic na lewo od liczby ujemnéj, majacéj wartos¢é bezwzgledng
mniejszg.

1 Poréwn. najnowsze wydanie Arytmetyki Diofanta w przekladzie
niemieckim G. Wertheima, 1890., gdzie we wstepie [str. 6.] znajduje-
my nastepujace twierdzenie: “Liczba, majgea byé odjeta, pomnozona przez
takaz liczbe, daje liczbe, ktora nalezy dodaé; liczba zas, majaea by¢ odjeta,
pomnozona przez liczbe, majaca byé dodana, daje liczbe, ktora nalezy od-
jaé,,. Twierdzenie to | “Asides ixi hetdy mohhanhasiusdeicn nitel Snapky, hetdrg
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8% emt Smapdy mowst Astdey]. Wyrazy rstdez 1 Szugdiz przelozono tu umysl-
nie za pomoca wyrazéw “liczba, majaca byé odjeta,, “liczba, majaca byd
dodana,, dla zaznaczenia, ze liczby te nie wystepuja, jako samoistne
liczby ujemne. Jako przyklad starannego omijania liezb njemnych sa-
moistuyeh przez naszego autora niechaj postuzy np. zadanie 5-e ksiegi
I-ej: ,Liczbe dana podzielié na dwie inne liczby w ten sposob, aby pe-
wuna przepisana czesé pierwszéj. dodana do pewnéj, rowniez przepizanéj
czedei drugiéj liczby, data sume dana,, do ktorego Diofant dodaje wa-
runek nastepujacy: “Suma dana musi by¢ zawarta pomiedzy dwiema licz-
bami, ktore powstaja, gdy weZmiemy przepisane czesei obu liczb danych,
Rozwiazemy zadanie to ogdlnie. Liczbe a roztozyé na dwie liczby, aby
m-a czesé pierwszéj, powiekszona o n-3 czesé drugiéj, rownala sie 6. Nie-
wiadoma liczbe pierwsza x znajdujemy z rownania

z ktorego otrzymujemy

m

£ = (bn—a
= )7

n .
a—x=——(a—>0bm) .
n—aun

Aby liezby xi a—=z byly dodatnie, trzeba aby byto jednoczesnie

b = b =
bn - a. bm —_a,

skad oczywidcie wynika, ze b musi byé zawarte pomigdzy liczhami a/m
i b/n, Przy spelnieniu sie tego warunku, zagadnienie nie bedzie miato roz-
wiazan ujemnych.

3 Euler. Vollstindige Anleitung zur Algebra, 1770. Wydanie nowe
Reclama,str. 18,

* D'Alembert, w Opuscules mathématijques, I. [Poréwn. Duhamel
Des méthodes ete. IT. str. 165.] dla okazania fatszywosei pogladu Eule-
ra, przytacza proporeya

1:—1=-1:1,
w ktordj, zgodnie z zasadnicza wlasnoscia proporeyj, iloczyn wyrazow

skrajnych rowna sie iloczynowi wyrazéw Srednich i stosunek iz 1

. 1
- . . T PR T .
jest rowny stosunkowi T == I. Tymezasew, jezeli bedziemy uwa-

zali liezby ujemne za mniejsze od zera, bedzie w pierwszym stosunku
1> —1, w drugim za§ — L <1, co nie zgadza si¢ znowu z réownoseia
stosunkow. “Prawda, mowi daléj D’Alembert, ze, wedlug pogladu
Leibniza, liezba — 1 nie jest drednia proporeyonalny pomiedzy
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pomiedzy 111, ani —2 pomiedzy 1.1 4., 2dyz liczby ujemne wehodzg do
rachnnku, nie wehodzac do stosunkow, utamki za$ nie sa tém samém, co
stosunki; przyznaje jednak, ze nie rozumiem ani sity ani prawdy tego
rozumowania. Rozumowanie podobne obalitoby wszystkie nasze pojecia
algebraiczne za pomoca niepotrzebnych i sztucznych ograniczen i byto
by zreszty stuszném tylko w razie przypuszczenia, ze liczby ujemne sy
nizsze od zera, co nie jest prawdg,,.

+Sniadeckiw*“Rachunku algebraicznego teoryi,, 1783, ktora pozosta-
nie najpigkniejszym pomnikiem literatury matematyeznéj polskiéj XVIIIT
stulecia, mowi [tom I, str.10]: “Ilosci ujemne [n Sniadeckiego “odjemne, ]
majg swoje jestestwo tak rzetelne i prawdziwe jak i ilosei dodatnie, tyl-
ko ze w sposobie miedzy sobg przeciwnym. A przeto wyrazenie iloei
ujemnych nie zawisto od tak dzikich i oblgkanych ttomaczen, ktoremi
niektérzy autorowie uczacych sie balamuca. Jezeli to jest prawo dia
Indzkiego rozumu, ze we wszystkich poznawaniach nie moze przeniknaé
do prawdy tylko droga poréwnywania, rozstrzasajae nature ilosei,
wpada w konieczng potrzebe uwazania ich jedne wzgledem drugich,
a przeto znaki na wyrazenie tych wzgledow i stanow sa mu nieprzerwa-
nie potrzehne..., Co sie za$ tyczy nazwy nadanéj liczbom ujemnym, jako
mniejszym od zera [minores nihilo], to ona, weding Sniandeckiego,
oznacza tylko zmiang stanu, pochodzaca stad, ze pewne ilosei zmieniaja-
ce sigstajasie z dodatnich njemunemi lub odwrotnie. “Jezeli wige, powiada
[str. 83], niektorzy autorowie wyrywaja sie zaraz z ta nazwg prazy
wstepie, mozemy z terazniejszych i prazeszlych uwag rozsadzic, jak mato
znajy teorya ilosei dodatnich i ujemnych. Oprécz wielkiéj nieprzyzwoi-
todei, przez ktora uczacych si¢ wprawiajg w ciemne i dziwaczne rzeczy
opisywanie, bladza przeciwko prawom geometryeznym, dajac nazwisko
powszechne bardzo szezegélnemu przypadkowii wprowadzajac niezrozu-
miany jezyk w te nauke, ktora z swéj natury jest stolica jasnosei i prze-
konania,,.

5 Carnot zastanawia si¢ obszernie nad liczbami ujemnemi we wste-
pie do swego dziela Géométrie de position [An XI, 1803 str. II—XX],
oraz w inném stawném dzietku, Réflexions sur la métaphysique du caleul
infinitésimal [1797., wyd. 5-e, 1881. str. 173 — 200]. Teoryg liczb vjem-
nych opiera na nastepujacéj zasadzie gtéwnéj:

“Kazda warto$é ujemna, znaleziona na niewiadoma w rozwiazywanin
zagadnienin, wyraza—jezeli odwrocimy nwage od znaku téj warto§ei—r6-
znicg dwoch innych wartosci, z ktérych wieksza zostala wzieta za mniej-
523, mniejsza za$ za wieksza w wyrazenin warunkow zagadnienia,,.

Nie bedziemy przytaczali ani dowodu téj zasady, prostego zreszta bar-
dzo, a.:i rozmaitych wnioskow, jakie z niéj wyprowadza Carnot, powie-
my tylko, ze idzie mu przedewszystkiém o wyttomaczenie znaczenia roz-
wigzan ujemnych, do jakich prowadzi rachunek algebraiczny. Rozwia-
zania te, wedlug niego, nie majg znaczenia same przez sig, wskazujac
tylko, jakie zmiany poczynié nalezy w warunkach zagaduienia, aby utrzy-
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maé rozwiagzanie dodatnie. Zwiazki albo rownania zachodzg, wedlug
niego, tylko pomiedzy wielkosciami bezwzglednemi pewnego ukladu;
jezeli zmienimy w zwiazkach tych znaki jednéj lub kilku wielkosei, to
wzory, tak przeksztalcone, naleze¢ beda do innego stanu ukladu,
w ktorym wielko$ei, ze zmienionemi znakami sa odwrotaemi [inverses]
wzgledem wielkodei w pierwszym stanie uktadu. Gdybysmy tych zmian
znakoéw nie dokonali, doszlibysmy do wartosei ujemnych.

Dla uniknienia wyrazen niewlaseiwych, proponuje Carnot wprowa-
dzenie pojecie wielkosci wzyledngj [valeur de corrélation] dla wyrazenia,
majgcego zastapié wielko§é bezwzgledua przy stosowaniu zwigzkow, nie
cbjetych warunkami pierwotnemi. O takiéj wartosei wzglednéj mowi, ze
staje sie ujemng, a odpowiednia jéj wielko$é staje sie wtedy odwrotna, co
odpowiada, wedlug niego, zasadzie, wyrazanéj dotad niescisle: “wartosei
ujemne nalezy braé w kierunku przeciwnym wartogciom dodatnim,. War-
tosé wzgledna ujemna jest dla Carnota pewna formg algebraiczng zto-
zong, wskazujaca zarazem wielko$éidziatanie nad niém, jest dzialaniem,
ktore staje sie niewykonalném, jezeli to wyrazenie ma zostaé odosobnio-
ném. Lecz wszystkie te “formy czysto hieroglificzne. powiada, znikaja
przez przeksztalcenia, a formy pierwotne, stosowane poczatkowo tylko do
przypadkn, dla ktérego przeprowadzono rozumowanie, stajg sig przez
to przeksztatcenie wlasciwemi i dla innych przypadkow.

Ten sam poglad, jak tozobaczymy, stanowi podstawe teoryi D iih-
ringa.

¢ Wroniski po§wigea w swém dziele Introduction i t. d. [str. 159},
krotkie tylko uwagi liczbom ujemnym. Dwa zwiazki wzajemne

A+ B=C i C—B=A4,

wskazuja na szezegilne znaczenie wielkosei B, ktore—gdy odwricimy
uwage od dzialaii dodawania i odejinowania — wystepuje w pierwszym
z tych zwigzkow, jako majace whasno§é powigkszania, w drugim zas, opa-
trzone whasnoseia zmniejszania. Roznodé voli liczby B w tyeh dwoeh
przypadkach pozwala na stosowanie prawa jakos-é, a stad wynikaja cechy
szezeg6lne, ktore nazywa stanami dodatnim i wjemnym liczby B. Stany od-
nosza sig do jakosgei, powiada Wronski, dzialania — do ilosei; brak
tego bardzo prostego rozréznienia zaciemnil wszystkie dotychezasowe
tearye liczb dodatnych i ujemnych.

" Liczby dodatnie i ujemne, powiada G auss [Gattingische gelehrte
Anzeijen, 1831, takze Werke 11, str. 176], moga znalezé zastosowanie tyl-
ko tam, gdzie rzeczom liczonym odpowiadaja przeciwne, ktire, pomy-
Slane z niemi razem, wzajemnie sie znosza. Dokladniéj mowiac, zatozenie
to ma miejsce wtedy tylko, jezeli rzeczami liczonemi nie sg substancye
[Drzedmioty pomyslane w sobie], leez zwiazki pomigdzy dwoma przed-
miotami, Zaklada sie przytém, ze te przedmioty sg uporzadkowane
W szereg, w pewien oznaczony sposéb, np. 4, B, C, D...i ze wzajemnosé
[stosunek] miedzy Ai /3 uwazamy za rowny wzajemnosei, zachodzacé)
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pomiedzy BiCi t. d. Tu do pojecia przeciwienstwa nalezy tylko przesta-
wienie [Umtausch] wzajemnodci, tak, ze jezeli wzajemnosé albo przejscie
od 4 do Buwazamy za -1, to wzajemnos§é albo przejécie od B do 4 ozna-
czamy przez —1. Jezeli wigc taki szereg po obu stronach jest nieograni-
czony, to kazda liczba rzeczywista calkowita wyraza wzajemnos§é pewne-
go dowolnego wyrazu, przyjetego za pierwazy, do pewnego oznaczonego
Wwyrazu szeregu.

8 Duhamel, Des méthodes ete.II. str. 169.

® Znaki, powiada Diih rin g [Neue Grundmittel und Erfindungen, 188%
str. 8.1 dalsze] moga oznaczaé tylko dziatania lub zwiazki, z dzialan wy-
nikajace; znak — nigdy nie oznaeza nic innego niz odejmowanie. Jezeli
w wyrazeniu postaci a—xz, a jest wielko§eia oznaczona. z wielkoscia zmien-
ng np. rosnaca, to z chwila, gdy = staje sie rowném e, poczyna sie niemo-
znos$é wykonania dzialania. Jezeli napiszemy a—z=—y, to r6wnanie to
nie wyraza nic innego nad t¢ niemoznosé. Taka jest, wedlug Diithrin-
g a, geneza i znaczenie liczby ujemnéj odosobnionéj. Znaczenie zas roz-
wigzan ujemnych wyjasnia on w sposob nastepujacy:

Jezeli mamy rownanie x4y=a, gdzie » i y 83 liczby zmienne, a za$ jest
liczba stala, to réwnanie y =a —=a w przypadku, gdy = jest wigksze od a,
przedstawia niemoznod$é. Kladac z — a =12, mamy y = — = jako wska~
z6wke, ze y nie moze byé wielkodcia bezwzgledna. Zastepujac y przez z,
otrzymujemy rownanie z —z=—a, gdzie wszystkie liczby [ wielkosci] sa
juz bezwzgledne, a zmieniajac tu litere = na litere y — oznaczenie jest tu
obojetne—otrzymujemy zamiast rownania pierwotnego x4-y=a rownanie
x—y=a nowego typu. Rozwiazanie ujemne daje przeto poznad, ze w wa-
runkach zadania miesei sig niemozno$é, i jak te niemoznosé usungé
przez zmiane znaku. Dithring stoi tu, jak widzimy na stanowisku
Carnota. .

Przyjmujac rozwiazania ujemne, obejmujemy dwa typy rownai x-+y—a
x—y=ajednym typem np. x-+y=a; wprowadzenie liczh ujemnych oznacza
tedy to samo, co zastapienie jedném réwnaniem dwoch rownai roznych.
Ten sam fakt powtorzy sie, jak to zobaczymy, w teoryi liczb urojonych.

Rachunek liczb ujemnych jest, wedtug D it hrin ¢ a, rachunkiem nie-
mozliwosci. “Mit dem Unméglichen, powiada on, wenn man es eben als un-
mijglich setzt und behandelt, muss es in Schliissen und Rechnungen han-
tirt werden, sonst bleibt jeder Gedankengang in der Kindheit, — wiec
i wedlug jego teoryi ten rachunek “niemozliwosci, maswoje pewne prawi-
dia, ktére nie moga sie réznié i nie roznia sig od prawidel dzialan nad
liczbawmi dodatniemi [bezwzglednemi). Mimo zasadniczéj réznicy pogladu,
cale nastepne rozwinigcie rachunku liczb ujemnych bedzie zupetnie takie
same, jak gdyby liczby te wprowadzone zostaly, jako formy nowe, za po-
mocg okreslei formalnych.

1 Kronecker Ueber den Zahlbegriff 1. ¢. str. 345].

11 Lerch we wspomnianéj wyzéj pracy podaje teorya liczb ujemnych,
polegajaca na zasadzie, podobnéj do téj, na jakiéj oparl teorya liczb
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ulamkowych. Wprowadza on formy czyli pary liczb (e | 8), w ktorych
aib sy liezbami catkowitemi. Dwie takie formy (a | b) i (¢ | d) nazywaja
sig rownowaznemi, jezeli czynia zados$é réwnosci a-d=b+-c. Okreslenie
to stosuje sie zaréwno do przypadku, w ktorym a > b, ¢ > d, jako téz do
przypadku, w ktorym a <<, ¢ << d. - -

Z dwdbch rownowaznosei

(aja)(b]¥)
(e]e)y(0]Y)
wynika, na zasadzie powyzszego okreslenia, réwnowaznosé

(ala)~(c]e)

Wyrazenie, przedstawiajace ogdl form wzajem rownowazuych, nazywa
Lerch “differenta,. Tak np. differenta (1 | 4) obejmuje formy (2 | 5),
316),4&|D...

Differerenta (= | x) = (0 ] 0) nazywa sie differenta zerowa.

Sumg form (a | o/) i (b ] ¢’) nazywamy forme ‘a 4-b | o’ 4- ¥’). Z tego
okreslenia wynika, ze jezeli

(a]ay~(c]e) (b]V)o(d]|d),
to (@] )b [V)y~u(e|e)(d]d)
(a+b | /41y o (cd | dd)

Jednowartosciowosé i przemienno$é dodawania stwierdzamy na zasadzie
powyzszego, bez trudnosei: :

Sumeg m form (a | b) oznaczamy przez m(a | b): jezeli A jest znakiem
formy (a | b), to sume te oznaczyé mozemy przez m.d lab Am, przyczém

mA = (ma | mb).
Kazda differenta jest postaci mE, gdzie E jest diff. (1 | 0) lab postaci

w' I gdzie L/'=diff. (0 | 1). £ nazywa sie jednostka dodataie, £’ jednostka
wemna, Ogolnie jest

m E 4 n B = dift (m | »).

Tloczyn form (@ | b), (¢ | d) okreslamy za pomoc) réwnania
(@] b).(c| d)=(act+bd | ad+be),

z ktorego wynika jednowarto$ciowosé i przemiennos$é mnozenia.

Jezeli Ai B sy dwie “differenty dowolne,, (a | a'), (b | b') dwie odpo—
wiadajgce im formy, to differenta Ciloczynu (a | a’), (b | b') nazywa sig
iloczynem different 4 i B, co oznaczamy w ten sposoh C= 4 5=BA. Na
podstawie tego okreslenia mozna Iatwo dowiesé, ze

mb ,nl=umnE, mE.nll=wmnl!, mE  nkE =mnk,

co wyraza znane prawidlo znakéw w mnozeniu.
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Teorya Lercha nie jest wistocie rzeczy nowg, bo zawiera sie juko
szezegolny przypadek w teoryi “par algebraicznych,, [algebraic couples]
ogloszonéj przez Sir Rowana Hamiltona jeszeze w roku 1835.
0 téj teoryi podamny wzmianke w nastepujacym rozdziale.

Ogloszona niedawno teorya elementarna liczb ujemnych Ch. Meray'a
[Les fractions et les quantités négativés, 1890], polega na tém, ze uwaza
wielkosei dodatnie i njemne, jak to czyni Wronski, za dwa stany, ré-
znéj jakodei [quantités qualifiées] i zamiast znakéw -+ i — wprowadza
na poczatek dla objasnienia teoryi znaki — i <—, umieszezonenad gltoska-
mi. Tloczyn okresla Méray za pomoca wzorow:

> > 4= 4= —>
a><b:—a><b=(ab).

<= => = < <—
o X b= a X b= (ab),
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LICZBY ZESPOLONE ZWYCZAJNE.

18. ROzZWOJ POIEC O LICZBACH UROJONYCH.

Historya liczb zespolonyceh, zwanych inaczéj urojonemi, podobng
jest do historyi liczb ujemnych. Do ostatnich prowadzi potrzeba
uogblnienia odejmowania, do pierwszych takaz potrzeba uogdlnienia
wyciggania pierwiastkéw; jednei drugie przez dlugi czas uwazane
byly za falszywe i $lad tego pogladu pozostal w nazwie liczb urojo-
nych. Nad istotg liczb urojonych zastanawiano sie wielokrotnie i dzi$
Jjeszeze, mimo zupelnego ustalenia ich uzytku w nauce, rézne na ten
przedmiot panujg poglady. Przebiegnijmy pokrétce dzieje tego no-
wego gatunku liczb.

Juz Cardano zwrécil uwage na pierwiastki kwadratowe z liczb
ujemnych, do jakich doprowadzalo rozwigzywanie réwnaif stopnia
drugiego. Bombelli, Girard, de Moivre iinni rozwineli
rachunek na liezbach urojonych. Jan Bernoulli za pomocy
liczb urojonych przedstawia rozmaite wzory Analizy, miedzy inne-
mi podaje stawny wzér

Euler za$ odkrywa wzory
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B
sina=

COSv = -~

ktore w wysokim stopniu przyezynily sie do postepu Aualizy. Jan
Sniadecki tlomaczyl znaczenie rozwigzai urojonyeh w ten spo-
sob, ze “pokazujg nam one niepodobietistwo tego, czego szukamy,,
dla jakiéj$ przeciwnosci, ktéra sig w pytanie, mimo uwage nasze
wmicszala; poniewaz wszakze do przypadkow szczegdlnych, ktore
ogarnia réwnanie, nalezy i ten, ktéry to pytanie czyni niepodobném,
plynie stad uzasadnienie potrzeby rachunku nad temi liczbamil,.

G auss wswojéj stawnéj rozprawie inauguracyjnéj [1799] o roz-
kladzie funkeyj algebraicznych calkowitych na czynniki rzeczywi-
ste pierwszego i drugiego stopnia nie uzywa w dowodzeniu liczb uro-
jonych, jakkolwick jasno i dobitnie wyraza swoj poglad na moznosé
i prawo ich stosowaniaZ. Jeszcze dobitniej role tych liczb akcen-
tuje Wronski [1811.], powstajac przeciwko prayjetéj przez
matematykéw nazwie i proponujac dla nich nazwe liczb idealnych,
ktorg p6zniéj Kum mer zastosowal do analogicznych form liczbo-
wyeh w Teoryi liczb. Jednostke urojony czyli idealng V=1 uwaia
Wrorniski za opartg bezpoSrednio na pojeciu nieskoniezonosei ;
liczby urojone nazywa jednym z fenomenéw umyslowyeh, najbar-
dzi¢j godnych uwagi, dajaeym sie uzywad bez zadnéj spfzecznoéci
logicznéj we wszystkich dzialaniach algorytmicznych i prowadza-
eym do wynikéw zgoduych z naszym rozumem?®. To tez postuguje
sie Wronski lczbami urojonemi z calg swobodg w badaniach
swoich; on to jeden z pierwszych stosuje je do uogdlnicnia powyi-
szyeh dwoch wzoréw Eulera, stwarzajge tym sposobem nowe
funkeye trygonometryezne wyzszych rzedow. Niestety jednak, ani
ten stanoweczy sad Wrotskiego o liczbach urojonyeh, ani jego
odkryeia, nic zwrécily na siebic uwagi wspolezesnyel, i trzcba bylo
dopiero powagi imienia takicgo Gaussa, aby liezbom urojonym
zapewnié réwnouprawnienic w nauce.” Uczony ten w I-¢j rozprawie
o resztach dwukwadratowyeh [1825.], wskazuje Arytmetyce wyzszéj
czyli Teoryi liczb nowe pola badania przez wprowadzenic do i
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dziedziny liezb urojonych i wyklada [1831.] znang obecnie i ogél-
nic uzywang metode przedstawiania liczb urojonych za pomoca
punktow na plaszezyzZnie, chociaz co do tego uprzedzil go byl juz
Argand [1806.]% Przez to geometryczne przedstawienie bada-
nie ukladu liezb urojonyeh zamienia sig na badanie rozmaitosei
dwanwymiarowéj. Jednoczesnie stawia Gauss wazne pytanie, roz-
wiazane péZniéj przez innych [porown. rozdzial VI-y], “dlaczego
stosunki pomiedzy rzeczami, przedstawiajacemi rozmaitosé wigedj
niz dwuwymiarows, nie daja jeszeze innych gatunkéw wielkosei,
dopuszezalnych w Arytmetyce ogélndj,,.

Teorya ogélna rozwigzywania rownaf, a zwlaszeza badania
w dziedzinie funkeyj, jakie zawdzigezamy Abelowi, Jacobie-
mu, Cauchyemu, Riemannowi, Weierstrassowi i in-
nym, oraz badania w Teoryi liczb, ktore prowadzili Gauss, Di-
richlet, Eisenstein, Kummer, Dedekind i t. d. zape-
wnily liczbom urojonym niezbedne stanowisko we wszystkich ga-
teziach Algorytmii, a waine zastosowania w dziedzinie Geometryi
wykazaly wysoka uzytecznosé tego narzedzia.

Ten rozwdj zastosowaii liczb urojonych nie mogl nie wywolaéd
badaii, skicrowanych ku wyjasnieniu istoty ich i uzasadnienin pod-
staw rachunku nad niemi. Tu, jak i w teoryi liczb ujemuych, glo-
wnie dwa uwidoezniaja sig poglady. Wedlug jednego z nich, za
przedstawicieli ktorego nalezy uwaza¢ Wronskiego, Gaussa,
Weierstrassa, Hankela i t. p. liczby urojone majg w dziedzi-
nie liezb stanowisko takie, jakie przyznajemy liezbom utamkowym
i ujemnym: uzupelniajg one dziedzing pierwotng liczb calkowitych
i stanowiy razem z liczbami rzeczywistemi jedng mnogos$é dwuwy-
miarowy. Drugi poglad, reprezentowany przez Caucehy’ego?,
Duhamela, Dihringa®, Lipschitza” Kroneckera®iin-
nych orzcka, ze liczby urojone sa tylko symbolami, znakami dzia-
taii, jakie wykonywamy na liczbach rzeczywistych. Najbardziéj w tym
kierunku posuwa si¢ Kronecker, wedlug pogladéw ktorego liczby
urojone mogy, by¢ usuniete z dziedzivy badai analitycznych.

Tu, jak i przy liczbach ujemnych, teorya formalna godzi, zdaniem
naszém, poglady sprzcezne, bo wprowadzajge liczby urojone i dzia-
Tania nad niemi za pomocy Seistych okreslen, uzasadnia tém samém
stosowanie ich w nauce, pozostawiajgc swobode interpretacyi tych
form liczbowyceh w poszezegolnyeh dziedzinach badania.
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Nicehaj bedzie liczba dwuwymiarowa ae, + pe,. w Ltoréj ai § sy
jakiemikolwick liezbami calkowitemi lub ulamkowemi, dodatniemi
lub ujemnemi, ¢, i e, majg by¢ dwiema jednostkami zasadniczemi,
o ktorych zakladamy, ze nie mogg czynié zadoéé zadnemu réwnaniu

me, +ne, =0,
w ktérém m i n sg liczbami catkowitemi lub ulamkowemi, dodatnie-
mi lub ujemnemi, réznemi od zera.
Rowno$é dwach takich liezb ae, + e, 1 a'e, +0b'e, okreslimy w ten
sposéb: Jest
ve v, == d'e, + e,
wtedy 1 tylko wtedy, jezeli
a=ud, fi=p.
Z okreflenia tego wynika, ze liczba zespolona ae +-fe, jest zerem
wtedy tylko, jezeli kazdy ze wspllezynnikow o i f5 jest zerent

Dodawanic dwoch liczb ae, - fle, 1 a'e, + ff'e, okreSlamy za po-
moeg wzorn

(e ) e+ ) = (ata)e (4.
Na podstawie tego wzoru latwo uskutecznié¢ dodawanie trzech i wie-
céj liczb zespolonych, a takze wykazaé, ze dodawanie to jest dzia-
taniem lyczuém i przemienném i ze odejmowanie takich liezb wy-
konywa sig na podstawie wzoru

(ae +pe,)—(d'e,+ple,) = (a—d)e, - (f—e,.
Widzimy stad, ze suma i réznica dwoeh liczh dwuwymiarowych
sa téj saméj postaci, co liczby dane. \

Przechodzimy teraz do mnozenia, o ktérém zalézmy, Ze jest
dzialaniem lgczném i przemienném oraz zwigzaném z dodawaniem

prawem rozdzielnosci. Na téj zasadzie iloezyn dwach liezb ae, -+ fes,
d'e; +f'e, bedzie

(ae,4-fey) (d'e,4-p'e)) = ad'eje; + (aff +d'B)ese, + ppeses,.

Jezeli nie uezynimy zadnych nowych zalozen co do iloczynow e e,
€6, = e,e,, €6, to iloczynu dwéeh liczb zespolonych nie bedzie
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mozna sprowadzié¢ do postaci prostszéj, ani daé mu postaci, jakie
majg czynniki. Aby wiee iloczynowi mozna bylo nadaé znaczenie
w dziedzinie naszéj, musimy ustalié¢ znaczenie iloczynéw jednostek.

Dla przeprowadzenia badania tego w caléj ogélnosci, pdjdziemy
droga, wskazangprzez Weierstrassa?,

Niechaj a oznacza pewng liczbg zespolong, ¢ i & dwie inne liczby
zespolone dowolne, nalezgce do téj saméj dziedziny i takie, Ze nic
mozna jednéj z nieh otrzymaé z pomnozenia drugiéj przez czynnik
rzeczywisty o. Powiadam, ze liczbie @ mozna bedzie nadaé postaé

a=¢g - &h,

gdzie £ 1 & sy liczbami rzeczywistemi.

W saméj rzeczy, niechaj bedzie
a = ae +de, g=ye 4ve, h=de e.
Bedzie tedy
aey+d'e, = &(ye, + y'e,) + &(de +d'e,),

skad na zasadzie okreslenia réwnosei:
a=E& 4+ &0
a'= &' &

Z tych dwdéch réwnail stopnia pierwszego miedzy liczbami rzeezy-
wistemi, oznaczymy szukane liczby & i &, byleby réznica

v & — ;/'(5,

byla rézng od zera. Warunek ten, réwnowazny warunkowi, aby sto-
sunek y/d nie byl rowny stosunkowi y’/d’, spelnia sie na zasadzie
uczynionego zastrzezenia, ze liczba g nie moze rownaé sie liczbie 7,
pomnozonéj przez jakikolwiek czynnik rzeczywisty o.

Majac zatém do pomnozenia dwie liczby zespolone a i b, mozemy
przedstawié je pod postacig

a=£&g 4 &k b=uyg+ 'k

a nastepnie wykona¢ mnozenie wedlug podanego wyzéj prawidla.
Bedzie wige
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1. ab= :fz]: Lg9 4 (& + &gk + &' . kA,

Zagadnienie nasze sprowadza sig do znalezienia znaczenia iloczynéw

g9, 9h, bk
w zalozZeniu, ze liczba g nie jest réwna g k.
Dla oznaczenia tych iloczynéw przyjmijmy réwnania nastepujace:
g7 =iy + Nk
2. hy = gh = ug + 'k
hh = vg + vV'h.

Pomiedzy wspolezynnikami

’

WA s vy
zachodzg pewne zwigzki, wynikajace z przyjetéj przez nas wlasnosei
mnozenia

ggh = ghg, hgh = hhy.
Wistawiajac w te rOwnania wartosci iloczynéw gg, gh, hg 1 hh, wzigte
z réwnan poprzednich, otrzymamy nastgpujgce rédwnania warun- .
kowe
Ay =
M AW — ph — =0,

Wy — vk — V=0,

&:JJ

Zauwazmy, Ze nie moze byé

M —pl = — ' =vi — W =0,
gdyz stad wynikloby

A u v
= = —F
rooou oy, ’
a wiec:
99 = X (kg+h), gh = ' (kg+%),
t. j.
ll
9= —h,
7

co sig¢ sprzeciwia naszemu zalozeniu o liczbach ¢ i 4.



128 02E$C I ROZDZIAEL V. [19

Jezeli istniejg wartosei 4, A, u, g, », ¥/, czynigee zado$é rownar
niom 3. to mozna oznaczy¢ liczbe ¢, aby czynila zado$¢ warankowi
64 = ae; = a,

t. j. aby byla modutem mnozenia. W saméj rzeczy, aby iloczyn ab
byl réwny a, to jest aby & bylo wladnie tym modulem e;, musi by¢,
wedlug 1.

Engg + (£ + &) gh + E W= &g + &,
Kladge po stronie pierwszéj wartosci iloczynéw gg, gh i hk, wzigte
z rownan 2., a nastgpnie stosujac warunek réwnosci, dochodzimy
do réwnan

ph 4 (& + 9 Eu+Eyv =&

&l + (€ + 'O+ Er'=¢
ktére winny sig sprawdzaé dla kazdéj liczby a, to jest niezaleznie
od wartosci liczb & i &. - Kladge przeto raz £=1, £='0, drugi raz
E=01 &=1, otrzymujemy z powyZzszego

ni+qu=1, Nutyr=0

A +q'u'=0, - gu Y=L
Wartosci, ktére otrzymujemy z dwdch pierwszych réwnan zgadzaja
sig z warto$ciami, jakie otrzymujemy z dwéch drugich, ato na mo-
¢y réwnain 3. ,

Liczba wige e, majaca wlasno§é modulu, istnieje; jezeli przyj-
miemy za liczbg g ten wlasnie modul, to iloczyny gg, gh, hk przej-
d3 w nastepujace

ee; = e, eh="hhh=ye vk,
bedzie zatém
A=1, V=0, p=0, u=1

i zagadnienie nasze sprowadza si¢ do oznaczenia wspélczynnikéw
viy',

Poniewaz liczba % jest dowolna, okreslmy jg za pomocg naste-
pujacego zalozenia:

Uczylimy

’

”
kl = — —2—el + ]l,
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to otrzymamy

Iy by = (”; +7) e
V2
a jezeli warto$é bezwzgledng liczby rzeczywistéj T-l_ ¥ 0znaczymy
przez 92[9 i 9? majg by¢ liczbami rzeczywistemi |:
hy by =%, lub b b = — §%,,

2
stosownie do tego, czy VT -+ » jest dodatnie lub ujemne.

Jezeli przyjmiemy, ze druga jednostka zasadnicza e, = % hy,
otrzymamy z réwnaii poprzedzajacych
ee, =e lub e, = — €.
nalezy zatém rozstrzygnaé, ktére z tych dwoéch zalozen stosowaé
mozna w teoryi naszéj.

Gdyby$my przyjeli pierwsze z zalozen, to wtedy iloczyn dwoch
liczb
e+ e, e —eé,
réznych od zera, réwnalby sie
ee; + ey —ee, — epe, =6, —epey, = 0,
a zatém bylby zerem, mimo ze zaden z czynnikéw zerem nie jest.
Zalozenie to nalezy przeto odrzucié i pozostaje jedynie drugie za-
Yozenie
6y, = — €.
A zatém:

Jezeli dla liczb zespolonych, utworzonych z dwéch jednostek za-
sadniczych e, i e,, pragniemy zachowaé wszystkie wlasno$ci mno-
zenia liezb rzeczywistych, to dla iloczynu jednostek nalezy przyjgé
zalozenia:

616’1 = 61, 6162 = 6261 = 62, 6262 S 61.
Przyjmujge e, =1, t.j. zwykléj jednostce rzeczywistéj, i ozna-
czajge e, przez ¢, otrzymujemy liczby zespolone postaci a+f¢, dla
ktérych jednostka urojona ¢ okres§la sig réwnaniem

Pojecia, T. L 9
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ii= —1,
lub

7= — 1.
Takie liczby -+ f¢ nazywajg sie liczbami zespolonemi lub urojone-
mi zwyezajnemi, liczba a nazywa sig czgseia rzeczywistg, Bi—czeseia
czysto urojong. Liczby zespolone a + fi obejmujg w sobie liczby
rzeczywiste, ktére otrzymujemy, zaktadajac § = 0.
Dzialania nad liczbami zespolonemi a4 §i odbywajg sie¢ wedlug
prawidel, wyzéj wskazanych, a mianowicie : .
(a+pi) + (a4 ) = (a+ o) + (B+ B
(a+ i) — (d+ p7) = (e — o) + (B— §)¢
Tloczyn liczb, na podstawie okreslenia podanego wyzéj, przyjmuje
postaé
(@ + 1) (& +p7) = ad' = B’ + (af +pa)i,
skad bezpoérednio wnosimy, ze iloczyn dwdch liczb urojonych
postaci a + i jest liczbg téj saméj postaci. Toz samo stosuje sie
do iloczynu trzech i wigeéj czynnikéw.
Z okreslenia wynika
P=—18=—4¢ =1, =1,
i w ogole
gimtn — gn
gdzie m jest liczbg calkowity dowolng, = za$ przyjmuje wartosci
0,1, 2, 3.
Tloraz dwdch liczb zespolonych a+ i i o'+ f'%, z ktérych druga
nie jest zerem, mozemy Yatwo znalezé. Oznaczmy ten iloraz przez
& ++ u#; na podstawie okreélenia dzielenia bedzie

(E+ni) (¢ +p7) = a+ fi,

czyli
&' —pf + (& +na’)i = a + B4,
skad
fd —yf =a
5B + 1o’ = .

Jezeli wige o’ i §’ nie sy zerami, otrzymujemy z tych réwnai
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ad +pf  pa'—ap’

=ar)+ﬁmav/ a!0+/3/9’

a wiec

atpi  ad+pp +/§’a ——aﬂ’
d+f7 a7 J2 ﬁ,z

Poniewaz kazde z dzialaf elementarnych nad liczbami zespolonemi
postaci a4 doprowadza do liczb téjze postaci, a wiec i wszelkie
kombinacye skoiiczonéj liczby takich dzialan doprowadzajg réwniez
do liczb postaci a-f.

Dwie liczby a4 pi i a— ¢ réznigee sig znakiem wspotezynnika
przy jednostee urojonéj, nazywajg sie wzajemnie sprzgsonemi. Suma
dwoch liezb sprzezonych a+ i i a — i réwna sig liczbie rzeczywi-
stéj 2a, roznica jest liczbg czysto urojong 247, iloezyn réwna sig
liczbie rzeczywistéj a2+ B2

W mysl pogladéw Kroneckera, mozemy liczby zespolone,
w ktorych jednostks urojong jest ¥ —1, przedstawi¢ pod postacia
a-+-bx, gdzie « jest “nieoznaczong,,, réwnosci za$, w ktérych wyste-
pujg takie liczby zespolone, zastapi¢ kongruencyami wedlug modutu
2241=0. Tak np. r6wnosé dwoch hczb a-+bxiad 4+ be wyraza
sig za pomocy kongruencyi

at+br=d +¥Vz (modz>+1)

Poniewaz obie strony téj kongruencyi sg stopnia pierwszego wzgle-
dem 2, modul za$ jest stopnia drugiego, kongruencya zatém spro-
wadza sig do wyzéj podanych warunkéw

a:a', b=

Suma i iloczyn liczb a4 i o'+ &' wynikajg z kongrueneyj:

(a+bz) 4 (¢ +2) = (a+a') + (b+¥)x (moda?41)

(@+b2)(a + Vo) = ad' 4 (ab' + a'b)x + b0 2 (mod 22 4 1),
z ktérych, przy dolgezeniu réwnania #?++1=0, otrzymujemy znane
wzory na dodawanie i mnozenie liczb urojonych.

Metoda ta ma stuzyé moze nie tylko dla liczb zespolonych
a+5V—1, ale i ogélnie dla liczb postaci a5V —n, jezeli zamiast
modulu #2+1 przyjaé modul «2-n; moze tez stuzyé do badania
wyrazen, zaleznych od liczb niewymiernyeh; tak np. réwnodci,
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w ktére wehodzi V2, mozna zastapié kongruencyami wedlug modulu
2#2—2, 7z dolgczeniem réwnania 22—2=0.

Zasada metody niniejszéj jest zupelnie zgodng z zasadg podanéj
przez Cauchy’ego jeszeze w r. 1847 metody réwnowaznosei alge-
braicznych, majacéj wyjasnié teoryg liczb urojonych. U Krone-
ckera zasada ta wyplywa z og6lnéj teoryi arytmetycznéj wielkosei
algebraicznych, ktorg znakomity uczony przedstawil przed dziewie-
ciu laty w slawnéj rozprawie po$wieconéj Kummerowii ktorg
w szeregu dalszych prac swych rozwija. Wazne i glebokie pomysly,
zawarte w téj pracy, jednoczgce z sobg rozlegle dziedziny badan
arytmetycznych i algebraicznych, pozwalajg wznie$é signa ogélne sta-
nowisko, z ktérego poszczegdlne teorye, jakie przedstawiliSmy w ar-
tykulach poprzedzajacych, stanowia tylko pojedynicze fragmenty!0,

20. NORMY, WARTOSCI BEZWZGLEDNE T MNOGOSC LICZB
UROJONYCH.

Normg liczby zespolonéj a-0¢ nazywamy wyraZenie a®422, co
wyrazamy w ten sposéb:
N(a+b) = a®+4-02
Norma liczby « + &¢ réwna sig iloczynowi liczby a + &7 praez wza-
jemnie z nig sprzezong a— b7,
Liczby
atbi, a—bi, —aitbi, —a—10i

majg oczywidcie normy rowne.
Poniewaz iloczyn liczb urojonyeh (a4 47) (a+23'¢) réwna sig

ad’ — bb' + (ab’ + a'b)i,
normg przeto iloczynu bedzie
(ad'— 8024 (ab 4 a'b)>.
To wyrazenie jest tozsamo$ciowo rowne wyrazeniu
(@4 2)(@>4+27)
a zatém norma iloczynu réwna sie iloczynowi norm czynnikow.

Wlasno$é te mozna Yatwo udowodnié dla jakiéjkolwiek skoiczo-
néj liczby czynnikéw.
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Wartoscia bezwzgledng liczby urojonéj nazywamy wartosé doda-
tnig pierwiastka kwadratowego jéj normy; warto$é tg, nazywang
dawniéj modulemliczby urojonéj, oznaczamy wrazz Weierstras-
sem w ten sposéb

la4b6¢] = Va? 402
Z okreslenia tego wynika, ze liczby
atbi, a—bi, —a+bi, —a—0bi

majg wartosei bezwzgledne réwne; ze wartoseig bezwzgledng liczby
rzeczywistéj —+a [zgodnie z okreSleniem w art. 17.] jest @, warto-
Scig bezwzgledng liczby —+é¢ jest b.

Do wartosci bezwzglednych liezb urojonych stosujg sie nastepu-
jace twierdzenia :

I. Wartos¢ bezwzgledna sumy dwéch liezb urojonyeh nie jest
mniejszg od réznicy a nie wigkszg od sumy warto$ci bezwzglednych
skladnikéw.

II. Warto$¢ bezwzglgdna iloczynu liczb urojonych réwna sig ilo-
czynowi wartodei bezwzglednych czynnikow.

II1. Warto$é bezwzgledna ilorazu dwéeh liczb zespolonyeh réwna
sig ilorazowi wartosei bezwzglednych dzielnéj i dzielnika.

Dowé6d tych twierdzei jak i dalsze rozwinigeie opartéj na nich
teoryi znalezé mozna w podrecznikach Algebry i Rachunku wyz-
szego'l, Powiemy tu tylko, Ze przy dowodzie tych twierdzen ele-
mentarnych nalezy pamigtaé o tém, iz stosowanie ich w przy-
padku niewymierno$ei liczb wymaga naturalnie uprzedniego ustano-
wienia dziatan nad liczbami niewymiernemi.

Jezeli ograniczymy sie na dziedzinie liczb zespolonych wymier-
nych, to jest takich liczb e+4282, dla ktérych o i & sg liczbami wy-
miernemi dodatniemi lub ujemnemi, ogét ktérych nazywa Dedc-
kind “cialami liczbowemi wymiernemi drugiego stopnia,, lub “cia-
fem kwadratowemi wymiernemi,, to zamiast warto$ci bezwzglednych,
ktére sg wymiernemi lub niewymiernemi, poslugujemy si¢ normami,
ktore sg zawsze wymiernemi.

Mozemy z atwoscig wykazaé, ze mnogo$é wszystkich liczb ze-
spolonyeh wymiernych jest réwnowazng mnogosci nieskoiiczonéj
liczb catkowitych [poréwn. str. 60.]

W saméj rzeczy, wyobrazmy sobie, Ze norma przyjmuje kolejno
wszystkie wartosci wymierne, uporzgdkowane w szereg odliczalny,
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o ktérym méwimy w art. 14. Do kazdéj wartodci normy a?4-42 do
bierzmy warto$ci wymierne liczb a i [o ile sie znajduja], nie
opuszezajae zadnych. Liczba wartodei dla kazdéj skoniczonéj war-
todei normy bedzie oczywiscie skoficzong; wypisujae wiee najprzod
liczby a + b, odpowiadajace pierwszéj wartosei normy, nastepnie
liczby, odpowiadajgce drugiéj i t. d. bedziemy po kolei wypisywali
wszystkie i otrzymamy mnogo$é odliczalng na szeregu 1, 2, 3.

Do tego samego wyniku dochodzimy na podstawie uwagi, Ze mno-
godel zlozonéj z elementéw « + &, musi odpowiadad ta sama liczba
kardynalna, jaka odpowiada kazdéj z dwoch mnogodci a i 47; kazda
za$ z nich jest réwnowazng mnogosei liezb calkowitych dodatnich.

t $niadecki, Rachunku algebraicznego teorya przystosowana do
linij krzywych. Tom I. str. 69.

? Gauss, Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebrai-
cam rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel se~
cundi gradus resolvi posse. Porown. E. Netto, przekiad niemiecki téj
rozprawy 1890. [Ostwald’s Klassiker der exacten Wissenschaften N, 14.
str. 6—17.]

3 Wroiis ki, Introduction ete. str. 167—168.

¢+ Gauss, Werke II, str. 174.

Argand, Essai sur la maniére de représenter les quantités imaginai-
res dans les constructions géométriques, 1806. Wydanie drugie Hoii-
ela, 1874.

5 Cauchy. Analyse algébrique, 1821. str. 173 i dalsze, Exercices d'a-
nalyse et de physique mathématique, IV. 1847., str. 87.

6 Wedlug pogladu Dithringa [Neue Grundmittel und Erfindungen,
str. 26 — 54], liczby urojone sa tylko dalszém skomplikowaniem nie-
mozliwosei, jakg przedstawiaja juz liczby ujemne; liczba czysto urojona
nie wyraza, zdaniem jego, nic wiecéj nad to, ze pierwiastek kwadratowy
z liczby ujemnéj jest niemozliwoseiag. To polaczenie znaku pierwiastka
kwadratowego ze znakiem — jest niejako nowym znakiem Vi, ktéry
Dithring pisze wprost V= lub I Znak ten, postawiony przed wielko-
Seiami, wyraza odejmowanie, o ktorego wykonalno$é wtedy dopiero py-
taé¢ mozna, gdy przez podniesienie do kwadratu przywracamy warunki
mozliwosei. Caly rachunek nad liczbami urojonemi jest tylko przepro-
wadzeniem biegu mysli przez niemozliwosé.

Niemozliwo$é, oznaczona za pomocg I', wynika juz wprost z rownania
z-y3=a, z ktorego otrzymujemy y = Va—z. Jezeli 2 ma warto$¢ wick-
sz3 od a, to liczby, zado§éezyniacdj rownaniu, niema, a zatém y = !'a—z a—=
wyraza niemozliwo§é, ktora piszemy pod postacig y= V=1 Te—alub
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VZVz—a lub wreszcie I' (:— a), gdzie z — a jest wielkoseia bezwzgle-
dna. Nazywajac te wielkosé przez », mieé bedziemy =4-(I")2v?=aq, albo
2—v?=a, a kladgc znéw tu y za v, otrzymujemy rownanie z=—y*=a w miej-
sce poprzedzajacego rownania =4-y*=a.

Stad, tak samo jak przy liczbach ujemnych, wynika, Ze nalezy uzywaé
dwéch rownan, jezeli cheemy obejsé sie bez nzywania znakéw liczb uro-
jonych,

Oba réwnania z -+ y?=a, z—y?=a przechodzg jedno w drugie, jezeli
uczynimy y urojoném; ktorekolwiek z nich mozna uwazaé za gtéwne,
ogélne, drngie za$ jako przypadek szezegolny. Jezeli wige mamy réwnanie
ztw?=a, to w niém w moze oznaczaé albo wielkosci bezwzgledne albo
wielkogei, opatrzone znakiem niemozliwosei I, a wladciwie dwoma
takiemi znakami I'i —I'; w pierwszym razie rownanie to przedstawia
2y?=a, w drugim z—y’==a, gdzie y jest juz wielkoScia bezwzgledna.

Tez same uwagi poczynié mozna o rownaniu x*-4y2=r2, ktéremu od-
powiada przytém interesujaca interpretacya geometryczna, a mianowicie
przechodzenie kota na hiperbole i odwrotnie.

Liczba zespolona, ztozona z dwoch czesei rzeczywistéj i urojonéj, jest,
jak siewyraza Dithrin g, pojeciem jasném jak stofice [ein sonnenklarer
Begriff]; jest ona zlozona z dwdch czesei, ktére nalezy uwazaé za rozne
pod wzglgdem zwiazkdw, w jakie wehodzi w rachunku nad wielko$ciami;
znak V1, znajdujacy sie przed ezgécia czysto urojona, przypomina wy-
konanie tego, co powiedziano wyzéj o znaczeniu tego znaku. Liczba
a+b V=1 wyraza si¢ geometrycznie za pomoca sumy dwdch odeinkow
aibna osi odeigtéj, w ktoréj to sumie wszakze odeinek b nie traci swe-
go znaczenia, wskazanego znakiem V=1, ukazujacym zwiazek rachunko-
wy z innemi wielkodciami. Geometryczne przedstawienie Gaussa
Diihring odrzuca.

Teorya, zblizona do teoryi Dithringa oglosit niedawno S.Vecch i
I’essenza reale delle quantita ora dette immaginarie e. c., 1890.

7" Wedlug Lipschitza [Lehrbuch der Analysis I, 1883. str. 75, 76],
do liczb urojonych prowadzi uwaga, ze suma dwoéch kwadratow a? -2
nie moze byé przedstawions, jako iloczyn dwoch czynnikow rzeczywistych
stopnia pierwszego wzgledem a i b; aby rozklad ten umozliwié, wymy-
§lono symbol i odpowiedni rachunek, przez ktory rozktad taki staje sie for-
malnie mozliwym. :

Wyrazenie a? — 0222 rowna sig iloczynowi dwoch czynnikow (¢ —b2)
i(a+b2). Jezeli wige przyjmiemy, ze z oznacza symbol, przy ktérym pra-
widla mnozenia wyrazeii dwumiennych nie uiegaja zmianie, to kladge
w wyniku mnozenia 22 rowne —1, otrzymamy oczywiscie rozktad liczby
a?4-b3 na dwa czynniki a—bz i af-bz. Symbol z réwny J—1, oznaczany
zwykle przez 7, daje rozklad formalny:

a? b2 = (a—bi) (a4 bi)
Wogole zagadnienie o przeksztaleenin wyrazei algebraieznych stano-
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wi wedtug Lip s chitz a, Zrédlo, z ktérego wyplywa teorya liczb urojo-
nych i nadurojonych. Potrzeba utrzymania ogodlnosci twierdzen, odnosza-
cych sie do tych przeksztalcen, prowadzi do symboléw, umozliwiajgcych
tg ogolno§é. Mysl tg rozwingt szczegotowiéj Lipschitz w badaniach
swych nad sumami kwadratow [Untersuchungen ueber die Summen von
Qnadraten, 1886.] w ktorych podaje teorya liczb urojonych zwyczajnych,
kwaternion6w i liczb urojonych wielowymiarowych.

Sir R. W. Hamilton, [poréw. str. 121] wychodzi z uwazania par
czyli dwojek [couples] (a, b), w ktorych a i b sg liczbami rzeczywistemi.
Dla przypadku =0, uwazamy (a, 0) za liczbe rzeczywisty a. Dwie dwoj-
ki (a, 0) i (c, d) uwazamy za réwne, jezeli

Stad wynika, ze dwojka (q, b) jest réwna (0, 0) =0 tylko wtedy, jezeli
a=0, b=0.
Dodawanie okreslamy za pomocg wzoru

(@, 8) + (e, d) = (a-c, b4+d),
iloczyn za pomocg wzoru
(a.d) . (¢, d)= (ac — bd, ad - bc).
Kladac w ostatnim wzorze a=c=0, b=d=1, otrzymujemy
0,1).0,1)=(—1,0)=—1.
Oznaczajac dwojke (0, 1) przez /, mamy

P2=—1,

Poniewaz wedlug powyzszych okreslen:
(@, b) = (a, 0) 4 (,0) (Oa 1),
mozemy przeto dwojke (@, b) przedstawié pod postacig a-bi.

Podana przez Lercha we wspomnianéj wyzéj rozprawie [1886] teo-
rya liczb urojonych niczém sig nie rézni od teoryi Hamiltona.
et sur la théorie générale de I’élimination [ Acta mathematica, VI, str. 7, 8]

9 Poréown. Pincherle L c. str. 205 — 210. Biermann L c. str.
44 —47., atakze Kossak, Die Elemente der Arithmetik, 1872 str.
25—26.

o Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der alge-
braischen Grossen [Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, XCII,
1882.7; Molk it. d, jak wyzéj.

11 Np. w Zasadach Algebry wyzszéj Zajaczkowskiego, 1884
Iub w Zasadach Rachunku rézniczkowego i calkowegoFolkiers kie-
g o, 1870.




ROZDZIAL VI

LICZBY ZESPOLONE WYZSZE.

41. ROZWOJ POJEC O LICZBACH NADUROJONYCH.

Liezby zespolone wyzsze, inaczéj nadurojone lub wielowymiaro-
we stanowig jeden z najnowszych nabytkéw w dziedzinie badai
matematyeznych, Doprowadzila do nich naturalna droga uogdl-
niefi, ktéra ujawnila sie przedewszystkiém w usilowaniach, skie-
rowanych ku znalezieniu narzedzia do badania form geometrycz-
nych w przestrzeni, analogicznego do narzedzia, jakie dla geo-
metryi na plaszezyZnie stanowig liczby urojone zwyczajne. Ha-
milton, Grassmann i Scheffler niezaleznie od siebie pyta-
nie to podjeli i w sposéb odmienny rozwigzali. Badania Hamil-
tona, rozpoczete jeszcze wr. 1833, doprowadzily go do utwo-
rzenia skupien, zlozonych z n liczb rzeczywistych, tak nazwanych
“sets,, ktére sg uogélnieniem par czyli dwéjek, na ktérych opart
teoryg liczb urojonych zwyczajnych [poréwn. str. 136]. Pozniéj
wszakZe, majgc gtéwnie na celu zastosowania rachunku do badania
figur i ruchu w przestrzeni, zatrzymal sig na liczbach czterojednostko-
wych i stworzy! rachunek tak zwanych kwaterniondw, ktory rozwi-
nat znakomicie w szezegélach i waznemi opatrzy! zastosowaniamil.

Grassmann rozpoczgl roéwniez od rozwazan natury geome-
trycznéj i uogélniajac pojecia dziatan i konstrukeyj, nadal bardziej
abstrakeyjny charakter poszukiwaniom swoim, ktérych owocem by-
o utworzenie nowéj nauki, stanowigcéj organiczng i pigknie zbu-
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dowang calo$é, Nauke te nazwaé mozna ogélng teoryg rozmaitosci
albo geometrys wielowymiarowa, wysnutg z zalozen najogdlniej-
szych, a nie ograniczong postulatami, charakteryzujgcemi geome-
trya zwyklg. Ta ostatnia w stosunku do nauki Grassmannow-
skiéj stanowi przypadek specyalny, albo, jak chce sam Grass-
mann, zastosowanie jego nauki ogélnéj do naszéj przestrzeni | po-
réw. art. 4.]. To, co méwimy o nauce Grassmannowskiéj, sto-
suje sie przedewszystkiém do téj postaci, jakg nadal jéj w pierw-
szém dziele z roku 1844. |wydanie drugic z r. 1878 W dziele
drugiém z r. 1862 te same pomysly przybraly inng szate, a mia-
nowicie wystgpuja jako system nauki o liczbach |wielko$ciach |
n-wymiarowych, ktéra obejmuje w sobie teoryg dziatai i rachun-
ku nad formami liczbowemi najogélniejszemi, ktora zatém jest nie-
jako Algebra powszechng— [ universal Algebra, jak jg nazywa Syl-
vester]?2

Na innéj znowu drodze usilowal rozwigza¢ Scheffler zadanie
o zastosowaniu form liczbowych do geometryi®. Metode jego mozna
uwazaé za rozwinigeie pomystu A rganda [art. 18.], wedlug kt6-
rego V' — 1 wyraza obrét w plaszezyznie @y od dodatniéj czesci osi
« do dodatniéj czedei osi y. Jezeli idzie o przedstawienie figur
w przestrzeni, trzeba wprowadzié nowy znak V=1 na oznaczenie
obrotu w plaszczyznic yz od dodatniéj czedei osi y do dodatniéj
czgsei osi z. Tym sposobem punkt w przestrzeni, ktérego wspolrze-
dnemi w ukladzie prostokgtnym sg @,y, 2, & wlaciwie promieil wo-
dzacy tego punktu wyrazasigu S chefflera wsposob nastgpujacy:

r=a4ylV —1+4+2V==11 -1

Wspomniane w art. 18. pytanie Gaussa o stosowalnosei prawidel
dzialan arytmetycznych do liczb wigeéj niz dwumiarowych pobudzilo
matematykow do zastanowienia si¢ nad naturg tych liczb i dzialan
nad niemi. Pierwszy, o ile wiemy, na pytanie to odpowiedzial H a n-
kelwr. 187, w wielokrotnie cytowanéj pracy, wykazujge, Ze
uklad liczb zespolonych wyzszych {to jest wigeéj niz o dwu jedno-
stkach zasadniczych], w ktérym iloczyny jednostek sg funkeyami
liniowemi tych jednostek, podlegajacy wszystkim prawom dzialail
Arytmetyki zwykléj, a wige i warunkowi, aby iloczyn dwdch czyn-
nikéw stawal sig zerem tylko wtedy, gdy przynajmniéj jeden z czyn-
nikéw jest zerem — taki uklad nie istnieje?. Czyli méwige inaczéj,
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tylko uklady liczb jedno i dwuwymiarowych czyni¢é mogy zadosé
wszystkim powyzszym wlasnoéciom, przy wiekszéj zad liczbie jedno-
stek zasadniczych iloczyn moze by¢ zerem, gdy czynniki sg od zera
rézne.

Ten sam przedmiot podjal Weierstrass jeszcze przed Han-
kelem wwykladach uniwersyteckich w roku 1861/2, ale spostrze-
zenia swoje oglosit dopiero wr. 1884 % Bada on, w jaki sposéb mo-
zna okresli¢ dziatania w dziedzinie liczb o » jednostkach e, e,...e,
aby, jezeli @, &, ¢ . s3 dowolnemi liczbami téj dziedziny, liczby

atb, a—b, ab, —g— ,
nalezaly takze do niéj i aby dzialania arytmetyczne ezynily zadosé
warunkomn:

at+b=1t+a, (a+b)+c=(ate)+b, (a—0b)4b=a
ab = ha, (ab)c=a(bc), a(b+ ¢)=ab 4 ac, —Z~b=a.

Wiynik tych badan jest nastgpujacy: Wprowadzenie liczb zespolo-
lonych wyzszych do Arytmetyki nie jest nieuzasadnioném, lecz jest
zbyteczném, bo Arytmetyka tych liczb nie moze prowadzié do za-
dnego wyniku, ktérego by nie mozna otrzymaé za pomocy teoryi
dzialait w ukladzie liczb jedno i dwuwymiarowych.

Dedekind wrozprawie, ogloszonéj w r. 18854, badajac ten sam
przedmiot, dochodzi do podobnego wyniku, wychodzac wszakze z od-
miennego pogladu na istotg liczb zespolonych. Poglad ten streseié
mozna w ten sposob:

Niechaj bedzie uklad n? liezb ¢, |7, s =1,2 ... 2], takich, Ze
ich wyznacznik jest rézny od zera. |O wyznacznikach mdéwimy
w art. 26.]. Uklad » jednostek

€y €y n v Oy

ma byé wielowartoéciowy w tém znaczeniu, Ze moze przedstawiaé
ktérykolwiek z n ukladéw

e, e, . el e=1,2...n

Nalezy to rozumieé tak, ze kazde réwnanie, zawicrajgece, obok liczb
rzeczywistych i urojonych zwyklych, liczby e, ¢, ... e, wtedy
tylko moze byé uwazane za prawdziwe, jezeli utrzymuje si¢, gdy
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W miejsce e, e, ... e, podstawimy odpowiednie liczby kazdego
z powyzszych n ukladéw. Otoz, wedlug pogladu Dedekinda,
uklad liczb .

aép Fage,+ L. Lane,
winien byé uwazany za przedstawicicla n ukladéw liczb zwyczaj-
nych, rzeczywistych i urojonych.

Kronecker w najnowszéj swéj pracy, poswieconéj liczhom ze-
spolonym 7, wykazuje, ze teorya dzialan nad niemi sprowadza sig
sig do oznaczenia w spos6b najogélniejszy v (v+1) funkeyj cal-
kowitych V', N”, N". . . postaci

e — el —e ) — [ — e, mhy, [k R k=1,2... 0]

zaleznych od » zmiennych nieoznaczonych yy, 75, . . . 7,, aby czy-
nily zado§¢ kongruencyi

F (@1 Yoreeyn)=Cy + Ciy;+ Coypy+ oo+ Cy, (modd. N, N', N'"...)

w ktéréj strona pierwsza wyraza jakakolwiek funkeyg calkowity
zmiennych y, ¥, . . . ¥,, na stronie za§ drugiéj C,,C; ... C, sg
wspélezynnikami oznaczonemi, od zmiennych niezaleznemi. Wedlug
tego poglagdu zatém teorya liczb zespolonych wyzszych sprowadza
sie do badania arytmetyeznego funkeyj catkowitych.

‘Wyniki, do jakich dochodzg ostatni trzéj badacze, zdajg sie do-
wodzié zbytecznodci nowego narzedzia, jakiém sg liczby zespolone
wyzsze. Ale wniosek taki bylby, zdaniem naszém, zbyt pospieszny.
Moznosé sprowadzenia dzialan nad liczbami zespolonemi wyzszemi
do dzialan nad liczbami rzeczywistemi i zespolonemi zwyczajnemi nie
moze przesgdzaé kwestyi uzytecznosei pierwszych, podobnie jak mo-
7no$¢ sprowadzenia rachunku na liczbach urojonych do dziatain nad
liczbami rzeczywistemi nie przeczy zupelnie uzytecznosei i wazno$ci
liczb urojonych. Owszem, dopiero wprowadzenie tego ostatniego al-
gorytmu pozwolito na uogélnienie zasadniczych twierdzein Algebry,
nadalo nowg postaé caléj Teoryi funkeyj, wzbogacito Teoryg liczb, —
jedném stlowem, otwarlo nowe i rozlegle widoki badaii. Liczby zespo-
lone wyzsze, jako nowsze, nie zdolaly dotad rozpowszechnié sig
w badaniach; sadzimy wszakze, Ze rachunek kwaternionéw, ktéremu
isam Dedekind nie odmawia znaczenia §, a jeszcze bardziéj ra-
chunek Grassmanna stanowig potezne i bogate w zastosowaniu
metody. Jezeli dodamy jeszcze, ze Lipschitz? zastosowal nieda-



21 ] POJECIA 0 LICZBACH NADUROJONYCH. 141

wno te formy liczbowe do teoryi przeksztateen form kwadratowych,
seSchur!,StudylliScheffers!?stosujgzpowodzeniem uklady
zespolone wyzsze do jednéj z najnowszych galezi nowoczesnéj na-
nauki, do tak zwanéj Teoryi grup przeksztalcen Li¢’go, zajmujacé;
wazne stanowisko wéréd metod Rachunku wyzszego, to nie bedzie-
my watpili o donioslo§ci nowego narzedzia, ktérego uzytecznosci
zresztg nie wyprébowano dotgd w réznych dziedzinach, Sam Grass-
mann wskazal §cisty zwigzek jego nauki z teoryg niezmiennikéw!?,
asgdzimy, ze zastosowanie wylozonych w drugiéj czgsei jego dzicta
2 1. 1862 zasad nauki o funkeyach liczb wielowymiarowych, najmniéj
moze dotad znanéj, przyczynitoby si¢ bezwatpienia do wzbogace-
nia Teoryi funkeyj. Pole to otwarte i wdzigezne do uprawy dla
tych, ktérzy zglebig $wietne i glebokie pomysly Grassmanna.

W Arytmetyce wyzszéj liczby zespolone staly sie narzgdziem wa-
zném i uzyteczném ; w t6j wszakze dziedzinie liczby wielowymiaro-
we majg charakter odmienny od liczb zespolonych o » jednostkach
e., € . . . €, niezaleznyeh, to jest niezwigzanych z sobg réwnaniem
liniowém; sg one postaci

a=ar +or,+ ... + o017
gdzie 7, 7, . . . v, 83 pierwiastkami rownania stopnia n-go:
"t =1.

Jezeli r jest picrwiastkiem pierwotnym tego réwnania, to pozostale
pierwiastki sa jego potegami catkowitemi i liczba a moze by¢ przed-
stawiona pod postacig

a=a,+ar+ ... F o

Dirichlet, Kummer, Eisenstein, Dedekind i inni roz-
wineli teoryg tego gatunku liczb catkowitych!s.

Tnne zastosowanie liczb zespolonych téj postaci wskazal D iih-
ring. Wedlug pogladu, ktéry rozwingt w kilkakrotnie cytowanéj
juz pracy, liezby =, r2. .. 7"=1 odgrywajg role znakéw, podobng
do téj, jaka majg znaki 4 i — i jakg wedlug jego teoryi odgrywa
znak }J — 1. Réwnanie, w ktérem wystepujg liczby, opatrzone po-
dobnemi znakami, wyraza zwiazek pomigdzy formami o réznéj licz-
bie wartodci, rozpada sig na pewng liczbg innych réwnan pomiedzy
liczbami dodatniemi. Zasada ta stanowi podstawe metody rachun-
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kowéj, ktérg Dithring nazwal “rachunkiem wartoéciowodei,
[ Werthigkeitsrechnung] 5.

22. TEORYA WEIERSTRASSA.

Liczba n-wymiarowa o jednostkach zasadniczych e, e, ... e,
wyrazZa sig pod postaciag

a=a161+a282+ P +auen=20¢'el'
i

Liczby rzeczywiste a; ay . . . a, mozna nazwaé wspdlrzgdnemi licz-
by zespolonéj a.
Réwno$é liczb zespolonych, a mianowicie liczby a i liczby

b=pe ot ... +puen=2pe
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, jezeli odpowiednie wspélrzedne sa
réwne, t. j. jezeli
ap=f, ag =P ... a0 = P
Wynika stad, ze liczba zespolona a jest réwna zeru wtedy i tylko
wtedy, jezeli kazda z jéj wspolrzednych jest zerem.
Sume dwoéch liczb okre§lamy za pomocg wzoru

a+b = Z (al + ﬁl) €
skad wynika, ze dodawanie jest gczném i przemienném i ze réznice
dwdch liczb otrzymuje sig wedtug wzorn
a—b= 2 (at_ﬂt) e.
Tloczyn dwéch liczb a = X a,¢, i & = X' B, ¢,, na podstawie pra-
wa rozdzielnosci, bgdzie g
ab = 22 aeﬁz e, = Zatﬁz €€,
Lr=1,2...n
Jezeli chcemy, aby iloczyn nalezal do dziedziny danéj, to jest, aby
byt livzbg postaci téj, jalkg majg czynniki, winni$my przyjaé, ze ilo-
czyny jednostek e, i e, dajg sig wyrazié jako funkeye liniowe je-
dnostek zasadniczych, a mianowicie, ze
€6, = > Nsye, % €ss
$

=12 ...n,
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gdzie #.,,, . 3 liczbami rzeczywistemi; otrzymamy tedy

ab = 222 syt Oy [37. € = 2 Ny, atﬁz €.

S0,

Zalézmy daléj, ze mnozenie liczb badanych jest laczne, to jest, ze
posiada wlasnodci

(ab)e = a(be)
(e:e.) e1r=¢, (e €1)
Wstawiajac w ostatnie rownanie w miejsce iloczynéw e, e, e, ¢ ich

wyrazenia powyZzsze, a nastepnie poréwnywajge wspolezynniki po
obu stronach otrzymanego zwigzku, dochodzimy do warunku

Z Neye, nta,e, = zns,z,lno’, 4e
gdzie o, ¢, %, A przybierajg wartosci 1, 2, ... n. Jezeli zalozymy

précz tego przemienno$é mnozenia jednostek, wyrazajgcg sig wzo-
rem

e e, =¢e, e,

znajdziemy réwnania warunkowe

773.1,7. == nS,z,L .
Tloraz Awoch liczb zespolonych @ i b ma czyni¢ zados$é réwnaniu
a
—.b=a
b

Oznaczmy ten iloraz przez ¢ i zalézmy, Ze jest postaci
c=23 Vs st
bedzie zatém

e X Pe. = 2 Qs s

S
Wykonywajac mnozenie wedtug otrzymanego wyzéj wzoru, bedzie
my mieli

2 Newne Yo ﬁn &, = 2 ase;s,

Syty2t 8

stad dla oznaczenia szukanych wspélrzednych y;, mamy ukiad ré-
wnan

2 Nsun VP = 0s

(%
s=1,2...n
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Roéwnania te sg liniowemi wzgledem wspélrzednych y ; z teoryi ré-
wnar liniowych wiadomo [poréwn. art. 26.], ze mozna niewiadome
oznaczy¢, jezeli tylko wyznacznik ukladu, ktéry oznaczmy przez

A= l? ﬂx,i,xﬂzlv

nie jest tozsamo$ciowo réwny zeru.

Przy takiém zalozeniu mozna znaleié uklady wartosci dla liczb
Y15 Vo -+ « - ¥u, Drzy ktorych dzielenie liczby a przez liczbg & daje
iloraz oznaczony. Gdy za$ wyznacznik A jest zerem, wtedy dziele-
nie jest mozliwe tylko wtedy, jezeli pomigdzy ay, a; . . . a, zacho-
dzi pewien zwigzek okreSlony; wowezas za$ iloraz ma nieskonczenie
wiele wartosci.

Warunek, by wyznacznik A nie byl tozsamosciowo zerem, spel-
niaé sig moze w ogélnosci, mimo to wszakze istnie¢ mogg pewne
szczegélne wartoSei wspélrzednyeh Sy, f,, ..., fu, DPrzy kto-
rych wyznacznik jest zerem. Liczba & o takich wspélrzednych
Bis Bs - - - Bn ma te whasciwosé, ze mozna do niéj dobraé inng liczbe
zespolong ¢, 167ng od zera, aby iloczyn liczb & ic¢ byl réwny zeru,
t. j. aby byto

be=0

Liczbe & nazywa Weierstrass dzielnikiem zera. Dzielnik zera,
pomnozony przez liczbe dowolng, jest takze oczywiScie dzielnikiem
zerals,

Istnienie dzielnikéw zera, od zera réznych, stanowi, wedlug
Weierstrassa, istotng réznicg pomiedzy Arytmetyks liczb ze-
spolonych wyzszych a zwyczajng. Ta uwaga zgadza sig z przyto-
czoném w poprzednim artykule twierdzeniem Hankela, Ze
w uktadzie liczb zespolonych wyzszych, w ktorych iloczyny jedno-
stek sg funkeyami liniowemi samych jednostek, iloczyn dwéch czyn-
nikow moze byé zerem, jakkolwiek zaden z czynnikéw nie jest ze-
rem!”.

Jezeli zalozymy, ze wyznacznik nie jest tozsamo$ciowo zerem, to
mozemy wykazaé, iz w ukladzie naszym istnieje liczba e¢,, posiada-
jaca wlasno$¢, wyrazong réwnaniem

€0 =0ae=a,

gdzie g jest liczbg dowolng. Ta liczba ¢, jest modulem mnoZenia.
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W saméj rzeczy, jezeli wyznacznik A nie jest tozsamo$eiowo ze-
rem, w takim razie iloraz a/a jest oznaczony. Na podstawie okre-
dlenia dzielenia bedzie

a
—a=aqa,
a

skad wynika, Ze a/e jest wltadnie owym modulem ¢,. Xatwo tez wi-
dzieé, ze tak okreélona liczba ¢, rwna si¢ takze /b, gdzie & jest
liczbg od a rézng. Kladac bowiem & = ka, znajdziemy zawsze licz-
be k, jezeli wyznacznik A nie jest zerem; bedzie zatém :
be, = (ka)e, = k(ae,) = ka =0,
skad
b
bey =10, e, = 7
Jak w teoryi liczb zespolonych zwyczajnych wprowadzaliSmy nowe
jednostki g i & zamiast pierwotnyeh e, ie, [art. 19.], podobniez
i tu mozna w miejsce » jednostek e, e, . . . e,, wprowadzié » liczb
Jos 91 + - - Yu—1, Nalezgeych do téj saméj dziedziny, a to nastepuja-
cym sposobem:
Niechaj bedzie liczba zespolona
1. g=é&e +&e, .. e
Za pomocg mnozenia i przy zalozeniu wzoréw, wyrazajacych iloczy-
ny jednostek, mozemy otrzymaé kolejne potegi liczby g, wyrazone
w postaci:
gl = El(l)el + 52(1)62 + oo +5n“)en’
92 = 51(2) el + 52(2) 82 + L +’SN (:\ell

,f]" — ‘El(")el + 52(")62 + ... +§n(")€n,
gdzie &M, &0 ... £,@ napisaliémy w miejsce &, & .. . &,.
Z tych » réwnafi, jezeli zalozymy, Ze wyznacznik

51“)7 52(1}7 T e ,gw(l)

3 51(2)7 52(2)7 o .. >‘fn(2)
£,m, £, L £,

Tojecia, T. L. 10
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nie jest tozsamosciowo zerem, mozemy wyrazi¢ jednostki e, e,...€,,
jako funkeye liniowe liczb g, 9%, . . . 9"

Poniewaz na podstawie réwnai 2. potegi liczby g wyzsze od g*
dajg sie wyrazié jako funkeye liniowe poteg nizszych: g, g2. .. g%,
mozemy wiec napisaé

ynr-]-l +€1g)z+£2g1t-——l+ ... +8n9= 0,
gdzie ¢, €y . . . &, S pewne liczby rzeczywiste. Dzielge obie strony
przez g i zwazajae, ze

g
PRk
gdzie e, jest modulem mnozenia, otrzymujemy
4. P g et L gy = 0.

WprowadZmy w miejsce jednostek e, e, . . . ,e,, nowe jednostki

Jos 915 925 + + « 5 Jn—1;
5. Jo =28, Ju=9% pn=1,2...n—1.
Poniewaz jednostki e, e,, . . . , ¢, wyrazajg sie jako funkeye linio-
we liczb g, 9%, . . . , 9", a wigc na mocy réwnania 4. i okreslen 5.,
bedziemy mogli jednostki e, ey, . . . ,e, zastgpié funkcyami linio-
wemi jednostek gy, 91, .,9n—1, @ kazda liczba a, do naszéj dzie~
dziny nalezgca, da sig przedstawié pod postacig

a=Fayg., s=0,1,2,...,n—1,

Tloczyn dwdch takich liczb
a=2as% i szﬁ\g\

bedzie

ab = I a,gs. Zﬂe gs= 2 (o ﬁu)gH—u,

tw
thbu=0,12...,2—1.
Liczby gups = g*t%, gdy t + «>n—1, sprowadzamy na podstawic
powyzszego do poteg nizszych, tak ze ostateczinie iloczyn abd przybie-
rze postaé
sy, s=0,1,2,,..,2—1,

Mnozenie to, jakie przy ukladzie jednostek g,, 1, . . . , 7u—1 Wyko-
nywamy, mozna, postugujac sie niektéremi twierdzeniami Algebry,
scharakteryzowa¢ w sposob nastepujgey:
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W réwnaniu 4. napiszmy & w miejsce g, gdzie & ma oznaczad
zmienng jedno- lub dwuwymiarows, 1 za$ w miejsce ¢, otrzymamy
wtedy funkeyg,

&= g”+£1 P e e

Liczbg a = X asg; i funkcyg calkowity X a, £ nazwijmy odpowia-

dajacemi sobie wzajemnie. Jezeli mamy dwieliczby X' a.g; i 29,

to iloczyn ich, rowny X (a¢fu) gew, Przy pomocy réwnan 2. spro-
tu

wadza sig, jak wiemy, do postaci X y.g;. Jezeli liczbom a i b od-

powiadajg funkeye X a,& i X f:&°, to funkeya, odpowiadajgca

iloczynowi ab, jest 3 (a; f.,)&1T; ta funkcya za$ przyipomocy réwna-
t,u

nia 7 (&) = 0 sprowadzié si¢ daje do postaci X' y;&°. Widzimy za-
tém, ze, aby otrzymaé funkcyg, odpowiadajgca iloczynowi, nalezy
pomnozyé przez siebie funkcye, odpowiadajgce czynnikom, iloczyn
podzieli¢ przez funkeyg f(£), a reszta, pochodzaca z tego dzielenia,
bedzie funkeyg, odpowiadajgeg iloczynowi abd.

Na téj podstawie uskutecznié mozna podzial liczby zespolonéj na
skiadowe, z ktorych kazda zmienia si¢ w dziedzinie jedno lub dwu-
wymiarowéj. W saméj rzeczy, niechaj liczbie X a;9, odpowiada

(&)

funkcya @(£) stopnia niewyzszego od n—1. Ioraz ~——< wedlug te-

7 (&)
oryi rozkladu ulamkéw na ulamki ¢zedciowe, jezeli zalozymy, ze
funkeya f(&)nie posiada pierwiastkéw wielokrotnych, daje sig przed-
stawi¢ w ten sposob: ~

_‘Pﬁ(‘fl__ (&) »@2@ 4ot - (&)

GGG 7-(£)

Tu kazdy z licznikéw ¢, (£) jest albo staly albo funkeyg liniows,
kazdy za$ mianownik f,(£) jest odpowiednio funkcyg pierwszego
lub drugiego stopnia zmiennéj &; jest przytém

F&) = 11(8) fo &) « o - THE)

gidzie czynniki po stronie drugiéj sa wszystkie rozne. Otrzymujemy
zatém

EC

- S u,( ?
R AERE €)

@l§) =
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skad wynika, ze funkeya ¢ (), odpowiadajgea danéj liczbie zespo-
lonéj, jest sumg funkeyj
{}fg)_) q)ll(‘f) ’

z ktorych kazda odpowiada liczbom, zmieniajgeym sig w dziedzinie
jedno lub dwuwymiarowéj. W saméj rzeezy, mozna wszystkie liczby,
nalezgce do powyzszéj funkeyi, otrzymaé, gdy ezynnik £, (§) jest
S
(&)

stopnia pierwszego, z liczby, odpowiadajgcéj funkeyi gdy za$ jest

stopnia drugiego—z dwoch liczb, odpowiadajacych funkeyom

F@) EfE)
AGAGH

Kazda wige liczba zespolona «¢ moze byé przedstawiona jako suma
r liczb zespolonych «y, a,, . . . a,, nalezgcych do dziedzin czgstko-
wych, ktére nazwijmy Gy, G,...., G,. Mozna dowieéé: 1. ze liczba
a jest zevem wtedy i tylko wtedy, jezeli kazda ze sktadowych jest
zerem; 2. Ze liczba a jednym tylko sposobem moze byé roziozong
na sktadowe w uwazanych dziedzinach; 3. Ze iloczyn dwéceh liczb,
nalezgeych do dwéceh réznych dziedzin czgstkowych, jest zawsze ze-
rem; 4. ze iloczyn dwoch liczb, nalezgeych do jednéj dziedziny
czgstkowéj, jest zerem tylko wtedy, jezeli jeden z czynnikow jest
zerem.

Nieehaj skladowemi modulu g, beda ¢, ¢", . . . ,g¢. Jezeli a,
oznacza liczbg zespolong, nalezgey do dziedziny G, to z réwnania
fo=9+9"+ ... +47

na zasadzie powyzszego, bedzie

— o
gO a/t - g " a/&
a poniewaz g, ¢,, = @, , przeto

(g
" a, = a,.

Jezeli wige odpowiednia funkeya f,(£) jest stopnia pierwszego, to
kazda liczba, nalezaca do dziedziny G, moze byé przedstawiona
pod postacig a9, a iloczyn ag® . gl bedzie réwny af . g,
Jezeli za$ odpowiednia funkeya f,,(£) jest stopnia drugiego, to ka-
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zda liczba dziedziny G, daje sig otrzymaé z dwoch liczh g% i A
od siebie niezaleznych. Niechaj bedzie

Lo i) = y}LI:”) -+ y’g(,u);

metodg podobng do téj, jaka stosowano w art. 19., mozna okazad,
ze kazda liczba téj dziedziny G, daje sie przedstawié pod postaciy
ag® + a'k
gdzie liczha '« okredla sig za pomocy réwnania
Ay T ——"
przyczém iloczyn dwoch liczb wyraza sig w ten sposob:
(a g 4+ aBN By + FEW) = (aff — o' 4 (&'f + af )k,

Wrynika stad, ze badanie w dziedzinie » jednostek ¢, €,,..., €,
sprowadza sig do badania r dziedzin, z ktéryeh kazda jest jedno
lub dwuwymiarows, Wszystkie dzialania w dziedzinie jednowymia-
rowéj wykonywajy si¢ wedlug prawidet rachunku z liczbami rze-
czywistemi, wszystkie dzialania w dziedzinie dwuwymiarowéj—we-
dlug prawidel rachunku z liczbami urojonemi zwyczajnemi. Liczba
nowych jednostek, zastepujacych dane, jest réwna n.

Jezeli a i & sg dwie liczby, nalezace do dziedziny n-wymiarowéj,
ijezeli aj, ay, ... ,a,3 by, by, . .., b, s3 ich odpowiednie sktadowe
w dziedzinach czastkowych Gy, G, ..., G,, wtedy, na zasadzie po-
wyzszego iloczyn dwoceh liczb a i b bedzie

i—

ab = 2 o b.u 5

n=1
gdzie iloczyn liczb a,b,, nalezacych do jednéj dziedziny G, wyko-
nywa sie wedtug prawidel dzialan nad liczbami rzeczywistemi lub
urojonemi zwyczajnemi. Poniewaz iloczyny a, 8, stanowig sklado-
we iloczynu ab w dziedzinach czgstkowych, zatém iloczyn ab mo-
ze byé zerem tylko wtedy, jezeli kazda ze skladowych @, b, jest ze-
rem. Gdy wige & nie jest zerem, to iloczyn ad moze byé zerem wte-
dy tylko, gdy a jest zerem. Jezeli niektore ze sktadowyeh liczby &
sa zerami, to, aby iloczyn ab byl zerem, trzeba, aby w pozostalych
skladowych iloczynu ab odpowiednie skladowe byly zerami. Wy
nika stad, ze liczba & moze byé dzielnikiem zera tylko wtedy, gdy
nie wszystkie jéj sktadowe sg od zera rozne.
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Jezeli przyjmiemy, ze & nie jest dzielnikiem zera, to mozemy na-
pisaé
a a Q. a,
St 2 -
T Tt T

gdyz mnozge obie strony przez b =&, +8, +...b,, otrzymujemy

%b:%(bl+lzz+..,.+b,) +... +%(1)1+52+...+b,.),
1 r

a a,
1 ’
— b,

a.
by 42y 4.
bll+b2H +l>,. ’

a=a1+a2+... + ar,

przyczém iloraz dwéch liczb a,/d,, nalezgeych do dziedziny jedno-
lub dwuwymiarowéj, daje si¢ otrzymaé wedlug prawidel dzielenia
liczb rzeczywistych i zespolonych zwyczajnych.

Z tych rozwazan wyprowadza W eierstrass nastepujgee twier-
dzenie:

“Jezeli a, b, ¢, d ... sa liczbami dziedziny wielowymiarowé;
i jezeli za pomocyg rachunku, w ktérym zachodzg tylko dzialania
elementarne : dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, mamy
z tych liczh otrzymad nows, to skladowg liczby szukanéj dla kazdéj
dziedziny czgstkowéj G, znajdujemy, wykonywajac przepisany
rachunek ze skladowemi liczb danych w dziedzinie G,,,.

Okreélenie dziedzin czgstkowych Gy, G,. ..., G, opiera si¢ na
przyjeciu jednostki g o wspélrzednych &, &y . . ., g,, takich, by
wyznacznik 3. nie byl zerem i aby funkeya f(§) nie miala pier-
wiastkéw réwnyeh. Mozna przeto zapytaé, czy okreSlenie dziedzin
czastkowych zalezy rzeczywiscie od dangj liczby g, albo innemi
stowy, czy, przy wyborze innéj licaby g, dziedziny czgstkowe zmie-
niajg sig lub nie?

Pytanie to postawil i rozwigzat I A. Schwarz ¥ a wynik jego
badania jest nastepujacy :

“Dziedziny czastkowe Gy, Gy, . . ., G, nie zmieniajy sie, jezeli
zamiast liczby g=23 & ¢; przyjmiemy inng liczbe g'= ' &/¢;, czy-
nigeg zado$é tym samym, co pierwsza, warunkom,,.

W konicu winni$my jeszeze praypomnied, ze teorya Weierstras-
sa stosuje sie do liczb zespolonych, w zalozeniu, Zze mnoZenie ich
czyni zado$é prawom Iyeznodei, przemicnnodei i rozdzielnoscl, eraz

a —
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ze iloczyny jednostek sg funkcyami linjowemi samych jednostek.
Gdy ktorekolwiek z powyzszych zalozefi miejsca nie ma, teorya
dziatan prowadzi w ogole do wynikéw odmiennych, jak to ma miej-
sce w metodach Grassmanna i Hamiltona, ktére rozpatrzy-
my w nastepnych artykulacl.

Podobnic jak w ait. 20., mozemy okazaé z latwoseiy, ze mnogosé
nieskoticzona liczb zespolonych wymiernych, nalezacych do dziedzi-
ny jednostek e, e,, . . . ,€x, jest odliczalng na szeregu nieskonczo-
uym liczb catkowitych.

23. POJECIA ZASADNICZE METODY GRASSMANNA.

Wlageiwym punktem $rodkowym nauki Grassmann owskiéj
jest pojecie mnozenia liczb wielowymiarowych, polegajgce na r02-
nych zalozeniach o iloczynach jednostek; zanim wszakze przedmiot
ten rozpatrzymy, winni$my przytoczyé okreslenia niektérych pojeé
w wyslowieniu wlageiwém Grassmannowi'”,

Liczbe zespolong postaci

1. a:&la1+£2a2+...+§,,a,,.
gdzie &, &, ..., &, sy liczbami rzeczywistemi, navy« o ulvarzong
z liezb ay, a,, . . . ,a, przy pomocy liezb &, &, . . ., €., ktore mo-
zemy, jak poprzednio, dla krétkosci nazywaé wspolrzednemi.

Jezeli pomiedzy liczbami a,. a,, . .., @, nie zachodzi zaden
zwigzek postaci

R T I N 0,

w ktorym nie wszystkie wspélezynniki sg od zera rdZne, to liczby
a,, a,, . . ., a, nazywaé bedziemy liniowo niezaleinemi, lub, wprost
krotko, niezaleznemi.

Liczbeg a,, utworzong z jednostek e, e, ..., e wedlug wzoru
2. @ =a;1e +oape, 4 ... + ainen
pazywa Grassmann liczby Lwielkoéciad] prosty pierwszego sto-
pnia, a dziedzing wszystkich liczb utworzonych z a;, a,,...,a, kto-
ra, oznaczaé bedziemy przez (a;, ay, . ..,d,),nazywa dziedzing n-go
stopnia [n-wymiarows|.

Prawidla dodawania, odejmowania liczb postaci 1. lub 2. oraz
mnoZenia i dzielenia ich przez liczby rzeczywiste sg najzupelniéj
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zgodne z prawidlami dzialan, przedstawionemi w poprzednim arty-
kule.

Dwic dziedziny A4 i Bliczb zespolonych nazywaja sig toisamo-
sciowems, jezeli kazda liczba pierwszéj z nich nalezy do drugidj
i odwrotnie. Nazywajg si¢ za$ weajemnie zachodzqcemi na siebie, je-
zeli kazda liczba, nalezaca do pierwszéj, nalezy do drugiéj, odwro-
tnie za$ nie wszystkie liczby dziedziny drugiéj sg zarazem liczbami
pierwszéj ; dziedzina 4 nazywa sie wtedy niészq [objeta |, dziedzina
B—uwyésza | obejmujgeg |. Ogol liczb, nalezacych do dwéeh dziedzin,
stanowi dziedzing wspding obu; ogdl za$ lieczb, dajaeych sig utwo-
rzy6 z liczb, nalezgeych do dwéch lub wigeéj dziedzin, nazywamy
dziedzing 4gezqeq. Tak np. jezeli dziedzina A jest utworzona z je-
dnostek e, e,, e,, dziedzina Bz jednostek e,, e,, ¢,, to dziedzing
wspllng bedzie dziedzina jednostek e,, e,, dziedzing laczaca—adzie-
dzina, utworzona z jednostek e, ¢,, e,, e,.

Z hatwoscig dowie$é mozna twierdzen nastgpujgcych :

I.  Jezeli n liczb znajduje sie w zwigzku liniowym i jezeli nic
wszystkie sg zerami, to mozna wydzielié z nich mniéj niz n liczh,
migdzy ktéremi nie zachodzi juz zwigzek liniowy.

IL. Jezeli w uktadzie n liczb ay, ay, . .. ,a, pierwsza a, nie jest
zerem, a zadna nastgpujaca nie daje sig utworzyé z poprzedzaja-
cych, to pomiedzy temi liczbami nie zachodzi zwiazek liniowy.

III.  Jezeli liczba a, daje si¢ utworzyé z = liczb b, b,, . . . b,,
a jéj wspélrzedna, odnoszgea sie do liczby &, nie jest zerem, to
dziedziny (b, b, ...0,) i (@, by,.. b,) s tozsamosciowe.

Mozna to twierdzenie uog6lnié w ten sposob:

IV. Jezeli m liczb ay, ay, . .. ,a,, nie bedacych w zwigzku
liniowym, daje sig utworzyé z = liczb &,, b,, ..., b, (n >m), to mo-
zna do m liczb a;, a,, ... , @, dobraé n—m nowych liczb a,44,...,a,
z t6j saméj dziedziny, tak aby dziedziny (ay,as,...,ay ) 1 (by,by,..0.04)
staly sig tozsamo$ciowemi.

‘Wynika stad:

V. Jezeli » liczb oy, a,, ...,a, moina utworzyé z m liczb
by, by, . o . by (m<<n), to liczby ay, as,. . .,a, pozostajg ze soby
w zwigzku liniowym,

VI. Dodajac stopnie dwoch dziedzin, otrzymujemy liczbe réwng
sumie stopni dziedziny wspolnéj i lgezacéj.
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VII. Dwie dziedziny 4 i B odpowiednio stopni ai g, jezeli
obie nalezg do dziedziny stopnia n-go, majg dziedzing wspoélng sto-
pnia co najmniéj réwnego a4 pf—n.

VIII. Roéwnanie, wyrazajace réwno$é dwdceh liezb jednéj dzie-
dziny, 7 ktérych pierwsza jest utworzona z z liczb niezaleznych
a, b, c..., druga zinnych » liczb niezaleznych k, /, m ..., a mia-
nowicie rownanie

as+ o4+ ye...=xk+ U+ um4. ..,
jezeli zachodzace w niém formy a,d,¢...%, [, m... przedstawimy
przy pomocy jednostek e, s, . . . ,€, W ten sposéb:
a=ae;~Fae,+ ... Fane,; k=uxe Fres ...+ xuen
b= ﬁ1el +ﬁge~3 + ...+ ﬁ1be/1§ l :—-—);131 +126’1 + ...+ Auen
C=p18 el o yaens m= e 4 et e
sprowadza sig do nastepujacego ukladu réwnan pomiedzy liczbami
rzeczywistemi
aoay + PPy Ay oo oo =y A Ay .
aay + PPy A yve + oo oo =ass F A pus + ..

ady + PP+ yya oo oo =t + M pua + - -
24. GATUNKI MNOZENIA WEDLUG GRASSMANNA.

Mnozenie dwdéeh liczb

a=Jae, b=23pe,
uskutecznia si¢ wedlug prawidla podancgo w art. 22., opartego na
prawie rozdzielnosei:
1. ab = a,f;.ec..
Z okreflenia tego wynikaja wzory :
(Zare)b=2a(ed).
(atb4-...)p=ap+bp+t...
platdb4...)=patpdi...
Saa.Xpb=22apfab,

w ktorych a, b, ... ,p sa liczbami zespolonemi.
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Iloczyn trzech czynnikéw otrzymujemy, mnozae na podstawic
powyzszego prawidla iloczyn dwoch czynnikéw przez czynnik trzeci;
podobnie tworzymy iloczyn czterech i wigeéj czynnikéw. Wyraze-
nie 1. iloczynu dwoch czynnikéw nie da sig przedstawié¢ w postaci
prostszéj, jezeli nie poczynimy pewnyeh zalozei o iloczynach jedno-
stek, lub jezeli wogéle przyjmiemy, Ze te iloczyny e,e; sg od siebie
wszystkie niezalezne. Inaczéj jednak rzeez sig ma, gdy zalozymy,
ze pomiedzy iloczynami e, e, zachodzg zwigzki lub réwnania warun-
kowe takie, ze przyjmujac pewne z tych iloczynéw za dane, mo-
zemy na podstawie tych warunkéw oznaczyé iloczyny pozostate.
Niechaj jedno z réwnan warunkowych bedzie postaci:

2. S ars.ee,=0.
ros=1,2...n
gdzie a, 53 liczbami rzeczywistemi, nie réwnemi jednoeze$nie zeru.
Zaldimy, ze roéwnania warunkowe nie ulegajg zmianie, gdy za-
miast jednostek e, €,...¢,...¢;...6, podstawimy liczby z nich utwo-
rzone, t. j. zamiast e, podstawimy X =, e, gdzie u zmienia sig od
1. do n wlgceznie, zamiast e; podstawimy X z. . e,, gdzie v prayj-
muje réwniez wartosci 1, 2, ... ,n. Tu liczby # sg rzeczywistemi
i mogg przyjmowaé warto$ci zupelnie dowolne. Jezeli rzeczone pod-
stawienie uskutecznimy, dojdziemy do réwnania

3. > Ly Lsyv (ar,s €u eo‘l— As,7 €0 eu) = 0.

Poniewaz warto$ei liczb = sg dowolne, przyjmijmy przeto, ze jeden
ze wspolezynnikow ., np. wspélezynnik @, . réwna si¢ 1, a naste-
pnie —1. Otrzymamy tym sposobem dwa réwnania, ktére, odjete
od sicbie, doprowadzajg do zwigzku

4. 2 2y o(0g, 504 as 006 ) =0,

gdzie pomiedzy parami wartodci, jakie przyjmujg s i v, nalezy wy-
laczyé s =a 1 v =¢. W réwnaniu 4. przyjmijmy znowu, Ze jeden
ze wspotezynnikéw up. @, 4 réwna sig raz 1., drugi raz —1.; odej-
mujge od siebie dwa otrzymane w ten sposob réwnania, dochodzimy
do zwigzku

5. au,beced—l"'ab,/lede/f = 07

gdzie a, 8, ¢, d przyjmujg wartodci 1, 2,...,n, z wylgezeniem
wszakze a=0, ¢c=d.
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Przy uwzglednieniu réwnania 5. zwigzek 3. przyjmuje postaé prostszg
A‘: Ly Xru Orr €y by = 01
2 ktéréj, poniewaz liezby ., majy wartodci dowolne, wynika r6-
wnanie
Qg0 €clc= 0 N
stwierdzajace, e zwigzek 5. zachodzi takze dla wylaczonego wyz 6
przypadku a =25, ¢ =d.
Tak wiec réwnania warunkowe 2. przy uczynioném zalozeniu,
doprowadzaja do zwigzkow 3.
Kladge w 5. raz ¢=d, drugi raz a=0, otrzymujemy
5 ,~ (aa,b_]— ay, t‘!) e e, = 0.
5", O (o ese:)=0.
Réwnaniom 5’ mozna uezynié zadosé, przyjmujace
1°. @yt 0. =0, RAR e.c,= 0.
Warunck
a,(,l,—“'(l{,’/, - 0~
wprowadzony do rownania 5., daje
Oih (e(?eu' '_edec) = 0)
skad, jezeli a,, nie jest dla dowolnych wartosel a id zerem—co
bylo zastrzezoném — wynika
€.6q —€46 == 0,
czyli
6. e.e,=€.6,.
Drugi warunek e,.e,= 0 lub e.e,= 0, jezeli mamy go uwazacl za
identyczny z réwnaniami warunkowemi 2. pociaga za sobg wartosei
wsp6tezynnikow: .., =1, aup = 0 (a rézne od b). Uwzgledniajac
te wartodei w réwnaniu 5", dochodzimy do zwigzku
e,.e,,+ €. — 0
t. j.

-1

e e = — €,6,..
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Wiynik ostateczny calego poprzedniego wywodu da sig streseié wna-
stepujacém twicrdzeniu:

“Mnozenie liezb wiclowymiarowych, podlegle réwnaniom warun-
kowym 2. przy zalozeniu, ze te réwnania utrzymujg sie, gdy jedno-
stki zastapimy liczbami dowolnemi, liniowo z jednostek utworzone-
mi,—nazwijmy je mnoZeniem /iniowem — winno czynié zadosé jedne-
mu z dwoch ukladow

€.y = €,6;,
€6 == —€yC, ,

Mnozenie liniowe, czynigce zado$é pierwszemu ukladowi, nazywamy
mnozeniem algebraiczném; czynigce zado$é drugiemu — mnoZeniem
zewngtrzném.,

Do tych dwoéch gatunkéw mnozenia liniowego mozna jeszcze dla
zupelno$ci dolgezyé dwa mnozenia: jedno, w ktérém iloczyny e.e,
nie czynig zado$é zadnym réwnaniom warunkowym, w ktérém zatém
wszystkie wspélczynniki a,, sg zerami; drugie, w ktérém wszystkie
iloczyny jednostck sg zerami. Mamy wiec razem cztery gatunki mno-
zenia liniowego.

Mnozenie liniowe zawiera sie jako przypadek szezeg6lny w mnoze-
niu, ktére G rassmann nazywa kolowdn, a ktére okresla na podsta-
wie wlasnosci, ze réwnania warunkowe 2. nie ulegaja zmianie, jezeli
zamiast dwdéch jednostek n.p. e, ie, wprowadzimy liczby,liniowo
znich utworzone. Zalozenie to doprowadza do o$miu gatunkéw mno«
zenia; cztery stanowig wyzéj objasnione mnozenie liniowe, pozo-
stale jeszeze cztery liniowemi nie s3. Z nich zasluguje na szcze-
golng uwage mnoienie wewngtrzne, podlegte warunkom

€6y = 07 €,6,= €€,

Mnozenie kolowe zawiera sig znowu w mnozeniu symetrycznéim, opar-
tém na zalozeniu, ze réwnania warunkowe 2. nie zmieniajg sie, gdy
zmienimy znak ktéréjkolwiek jednostki, oraz gdy dwie dowolne jedno-
stki przestawimy. Przy tém zaloZeniu otrzymujemy w ogéle 16 ga-
tunkéw mnozenia,

Jezeli napiszemy trzy grupy réwnai

>
a. e e, =e.ce, s
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i ee.—ee,= 0, ee,=eye,...=¢,¢e,: szr
y. e etee, ... 466, =0.

ssr=1,2,...n
to na podstawie poprzedzajgcego mozna bedzie powiedzieé, ze mno-
zenie zewngtrzne czyni zado$¢ grupom f i y, mnozenie wewnetrzne
grupom a i . Mozna pomys$le¢ mnozenie, czynigce zadosé jednéj
grupie §rodkowéj a ; mnozenie takie nazywa Grassmann érodko-
wém?2,  Rozpatrzymy po kolei wlasnodci kazdego z wymienionych
trzech gatunkéw mnozenia.

2b. DMNOZENIE ZEWNETRZNE.

Z teoryi, wylozonéj w artykule poprzedzajgeym, wynika bezpo-
érednio, ze mnozenie zewnetrzne dwoch liczb zespolonych nie jest
przemienném.

W saméj rzeczy, niechaj bedzie

a=2ae, b= ZﬁxQd
iloczyny ab i ba, na podstawie wzoru 1. poprzedzajacego artykulu,
beda
|ab] = X arfe] e,
|ba] = X a.p: [ee ],
| Mnozenie zewngtrzne dla odréznienia od innych gatunkéw mnoze-

nia oznaczaé bedziemy nawiasem klamrowym|. Poniewaz w mno-
zeniu zewnetrzném zachodzg zwigzki

o] = — [ece, |
przeto
1. | |ab| = — | ba.
Jezeli b=a, ubedzie |aa| = — [aa|, a wige
2. [aa] = 0.

Tloczyn zewnetrzny dwdéch czynnikéw réwnych jest zerem.

Tloczyn zewnetrzny [abcd...] wigkszéj liczby czynnikéw otrzy-
mujemy, mnozac [ab] zewngtrznie przez ¢, iloczyn [abec] mnozac
przez d i t. d. Powstajg stad réwnodei:
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[abed...] = — [baed...]
[abed...] = — [dbca...]

(&)

wyrazajgcee, Ze iloczyn zewnetrzny zmienia znak przy przestawienin
dwoch jakichkolwiek czynnikéw. Stad wynika, ze iloczyn zewnegtrzny,
w ktérym dwa ktérekolwiek czynniki sg réwne, jest zerem; bedzie
zatém naprzyktad

4. [abacd...] = 0.

Dwa iloczyny, zlozone z tych samych czynnikéw, inaczéj uporzgd-
kowanych, bedg oczywiscie jednego znaku lub znakéw przeciwnych
stosownie do tego, czy od szerggu czynnikow w pierwszym iloczynie
mozna przej$¢ do szeregu czynnikéw w drugim za pomocg parzy-
stej lub nieparzystéj liczby przestawienn dwoch czynnikéw., Mozna
przeto napisaé
5. [aay ... o] =(=1) [a1 au ... g,
gdzie po drugiéj stronie 4, u, ..., o jest pewng przemiang liczb
1,2,...,n1igdze s jest liczbg przestawien, za pomocg ktéréj od
jednéj przemiany mozemy przej$é do drugiéj.

Jezeli pomiedzy czynnikami zachodzi zwigzek liniowy, to iloczyn
zewnetrzny jest zerem. W saméj rzeczy, niechaj pomiedzy czynni-
kami iloczynu [abe d...]| zachodzi zwigzek

a=po+tyet.
Uwzgledniajac ten zwigzek, znajdziemy na zasadzie prawa rozdziel-
nosei :
labed.. . |=|Bb4ye+...][bcd...]
=[pbbed...]4[ycbed...]+...
= Blbbed...]+ylcbed...]4...;
Kazdy z wyrazéw w ostatniém wyrazeniu na mocy réwnania 4. jest
zerem, a zatém
6. [ebed...]=0
a= Bb4yc+..
7 tego twierdzenia wynika, ze iloczyn zewnetrzny liczb zespolonych
nie zmienia sig, jezeli do ktéregokolwiek czynnika dodamy wielo-
krotnosci pozostalych czynnikéw,
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Jezeli okredlimy dzielenie, odpowiadajgce mmozeniu zewngtrzne-
mu, jako dzialanie, za pomocg ktérego znajdujemy liczbe z, czy-
niacg zado$é réwnaniu

b= a,

to latwo sig przekonaé, ze dzielenie to nie jest jednowartosciowém ;
jezeli bowiem # = #; jest jedném z rozwigzan, to, na zasadzie po-
przedniego twierdzenia, rownaniu 2b=a czynié¢ bedzie zadosé kazda
liczba zespolona z; -5, gdzie f jest liczbg rzeczywista dowolng.

26. WYZNACZNIKI.

Niechaj bedzie uklad »® elementéw, uporzgdkowany w » wierszy,
zawierajgcych kazdy po n elementéw

a1l G12y « « « 5 Q1
A2,1, 22, « « « s U2
Anly On2y o o o 3 Ony

Z ukiadu tego wybierzmy » elementéw, a mianowicie po jednym
z kazdego wiersza z réznych kolumn, a wige np. z pierwszego wier-
sza element a, 4, z drugiego asg, ... z ostatniego a,, gdzie skazniki
0, 0, . . . .t s3 wszystkie rézne, i utwérzmy iloczyn

A1, A26 « o + Qe

Takich iloczynéw bedzie oczywiscie tyle, ile przemian mozna utwo-
r2y¢ z szeregu skaznikéw g, g,...,7 lub, co na jedno wychodzi,
z szeregu 1, 2, . . . ,n, a zatém bedzie ich n!. Kazdemu z iloczy-
néw dajemy znak dodatni, jezeli szereg skaznikéw g, 6, . . . ,T DO-
wstaje z szeregu 1, 2,... ,n za pomocg parzystéj liczby przestawien
dwodch skaznikow,—znak ujemny, jezeli powstaje przez nieparzystg
liczbe takich przestawieil. Z teoryi elementarnéj przemian wiadomo,
ze liczba przemian tak jednéj jak i drugiéj klasy jest réwna po-
Towie liczby n!; a zatém polowa iloczynow, jakie tworzymy, bedzie
miata znak dodatni, potowa znak ujemny. Suma tak utworzonych
iloczynéw, ktéra oznaczamy dla skrécenia przez

) ial,l 22 o o o Upyy
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wypisujae pod znakiem X iloczyn wyrazow na przekatnéj ukladu
1., albo przez
01,15 125 ¢ o o s U1

02,15, 012,25 o « s 02

Anty Op2y e o o 3O
lub tez przez
3. - lai,rl;{’r=132g-..,n.

nazywa sig wyznacznikiem?®® ukladu 1. Stopniem jego jest liczba n.
Teorya wyznacznikéw daje sie wysnué w zupelnodci z teoryi ilo-
czynéw zewnetrznych.
W saméj rzeczy, niechaj bedzie uklad liczb zespolonych :

T = 0110 +“1,2 az+ oo _l"al,n a,
Ty = asy @ Fazzay 4. .20,

. . . . . . .

Tp == Qp,1 Ay _l’ Ap2 Qy + e + Oy An
Utwérzmy iloczyn zewnetrzny

Na podstawie twierdzen, wylozonych w poprzedzajagcym artykule,
wnosimy z latwodeia, Ze w iloczynie tym znikng wszystkie wyrazy,
w ktérych ktérykolwiek z czynnikéw ey, a, ... a, powtarza si¢ raz
lub kilka razy i pozostang tylko wyrazy, zawierajace iloczyn ze-
wnetrzny n czynnikéw aq, a,, . . ., ,; wyrazéw tych bedzie oczy-
widcie n!, Poniewaz przestawienie czynnikéw moze wplyngé tylko
na zmiang znaku, a zatém iloezyny czgstkowe beda wszystkie za-
wieraly czynnik —+ [aya, ... a,] lub —[a;a,. .. a,]; przyj-
mujac wiee [, @y ... a,] za czynnik wspélny dla calkowitego
iloczynu i wylgezajge go za nawias, bedziemy mieli w nawiasie po-
towe wyrazéw dodatnich i polowe ujemnych. Wyrazenie, zawarte
w nawiasie, jest wladnie, jak tatwo widzieé, dopiero co okreslonym
wyznaeznikiem 2. lub 3. Mozemy wiec napisaé:
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5. leywy o oo @] = | ag | [0 @0 .. a)],

Hr=1,2...n

a wige wyznacznikiem ukltadu 1. jest wspélezynnik iloczynu ze-
wnetrznego liczb ukladu 4., okreslony za pomocg réwnania 5.
GdybyS$my zamiast ukladu 4. przyjeli uklad

'7/'1’ =it ant .. dna,,
w) = 1@+ Aoty + o - . + g ay,

s e e e e,
PR ]
Ty = U@y + azy a, + ...+ i B o

rozniacy sie od pierwszego tém, Ze wspolrzedne, ktére poprzednio
stanowily wiersze, stanowia obecnie kolumny, to iloczyn zewngtrzny
[@,".zy..x,”] bylby tozsamosciowo réwny iloczynowi [z, z,...,]
skad wynika, Ze wyznacznik ukladu 1. nie ulega zmianie, je-
zeli w ukladzie tym przyjmiemy wiersze za kolumny i kolumny za
wiersze.

Z réwnania 5. wyplywa cala teorya wyznacznikéw. Stosujgc do
tego rownania prawa, zawarte we wzorach 3. 4. 5. 6. artykulu po-
przedzajgcego, otrzymujemy bezposrednio nastepujace twierdzenia :

I.  Wyznacznik zmienia znak przy przestawieniu dwéch ktérych-
kolwick rzgdéw poziomych | pionowych].

II. Przy jakiéjkolwiek przemianie rzedéw poziomych [piono-
wych]| wyznacznik zmienia znak lub nie zmienia znaku, stosownie
do tego, czy od dawnego ukladu przechodzimy do nowego za po-
mocg parzystéj lub nicparzystéj liczby przestawief dwéch rzedow.

III. Wyznacznik, w ktérym dwa rzedy poziome [pionowe | skia-
dajg sie z elementéw réwnych lub proporcyonalnych, jest tozsamo-
Sciowo réwny zeru.

IV. Wyznacznik nie zmienia swéj wartoSci, jezcli do elementdw
ktoregokolwiek rzedu poziomego | pionowego | dodamy, lub od nich
odejmiemy, rowne wielokrotnoscei odpowiednich elementéw innego
rzedu poziomego [pionowego].

Jezeli w réwnaniach 4. w miejsce a;, a,, . . . ,@, napiszemy

Pojecia T. 1. 11



162 0zESG L. ROZDZIAL VI [26

a4 = ﬁl,lel +ﬂ1v2e2+ . '+ﬁ11"e“’
6 a, = fs16 ‘I‘ﬂ&‘z eyt . A-Banen,

ay, = ﬂu,l 2 +ﬂ"v2 € + i + ﬁu,n €uy
otrzymamy
2 :((11 ’1/31’] + a]’gﬂgJ +... +a1,”:3";1)el +.... -I-(a],lﬂ],n +al,2ﬂ2,n+ wer +a1,nﬂnm)em
. z, "—“(az,\ﬂl,l +a‘2,2:3271 +... +0!2m)8n,1)61 +.... +(az,1ﬁ2,n+az,2ﬂ2,n+ e +<12,nﬂn,n)em
ﬂ'n=(aa,1ﬂl,1 +an,2ﬁ2,l +.. +an,nﬁn,1)el +. 4 (an,lﬁl,n‘l"an,ZﬁZ,u"I—--.“l‘anmﬂnm)em

Kladgc dla skréocenia

8. Vet = Qs ﬂl,t + as,zﬁz,r+---+as,1z ﬂn,r,

ofrzymujemy z réwnan 7. na podstawie réwnania 5.

9. [zy 2. @u]= | 75 | [e16s. .- €]
st=1,2,...,n

Na téj saméj zasadzie z réwnani 6, wyplywa

a0, .. an]=1Bunllees... el

hm=1,2, ...,

a podstawiajac ten wynik we wzorze 5., znajdziemy

10. [ry2peccan]=Tlap|.|Bmllee... el

Lrodhm=1,2, ... ,n

Poréwnanie wzoréw 9. i 10. doprowadza do zwigzku

11. |@ir | | Bum| = |75,

Lrylyms t,=1,2,...,n

ktory w polgczeniu z wzorem 8. wyraza twierdzenie o mnozeniu wy-
znacznikéw,

Jezeli w iloczynie zewnetrznym |z 2, ... @,| w miejsce ktore-
gokolwiek z czynnikéw, np. w miejsce czynnika z;, podstawimy
jego wyrazenie z réwnan 4., t. j.

Ty = Q5,1 G =+ As2 GQ—I— e + s Ay,

to bedzie mozna napisaé
—n

lzy 2y oo . @] = I)_,’ Y RISy 72 R
=1
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Iloczyn zewnetrzny
[oy 2 oo as@wepy. o2,
na podstawie réwnania 5., mozemy przedstawi¢ pod postacia
oy @y o oo a2y = Agila; ay . .. a,]
gdzie A,; oznacza wyznacznik ukladu wspétezynnikéw
Ay, 012, o v vy Ot oo o O,
Oe—1,1y Olg—1,29 « ¢« o s Ox—1fe o o Q3 ny
0, 0, ..., 1, ... O
Cspd 1y Osd1,25 « 0 o« Osd1ype oo Gferns
Uiy 2y oo oy Opgty o o o Qe

bedzie zatém
t=u

[‘Z‘l Ly oo "L’n] - Zas,fAs,f L“p“m LR >a11]‘
=1

Poréwnywajgc to wyrazenie z wzorem 5., otrzymujemy rdéwnanie

t=n

12, I air ! = 2 Os,t A.\‘,/
=1

Lr=12 ..., ,n

przedstawiajgce rozklad wyznacznika danego wedlug elementéw
wiersza s-go. Wyznaczniki 4, stanowig tak nazwane wyznaczniki
czqstkowe, inaczéj podwyznacznikilub minory, wyznacznika danego;
dajg sig one przedstawié jako wyznaczniki stopnia (z—1)-go.

Jezeliby$my w wyrazeniu iloczynu zewnetrznego [z; @, ... @)
zastgpili dwie liczby a; i #; ich wyraZeniami, wzigtemi z réwnan 4.,
doszliby$my do rozkladu wyznacznika danego na sume iloczynow,
ktérych czynnikami bedg wyznaczniki czgstkowe, dajace si¢ przed-
stawié, jako wyznaczniki stopnia (n—2)-go. Zastgpujac wogéle m
7z pomigdzy czynnikéw @, @,,...,2, ich wyrazeniami 4., dojdziemy
do wyznacznikéw czgstkowych stopnia m-go. Dalsze rozwinigcie
teoryi wyznacznikow czastkowych znajdzie czytelnik w podreczni-
kach Algebry i w dzietach, specyalnie traktujgcych o wyznaczni-
kach,
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Podamy tu jeszcze zastosowanie teoryi iloczynéw zewngtrznych
do rozwigzywania ukladéw réwnan liniowyeh.
Niechaj bedzie uklad » réwnan linjowych o » niewiadomych
519 52* e e ,EH:
an it azbet o T @ = fis

2,1 51"'}‘([272 52—*"‘ PR —l—ag.ﬂ Ell _ /_‘;2’

a1 51 —-’—(z,,,g:f?—l— PN +a71,1/ S/L = ﬁu;

w ktérym wszystkie liczby majg byé rzeczywiste. Niewiadome mo-
zemy wyznaczy¢ w sposéb nastepujaey :

Pomnézmy réwnanie pierwsze przez e, drugie przez e, ... osta-
tnie przez e, i dodajmy je nastepnie odpowiedniemi stronami. Kta-
dac:

13.

a6 taige;,+ .. Faae =a

frect oot ..+ fuen=20
otrzymujemy
14, Gat&a+ .. . Fha=20
Mnozge zewngtrznie obie strony rownania 14. przez

[01 ag e ee B ar—i—l LR ah]

i uwzgledniajac wlasno$ci mnozenia zewnetrznego, znajdziemy
15, & lay @y @y @ 8gy o, | =0 050, 1 00y, ]
7 réwnan 13, na podstawie wzoru 5. wynika, Ze iloczyn zewnetrzny
po lewéj stronie rownania 15. réwna sig wyznacznikowi ukladu 1.,
pomnozonemu przez [e €, ... ¢,], iloczyn za$ zewnetrzny po
prawéj stronie rowna sie wyznacznikowi tego ukladu, po zastgpie-

niu w nim kolumny »-éj rzedem eclementéw gy 8, ... f,, takze
pomnozonemu przez | e, e, . . . e,]; mozemy przeto napisaé:

16. £, [ a,\.,,l e, e ... e] = :a,\,,,((r) leje,...e.|
st=1,2,...,n,

gdzie znaczek (r) ma przypominag, iz w kolumnie r-éj uktadu 1, usku-
teczniono powyzszg zmiang. Z réwnania 16., poniewaz &, jest licz-
ba rzeczywisty, [, e,,. .., e, | za$ jest od zera rézne, otrzymujemy
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17. Eio =] iy

S,L‘:J’Z, P (N

7':1,2, DS (N

Z wzoréw 17., jezeli wyznacznik | as,| nie jest tozsamosciowo ze-
rem, znajdziemy oznaczone wartodci dla niewiadomych &, &,,...&,.
Jezeli w ukladzie réwnai 13., zalozymy

18. ﬂlzﬂzz...—ﬁ”:o,
to wyznaczniki Ia,v,t,(r), jako zawiérajace w kolumnie r-6j same zcra,

bedg zerami, a wige, jezeli wyznacznik | a,, | nie jest zerem, otrzy-
mamy

L=&=...=§& =0

Uktad 13. przy zalozeniach 18., stanowi uktad réwnai liniowych je-
dnorodnych z n niewiadomemi; mozemy wiec wypowiedzicé twier-
dzenie: ’

“Jezeli wyznacznik ukladu réwnain liniowych jednorodnych nie
jest zerem, to warto$ei niewiadomych, czynigee zado$é ukladowi,
sq wszystkie zerami,,.

Gdy ten warunek nic spcinia sie, to wtedy ma miejsce nastgpu-
jace twierdzenie :

“Jezeli wyznacznik ukladu jest zerem 1 wszystkie wyznacsniki
czastkowe stopnia n—1-go, n—2-go, . . . ,n—I/-F1-go sg zerami,
a nie jest zerem jeden z wyznacznikéw stopnia n—{¢°, wtedy / nie-
wiadomych n.p. &, 11, En—ite,.e., &, MOZNA UWAZAL 202 nieoznaczone
a pozostale &, &, . . . , £, za pomocg pierwszych wyrazié, 21,

97. ILOCZYNY ODNIESIONE DO DZIEDZINY GLOWNET.

Dziedzing gléwna nazwijmy dziedzing jednostek e, e,, . .. . ¢}
jéj stopniem jest liczba n.
Tloczyn m czynnikéw postaci

1. (;::(;(lel—l—ll._,e._,‘—l“. . -+(11« €

zawieraé bedzie w kazdym wyrazie iloczyny m jednostek e, e4,...¢;3
iloezyny te nazwijmy jednostkami stopnia m-go. Liczba, utworzona
7 takich jednostek Z,, E,, . . . stopnia m-go, bedzie miala postaé
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2. Ad=oa b +a, By ...

i nazywa sie liczbg stopnia m-go. Iloczyn dwéeh liczb, z ktérych jedna,
jeststopniam;, druga stopnia m,, bedzie liczbg stopnia (m,—-m,)-go.
Jezeli m~fm, jest wigksze od n, to iloczyn dwéch takich liczb za-
wieraé bedzie jednostki stopnia wyzszego od #, a wige iloezyny je-
dnostek, w ktérych jedna lub wigcéj jednostek powtarzajg sig; ilo-
czyn zewnetrzny takich liczb jest zerem [art. 25.].

Jest przeto rzeczg widoczng, ze w dziedzinie n-go stopnia iloczy-
ny czynnikow postaci 1., jezeli ich liczba jest wigkszg od =, oraz
iloczyny czynnikow postaci 2., przy mniejszéj liczbie czynnikéw, sg
zerami, Grassmann obmyslit metode, za pomoca ktéréj iloczyny
w przypadku,' gdy suma stopni czynuikéw ich jest wigksza od sto-
pnia dziedziny gtéwnéj, zastepujemy innemi iloezynami, dla ktérych
suma stopni nie jest wigksza od n. Metoda ta opiera sig¢ na pojeciu
tak zwanego dopelnienia | Ergiinzung |,

Niechaj /< oznacza jednostke jakiegokolwiek stopnia, to jest albo
jedng z jednostek prostych e ,e,,. . . ,e,, albo iloczyn pewnéj liczby
tych jednostek; ot6z dopelnieniem jednostki Z, ktére oznaczaé
bedziemy przez

| E,

jest iloczyn zewnetrzny E' wszystkich jednostek prostych, w E nie-
zawartych, wzigty ze znakiem dodatnim lub ujemnym, stosownie do
tego, czy [EE'] jest réwne 1 lub —1. Hoczyn [e, e, . . . ¢, ]| przyj-
muje si¢ jako réowny 1. Mozemy przeto napisaé :
| E= (585

Bedzie wige naprzyklad :

e =lee, ... el

le,=—1lee .. ],

| e = (’—1)”—1 [el €y . .. en],
He e =lee ... 6l
v e]l=—lee ... el

l [611«1 e/t—l = I_el €y ... eu_z] it. d.
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lloczyn zewngtrzny jednostki przez jéj dopelnienie jest oczywiscie
réowny 1.
3. [E| E]=1.
Dopetnieniem liczb zespolonych 1. i 2., nazywamy wyrazenia :
le =ay|a+ay|et...Fa e,
| A =ua, | E~oy | Eg4...4.....
Jezeli m jest stopniem liczby, to n—m jest stopniem jéj dopelnienia,
Tloezyn zewnetrzny dwoéch jednostek £ i E', gdy suma ich stopni
jest mniejsza od 7 albo réwnan,—Ilub tez liczbe, ktéréj dopetnieniem
jest iloczyn dopelnien tych jednostek, gdy suma ich stopni jest
od n wigkszg —nazywamy iloczynem jednostek E i E', odniesionym
do dziedziny glowndj. Tloczyny odniesione bedg wige mialy te wlasnosé
ze suma ich stopni nie jest od n wigksza. Niechaj np. dziedzina
gléwna bedzie 3-go stopnia, i dajmy, ze mamy dwie jednostki
E = ¢, 1 E' = [e,e,], to iloczynem odniesionym bedzie wprost
| EE | = [e; e, ,] = 1.
Jezeli zad I = [ej e,|, E' = | e, e,], to iloczynem odniesionym be-
dzie liczba, ktoréj dopelnieniem jest iloczyn dopetnien, t. j.
LHE L E.

3.

Poniewaz
| E= | [e e,] = e,
| E'= | |ey e,] = ¢,
przeto

HTE.E]]=[ee];
iloczynem odniesionym bedzie
e, =|e e, e e,

Podobniez rzecz sig ma z mnozZeniem nietylko jednostek ale i liczb
zespolonych w ogélnodei.  Jezeli suma stopni tych liczb jest réwna
n lub jest mniejsza od #, to tworzymy wprost iloczyn zewnetrzny;
jezeli za§ suma stopni jest od n wigkszg, bierzemy iloczyn dopelnient
czynnikéw, tworzgc dopelnienie na podstawie prawidla 3. Niechaj
np. dziedzina dana bedzie stopnia 3-go, a czynnikami liczby

a= a6+ aye,taye,,

b=pfie;~Poes+fses.
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Iloezyn

ab = (ayfy—afy) e e,)4 (o fy — o)l eses ] (azfs — usfiz)l e.:].
jest juz odniesionym do dziedziny glownéj. Gdy wszakie mamy
liczby

4 = alee,]H-a'[e,e],
B = fle,e,]-+pere.],

dla ktérych suma stopni obu czynnikéw jest wigksza od 4. wtedy

bierzemy dopelnienia. Poniewaz

| [eye] = ¢,
I leje,] =—e,
| lee] = ¢
bedzie wiec
| A=uae,—ad e,

‘ B = ﬁel-—]—ﬁ'e:;

Wykonywajic mnozenie, otrzymujemy
| | A]B]=dplee]|—af|ee|—afleel

a biorae dopelnienia stron obu, mie¢ bedziemy

[[ 1 4] B]=dpe,~+ap e, —dpe,.

Strona druga wyraza iloczyn, odniesiony do dziedziny gtownéjz2,

Na podstawie tych okreslenn mozna dowiesé twierdzenia, ze “jezeli
E,F,G sg jednostkami, ktorych stopnie rownajg sie razem =, to ilo-
czyn [EF.EG_], odniesiony do dziedziny gtownéj, rowna sie iloczy-
nowi [KFG|.E,, orazuogllnié to twierdzenic w sposob nastgpujacy :

“Jezeli liczba A jest postaci 1., liczby B i C postaci 2., i jezeli
suma stopni tych trzech liczb jest rowna n, to wtedy iloczyn

|4B. AC],

odniesiony do dziedziny glownéj, rowna sig iloczynowi | ABC| 4,,.

Twierdzenia te i wynikajgce z nich wnioski, ktérych uzasadnie-
nie szezegléltowe znajdzic czytelnik w dziele Grassmanna, maj
wazne zastosowanie w badaniach geometrycznych, gdzie z nadzwy-
czajng latwoscig pozwalajg na wywdd wielu wlasnosei linij i po-
wierzchni. | W tomie trzecim podamy zastosowania geometryczne
tych metod Grassmannal.
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28. MNOZENIE WEWNETRZNE.

Tloczynem wewnetrznym dwach jednostek Z i ' dowolnego sto-
pnia nazywa Grassmann iloeczyn odniesiony pierwszéj z mnich
przez dopelnienic drugiéj, co wyrazamy w ten sposéb:

1. (EF = [E | I.
[Do oznaczenia iloczynu wewnetrznego uzywaé bedziemy nawiasu
okraglego].

7 tego okreslenia wynika, ze iloczyn wewnetrzny dwoch liezh 4
i B réowna sie iloczynowi odniesionemu pierwszéj =z mnich przez
dopelnienie drugiéj, t. j.

(AB) = |4 | B).

Jezeli stopien czynnika A jest rowny m, stopief czynnika B réwny
m', to stopiei iloczynu wewnetrznego bedzie oczywiseie n-4-m—m’
lub m—m’, stosownie do tego, czy m’' jest mniejsze lub wieksze od m.

Wynika stad, ze iloezyn wewnetrzny dwéceh liczb jednego stopnia
jest stopnia zero, czyli jest liczbg rzeczywistg.

Tloczyn wewnetrzny dwoéch jednostek réwnych jest 1, dwdeh je-
dnostek réznych tego samego stopnia jest 0, t. j.

2. (E ) =1, (E, 1) = 0. r s

W saméj rzeczy, na zasadzic okreslenia oraz wzovu 3. art. poprze-
dzajacego, jest

(B E)=|E | E]=1.
Poniewaz | ¥, jest iloczynem wszystkich jednostck prostych, w K
nie zachodzgeych, a wige takich, ktore zachodzg w J2., wige iloczyn
[E, | E,] zawiera czynniki réwne, jest przeto rowny zeru.

Stosujac to twierdzenie do przypadku jednostek prostych, otrzy-
mujemy

ee) =1, () =0,

t. j. uktad réwnai réwnowaznych grupom a.i . w art. 24., cha-
rakteryzujgeym mnozenie wewnetrzne. Okreslenie przeto, podane na
wstegpie niniejszego artykulu, zgadza sig z okresleniem, przytoczo-
czoném w art. 24.
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Jezeli I, E,, ..., L, s3 jednostkami dowolnemi réwnego sto-
pnia, to na podstawie wzoréw 2. otrzymujemy

ay By tag by + oo anky) BB+ Byl 4o BuEy)
=afytafy+ .. Fanpu,

skad wynika, ze mnozenie wewnetrzne, jezeli oba czynniki sg ro-
wnego stopnia, jest dzialaniem przemienném.

Tloczyn wewnetrzny dwoch czynnikéw réwnych nazywa Grass-
mann kwadratem wewngtrznym i oznacza w ten sposob

(44) = 4~
Z tego okreslenia wynika:
(al EI + a2 El + LR + u//LE/Il );: af + af‘l“ R +a)lt2

Dwie liczby, ktérych kwadraty wewnetrzne sg réwne, nazywa
Grassmann liczbami rdwnéj wartosci bezwzglednéj. Normalnemsi
wzgledem siebie nazywa dwie liczby rézue od zera, ktérych iloczyn
wewnetrzny jest réwny zeru; ukladem normalnym stopnia n-go
w dziedzinie stopnia n-go —uklad = liczb pierwszego stopnia réznych
od zera, majaeych réwng warto$é bezwzgledna, ktéra uwaza sig za~
razem za warto$é¢ bezwzgledng samego ukladu. TUklad jednostek
pierwotnych e, ¢, . . . , ¢, stanowi taki uklad normalny, ktérego
warto$é bezwzgledna jest 1., gdyz dla tego ukladu zachodzg ré-
wnosei

2 2 2
e =T =...=¢, =1

(e,6) = (e,e) = ...={(ehr6,)=0.

29. MNOZENIE SRODKOWE.

Mnozenie to, jak wiemy, czyni zado$é réwnaniom warunkowym
p wart. 24. t. j. réwnaniom

<
1. erest eses=0; s_7; ee,=ee...=¢e¢,.

Poréwnywajgc rownanie 1. z warunkami mnozenia zewnegtrznego,
i wewnetrznego, dostrzezemy z latwoscig, zepomiedzy temi trzema
mnozeniami zachodzi zwigzek bardzo prosty, ktéry, wedlug G rass-
mann a?3 mozna przedstawié pod postacig,
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ab = A (ab)+ u[ad].
W réwnaniu tém a i & sg liczbami zespolonemi, utworzonemi z jedno-
stek prostych, ab jest iloczynem $rodkowym, (ab) wewnetrznym, [ ad|
zewngtrznym, A i u pewnemi wspolezynnikami dowolnemi, nier6-
wnemi zeru. Poniewaz, gdy 2 i p zmieniajg si¢ w stosunku stalym,
t. j. gdy A/u pozostaje pewng liczbg rzeczywista, rézng od zera,
iloczyn ad zmienia tylko swéj czynnik rzeczywisty, w skutek czego
ani istota powyzszego zwigzku ani istota mnozenia nie ulega zmia-
nie, mozna przeto przyjaé, ze jeden ze wspOlezynnikow, np. u=1.
Bedzie tedy
2. ab = A (ab) -} [ab],
Kladge w tém réwnaniu a =e,, b =e,, i zwazajae, ze iloczyn we-
wnetrzny (e,e,) = 1, iloezyn za$ zewnetrany [e,¢, | = 0, otrzymu-
jemy

3. e e, = A, r=1,2,...n
Kladae za$ a=e,, b =e,, r s, i zwazajac, ze (¢,¢;,) = 0, mieé
adac za$ a=e,, b =e,, r _s, izwazajac, ze (¢,¢;) = 0, mie
bedziemy
4. eres=[e )
t. j. ze iloczyn $rodkowy dwoéch jednostek réinych réwna sig ich
iloczynowi zewnetrznemu.
Z rownan 3. i 4. wynika, ze okreslenie istoty mnozenia $rodko-
kowego sprowadza sie do okreslenia znaczenia iloczynu e,e, zgo-

. ) . . . on(n—1) . .
dnie z réwnaniem 3. i do oznaczenia —(E)ﬁ~ iloczynow zewnetrz-

=

n(n

—1
—)+ 1 iloezynéw

nych e,¢;; razem wige mamy do okreslenia 3

jednostek.
Na teoryi mnozenia $srodkowego oparta jest teorya kwaternionéw,
do ktéréj teraz przechodzimy.

30. EWATERNIONY HAMILTONA.
Kwaternionem nazywamy liczbe zespolong postaci
1. a=qa,-}a,e,+oa,6,+aey,

utworzong z czterech jednostek, z ktérych jedng jest 1, trzy za$
pozostale e, ey, ¢, ulegajg prawu mnozenia Srodkowego.
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Na podstawie réwnaii 1., artykulu poprzedzajycego bedzie
0,8, = — €85, €€ == — 6,6, €,6 = — €0
€10 = €0y = 63 0.
Ay okresli¢ istote mnozeunia trzeba, wedlug podanéj wyzéj teo-
ryi, oznaczyé liczbe 2, dla ktéréj:
o0y = rye, = cy0y = 1,
oraz trzy iloczyny
€ Cyy €y 8y Oy €y
Polézmy tedy
3. e e, =¢,, awige e,e; = —e,.
i przyjmijmy, ze do mnozenia jednostek stosuje sig prawo laeznosei.
Na téj zasadzie z pierwszego rownania 3., otrzymujemy
e e 0, = ¢ e,
Loy = e ey
stad:
e e, = Le,
173 2
4.

e ey = — Aoy

Podobniez z drugiego réwnania 3. bedzie

€yryf = — 6,6,
leg = —eye;
stad:
€,6, = — LC
5.
e:; 6._, = )”ﬂl

Poniewa? e, e, e; réwna si¢ z jednéj strony e, e,.e; =e3e,=4, 7z dru-

giéj 7a$ e,.e, e;=—1Ae, e, = — A%, a zatém byé winno — 22 =1,
skad A = — 1. Wstawiajac te warto$¢ w réwnania 4. i 5., otrzy-
mujemy

€L&=—0C; &G T O

€6, = €, & 0F=—¢

Ostatecznie wige mamy nastepujgcy szereg rownan, charakteryzu-
jaeyceh jednostki zasadnicze kwaternionéw:



30] KWATERNIONY UAMILTONA. 173
ooy =—1, ee,=—1 ee3=—1,
€16 =6, 6= 6,
6. CpCy == 10y, G ey = — ¢y,
€30 7=y GG == — 0y,
Geye=e,c 0 =e¢c ¢, =—1

0630y == ey, ¢, ==¢y0,0 = L.

Dodawanie i odejmowanie kwaternionéw odbywa si¢ wedlug ogél-
nych prawidet tych dziatan dlaliezb zespolonych wyzszych|art, 22.].
Mnozenie wykonywamy, uwzgledniajge prawo rozdzielnodci oraz
réownania 6. Na téj podstawie iloczyn dwéeh liczb

a=a,~+ay e, tae,age,
b=Ppy-+prest oo 1P

przyjmuje postaé nastepujaca

ab =(ayfy—ayfi—asf,—ayf;)
Haofita fotafy —aspale
+(ayfy—ay By tasBot-aspy e,
(st fe— i fo)e;.

Widzimy wige, ze iloczyn dwdch kwaterniondw jest kwaternionem
tej saméj postaci, jakiéj sa czynniki, Wlasnosé ta stosuje sie do
jakiéjkolwiek skonczonéj liczby czynnikow.

Mnozenie kwaternionéw nie jest przemienném. W saméj rzeczy,
tworzge, wedlug powyzszego prawidla, iloczyn ba, otrzymamy

ba = (Bay— 10— Py, — ;)

F(Boor ot — o)

Hocts = Brag—tPro 1P ey

“H(BoaytPray —Poti—Ps ;-

Dwa iloczyny ab i ba nie sg zatém wogole rowne.

Celem prostszego przedstawiania wynikéw dziatafi nad kwaternio -
nami 1. zastosujemy niektdre pojecia i odpowiadajace im oznaczenia,
wprowadzone przez Hamiltona. Cze$é rzeczywisty o, kwater-
nionu @ nazwijmy skalarem i oznaczmy przez Sa, cze$é za$ nierze-
czywisty a,e,—agesd-a e, nazwijmy wektorem i oznacamy przez Va;
bedzie tedy :
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9. a==Sa— Va.
Z tych okreslen wynika, ze skalar sumy réwna sig sumie skalaréw,
wektor sumy sumie wektoréw ; podobniez, skalar réznicy réwna sig
réznicy skalaréw, wektor réznicy jest réwny réznicy wektordw.
Z wzordw 7.1 8. wyplywa, Ze skalar S(abd) iloczynu dwéch kwa-
ternionéw a i b réwna sig
a0 — a1y + ayfy — ay By,

wektor za$ iloczynu wyraza sig za pomoca wzoru

V (ab) =(aofi~ai Byt asfs —ayfy)e;
(e — s fyFasfo—+afr)e
—HaoBs~taifo—aspi—ofn)es.

Mozemy tez, korzystajac ze skréconej formy 9., przedstawié iloczyn
dwéch kwaternionéw a i & pod postacig,

(Sa~Va) (864~ Vb) = Sa.Sb—+ Sb.Va-tSa. Vi Va. Vb,
iloczyn za$ da bedzie mial postad

(864 Vo) (Sa+-Va) = Sa. 8b+ Sb.Va-t Sa.Vo-+ Vb, Va.
Oba iloczyny réznig sig tylko czwartemi wyrazami, gdyz wedlug
wzoréw 7. i 8., zakladajac w nich a,=pg,=0, otrzymujemy:
Va. Vb= — (a, f; 4 a, f, 1 a3 ;)
10. + (ayfy —azfy)en+(azfy — a13) e+ (a1 fy—asf ey
Vb.Va= — (o, + ayf; + a3f3)

—(afy —ayBaley — (031 — g By)e, — (a1 iy — a8 e

Te wzory pokazujg, ze skalary iloczynéw Va.Vd ib.Va sy réwne,
ich wektory sg znakéw przeciwnych; mamy tedy
S(Va.Vb) = S(Vb. Va)
V(Va.Vb)y=—V(Vb. Va)
skutkiem czego iloczyny ab i ba przyjmuja postaé:
ab = Sa.8b 4 Sb.Va+ Sa. Vb~ S(Va.Vb)+ V(Va.Vb)
ba = Sa.86 4 Sb.Va—- Sa. Vb4 S(Va.Vb)— V(Va.Vb).

11.

12.

skad
13. ab—ba=2V(Va. Vb).
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Zakladajac a==0, otrzymujemy ab=>ba=qa? V (Va Vb) =0,
S(Va.Vb)y=(Va)?, a zatém
14. a? = (Sa)*+2 Sa Va+ (Va)?,
skad
S.a?==(Sa)?--(Va)?
V.a>=28a. Va.
Z réwnan za$ 10., gdy w nich zalozymy e =120, znajdziemy
15. (V) = —(a,® + &y + a;?)
Potega trzecia kwaternionu e bedzie miata nastgpujgce wyrazenie
a’ == (Sa)?+3(Sa)%. Va 4 3 Sa.(Va)? 4 (Va)?,
przyczém, jak latwo okazaé, zachodzi zwigzek
a* = (3 ay*— 0o’ —a’ —a;?) a—2 a0y’ +a +a* +0y?) = 0,
z ktorego wyplywa, ze kwaternion ¢ czyni zado$¢ nastepujgcemu
réwnaniu stopnia trzeciego :
a* — (Ba*—a* — o) — a®)a + 20 (0* + o, + @’ +ay?) =0
Dwa kwaterniony Sa+4 Va i Se — Va, roéznigce sig znakiem cze$ei
wektorowéj, nazywajg sie wzajemnie sprzgionemi ; kwaternion sprze-

zony z kwaternionem « oznacza Hamilton przez Ka.
7 okreélenia tego otrzymujemy bezposrednio

a + Ka=2 Sa
a—Ka=2Va
a. Ka=(Sa+ Va)(Sa— Va) = (Sa)? — (Va)?,
a przy uwzglednieniu wzoru 15.:
a. Ka = ay?+a,*+a,>+}a,

Wyrazenie na stronie drugiéj téj réwnosci nazywa sig normq kwater-
nionu i oznacza sig przez N(a), bedzie zatém
16. a. Ka = N(a) = o>+, +a,"+a;’.
Jezeli w wyrazeniu 12. iloczynu ab zmienimy znak czeSei wekto-
rowéj, znajdziemy

K(ab) = 8a.8b—8b.Va— Sa.Vh-+S(Va.Vb)— V(Va. VD).
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Dwa ostatnie wyrazy, na podstawie rownaf 11., mozna zastgpic
jednym Vo. Va, bedzie zatém
K(ab)=8a.86—8b.Va—Sa. Vo411 . Va.
Z drugiéj strony
Kb.Ka=(Sb — Vb)(Sa — Va)
= Sb.8a — Vb.Sa — Sa. Vb Vb. Va,
dochodzimy wiee do zwigzku
17. _ Kb . Ka= K (ab).
z ktorego, kladge b= «, otrzymujemy
(Ka)> = K .a%
Mnozge obie strony réwnania 17. przez & i zwazajac, Ze
b. Kb=N(b),
mie¢ bedziemy
N(). Ka==1b.K(abd),
a przez pomnoZenie obu stron przez a, znajdujem y
N@).a.ha=ab.K(ad)
lub
N(a) N(b)=N(ud).
Wz6r ten wyraza, ze norma iloczynu dwdéch czynnikéw réwna sie
iloczynowi norm tychze czynnikéw.

Stosujac do tego twierdzenia wzory
samosé

-

7.1 16. otrzymujemy toz-

(a?+ a4 a* = a?) (B,7 + B2+ g7 + Bi%)
= (aofly — @ fy + aufy — as)*
~+ (@ofy+ aifly —F sy — )
(s — wfs + asfy - 1)
(a5 + @iy — s+ ,0)*

pozwalajaca nam przeksstaleié iloczyn dwoch liezb, z ktorych ka-
zda jest sumg czterech kwadratow, na sume czterech kwadratow.
Wzér ten zawdzigezamy Eulerowi.
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7 okreélenia normy wynika ze wszystkie kwaterniony
a=ay+aje+aye, +aye,
w ktorych odpowiednie wspélczynniki majg wartosci bezwzgledne,
réwne wartoSciom bezwzglednym wspétezynnikéw kwaternionu a,
bedg mialy normy réwne. Jezeli wyobrazimy sobie, ze a, jest stale
i ze zmieniamy tylko znaki wspélezynnikéw pozostatych, otrzy-
mamy 8 kwaternionéw:

oo+ ageg +ay e, +az e,
ay — a6 + ay e, -+ ay e,
oy — a8y —azey + ay e,
Gy — 01 64 — Uy €5 — 03 €y,
o toge —aya + age,
ay + age; —ay e, —az e,
oy Fope +aze, —agey,
g —ay e + a8 — age,
majgeych normy réwne, a gdy zmienimy jeszeze znak przy ay, to
takich kwaternion6w bedzie szesnadcie. Ale wymienione kwaternio-
ny nie wyczerpujg jeszeze mnogosei kwaternionéw, majgcych normy
rowne, albowiem jest rzeczg widoczng, ze dojdziemy do téj saméj
normy a,-+a,2+a,%+a,% skoro przemienimy wszystkiemi mozli-
wemi sposobami wspéteczynniki przy jednostkach; poniewaz za$
tych przemian moze by¢ 1.2.3.4 = 64, a zatém bedziemy mieli
16.64 = 1024 kwaterniony, majace normy réwne [od zera rézne].
Warto$é hezwzgledng pierwiastka kwadratowego z normy nazywa
Hamilton tensorem kwaternionu, oznacza go przez Za i kwater-
nion @ przedstawia pod postacig

a=Ta. Ua.
Czynnik Ua nosi nazwe wersora. WlasnoS$ciami kwaternionow, wy-

nikajacemi 7 téj postaci, nie bedziemy si¢ tu zajmowali.
Iloraz dwo6ch kwaternionéw

a

b
okreélamy jako kwaternion x, dla ktérego zachodzi réwnosé

Pojecia, T. L. 12
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z.b = a.
Dla oznaczenia = pomndézmy obie strony przez Kb:
z.0.Kb=a.Kbd
aN(b)=a.Kb
stad

=g
18. —JV(b) .

Kb
a wiec iloraz jest oznaczony, gdy
N() = p" + B+ Bs* + /332
nie jest zerem, co spelnia sig zawsze, jezeli kwaternion nie jest
zerem.

Gdybysmy przyjeli, ze wspélezynniki kwaternionu sg liczbami
zespolonemi zwyczajnemi, to norma mogla by byé zerem, jakkol-
wiek sam kwaternion nie jest zerem. Przypadek ten wylgczamy.

Ktadge

e=E+&e+Ee+ e
i nwzgledniajge, ze na mocy wzoru 7., jest
aKb=(ay+aye; +ase, +aye,) By — fres—Paes — By ¢)
= (ag fo + oy fy + ax B + a5 B3)
+ (@ fo —aof1Fas fo—as ) &
+ (a3 o — a3 fr — @ fa + a1 )
+ (ag fo + az fy — ay o — ) &>

otrzymujemy
1 ,
&= Z_V_(Zz—)(‘a"”g" + afiy + ay By + as Bs)s

1
&= gy (@bo — @b+ anfy — as o)

19. )
§y= m(azﬂo — a3y — ay By + a; fs),
1 .
& = wlafy + axBy — oy fs — ay Bs)-

NG
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Z réwnania 18. znajdujemy -

a akd
b N’
adlae=1:
1 Kb
b N(b)
stagd za$ wynika :
a 1 Kb  a
BT CNG T B

t.j. zwigzek analogiczny do zwigzku 108&. art.11 w teoryi dziatan for-
malnych.
Na podstawie okreslenia ilorazu bedzie

a b  bKec . abiKc __ab
e YN T NMe) T
Jest to zwigzek téjsaméj postaci, jak zwigzek 4b. art. 11 w teo-
ryi dzialan formalnych.

W podobny sposéb mozna okazaé, ze dzielenie kwaternionéw po-
siada wlasnoéci, wyrazone wzorami

ac

a
(b ) b
c
analogicznemi z drugim i trzecim wzorem 4. art. 11 wteoryi dzia-

taii formalnych; ze natomiast do kwaternionéw, z przyczyny nie-
przemiennos$ci mnozenia, nie stosujg si¢ np. nastgpujgce réwnania:

2

b
Zziza, —ba—za,

b

a a

Ol
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31. DZIAELANIA NAD WEKTORAMI.

Prawidla rachunku nad wektorami, t.j. nad liczbami tréjjedno-
stkowemi postaci
o8+ 0y tage;,
wynikajg bezpo§rednio z teoryi, podanéj w poprzedzajacym arty-
kule.
Niechaj bedg dwa wektory
a=o;¢ +a¢+aé
b=prey+ faea+ f3 -
Suma ich
a+b=(a, + /51)‘{1 + (apf Bo)es + (a5 Bs) e

bedzie réwniez wektorem. Dodawanie wektorow jest dzialaniem lg-
czném i przemienném.
Réznica wektoréw @ i &.

a—b=(o;—p)e; +(ay—Pa) ey + (as—Ps) e
jest réwniez wektorem. Ré7nica ta jest zerem, t. j. dwa wektory sg
rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
ay =y f1=[f a=Pfs
Tloczyn wektoréw a i &, wedlug wzoréw poprzedzajgcego artykulu,
bedzie

ab= — (o,f+af;+a;fs)

+ (ayfly — azfale + (afy — ayfis)e, + (wfy—asf)es.

a zatém iloczyn wektoréw jest kwaternionem. Iloczyn ba wyrazi
sie w ten sposdb :
ba= — (018, agfy+azfly)

— (agfs — wfa)e, — (a3, — wiffz)ey — (@ By —asPy)es.
Tloczyny ab i ba majg czesci skalarowe réwne, wektorowe zas czesei
réwne i znakéw przeciwnych, sg wigc kwaternionami sprzezonemi,
a zatém:

S(ab) = S(ba), V(ad) = — V(ba).
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ab 4 ba=28(ad),
ab — ba =2 V(ab).
Mnozenie wektoréw nie jest wige dzialaniem przemienném.

Kladgc b=a, otrzymujemy

a? = — (o) *-a,*+-05?)

Kwadrat wektora jest zatém réwny normie, wzigtéj ze znakiem prze-
ciwnym.

Wyrazimy iloczyn trzech wektoréw, mnozge iloczyn ab dwich
wektorow przez wektor trzeci

1.

c=ye,+ 7.6+ 36
Na zasadzie prawidla mnozenia kwaternionéw otrzymamy
abe=—(axfy — a3 5) 71 — (a3 —ay )y (a1 fa—asf)7s
+| — (a8 +agfytasfs)ys + (a3 —a1f3)7s “(a1ﬂ2_02ﬂ1)72]°1
+[_ (6181 +agfs+as Bs)ys +(0y s —asfy )71""(‘12.33 _%132)73]32
+[—(ayp s+ a3 s )7s 4 (afs —ag fa)ya—(asfr— 1 fs) 7 les-
Skalar iloczynu, t. j.
S (abe) = — (ayfs —asfy)y1—(a3fy —asfs Jya—(afs—asf)7s,
mozemy przedstawié pod postacig wyznacznika
aq, Uy, O
S(abc) =—|fu Bas Bs
V1s V20 V3

Na podstawie téj formy wyznacznikowéj wnosimy, Ze skalar iloczy-
nu trzech wektoréw zmienia znak przy przestawieniu dwoch czyn-
nikéw.

Wektor iloczynu V(abc) mozemy przedstawi¢ pod postacig skroé-
cong, wychodzge z tozsamosei
2. abe — bea = (ab-+ ba) c— b (ca+ac).
Na podstawie réwnan 1. mamy

2V[a. V(be)] = a.V (bc)— V(bc) . a,

a dodajac do tego tozsamo$é
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0 =a.S(be) — S(be).a,
otrzymujemy :
2V [aV(80)] = a[ S(be)H(be) | — [(8(20)+ V(b)] a
lub 2V[aV(bs)] = abe — bca.
Na podstawie tychze réwnan 1. jest
ab 4 ba=2 S(ad),
ca + ac=2 S (ca).

Kladac przeto w réwnanie 2. warto$ci, otrzymane dla obu jego
stron, znajdziemy

Vla. V(be)] =cS(ab) —b. S(ca)
dodajgc tu do obu stron tozsamosé
Via. S (be)] = aS(be)
i zwazajgc, ze
ViaS(ec)] + ViaV(be)] = V(a. be),
dochodzimy do réwnania
V(abe) =aS(bc) — bS(ca) + ¢S(ad),

przedstawiajacego wektor iloczynu trzech czynnikéw.
Tloraz wektoréw, okreslony za pomocg réwnania

2b=a,

jest wogdle kwaternionem. Zakladajac w réwnaniach 19. art. po-
przedzajgcego:

ay =10, f,=0,
otrzymujemy iloraz x pod postacig
w =& + &e -+ &, 1 &6,
gdzie
1
& = ‘Z\T(“l)‘)(alﬂl"!'azﬂz“]'asﬁs);

&= ]"V—:Z)‘(as Bs—asfs),
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1
&= Wb‘)(alm *’13/31):

& = Nl(b)(%m*alﬂﬁ:
N@) = B2 +p,+ b

1 Teorya kwaternionéw jest nauka czysto angielska, ktéra dopiero
w ostatnich czasach zaczela rozpowszechniaé sig na kontynencie. Opo-
wiadanie o usilowaniach swych utworzenia nowego rachunku umiesecit
Hamilton wprzedmowie do dzieta: Lectures on Quaternions containing
a systematic statement of a new mathematical metod etc. 1853. [Jedno-
czeSnie tym samym przedmiotem zajmowali si¢ bracia J. T. Graves
i Ch. Graves]. Najwieksza trudno$é stanowilo ustanowienie wlasnosci
zasadniczych mnozenia wektordw [poréwn. art, 31.], przedstawianych za
pomoca liczb o trzech jednostkach zasadniczych <7 j, k [u nas e, e, ¢].
Hamilton mniemal zrazu, ze utrzymanie przemiennosei mnozenia jest
rzecza konieczng; po wielu wszakze probach przekonat sie, ze iloczyn
i iloraz wektorow nie sa juz wektorami, lecz kwaternionami, i ze nalezy
odrzucié przemienno$é mnozenia wektoréw, zachowujac tacznosé iroz-
dzielno$é tego dziatania. Wedlug teoryi, ktora dajemy w tekscie, fakty
te sg nadzwyeczaj prostemi, ale Hamiltonowi, ktory dazyt do nich
na innéj drodze, nie mogly sig one predko ujawnié.

Drugie obszerne dzieto Hamiltona, po§wiecone kwaternionom, wy-
dane zostato w r. 1866. [po Smierci autora] p. t : Elements of Quaternions
[Przeklad niemiecki G1lana p. t. Elemente der Quaternionen, I, 1882, II.
1884.] zawiera tresé poprzedzajacéjjego pracy w bardziéj systematycznym
ukladzie. Wyktad ma charakter geometryczny, rozpoczyna sie od teoryi
wektorow, a nastepnie przechodzi do kwaternionéw, uwazanych jako ilo-
razy wektorow. Algebra kwaternionéw, Teorya funkeyj kwaternionow,
wreszcie liczne zastosowania do rozmaitych zagadnien Geometryi i Fizy-
ki wykazuja uzytecznodé i elegancya metod kwaternionowych. Ueczeni
angielscy z upodobaniem stosuja tez te metode do badan fizykalnych;
Clerk-Max well uzywa jéj w znakomitym swym Traktacie o elektry-
cznosei i magnetyzmie. Elementarng teorya kwaternionéw oglosit Tait
nczen Hamilton a: An elementary treatise on quaternions [drugie wy-
danie 1873.]. Kelland itenze Tait napisali Introduction to quater-
nions with numerous examples, 1873. We Francyi Allegret [Essai sur
le caleul des gquaternions, 1862.], Hoiiel [Théorie élémentaire des quan-
tités complexes. IV-me Partie, Kléments de la théorie des quaternions,
1873.] i Laisant [Introduction 4 la méthode des quaternions, 1881.]
przeszezepili nauke angielska na grunt francuski. W Niemczech H an-
kel, jeden z pierwszych, uprzystepnil ja w tresciwém, niezaleznem od
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metod geometrycznych przedstawieniu, z ktérego po czesei korzystamy
i w naszym wyktadzie. W jezyku polskim mamy prace K. Hertza p. t.
Pierwsze zasady kwaternionow Hamiltona, 1887.

Skupienie [a;, tgy « . y0n), W KEOTém o, 0gy...,%n 8a liczbami rzeczywi-
stemi, okreslamy jako liczbe, podlegajaca nastgpujacym prawom: [Poréwn.
Peano, Intégration par series des équations différentielles linéaires
Mathematische Annalen, XXXII, 1888, str. 451 i dalsze, a takze dzielo Cal-
colo geometrico secondo I’Ausdehnungslehre di H.Grassmann ete,
1888.]:

Rownosé dwoch skupieii

a=[oy, oty e.. 0m], b=1[By, Fay...,Bu),

gdzie o i 2 s liczbami rzeczywistemni, okreslamy za pomocg rownai

o =8, =20y ... ,00=0u;
sume a -} b za pomocg rownania

at-b=[o,4-3;, oty . . - o+ Baul;
iloczyn ha, gdzie k jest liczbg rzeczywista, za pomocg wzoru
ha=[hay, hoy, . . . ,han];
réznice za pomocg réwnania
a—b=a-+(—1)b.
Zerem jest skupienie, dla ktérego
a1=0, a2=0, oo ,Gln:O-

Liczba Aa 4 pb 4. .. gdzie A, p.. .. sg liczbami rzeczywistemi, jest oczy-
widcie liczbg, podlegajaca powyzszym okre§leniom dzialai.
Jezeli potozymy

¢, =[1,0,0,...,0], &,=1[0,1,0,....0], . . . ,e»=[0,0,...,0,1],
otrzymamy skupienie a pod postacia

a=u e ‘e, + ... anen,

to jest pod postacia liczby zespolonéj wyzszéj o n jednostkach zasadni-
czych.

Teorya ta obejmuje w sobie podane w art 22. teorye Hamiltona
i Lercha.

2 Pierwszg pobudke, do badan wspomnionych w tekscie, daty Gras s-
manno wi spostrzezenia nad stosowaniem liczb ujemnych w Geometryi,
jak to czytamy w przedmowie do dziela z r. 1844. Podobne pomysly pod-
joli wezesniéj jeszeze Mobius w rachunku barycentryeznym [1827.],
i Bellavitiswteoryi ekwipolencyj [1839],ale najptodniéj mysltarozwi-
nela sie w umysle Grassm anna, Twierdzenie, ze gdy 4, B, Coznaczajg
punkty na prostéj, jest zawsze AB-4-BC=AC, bez wzgledu na to, czy
punkt Clezy migdzy punktami A i B, czy zewnatrz ich, rozszerzyl Grass-
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mann do przypadku, w ktérym punkty A, B, C nie leza na prostéj, a prze-
chodzac, od sumy do iloczynu zauwazyl, ze nietylko prostokat ale i r6wno-
leglobok moze byé uwazany za iloczyn odcinkow, w ktérych, oprocz dlu-
godci, uwzgledniamy jeszeze i kierunki. To uogélnione mnozenie po-
zostawalo w zwigzku z uogélnioném dodawaniem, podobnie jak mno-
zenie zwykle ze zwyklém dodawaniem. Lecz zachodzila i roznica obu
mnozen, polegajaca na tém, Ze w mnozeniu nowém porzgdek czynnikéw
nie byl bez wplywu na znak iloczynu. Wnikajac coraz glebiéj w tresé
tych wynikow, przekonal si¢ Grassmann, ze polegaja one na pe-
wnych zasadach ogélnych, niezaleznych od obrazu geometrycznego form
badanych, i tym sposobem doszedt do ogé6inéj nauki, ktéra przedstawit
w dziele: Die lineale Ausdehnungslehre, ein nener Zweig der Mathematik,
1844, Dzielo to, odbiegajace tak metoda jako tez i forma od 6wezesnych
dzie! matematycznych, pozostalo na razie bez wplywu, mimo ze
Grassmannwrozmaitych rozprawach, ogloszonych w dzienniku Jour-
nal fiir die reine und angewandte Mathematik, wykazal cala plodnoéé
i uzyteczno$é swojéj metody. Nawet i nowe opracowanie z r.1862.
w szacie algebraicznéj na razie pozostalo prawie niepostrzezoném. Do-
piero Han kel w pracy swéj Ueber complexe Zahlensysteme, 1867. wy-
kazal doniosto§é badail Grassmanna, iod té chwili pomysty jego
zaczely sobie zdobywaé uznanie. Schlegel, Preyer, Noth,
Schendel Caspary, Peano i inni w wielu kierunkach wyka-
zuja waznosé i uzytecznosé metod nauki Grassmannowskiéj. Sam Grass-
mann udowodnit [ Der Ort der Hamiltonschen Quaternionen in der Aus-
dehnungslehre, Mathematische Annalen, XII. 1877, str. 375 — 386.], ze ra-
chunek kwaternionéw stanowi tylko szczegélny przypadek jego metody
ogélnéj. [Mowimy o tém w artykule 30.].

3 H. Scheffler oglosit swoje pomysty w pracach: Ueber das Ver-
hiltniss der Arithmetik zur Geometrie ete. 1846, i Der Situationscalcul
ete. 1851. Na takiéjze podstawie oparta jest metoda Zmurki, ktorg roz-
winat w dziele: Wyktad matematyki na podstawie ilosci o dowolnych kie-
runkach. [Poréwn. P. Dziwinski, Rys dzialalnosei naukowéj i nau-
czycielskiéj Wawrzytica Zmurki, Prace matematyczno-fizycene, 11, 1890,
str. 433—453.).

‘Hankel L c. str. 106 — 107. Dowéd Hankela podajemy nizéj
W przypisie 17-ym.

S Weierstrass. Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten
complexen Grossen. [ Gottinger Nachrichten, 1884. str. str, 395—419.].

¢ Dedekind. Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten com-
plexen Grossen [ Gottinger Nachrichten, 1885. str, 142—159.].

" Kronecker. Zur Theorie der allgemeinen complexen Zahlen und
der Modulsysteme [ Mittheilungen der Berliner Akademie, 1888. str. 249—
250]. Poréwn. takze tego autora Sur les unités complexes ‘[ Comptes Ren-
dus, XCVI, XCIX, 1883. 1884.]. '

$Dedekind, I c. str., 156.
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9 Lipschitz, Untersuchungen iiber die Summen von Quadraten,
1886.

1 Schur, Zur Theorie der aus n Haupteinheinten gebildeten comple-
xen Zahlen [Mathematische Annalen, XXXTII, 1889., str. 49—60.]

1 Study, Complexe Zahlen und Transformationsgruppen [ Berichte
der k. sdchsischen Gesellschaft d. Wiss. 1889. str. 117—228].

13 Scheffers, Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten
complexen Grissen, tamze, 1889. str. 200—307 oraz, Ueber die Berech-
nung der Zahlensysteme, tamze, 1889. str. 400—457.

B Grassmann, Die neuere Algebra und die Ausdehnungslehre
[ Mathematische Annalen, VIL., 1874, str. 538—548].

14+ O tych i jeszcze ogolniejszyeh liczbach catkowitych mowié bedziemy
w czedei IL niniejszego tomu.

15 Rachunek Diihringa [Neue Grundmittel, it.d.] polega na rozktadzie
rownati, wtedy mianowicie, gdy wielkosei, zachodzgce w rownaniu, nie
s jednowartosciowe. Jest on rozwinigeiem téj saméj zasady, na ktoréj
opieramy okreslenie réwnosci liczb urojonych [art. 22. i 24 zwlaszeza
twier. VIII], a kt6rg oddawna stosowano w Algebrze w teoryi zwigzkow,
zawierajacych wyrazenia wymierne i niewymierne. Najprostszy przypa-
dek takiego rozkladu przedstawia juz réwnanie A + B=0, w ktérém 4
jest jednowarto§ciowém, -+ B— dwuwarto§ciowém, rozkladajagce sie na
dwa rownania 4=0, B=0. Drugi przyklad przedstawia réownanie

A+ BV=1=0, w ktorém A jest jednowarto§ciowém, B V-1 zad
przedstawia rowniez dwie wartosei -4-BV~1i —B V=1; z tego rownania
wynika rowniez A=0, B=0. Wyrazenie 4 + B+ ;C, gdzie j jest pier-
wiastkiem pierwotnym trzeciego stopnia z jednosei, jest zlozone z wielko-
§ci jednowartoseiowéj, dwu i trgjwartodciowéj, i dla tego rownanie

A+ B+;0=0,
sprowadza sie do ukladu trzech réwnan
A=0, B=0, (=0.

W saméj rzeczy, jezeli oznaczymy 4 + B przez S, bedziemy mieli

S4-50=0.
Roéwnanie to przedstawia trzy nastepujace:

S+4,;C=0, S§+,20=0, S+,2C=0,
ktorych dodanie, z uwagi, ze j424-?=0, daje:
S=0,

czyli
A+ B=0,

Stad, na zasadzie powyzszego, znajdziemy
A=0. B=0,
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a uwzgledniajac wynik S=0 w rownaniu 84 ;C=0, otrzymujemy
tez C=0.

Ogolnie, jezeli j oznacza pierwiastek pierwotny rownania z» =1, a wige
gdyj3 3 . . . ,jn»—1 s pozostatemi pierwiastkami tego réwnania, wtedy
z réwnania

A4jB 404 . 4 jr—1 K=,
w ktorém 4, B, C,. . .,K sa liczbami rzeczywistemi bezwzglgdnemi,
otrzymujemy
A=0, B=0,... ,K=0.
Jakkolwiek rozwigzywanie réwnai nalezy wlasciwie do czesei ITI-éj,
podamy jednak dla przykiadu zastosowanie powyzszéj zasady do roz-
wiazywania rownan stopnia drugiego, trzeciego i czwartego.

Pierwiastkiem rownania kwadratowego czystego z?=a jest wyrazenie
dwuwartosciowe + Vi; jezeli za§ rownanie kwadratowe jest mieszaném
postaci

a4 pr 4 q=0,
to winni§my przyjad, ze pierwiastek jego sklada sie z czesei jedno i dwu-
wartosciowdj, t. j. nadaé mu postaé k +1. Wstawiajac te warto$¢ w ro-
wnanie dane i uskuteczniajac rozklad, wedlug zasady ogdlnéj, otrzymu-
jemy dwa réwnania
B B pk 4 =0,
%kl + pl =0.
7 drugiego z tych rownan, jezeli ! nie jest zerem, znajdziemy

P
=— 5
skutkiem czego pierwsze przechodzi w nastgpujace:
p—L2 4 g—o,
5 T 1=0.

skad .

Bedzie tedy

Dla r6wnania stopnia trzeciego
Bt prdqrtr=0
nalezy przyjaé, ze pierwiastek sklada sie z czeici: jedno-dwu- i trojwar-
tocioweéj, ze ma zatém postaé
k4 L4,
gdzie j jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia trzeciego z jednosci.
Wstawiajac te warto§é w rownanie dane, otrzymujemy
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K4+ L4 j2M=0.
gdzie
K=B4+6kintP4+mdfpk*t2plmt-qgk+tr,
L=3k1+3km>}+32m+2pkl4pm?iql,
M=3kl+43k2mnt-3im+2pkm+pl2+4qm,
Réwnanie powyzsze rozpada sie na trzy nastepujgce:
K=0, L=0, M=0.

Z dwoceh ostatnich, znajdujemy z latwoscia

p=—23k q=3k—3Im,
skad
p3 . 1 /p? q
k:—%, q=—%——-5lm, m= !9—__,5L

wstawiajac za$§ w pierwsze z nich wartosei za & im, dochodzimy do ré-
wnania stopnia 6-go:

X WP pyg po 1 20 ¥
v (=) e+ (5" + ) =0,

ktére nazywa sie réwnaniem rozwigzujacém i daje sig sprowadzié do réwna-
nia stopnia drugiego.

Metoda niniejsza daje sig znacznie uproscié, jezeli uwzglednimy znane
wyrazenia wspolezynnikow w funkeyi pierwiastkow réownania [porown.
art. 37.]). Pokazemy to na przykladzie rownania stopnia czwartego, ktore
wyobrazmy sobie bez wyrazu, zawierajacego trzecia potege niewiadoméj,
[do takiéj postaci latwo kazde rownanie stopnia czwartego sprowadzié
mozna |

zttqa?trads=0,

Kladac dla pierwiastkow x,, z,, x5, x, tego rownania wyrazenia
gy =jl 4 jom A jn,
2y =2 o -,
iy =4 o,
zy ="+ j'm + jn,
gdzie j jest pierwiastkiem pierwotnym czwartego stopnia z jednosei,
i uwzgledniajac znane zwigzki
9=—1 (72 + 2 4 2% + 2,7).
r=—1 (@7 + 2 + 23 4 2,9),
s=—1 (22 +2)? + 22 - 2,2)? — 4 (2 + 2t 4yt - 2y,

otrzymujemy wedlug zasady rozkladu, prawie bezposrednio
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g=—(hln + 202),
r=— (& Pm 4 &mn?),
s=— (4 4lm2n—20Fn2—mtfnt),
co nas doprowadza do réwnania rozwigzujacego
ms - —% mé +(1"—é — %)m‘-’ — g’zzo,
dajacego sig sprowadzié¢ do rownania stopnia trzeciego.
16 Rownanie
atbx=0,
ma nieskonczenie wiele rozwiazan, jezeli wspotezynniki e 1 b majg postaé
a=ka, b=kl
gdzie k jest dzielnikiem zera, b’ za§ nie. W saméj rzeczy, bedzie wtedy
k(a + b'z) = 0;
poniewaz za$ k jest dzielnikiem zera, mozna przeto oznaczyé « tak, aby
byto
oV r=1,
gdzie I jest jakimkolwiek dzielnikiem zera.Podobniez, rownanie algebrai-
czne

ad-bxt ... Fhev=0,
posiada nieskoniczenie wiele rozwiazan, jezeli wspotezynniki sa postaci
a=Fkda, b=LkV, ... ,h=FkF¥,
gdazie & jest dzielnikiem zera. Albowiem do§é¢ oznaczyé » tak, aby byto

o F Vet W am=,
gdzie I jest jakimkolwiek dzielnikiem zera takim, Ze
=0

Te wlasnosé réownan o wspolezynnikach, bedaeyeh dzielnikami zera,
mozna uwazaé, jak twierdzi Weier strass, za uogélnienie znanéj w Al-
gebrze wlasnoei rownan, wedlug ktoréj posiadajg ome nieskoiiczenie
wiele pierwiastkow, jezeli wspétezynniki ich sg zerami.

7 Hankel w nastepujacy sposéb dowodzi twierdzenia wymienione-
go w tekscie.

Niechaj iloczyny jednostek wyrazaja si¢ jako funkcye liniowe samych
jednostek za pomoca wzorow

e = Gy + %T'f]»‘,t,z es

s,ue=1,2,...,n



190 CzE$0 1. ROZDZIAL VL

€ 1s,0% 89 liczbami statemi rzeczywistemi. Kladae tu =1, x=2,3,...,n
otrzymujemy uklad » —1 réwnan ;

€ e, = b2 + 2:718,],‘2 e

e eg="5134 ? Ns1,3 €5
€ ep—= & ,n+ ?ﬂs,] m €s

ktére mozna przedstawié pod postacia

—lie— 126 =(212—e)est312€+ « - ... 4 u1,2 €n
{13 —M13e = N2,1,36 (313 —edes + . . ... + 1,3 en
—10— N1,1,n € = "2,1,n €y + h3,1,n €3 + ..... +(‘f]n,1,n—c,)en

Z tych rownan mozemy otrzymaé e, e, .. .,e, W funkeyi jednostki e,
jezeli wyznacznik ukladu [por. art 26.], t.j.

M2,12—€1, MBL2 .. ... , M2
N213 5 (35,3 —€, « . . . . , Mu13
Tm oy M3 5 0 0 o 0 e PRUZE B

nie jest tozsamosciowo réwny zeru; kazda z tych jednostek wyraza sie
wtedy jako iloraz dwéch funkeyj stopnia n—1-go wzgledem e, mianowni-
kiem wspolnym wszystkich wyrazei jest wypisany wyznacznik. Tak
otrzymane wyrazenia wstawmy do rownania, wyrazajacego iloczyn ee,,
a mianowicie do rownania
ee=C e Fmeie4 ..., mten,

i znieémy mianownik, to dojdziemy oczywidcie do réwnania stopnia
n--1-go wzgledem e, wktorém wspétezynnik przy e,»+1 bedzie + 1. Nie-
chaj tém réwnaniem bedzie:

ot 4 A, e+ Ayen—1 4 . L Aup1=0.
Réwnanie

1 + Al xn + A2 xn—1 + . + A1z+1 = 0,

jak wykazuje teorya réwnan, ma » 41 pierwiastkéw zespolonych zwy-
czajnych &, &,, . . . £x, ktore czynia zadosé nastepujacym réwnaniom

H+ &4+ Fat=—4
G&+F&4&G+ . -+ b= 4,

& & .. b= (=1 Appa,
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a zatém byé musi tozsamosciowo :

et 4 A en 4 dgen—1 4 | .. 4 Ayt
= H—(G + &4 . ) e+ (=D E Btah

albo, jezeli przedstawimy strone druga pod postacia iloczynu, winno byé

e+l Ajen | Agen—1 4 . . 4 Ayt
= (e, — &) (e2—&5) . - . (e)—Ent1).

Poniewaz pierwsza strona ma byé zerem, powinna przeto i druga byé ze-
rem. Lecz strona ta staje sie zerem, gdy e, = &, k=12,....n+1, co wy-
laczamy, poniewaz e, nie ma byé liczba zespolona zwyczajna. Jezeli wiec
e, ma byé liczba zespolona wyzsza, to iloczyn poprzedni musi stawaé
sig zerem, jakkolwiek zaden z jego ezynnikéw zerem nie jest.

' H. A. Schwarz Bemerkung zu der in Nr 10 dieser Nachrich-
ten abgedruckten Mittheilung des Herrn Weierstrass [ Gottinger Nach-
richten, 1884, str. 516 — 519, takie Gesammelte mathematische Abhandlungen
11, 1890, str. 346—349].

19 Zasadnicze pojecia nauki Grassmanna i jego teorya mnozenia
przedstawiamy na podstawie dzieta: Die Ausdehnungslehre vollstindig
und in strenger Form bearbeitet, 1862., oraz klasycznéj rozprawy Sur
les différents genres de multiplication [Journal fir die reine und angewandte
Mathematik, XLIX., 1855. str. 123—141].

20 Metode wyznacznikow, ktoréj peczatki znajdujemy u Leibniza
[1693.] rozwineli i udoskonalili: Cramer, Bezout, Vandermon-
de, Laplace, Lagrange, Wronski, Cauchy, Jacobi,
Sylvester, Cayley iwieluinnych. Wronski juz w rozprawie
|niedrukowanéj], przedstawionéj Instytutowi francuskiemu w r. 1810,
[poréwn. wyzéj str. 44.], uzywa tak nazwanych sum kombinatoryjnych.
W rozprawie Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de La-
grange, 1812. str. 14, okresla on sume kombinatoryjna

WA X, AV X, ... Av X,]

gdzie X, X,,...X, sa funkeyami jednéj zmiennéj, jako sume iloczynéw,
ktore otrzymujemy, tworzac wszystkie mozliwe przemiany wykladnikéw
a, b, c... umieszczajac te wykladniki, tak jak tworza przemiany, nad
czynnikami iloczynu

AX,.AX, ... AX,,

dajac tak utworzonym iloczynom znak dodatni, gdy liczba waryacyj wy-
ktadnikow a, b, c..., uwazanych w porzadku alfabetycznym, jest zerem
lub liczba parzysta, znak ujemny, gdy liczba waryacyj jest nieparzysta,
i wreszcie tworzac sume wszystkich tych iloczynow. Wroniski dodaje,
ze tworzenie tych sum kombinatoryjnych, jest zupelnie analogiczne do
tworzenia takichze sum przy rozwigzywaniu réwnan liniowych; jest mia~
nowicie
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WAeX,]=AeX,:

P[AeX AP X, | = A¢X| AP X, — AD X A X;

WAeX. A0 X, A X ] = As X AV X5 A0 X — AeX | AC X5 A0 X
+AVX A XA X, — AVX AKX AKX,
+ A X ACX AL X, — Ac X AP N, A0 K

it.d.

W dziele Philosophie de la technie algorithmique, I. Section, 1815 na-
zywa on sumy kombinatoryjne funkecyami schin. Funkeye schin, wktorych.,
zamiast raznic funkeyj, wystepuja pochodne, nazwal Muir [A Treatise
on the theory of determinants, 1882] wrodskianam: [poréwn. art. 38,]."

Literatura wyznacznikow jest bardzo obszerna. Wyktad wlasnosei
i zastosowan znajdzie czytelnik szczegétowo podany w Teoryi Wyznacz-
nikow M. A, Baranieckiego, 1879; tresciwe przedstawienie w pracy:
Kritkie wiadomosei o wyznacznikach skredlit Wiadystaw Trzaska,
przypisek do dzieta: Zasady rachunku rézniczkowego i calkowego WL
Folkierskiego, 1870. Z dziel obeych klasyczném jest Baltzera:
Theorie und Anwendung der Determinanten. wyd. 5. 1881. Historya tego
algorytmu zawiera Muira The Theory of determinants in the historical
order of its developpement, ktorego czesé I wyszla w r. 1890,

21 Porown. M. A. Baraniecki L. e. str. 207—301.

22 Dlaotrzymaniailoczynu odniesionego wzieliémy tu wprost iloczyn do-
pelnief, na téj zasadzie [Grassmann, Ausdehnungslehre, 1862, str. 60.],
ze jezeli stopien n dziedziny glownéj jest nieparzysty, to dopelnieniem
dopelnienia liczby zespolonéj jest rowne saméj liczbie. [Gdy za$ stopien
dziedziny jest parzysty, to dopelnienie dopelnienia liezby zespolonéj jest
rowny téj liczbie pomnozonéj przez (—1)7, gdzie g jest stopniem téj
liczby].

33 Grassmann. Der Ort der Hamiltonschen Quaternionen in der Aus-
dehnungslehre, L. c.
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FUNKCYE CAEKOWITE.

32. OKRESLENIA.

Funkeye calkowite sg tém dla Algebry, czém sy liczby catkowite
dla Arytmetyki. Twierdzenia, ktoremi wyrazajg sig ich wlasnosci,
zawierajg sig w teoryi funkeyj algebraicznych i zarazem w teoryi
ogbélnéj funkeyj, nalezgeéj do Rachunku wyzszego. Do wywodu
wszakze zasadniczyeh wlasnodci funkeyj calkowitych wystarezajg
prawdy, podane w poprzedzajaeych rozdzialach, i dlatego zajmiemy
sie tu zbadaniem istoty funkeyj calkowitych na podstawie elemen-
tarnéj teoryi dzialan, oraz przedstawieniemich wlasnosei, potrze-
bnych nam w czedciach nastepnyeh tej ksigzki.

Funkeya calkowitq n zmiennych «y, @,, . . . ,@, Dazywamy Wwy-
razenie, zlozone z wyrazow postaci:

o 78 a
Copy gy - - - anml C N

gdzie ¢, q, ..., jest wspélezynnikiem stalym, wykladniki za$
Qy, Oy - - - 5 0y, Przyjmujg wartodci catkowite i dodatnie, nie wyla-
czajac i zera. Ogélna wige postaé funkeyi catkowitéj » zmiennych
&y, Bgy oo o, @y jOST

F(og, g, o ooy y) = 2y ay ... ag?t™ T™ o+ &%,
gdzie strona pierwsza wyraza ogélnie funkeyg n zmiennych. Liczbe
wyrazéw przyjmujemy za skonczong.

Pojecia, T. 1. 13.
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Jezeli suma wykladnikéw a,—-a,~+ . . . - @, przynajmniej w je-
dnym z wyrazéw o wspélczynniku nieréwnym zeru jest réwna m,
w pozostalych za§ wyrazach jest mniejsza od m lub réwna m, wtedy
funkeya calkowita nazywa si¢ funkeys stopnia m-go. Jezeli suma
wykladnikéw w kazdym wyrazie jest rowna m, funkeya nazywa sig
Jednorodng stopnia m-go.

Jezeli funkeya calkowita nie zmienia sig, gdy przestawiamy dwie
ktérekolwiek zmienne, nazywamy ja symetrycznq.

Przyklady.

o 2wy =32 2y 0 + 2+ 2 —day -5 2,

jest funkeyg stopnia 3-go czterech zmiennych z,, zy, 23, 2,3

4 2,2 4 2 .
ot 0y =20t 2y 2y 27 - Ry P2y 2y by 2y
jest funkeyg jednorodng stopnia 4-go trzech zmiennych o, z,, oy;
22tz wy?— 3, my g
.rlm—-}—.Z'?m + ... + z,™

N e eI L B N Y e A
sg funkeyami symetrycznemi: pierwsza stopnia 3-go trzech zmien-
nych =, x,, x;, druga stopnia m-go = zmiennych x, #, ..., ,
trzecia stopnia r—}-s tychze zmiennych,

Liczba wyrazéw funkeyi calkowitéj jednorodnéj stopnia m-go
zupelnéj, to jest takiéj funkeyi jednorodnéj tego stopnia, w kto-
réj nie brak zadnego wyrazu, wynosi, oczywiscie, tyle, ile mozna
utworzyé kombinacyj z powtérzeniem z n elementdéw, wzigtych po
m, jest zatém réwna

n(n41) ... (nfm—1)
1.2

N ()

Funkeyg stopnia m-go niejednorodng mozemy wyobrazié sobie, jako
zlozong z funkeyi jednorodnéj stopnia m-go, funkeyi jednorodnéj
stopnia (m—1)-go, stopnia (m—2)-go . . ., z funkeyi stopnia 1-go,
wreszeie z wyrazu stalego ; liczba zatém wyrazéw zupelnéj takiéj
funkeyi bedzie

n(n-{;l)z (7z+m 1)11_72(7:—1—1) (n;{;lm 1)2)+ +n(n—|—-1)+ 41

Z elementarnéj teoryi kombinacyj wiadomo, ze wyraZenie to jest
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rowne liczbie kombinacyj bez powtérzenia z » 4+ m elementiw,
wzigtych po m; otrzymamy tedy na liczbe wyrazdéw funkeyi nieje-
dnorodnéj zupelnéj stopnia m-go wyrazenie

(n4-1)nF2) . . . (nm)

1.2...m

Poniewaz ta liczba, jak widzimy, jest zarazem liezbg wyrazow funk-
cyi jednorodnéj stopnia m-go, zaleznéj od n+1 zmiennych, przeto
funkeya niejednorodna zupelna stopnia m-go, zalezna od n zmien-
nych, zawiera tyle wyrazdw, ile ich ma funkcya jednorodna zupel-
na stopnia m-go, zalezna od n-}-1 zmiennych. Do tego samego wy-
niku mozna doj$é bezposrednio, zwazywszy, ze funkcya jednorodna
stopnia m-go, zalezna od » zmiennych

Cpy Bgy o o o Tpy T
zamienia si¢ na funkcya niejednorodng zupelna, zalezng od
n zmiennych &y, @5, . .. ,, gdy w pierwszéj funkecyi uczynimy
jedne ze zmiennych, np. zmienng 2,4, réwng 1.
Zwazywszy dalej, ze liczba, wyzéj otrzymana, moze byé przed-
stawiona pod postacig

1.2...n.(n41)(n42) ... (nfm)
2

1.2...n 1 . e e .m

wnosimy, ze liczba wyrazéw funkeyi nicjednorodnéj stopnia m-go
zupelnéj, zaleznéj od n zmiennyeh, jest réwng liczbie wyrazéw funk-
cyi niejednorodnéj stopnia n-go zupelnéj, zaleznéj od m zmiennych.

Przyklad funkeyi jednorodnéj stopnia m-go w ktéréj nie brak za-
dnego wyrazu, stanowi rozwinigcie m-¢éj potegi wielomianu

2t oy .,
wyrazajace sie w sposob nastepujaey :

m!
n — —_— 1 O o
(@tayt ... )= s‘ ola,] '“a%{xlﬂ 2, L T,
m=1,2...m awl=12...0; [A=12...2],
gdzie suma X rozcigga sie na wszystkie wartodci calkowite i do-
datnie, nie wylgczajac i zera, liezb ay, @y,...,0n, CZyNigce zadosé ro-
wnoSci

a +a-+ .. Fa,=m
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Wzér ten stanowi uogélnienie tak nazwanego dwumianu N ew-
tona:

k=m

m! o

(r = ) e
k=0

Wedlug okreélenia, w kazdym wyrazie funkeyi jednorodnéj

O o, 173
an,,m, B e

suma wykladnikéw a, -i-aQ -+ ... ——|—a,z jest réwna m; jezeli przeto
zamiast @, @, . . . @, podstawimy oz, 0@, . . . o2, bedzie

= Coupytizyentiy, ey, 2y = Qa‘+ﬂg+" Fon X Coptntiy T A R
= 0" = Cayas - oy LWL %0
¢0 mozna napisa¢ w skréceniu tak:

Flozy, gy . . . own) = " F(ay, @y .. @),

Wzoér ten wyraza wlasnoéé zasadniczg funkeyj jednorodnych.
Jezeli w jakiéjkolwiek funkeyi catkowitéj

Oim O o
zca,,ag..,u” WLIET Ly

wspoélezynniki sg liczbami rzeczywistemi, zmiennym za$ nadajemy
wartoéei rzeczywiste, to i sama funkeya przyjmuje wartosei rzeczy-
wiste. W szczegolnosei, jezeli wspolezynniki sg calkowite, a zmienne
przyjmujg wartosci calkowile, funkeya przedstawia liczby calko-
wite.

Jezeli przy wspoélezynnikach rzeczywistych zmiennym nadajemy
wartoSci zespolone zwyezajne, to funkeya przyjmuje wogdle ré-
wniez wartoéci zespolone zwyczajne, W szezegolnosei, jezeli w funk-
cyi jednéj zmiennéj

F(x) = ey~ ep a4 oL s —F e,
o wspélezynnikaeh rzeczywistych, za zmienng « podstawimy raz
y—zi, drugi raz y—azi, wtedy, jak latwo sprawdzié, i funkeya I(«)
stanie si¢ w pierwszym razie @ (v, 2) -+ ¥ (y, 2)i, w drugim PD(y,z)
— Py, 2)i, gdzie @ i ¥ sy funkcyami stopnia m-go dwéch zmicn-
nychy iz Jezeli wige funkeya F(«) staje sie zerem dla pewnéj
wartodei #=y—-27, to byé musi jednoczesnie
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(p(yaz):()? ?I,(-% z) =0,
ék@d wynika, ze funkeya F(z) musi stawaé sie zerem i dla wartosei
sprzezonéj ¢ =y — zi.

Jezeli w funkeyi calkowitéj zmienne przyjmuja wartosci zespo-
loné wyisze, to wartosci funkeyi calkowitéj zalezg od zalozen, jakie
przyjmujemy dla dzialan nad liczbami zespolonemi. Przy zatoze-
niach, jakie sluzgza podstawe teoryi Weierstrassa [art. 22],
funkeya callowita liczb zespolonych przyjmuje wogoble wartosci, na-
lezgce do téj saméj dziedziny, do jakiéj nalezg zmienne.

Funkeya catkowita n zmiennych, przyjmujgeych wartosei rzeczy-
wiste, moze byé przedstawiona jako funkeya jednéj liczby n-wy-
miarowéj. W saméj rzeczy, majge funkeyy F(zy z, ... @), po-
16zmy

&2 = w1€1+x262+ . e +wnen,
gdzie e, ¢, . . .e, stanowig uklad normalny [poréwn. art. 28.];
bedzie tedy, na podstawie prawidel mnozZenia wewngtrznego:

(we) = @, (vey) = @y . . . (2€y) = @y,

a wiec

F(ay, 2y . .. 2,) = F((zey), (ze;) . . . (zen)).
Przeksztalcenie to, wskazane przez Grassmannal, moze byé za-
stosowane do funkcyj nietylko calkowitych ale i do jakichkolwiek.
Jezeli jednostki e, e, . . . e, zastgpimy ich dopelnieniami [art.
27.]. ktore oznaczmy dla krétkosci przez ry, ry, ... 7y, Wtedy mno-
zenie wewnetrzne na stronie drugiéj powyzszéj réwnosci mozemy
zastgpié mnozeniem zewnetrzném i napisaé

F(2y, @y o) = F(lar], [2r5] . . . [27a]).
Jezeli w szczegdlnosci funkeya I jest funkeyg calkowita jednorodna
stopnia m-go, to w kazdym wyrazie liczba zespolona 2 wystgpuje m
razy jako czynnik.

Wyobrazmy sobie, ze we wszystkich wyrazach rozwinigeia strony
drugiéj usuwamy liczbe @ z polaczen | zr; |, otrzymamy wtedy wy-
razenie, w ktérém miejsca, zajete poprzednio przez liczbg 2, sg pu-
stemi. Oznaczmy to wyrazenie dla skrécenia przez a, wyrazenie te-
dy funkeyi F(|zr,], [@r,], ... [#r,]) stanie sig nadzwyczaj pro-
stém, bo przybierze postaé
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u
aa™,

ktéra ma wlaénie oznaczaé, Ze w wyrazenia e z pustemi miejscami
| “Luckenausdruck,, jak si¢ wyraza Grassmann] w kazdém
z tych miejsc umieszczamy zmienng .

33. TWIERDZENIE ZASADNICZE.

“Jezeli dwie funkcye calkowite zmiennych @, #,, ... 2, s3 tozsa-
moéciowo réwne, wowezas wspélezynniki odpowiednich wyrazéw sg
réwne,,.

Niechaj bedg dwie funkeye catkowite tozsamo$ciowo réwne :

(1)
F('”p Doy vv . @) = Zb’a“ Oonoay BT L% L2

Gy )

. 2 .
F(4Z'1,.Z'2, e &y) = anl [ L A A
wyrazami ich odpowiedniemi nazywamy dwa wyrazy, w ktérych wy-
kladniki przy kazdéj ze zmiennych sg odpowiednio réwne?.
Uporzadkujmy obie funkcye dane wedlug poteg jednéj ze zmien-
nych np. zmiennéj »;, wzglgdem ktoréj niechaj funkeye bedg sto-
puia m-go; przyjmg one tedy postaé
Fy =XV (2, 2y .. 20)at, Fy= X[ @ ayr, ... «¢,)20F,
gdzie f;M.f®, sg funkeyami, zaleznemi tylko od pozostatych zmien-
nych @y, @, . .. #,. Poniewaz funkeye F| i F, sg tozsamosciowo
rowne, réznica zatém F, — F, dla kazdéj wartosci zmiennéj z,
[przy danym ukladzie warto$ci pozostalych zmiennych Ly, By iy
jest tozsamo$ciowo zerem ; a wigc

S (=) =
Jezeli za @, podstawimy tu kolejno m liczb dowolnych ale réznych
a, B, ..., otraymamy nastgpujacy uklad réwnan:
(fo(l)_fo(z;) +(fl(1) _fl(z))a +(f2<1)—f2(2))a2+... +(fm(1)_fm(2))am =0
Voo ®) - (A O—AOIB+ (0 —£,®) B e (O —F @) =0

. . . . . . . . . . . . . . .

(D=7 @) (£ =, @) A (fo = V2 A s (P =@ )2 =0
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Jako uklad réwnan wzgledem réznic
fo<1)_f0(2)a fl(l)-fl(ma LIS sfm(l)_fm(z)y

jest to uklad jednorodny i liniowy; poniewaz za$ wyznacznik tego
ukladu, t. j.

1,a,a?2 ... 0"

1,882 ...p8"

..........

..........

jest rézny od zera, gdy a, B, . . . » s liczbami réznemi?, co byto
wyzéj zastrzezone, na podstawie wige znanego twierdzenia [art. 26.]
wnosimy, ze musi by¢ koniecznie

FO—f@ =0, [O—f@=0 ... [0—f,O=0.

skad wynika nastepujgcy uklad funkeyj tozsamo$ciowo réwnych,
zaleznych od zmiennych x,, 23, . . . @4;

fV=F®, f[O=7®_ . | f£0=f02,
Jezeli do dwéch funkeyj kazdego z tych ukladéw zastosujemy me-
tode, uzytg przy funkeyach F, i F),, dojdziemy do réwnan, wyraza-
jacyeh tozsamo$é funkeyj, zaleznych od »—2 zmiennych 2, 2, ... 2,
Postepujac kolejno taz drogg, dojdziemy wreszeie do réwnan
c((:‘),az, ey, T 0512,),01, Loy

co bylo do okazania.

Z twierdzenia powyzszego wyprowadzié mozna wiele waznych
wnioskéw, z ktérych przytoczymy nastgpujgce :

1. Jezeli funkcya calkowita jest tozsamosciowo zerem, to jéj wspol-
czynniki sg zerami.

IL. Jezeli dwie funkeye calkowite F; i F, stopnia m-go zmiennéj
2 sg réwnemi dla m—}1 réznych wartosei téj zmiennéj, to funkeye
te sg tozsamosciowo réwne,

I1l. Jezeli funkeya calkowita stopnia m-go zmiennéj z staje sie
zerem dla m--1 réznych wartosci téj zmiennéj, to jest tozsamoscio-
wo réwng zeru.
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34. ILORAZ FUNKCYJ CALKOWITYCH.

Niechaj bedg dwie funkeye calkowite F i f stopnia m-go i n-go,
[m nie mniejsze od »], a mianowicie :

F=ayem+aa"14 ... +tap_2ta,
f=0bya" b a4+ .. byxtb,
Oznaczmy dwie inne funkeye calkowite Qi R, jedng stopnia
(m—n)-go, drugg stopnia (n—1)-go:
Q = e e @A L L e p 12 Cun
R=dya"'d o2 4 ... S dusxd,_,,

tak aby zachodzila tozsamosé

F=fQ+E.
Pomnézmy funkeys f przez funkeyg Qi dodajmy do iloczynu funk-
cyg B, nastepnie poréwnajmy wspé6lezynniki otrzymanéj funkeyi ze
wspélczynnikami funkeyi F. Na podstawie twierdzenia w art, poprze-
dzajacym podanego, otrzymany uklad m—1 réwnai
60 ) = Ay,

5100+5001 = a,,

m—n+1co+ bm—n "1+ o .. +blcm—-n‘|— do = Qpf1
)n—11+200+bm—n—101+ e "‘l—bzcm——n"i' dy = ayyo

e e e e e e e e e e e e e e e
bn—n co_l"bm—n—lcl“l‘_ e ‘I'bocm—n = Qy,
b

bmco + b cl_l" - +Z’ncm—n+d —17= Qg
w ktorych dla symetryi wprowadzono wspétezynniki b;,4.4,0, 40,085,
rowne zeru. Z réwnai 1. mozemy wyznaczy¢ [ poréwn. art. 26. |
m—1 wspélezynnikéw

Coy €1 « « « C—n, doa d1 o v dn—-l,

a wige tém samém funkeye Qi B, z ktérych pierwsza nazywa sig
dlorazem funkeyj F'if, druga resztg z podzielenia funkeyi F przez
przez funkceyg f.

Do wyznaczenia m — n 41 wspélezynnikéw ilorazu wystarcza
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m—n-~1 pierwszych réwnan powyzszego ukladu, a mianowicie dla
wyznaczenia wspélezynnika ¢, [r<<m—n] do$é¢ uwzgledni¢ tylko »
pierwszych réwnai. ‘W saméj rzeczy, wyznacznik ukladu r pierw-
szych roéwnan jest:

b, 0 ,0 ,...OI

b, 8 ,0 ,...0

. . . .

br, br-—ly bl’——?: LR bO

wspélezynnik za$ ¢, przyjmuje postaé wyznacznika

(”"1)’|a0’l’0,0 ye..0
2. ¢ = GE a,b,,6, ,...0
a, br: bl‘-—-17' . ‘bll

Celem wyznaczenia wsp6lczynnika d, reszty [r=0,1,2,...n—1 ] uwaz-
my uklad, zlozony z m—n—}1 pierwszych réwnan 1. oraz z jednego
z réwnai, ktére po nich nastgpujg, mianowicie réwnania

bm-—n-{-r»-H ¢+ bm—n—{—-r [ "l" . e + br—1Cmp—n "" d,= Un—ntrd1;
bedziemy mieli tym sposobem uklad m — n—-2 réwnan, z ktérego

rugujge m — n -1 liczb ¢y, ¢, . . . €,—p, otrzymujemy jedno ré-
wnanie

3 , 0 , ,0 ,a
b, A , ,0 ,a
=0,
b s Om—n1y o o o9 by A
bttty Omentrs « + « 5 br1y Gnentrpr—
Rozklad tego wyznacznika na dwa inne daje:
1, 0 .0 L0 13, ,0 0 a
3 By .0 0 b, By 0
buen  bpen—indy 0 bun  Bm—net by, Gmn

bm - n4-r4-1 :bm —ntree -br+1 ) da, | bm——w—}-r-}-l ,bm—n+r~ . .br+1;am-—n-|—¢+1|
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skad za pomocy Yatwego przeksztalcenia dochodzimy do wzoru

(m—mn) (m—n—1)

3.d =D 2

ay, @y .
0,0
0,0,.

— bom—n-+-1

0.00 ,bo ,bl‘+l

0,5 - .
by, by, .

« Up—n—15 Qpn—n 5 Am—ntrd1
R T

ce .
bm-—{-n—Z; bm—n—ly br—{—m——-u

. bnl-—[-n—l, bm—n ) b/'+m—n+1

Wzozy 2. i 3. daja szukane wyraZenia wspélczynnikéw ilorazu i re-
szty za pomocg wspoélezynnikéw funkeyj danych. Mozemy tez wy-
razi¢ sam iloraz i resztg bezpodrednio pod postaciag wyznacznikéw.
Jezeli mianowicie do powyzszego ukladu m—n—-1 réwnah dodamy

tozsamosé

@m=ng, +"7m—n_101 4+ ... +cm—n —Q=0,

bedziemy mieli ukltad m —n-4-2 réwnan, z ktérego rugujgc

Cyr Cps o o
otrzymamy zwigzek
a’o b bo K 0 ’
a ,b D R
a b b >

Wiynika z niego 4

(m—n) (m—n—1)
4 Q=( —1 ) 2
: bom—n-l-]

Ain—ns bm—n, [’m—n——l, e

M—=N  p—n—1
Q b x b 'Z' AR

Gdy za§ w wyrazeniu reszty

. cﬂl—”’

Ayy Ay Qg o oo Ap—p—1 > Bin—ny 0 |
0,0,0 ...0 b, .1
0,0,0 ...b, b e

0, bo ) 61 e bm—-n——z , bm—n*hwm"”‘—l
boa b1 ) bz v b, bpen ,2m"
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R=dgr'4-d o2+ ... +dyy,
podstawimy wartosci 3. wspétczynnikéw d,, dojdziemy po odpowie-
dnich przeksztalceniach® do wzoru:

(m—mn) (m—n—1) aoy al, oo o Gpon—1; Tn—n ) F

5. R=(_llb m—i-{-l 0709 ... 0 )bu 7f
v 0,0,...5, , b , af

. .

0, bo’ R/ PR bm—n——], ""'m—“_lf
bo, bl‘ o o o bm—-n—la bm-—n 9 ‘Z'm_”f

Niechaj w szczegélnym przypadku funkcya f bedzie stopnia pierw-
szego, i dajmy, ze

f=a—h.
Dla otrzymania ilorazu i reszty nalezy tedy w powyzszych wzorach
polozyé

by=1,b,=—1" b =0b=..=0,
skutkiem czego dla kolejnych wspélezynnikéw ilorazu otrzymujemy
G =
¢, =coh+a
6 e, =c¢hta,

!
Cin—1 = Cip—2 ° T @m—1
skgd wynika:
b =%
¢, =a,h+a
— 2
e, =ah?+ah+a,

Cuo1 = q, ]lln—l_'_al ]lm—'z__l_a_z hm—3+ RN PR
reszta za$ R sprowadza sie do wyrazu

8. CI,Z_1=a0 hm +al ]lm—l'-l"azhm —2+ o e e _'I" Qin s
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t. j. do wartdéei funkeyi F przy z = k, ktérg oznaczamy przez
F(). Jezeli wige dla x = & bedzie F(h) =0, to:

F=(a—h)/,,

gdzie f; jest funkeyg o wspolezynnikach ¢y, ¢;,. . . Cu—1, wWyzéj wy-
pisanych.

Jezeli funkeya I staje sig zerem dla m réznych wartosci zmiennéj
np. dla @="hy, ky . . ., hn, wtedy, na zasadzie powyzszego, bedzic
najprzéd

F=(a—h)f,

gdzie f, jest funkcyy oznaczong stopnia m —1-go, ktora nie jest
zerem dla @ =~h, lecz musi stawaé sig zerem dla @ =hy, fi3. . . Ay
Z tego powodu mozna znéw funkceya f; przedstawi¢ pod postacig

fi=(a—hky) S
gdzie funkeya f, stopnia m—2-go nie jest zerem dla # = h,, lecz
staje sig rowng zeru dla @ =—hs, . . . , k,. Mozna tedy napisaé:

F=(2—hy) (@—y)],
oraz
f2:(.l'—-—h)f3,

gdzie f; jest funkcyg stopniam—3-go. Postepujae tg drogy dalej,
otrzymamy funkeye fy, fs, « . - fn—1, S Kolejno stopnia m—4-go,
m—5-go....1-go, 0-go, z ktérych ostatnia f,, jest réwna wspolczyn-
nikowi a,. Tym sposobem dochodzimy do nastgpujgcego rozkladu
funkeyi danéj :

F(2) = aq(2—hy) (2—hy) ... (v—u)

t. j. do rozkladu funkcyi calkowitéj m-go stopnia na m czynnikow
stopnia pierwszego.

Funkeya F () stopnia m, stajge sig zerem dla m réznych war-
togei zmiennéj =, t. j. dla Ay, &y, . .. k,, nie moZe byé juz zerem
dla zadnéj innéj wartoéci zmiennéj, chyba, ze [na zasadzie twier-
dzenia w art. 34.| jest tozsamosciowo réwng zeru.

Oznaczenie liczb Ay, Ay, . . .k, dla kazdéj danéj funkeyi F'(z)
t. j. dla funkeyi, ktérej wspélezynniki sg dane, nalezy do Algebry.
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35. NAJWIEKSZY WSPOLNY DZIELNIK.

Jezeli funkceya
F(z) = apa" a2 . . . —an
nie jest podzielng bez reszty przez funkcys
S (@) =b,a*+b, x”"l—l— T
wtedy jest:
P=7Q+E,

gdzie reszta R, jest funkeyg calkowitg stopnia n, nie wigkszego od
n — 1, iloraz Q jest stopnia réwnego m —n, Podzielmy funkcyg
przez funkeyg R i niechaj bedzie

F=RQ - By
Reszta R, bedzie stopnia n,, nie wigkszego od n,—1, funkeya za$ Q
stopnia n—n,. Postepujac tg drogg, dochodzimy do nastgpujgcego
ukladu réwnan:

P =fQ +B&
S =BG +R2
1. R, = R,Q, —{——Ra

By 1= E,Q, + Bt
w ktorych stopnie reszt B, Ry, . .. B, sg kolejno: ny, ny <my,
ng <1y . ..n,_;<n, stopnie za$ ilorazéw Q, Q;...Q, s3: m—n,
n—ny, B —Ny . .. 0y _j—n, Wspolezynniki wszystkich ilorazéw
i reszt mozna wyznaczyé na podstawie wzoréw, podanych w poprze-
dzajacym artykule.
Z réownan 1. otrzymujemy:

]i.u—}—l :Rﬂ,—-l - -R,:L Q,lm

— Ly — Q.u (R‘u»‘l o Q/L——llguvl)
_ Q/t, R/t-—?, + (_1+Q,u Q!¢~]) B‘u~1

. . .

I

Widzimy stad, ze podstawiajgc wyrazenia reszt £, 1, £,_2 . . . .
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w poprzedzajace rownosei, kolejno otrzymywane, dochodzi si¢ do
zwigzku

2. Rypr=P,. F+Q,./

w ktérym P, i Q, s fankcyami calkowitemi zmiennéj z, pierwsza
stopnia n—mn,,, druga stopnia m—n,,, 0 wspélezynnikach, ktére dajg
sie wyrazi¢ wymiernie przez wspolezynniki funkeyj danych I71if.
Kolejne dzialania, wykonywane wedlug algorytmu, wskazanego
w réwnaniach 1., doprowadzajg ostatecznie do reszty réwnéj zeru.
Niechaj takg resatg bedzie B,1,. Poprzedzajgca reszta B4, sto-
pnia 7,1, bedzie albo stalg, rézng od zera, wtedy n,1,=—=0; albo
tez pewng funkeyg calkowitg zmiennéj », wtedy n,41 >0, W ka-
zdym razie ta poprzedzajgca reszta K44, na moey réwnania

‘R‘LL - R,u—}-‘l Q‘u-[-‘l s

bedzie dzielnikiem reszty R,, a wigc na mocy réwnai 1. bedzie
dzielnikiem kolejnych funkeyj B, 41,8, ~2...R, f, F. Jest ona najwigk-
szym wspdinym dzielnikiem funkeyj f i F. Jezeli B, 4 jest stalg, ré-
zng od zera, to funkeye dane Fij nie maja zadnego wspolnego
dzielnika, ktory bytby funkeys calkowita i nazywamy je wéwezas
wzglgdnie pierwszemi; jereli zas R,y jest funkeyg calkowity stopnia
ypg =1 méwimy, ze obie funkeye Fif za najwigkszy wspolny
dzielnik majg funkeyg calkowitg stopnia n, ;.

W przypadku gdy funkeye F i f sg wzglednie pierwsze, gdy wige
R,4q jest staly, od zera rézng, mozemy réwnanie 2., przez podzie-
lenie przez R4, sprowadzi¢ do postaci

3. 1=PF+} Qf;

gdzie funkeya calkowita P bedzie stopnia najwyzéj n—1-go, funk-

cya calkowita Q stopnia najwyzej m—1-go. Kladae:
P=po—tbp o o Fpu
Q=g L g

mozemy wspétezynniki p i ¢ oznaczyé ta samg metoda, jakiéj uzy-
liémy w poprzednim artykule do oznaczenia wspélezynnikéw ilorazu
i reszty. Mnozge P przez I, Q przez fistosujae twierdzenie arty-
kulu 33. otrzymujemy uklad m—n réwnai
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%D, +b,y, =0
a, po+a,p; +0195+0041 =0
AoPpy+a, P16, Py +0,90+01 110,95

Umtn—2Pyt Bt n—3PyF et @ Dp ot @y 1Py
Cypn—1Ppt Umpn—2Prtee o o o .

. . . . . . . . . . . . . . . .

w ktérych dla symetryi wprowadziliémy wspétezynniki

1y am+2; o oo 3 Untn—1, 6n+1, bn+2 PR bn—l—m—l,

réwne zeru. Z tych m-}-n réwnaii oznaczymy m—n wspétezynnikéw
Po Py - Q05 71 - -

W saméj rzeczy, jezeli wyznacznik ukladu powyzszych réwnan, t. j.
wyznacznik | podany przez Sylvestera

o« Pr—1y « $n—1.

Aoy A1y Qg o v o By 5 Ay o o Gy ,0, ... 0
O,apa ... 81,8, ...¢u ,a,
0,0..... A 5@ o Bty —nf2 « . . By
bo’bl’ ..... by ,0 ...0 , 0 ... 0
(N SN S FU .0
. . . . . ... .
0,0, 0eennn... T N S 5,

oznaczymy przez C,, a wyznaczniki czgstkowe, odpowiadajace ele-
mentom ostatniéj kolumny, oznaczymy odpowiednio przez

Coos Cor + + - Cou—1, Dogs Doy . .« Dy,
otrzymamy
G Du
b C,’ 7= c,
a réwnanie 3. przyjmie postaé
i=n—1 h=m—1
4, OOZFié,; Co,i*”’l""‘l"]‘f]_zo Dy, ; am—F=1,

Gdy wige funkeye F'i f s3 wzglednie pierwsze, zachodzi zwigzek 4.
w ktérym Cj jest od zera rézne, i odwrotnie, jezeli wyznacznik Gy

+bm-{-n—zqo+bm+n—391'f'--~+bn9m—2+bn—19m—-1= 0
ce e e e +ampn—1+bm+7z—1q0+bﬁz+n—291+--'+b71+19m—2+b719m—1=1
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jest rézny od zera, zachodzi zwigzek 4. lub 3., funkcye F'if sg
wzglednie pierwszemi,

Gdy wszakze wyznacznik C, jest tozsamoSciowo zerem, funkcye
Fif, jak to zaraz okazemy, majg za najwigkszy wspélny dzielnik
pewng funkeya calkowitg stopnia o-go [o=1]. W saméj rzeczy,
zwigzek 2., gdy w nim uczynimy pu—-1=—p, przez X, za$ rozumie¢
bedziemy resztg R,, w ktoréj wspélezynnik przy «¢ uczynilismy ré-
wnym 1, a zamiast P, i Q, napiszemy wprost P i Q, przedstawié
mozna pod postacig

5. Xg == PF—I_ Qf-
Kladac

P=pyareT4p e L A Pupr s
Q = quametfqame i L gy, ,
Xy=wot-r ze= 4, | '+Te’

mozemy metodg poprzednig wyrazi¢ wspélezynniki
Pos P1 - o e Pn—o—15 90y Q19 - + - Im—p—1

oraz

T, Py . . . T

przez wspélezynniki funkeyj danyeh i f. Jezeli oznaczymy mia-
nowicie wyznacznik

Ay, Qpy By o o o o o Cppp—29—1

Ay &y, Ay o o o Appdey—20—2

am—e@
bo» b], Z’;» ----- [)111—{—%—29-1

bna blva’ LR bnl+ﬂ~2g—2

by by o .. b,

przez C,, a jego wyznaczniki czgstkowe, odpowiadajgce elementom
ostatniéj kolumny, przez

Cg,Oa C{_),l EEE Cg,ﬂ-—-@—l, -Dg,(); J)g,l DI Dg,m—g——l

znajdziemy, jak wyzéj;
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Cg,i De,i
bi= 45— =7
C@ 9 ¢ Cg 7
a zwigzek 5. przyjmie postac
i=n—p—1 . i=m—o—1 .
0. Cg X@ =F. 3 Oe,i‘”n—e“_l +7. > _Dg,iwm—e——z—l.
i=0 i=0

Zachodzenie tego zwigzku stwierdza, ze funkcye #'i f majg za naj-
wigkszy wsp6lny dzielnik D, X,, t. j. funkeyg calkowitg stopnia o-go,
a nie majg dzielnika stopnia wyzszego. Gdy wiec wyznacznik C,
jest zerem, wyznacznik za$§ C) nie jest zerem, funkeye F'i f majg
za najwiegkszy wspélny dzielnik funkeyg calkowity stopnia pierw-
szego C, X,. Gdy wyznaczniki C,i C; sg tozsamo$ciowo zerami,
wyznacznik za§ C, nie jest zerem, funkcye F'i f majg za najwigk-
szy wspllny dzielnik funkcys C,X, stopnia 2-go. Wogdle, jezeli
Co=0, C;=0, Couy =0
wyznacznik za$ C, jest od zera réiny, wtedy funkeye F'i f majg
za najwigkszy wspélny dzielnik funkeyy C,X, stopnia p-go, a nie
majg wspblnego dzielnika stopnia wyzszego®,
Jezeli nakoniec
Co=0, C;=0,...0C,,
to wtedy funkeya f jest sama dzielnikiem funkceyi F.
Tak wiec
¢, =0,
przedstawia warunek konieczny i dostateczny, aby dwie funkcye
F'i f mialy czynnik wspélny.
Wyznacznik C, nazywa sig rugownikiem funkeyj danych.
Twierdzenia te majg wazne zastosowanie w teoryi eliminacyi.

36. ROZKEAD FUNKCYI CAEKOWITEJ WEDLUG POTEG INNEJ.
Jezeli Fi f s3 dwie funkeye calkowite zmiennéj » stopnim in
[m>mn], to pierwszg z nich mozna przedstawi¢ pod postacig
F=FO L FOf + FoOf2 4L . + F@O
gdzie PO, FO, F®,, F® sg funkcyami calkowitemi téjze zmiennéj
stopnia co najwyzéj (n—1)-go, p zas jest liczhg calkowitg nie wigk-
szg od m/n.

Pojecia, T. L. 14
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Dla okazania tego twierdzenia’ podzielmy funkeya F' przez f,
i niechaj bedzie
F = Qf +F0
Jezeli stopien funkeyi Q jest wigkszy od stopnia funkeyi f, podziel-
my Q przez f i dajmy, zZe
Q= @/ + FV
Jezeli stopien funkeyi @, jest wigkszy od stopnia funkeyi 7, po-
dzielmy znowu Q, przez f, otrzymamy tedy
| Q= Qf + I
Prowadzgc to dzialanie w dalszym ciggu, otrzymujemy szereg ré-
wnai

& =0, /+I¥®

Qp-—Z = Qp-lf + =1
Znajdujemy z tych réwnan

F=Qf + FO=(Qf + FV)f+ FO

= FO 4+ FOf4 Q,

= PO FOf +(Qf + FO) 2

= PO+ FOf+ FOf 4 Qyf
Ostatecznie wige, jezeli Qp_; oznaczymy przez F(®, dojdziemy do
wzoru, ktéry nalezalo dowie$é. Z natury ilorazu wynika, ze funk-
cye FO, FO, | | . F®-) sg wszystkie stopnia nie wyzszego od
n—1, stopnie za$ funkeyj Q, Q,, . . . Q,—; sg odpowiednio nie
wyzsze od m —n, m—2n, . .. m—nap, azatém np musi byé¢

o e . m
mniejsze od m, czyli p << e

387. FUNKCYE SYMETRYCZNE.

Okreélenie funkeyj symetrycznych podaliémy juz w art. 32. Nie
wdajgc sig tu w szczegbélowy wyklad teoryi tych waznych form ma-
tematycznych, chcemy tu podaé niektére tylko ich wlasnoéei zasa-
dnicze?,

Przedewszystkiém rozpatrzmy iloezyn

1. (=) ()« . . @ =)
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ktéry, jak to bezposrednio widaé, jest funkeyg symetryczng zmien-
nych @, @y, . . . ;. Wykonawszy mnoZenie, otrzymujemy funk-
cyg 1. pod postacig

at— (2 F oy + oo F e (v gy 4o 2y @) "R
4 (=), .y,
t.j. pod postacig funkeyi calkowitéj stopnia n-go wzgledem zmiennéj »

2. @ —pa Tt p a4 L (1)
Wspdlezynniki téj funkeyi, t. j.

p=a+a+. ..
Py =gty .o eug v

Pn= 2%y « « « &n

sg funkeyami calkowitemi, jednorodnemi i symetrycznemi zmien-
nych 2, #,, . . . #,. Funkcye symetryczne 3., ktére oznacza si¢
dla krétkoSei przez

4. =y, P=2 &y oo D=0 Tye. .y,

nazywajg si¢ funkeyami symetrycznemi elementarnemi.
Funkeye jednorodne

w1r+’7"2r+ . e + ‘anv
ktére oznacza sig krotko przez s, lub X 2,7, t.j. sumy jednako-
wych poteg zmiennych @, @, . . . 24, sg funkeyami symetrycznemi
jednorodnemi; funkeye te mozemy wyrazié¢, jak to zaraz okazemy,
za pomocg funkeyj symetrycznych elementarnych.
W saméj rzeczy, wedlug 2. i 3. mamy

5. @t —pyen—ldpan—t— A (—1Vp=(2 — o)) (2—y)..(2—a3).

Druga strona téj réwnofei jest podzielna przez kazdy z iloczynow
w—a, ®—Ty . . . &—xy,, toz samo wige stosuje si¢ do strony
pierwszéj. Iloraz z podzielenia strony pierwszéj przez ktérykolwiek
z tych czynnikéw jest funkeyg catkowitg stopnia (n—1)-go. Wspél-
czynniki funkeyi calkowitéj, jaks otrzymujemy, dzielge strong pier-
szg réwnodci 5. przez @ —a,, oznaczmy przez p,7, p,) ... puy;
sam wiec iloraz bedzie mial postaé
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6. ar—l—p Ogn=2p A (—1)ypNar—i L 4 (=10
Wspélezynniki funkeyi 6., obliczymy wedlug wzoréw 7., w art. 34;
wspélezynnik p, ) bedzie mial wyrazenie nastepujgce:
P =p; —Pi & F Pima v, — L .. A (—1)2
i=12,...n—1
Poniewaz za$ na zasadzie wzoréw 6. w tymze artykule 34. jest
Di =Pi(’) + l’i—l(r) Lr,
otrzymujemy przeto
Pi—-l(') &r= ("l)i—l['z'ri _plxri—l'l' e+ (_l)i-lpi—l wr]
r=12,...mn
Sumujac obie strony wzgledem r, i zwazajge, Ze stosujge wzory 3.
do funkeyi 6., mamy

S pia Do, =ip;,
r

dochodzimy do zwigzku:
7. si—pySio FPoSiaet (—1) = pimr sy +(—1) ip;=0
i=12...n=1

z ktérego wynikajg tozsamoSci

$ — h= Oa

8§ — P18+ 2p, =0,
8. S — P18y + Pasy — 3p3 =10,
Sp—1—P1Sn—1 +Pposu—z . .. + (—1)"—1(”“1) Pr—1 =0,
znane pod nazwg wzoréw New tona’, Za pomocg z nich wyrazamy
Sy Sgy + + « Su—1 DYZEZ Py, P, « - - Pu—t1, 10 jest przez funkeye syme-
tryczne elementarne. Rozwigzujge réwnania 7., wzgledem s;,85...,8: 1
otrzymujemy

Ipys 2ps, 3py « - . P
17 P1 P2 « .« . Dim1

9. S, = 07 1 s D1 « oo Pie

.

'0,0,0 ..... pl’l
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Dla obliczenia funkcyj symetrycznych s, o skazniku wigkszym
od »—1, pomn6zmy tozsamosé

zr—p 2" py 4 L L+ (1) p =0
r=1, 2, cee N
przez z,.*, gdzie k jest dowolng liczbg calkowity, i w otrzymané;
nowéj tozsamosci
otk —p, g R +py e e +(_1)”pn 2k =

zmieniajac r przez wszystkie jego n wartosci, a nastepnie sumujge
wszystkie tozsamosci, znajdziemy réwnosé

9. Sptk — By Snfk—1 +p Snp-k—2 +... (—1)”Pn sp =10
k=0,1,2...

pozwalajgeg nam obliczaé s,, Sutq. . ., gdy znamy juz s, sp...8a—1,

i stwierdzajacg zarazem, ze wzér 9. jest wzorem ogélnym, sluzg-

cym dla dowolnych warto$ei skaznikéw ¢, byleby wspélezynniki p;

ze skaznikiem ¢ wigkszym od n uwazaé za zera.

Wzér 9. mozna przedstawié pod postacig

. ;_”(7»1 +l+ 2 —1)!
PRI N
gdzie 4;, 4y, . . . A, czynig zado§¢ réwnaniu warunkowemu

M+2+ ... Frly=0
Wzér ten znany jest pod nazwg wzoru Waringa 19
Naodwrét mozemy wyrazi¢ funkeye symetryczne elementarne
przez sumy jednakowych potgg, to jest przez funkeye s. Mianowicie
z powy#szych réwnan 7. dochodzimy do wzoru ogélnego.

10. 8; =i2( —1 )2'+l|+lz+ . pllgp2le. wPu Ap

| 81,8085 « v o 8
L,sy,8 « o0 8im1
1
11, NS N Y- T
Pi=qe3

0,0,0. o 0. S, |
W badaniach Wronskiego wazng rolg odgrywaja funkeye sy-
metryczne, ktore nazwal funkcyami alef; powstajg one, gdy w roz-
winigein m-6j potegi wielomianu [poréwn, art. 32.] uczynimy wszy-
stkie wspélczynniki réwnemi jedno$ei. Funkeye te oznaczaé bg-
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dziemy'! przez 4, (¢; 425+ ...+ 2,), lub ‘gdy nie zachodzi
obawa dwuznacznosci, wprost przez 4,,; jest zatém
12. Ap= v ny%, | 2,%

aFag+ ... +a,=m

Funkeye alef dajg sig wyrazi¢ za pomocg funkeyj symetrycznych
elementarnych. W saméj rzeczy, z latwodcig dostrzegamy, ze

.Al ('1'1+W2+ o« s e +‘vlt)='1"1 +J”2+ e +m”=p1’
Ay(z oy tota) = (e +ay .o ) (e ey .o 4 2)
—_ ((L'l J/’2+ “ e + Pn—1 tU/t)7
=p, Al(xl—-}—xz,—]— N "I"'L'n) —P2 Ao(‘r1+‘”2+ tee —I—w")’
gdzie 4, (2 42, . .. 4 2,) uwazamy jako réwne L.

Ay (7 2yt t2,) = (2 Foytetre.). Ay (2 2y +f-z)
— (@t At m )y ()
F(@ eyt o @) Ay (7 ot L 2)
=Py Ag(21F2gerntm,) =Py Ay (725 ot ) Fps Ao (2 2y 20),

co prowadzi do nastepujacego wzoru!?

13, A, =p dimy —py dicp +psdis —(—1)=" pi 4,
ktorego ogdélnosé stwierdzié mozna za pomocy przejécia od 4; do
Ai—l—l .

Z wzoru 13. wynikajg nastepujgce wyrazenia funkeyj alef pierw-
szych o$miu rzeddéw :
Al = Pr1»
Ay = p*—py,
Ay = p* — 2py py +ps,
Ay =p* —3p2py+2p s~ P — pys
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Ay =p® —4pPpy+3p° Pyt 3017 — 2P0y — 2P, 05+ 1o

Ay =p " —5p Pyt 40P 46 ps* — 3p Py — 61 P21y
2P0 — PP+ 2P 5" — Py

A; =p "= 6p, P+ 5p, Py 10p,% py? — 4 p, P p,—12p 2pyop;
T3P0, — 4p PP+ 3P 0P 6Py pepy — 2P s+ 30 s
— 2p,p5 — 2D3 Py P

As=p® = Tp, py+ 6p s +15p p* — 5p1*ps — 20 P pa g
42 ps 4 6p,2ps? — 10 2p> 122 py g — 30,75
+ 12p, pe*ps — 6P, Py 0 — 621 03 P+ 2Py P7 - D2*
— 3PPy — 3P0y + 2P 05+ 2 03 0 14 — D

Ogdlnie mozna wyrazié funkcyg alef 4, pod postacia wyznacznika

I DD Dy« o o D2
Lp,ps . oo P
14. A;=10,1,p; ... pi—2

0,0,0....p |
ktory stuzy dla wszelkich wartosci dodatnich skaznika ¢, byleby
wartosci p; dla skaznikéw ¢ wigkszych od » uwazaé za zera.

Na podstawie wzoru 13., mozemy otrzymaé zwigzek pomiedzy
funkeyami alef a sumami réwnych poteg, wyrazajacy sig wzorem
15. Z'Ai:sl-Ai—-l_‘_sgAi—Z-l— « .. +3,’__1A,~_1+5“‘A0.
Wzér 14., mozna przedstawié pod postacig analogiczng do wzoru

Waringa, mianowicie

16, A= X (—1)Hhctirbotiy e A). pip . pn
A2 0!
)»1+2)\2+. Lobnh =1,
Gdy rozwiniemy tu strong druga, dojdziemy do wzoru, podanego
przez Wronskiego 13
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17. di=p'—p"2(—1)p,
o~ Dp—2p - )
— 1= ({—3) 1 - (i—3)7~ py s
ey ey
+ .7 (—4p, 3105+(2'—4)2‘“’2912(p2p3+ﬁ—i?}i

. L PP . bt
=41y P ot (=91 )

Strona druga przerywa si¢ na wyrazie, w ktérym wykladnik przy p,
staje si¢ ujemnym; symbole (¢ —2)2—1,(¢—3)3—1, it. p., 121,130,
majg znaczenie, ktére obja$nia wzdr

Il —= 1 (I4=n) (14=2n). . . (4=(m—1)n).

Za pomocg wzoru 16, lub 17., mozna obliczaé¢ kolejne warto$ci
funkcyj alef, potrzebne zwlaszeza w tak zwanéj teleologicznéj metodzie
Wrofiskiego rozwigzywania réwnan algebraicznych. Wyzéj po-
dane wyrazenia fuukcyj alef o§miu pierwszych rzedéw zawierajg sig
oczywidcie w tym wzorze.

Zauwazmy, ze na zasadzie okreélenia 12, funkcya alef 4; jest
funkeyg symetryczng jednorodng, ktérg mozna rozlozyé na sume
funkcyj symetrycznych prostych

S, o=l ey, Sui—2 02 Zai~bay?,
S, aywy, a8 w2,
a8 wywga,
Tak np. funkcye symetryczne 4;, 4y, 45, 4,,... wyrazié mozna
w ten sposéb :
4 =3,
4y = Doy ooy,
Ay = X2 3 o 20t Sy ayrg
Ay = oo Pey- X %) - Zo 2o+ Sy vyse,
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4y = X+ X o, Jo Foye, + Xy oy,
+ Sz 2oz, + DN NN
=X oS+ Xado, - Zotay 4 oty oy oy day?
FZrtele, - X dey a0, 4 Xatele?
+ 2ot le e, + X 2e,uy 0, 0 ey wyrin v,
it.d.

W Teoryi liczb stosuje W rotiski inng wlasno$é funkeyj alef,
ktérg mozna przedstawi¢ w ten sposéb:

18. di(wytag .o A z) — A2yt )
= (2, — ;) diy (v, + Ty "I‘ ce +5"n)-

W saméj rzeczy, z tozsamosci

(ermbeste s = (et 4y oy m )

2 e et )y

przechodzge do funkcyj alef otrzymujemy
Ai(zyF oy .. Hw) =4 (v, 4oy + T T)
O TR (O SRS B L) PN (O IR S ey WA S
skad
Ai (2yfogtte,) = A, (0, oyt tay) ——{ml A (vt Awy)
+ o d (e, e eyt }
Wyrazenie, zawarte w nawiasie, jest oczywiscie réwne

Ay (b Am),

bedzie przeto

Afeytast. . ) = di (o F-optoten) — @y disy (vyayketi,)
Podobniez

Afey oyt b, ) =2 Fapt. A w,) — @y dig (2 Frgb ).

Odejmujge od siebie ostatnie rownosei, dochodzimy do zwigzku 18.
Poniewaz @, i @, s3 dowolnemi z pomiedzy liczb 2,, z,..,z,, mozemy
wige, kladge za nie @, i #, i oznaczajae dla skrocenia o +ey+...+2,
przez X, napisaé¢ wzér 18. pod postaciy, nadang mu przez Wrofi-
skiegot
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19. Ai(X—2)) — 4;(X — 2,) = (2, —2,) 4; (X).

Wszystkie podane wzory na wyrazenie funkcyj symetryeznych
przez funkeye elementarne wynikajg z ogélnego twierdzenia, orze-
kajgcego, ze kaida funkeya calkowita symetryezna moze byé przed-
stawiona jako funkeya calkowita funkeyj symetrycznych elemen-
tarnych.

W saméj rzeczy, dang jakgkolwiek funkeys symetryczng ¢ upo-
rzadkujmy w sposéb nastepujgey!®. Niechaj a, bedzie wykladni-
kiem najwyzszéj potegi zmiennéj z,, zachodzacéj w wyrazach téj
funkeyi, a, wykladnikiem najwyzszéj potegi zmiennéj »,, znajdu-
jacéj sig w wyrazach funkeyi po czynniku #,%; @, wykladnikiem
najwyzszéj potegi zmiennéj ,, znajdujgeéj sie w wyrazach funkeyi
po czynniku @, % a,%, it d.; wreszeie niechaj a, bedzie wykladni-
kiem najwyzszéj potegi zmiennéj z, w wyrazach funkcyi po czyn-
niku @, % 2,% | . | 2, %—1. 0t0Z wyraz

Cay® Xyt L, By 1 %n—12,%

gdzie ¢ jest wspélezynnikiem stalym, przyjmujemy za pierwszy wy-
raz funkeyi ¢. Z powyzszego wynika, Ze niektére z wykladnikow
a, a2, az .« o Op—1, Any
mogy byé zerami, ze kazdy z nich moze by¢ réwny poprzedzajgce-
mu, lecz zaden nie moze byé wigkszy od poprzedzajacego. Gdyby
bowiem bylo naprzyktad a; > a,, wtedy — poniewaz w danéj funk-
cyi symetryeznéj byé musiiwyraz ¢z, x .rzazx;,.“*...w“n—llx,ﬂn—nie by-
n—

oby =, najwyiszg potega zmiennéj »,, nastepujgcg po @, %,

Majac juz pierwszy wyraz funkeyi ¢, przyjmujemy jako drugi
jéj wyraz ten, w ktorym zmienna #, ma wykladnik najwyzszy po
wykladniku @, zmienna @, wyktadnik najwyzszy po czynniku, za-
wierajgeym potege pierwszéj zmiennéj i t. d. Tym sposobem bedzie

Q=CcaNzy® L By a—12
Z wzoréw 4., po podniesieniu obu stron pierwszego z nich do potegi
a,—a,, drugiego do potegi ay—as,. . . ., przedostatniego do potegi
ay—ay,—1, ostatniego do potegi a,,, a nastgpnie po pomnozeniu przez
siebie otrzymanych réwno$ci, dochodzimy do zwigzku

20. B T e

= o( Ty ) ( Xy )5 o ( X2y 8y.)
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Pierwszy wyraz strony drugiéj bedzie oczywiscie réwny
cay (g 2 )%, L (B Ty L By) T C B Y LBy

to jest wyrazowi pierwszemu funkeyi danéj ¢.

Jezeli funkeya symetryezng 20, oznaczymy przez P, to réznica
@ — P bedzie nowg funkeyg symetryezng ¢, do ktéréj mozna
zastosowaé toz samo postepowanie i doj$¢ w ten sposéb do
funkeyi symetrycznéj o, —¢— P,, gdzie P; powstaje tak samo jak
funkcya P, przez podniesienie funkcyj elementarnych p;, ps... do
poteg wskazanych przez roéznice wykladnikéw w pierwszym wyra-
zie funkeyi ¢,.

Proces ten doprowadza do szeregu funkeyj symetrycznych

D1y Pae o o v o Pi—15 Qi
czynigeych zado$é réwnoseiom
¢ —P =q
v — D =gy

Qi — P y= Qi1
@Qi—1— P, = @iy
gdzie funkeya ¢, jest staly. Z tych réwnai wynika

g=P+P~+P+...+Pis+tg,
co stwierdza wlasnie, ze funkeya ¢ daje si¢ przedstawié jako funk-
cya calkowita funkeyj elementarnych,

Spos6b, w jaki dowiedliémy ogélnego twierdzenia o funkcyach
symetrycznych, jest zarazem metods przedstawiania ich za pomocg
funkeyj symetrycunych elementarnych. Metodg t¢ obmyslit W a-
ring,

Przyklad, Niechaj bedzie dana funkcya symetryczna

o= 2’2,
Pierwszym jéj wyrazem jest
2y, g,
zatém a; =3, ¢,=2, q:=1; @, —ay=1, ay—a;=1. Two-
rzymy
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P=p pp, =223 2,3z 2.
Wykonawszy iloczyn funkeyj symetrycznych X'z,, S22, Sz, 2, @5,
otrzymujemy funkcys symetryczng,

2o lel e+ 330 0, a0, + 33020y g 4 83y 2y g
+22 X220y m 2,0+ 60 X 2 2y w5 w05,
skad
=9 —P= -3z’ 0,0, —332 0,2 0;? —8Fw w2, x,
— 22X 2y mg 2y — 60 Xy 2, z, xy xg,
Pierwszym wyrazem funkcyi ¢, jest
—3zlr,3y 0,

a kolejne réznice wykladnikéw sg

2,0,0, 4
tworzymy przeto funkeyg symetryczng
Py=—3p*p, = — 3(Ze))2. X 2, vy 5 2,

= -3 erlmyu0 — 63 2 m? 0y, — 2T o 2wy vy v, g

— 902 2 2y, v, @, 2,
oraz réznice
Pr=¢1 — P = -3z’ 0 — 2 X a0,

+ 52 e 0,0, 4 30 X o wy @, 25 2,
Pierwszym wyrazem funkeyi ¢, jest
—3z,%2,% 2,2
a kolejne réznice jéj wykladnikéw sg:
0,0, 2;

tworzymy przeto funkeyg
Py= —3ps* = — 3(Z 2, ay;)?
=—3F 2222 — 6 Xaleley0, — 18 w2y 0 ay

— 60 X 2y 22, 0,2,
skutkiem czego bedzie:

Qs =@y —P,=4 3z %0, %02, + 23 Xz, %0,z,0,2, + 90 X, 2wy, w0,



37] FUNKOYE SYMETRYCZNE 221

gdzie pierwszym wyrazem jest
4’2’y 2y,
a kolejne réznice wykladnikéw sg
0, 1,0, 1.
Tworzymy funkcyg

Py=dpp,=4 ez, T ayayy2,
=4zl 0,0, + 16 Sz w0352
+ 60 X2y 2, 258, 75,
tak ze

Py =@y — Py =TX e ny0y 0,0, 30 2oy 2y 232, 25 2
gdzie pierwszym wyrazem jest
722, w2, 2y,
a kolejne roznice wykladnikéw wynoszg
1, 0, 0, 0, 1.
Tworzymy daléj funkeyg
Py=Tpp, =T 0. Dy gy 242
=Ty w0, 42 X vy 2y 2y 2y 05 2
a wige
@y =@y — Py= —12 T 2,2, 2,2, %
Pierwszym wyrazem funkeyi gy jest
—12 @, @y @5 2, @5 2,
kolejne za$ réznice wykladnikéw sa
0,0,0,0,0,1;
tworzymy wiec funkeyg
P=—12p,= — 12 X o oy, 2,2; %,
skutkiem czego bedzie
ps=@; — L, =10,
tak ze ostatecznie

¢ =P+ P + P+ P+ P+ P,
to jest
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ey lry = ppyps — 3p, s — 3P+ 4paps+ TP 05 — 125

Z tego przykladu widaé, ze przedstawianie funkeyj symetrycz-
nych za pomocg funkeyj symetrycznych, w zasadzie proste, jest je-
dnak w wykonaniu za pomocg metody Waringa zmudne, bo wy-
maga wielokrotnego mnozenia funkeyj symetrycznych elementar-
nych.

Zauwazmy, ze ogblny ksztalt kazdéj funkeyi symetrycznéj, wy-
razonéj przez funkeye symetryczne elementarne, jest
21. =2 Aphph. . .puin,
zadanie przeto, o ktérem mowa, sprowadza sie do oznaczenia naj-
prz6d wykladnikéw A, 2, ...A., a nastgpnie wspélezynnikéw 4 we
wszystkich wyrazach. Oznaczenie wykladnikéw jest rzeczg latwa
i opiera sig na pojeciu tak zwanéj wagi, wprowadzoném przez Cay-
ley'ai Sylvestera.

Przy sprowadzaniu funkeyi symetrycznéj
22, Q=X x,% . .. 2%
do postaci 21. zachodzi mianowicie, jak to zaraz okazemy, ta wa-
7na okoliczno$é, ze stopien funkeyi 21, jest réwny najwyzszemu
z wykladnikéw ay, ay . . . a,, wykladniki za§ 4;, 4, . . . 4, czynig
zado$¢ réwnodei

23. ht22+ . ol =aFat .. o
W saméj rzeczy, jezeli w wyraZeniu 21. zamiast p;, ps, o . . P, Na=
piszemy odpowiednio, co jest dozwoloném na mocy réwnan 3.,

Lap—tmy, lyop—my . .. Lp—-my,
gdzie U, my, by, my . . . ly,m, sg funkeyami calkowitemi zmiennych
Dy oo o @1, Bpgr. . - Ty, OWPZYyMamMy wyrazenie

@ =X (4 eitm) (L zedmy)Y=. o (L wrmy)
ktérego stopniem wzgledem @ jest oczywiScie najwyzsza wartos$é
sumy A2 ..., ta za$ jest r6wna najwyzszemu z wy-
kladnikow a,, a, . . . a,. Daléj znéw, gdy w 22. zamiast 2, ...,
napiszemy oy, 0%,...0%,, t0 ¢ przejdzie w petert-tong; jednocze-
$nie za$ funkcye symetryczne elementarne py, p; . . . p, jako funk-
cye jednorodne, na podstawie twierdzenia w art. 32., przechodzg
W 0P1y 0%P5 + o« 0"Pn, Przez co druga strona réwnania 21. staje sig
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oh sty X Ap lpta, | pyta
otrzymujemy wiee
Qal-l-az—}-...-}-a” (P — Qlt-|-2lz+...+1zln @,

skad bezposrednio wyplywa warunek 23.
Liczba 2,422, ..+n2, nazywa sie wagg wyrazu

P Py patn
Funkeya, ktoréj wyrazy majg wagi rowne, nazywa sig izobaryczng.

Przyklady
Funkeya X'z =2, 42,4 ... v, = p; ma wage réwng 1.
Funkeya Xz, #y=p, ma wage réwng 2; takaz wage ma funk-
cya symetryczna
o420, =p’
Funkeye:
= oy @y g = py,
2ol 3w 2,0 =pp,,
2o+ 330 a6 Zwy myay = py
majg wage rowng 3.
Funkeye:

Sy wywyug=p,
Selteye, 4 o ey win, =p, p,
Zml2m22—l—2 2.2'12&'2 &3 —l— 6 2*7'1 &y 3 &y =p22

it. d, majg wage réwng 4.

Twierdzenie powyzsze ulatwia wielce przeksztatcanie funkeyj sy-
metryeznych dowolnych na funkeye elementarne. W saméj rzeczy,
jezeli mamy przeksztalcié¢ funkcya np. X a 32,223, to wiemy na
zasadzie tego twierdzenia, ze odpowiadajgce jéj wyrazenie, zlozone
z funkeyj elementarnych, musibyé stopnia trzeciego i wagi réwnéj
6., t. j. ze zawieraé bedzie WyTazy p; ps D3, D12 Pus Us 2sPs Pas Py Pis Pes»
pozostaje wige tylko oznaczenie wspétczynnikow.

Do tego celu stuzg specyalne tablice funkcyj symetrycznych, ulo-
zone przez Meiera Hirschalf, Cayley’al’, Faa de Bruno!®
Rehotovs ky'ego'®, Objasnimy tu uklad i sposéb uzycia takich
tablic wedlug symbolistyki Cayley’a.
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Funkeye symetryczne oznacza si¢ za pomocg symbolu, zawiera-
jacego wykladniki jéj elementéw, tak np. funkeyg X'z, oznaczamy
krétko przez (1), Xz x, przez (11) lub (12), o 2,2, przez (111)
lub (13), Xz 2, przez (31), Sz %zy%; przez (321), S toydvs0 2
przez (43111) lub (4313%)it. d.

Funkeye symetryczne, wyrazone przez funkeye elementarne, ozna-
czamy za pomocg podobnych symboléw, w ktérych wykladniki za-
stepujemy wagami. Musimy wszakze zwrécié uwage na to, ze w ta-
blicach funkeyj symetrycznych zamiast

P15 Pos Pg oo« Piv v o e Pn
znajdujemy
Ay, By Qg oo o Gjo v oo Gy,
gdzie :
am=—p, By =Po s =—Ds, . . . &; =(—1)p;. . . ay=(—1)"ps.
Funkeya a,*a;* a,*"... oznacza sig za pomoeg symbolu & /42" .,
tak ze np.
a?=1% a>=2 aya; =23, a,=4¢,
ata,=1%2, a,a,0,=123, a;*aya; =132%3,it.p.
Przy takiém znakowaniu, funkcya, ktérs obliczylismy wyzéj za pd-
mocg metody W aringa, przedstawi sig pod postacig
1(321) =123 — 3.12¢4 — 83.37}4.24 4 7.15 — 12.6

a funkecye, podane w przykladach na poprzedzajgcéj stronnicy,
w sposéb nastepujgey:

m=1,
(1) =2,
(2) + 2.(1%) =17,
(13 =3,

@1) 4+ 3.(13) =12,

(3) - 3.(21) + 6.(1%) = 1%,
(19 =4,

(212) - 4.(14) = 13,

(22) = 2.(212) + 6.(14) = 22
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Tablice funkeyj symetrycznych kolejnych wag sg tak urzgdzone,
ze w kolumnie pierwszéj po stronie prawéj sg wypisane wyrazenia
funkeyj symetrycznych w zmiennych 2,2,..., w pierwszym za$ wier-
szu poziomym od géry agregaty funkcyj symetrycznych elementar-
nych; w innych kolumnach i wierszach sg wypisane wspélezynniki.
Do kazdego agregatu postaci pierwszéj nalezg wspoétezynniki, znaj-
dujgce sie w tym samym wierszu poziomym; wspélezynniki te,
przy przeksztalcaniu funkeyj symetrycznych, wypisujg sig obok od-
powiednich agregatow postaci drugiéj. W przypisach?’ podajemy
tablice funkeyj symetrycznych, odpowiadajace wagom od 1 do 8
wlgceznie, tu za§ na kilku przykladach objasniamy ich uzytek.

Przyklady.

1. Mamy do przeksztalcenia funkeyg X «,2. Funkcya ta jest
wagi =2; znajdujemy jg pod formsg (12) w tablicy 2-¢j, bedzie wige
1)=+1.12—2.2

t. j.
Srl=o02— 2a,=p,? — 2p,.

2. Niechaj bedzie do przeksztalcenia funkeya, wyzéj podana:
Sy 3wyr?,. Funkeya ta jest wagi—6. Znajdujemy jg w tablicy 6-¢j
pod postacig (321); wspétezynnikami jéj sg

+1, —3, —3, 4, +7, —12
a odpowiedniemi agregatami funkéyj symetrycznych elementarnych:
123, 3%, 1%, 24, 15, 6,
otrzymujemy przeto
(321) =-+41.123-3.32—3.1%44-4.24-}-7.15 —12.6
t. J.
Doty v, =a,a50; — 3 a2 — 3a2a, -4 a0, +7a,0,— 120,
=p1PaPy — 30" — 31" pa + 4pepy +Tpi0; — 129
3. Dajmy funkeyg
= v e ey, = (318).
Podlug tablicy 6-éj jéj wspbiczynnikami bedg

Pojecia, T, 1. 15
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1, 0, =2, —1, 6,
a odpowiedniemi agregatami
32, 1%4, 24, 15, 6;
znajdujemy przeto
(81%) = 1.32 4 0.124 — 2.24 — 1.15 4+ 6.6,

a wiec:

S e ey ey r, = a2 — 2a5a, — aja; - 6a,
= p3® — 2pypy — P1P5— 6P

Niechaj bedzie jeszcze funkeya symetryczna

S brye,— St w20, = (612) — (427).

Podlug tablicy 8-éj mamy :

(61% =1,1°3—5,1%23 + 5.1223 -5 .1%37 — 5,237 — 1.14
4+ 4.1%224 — 2,224 — 9,134 - 4.4% + 1,135 — 3.125
+8.35—1.1%6+2.2641.17 — 8.8;

(422) = 1.1232 — 2,232 4 0.1% — 2.1%24 4 4.2244-0.134
— 4,422,135 — 4,125 +8.35 — 2.126 — 4.26

+8.17 —8.8;
a wiec

(61)2—(42%) =1.1°3 — 5.1%23 4-5.1223 4 6.123% —7.23?
—1.1% —2,1224 }-2.2%4 —9.134 4 3.135
—7.125+4+16.35—3.126—2.26 4 9.17 —16.8;

t. j.

2:];@16%% — X te,%? = a’ay — dataa, + Sajay’a; 4 Gaylay®

— Taga,® — a;tay + 20,2 ay a, + 2a,%a,

— 9a,a,a, + 3a®a;,— Ta,a,a,+16a5a,

— 3a,%a;— 2a,a, +9a,a; — 16 a,
lub

2o begey — atetet=p"py — 5p,popy + 5p102"Ps + 6p1 7Py

— Tpepy?® — Pt vy 20 °pops -+ 2p,%py
— 9Py + 3p1°p; — TPy poP;+ 16 D3p;
— 37y — 2Py 05+ 91 — 165
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Tablice funkcyj symetrycznych mogg tez stuzyé do obliczania
funkeyj alef, W saméj rzeczy, dajmy, ze mamy do obliczenia funk-
cyg 4;. Funkeya ta, jak wiadomo, jest sumg funkeyj symetrycz-
nych (5), (41), (32), (31?), (221), (213), (5%), ktérym odpowiadajg
nastepujace wspoélezynniki:

—1 przy agregacie 17
+5—1=4 ” ” 1%2,
—543—1=—3 ” ” 122,
—5+142—1=—3 ” ” 123,
+5—54142—1=2 ” ” 23,
+5—1—54+143—-1=2 ” 14,
—54545—5—54+5—1=—1 , , 5,
bedzie zatém
4y = — 1.1° 4 4,132 — 3,122 — 3,123 4 2.23 + 2.14 — 1.5,
to jest
4y =—a,% + 4a,%ay — 3a,a,® — 3a,%a, + 20,0, -} 24,0, — a
lub

- Ay=p P —4p e+ 3pwe® + 3py Py — 2pipy — 2pap; + s
Wynik ten jest zgodny z podanym wyzéj.

W koiicu wspomnimy jeszeze o metodzie, za pomocy ktoréj
Kronecker?' sprowadza badanie funkeyj symetrycznych, zale-
znych od zmiennych x,,x, ..., «, do pewnego ukladu takichze
funkeyj, zwanego ukladem zasadniczym. Do ukladu zasadniczego na-
lezg funkcye

A R N
dla ktorych
U105 . + « = Up—1,

......
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W saméj rzeczy, jezeli iloczyn 1., ktéry jak wiadomo, réwna sig

@t —ppa" Tt 4 L+ (—1)" P
podzielimy przez iloczyn k—1 czynnikéw :
(e—a)) (2—ay) . . . (r—wi_),

otrzymamy iloczyn n—k--1 czynnikdw

(e—ap) (@—@pg) « o o (2—25)
pod postacig funkeyi calkowitéj stopnia (» —k--1)-go, ktoréj
wspélezynniki, na podstawie teoryi, podanéj w art. 34 wyrazi¢ mo-
7na, jako funkeye catkowite liczb

Tyy Ty o o« Ty P1: D2+ -+ - Pne

Funkeya ta staje sig oczywiScie zerem dla «= «;; kladgc wiee
w niéj 2; na miejsce z, otrzymujemy réwnanie, ktérego pierwszym
wyrazem bedzie x;»—*+1, a pozostale wyrazy zawieraé beda potegi
liczby «,, o wykladniku mniejszym od n—k-1, To wigc réwnanie
daje nam moznoéé wyrazenia kazdéj potegi liczby z), wyzszéj od
(n—%)-6éj za pomocy, poteg nizszych. Kladge wige k= 1,2...n, be-
dziemy mogli kazdg funkeyg zmiennych 2, @, . .. ®, sprowadzic
do takich funkcyj calkowitych, ktére wzgledem zmiennéj @; sg sto-
pnia n—1, wzgledem zmiennéj =, stopnia n—2, ... wzgledem
zmiennéj @, stopnia 0, a ktérych wspolezynniki sg funkeyami cal-
kowitemi funkeyj symetrycznych elementarnych. Tym sposobem
twierdzenie ogélne o funkeyach symetrycznych zostalo jeszeze raz
dowiedzione. Funkeye calkowite, do ktérych zredukowali§my funk-
cye dane, stanowig uklad zasadniczy.

Funkeye tego uktadu mozna uporzgdkowaé wedlug ich wag, wy-
pisujac najprzid funkeye symetryezne o wadze réwnéj 1, nastepnie

n(n—1)

funkeye o wadze rownéj 2, . . ., w koieu o wadze réwnéj g

38. POCHODNE FUNKCYI CAEKOWITEJ.

Niechaj bedzie funkeya calkowita » zmiennych 2, 2,, .. . @y

1. Fr=X Corps tigmtty, T ™ o o B

Uporzadkujmy te¢ funkeys wedlug poteg jednéj ze zmiennych np.
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zmiennéj @; i dajmy, ze otrzymujemy wowezas funkeyg calkowity
stopnia m, wzgledem téj zmiennéj :

2. 1= o epictelen o b)) 2
= &) m—1.
= Xa ;i 3
=0
wspéblczynniki ¢[1=0,1, 2 .. . m;| s3 tu funkcyami zmiennych
Zyy Xy o o Tisty Bii + -+ Lno Kazdy 2 Wyrazéw funkeyi 2. pomnéz-
my przez wykladnik znajdujgeéj sig w nim potegi zmiennéj z,,
a nastepnie w kazdym wykladnik zmiennéj znizmy o 1, t. j. zamiast

3. adami—!
napiszmy
4, (m‘,__l) a/” ‘Z.im[—l-]

| Zamiast ostatniego wyrazu aﬁ;?i 2% napiszemy oczywigcie 0]. Na-
zwijmy wyrazenie 4. pochodng wyrazu 3. wzgledem zmiennéj @
_iutwérzmy funkcyg stopnia m,—1, ztozong z wyrazéw postaci 4.
Funkeya ta

(@) it —1 ,___ (0) min —2 [ PRb)) . ()
m; a® @t~ 4 (m— 1) &9 27, -+ ... —-l—.;am i x,—[—-am, .
I:/Vl[ —1

= X (m—l)a{ wn 11
=0
nazywa sie pochodng funkeyi calkowité] F wzgledem zmiennéj @;
i oznacza sig przez

F,, lub D, F.
Bedzie tedy

I=m;—1

5. Fx":.D‘%F: 2 (mt___l) a;i)xzni_[_.l
=0

Z tego okreslenia wynika: 1° ze pochodna funkeyi catkowitéj
wzgledem zmiennéj z; jest réwna sumie pochodnych jéj wyrazow
wzgledem téjze zmiennéj; 29 pochodna wzglgdem zmiennéj z; wy-
razu, zmiennéj téj nie zawierajacego, jest réwna zeru; 3°. stopien
pochodnéj wzgledem zmiennéj ; jest o 1 nizszy od stopnia funkeyi
pierwotnéj wzgledem téjze zmiennéj.
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Zmieniajac we wzorze 5. skaZnik 7, to jest kladgc kolejno
i=1,2,3...n
otrzymujemy = pochodnych F, , Fy,. . . F'y .
Niechaj bedzie naprzyktad funkeya jednorodna
6. r=x Catyy ty oty T17182% 1 "r:i_ll &% 'T?_i'_"ll"l P
ooyt St =m

Biorge wedlug prawidla pochodne wzgledem zmiennéj »;, znaj-
dujemy

.....

= X g G pOi 1 g0 =] g 20
Fo = X Cupayay 0 214 25% . H—1 2% ‘T(—i-lfl' .2
skad
& F'””f = & Capapan, 0 80 L 21 2% 2%, L, x0n
i—1 [ 41
Suma podobnych réwnosci dla /=1, 2, . . . n daje:

2"”1- sz» =X cal,aa...a(al+a2+ s +a") TSy ‘7];"

= (a1_|_a2+ A —I—a") 2 ca,,a_x...an irla' ‘ng tet LZ‘;"
=ml,
skgd

7. Fel X0,
m 2

‘Wzoér ten, zwany wzorem Eulera, wyraza nastepujgeg wlasnosé
funkeyj calkowitych jednorodnych.

“Kazda funkcya calkowita jednorodna stopnia m-go, zalezna od
n zmiennych, jest rowna m-éj czeSci sumy pochodnych, wzigtych
wzgledem kazdéj ze zmiennych a pomnozonych przez zmienne od-
powiednie®,

Wtasnosé ta przedstawia pod inng postacig twierdzenie o funk-
cyach jednorodnych, podane w artykule 32.

Do funkeyi 5. mozna zastosowaé to samo dziatanie, jakie stoso-
waliémy do funkeyi 1. lub 2. Biorge pochodng wyrazu 4. wzgledem
zmiennéj «;, znajdujemy :

8. (mi—1) (m—1—7) @/ &mi — 12

a suma wyrazéw 8., t. j. funkcya calkowita stopnia (m; — 2)-go
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l=m;—2

;‘% (m;—1) (m; — 1 —1) a) &t =1—2

jest pochodng, funkeyi F7,, wzgledem zmiennéj «;; czyli jest pocho-
dng pochodnéj funkeyi danéj F'; nazywamy jg pochodng rzgdu dru-
giego lub pochodng druge funkeyi F'i oznaczamy przez F'y 0, albo
przez ", s, albo wreszcie przez D:z_eF; bedzie zatém

l=m3~— 2

9., Flyp=D:F= X (m—1)(m—Il—1)a am—i=?
¢ I=0

Wiyraz 4, jest funkeyg calkowity nietylko zmiennéj x; ale wogole
i pozostalych zmiennych; mozemy przeto otrzymaé pochodng jego
wzgledem ktéréjkolwiek z tych zmiennyeh np. wzglgdem a5 w dzia-
laniu tém czynnik @7’ nalezy wtedy uwaza¢ za wspélezynnik
staly. Pochodna tedy wyrazu 3. wzgledem z; bedzie réwna:

10. (mi - l) ;" —=1 -ka al(i)

gdzie pochodng funkeyi calkowitéj a(? wagledem x; wyznaczamy
na podstawie tego samego prawidia, podlug ktorego oznaczylismy
wyzéj pochodng wzgledem x; funkeyi F. Biorgc sumg wyrazow po-
staci 10., otrzymujemy pochodng wzgledem @ pochodnéj Fo; te
pochodng drugg funkeyi F oznaczamy przez Iz, lub D2, I,
bedzie tedy

l=m;—1

11. F,’i’”k = DQxika= lg (ml—l) .ka a/y).%‘;ni —i—=1

Wzér 11. obejmuje w sobie n(n—1) pochodnych, ktére otrzymuje-
my, zmieniajge skazniki ¢ i k; pomiedzy temi pochodnemi bedzie
wszakze tylko polowa réznych, o czém przekonywa twierdzenie

12. Flog,=F "ok
wyrazajace, ze pochodna druga nie zalezy od porzadku skaznikéw,

‘W saméj rzeczy, biorge pochodng wyrazu 3. wzgledem zmiennéj
&, otrzymujemy

-Dk a[(l‘) &M —{ ,

pochodna za$ tego wyrazenia wzgledem z;, poniewas Dia od «;
nie zalezy, bedzie
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(m,‘ —_ l) .D‘Z'k a;;(i).d;‘; my—1— 1,

to jest zupelnie identyczng z wyrazeniem 10, Jest zatém:
= m;—1

F’kai =3 (mi —l)-Dk adgmi—t=1,
=0

skad wynika prawdziwo$é twierdzenia 12.

Pochodnych rzedu drugiego réznych bedzie n_(n_‘)_l} .

Od pochodnych rzedu drugiego mozemy przejsé do pochodnych
rzedu trzeciego, biorac pochodne funkeyj catkowitych 9. 1 10. wzgle-
dem ktoréjkolwiek ze zmiennych, I tak biorge pochodne funkeyi
calkowitéj 9. wzgledem zmiennéj #;, otrzymujemy pochodng rzedu
trzeciego lub pochodng trzeciq funkeyi ¥ wzgledem @;. WyrazZenie
téj pochodnéj jest nastgpujace:

l=m; =3

13. F' ;=D F= X (m—1)(m—1—1)(m—1—2)af) wmi—!=3
=0

Biorge za$ pochodng funkeyi calkowitéj 7", lub F'y,0; wzgledem
zmiennéj @, , znajdziemy:

l=m;—1
W P e, = Dy 1= 12' (m; — ) D%, @D @it =1
I tu sposobem, podobnym do podanego wyzéj, przekonaé sig mozna,
ze pochodna

F”
EF IR

nie zalezy od porzgdku skaznikéw. Postepujac ta metodg daléj, do-
chodzimy do pochodnych rzedu czwartego, piatego i t. d. Pochodne
te bedg mialy nastepujace wyrazenia :

l=m;— 4

Pl =DipF= 3 (m— 1) (m—1=1) (m—1—2) (m—1—)af) o= 1=+

l=m;—5

15 F;’ =D5%;F= 23 (m~—1)(mi—1—1) (m;—1—2) (m;—1—3) (m,—1—4) agi)wmi—l—5
. ¢ =0

i=my—3
PO =D F =X (m—1l)(m—1—1) ... (m—Il—s}1)alam—1-*
@, =0

x,

i
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Pochodna rzedu m;-go funkeyi F wzgledem z; bedzie skladala sie
z jednego wyrazu

(m ;) my

16. F =D, F=m(m—1)m—2) . .. 2.1.a%

to jest bedzie funkcya catkowita, zalezna tylko od zmiennych po-
zostalych, a wszystkie jéj nastgpne pochodne wzgledem zmiennéj z;,
to jest

mAn)  nA2)

m .
z:.”,'"'l P 2

bedg zerami. Jezeli w szczegélnosci funkeya # jest funkeys catko-

witg stopnia m jednéj tylko zmiennéj =, to kolejne jéj pochodne:

pierwsza, drugait. d. s3 funkcyami calkowitemi stopni: m—1,

m—2 . . ., pochodna rzedu m-go jest stopnia zero, czyli jest liczbg

stalg, a wszystkie pochodne rzedéw wyzszych od m-go sg zerami.
Niechaj bedg dwie funkeye calkowite zmiennéj

F1=Zlalwl, F2=2,ub,u,'z"tt;
postarajmy si¢ oznaczyé pochodng ich iloczynu F F, wzgledem
zmiennéj .,
Poniewaz
FIFZJ = 2‘;_’#(11 bM ot ot = Z’Mcalbﬂ ot

przeto na podstawie okreslenia begdzie :
DT\ Fy) = 2, (A4-u)asb, atte—1
=3, by Sy 1 -Zy0,00, 5, wb, 2t
skad wynika wzér
17. D, (F,F,)) = F,D, F, + F,.D, F,

wyrazajgey, Ze pochodna iloczynu dwéch funkeyj réwna sig sumie
iloczynéw pierwszego czynnika przez pochodng drugiego i drugiego
czynnika przez pochodng pierwszego.

Na zasadzie tego twierdzenia mozemy otrzymaé prawidlo, we-
dlug ktérego znajdujemy pochodng trzech, czterech i w ogéle skori-
czonéj liczby czynnikéw.

W saméj rzeczy:
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F\F, Fy = (F\.T,).Fy,
a wigc wedlug 16,
Dy (Fy Fy Fy) = Fy. D, (F} Fy) +Fl Fy.Dy Fy

= F, (Fo.D,Fy + F\.D,Fy) 4+ F\Fy,.D, I,

= F,F,.D,F\ -} F,F\.D,Fy - F\F,.D, I,
Podobniez bedzie
D, (F\FyF,F\)y=F,F3F,.D,F,+F\F3 F,.D, Fo-- F, F, F. D, I',

+ F P Fy D, F,
i w ogdlnosci
18, D,(F\Fy... I F,)=1F,...F,.D, F|
+FFy ... D, Py~ 4+ FFy ... Iy . D, T,

Jezeli przez @ nazwiemy iloczyn Fy F,. . . I7,, to wzér 17 mozemy

przedstawié pod postacig

D

7 ]
—_ I — Ly L, . e —5 Lty
‘Dﬁ@ Fl Dﬂ” l_l_ F2 szz“{‘ _I_F),DF

19.

. DI D, F, D,I,
= e, )

Zakladajge Fy=IF,= ... = F, =T, a wige ®= F", otrzymu-
jemy z wzoru 17.
20. D, Fr=nF—1D,I,

1.j. wzér na pochodna potegi funkeyi callcowitéj. Biorge pochodng,
obu stron wzoru 16., otrzymujemy na zasadzie tego samego wzoru:

D(F\Fy)=D, F,.D;Fy -+ Fy. Dy F,--D, F, .D F~4-FD, F,
= F,.D%F, 42D, F,. D, Fy +F,. D F,
Biorge pochodng obu stron, bedziemy mieli
DY, (F,F,) =F,. D3 F, 43D, Fy. D}x I, + 3 D3s Fy.D, I
+F 1° DZ“ Fy,

 postepujac w ten sam sposob daléj, dojdziemy do wzoru ogélnego
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D"(F\Fy) = F,.D",,F, +m D, Fy D" F,

m(m—1)

+ 1.2

DpoFy. Do Fy - d-m L Fy. Dy Fi—4-Fy D" Fy,
ktérego ogélnosé stwierdzié mozna, przechodzac od rzedu m do rzg-
du m—~-1-go. Wzér ten, znany pod nazwg wzoru Leibniza, mo-
zemy przedstawié pod postacig,

I=m

21, D)= SO o, pih,

=0

rozumiejge przez pochodne rzedu 0, t.j. przez D ‘1’ i D(O) Iy
same funkcye F} i F,.

Wzér ten mozna uogélnié, rozszerzajac go na iloczyn ilukolwiek
funkeyj caltkowitych, Wz6r ogélniejszy ma postaé

i Q@ m! )
22. D::m (FIFQ...FH) —Am—Dia‘F D F D Fn 5
o oyt ... o =m.

§
analogiczng z wzorem, dajgcym rozwinigeie m-éj potegi wielomianu

o oy ..z, |art. 32.].
Wzory 21. i 22. przedstawia sie niekiedy symbolicznie pod po-
stacig

])7)2

0.771

D’Z’” (Fl F2 .. '*F?L)=(DJ0F1+D;€F2+ .« . .'_]__Dan)m’

23 (I F))=(D, D, F,)",

ktora nalezy rozumieé w ten sposéb, ze rozwijajgc potege m-g su-
my D,Fi~+D,Fylub sumy D, Fy+DyFy+ .. Do Iy, nie opuszczamy
wyrazéw z wykladnikiem zero, oraz zastgpujemy

(DaFy )™, (DeLy)= ..
przez
DY Fy  DwFy oo
gdy a,, a, . . . nie sg zerami, a przez
F,F,...
gdy te wykladniki sg zerami.
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Jezeli w réwnaniu 17, napiszemy F ¥, = F, skad

I
F2 = Fl )
znajdziemy z niego
F 1 F
DzFl_.ﬁ—,l(DxF —EDxFl)
lub
04 p F _FD,F—FD, Fy

t. j. wzdr na pochodng ilorazu dwéch funkeyj catkowitych,
Jezeli w szczegblnodci F=1, otrzymujemy

1 D, I,
25. -Dwfl‘—_ Flg

Jezeli we wzorze 18. polozymy
Fi=2—a, Fy=x—ay ... F,=z— a,
D=(r—q)(@—ay) ... (x—a),
gdzie a,, a, . . . a, sg liczby rézne, bgdziemy mieli
D, F\ =D Fy=...=D,F,=1,

zatém

i=n

D D

D D
26. D. &= z—a, +w—a2+"'+ .’c-—-an—z.@—ai )

=1
Podamy jeszcze okre$lenia kilku pojeé, ktére beda p6zniéj po-

trzebne.
Jezeli dla funkeyi

F = qya"4-a; a1+ ay2m-24 . .. Fa et a,
i jéj pochodnéj
Fo=ma, "1 4~ (m—1)a, &" 2+ . . . Fa,_1,

utworzymy rugownik wedlug teoryi podanej w art. 35., otrzymamy
wyznacznik, ktéry podzielony przez a,, stanowi wyrdznik [ discrimi-
nant | funkeyi danéj??, Wyr6znik ten, przyréwnany do zera, przed-
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stawia warunek, przy ktérym funkcya dana i jéj pochodna ma-
ja czynnik wspélny. W Algebrze pojecie wyrdznika ma znaczenie
bardzo wazne.

Wrotiskianem m funkeyj F,Fy,... [, jednéj zmiennéj », nazywa-
my wyznacznik

Fl 9F2 ---En Fp F2 ---En
F/ ,Fy ...F,/ DF,, DF, ...DF,
F" ,F) ...F) —=|DF,, DF, ...D%F,

Fl(m)’ F2(m—1). .. F'm(m—l) _Dm——]_l:'17 _Dm—lFQ. .. Dm—lFm

w ktérego pierwszym wierszu znajdujg si¢ funkeye dane, w drugim
pochodne pierwsze tych funkeyj, w trzecim pochodne drugie . . .,
w m-ym pochodne (m—1)-e. Wrofiskian oznaczaé bedziemy przez

W(Fy, Fy . .. Fy).

Wroniski nazywal te wyznaczniki funkeyami schin | porow. str.
192]2% Pojecie wroiskianu mozna rozszerzy¢ do funkeyj £y, Fy,. B,
zaleznych od n zmiennych @, &, ...&, wprowadzajac funkcye
utworzone z pochodnyeh, a mianowicie funkeye

oF; = q Dx,Fi"I“%szFf + v +9anan
gdzie ¢4, g5, . - . 9n 59 liczbami dowolnemi, oraz
OF; = 08(0F;), 6%F; = 0(0%F;) . . .

Wronskianem takich funkeyj nazwiemy wtedy wyrazenie:

Fl’ F27 0~-En
6F, OF, ...0F,

W(Fl,F2s~'-En )= 62F1’ 62F27 see 62E;1

6»1—117'1, 3m———1F2 ... 6m———1 f’m

Jakobianem?* funkeyj Iy, F,, ... F, n zmiennych @z, &, . . . @,
nazywamy wyznacznik
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D, F,, D, F,...D,F,
D, Fy, D, Fy,...D, F,

. °

Dy, Fyy Dy, Fyy o oo Dy, Fy,
‘Wyznacznik ten oznaczaé bedziemy przez
J(Fy, Fy, ... F,).

Jezeli funkeye F, F,,...F, sg same pochodnemi pierwszemi
pewnéj funkeyi F, to jest jezeli
Fy=D,F, Fy=D,F,...F=2D,7F,

wtedy elementy jakobianu sg wszystkie pochodnemi drugiego rzedu

funkeyi F7; oznaczajac pochodng D, F dlakrétkoei przez Fyp—

na mocy twierdzenia 12, jest Fy= F),— otrzymujemy wyznacznik
Fll’ F12 DI F]u,
Foy, By o oo Iy,

Etly Fn? L) -F;m’ )

nazwany hessianem funkeyi F i oznaczany zwykle przez H (F)2,

Okreslenia tu podane sg ogdlne, bo stosujg si¢ nietylko do funk-
cyj calkowitych, ale do wszelkich funkeyj w ogélnosci. We wlagciwém
miejscu poznamy wazne wlasnodei i zastosowania tych algorytméw,
a zastosowania wronskianow wskazemy juz w art, 42,

39. WzOR TAYLORA.

W art. 36 podaliémy wzor F=FO-FOf LRt R,
na zasadzie ktérego funkeyg calkowity F' zmiennéj @ mozemy roz-
tozyé wedlug poteg innéj funkeyi catkowitéj f téjze zmiennéj. Nie-
ehaj bedzie

1. Flo)y=aa"+a a4 a, 0" .+ ap &+ ay,
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7 za$ niechaj bedzie funkcyg liniows,

2. f=a—h

Wedtug teoryi podanej w art. 36, wspélezynniki rozkladu otrzy-

mujemy, dzielge F przez f, iloraz z tego dzielenia przez fit. d.

i oznaczajgc reszty w kazdém z tych dzieleri. Kolejne ilorazy i re-

szty oznaczymy na podstawie wzordw 7. i 8. art. 34. Wedlug tych

wzoréw, iloraz z podzielenia funkeyi 1. przez funkeyg 2. bedzie

3. ayanlF (agh + a))a 2 (agh? 4 ajh - ag)am -

(a1 a2 ),
reszta za$ bedzie réwna
FO =g k" a4 . .. Fa,_ b a,= FR).

Drzielge funkeyg 3. przez #—5, otrzymujemy iloraz

4. a@ - (2a)h+a,) @0 4 (3aph? + 20k ap)a” 4 L
-+ {(m—l)aohm'2 —+(m—2) a, lz”l‘3—l—...+a,,l_2}

reszta za§ FY bedzie réwna wartodci funkeyi 4. dla & =12, to jest:

5. FW=ma, k=i (m—1) a, "=} . . . $2a, s hFaus.

Drzielac funkeyg 4. przez #—#, znajdujemy iloraz

a3 (3ah+ay ). '_1_{@”__%:2_)%”;;—3 4.+ (lm__g}

a reszty bedzie

6. Rz)zé{m(m—l)aoh”’—z—]—(m——1)(771——2)a1h’”—3+...+2.1.am_g}

Postgpujac tg drogg daléj, otrzymamy nastgpujace wyrazenia resat:

1 : 9
F\S)——_—m{m(m——l)(m——2)aok’”’“5—]——...—}— 3.2.1.a, )

1 o
ﬂm)= mm.(ﬁl—l)(m—g) e e D 2 . 1. “0
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Z por6éwnania wzoréw 5. 6. 7 z wzorami 5. 9. 15. 16 artykulu
poprzedzajacego widzimy, ze pomigdzy resztami FXO, FD, F®,  F)
a warto$ciami, jakie przyjmujg funkeya F{z) i jéj kolejne pochodne
wzgledem zmiennéj @, przy warto$ci @ réwnéj A, zachodzg zwigzki
bardzo proste, a mianowicie :

O = F(R),
FO =F(h),

. 1
) T FT (]
ya 1'217(&),

FO® = ‘1%3‘ F(R)

1
F(;)z)____ﬂm) h ;
1.2.3..m (%)
gdzie F')(h) oznacza warto$é, jakg przyjmuje pochodna I, (z)
dla wartosei #—=h. Dochodzimy wiec do wzoru:

(h)
1.2

(],
k@ T3

9. Fla)y=F(k)F-(&—h)F (h)4(z—h)?

ktéry mozemy napisaé takze pod postacig,

Lm

10. F(a-4-h)y=F(z)-}+rF (2) -+ Ih—; a)+..+ To o FOon(g5)

Wzér ten nazywa sie wzorem Taylora. Daje on rozwiniecie
przyrostu funkeyi, t. j. réznicy

F (z1) — F (=),
wedlug poteg przyrostu zmiennéj:

n

h? A
11. F(x-l—lz)—F(.z):hF(.z)—]—I—éF”’(.z)—}—...—|— s mﬂ"/(m).
Z wzoru 9. gdy w nim napiszemy ~==0, wyplywa,
I'(0) 7 (0)

12, ) =0)+a F(0) + o 5. e 5
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Wzér ten nazywamy wzorem Maclaurina.
7 wzoru 11. ktadae w nim
F(z) = a™,

otrzymujemy
(a4-hym=am +mh a1 + Zn_(_?:é_}_) R2am—24 . fhm

to jest dwumian Newtona.
Naodwrdt, opierajge sig na dwumianie Newtona, mozna roz-
winigeie funkeyi F (2 -}-%), przedstawiajace sie pod postacig

Fla-h) = ay (2--hy" + a, (o024 . oLt a(efh)Fan,

przeksztaleié na wzér Taylora lub Maclaurina.

0d wzoru, dajacego rozwinigeie przyrostu funkeyi jednéj zmien-
néj, mozna z latwoscig przejéé do wzoru, dajgcego rozwinigeie
funkeyi, zaleznéj od wielu zmiennych, Dla przypadku dwéech zmicn-
nych @, #, otrzymujemy wtedy rozwinigeie

Floy4hy, aybhy) = F(ay,05) 4 (g Do, F o4 by Do )
+ '1'1—2 (hl 21)2;: F—l— 2 }ll 71,2 D.E,wg F+ 7222 Di Iﬁ)
13. 4+ . .
1
+12

W

+m(m— 1)

1.2
Wyw6d tego wzoru, jak i rozeiggnigcie go na wigkszg liczbg zmien-
nych, znajdzie czytelnik w podrecznikach Algebry lub Rachunku
Wyizszego.

(A ])2‘ mF—]—miz] =1y DM e

:v‘m"‘]z‘z

m—-2J 2 J)m iy
WD, P oAby D).

40. ROZNICE FUNKCYJ CALKOWITEJ.

Wazoér 11. art. poprzedzajacego daje nam przyrost funkeyi cafko-
witéj, t. j. rdéinice dwéch jéj wartosci F(x—-%) i F(x), wyrazong za

Pojecia. T. 1. 16
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pomocy przyrostu’Z, zwanego réznicg zmiennéj x. Jezeli wprowa-
dzimy oznaczenia
Ax="h, F(zth) —F(z) = AF(z),
to wzor ten mozna napisaé w ten sposob:
A

’ AQ nll ‘
T”.F (95)+<1—2—1' @)+ 4

. Az
1. AF(x)= ——— FU(x),
@) 1.2...m @)
w

Zajmiemy sie tu blizszém zbadaniem réznic pomiedzy warto$ciami
funkeyi, odpowiadajacemi réznym wartoSciom zmiennéj. Wtym celu
wyobraZzmy sobie szereg wartodci funkeyi calkowitéj IF{x), odpo-
wiadajacych warto$ciom zmienndj

oo+ A, e+ 28, 04+ 3w, ..,
t. j.
F (%), I'(c+Ax), F(e+2Ax), F(@-3A2), . ..
Réznice pomiedzy kolejnemi wyrazami tego szeregu, t. J.
Flo+4-Az) — F(x), F(x+4-2A0) — Flo—-Ax), Floe+3Ae) — Fz+2Ax) ,
ktére oznaczamy przez
AR(x), AF(e+-Ax), AFPx+252z), . . .

stanowiy, rdznice pierwszego rzedu funkeyi F(z).

Réznice pomiedzy kolejnemi réznicami picrwszego rzedu ozna-
czZamy przez

A2 (), AU a—tAx) . .

i nazywamy rdéinicami drugicgo rzedu. W podobny sposéb otrzymu-
jemy roznice rzedu frzeciego, czwartego it. d., ktére oznaczamy
przez A%F(x), A*F(x) i t. d.

Jezeli dana funkeya calkowita F(z) jest stopnia m-go, to réznice
rzgdu pierwszego sg funkeyami calkowitemi stopnia (m—1)-go, 16-
znice rzgdu drugiego--funkeyami stopnia (m—2)-go i t. d. réznice
rzedu (m—1)-go sg funkeyami stopnia pierwszego, wreszeie réznice
rzedu m-go sg stopnia zero, t. j. sa wszystkie réwne jednéj liczbic
statéj. Roznice rzedéw wyzszych od m-go sg wszystkie zerami.

W saméj rzeczy, jezeli funkeya F(x) jest stopnia m-go, to z wzo-
ru 1. widzimy bezposrednio, #e funkeya AF(x) jest stopnia pocho-
dnéj I"(x), a wige, jak to widzieliSmy w art. poprzedzajacym, sto-
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pnia m—1-go. Kladgc we wzorze 1. x-+Az w miejsce 2, otrzymu-
jemy

AF (z+Ax) = 7,+Am)~r(1‘9;) 7 (- Aw) -

(-\J)

) e
13 F (x—-Az),

a odejmujgc réwnanie 1., bedziemy mieli

(Am

A“’F(x) — ———A P'( )_l_ (‘-\’L‘ )AFII( )+ + AF0D (.76)

skad widaé, ze réznica A2F(a>) jest funkeya stopnia réwnego sto-
pniowi funkeyi AF'(z); a ze stopien funkeyi F'(z) réwna sig m—1,
stopien przeto funkeyi A F” () i funkeyi A? F (x) réwna sig m—2.
Wrynika stad zarazem, ze stopief funkeyi A2F"(x) jest m—3. W ten
sposob rozumujge daléj, przekonywamy sig o prawdzie powyZszego
twierdzenia.

Z tego twierdzenia wynika, ze dwie funkcye, réznigce sig staly
dowolng, majg oczywiScie roznice pierwszego rzedu réwne: dwic
funkeye, roznigee sig od siebie funkeyg stopnia pierwszego, majy
réznice pierwsze, réinigce si¢ o staly, réznice za$ rzedu drugiego
réwne. Wogoéle funkecye calkowite stopnia m-go, roznigce sig od
siebie funkeysg stopnia k-go [k <m], majg réznice rzgdu k—-4-1-go
réwne. Z podanych okreslen wynikajg bezposrednio réwnosei:

A Flz) == Fla+Ax) — Fx),
AF(r) = AF(z4-Az) — AF(x) = F(a+-21x) — F(r--Ax)
— Fla+Az) + F(x)
= F(z+2Az) — 2F(x}Az) + F(x),
A3FP(x) = F(x-F3Ax) — 2F(r+4-24%) + Fa-4-Ax)
— Flx+2Az) + 2F(z+Ax) — F(x)
= F(z+3Ax)—3F(x—24x)4-3 F(a—-Ax)—I(x).
Za pomocg tego rachunku dochodzimy do wzoru ogélnego

2. A’F(oc) F(x+iAdz) —iF(x+ (—1)Ax)
+7(2 Fe4-(—2)Az)—... + (=1 F(z),
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o ktérego ogélnosci przekonywamy si¢, przechodzac od skaznika ¢
do skaznika 1.

Wzér 2. daje réznice rzgdu é-go funkeyi F(x), wyrazong przez
wartodei funkeyi

F(z), Flz+Ax) . . . Flaf-idr);

wspélezynniki rozwiniecia s3 takie same, jak w rozwinigeiu potegi
¢-¢j dwumianu.

Poczyimy po kolei rozmaite zalozenia o funkeyi F(zx).

Jezeli

F(x) = ,T/m,
to
m_— pm m—1/ m(m—l) m—2 2 m
(rv+-Az)” = x4 m Az —4 5 % (Az)*+-...-H(Ax)
a wiee
m(m—1)
3. Axm :maz’"—le—|——1—2— 22 (Az)+- . . (Ax)”.
Wogéle bedzie
A g7 = m(m—1)...(m—i-1)x"—{(Ax) 4 Ao (Az) T
-+ Brn—i=2(Az)2.. .,
gdzie 4, B . .. oznaczajg wspélczynniki przy dalszych potegach
zmiennéj «. Dla {=m bedzie
4, Amgm = m(m—1) ... 2.1.(Adx)"=m!(Az)"
= 1ml1 (Ax)m;
dla {>m bedzie A?x™ =0.
Jezeli
F(x) = ayz™ + a2 . . . au,
wtedy z wzoru 2 lub na podstawie wzoru 4. otrzymamy z latwoscia
5. A7 F(x) = 171a, (Ax)"

Aé F(x) =0, gdy rzad réznicy jest wigkszy od stopnia funkeyi, co
zgadza sig z wyzéj podaném twierdzeniem.
Niechaj
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F(r) = x(x—Ax) (x—2A%) . . . (x—(m—1)Az.
Funkcya ta oznacza si¢ za pomocg symbolu
m—4z
i nazywa sig faktoryalng.
Jéj kolejne réznice majg nastepujace wyrazenia:
AF(x) = m Az (z—Ax) (x—24) . . . (x—(m—2)Ax),
6. A2F(ac)_m(m~—1)(Aw)2 w(x Aac)(ac 2Aac) (w——(m——3)Aw)

. A'F(x)—-m(m 1)(m—2) (m—z—[—l)(Aac)’x (x—Ax)(.z' 2Aoc) (x (m—z ])Aw)
— gpil—1 (Aa«;)z am—il—4z,

Jezeli funkeya faktoryalna F(z) jest postaci
F(z) =z (x4 Ax) (x4 24x) .. . (x4 (m—1) Ax)

— $7n]Ax’
wtedy podobniez dochodzimy do wzoru
ALF(x)=m(m—1)...(m—i+41)(Azx) (z—+idz).(2-(i+1)AZ)...(2-(m—1)Az)
= ml—1 (Ax)’ (x-iAx)m—i—4,
Jezeli funkcya F(x) jest iloczynem dwoch funkeyj Fy (x)Fy(z), to
AF(x) = Fy (z+4Ax) . Fy (2-Az) — Fy (2)Fy()
= {Fy(%)+ AF, ()} {Fy(w) -+ AFy()}
— Fy() Fy()
=F(x).AFy(x)+AF, (w){F2(m)+AF2(x)}
Biorge réznice drugiego rzedu, otrzymujemy
A?F (z) = I, (z) A%F, (%) 4 28F, (x) {AF, (2) + A Fy (x)}
+ A?F (x) {Fg(w) —+2AF,(x) + A2F(x)}
Postepujac w ten sposéb daléj, dochodzimy do wzoru ogélnego
A Fla) = Fy(x)A™ Fy(x) + mDF (x){A" 1 Fy(x) +A " F(x)}
+ ﬁ(—nf—l—) A?Fl(w){Am—zFQ( x)+2471Fy (2)+ A7 Fy(x)} 5
m(m—-l) (/n —2)
1.2.3
4+

+ —2ASE, (2){An—3F () + 3Am—2F () + BAm ATy () F-Am Fy()}
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ktérego ogélnosé za pomocy indukeyi zupeinéj sprawdzié mozna.
‘Wzér ten na réznicg m-go rzedu iloczynu funkeyj odpowiada wzo-
rowi Leibniza, podanemu w art, 38.

Majge dla danéj wartoSci z warto$é funkeyi catkowitéj F(z)
oraz jéj réznic AF(x), A2F(z) . . . A"F(x), mozemy oznaczy¢ war-
to$é F(x+14Ax), za pomocy wzoru

9. Flu+ide)= F(J)—l——zAF’(J)-l—z(z A2F(2)+. . A Fz),

ktérego wspélezynniki sg takie same, jak wrozwinieciu potegi dwu-
mianu. Dla wyprowadzenia tego wzoru, zauwazmy, ze, jezeli ma-
my szereg wartosci funkeyi

F(x), Flu+-Ar), Fle+3Az) . . . Fle+mdr),

to wtedy zachodzg nastepujgce réwnania:

Flr+Az) = F(x) + AF(x),

Flx+2A1r) = Fle+Ar) + AFR«e+Ar)
= F(£)+AF(r) + AF(x) + A2Fir)
= F(x)+2AF(z) + A2F(x)

F(r437r) = Fle+2Ar) + AF(e-+2\0)
=F(a)+ 2AF () + A2 () + AF ()22 F () + A3 F(x)
= Fx)+3AF(x)+3A2F () + ASF(x).

Postepujge daléj tym sposobem, dochodzimy do wzoru 9., ktére-
go 0g6lnosé stwierdzié mozna, przechodzac od liczby calkowité)
i do i+ 1. Kladac ¢ =m, gdzie m jest stopniem funkeyi calkowitéj,
otrzymujemy

m( m—

m(m—1)(m—2)

F(ueAmAr)= FluyrmAFr 4 123

(=) oy 4 m D0 2) o

+ ... —]— An F(z)

k
Potézmy md x=Fk, a wigc m= ——, wtedy wzér ten przybiera postaé

Ax
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' GE k— A 22 s (fo— A - '.l(/ 3
I’(x"l‘k):F((L')—i———f—:— Ay | k(k— A2) A2F(2)  k(k—Az) (k-2 r) ASH(2)

. 1.2 (A»)? 1.2.3 (Az)?
0.
Bk — Ao)(k—2A2) ... (A —(m—1)Ar) A" F2)
T 1.2.3...m (Azy? ’
lub

B AR | R4 A2 F(o)  kS-4203Fw

k) = F2)+

1 Az 121 (Az)? 180 (Az)?
fml—A4z A"’F(/.Z‘)
+ “ e e -!’_ lmll —(._S:r)m

Wzér ten zawdzigezamy N e wton o wif; stuzy on do tak nazwanéj
interpolacyi, ktéréj najogolniejsze zadanie polega na oznaczaniu
wartodci funkeyi z dostatecznéj liczby innych jéj wartosci. Jezeli
mamy dane wartodci funkeyi

Hz), Fle+A2) . . . Flo4(n—1)Az),

to mozemy obliczyé kolejne réznice AF(x), A2H(z) .., A»F(z),
a na podstawie wzoru 10. znaleZé warto$§é funkeyi dla wartosci
zmiennéj @ 4k, gdzie k jest liczbg dowolng. Rozwigzaniem tego same-
go zadania inng metodg zajmiemy sie w nastepnym artykule,

Drzialtanie, za pomocg ktérego znajdujemy roéznice funkeyj nazy-
wamy roinicowaniem. Dziatanie odwrotne, za pomocg ktérego od
réznic przechodzimy do samych funkeyj, nazywa sig réénicowaniem
odwrotném albo catkowaniem (sumowaniem). Rdénica odwrotna lub
catka oznacza si¢ za pomocg znaku 2, a za jéj okreSlenie stuzyé
moze réwnanie

ktore wyraza, ze dziatania A 1 3, zastosowane do funkeyi F{z), nie
zmieniajg téj funkeyi; podobniez jest

ASH(z) = ().

Do wyrazenia calki danéj réznicy mozemy zawsze dodaé staly do-
wolng, dlatego ze, jak wyzéj objasniono, dwie funkcye, réznigce sie
stalg, majg oczywiscie roznice réwne.

Z powyiszego okre$lenia wynika, ze réznica odwrotna sumy
dwoch funkeyj réwna sie sumie réznic odwrotnych obu funkeyj i ze
wogéle dla zcalkowania sumy trzeba dodaé sumy calek jéj skia-
dnikow.
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Na téj zasadzie z wzoru 3., calkujac obie jego strony, otrzymu-
jemy:

S(Aa)=am=mAr X1+ m—(;n-g—l) Az Zam24. . ...
Réwnanie to pozwala nam znalezé calke X2”—1, gdy znamy calki
Zam—2 Fam—3, Kladge w niem m—1=+1, bedziemy mieli

21 i(i—
_— 7—1 -
W 2 = i~ {1. Ar e+
Kladgc za$ tu kolejno ¢ =0, 1, 2... dochodzimy do nastgpujgcych
wWzordw :

faepze-p. )

o T
=5
1 a2 1
Sal= 2 A 2
1 23 1
g ¥ e b
" R v + A
. 4
22’3———1— -;; cl) r?‘—-]———-m?Ar
1 ° Loy Lo 1 3
P —-E)—E‘ —é—r —{-»‘m‘Am ———-r(A7)
6
2ot = % i\r—,’—— ;'l’ + 7"Aa ——-QQ(AT)"

Jezeli napiszemy ogélnie
2 ™ — Ayt + Ba™ + Copm—1 +

to biorge réznice stron obu, mozemy doj$¢ z latwoscia do bezpo-
$redniego oznaczenia wspdlczynnikéw i do nastepujacego wzoru:

Y i 1 i +1 om ( 1)) - 2 pm—

13. 30 (t+1)Ar{ 1T e AL By (A
1 4—|1 1 6] —1 .

(m'{;‘”)L B (A )4 m—-&+ (ﬂ%%—-B;{.(A«T)G.«Tm"J—--.}*‘- C’
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gdzie C jest staly dowolng. Wspélczynniki B, B,, B;..., zacho-
dzgce w tym wzorze, nazywajg sig liczbami Bernoulli'ego i majg
nastepujace wartosci ’

1 1 1 1 5
== —— —_ _B _ e—— _B == — . —— —
B=5,B=5p Bhi=g L= B=g"
691 7 3617 43867
67 2730° BT—F’BS_MO’ 77798
1222277
B = 2310

Liczby Bernoulli’ego majg zastoswanie w wielu zagadnieniach
Analizy. [Niekiedy znakowania, uzywane przez réznych autoréw, ré-
7znig sig od podanego tu, mianowicie nasze wspélezynniki B; bywa-
ja oznaczane przez DBy, lub przez By_;; W pierwszym razie
wszystkie liczby Bernoulli'ego ze skaZnikiem parzystym, drugi
raz liczby ze skaznikiem nieparzystym sg zerami]. Wrotski na-
zywa liczbami Bernoulli'ego wspélezynniki

1 B B, B, B, B
22 T 1 60 B0
i oznacza je przez
e17 627 eu 66’ 68’ 610~|

wszystkie za$ wspélezynniki 6 ze skaznikami nieparzystemi précz
0, t. j. 64,0;... przyjmuje za zera?’.

Liczby Bernoulli'ego napotkano po raz pierwszy w rozwig-
zaniu zagadnienia, dotyczgcego oznaczenia sumy jednakowych po-
teg kolejnych liczb calkowitych, to jest sumy

2434 . (e —1),
gdzie « jest liczbg calkowitg. W kursach Algebry elementarnéj po-
dawane bywajg wzory

2 .
1 +2+3+...+(m—1)=f2___;_
. 22 22
124224324 ... —|—-(x—1)2=-§— — 12__[_?
. ot 23 a2
13+23—|—33—]— e —I— (:l'——].)i:z —_ —é— + —4—
) ﬂ'4 .1'3 *

14+24+34+. . .+(vl'——l)4:-’5‘-'—2—+—§'-—*3—0 .
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Pierwszy z nich otrzymujemy, jezeli w tozsamodei (f—-1)% — ¢2
= 2¢t4-1 za ¢ polozymy 1, 2 . ., #—1, a otrzymane réwnosci do-
damy; drugi wynika podobnie z tozsamosei (¢4 1)3—¢*=312+4-3t-41,
trzeci z tozsamosel (¢-F1)* —t*=4134-61>-4t—+-1, cawarty z tozsa-
mosei (t-}-1)7—t°=>5t4-1034102-}-5t-41. Podobng drogg prze-
kona¢ si¢ mozna, Ze suma

i o

jest funkeyg stopnia (»—1)-go liczby #. Funkeya ta ma postaé¢ na-

stepujacy
21 ¢ . (i—1) ({—2) o
o o —1 __ " / ot — 3
i e T h oo B

14, 4 D23 s

6!

‘Wzor ten podal Jakéb B ernoulli?s, Podana wprzypisach tablica
ca liczb 0, wzigta z dziet Wrotiskiego?? stuzyé moze do rozwig-
zywania zagadnien, wktérych stosowane bywajaliczbyBernoul-
li'ego.

41. WzOR INTERPOLACYJNY LAGRANGE A.

Rozwiazmy zadanie :

“Znalezé mnajogélnicjszg funkeya calkowity zmiennéj z, ktéra
dla m—-1 réznych wartosci zmiennéj: a;, ay. . . @, przyjmuje m--1
wartoei danych wy, wy, . . . Wy ,.

Niechaj funkeyg szukang F(x) stopnia m-go bedzie
1. Fz) = cya”+c a1+ ... Fcoztcn
Dla oznaczenia m~}1 wspélezynnikéw jéj mamy, wedlug zatozenia,
2. Flay) =w,, Fla)=w; ... Flan)=1w,
t. j. uklad réownan

G +cl aom—l + e + Con—1 %y _I_cm =Wy,

m m—1 _| ! —
3 o e @ 4 L L e g e, =y,
3.

¢, ay" —!— ¢y @, "1 + . 0. —‘}" Cn—1 am_l" Cn == Wy
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Poniewaz wyznacznik ukladu 3.,t. j. wyznacznik

m—1
Lay", a1, . .ay, 1
a” a0 La, 1
W=1. e e e e
|
. - . . . . - -l
— |
l "y a," oL, @iy 1
jest rézny od zera, mozemy przeto wspélezynniki ¢y, ¢; . .. Cn
oznaczy¢; a mianowicie bedzie

— ! 2

Lw,, a1, .. a,, 1 | @, wU...ll

[ in—1

wy, a7 oag, 1 a” w1

1 1

Ci=-——1. « .« . .« . . Co==-=|. . .
Tw W ’

l W,y ammal’” .y, , 1 | amm, Wi o o 1 |

it.d.

Wspélezynniki, jak widaé z tych wzoréw, sa funkeyami liniowe-
mi liezb w,, w, . . . w, Mozna wiec napisaé

4. =0 wy+a,Pw ... FaPw, [(=0,1,2.m]
gdzie wspétezynniki ag, ay, . .. a, sg zupelnie oznaczone; wsta-

wiajge 4. w réwnanie 1., otrzymamy po odpowiedniém uporzad-
kowaniu wyrazéw:

5. Fa) =y Bye) b u () A, B (o).
Tu F,, I, . .. F, s3 funkcyami stopnia m-go, majacemi te wila-
sno$é, ze funkeya F(a) jest réwna 1 dla z=a,, réwng 0 dla a,
gdzie & ; 7

Poniewaz funkcya F;(«) staje sig tym sposobem zerem dla m
wartodci zmiennych a,, @,...8;—1, @;1...9,, Die Wige moze by¢ juz ze-
rem dla zadnéj innéj warto$ci, bo w takim razie na zasadzie twier-
dzenia, podanego w art. 33, bylaby tozsamo$ciowo zerem, co nie
jest, gdyz dla @=a, jest réwna 1, Na téj zasadzie mozemy napisaé:

6. Fi(z) =b,(v—ay)...(e—a,_; ) (@— @) ... (2—0ay)

gdzie b; jest pewng stala. Wprowadzajac funkeya, okreslong za po-
mocg roéwnania;
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f#)=(z—a))(@—a,)...(z—an),

bedziemy mieli ; _
Fy(z) = b M—- ,
L—a
a poniewaz wedlug wzoru 26. w art. 38 jest

Z L(‘ZL)_= F(w),

L—Qay
k
przeto

F.(J') J—.Y
—ibk—"'—f (2) .

P
Kladge tu #=a; i uwzglgdniajge warunki, jakim czynia zado$é

funkcye Fy, otrzymujemy z tego réwnania :
1
b,‘ =
J'(a:)

skutkiem czego funkcya 6. przyjmuje postaé

1
Fi(z) =m(x——ao)...(m—a;_l)(w—ai+1)...(m-am)
__ @
(.z'—ai)f’(ai) ’
a réwnanie 5. przechodzi w nastgpujace

w,  f(x)

— _‘ — e
v Ao = fla;)e—a; ’

Z

stanowigce tak nazwany wzér wzdr interpolacyjny Lagrange’a.

Jezeli w miejsce /'(a,) napiszemy warto$¢ téj pochodnéj, réwng

(a; —ay)...(d;—a, 4 Nai—aipa)..(a; —an),
otrzymamy wzér Lagrange’a pod postacig
8. F(,Z')=Z w; (r—ay)..(z—a; 1 (e—a,— )..(v—a,,)
(¢ —ay)..(@; — @iy )(a; —aiy1)...(a; —ay)
¢ .

Znalazlszy funkeyg F{(z), czyniges zado$é warunkom zadania, mo-
zemy znalezé rozwigzanie jeszcze ogélniejsze, W saméj rzeczy, je-
zeli @(z) jest inng funkeys, czynigeq zado$é tym samym warunkom,
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to oczywiscie rdznica
staje si¢ zerem dla m—-1 wartosei
=0y, Gy o v Gy,
jest zatém podzielna bez reszty przez iloczyn
(e=a0) (=) . . . (=),
to jest przez funkcyg f(x); mozemy przeto napisaé,
D () — F(2) = f(z) . O(z),

gdzie () jest pewng dowolng, funkeyg calkowita zmiennéj z. Otrzy-
mujemy wiec

D)= Fz) =+7(r) 0(2).
Tak wigc

w  f(r)
9. D(2) = . z)0(x
@)= ey rma H (20)
gdzie 6(x) jest funkeys dowolna, przedstawia najogélniejsze roz-
wigzanie naszego zagadnienia®®, Jezeli funkeya szukana ma by¢ sto-
pnia m-go, musi byé 6 (z) = 0 1 otrzymujemy jedno tylko rozwig-
zanie, dane za pomocg wzoru 7.
Jezeli rownosé 9. napiszemy pod postacia
D(x) w, 1 Wiy 1
pr— n __+ DR e
f(z) f(a), e—a, '’ —l_j’(a,,,) z—a,’
otrzymamy wzor, dajgcy rozklad utamka
D(x)
@)
na cze$é calkowitg 0 () 1 utamki czedciowe, i stanowigcey uogdlnie-
nie wzoru 26. w art, 38. Wzér 10. ma wazne zastosowania w Al-
gebrze i w Rachunku catkowym.
Na wzorze 5. lub 8., ktéry moina przedstawi¢ pod postacig

11, F(z) = Flay) Fy(2)+ Fla)) Fy(z) - . . . 4 Flan) Fu(z)
= ZF(ai) F,(.z‘),

]
opiera Kronecker metode badania podzielnodci funkeyj eal-

10.

() +
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kowitych®!, Dajmy na to, 2ze mamy pewng funkcyg calko-
witg ¢ () stopnia 2m lub 2m - 1 o wspélezynnikach calkowitych
i chcemy zbadaé, czy funkeya ta jest lub nie jest podzielng przez
inne funkeye calkowite o takichze wspotezynnikach. W tym celu,
oczywista, dostatecznie jest zbadaé, czy posiada dzielniki calkowite
stopnia m-go lub nizszego. Dzielnik stopnia m-go moze by¢ przed-
stawiony pod postacig 1.; jezeli wige funkeya calkowita ¢(z) ma
by¢ podzielng przez funkeyg F(v), to liczba calkowita ¢(a,)
musi byé¢ podzielna przez I{a;). Jezeli oznaczymy wszystkie dziel-
niki calkowite dodatnie i ujemne liczb ¢ (a,) dlai=1,2,...m
otrzymamy tym sposobem skoriczong liczbe ukladéw wartosci liczb
F(a;). Te uklady, wstawione do réwnania 11., dadzg nam funkeye
stopnia m-go, miedzy ktéremi znajdujg sie, o ile istniejg, wszystkie
dzielniki stopnia m-go funkeyi danéj. Widaé stad, Zze za pomoca
skonczonéj liczby dziataii przekonaé si¢ mozna, czy funkeya calko-
wita dana jest podzielna przezinne lub nie podzielna. Funkeya calko-
wita o wspélezynnikach calkowitych podzielna przez inng takas
tunkeys calkowity, nazywa si¢ preywieding [réductible], w przeci-
wnym razie nieprzywieding [irréductible].

Pokazemy jeszcze jedno interesujgce zastosowanie wzoru La-
grange’a, réwniez wskazane przez Kroneckera?®, do teoryi
liczb Bernoulli’ego, o ktérych méwiliémy w poprzedzajacym
artykule.

Dajmy, ze mamy oznaczyé funkeyg calkowitg stopnia m-go na
mocy m-}1 warunkéw, aby mianowicie dla wartosci zmiennéj ro-
wnéj zeru byla zerem i aby dla wartosci catkowitych 1, 2, 3...o—1
réwnala si¢ odpowiednim warto$ciom wyrazenia

1m—1 _I_ 9m—1 + . _I_ (0}—1)’""1

Kladace we wzorze 8.

=0, w,=0,
a =1, w =0,
ay = 2, w,=1,

a, = 2‘, w; = 1m~1_|_2m—1+ .. _I_(Z'_l)m—]

Q= m, w,= 1111—]_],_2171——]_[_ - _l_(m___l)m—]’
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bedziemy mieli

F(z)= V{lm——l_lﬁm—l—-]- A 1)411—-1} (@ 2(21—)1)(‘7. “ i.+11. Kzl“_z__l()miz;“m)

w(w—l) r—2) (z'—-m) 1”1-1+2‘”—1—{— +(z—1)"‘— m(m—1)..(m—i41)
T3 Z =

1)711——1

'L‘(’L——l (1‘_2) (r""m)2m(777’—1) (m'—H—l) (—_'1)711 ka—l
1.2.3. 2t

i—1,2 ...m——l- k=2,3,..m, czyli 0 <<hk<<im.

Wspolezynnik przy potedze pierwszéj zmiennéj » w tém rozwinigcin
jest réwny

m (m—l) (7n—2 + 1) ( ]‘)l Jon—1
Z ?

1.2.3.

4k

a poréwnywajge to wyrazenie z wzorem 14. w art. poprzedzajgeym,
otrzymujemy bezposérednio

m(m—1) . . (n—it1) (1) = B
D T B 7 = (=) Ay

4k
V<<i<<lk<m,
stosownie do tego, czy m jest parzyste lub nicparzyste.
Kladge n. p. m=>5 i m==6 tu, znajdujemy

10.3—10.4 (124453 (14 + 25434 — (142143 4-41)=41y3
15.1—20. 1 (1°-£27)+15. } (174274 3%)—6.1 (17274 87 +45)
4+ (15254 3474 5%) = 0,

42. “PRAWO NAJWYZSZE, WRONSKIEGO.

Rozwigzmy zadanic:

“Dany funkeyg calkowity #{«) zmiennéj » rozwingé wedlug innych
funkeyj calkowitych F(2), Fy(z) . . . F,(«), téjze zmiennéj, czyl,
innemi stowy, oznaczyé wspélezynniki stale 4,, 4;, 4,.. . . 4,. aby
byto tozsamosciowo

L )= 4y 4, By () -+ A4, P,
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Aby zadanie to rozwigzaé, nalezy mie¢ dang warto§é funkeyj
F(z), Fy(z)... Fy(2) i jéj pochodnych az do pochodnych rzedu p-go
wlgeznie dla pewnéj wartosci zmiennéj @ np. dla 2 = a. W saméj
rzeczy, jezeli réwnanie 1. ma byé tozsamoscig, to pochodne obu
stron winny byé tozsamosciowo réwne, otrzymujemy przeto ukiad
réwnan

2, P=A4,+A4F, —+4,F, +...-F4,F,
DFP = A4DF, - 4,DF, . . .+ 4,DF,,

I D?F = A\ D+ 4, D*Fy- . .. + A4,D%F,,
' DPF = A, DrP —+ A, DV Fy+ ... 4,DrF,,
gdzie I Fy,...DF,D*F, ... D, D*F, ... it d, oznaczaja
wartosei, jakie przyjmuja funkeye iich pochodne przy wartodci
r=a. Z p réwnan 3., jezeli wyznacznik
Dry, , DF, ,...DI,
s DF,, D’F,, ... DF,
Drly, DPFy. ... DPT,
t. j. wrotiskian funkeyj DF,DF, . .. DI, ktéry oznaczamy przez
W(DF,, DF, ... DF)),

nie jest zerem, mozemy wyznavzyé wspotezynniki 4;, 4,. ... 4,;
bedzie mianowicie

_ W(DF, DF, ... DI, DF, DF;y,...DI',)
CTTWWDE,DFy e Dr,)’
gdzie wyznacznik w liczniku powstaje z wyznacznika w mianowniku,
gdy w pierwszym elementy kolumny ¢-j zastapimy odpowiednio
elementami

4

DF, D*F ... D'F.

Oznaczywszy przy pomocy 5. wspolezynniki 4, 4, ... d,, znaj-
dziemy z réwnania 2. wspélezynnik 4.

Tym sposobem zadanie zostalo rozwigzane.

Wroiski podaje dla wspétezynnika 4; wzdér, w ktory weho-
dzg wspllezynniki 4,4, 4,15, . po nim nastgpujgce. Wspdlezyn-
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nik 4, na zasadzie réwnania 2. wyraza pod postacig .
6. Ay =F— A F, — A,F, — ... — A,
Biorge pochodne obu stron réwnania 1. otrzymujemy

D) = A DF(v) 4 A, DF(7) + . . . 4, DFy(z),
skad

D) DFy(x) DI, ()

v ])Fl(m)=A‘+ 2])F1(.)+ 4 "])]"(r)

a wige, kladac a za 2, bedziemy mieli

r DF, DF,

8. Al:jﬁl—_ 21)—];1——...—— pﬁ.

Przechodzimy do wyrazenia wspélczynnika 4,. Biorgc pochodne
obu stron réwnania 7. [na podstawie prawidta 24, w art. 38, znaj-
dujemy

DFy(v)D*F(2)— DI(x)D* I (w) 4 DF () D*Fy(a)— Dy I () D?Fy ()
(DFy(v))? ” (DIy(7))?
4 DF,(x) D*F, (v) — DI, (v) D*Fy(2) |
T (Do) T
4 DE(w) D*Fy(a) — DF, (#) D*Fy(« )
T4 DR
Duzielgc obie strony przez wspolczynnik przy 4,, kladac nastgpnie
we wszystkich wyrazach »=a, otrzymujemy
DF,D*F—DFD*F, _1)]711)2]"3—1)1*’3])2]«'1
DFDF,—DF,D*F,  7* DF,D*F,—DF,D*I,
DR\ D*Fy—DIF, D*F

" DI DR, —DF, R,

A,—

Jezeli zauwazymy, ze kazde z wyrazen, zawartych po drugiéj stro-
nie, da sie przedstawié¢ pod postacig ilorazu wyznacznikéw, bedzie-
my mogli napisa¢ :

DF,, DF | ; DIy, DIy

|
DAy, DR DA D]
DF,, DT,

DIy, DF, t
DA AP, D21y, DR,

DIy, DE, |
4 Ty, DPE
P DR, DEy |
|
D21y, AT

4, =

Tojecia, T. 1. 17
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Postepujac tg droga daléj, t. j. po podzieleniu obu stron przez
przez wspolezynnik przy 4,, biorge pochodne i nastgpnie ktadace
z=a [wykonanie tego rachunku pozostawiamy czytelnikowi], doj-
dziemy do wzoru

DF,, DF,, DF,
D*Fy, D*F,. D*F,
D3F,, D*F,, D°F,

DF,, DF,, DF
D?F,, D*F,, D*F
D3F,, D3F,, D’F

10. 4, =

DF,, DF,, DF,
DQFD 'D2F2’ -D2E3»
D3F,, D3F,, D*F;

DF,, DF,, DF,
DF,, D°F,, D*F,
D*F,, D’F,, D*F,

DF,, DF,, DF,
D*F,, D*F,, D*F,
DRy, D'F,, D'F,
! Dlﬁlv DFQ’ _Df’3
D?F,, D*F,, D*F,
D*F,, D’F,, D*F,

‘Wyznaczniki, zachodzgce we wzorach 9.1 10., sg wronskianami;
wprowadzajac przeto skrécone oznaczenie wronskiandw, mozemy
napisaé wzory te w sposéb nastepujgcy:

__W(DF,, DF) _, W(DF,, DF) W(DF,, DF,)
= W(DF,, DFy) ~ *W(DF,, DF,) W(DF,, DF,)’
__ W(DF,, DF,, DF) W(DF,, DF,, DF,)
~ W(DF,, DF,, DF;) *W(DF,, DF,, DF,) "'

W(DF,, DF,, DF,)
~ “*'W(DF,, DF,, DF;)"
Postepujac ta droga dalej, dojdziemy do wzoru ogdlnego

A n-.—_AP

4,

11, A W(DF,, DF,. .
W(DF,, DF,. .
W(DF,, DF,. .
“ W(DF,, DF,...DF,_, DF,)
W(DF,, DF, ... DF;_,DF,)
YW(DF,, DF, . ..DF,_,DF;)’

.DF;_;,DF)
. .DE+1 DFI )
.DF;_DF,,)

— 4

— 4

ktorego ogolnos$é sprawdzi¢é mozna, przechodzac od wzoru na A4,
do wzoru na A;y,.
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Zastosujmy wzoér 11. do przypadku szczeg6lnego, Niechaj bedzie
Fy(z)=f(z), Fy(x)=Ff2)’ . . . Fp(z) =f(2)",
Pochodne kolejne funkeyi
F,(2) = f()
beda:
DF, (z) = rf(zy—' Df(x)
D2F, (2)= »(r—1)f(z)y ¥ Df(z))*~-rf(z)y D (x)
DIF, (2= r(r—1)(r—2/ (Y > (Df @) - . .
DF@) = r(r=1) . . . 21D+ .
Jezeli zalozymy, ze dla wartosci e==a funkeya f(z) przybiera war-
t0$¢ f réwng zeru, otrzymamy
DF,(z)=0, D*F.(2)=0 ... D7F(2)=0
D Fz) =r(r—1) . .. .2.1(Df(x))
Jezeli te warto$ei pochodnych tstawimy do wroliskianu, stanowig-
cego mianownik we wzorze 11. otrzymamy wyznacznik, w ktérym
wszystkie elementy, znajdujace si¢ po prawéj stronie gléwnéj prze-

katnéj, sa zerami; wyznacznik ten sprowadza si¢ przeto do jednego
wyrazu,réwnego iloczynowi elementéw na przekatnéj, t. j. réwna sie
1.Df1.2.(DH%.1.2.3.(Df)% ... 1.2, . i Dfy
i)
= 112! 3L.. &4 (Df)tet-ti=11 21 3L, .. (Df) 2 .

‘Wroiskiany

W(DF,, DF,...DF;_y, DF,,)

W(DF,, DF, . ..,DF;_,,DF))
bedg zerami i wyrazenie wspélezynnika 4, sprowadza sig do jednego
wyrazu

W(Dy, Dy, Df*. . ,Df'~* ,DF)
4, = — iy
1121080, .. (D) =
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Rozwinigeie funkeyi F(x) wedlug funkeyj f(=). /()% . . . f(#)? be-
dzie zatém mialo postaé:

i=p 1f? 3 i—1 ) I
19, o) =£:1 W(Df.Df?. Df* . . . Df ,-(,4_11:1 )f(a*)",

= 11213141 (Df) 2
Jest to pod inng postacig rozwinigcie podane w art. 36. Zakladajac
tu, jak to wezyniliSmy w art. 38, f=+—%, otrzymamy wzér Tay-
lora.

Zakladajac we wzorze 11,

F () = e fah) o floHi—100),
doszliby$my podobnym sposobem do rozwinigeia funkeyi danéj I7
wedlug funkeyj faktoryalnych I7;, ktérego rozwiniecie poprzedza-
jace jest przypadkiem szezegélnym dla A=0,

Dodamy tu jeszcze, Zze mozna otrzymadé za pomocq, téj saméj me-
tody, inng postaé “prawa najwyzszego,, zastepujge wréwnaniach 3.
pochodne réznicami odpowiednich rzedow.

“Prawo najwyzsze, mozna uwaza¢ za najogélniejszg postaé roz-
winigeia funkeyi catkowitéj wedlug innych funkeyj.

Wroiski zastosowal podang tu forme nie tylko do funkeyj cal-
kowitych ale do wszelkich funkeyj analitycznych., W przypadku
tym wszakze rozwinigeie sklada sig wogdle z nieskonficzonéj liczby
wyrazow i stosowalno$é jego wymaga pewnych warunkow i zastrze-
zef. [poréwn, art. 7]. Zbadanie tego przedmiotu nalezy juz do ogél-
néj Teoryi funkeyj.

! Grassmann. Ausdehnungslehre, 1862 str. 223, oraz Die neuere Al-
gebra und die Ausdehnungslehre [ Mathematische Annalen, VIL, str. 543.]

2 Twierdzenia w art. 33 i 34 przedstawiamy wedlug dzieta A. Capelli
—G. Garbieri, Corso di analisi algebrica. Volume I. 1886, Capitolo VI,
a teorya, podang w art. 35,, wedlug dziela Faa di Bruno [Walter],
Einleitung in die Theorie der biniren Formen, 1881, § 5.

3 Wyznacznik, podany w tekécie, rowna sie, jak to tatwo okazaé, ilo-
czynowi Ln(n—1) roznic, ktore utworzyé mozna pomigdzy liezbami
oy By o .. %y t.j. lloczynowis:

B—o) (=)o (e—) ({—2) o .o (=D)L ..

4 Dochodzimy do wzoru 5.. rozktadajac pierwsza strone otrzymanego
zwiazku na éumq dwoch wyznacznikow. ktore powstaja z niéj: pierwszy
przez postawienie zer w kolumnie pierwszéj na miejscu elementow
ay, Gy . . . am—n, drugi przez zastapienie elementu Q zerem.

* Przeksztalcenia te polegaja na zebranin otrzymanych wyznacznikow
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w jeden, a nastgpnie na dodaniu do elementéw kolumny tego ostatniego
elementow kolumn pozostalych, pomnozonych odpowiednio przez
xm, am—1,,  xk,

6 Temu waznemu twierdzeniu nadaé mozna jeszeze wyrazenie naste-
pujace:

“Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby dwie funkcye F i f mialy
czynnik wspolny stopnia g-go a nie wyzszego, jest, aby wszystkie minory
stopnia (p—1)-go rugownika C, byly zerami, a nie byly zerami wszystkie
minory stopnia g-go tegoz rugownika,,.

7 Porown. G. Chrystal, Algebra. Part I. 1886, str. 103.

8 Szezegélowy wyklad teoryi funkeyj symetrycznych znajdzie czytelnik
we wspomnianém dziele Fad di Bruno lub téz w dziele V. Reho-
rovsky”'ego, Theorie soumernych funkei korenu, 1883.

9 Newton, Arithmetica universalis, Ed. 1732, str. 192.

10 Wzor ten podal Waring w pismie Meditationes algebraicae, 1782;
przed nim wszakze oglosit go matematyk holenderski Albert Girard
w r, 1629 w pismie Invention nouvelle en Algébre. Poréown. Matthie-
s en, Grundziige der antiken und modernen Algebra, 1878, str. 62.

11 Funkeye alef oznacza Wronski w dziele swém Introduction & la
philosophie des mathématiques, str. 65 w sposéb nastepujacy:

N T e I S

w rozprawie Résolution générale des équations de tous les degrés 1812.,
pisze za$ juz wprost N;, Nu; Ng....

2 Wronski, Introduction ete. str. 143.

13 Wzor ten podany przez Wreonskiego bez dowodu w dziele Ré-
forme absolue et par conséquent finale du savoir humain, Tome IIT, 1847,
str, 30, Dowdd tego wzoru, jak i uzasadnienie innych wlasnosci funkeyj
alef podal S. Dickstein w Pamigtnikach Akademii Krakowski¢j, Tom
X1I, 1886 i X VI, 1888.

4 Wronski. Introduction ete. str. 68.

15 Porown. J.A.Serret, Handbueh der hiheren Algebra, deutsch
bearbeitet von G. Wertheim, 1868, str. 304—308

16 Pierwsze tablice funkcyj symetrycznych Meiera Hir s ¢ h a znajduja
sig¢ w dzietku Sammlung von Anfgaben aus der Theorie der algebraischen
Gleichungen, Erster Theil, 1809.

7 Cayley. A memoir on the symmetric Functions of the roots of an
equation, [ Philosophical Transactions of the Royal Society of London, vol
CXLVII, 1857, takze A. Cayley, The collected mathematical Papers vol. 1T,
1889, str, 417 i dalsze].

B Faadi Bruno Le.

19 Rehorovsky/, L. ¢, a takze tegoz Tafeln der symmetrischen Functio-
nen der Wurzein und der Coefficienten-Combinationen vom Gewichte 11
und 12 [ Denkschriften der k. Akademie in TWien, XLVI, 1882, str. 51—58].
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B TABLICE FUNKCYJ SYMETRYCZNYCH.

‘ ]

! 2 1

@ -2+t

L1y |+ 1
Waga=3.

3‘12 1

3 | —3 +3]—1
beyi4s]—1
Ly — 1]

4 | 13 | 2 12| o

4 [—4 ‘a2l —4]+1
By | +4|—1|—2|4+1
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Waga =5
5 | 14 | 23 | 123 | 122 | 12 | 1
G) |[—5|+5|+d|—5|—5|+5|—1
L@y | +5|—1|—5|+1|4+3|—1
‘(32) +5|—=5]4+1 +2|—1
G| —5|+1|+2|~1]
@ —5|+3|—1 l l |
ey +5|—1 o
19 | —1 T
Waga = 6.

6 | 15 | 26 | 1% | 32 | 123 | 133 | 28 | 1222 | 142 | 18
® [ —6|+6|+6|—6|+3|—12]+6]—2]+9]—6[+1
G| +6|—1]—6]4+1]—3|+7|—1]+2]—4|+1
W) | F6/—6|+2] 42| =344 —2|—2/+1

L](3’) +3|—3|—38|4+3|+3|—3 0] 41
@y —6 | +1|+2 | —1]+3|—3|+1

@) —12 |+ 7|+ 4| —3 | —-3|+1

@) |—2|+r2 —2| 0|41 -

Gyl +6 | —1|—2]+1

@1y +9| - 4141

@yl —6|+1 ‘ I
@ F+1] | )
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w M w | i—lo Jed|e—|r+| 0D
_ _ | 1—le+lv+]9—|6—|1et | (120
| ; _ t—letle—|r+le—l1—|1+ | up
_ =0 Jet|rt|a—je— |1+ |1—) Gz
2 _ t—lz+]o |Jrdje—|v—jr+|s+][L—] 0
: _ ! 1—|et+|1+le+|s—|a+|e—|v+[s+|n— | G&
- T— |7+ |e—|s—|14+|e— |2+ |r~|e+i1+]|L—] O
g 1—10 et |1+|e—|e—|at e+ |L4|2—]|L— ~+,ﬂl$ls|

. 1— e+ |etlo—je—|r+la—|rt+|r—|e+ e+ |2 —|L+]| &Y

T—lg+le—1+|6— L+ |3+ T—i1g+|L— |1+ |2—|1—|L+]09

1= o=+ lo—lwt o= |o—|o+|[n— |2+ |1— |2+ 2+ @

| %l |l | @1 | BT | Sal | 6@ | ofT | WD | %er | %8 | @1 | ¢ | o | 2
L = eJep\
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