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VIII PRZEDMOWA.,

Tablicg I-sza zaczerpnaglem ze wzmiankowanej ksigzki J.
Bertrand’a ,,Calcul des probabilités’’; tablicg II-gg z G. Ha-
gen’a ,,Grundziige der Wahrscheinlichkeits-Rechnung.”

Na zakonczenie niech mi wolno bedzie zlozyé takze serde-
czne podzigkowanie pp. Al, Czajewiczowi i S. Dickstei-
nowi za wydanie ksigzki, za pomoc i za $wiatle rady, jakich
mi niejednokrotnie udzielaé raczyli.

Bolestaw Danielewicz.

Warszawa, w marcu 1904 r.
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7 od géry
13 od dolu
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W wyraZeniach (9) i (6’) na str. 180-ej przed 20 staé powinien csynnik
125

wartosci
to samo réwnanie

0Znaczaja si¢

‘powinno byé
§rednia arytmetyczna
wyznaczyé

xy = — z oraz X = -}z, otrzy-
mujemy

Wyznaczony
a —_—
wyznaczyé

Jezeli teraz, z powcdu jednako-
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wartodé

te same réwnania
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14 METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW.

Poniewaz wedtug wzoru (18) prawdopodobienistwo popelnienia

blgdu =z, = C. P
~blgdu 2, = C s’
it d

blgdu oy = C ¢ e m=1

przeto prawdopodobieiistwo popetnienia jednego z pomiénionych
bled6w, zreszta ktéregokolwiek, réwna sig

—h222

C. PP 4 P 4

Tm - 1)

Zmieniajac tedy  w sposéb cia,gly od z, do z = mlAzr = X,
przy Az malejagcem do nieskoriczono$ei, na prawdopodobienistwo, ze
blad zawiera si¢ w granicach od 2z, do X, otrzymujemy wyrazenie

- X
e=X z=X
(19) Y=C Y e = C 2 w2t Ar = c—i% [ e~ da.

« Xy

P Blad niezawodnie znajduje sig w granicach .od —co. do 4o,
' skutkiem czego
~+on

;x : C

13 . —hiz? J—
y e /e dz = 1.
i : oo »

Jezeli w ostatniej calce podstawimy hz —=z¢, skad dz =% to

‘. h ?
[:\ : +o
! ¢7 e i =y [ e d,

. - '

2e za$ (patrz uzupelmeme I)

e v
{ - dz = V',
~_J o

T

Z“V“‘L “—‘ P g e
/’L :L{ﬂ ; g-( ) )&U»CI'H\ \— A
- 2

/

l:X/l*‘/C N w kO »no..tymfm 2 nt‘(x %{)‘ T Ly AR
"i/’"‘ (4;jffﬁff"('( /I( (& ¥ ’lf(":.{ m.,((’\_cz(ky H“’p ”ﬁ“k_
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METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW,

Za pomocg tych wzoréw mozemy zdeterminowad wszystkie
szczeglly, odnoszace sig do danego szeregu spostrzezen.

Wezmy np. pod uwagg wzmiankowane juz poprzednio ba-
dania Cavendisha nad gestos$cig ziemi (art. 13).
zultaty dajg sig¢ przedstawié w nastepujacej tabelce:

Otrzymane re-

1 | 2 3 | 4
(<)
3 Rezultaty Bledy Ktv):a;h’-aty
ﬂg. spostrzezeh spostrzezen sposfrzz;vcﬁ ‘
A |
1 5,50 +0.02 0,000 4
3 5,61 ~+0,13 0,0169
i 3 5,88 +0,40 0,160 0
4 5,07 —0,41 0,168 1
|I 5 5,26 —0,22 0,048 4
|6 5,55 40,07 0,004 9
7 5,36 —0,12 0,014 4
|8 5,29 —0,19 0,036 1
9 5,58 40,10 0,010 0
10 5,66 +0,17 0,028 9
1 5,87 +0,09 0,00% 1
P12 5,53 -+0,05 0,002 5
13 5,62 40,14 00196
14 5,29 —0,19 0,036 1
. 16 5,34 —0,14 0,019 6
|1 5,85 —+0,37 0,136 9
18 5,79 40,31 0,096 1
;19 5,10 —0,38 0,144 4
!' 20 5,27 - 0,21 0’044 1
b2 5,39 —0,09 0,008 1
Ioe2 5,42 - 0,06 0,008 6
[ 23 5,47 —0,01 0,000 1
‘24 5,63 +0,15 0,022
il 25 5,34 —0,14 0,019 6
[ 26 5,46 —0,02 0,000 4
P 5,30 —0,18 0,032 4
i 28 5,75 +0,27 0,0729
% 5,68 +0,20 0,0400
!
. e
h 166,00 t;’i(’) J+007 | 1,167
















WYROWNANIE SPOSTRZEZEN, — 21, 39

Gdy dalej oznaczymy

przez a, §rednig arytmetyczng z », pierwszych spostrzezen,
z ny drugich spostrzezen,
n Ug ” ” z ng trzecich spostrzezen,
i t.d. it d.
przez a, $rednig arytmetyczng z n, spostrzezen v-tych,
to, jak nam wiadomo, by¢ musi

” £ ” ”

1
ty =7’— (al,l + e+ s + ... -+ (tl.n.)
164

1
ty=— (agn + s + az + ... + )
2

“42) . ag= % (30 + sy + @z + ... + dspy)
'3

1
== (g + o2 4+ ays + ..o+ ayn)
Tty

Srednia arytmetyczna ze wszystkich n spostrzezer, razem
wzigtych, réwna sig
1
a= (@ + @s + ...+ @wp) + (a4 Gz + .+ )
4+ (@1 + ase + ... |- aspy) + ...+ (ayp + ays + ...+ av,uv)}

albo, po uwzglednieniu (2) i (42),

43) 0— Nylty + Mgty + Mgty + . . . 0,0y }_.‘i;z,ta;\
’ : Ny 4 ng g+ ...+ Xy

Oznaczywszy dalej wazno$é jednakowo dokladnych spostrze-
zen pojedynczych przez g, a waznosci $rednich arytmetycznych
ay; Qg5 G35 ... 30y PIZ€Z §y5 Go5 Gas - - - 50y, t0, wedlug (39), mamy

J1=140,, skad = ’

— 92

. Y2 ="aloy 4y Na=--"-

Yo

@ ... ,,3
!]3 — ‘)?'300, 9 ‘"‘3 = 7

Jo

gy =n.g,, skad ny—= I
Yo






WYROWNANIE SPOSTRZEZEX. — 21, 41

S,.:(l‘ —&:al—a-{-((_i:al + ‘Q’
po skwadratowaniu i pomnozeniu obu stron przez n,
nS% = na? 4 2 S? + 204248,

Podobne wyrazenia mozna wyprowadzié na n,S%; nS%;. ..
...;mS%. Poniewaz za$, wedlug (34), w ogéble ;8% = s%,
gdzie s; jest bledem sSrednim dla =, spostrzezen pojedynczych,
przeto mamy .

§%y =m0 + 2, 8% 4+ 29, 8
1n92% + 1,8% + 2050, S

$%3 == nz0% + 138% 4+ 21038

|

<
»

' 82y = ny2% + 1,8 + 202, S
a po zsumowaniu

X5 = Ema? + Sy + 23¥ma,.

Jezeli teraz za kazde sy podstawimy wspélny blad $redni s
dla wszystkich, razem wzigtych, »n spostrzezeni pojedynczych, to
mie¢ bedziemy Zs* = vs*, czyli

® . . . .. ovsP=2Xmal + S, + 2SIma,.

Lecz z (43)

a¥ny, = Ima), skad wypada Ina, — aXn, = e, — EXma
=X («; — a) = Ym0y =0 oraz z () Ty =n.

Podstawiwszy powyzsze rezultaty w (8) i uwzgledniwszy (34),

wypadnie
vs? = Y, a? + nS? = Xna? + s%

skad otrzymujemy

(v—1) s*= Ima%, a stad znéw

“8) s :ﬂzl/zﬁﬁ_ =+ V Gt i ikl o Yo S AN
v—1 = v—1







WYROWNANIE SPOSTRZEZEN, — 22, 43

Chodzi o najprawdopodobniejszg warto$é kata, o popelnione
bledy oraz o dokladno$é, z .jaka spostrzezenia zostaly wykonane.
Jezeli za wazno$é jednego powtdrzenia przyjmiemy g, = I,
waznosciami g, dla kazdej wartosci kata, wedtug (44), jest liczba
powtérzen, jakg wykonaliSmy, aby te warto$é otrzymad. Skut-
kiem tego, materyal, potrzebny do zdeterminowania szczegétéw,
.odnoszgcych sig do mierzonego kata, przedstawia nastgpujaca

 tabelka: '

1 | 2| s | 4« | s | 6 | 1 | 8
Mg | @ N, a, Nno | 2% N,
1 5 45,00 225,00 | 5,22 | 426,10 | 27,248 | 136,240
2 4 31,25 125,00 | —853 | —34,12 | 72,761 | 291,044
3 3 | 45,00 | 135,00 | +522 | 41566 | 27,248 | 81,744
4 5 42,50 212,50 | 42,72 | +13,60 7,398 | 36,990
5 3 | 8750 | 11250 | —228 | —684 | . 5198 | 15,594
6 3 38,33 11499 | —145 | —4,35 2,103 6,309
7 3 27,50 82,50 | —12,28 | —36,84 | 150,798 | 452,394
8 3 4333 | 129,99 | -+355 | 41065 | 12,603 | 8709
9 4 40,63 | 16252 | 40,5 | 340 0,723 2,892
10 2 36,25 72,50 | —353 | —7,06| 12461 | 24,922
11 3 42,50 127,50 | 42,72 | +816 7,398 | 22,194
12 3 39,17 117,51 | —061 | —1,83 0,372 1,116 i
13 2 45,00 90,00 | 522 | 41044 | 27,248 | 54,496
14 3 40,83 12249 | 41,06 | 43,15 1,103 3,309
I 46 — 1 830,00 — 191,16 — 1167,063
—91,04
]

Z (X1IV) najprawdopodobniejsza warto$é kata

o= Igaan _ 1830
- 2‘(])k — 46

= 39"78,

z ktéfej, w poréwnaniu z kol. 3, otrzymujemy kol. B, czyli
bledy w stosunku do najprawdopodobniejszej wartodci kata.









46 METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Nastepnie ulézmy tabelke

i
|
1 2
i g, @ ) 9%, o, N
i -
| 17" 62 +1me8 | 42068 35344 | 388784
4 13" 32 —2"" 49 —9,68 5,656 4 23,425 6
2 10",23 —5'"51 —11,02 30,360 1 60,720 2
+20.68 ,
17 - - - 1230242 |
. —20,70 I

z ktérej, na podstawie wzoru (XVI), mamy

s — 4+ V123,g242 — 4+ l/’é'l—,mT — - 7”,843,

a ze wzoru (XV)

To samo otrzymamy takze wprost ze wzoru (XV')

S==% V123»_0‘-’_4_2 = =+ 1",90.
2 x 117 ’

Stad znéw na blad prawdopodobny wypada
P=0,67449 x 1",90 = = 1",28.

Ze w dzialaniach nie popelniliémy wigkszego blgdu, okazuje
sig z zastosowania wzoru (XIII), z ktérego wynika

H' _ & (1843
B TOST T (1,90)2

n =

=17,

Jjak byé powinno.






48 METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW,

W nastepstwie tego rezultatu przychodzimy do tabelki

am| % N | e N, l

I 15 | —074 | —11,10 | 0,5476 | 82140

6 | 4099 | 4594 09801 | 58806

14 | 4037 | +518! 01369 | 1,9166 ‘
|
I}
I

—11,10

fit12 16,0112 \
)

|
|
'35 —
|

1

A wigc

S—+l/ Lg%
(v —1) Xgy

— x|/ Ti0mE0 _ |, B4 _ gy
(70)® 70

||
i
| —
[ \j=n)
M
CO| »=
Sl

P =0,674 49 x 0,478 = = 0" 32.

Przykiad IV. Z licznych spostrzezen, dokonanych w la-
- tach 1845—1846 nad szerokoscna, geograficzng Moskwy, otrzyma-
no nastgpujace rezultaty:

1) . . b5b°45'20",29 z blgdem sSrednim s, = 0",368

2 .. , 1939 . s = 0" 400
3 .. , 208l . 53 = 0" 295
4 . ., 20 . sa = 0",341
5 . . o, 19781 ss = 0",279
6 .. , 19"81 ) 56 = 0" 590
.., 19722 . 5, = 0,388
8 . . , 19708 . 5 = 0",265
9 . . , 19"71 ., s, = 0" 381

Wyznaczyé najprawdopodobniejszg szeroko$é geograficzng
" Moskwy oraz blagd prawdopodobny tejze szerokosci.

’



WYROWNANIE SPOSTRZEZEN., — 22, 49

Waznosei podanych rezultatéw winny czynié zado$é sto-
sunkom

91’92:93=943953.¢]s:97=gsigs‘=

_ 1 1 1 1 11
— (0,368)" ° (0,400)® ° {0,296)® ' {0,341)* ' {0,279y * (0,690)*

1 1 1
*{(0,388)% ° (0,265)® * (0,381)2’

albo, jezeli poprzestaniemy na samych tylko liczbach calkowi-
tych, odpowiednio zaokraglonych,

01:92:93: 9295 Ja:91:08:9s =T1:6:11:9:13:8:7:14:7,
to znaczy, ze gdy przyjmiemy np. g, = T, bedzie g, =6, gs = 11

06=9,9s=18, 96 =38, 9. =T, gs =14, go = 1T.
Biorge pod uwage tylko sekundy, otrzymujemy tabelke:

X
= E‘ 9 a g

=
1 7 | 20,29 142,03
2 6 | 19,39 116,34
3 | 11 | 2061 226,71
4 9 | 2027 182,43
5 | 13 19,81 257,53
6 3 | 1961 58,83
7 7 | 19,22 134,54
8 | 14 | 1908 267,12
9 7 | 191 137,97
77 - 1 523,50

z ktérej

a = 1 572.:?)—’@ =19",79.

Metoda najmn. kwadr. 4



























58 METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW,

92,20

Sa==% 5 d = + /1,111 = =+ 1,05,
Sp==% 8343 __ 1/ 0,196 = =+ 0,89.

TX6
Mamy wigc jako wartoéci najprawdopodobniejsze:

4 = 32°18,7 z bledgm $rednim =+ 1',06

B = 123°46'6 » " =% (,89.

Skutkiem tego najprawdopodobniejsza wielkosé

C = 180° — 156%',2 — 23°4',8
z blgdem $rednim

Se==x}/(1,06)* + (089> = =% }/"1,111 + 0,79

=K} 1,907 ==+1'38
i prawdopodobnym _
Pc=1'88 x 0,67449 = =+ 0",93.








































WYZNACZENIE NIEWIADOMYCH, — 28, 71

i dla sprawdzenia
Z(a4+b+1)2=2=Za®+ Zb* + P2 + 2 (Zab + Xal + Xbl) = 2 735,016,

t. j. prawie $ciéle to samo, co wykazuje ostatnia kolumna naszej
tabelki (2 734,99).

Z powyzszych rezultatéw otrzymujemy nastgpujgce réwnania
normalne Gauss’a:

Za’ S Zal
55,446 ¢, + 186,93 ¢, = 147,01
Z{'(: A \;‘f

186,98 ¢, + 669,01 g, = 457,38,

dla ktérych

55,446, 186,93
D= =2151,10
186,93, 669,01

147,01, 186,93 |
D, = = 12 853,12
457,38, 669,01

b B5,446, 147,01
= = — 2,120,69.
*7| 186,93, 457,38 7

Wypada wigce na wartosci najprawdopodobniejsze niewiado-
mych g¢:

_ 1285312
%= "91p1,10

2120,69

m _— 0,985 9,

59161, gp=—
czyli liczebnem wyrazeniem réwnania (o) jest

(@) « . . . . . b97512—0989 =%

Jezeli w réwnanie (a') podstawimy odpowiednie wartosci
na 2, to znajdziemy:
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po zebraniu za$ tych wyrazen kolumnami,
A2‘ = (0,211)!,1 -+ bla1D~m -+ c,a,Dm + ...+ klal-Dm,l) -Dl.l

+ (@304D13 + 0% D2y + by D3y + . .. + kb Dwy) D2y + . . .
.o + (alk,Du + blkl-D'),l +' C]le:;‘l + « o 0 + kzi.Dm‘])'.Dm,l.
W taki sam spos6éb otrzymamy takze:
A% = (0% D1y + boasDay + €02D51 + . . . + k03 Dpn) Diy
+ (agbe D1y + b%D2n + €362 Dsy + .o o + kobeDimy) Day + ...
oo+ (agkaDin+ boko Doy + cokeDsy + .o . + k% Dn,1) Dy,
A%, = (0% D1a + baaaDry + cataDsy + . . . + kn@aDay) D)y
+ (ananl.l + ban').l + O»ans,l + ...+ knanm.l) -D2,1 +...
ot (a'nkn-Dl,l -+ bnkan + annl)s.l + ...+ k2an,|) Dm,lo
Gdy powyzsze wyrazenia zsumujemy kolumnami, wypadnie
(T3) . . . . . A+ A% 4 A%+ ... + A%
= (DJ',Eaz + Dz‘lﬁba “+ Da,lzca + oo + D,,.,;Eka) D],[
+ (szab + D2,12b2 + D3 Zchb + ...+ D, 12kb) D,
+ (DmZac + DmZbC + D3,1202 + PP + Dm‘lzkb‘) Ds,l
+ (D;,lzak + Dg.]Zbk + Ds,l‘;ck + A DmJZkz) Dm,].
Lecz, wedlug uzupelnienia VI,
Za? Zab, Zac, .., Sk
Zba, Xb?, Ybe, .., bk

DypXa® + DynXba+ Dy Eca+. ..+ DpiSka = | Zca, Xcb, X¢?,..,Eck |= D,

Xka, kb, Lke, .., Bk
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Mamy wigc nastepujace trzy réwnania normalne (Gaussar

/

3.¢p—1.¢o—1.s=— 1T,
@ ... .. —1l.¢14+3.¢a—1.¢3=12,
—1l.¢1— 1.9+ 3.9:=2p,

z ktérych obliczamy wyznacznik zasadniczy

3, —1, —1
D=|—1, 38, —1|=16
-1, —1, 3
oraz wyznaczniki:
—-1,7, —1, —1 3, —1,7, —1
Dy=| 12, 38 —1|=12 Dy=|—1, 12 —1|=128,
| 25 -1, 3 —1, 25 8
3, —1, —1,7
Dy=|—1, 3, 12 =180
-1, —1, 25
i minory:
8, —1 3, —1
-Dl.l = = 8, Dg;) = = 8,
—1, 3 =1, 3
3, —1
.Ds,a = = 8
-1, 3
Wypada stad:
n="2 = 12 =00,
D. 12,8
(e) g = 172 = —T’6— = 0,800,
_ Dy __ 180 __
qs = F = _16_ e 1,125.
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Gdy (e) podstawimy w strony pierwsze réwnanf () i obli-
czymy ich wartoéei, to otrzymamy tabliczke

£ €
z obliczenia | ze spostrze- % o
Zen

-0,075 0,4 —0,325 0,105 6

0,800 08 0 0
1,125 0,8 40,325 0,105 6
—0,725 0,7 —1,425 2,030 7
1,060 2,8 —1,750 3,062 5
—0,325 1,1 —1,425 2,030 7
+2,000 6,6 —4,600 7,335 1

a z niej
s®) _il/"_@_ﬂ:we
p(®) = %= 1,56 x 0,674 49 = == 1,05;

$(q) =5 (g2) =s5(g) ==£ 1,56 V% =156 %:i 1,10,

p(q1) = p(g2) = p(gs) ==+ 1,10 X 0,674 49 = £ 0,74.

Wreszcie, gdy (¢) podstawimy w (a), najprawdopodobniej-
szem wyrazeniem na § przy wartosciach (8) na z, jest

(a') ¢« o e o 0,075 24 + 0,8 2y + 1,125 g — &.
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Tab. 1.

o ]
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S COrM MO mrr O ) 3 N
+ R + OO MO MmO ﬂ COXMNOOMKPO =
L&) ) g «
~ D
] ]
~~ Fan)
= OrMO MmO O o = =
+ F-TT _ + OHOHHOHHO z OYOoOMNOHYOM ©
i
o =) ~
~ >
o )
~~
© CrMrHOM™MOS - © <
+ _ + OrMMOMHOO =™ + OHWONOOOLN o
= @
Y ~ N’
~—~ (SN
s a =
rMCOMMeMOO ™ (=} = =
+ _ Il + OO M HOO M COOMNOSOPN ~
13 3 ~— «
~—~ ™
ce o
© < <
a a ~— N
~ [N
P a
. ~~ ~
o rHrE QOO ™M= =O o = . .M
+ _ _ + HeHCOO™MMmMm™O 3 OCHOO OO ™=HDLO m,w
a St
3 >
- a
= cece 0040%4 & 2 COOHOOHO H - = coomoo~o®a <«
S v
]
© COMOOHOHO < NS CormoowOorMO | S || cowocovovoa R
(A\] (22
= 0100%00%10 <) % o OHOOHCO MO % Wv OYoOoONOCOHLO ®
= IS
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15, 8,09, —6, —1
—2, 3852, —4, —8
D, = 6, 3166, 20, —2 = 43 762,C8,

—1, —8,29, —2, 14

15, —2, 8,09, —1
—2, 18, 3,52, —8 |
@) .... Dy=| 7 = 91 180,80,
—6, —4, 317667 —2

—1, —8, —8,29, 14

15, —2, —6, 8,09
—2, 18, —4, 3852

D, = = 19 741,66
\ —6, —4, 20, 31,66

—1, —8, —2, —829

oraz minory:

18, —4, —8 15, —6, —1
Dy =|—% 20, —2/-3836, Dyy=—6 20, —2/—3592,
-8, -2, 14 ‘ 1, —2, 14
) |
15, —2, —1 15, —2, —6
Dyy=—2, 18, —8 92714, D,,— —2, 18, —4/—4340.
\ —1, -8, 14 —6, —4, 20
Wypada stad:
D, _ 6444816 _
“=7 = "8 — O
D, 43762,08
&= 7 = “ggeo8 — U1
m .. D, 9118080
©=7) = “gge08 — 250
_ D, 1974156 _
“=7 = “gggo8 — OO
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Gdy wartoéei (¢) podstawimy w (y), wypadnie:

") | qa

— 0725, gs=1050, g; = — 0,325.

Podstawiwsiy &alej (¢) i (") w (3), mamy:

o, = —- 0,325,
o, = 0,000,
a3 = 0,325,
oy, = — 1,425,
a5 = — 1,750,
“ oy = — 1,425,

=0,1056
02, =— 0,000 0
a2, =10,105 6
a2, = 20307
o2, = 3,062 5
a2z, =2,030 7

To? = 7,335 1.
Stad:

7335 1
s@ =% ]/(6+ 3)—6

pE) = =% 156 x 0,674 49 = == 1,05.

Ze za$ z (¢)
3, —1, —1
D=|—1, 8 —1|=16
-1, —1, 3
-oraz: - :
3, —1 8, —1
Dl,l —_ = 8, .Dm — = 8,
—1, 3 -1, 3
3, —1
-Ds.s — = 8,
‘ —1, 3
‘przeto:

s(q) =5 (ga) =5 (g5) =1 56]/1’*”* — =+ 1,56 186

=== 1,56 x 0,707 = == 1,10,

@) =p(@)=p) =%105 |/ 5 =1,10x067449==0,74
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129, = g,
a stad

DYIUN
@ .=

Wedlug wzoru (XXXYV), blad Sredni

— 2ga2 D],l
® - ... S(q.)—il/ﬁ%.l/—f.

Lecz wzér (81) przechodzi obecnie na

, to j. wzdr (XIV).

Eg;\, 0, O, o
0,10,...
(¥) D = Xg,, co mozna napisaé w ksztalcie
0,01,...
Stad
,00,..
0,10,...
Du=1l00,1,..|=b

---------

skutkiem czego

PIEN — Igra)
' — o/ el _—==*
B s(@)==* l/n—l . )-!h. V(n—l) g’

co znamy juz z rozdzialu IIl-go, jako wzér (XV').
Gdy g=1, z (2) wypada znana zasada $redniej arytmetycznej

, i
@) v e e e =

n
za$ z (§') otrzymujemy wzér

(pu) e e e e e S(Q1)— l/n(n—l)

identyczny z wzorem (VIII) w art. 19-ym.
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o 8.eg—1l.eg—1.6g=—13
qg) ... —l.eg+3.5a—1.8=0

—1.¢g —l.eg +8.65=123,
ktére, razem z réwnaniarﬁi warunkowemi:
&g — € + 6 =1,1
e g — e+ g —=—24
€ — &3 + g =1,1,

wyznaczaja najprawdopodobniejsze warto$ci szukanych popra-
wek. Wypada mianowicie: ‘

(C) « e . g = 0,325, € — 0, €3 — 0,325, € — 1,425,
&= — 1,760, e = 1,425,

<czyli,najprawdopodobniejszemi wielkosciami mierzonych katéw sa:

A0C = 96°2'16",8 + 0 = 96°52'16",8
/ AOD = 152°54'6" 8 + 0,325 — 152°54'7"",125
T\ BOC = 4885'14",3 4 1" 425 — 48935'15",725
’ BOD = 104°37'7",8 — 1,750 = 104°37'6"",060 -
COD = 56°1'48" 9 + 1"425 = 56°1'60",325.

\ AOB = 48°17'1",4 — 0",325 = 48°17'1",075

#)

Podstawiwszy nastepnie (s) w (7), znajdujemy

—— 1
!
%, o)
—0,326 0,105 6
0 0
0,325 0,105 6
1,425 20306
—1,750 3,062 5
1,425 2,030 6
V2.
La% = 17,3849
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Stad:  s@ == |/ W0 155,

p(E) = == 1,66 x 0,674 49 = =+ 1,06.

Z (¢) otrzymujemy dalej

35 "_1’ '—"1
D=|—1, 8 —1|=16 oraz Dy = Dy, = Ds3 = 8.
-1, —1, 3

Skutkiem tego:

s =s@=sc) =156}/ S =110,

pE) =) =pE)=%10]/ 3 =+110x081449 =074

Zupetlnie do tych samych rezultatéw przyjdziemy, rugujgc
ktérekolwiek inne przyrostki z réwnan (y) za posrednictwem
(8"), czyli bledem prawdopodobnym dla najprawdopodobniejszy ch
wartosci wszystkich katéw (8') jest —=0",74.

ZapaNie 2. Celem zniwelowania powierzchni tréjkata ABI»
(fig. 43, wymierzono réznice pozioméw:

D

fig. 4.
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1) pomiedzy 4 i B = 108838 z waznoscig g, — 34

2) .,
3 »
@ .\ s
5) B
6) .,

4iC= 46783 z " g = 108
AiD=18"5595 z » g3 =4Y
CiB= 6"19%3z , gs = 66,
CiD=13"8671 z » gs =18
BiD= 16657 z n 9s = 60.

Znalezé najprawdopodobniéjsze réznice pomiedzy wyniesie-
niami tych czterech punktéw.

Strzalki oznaczajg kierunek wznoszenia sig gruntu.

Jezeli szukane poprawk1 0ZNAacCZyMmYy DPrzZez &, €, €3, €4, e5 i e,
to prawdziwe réznice wzniesieri wynoszy:

)

| A4,B = 108838 + ¢,
A,C = 4m6783 + ¢, -

I A,D = 185595 + ¢,
C,B = 6m1963 + ¢,
C,D = 138677 + &
B,D= T"B6567 + ¢

skutkiem czego, za réwnania przyblizone mozna przyja',c':.

)

& = 0 z waznodcig g, = 34

& =20 » g, = 108
&g =20 " g3 =49
=20 " gs = 66
5520* n gs =18
gg =0 ” gs = 60.

Oprécz tego, oczywiscie, by¢ powinno:

“

A4,C + C,B = A,B
! 4,C + CD = A,D
A,B + B,D — A,D,


























































































UZUPELNIENIA.

UZUPELNIENIE I

) -+ oo
WYZNACZENIE CAEKI | e—*'dz = 2 [ e da.

<—00 v 0

Niech bedzie
o
@ . .. ... {e""dz:v.

0 -

Podstawmy ¢=t¢}/p; poniewaz wtedy ¢2=pt? i de=}"pdt,

zatem
loo)
[e‘ Pt dt = —%
A Ve

Jezeli obie strony ostatniej réwnosci _pomnozymy przez
e~fdp, wypadnie o :
e~ 0+ dtdp —

<0

ve—F
Ve

Zcalkujmy obie strony wzgledem p, w granicach od p'.=0
do p = oo, otrzymamy wéwczas '

© Ao )
. ve=?
{c“““*‘”(?tdp = — dp.
Ve
0 v )

dp.
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Ze Jednak
~0 %0
I Pt gpdp = — —H_lopatn— _ _#_o_
i+o i+ra

v o 0

‘/@"‘.VP

Gdy w calce po stronie drugiej podstawimy

mamy wigc

= 22, skad dp = 2zdz,

e

albo, po uwzglednieniu (1),

L
' _ | a
(2) . . . . . . . ozvz—h/m.

[

Lecz
o0} Iw
odt | =
fm = arctg t—= -§- y
0

0

to wypadnie

co, po podstawieniu w (2), daje 2v* = %, czyli

w —
@ .. ... .vzfe-"dzzl/T.
[]

Wiemy jednak, ze

a

®
f *dz = / —* dz + f —#dy = 2 f e~ dz,

)=




UZUPEENIENIA, — L C 14=9L
wige
-4-oc -
@ ... ... fe’"dz=2l—/2—“=l/1?,
, o . o

0 co nam wiasnie chodzito.

Jezeli w (3) podstawimy z = hz, skutkiem czego <* = 2?h®
i d¢ = hdz, to otrzymamy

~0

@ S
fe-" dz = hj e dy = l/2“7
o o .
czyli '

oo} V_

—htx? -..__“

(5).......fe iz = "5,
[

po wzigciu za$ pochodnej cbu stron wzgledem 4,

' ‘__ 251 V;E
o .
Wypada stad

272 —_— E
® ... . ... ﬂ’e“‘" dr = {F.
o

Jest to warto$é calki, ktérej wazne znaczenie niebawem
poznamy.

Gdy w (6) zaloiymy h=1, mie¢ bedziemy ﬂze—x‘ de= l—/4—“ ’
[}
stad za$
'+m _
O . . .« . . .. /xze‘“’dx:—. l_/_2_‘1t

« —0C

AN A A A AAAAAAS


















































































































T ABILICHE.







































