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1. ZBIORY I ODWZOROWANIA MATEMATYKA

1 Zbiory i odwzorowania

1.1 Liczby naturalne i zasada indukcji zupelnej
Zbiér liczb naturalnych
N ={1,2,34,...}

oraz naturalne uporzadkowanie tego zbioru, w ktérym po kazdej liczbie naturalnej n nastepuje
liczba naturalna n + 1, sa pojeciami pierwotnymi. Wszystkie wlasnosci liczb naturalnych
wynikaja z kilku wlasnoéci podstawowych, ktére przyjmuje sie bez dowodu jako aksjomaty
teorii liczb naturalnych. Do aksjomatéw tych nalezy zasada indukcji zupelnej, ktora
formuluje twierdzenie:

Twierdzenie 1.1 Jezeli W jest wlasnosciq okreslona w zbiorze N i taka, ze:
1. liczba 1 ma wtasnosé W,
2. dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja:

jezeli n ma wlasnosé W, to n + 1 ma wiasnosé W

to kazda liczba naturalna ma wlasnosé W.

Wykazemy, ze dla wszystkich liczb naturalnych i nie mniejszych od 5 zachodzi nier6wnos¢
2" > n? (1)

W tym celu udowodnimy, ze funkcja f(n) = 2" — n? przyjmuje wartosci dodatnie dla
wszystkich n naturalnych nie mniejszych od 5. Dla n = ng = 5 mamy f (ng) = f(n) =
32 — 25 > 0. Mamy wykaza¢, ze dla n > 5 prawdziwa jest implikacja

f(n)>0=f(n+1)>0
W wyniku przeksztalcen otrzymujemy

fin+1) = 2" —(n41)=2-2"-n? -2 —1=
= 2.2"=2n"+(n*-2n—-1)=2(2"-n*)+ (n*—2n-1) =
= 2f(n)+(n—-3)(n+1)+2

Widac¢ stad, ze dla n > 5 spelniona jest nieréwnosé (1).
Potege a™ o wyktadniku n naturalnym i podstawie a dowolnej definiujemy indukcyjne za
pomoca réwnosci:

1. a' = a,

2. a"*! = a - a™ dla dowolnego n naturalnego.

7 powyzszych réwnoéci wynika, ze a? = a-a, a® = a-a-a itd. Mozemy to wyrazi¢ jednym

wzorem
a"=g-a-a-...-q
N —
n razy
Uwaga 1.1 W zbiorze liczb naturalnych dodawanie i mnozenie sq dziataniami wewnetrz-
nymi 1 kazde z tych dziatarn jest taczne. Zatem N jest potgrupa ze wzgledu na dodawanie 1

potgrupg ze wzgledu na mnozenie.
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1.2 Liczby calkowite i liczby wymierne

Zbiér liczb calkowitych
zZ2={.,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

sklada sie z:

1. liczb catkowitych dodatnich +1, +2, +3, ..., ktére uwazamy za identyczne z liczbami
naturalnymi 1, 2, 3, ...,

2. liczb catkowitych ujemnych —1, —2, —3, ..., ktére sa liczbami przeciwnymi do liczb
naturalnych,

3. liczby zero 0, ktéra jest liczba catkowita neutralna (ani dodatnia, ani ujemna).

Dwie liczby nazywamy liczbami wzajemnie przeciwnymi, jezeli ich suma jest zerem. Liczbe
przeciwng do n oznaczamy —n, a liczbe przeciwna do —n oznaczamy — (—n) = n. Liczba
przeciwng do zera jest zero.

Uwaga 1.2 W zbiorze liczb catkowitych dodawanie, odejmowanie 1 mnozenie sq dziataniamsa
wewnetrznymi.

Liczba wymierna nazywamy liczbe, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci utamka zwyktego

m
— n#0
n
ktorego licznik m jest dowolng liczba catkowita, a mianownik n jest liczbg catkowita rézna
od zera. Zbiér liczb wymiernych oznaczamy Q. Zamiast — piszemy czesto m/n. Liczbe
n

: . ..m
catkowita m utozsamiamy z utamkiem T

Przedstawienie liczby wymiernej w postaci utamka zwyklego jest mozliwe na nieskoniczenie
wiele sposobéw, bowiem
m  km
—=—k#0
n  kn
m
Ulamek — nazywamy skréconym, jezeli jego licznik i mianownik nie maja wspdlnego

podzielnika, a mianownik jest liczba catkowita dodatnia.

Uwaga 1.3 W zbiorze liczb wymiernych dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie sq
dziataniami wewnetrznyma.

Mozemy teraz rozszerzy¢ definicje potegi na wykladnik zero i wykladnik catkowity ujemny
dla dowolnej podstawy niezerowej

a®=1 a=1/a" dla a#0
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1.3 Liczby rzeczywiste
1.3.1 Liczby niewymierne

Wiréd wielkoéci rozwazanych w geometrii sa takie, ktére nie daja sie wyrazi¢ za pomoca
liczb wymiernych. Do wielko$ci tych naleza:

1. pole okregu o promieniu 1,
2. dlugos¢ przekatnej kwadratu o boku jednostkowym,
3. dilugos¢ krawedzi szeScianu o objetosci réwnej 10 itp.

Dla wyrazenia tych wielkoSci rozszerzono pojecie liczby wprowadzajac liczby niewymierne.
Poszczegélne liczby niewymierne sa dane jako pierwiastki pewnych réwnan, jako granice
pewnych ciagéw lub za pomoca innych warunkéw. Uwazamy, ze liczba niewymierna jest przez
dany warunek okreslona, jezeli warunek ten pozwala o kazdej liczbie wymiernej rozstrzygnac
czy jest mniejsza, czy wieksza od danej liczby niewymiernej. Warunek ten rozdziela zbiér liczb
wymiernych na dwie klasy: dolna i gérna. Méwimy, ze liczba niewymierna jest przekrojem
zbioru liczb wymiernych. Jednocze$nie warunek ten pozwala wyznaczy¢ przyblizenie wymierne
danej liczby niewymiernej z dowolnie matym bdem. Zilustrujemy to opisem.

Dhugo$é x krawedzi sze$cianu o objetosci 10 jest liczbg wyznaczong przez warunek x® = 10.
Okazuje sie, ze szeScian dowolnej liczby wymiernej jest albo wiekszy albo mniejszy od tej
wartoSci. Wowcezas zaliczamy dang liczbe wymierna do klasy gérnej lub dolnej. Jest to
przekréj zbioru liczb wymiernych wyznaczajacy liczbe v/10.

Sprawdzenie Klasa Przekrgj Klasa Sprawdzenie
warunku dolna gérna warunku
23 = 8 2 3 33 = 27
213 = 9.261 2.1 2.2 2.23 = 10.648
2.15° = 9.938375 2.15 2.16 2.163 = 10.077696

V10
Tak wiec liczby wymierne 2.15 i 2.16 sa przyblizeniami liczby niewymiernej v/10 z bltedem

mniejszym od 0.01. W powyzszy spos6b mozemy wyznaczy¢ przyblizenie wymierne liczby
v/10 z bledem dowolnie matym.

1.3.2 Przekréj Dedekinda

Definicja 1.1 Podzial zbioru liczb wymiernych na dwa podzbiory A, B niepuste i takie, Ze

1. kazda liczba wymierna nalezy do A lub do B,

2. kazda liczba wymierna nalezaca do A jest mniejsza od kazdej liczby wymiernej nalezgcej
do B

nazywamy przekrojem zbioru liczb wymiernych.

Nie jest mozliwe, aby w klasie A istniala liczba najwieksza a i aby jednocze$nie w klasie B
istniala liczba najmniejsza b, gdyz wtedy érednia arytmetyczna nie moglaby naleze¢ do zadnej

4



MATEMATYKA 1. ZBIORY I ODWZOROWANIA

z klas A, B i warunek 1 nie bytby spelmiony. Fakt ten wyrazamy wéwiac: w zbiorze liczb
wymiernych nie ma skokéw.

Jest mozliwe, ze w klasie A istnieje liczba najwieksza ¢, a w klasie B nie ma liczby
najmniejszej, lub odwrotnie, w klasie B istnieje liczba najmniejsza ¢, a w klasie A nie ma
liczby najwiekszej. Wéwcezas méwimy, ze przekrdj zbioru liczb wymiernych wyznacza
liczbe wymierna c.

Jezeli w klasie A nie ma liczby najwickszej, ani w klasie B nie ma liczby najmniejszej,
to mowimy, ze przekrdj ujawnia luke w zbiorze liczb wymiernych oraz wyznacza liczbe
niewymierna, ktéra te luke zapelnia.

Jednolite ujecie liczb wymiernych i niewymiernych za pomoca przekrojow wprowadzit
Dedekind.

1.3.3 Liczby rzeczywiste

Wszystkie liczby wymierne i niewymierne (wszystkie przekroje Dedekinda) razem wziete
tworza zbidr liczb rzeczywistych R. Przy wykonywaniu dzialan na liczbach rzeczywistych
postugujemy sie przyblizeniami wymiernymi tych liczb. Pokazemy to na przykladzie sumy
/10 + /2. Biorac przyblizenia dziesietne tych liczb, dolne i gérne, z bledem mniejszym od
0.01 i dodajac je

215 < v/ 10 < 2.16
141 < V2 < 142

356 < J104++v2 < 3.58

otrzymujemy przyblizenia sumy z bledem mniejszym od 0.02.

Uwaga 1.4 W zbiorze liczb rzeczywistych R dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie
(przez liczbe 162ng od zera) oraz potegowanie przy wyktadniku catkowitym sq dziataniamsi
wewnetrznyms.

Definicja 1.2 Pierwiastkiem arytmetycznym stopnia naturalnego n liczby rzeczywistej c
nazywamy liczbe rzeczywista
o= )

ktora jest rozwiazaniem réownania

" =c (3)

przy zastrzezeniu, ze jezeli n jest liczba parzysta, to x > 0 ic > 0.
Pierwiastek arytmetyczny stopnia parzystego liczby ujemnej nie istnieje, bowiem réwnanie
(3) nie ma rozwiazania, gdy n jest parzyste, a ¢ < 0. Jezeli pierwiastek arytmetyczny istnieje,

to jest okreglony jednoznacznie: /0 =0, V1 =1, V/8=2, /-8 = -2, V16 =2, /—16—

nie istnieje.

Definicja 1.3 Potege ™™ o wyktadniku wymiernym o, gdzie m jest liczbg catkowitq, a n

liczba naturalna, defintujemy wzorem

m

an = vam™ dla a>0 (4)
ograniczajac sie do przypadku, gdy podstawa a jest liczba dodatnia.

)
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Ograniczenie to wynika z faktu, ze dla a < 0 prawa strona (4) moze traci¢ sens lub mie¢
warto$¢ zalezng nie tylko od wartosci wyktadnika wymiernego ™, ale i od postaci, w jakiej ten
wyktadnik napisano, np.

DY = —
(_0‘1)0'2:{ (-1) 1 1

(_1)2/10 _ 10/(_1)2 — 41

Yam = kyy akm

Wynika stad, ze przeksztalcenie

moze by¢ stosowane, jezeli a > 0.

Definiujac liczby rzeczywiste za pomoca przekrojéw w zbiorze liczb wymiernych, mozemy
teraz konstruowa¢ w analogiczny sposéb przekroje w zbiorze liczb rzeczywistych. Udowadnia
sie, ze kazdy przekrdj w zbiorze liczb rzeczywistych wyznacza jaka$ liczbe rzeczywista. Oznacza
to, ze w zbiorze liczb rzeczywistych nie ma skokéw i nie ma luk. Fakt ten wyrazamy moéwiac,
ze zbidr liczb rzeczywistych jest ciagly.

1.3.4 Warto$¢ bezwzgledna (modut)

Definicja 1.4 Warto$é bezwzglednag (modul) liczby rzeczywistej x oznaczamy symbolem
|z| i definiujemy nastepujaco:

e modut zera jest zerem,
e modut liczby dodatniej x jest rouny x,

e modut liczby ujemnej x jest réwny liczbie przeciwnej do liczby x, a wiec

z dla >0
|x|:{ —x dla <0 (5)

Na przyktad: |a?| = a?, |—d?| = —(—a?®) = a2, |cos?x — 1] = — (cos’x — 1) = sin®x.
Nastepnie mamy przyktad uproszczenia wyrazenia v w?. Z definicji pierwiastka arytmetycznego
wynika, ze

Vvwr= w dlaw >0
vu2= —w dlaw<0

Jezeli nie wiemy, jaka liczba jest w, to zgodnie z definicja (5) piszemy
Vw?=|w| dla weR

Natomiast

>
Va2 2z +1= ($+1)2:‘I+1‘:{ r+1 dla z> -1

—x—1 dla < -1
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Twierdzenie 1.2 Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwe sa nastepujace zwiazkit

lz| >0 modut dowolnej liczby jest nieujemny

lr] =0 2=0 modut liczby jest zerem wtw, gdy liczba jest zerem
|z| = |—x| liczby przeciwne magjg moduty jednakowe

lzy| = |z| - |y modut iloczynu jest réwny iloczynowi modutéw

g = m modut ilorazu jest rowny ilorazowi modutow

|z +y| < |z| + |y modul sumy jest niewiekszy od sumy moduléw

|z —y| > |z| — |y| modut Téznicy jest niemniejszy do réznicy modutéw

llz] = |y|| < |z xy| <|z|+ |y modut sumy lub réznicy jest niewiekszy od sumy modutéw
1 niemniejszy od roznicy modutdw

1.4 Dzialania na zbiorach

Zbidr jest w matematyce pojeciem pierwotnym. Przedmioty nalezace do pewnego zbioru
nazywamy elementami tego zbioru. Zdanie: przedmiot a nalezy do zbioru A zapisujemy

ac A
Zaprzeczenie tego zdania, ze a nie nalezy do A (a nie jest elementem zbioru A) zapisujemy
ad A
Moéwimy, ze zbiér A zawiera sie w zbiorze B i piszemy
AcCB

gdy kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B. Méwimy wéwczas, ze A jest podzbiorem
zbioru B, a B jest nadzbiorem zbioru A.

Uwaga 1.5 Kazdy zbior jest swoim wtasnym podzbiorem.

Moéwimy, ze zbiory A i B sa identyczne i piszemy A = B, jezeli kazdy element zbioru A
jest elementem zbioru B i kazdy element zbioru B jest elementem zbioru A. A wiec

(A=B)< (ACB)AN(BCA) (6)

Przestrzen.

Zbiory rozwazane w pewnym zagadnieniu sa zwykle podzbiorami pewnego ustalonego
zbioru X, zwanego przestrzenia. Przestrzenia moze by¢ zbiér punktéw przestrzeni geometry-
cznej, zbior liczb rzeczywistych R, zbiér wielomianéw itp.

Zbiory skonczone i nieskonczone.

Niech n oznacza dowolng liczbe naturalng lub 0. Zbiér zlozony z n elementéw nazywamy
zbiorem skonczonym (n—elementowym). Zbiér nazywamy nieskorniczonym, jezeli dla
kazdego n istnieje w tym zbiorze podzbiér ztozony z n elementéw. Na przyktad, zbiér podziel-
nikéw dowolnej liczby naturalnej jest skoniczony, natomiast zbior jej wielokrotnosci jest nieskon-
czony.

Jezeli zbidr jest skonczony, to mozna go zdefiniowaé¢ wymieniajac wszystkie jego elementy.
Zdanie: A jest zbiorem zlozonym z elementéow ai, as, as, ..., a, zapisujemy

A:{al, ag, Az, ..., CLn}

i rozumiemy przez to, ze:

Ywtw czytamy: wtedy i tylko wtedy
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1. kazdy z przedmiotéw aq, as, as, ..., a, nalezy do zbioru A,

2. tylko przedmioty a1, as, as, ..., a, naleza do zbioru A.

Jezeli zbidr jest nieskoniczonym podzbiorem pewnej przestrzeni, to definiujemy go podajac
warunek, ktory jest speliony przez wszystkie elementy tego zbioru. Na przyklad: A jest
zbiorem ztoZonym z elementow przestrzeni X spelniajacych warunek W

A={ze X :W(x)}

Jezeli nie ma watpliwosci, o jaka przestrzen chodzi, to méwimy: A jest zbiorem tych z,
ktore spetniaja warunek W i piszemy:

A={z:W(x)}
Niech beda dane dwa zbiory A, B.

Definicja 1.5 Suma zbioréw nazywamy zbior utworzony ze wszystkich elementéw zbioru A
1 wszystkich elementow zbioru B

AUuB={z:(x€ A)V (z € B)}

Definicja 1.6 Iloczynem (czesScia wspdlnag) zbioréw A, B nazywamy zbior tych elementéw
zbioru A, ktore sq elementami zbioru B

ANB={z:(xr€ A)N(x € B)}

Definicja 1.7 Roéznica zbioréw A, B nazywamy zbior tych elementéw zbioru A, ktére nie sq
elementami zbioru B

A\B={z:(x€ A)AN(z ¢ B)}

Definicja 1.8 Mowimy, ze zbiory A, B saq roztaczne, jezeli ich iloczyn jest zbiorem pustym
(nie istnieje element, ktéry nalezy do A i do B).

Definicja 1.9 Jezeli zbior A jest podzbiorem pewnej przestrzeni X, to réznice X \ B nazywamy
dopelnieniem (uzupelnieniem) zbioru A.

1.4.1 Produkt kartezjanski

Niech beda dane dwa zbiory X, Y. Nie wykluczamy mozliwosci, ze X, Y oznaczaja jeden
i ten sam zbior. Jezeli tak jest, to mowimy, ze X i Y sa dwoma egzemplarzami tego samego
zbioru. Niech x oznacza dowolny element zbioru X, a y dowolny element zbioru Y. Utwoérzmy
pare
(z,y)
w ktérej x jest pierwszym wyrazem, a y drugim. Zbiér takich par nazywamy produktem
kartezjanskim zbioréw X, Y (lub produktem) i oznaczamy

XxY ={(z,y): (e X)A(yeY)

Przykiad.
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Na plaszczyznie obieramy prostokatny uklad kartezjanski Oxy. Wéwcezas kazdemu punktowi
plaszczyzny odpowiada para (z,y) liczb rzeczywistych i kazdej parze (x,y) liczb rzeczywistych
odpowiada punkt plaszczyzny. Zbioér par (z,y) liczb rzeczywistych jest produktem R x R.

Produktem zbioréw {1,2} i {1,2,3} jest zbiér par

(1,1) 1
(2,1) (2,
Produktem zbioréw {1,2,...,m} i {1,2,...,n} jest zbiér par

(1,1) (1,2) (1,n)
(2,1) (2,2) (2,n)
(m,1) (m,2) (m,n)

Produkt N2 = N x N jest to zbiér par (4, j) liczb naturalnych

(1,1)
(2,1)

(2,1) (7,2)

1
1

1.5 Zbiory liczb. Kres gérny, kres dolny

W punkcie tym bedziemy rozwaza¢ tylko podzbiory przestrzeni liczb rzeczywistych R.
Litera Z bedzie oznacza¢ podzbidr liczb rzeczywistych R. Ponizej przedstawiamy zapis ogélny
zbioru liczb x spelniajacych warunek W

xz:W(x)

oraz przyktady zbioréw

{z:
{z:
{z:
{z

2 =9} ={-3,+3}
2? =0} = {0}
z? < 0}

<9y ={z: -3<z<3}

zbioér 2—elementowy

zbioér 1—elementowy

zbiér 0—elementowy, czyli pusty
zbiér nieskoniczony

Najwazniejszy rodzaj zbioréow to przedzialy. Definiujemy je ponizej, zakladajac, ze a € R,
beRia<hb.

Definicja zbioru Symbol Nazwa

{z:a<z<b} <a;b> przedzial domkniety

{z:a<x<b} (a;b)  przedziat otwarty

{r:a<x<b} <a;b) przedzial lewostronnie domkniety,
prawostronnie otwarty

{r:a<x<b} (a;b> przedzial lewostronnie otwarty,

prawostronnie domkniety

9
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O kazdym z powyzszych przedzialéw méwimy, ze ma konce a, b, dtugo$é b — a (skonczona)
i ze jest ograniczony. Ponizsze przedzialy

Definicja zbioru Symbol Nazwa

{z:a <z} < a;+00) przedzial lewostronnie domkniety,
prawostronnie nieograniczony

{r:a<zx} (a;+00)  przedzial otwarty, prawostronnie
nieograniczony

{z 2 <b} (—o0;b > przedziat lewostronnie nieograniczony,
prawostronnie domkniety

{z:2 <b} (—oo;b)  przedzial otwarty, lewostronnie
nieograniczony

nazywamy nieograniczonymi, méwiac, ze maja dlugo$¢ nieskonczona, ze maja jeden koniec w
skonczonosci, a drugi w nieskonczono$ci. Zapis (—oo; +00) oznacza caly przestrzen R.

Definicja 1.10 Elementem najwiekszym zbioru liczb Z nazywamy te liczbe, ktora nalezy
do zbioru Z 1 jest wieksza od kazdej z pozostatych liczb nalezgcych do zbioru Z. Liczbe te
oznaczamy

maxZ  (maksimum Z)

Definicja 1.11 Elementem najmniejszym zbioru liczb Z nazywamy te liczbe, ktora nalezy
do zbioru Z i jest mniejsza od kazdej z pozostatych liczb nalezacych do zbioru Z. Liczbe te
oznaczamy

minZ  (minimum Z )

W kazdym skoficzonym zbiorze liczb istnieje element najwiekszy i element najmniejszy,
np.
min {0.1,v/0.1} =0.1  max{z, —z} = |z|

W zbiorze nieskoniczonym element najwiekszy i najmniejszy mogg nie istnie¢, np.
max N — nie istnieje  max (0; 1) — nie istnieje

Definicja 1.12 Liczbe b nazywamy ograniczeniem gérnym zbioru Z, jezeli dla kazdego x
nalezacego do Z jest x < b
ANx<b
T€Z
Definicja 1.13 Zbior Z nazywamy ograniczonym od gory, jezeli istnieje ograniczenie gorne
zbioru Z

Definicja 1.14 Liczbe a nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Z, jezeli dla kazdego x
nalezacego do Z jest a < x
Na<zx
x€Z
Definicja 1.15 Zbidor Z nazywamy ograniczonym od dotu, jezeli istnieje ograniczenie dolne
zbioru Z
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Definicja 1.16 Zbior nazywamy ograniczonym, jezeli zbior ten jest ograniczony od gory i
od dotu. W przeciunym razie zbior nazywamy nieograniczonym.

Uwaga 1.6 Zbior liczb naturalnych jest nieograniczony. Zbior odwrotnosci liczb naturalnych
jest ograniczony.

Definicja 1.17 Kresem goérnym zbioru nazywamy najmniejsze z ograniczen gornych tego
zbioru. Kres gorny zbioru Z oznaczamy

supZ  (supremum Z)

Definicja 1.18 Kresem dolnym zbioru nazywamy najwieksze z ograniczen dolnych tego
zbioru. Kres dolny zbioru Z oznaczamy

inf Z  (infimum Z)

Uwaga 1.7 Kresem gornym przedziatu (0;1) jest liczba 1. Kresem dolnym zbioru odwrotnosci
liczb naturalnych jest liczba 0.

Twierdzenie 1.3 Dlia kazdego zbioru niepustego i ograniczonego od gory istnieje jeden kres
gorny. Dla kazdego zbioru niepustego i ograniczonego od dotu istnieje jeden kres dolny. Dla
kazdego zbioru miepustego 1 ograniczonego istnieje doktadnie jeden kres gorny i doktadnie jeden
kres dolny.

1.6 Odwzorowania (funkcje)

Definicja 1.19 Odwzorowanie jest w matematyce pojeciem pierwotnym.

Zamiast odwzorowanie méwimy
tez przeksztalcenie albo funkcja.
Niech beda dane przestrzen X,
ktorej dowolny element oznaczamy
L przez x oraz przestrzen Y, ktorej
dowolny element oznaczamy y =
f (x). Zakladamy, ze zbiory X i Y
sa niepuste. Niech D bedzie pew-
Rysunek 1: Odwzorowanie f(x). nym niepustym podzbiorem przes-
trzeni X, co zapiszemy D C X

(patrz rys. 1), a W pewnym niepustym podzbiorem przestrzeni Y: W C Y.
Jezeli kazdemu elementowi zbioru D zostal przyporzadkowany doktadnie jeden element
zbioru Y, to méwimy, ze zostato okre§lone odwzorowanie zbioru D w zbiér Y czyli funkcja

odwzorowujaca zbiér D w zbiér Y. Funkcje te oznaczamy przez f

f:D—=Y

(czytamy: f jest funkcja odwzorowujaca zbiér D w zbiér Y). Kazdy element zbioru D
nazywamy argumentem funkcji f, a zbiér D— dziedzing funkcji f. Element zbioru Y, ktéry
funkcja f przyporzadkowuje argumentowi x oznaczamy f (z)

z— f(z)
i nazywamy wartoS$cia funkcji odpowiadajaca argumentowi x. Pelny zapis oméwionej funkcji
ma postac:

X Y

f: D->Y
z— f(z)

11
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Zbioér wszystkich wartoéci funkcji ozna- N
czamy W i nazywamy przeciwdziedzina
funkcji.

Zapis st

fi RoR
r— f(z)=1%—6x+11 3]

czytamy: f jest funkcja okre$long na zbiorze
liczb rzeczywistych i majaca wartosci w
zbiorze liczb rzeczywistych dane wzorem
f(z) = 2% — 6z + 11. Definicje te i zapis v
czesto skracamy, méwiac: f () jest funkcja 0
okres$lona wzorem

fx)=2*—6x+11 dla z€R Y

257

flx)=x*—6x+11

1257

A
A\

W naszym przykladzie D = X = Rysunek 2: Odwzorowanie f(z) = 22 — 6z + 11.
R, Y =R. Aby wyznaczy¢ przeciwdziedzine

W, zauwazamy, ze warto$¢ funkcji f (z) =

22 —624+11 = (z — 3)>+2 moze by¢ réwna 2

i moze by¢ dowolna liczba wieksza od 2. Zatem przeciwdziedzina W jest przedzialem < 2; 00)
(patrz rys. 2).

Uwaga 1.8 X ¢ Y mogq byé réznymi przestrzeniami; w szczegdlnosci moze byé X = Y.
Dziedzina D jest podzbiorem przestrzeni X, przy czym jest mozliwe, ze D = X . Przeciwdziedzi-
na W jest podzbiorem przestrzeni Y , ale moze zachodzi¢ W =Y .

Jednoznaczno$é¢ funkcji

Z okreSlenia funkcji wynika, ze kazdemu argumentowi przyporzadkowana jest tylko jedna
warto$¢ funkcji. Fakt ten wyrazamy, méwiac, ze funkcja jest jednoznaczna.

Funkcja réznowarto$ciowa (odwracalna)

Jezeli funkcja ma te wlasno$é, ze kazda jej wartos$c jest przyporzadkowana tylko jednemu
argumentowi, czyli, ze kazdym dwom réznym argumentom odpowiadaja rézne wartoSci funkcji

A A (21 # xg = f(21) # f(22))

r1€D z2€D

to méwimy, ze funkcja jest réznowarto$ciowa, czyli odwracalna, a takze jest wzajemnie
jednoznaczna.

Funkcja odwrotna

Niech f (z) bedzie funkcja réznowartosciowa o dziedzinie D i przeciwdziedzinie W.

Definicja 1.20 Funkcja odwrotna do funkcji f nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest W,
a przeciwdziedzing D 1 ktora kazdemu y nalezacemu do W przyporzadkowugje ten element x
zbioru D, ktoremu funkcja f przyporzadkowata y. Jezeli funkcje odwrotng do f oznaczymy p,

to
ye/\w(@(y) =r & f(r)=y)

Jezeli ¢ jest funkcja odwrotna do f, to takze f jest funkcja odwrotna do ¢

A @)=y e ely)=1)

zatem f 1 ¢ sa funkcjami wzajemnie odwrotnymi.

12
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1.7 Typy odwzorowan

Definicja 1.21 Niech D = N, a Y bedzie dowolnym zbiorem. Odwzorowanie N wY nazywamy
ciagiem nieskoriczonym lub krétko ciggiem.

Niech n bedzie dowolna liczba naturalna. Element zbioru Y przyporzadkowany liczbie n
nazywamy n—tym wyrazem ciagu i oznaczamy a,. Liczbom

1,2, 3,...,n,n+1,...
sa przyporzadkowane wyrazy
a1, Aoy A3y .., Qpy Gpit, - -
Sam ciag (czyli odwzorowanie) oznaczamy symbolem
(a1, ag,...) lub (a,)
W zalezno$ci od rodzaju elementéw zbioru Y mamy rézne rodzaje ciagéw. Na przykiad:
1. jezeli Y =R, to mamy ciag liczb rzeczywistych;
2. jezeli Y jest zbiorem punktéw pewnej sfery, to mamy ciag punktéw na tej sferze;

3. jezeli Y jest zbiorem sfer, to mamy ciag sfer (ciag sfer wspotérodkowych o promieniach

1/n);
4. jezeli Y jest zbiorem wielomianéw, to mamy ciagg wielomianéw.

Definicja 1.22 Jezeli D = {1,2,3,...,k}, odwzorowanie nazywamy ciagiem skoriczonym
k—wyrazowym.

Liczbom
1,2,3,...,k

sa przyporzadkowane wyrazy
ai, G2, ag,..., Qg

Ciag skoniczony o powyzszych wyrazach oznaczamy

(ala A2, A3, ..., a/k)

Jezeli D = N x N, to odwzorowanie nazywamy ciagiem dwuwskaznikowym. Dziedzing
jest tu zbiér par liczb naturalnych. Niech ¢, 7 bedg dowolnymi liczbami naturalnymi. Element
dowolnego zbioru Y przyporzadkowany parze (i, j) nazywamy wyrazem o wskaznikach i, j i
oznaczamy a;; lub a; ;. Tak wiec parom liczb

(1,1)
(2,1

13
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sa przyporzadkowane wyrazy

11 A2 - dyy
Q21 Qg2 -+ Agj
A1 Qg2 o Qg

Ciag dwuwskaznikowy oznaczamy symbolem
(ai;) lub (ai;)

Jezeli w ciagu dwuwskaznikowym ustalimy pierwszy wskaznik, nadajac mu na przyktad
wartos¢ 4, to otrzymamy ciag

(ail,aig, e ,CLij, . )

ktéry nazywamy :—tym wierszem danego ciagu dwuwskaznikowego. Podobnie ustalajac drugi
wskaznik j, otrzymamy ciag zwany j—ta kolumna.

Jezeli D = {1,2,...,m}x{1,2,...,n}, to odwzorowanie nazywamy macierza dwuwskaz-
nikowa albo macierza prostokatna. Dziedzina jest zbiorem par liczb naturalnych (i, j), gdzie:
i <m, j <n. Element pewnego zbioru Y przyporzadkowany parze (i, j) nazywamy wyrazem
o wskaznikach 7, j danej macierzy i oznaczamy a,;. Macierz zapisujemy w postaci tablicy

11 a2 -+ Q1n
Q21 Q22 -+  Q2p

. lub - ai;]; o, i<
m1 Am2 - Omn

przy czym i nazywamy wskaznikiem wiersza, a j wskaznikiem kolumny. Pare liczb (m,n)
nazywamy wymiarem macierzy. Jezeli m = n, macierz nazywamy kwadratowa i méwimy
o niej, ze jest stopnia n.

75T

257

25T

Rysunek 3: Odwzorowanie prostokatne. Rysunek 4: Odwzorowanie biegunowe.
Odwzorowanie nazywamy:
1. funkcja rzeczywista, jezeli Y = R;
2. funkcja zmiennej rzeczywistej, jezeli X = R;

3. funkcja rzeczywista, zmiennej rzeczywistej, jezeli X =Y =R.

14
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Definicja 1.23 Wykresem dowolnego odwzorowania nazywamy zbior par (x,y), gdzie x jest
dowolnym elementem dziedziny, a y przyporzadkowanym mu przez odwzorowanie elementem
przeciwdziedziny.

W sensie praktycznym wykresem nazywamy obraz geometryczny, z ktérego w przyblizeniu
mozna odczytaé wartosci funkeji i sposéb, w jaki s one przyporzadkowane argumentom (patrz
rys. 31i4).

Jezeli X = R xR, Y = R, to odwzorowanie nazywamy funkcja rzeczywista dwéch
zmiennych rzeczywistych. Argumentem tej funkcji jest para liczb rzeczywistych, wartoscia
funkcji - liczba rzeczywista:

y=[(x) x = (21, 2)

lub
Z = f <I7y)

Zbior par (z,y) liczb rzeczywistych mozna utozsamiaé ze zbiorem punktéw P plaszczyzny;
liczby z, y sa wspodlrzednymi tego punktu.

Jezeli X = RXxRXR,Y = R, to odwzorowanie nazywamy funkcja rzeczywista
trzech zmiennych rzeczywistych. Argumentem tej funkcji jest tréjka liczb rzeczywistych,
wartoécig funkcji - liczba rzeczywista:

y:f(’r) Tr = (1'171'2,1'3)
lub
U= f ('r7 y? Z)

Zbior trojek (x,y, z) liczb rzeczywistych mozna utozsamiaé ze zbiorem punktéw P powierz-

chni; liczby z, y sa wspdélrzednymi tego punktu.
Dla funkcji trzech zmiennych nie istnieje interpretacja geometryczna, analogiczna do
tych, jakie przedstawiamy dla funkcji 1 i 2 zmiennych. Natomiast mozliwa jest interpretacja
geometryczno-fizyczna. Mozemy uwazaé, ze u jest pewna skalarna wielkoscig fizyczna (np.

temperatura, gesto$¢) przyporzadkowana punktowi (z,y, z). Funkcja tak interpretowana nazy-
wa sie w fizyce polem skalarnym.

1.8 Symbole i wzory

Symbol sumy
Symbolem sumy jest grecka litera > (sigma duze). Symbolem tym postugujemy sie, gdy
skladniki sumy sa wyrazami pewnego ciagu, na przyklad sume

a1 +ay+as+...+a, n>1
zapisujemy w postaci

Z ag (7)

Zapis ten odczytujemy: suma a; od k =1 do k = n. Litera k jest tu wskaznikiem sumowania,
liczby 11 n sa granicami sumowania (dolng i gérna).
Sume kwadratéw kolejnych liczb naturalnych od 1 do 8 zapisujemy

8
P+ 2+ 3+ 845467+ 7 +8 =) ¥
k=1

15
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Symbolem sumy postugujemy sie takze w ogdlniejszych przypadkach. Niech bedzie dany
ciag nieskoniczony (aq, as, . . .), a granice sumowania niech beda dowolnymi liczbami naturalnymi
D, q, gdzie p < q. Woéwczas symbol sumy ma nastepujacy sens

q

Zak:ap+ap+1+...+aq (8)

k=p

Dodatkowo, dla przypadku, gdy p = ¢, przyjmujemy

Z ar = ap (9)
k=p

Symbol sumy mozna tez rozszerzy¢ na przypadek, gdy wskaznik sumowania przybiera
warto$¢ 0 lub warto$ci catkowite ujemne, o ile odpowiadajace tym warto$ciom skladniki sumy
sa okreslone, na przyktad

2
Zxk:x_2+x_1+x0+xl+x2 dla =z #0
k=—2

Wiasno$¢ 1.1 Zmiana litery oznaczajacej wskaznik sumowania nie zmienia znaczenia sumy

Zak:Zaj:Zai:a1+a2+...+an (10)
k=1 j=1 i=1

Wiasnos¢ 1.2 Jezeli wyraz stojacy pod znakiem sumy jest niezalezny od wskaznika sumowania,
to nalezy rozumied, Ze wszystkie sktadniki sumy majg jednakowaq wartosé i suma réwna sie
tloczynows tej wartosci przez liczbe sktadnikow

n

E c=c+c+...+c=nc (11)
N————

k=1 n razy

Wiasnosé 1.3 Czynnik niezalezny od wskaznika sumowania mozna wytaczyé przed znak sumy

(lub wprowadzié pod znak sumy)
Ztak = tZak (12)
k=1 k=1

Wiasnosé 1.4 Obie granice sumowania mozna podwyzszyé o dowolng liczbe r, jezeli jednoczes-
nie w wyrazie stojgcym pod znakiem sumy odejmiemy od wskaznika sumowania te sama liczbe
,

n n-—+r
Zak: Zak_r:al—kag—i—...—i—an (13)
k=1 k=1+4r

Suma podwdjna
Niech bedzie dany ciag dwuwskaznikowy o wyrazach a;;, gdzie? =1,2,...m; j=1,2,...n

11 Q2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2 (1 4)
m1 Am2 -~ Omp

16
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Suma wyrazéw i—tego wiersza wyraza sie wzorem
n
E ap dla 1=1,2,...m
k=1

Suma wszystkich takich sum wyraza sie iterowanym znakiem sumy

3 (Z ) (15

1=1 k=1

Suma wyrazéw k—tej kolumny wyraza sie symbolem
» ay dla k=1,2,...n
i=1

Suma wszystkich takich sum wyraza sie réwniez iterowanym znakiem sumy

3 (Z ) (16

k=1 =1

Uwaga 1.9 Sumy iterowane (15) i (16) rdzniq sie kolejnosciq sumowania, lecz sq rowne,
gdyz kazda z nich jest suma wszystkich wyrazow ciagu (14)

=1 k=1 i=1,...m
k=1,...n

Symbol iloczynu

Do oznaczenia iloczynu postugujemy sie grecka litera H (pi duze)
Hak:al-a2~...-an (18)
k=1

4
H sinkx = sinx sin 2z sin 3z sindx

kgl

[[-H=2:-1(=-2) (-3

§=0

logHai:Zlogai a; >0 +1=1,2,...n
i=1 i=1

Srednie

17
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Niech bedzie dany ciag liczb dodatnich aq, as, . .., a,. Definiujemy

Alay,. .. $rednia arytmetyczna
G (aq, $rednia geometryczna
(19)
H (a, $rednia harmoniczna
K (a, $rednia kwadratowa
Mozna udowodnié¢, ze dla dowolnych dodatnich ag, ..., a, zachodzi
min (aq,...,0,) < H<G<A<K <max(ay,...,a,)
Silnia
Symbol n! (czytamy: n—silnia) oznacza funkcje, ktora dla n = 0,1,2,... definiujemy
indukcyjnie wzorami
00=1 (m+)=Mn+1)n! (20)

Mamy wiec: 0! =11 =1, 21 =1-2, 31 =1-2-3 =6, 4! =1-2-3-4 = 24 i ogblnie dla
dowolnego n naturalnego

nl=1-2-3-...-n

Silnia podwdjna
Do oznaczenia iloczynu kolejnych liczb parzystych lub kolejnych liczb nieparzystych uzywa-
my tak zwanej silnii podwdjnej, oznaczanej podwojnym wykrzyknikiem

2-4.6-8=8I! 1-3-5-7-9=9!

Symbol Newtona

Symbol Newtona <Z> (czytamy: n po k), w ktérym element gérny n jest dowolna liczba,

a element dolny £ jest liczba naturalna, oznacza liczbe

(n):n(n—l)(n—2)-~-(n—kz—|—1)

k 123 & n€R keN

w ktérym mianownik jest iloczynem £ kolejnych liczb naturalnych od 1 do k&, a licznik jest
iloczynem liczby n oraz liczb otrzymywanych przez pomniejszanie liczby n o kolejne liczby
naturalne, przy czym licznik ma zawiera¢ tyle samo czynnikéw co mianownik. Ponadto

(g)zl neR

Przyklady

18
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4 _q 4 :ézl 4 :—3:6

0 1 1 2 1-2

4 _43-2_4 4 _4-32-1_1 4 _43210_0
3/ 7 1.2.3° 4) 1-2.3.4 5/ 1-2:3-4.5
4) _4:3:2:1:0.(=1) _ 2\ _(=2)-(3)-(H _

6/ 1-2-3-4-5-6 3 /) 1-2-3 N

3 ) 1-2-3 T 16 2 | 1-2 -

n
Jezeli gérny element symbolu Newtona < k) jest liczba naturalna, nie mniejsza od dolnego

elementu, to zachodza réwnosci

( ) h k!(nnl—k:)!

<n> - nﬁllf
n—+

(k)+(k+1) = \k+1

Dwumian Newtona (a + )"
Sa to kolejne potegi dwumianu a + b o wykladnikach n =0,1,2,. ..

T

SIS

(a+0)° = 1

(a+b)' = a + b

(a+0b)° = > 4+ 2ab 4 P

(a+0b)° = > + 3a* + 3ab® + VP
(a+b)* = a* + 4¢®b + 6a2® + dab® + b

Wspétezynniki stojace przy poszezegélnych wyrazach rozwiniecia dwumianu (a + b)" tworza
tak zwany tréjkat Pascala:

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=23 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

Wzér dwumienny Newtona

n

(a+b)" = Z (Z) a"hpk =

k=0
— n n n n—1 <n) n—212 (’I’L) n—31.3 (n> n
<O>a +<1>a b+ () () e+ (D) @)

19
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lub

3

(a+b)" = (Z) a”Fh =

-1 _ _
)a"_2b2—|—n(n 1)(n—2)
1.2 1-2-3

a"r 4 b (22)

20
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2. TEORIA LICZB ZESPOLONYCH

2 Teoria liczb zespolonych

2.1 Troche historii

Liczby zespolone po raz pierwszy pojawity sie w XVI wieku przy rozwiazywaniu réwnania
trzeciego stopnia (wzory Cardano). Wloscy matematycy

poszukiwali rozwiazan réwnania typu

N. Tartoglia
S. del Ferro
G. Cardano

P 4pr+q=0

w ktorym niewiadoma z i wspélezynniki p, ¢ sa liczbami rzeczywistymi.

i=V-1=2

IX1=7x9

Recepta wedlug

S. Lem, Cyberiada, rozdz.1ll, Smoki prawdopodobienstwa

Smok x Smok = Niedosmok (w ilosci 0.6)

Analogia

Ixi=-1

Rysunek 5: Smoki S. Lema a jednostka urojona.

tych liczb juz potrafili rozwiaza¢ réwnanie

Podczas analiz natkneli sie na prob-
lem, polegajacy na koniecznoéci wyciaga-
nia pierwiastkéw kwadratowych z liczb
ujemnych. Wymienieni uczeni wprowa-
dzili, jako pojecie pierwotne, nowa
wielko$¢, nazwana jednos$cia urojona

i (czesto réwniez oznaczana przez j)
przyjmujac jako aksjomat réwnosé
i =—1

Nastepnie utworzyli liczby, nazwane
liczbami zespolonymi

T+ x,Yy,€R

i wykonywali na nich dzialania wedlug
znanych regul matematyki. Przy pomocy

2 4pr+q=0

Uzyskali wzér, zwany dzi§ wzorem Cardano. Byt to sukces, cho¢ w tamtych czasach
nie bylo jasne, czym tak na prawde sa liczby zespolone. Wyjasénili to p6zniej Euler, Gauss
i Hamilton. Bylo to pierwsze zastosowanie liczb zespolonych w historii matematyki. Dzisiaj

wiemy, ze:

iV = 1
it ?
2= -1
= —i

—1
-1
?  ¢éwiczenia
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2.2 Liczby zespolone

Definicja 2.1 Liczby zepolone to uporzadkowane pary liczb rzeczywistych (a,b), dla ktérych
dodawanie i mnozenie okreslamy za pomoca wzoréw:

(a,0) + (¢,d) = (a+ec,b+d) (23)

(a,b) - (¢,d) = (ac— bd,ad + bc) (24)
Ponadto zachodzi réwnosc¢
(a,b) = (c,d) <= (a=c) A (b=d) (25)

Tak zdefiniowane dziatania na liczbach zespolonych maja te same algebraiczne wtasnosci
co dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych.

Przyklad 2.1 Obliczyé sume i iloczyn liczb zespolonych (2,—1) i (3,7).
Rozwiazanie 2.1 Zgodnie z (23) i (24) mamy:

(2, 1)+ (3,7) = (2+3,-14+7) = (5,6)
(2,-1)(3,7)=(2-3+1-7,2-7—1-3) = (13,11)

Twierdzenie 2.1 Zbior wszystkich liczb zespolonych jest ciatem przemiennym wzgledem doda-
wania © mnozenia.

Definicja 2.2 Odejmowaniem liczb zespolonych nazywamy dziatanie odwrotne do dodawania.
Wynik odejmowania liczb zespolonych nazywamy réznica liczb zespolonych. A wiec
(a,b) — (¢,d) = (a —¢,b—d) (26)
Definicja 2.3 Dzieleniem liczb zespolonych nazywamy dziatanie odwrotne do mnozenia.

Wynik dzielenia liczb zespolonych nazywamy ilorazem liczb zespolonych. Liczba zespolona
(x,y) jest ilorazem liczby zespolonej (a, b) i liczby zespolonej (¢, d), co oznaczamy (a,b) : (¢, d)

lub {23, gdy

(z,9) (¢,d) = (a,b)

A wiec
(a,b) ac+bd ad—bc
= = — 2
(z.9) (c,d) A+d? 2+d? (27)
Przykiad 2.2 Obliczyé iloraz
(27 _1)
(3,7)

Rozwiazanie 2.2 Zgodnie z (27) mamy
(2,-1) (2:3-1.7 2.7—(-1)-3) (-1 -17
(3,7) \ 32+72 7 32+ 72 -\ 58 58
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Zbior liczb zespolonych (a, 0) mozna utozsami¢ ze zbiorem liczb rzeczywistych R, a symbol
(a,0) mozemy zastapi¢ symbolem a.
Zbior liczb zespolonych oznaczamy Z lub (niekiedy) C?. Poniewaz

(a,b) = (a,0) - (1,0) + (b,0)- (0,1) =a-1+b-(0,1) (28)

wiec do zapisania dowolnej liczby zespolonej wystarczaja liczby rzeczywiste i liczba zespolona
postaci (0, 1), ktéra oznaczamy symbolem i

i=1(0,1) (29)
oraz nazywamy jedno$cia urojona. A wiec
(a,b) = a+bi (30)
Prawa strona (30) jest postacia algebraiczna (lub kartezjanska) liczby zespolonej. Liczbe
rzeczywista a nazywamy cze$cia rzeczywista, a liczbe rzeczywista b - czeScia urojona liczby
zespolonej z = a + bi. Zapisujemy to®
a = Re (a + bi) b=1Im (a+ bi) (31)
Natomiast, jak pamietamy, jedno$¢ urojona ¢ spelnia warunek
i?=—1 (32)

czyli (0,1) - (0,1) = (—1,0). Jest to nierzeczywiste rozwiazanie réwnania x? = —1. Wielko$¢
te oznaczamy réwniez jako ¢ = y/—1.

Uwaga 2.1 Duwie liczby zespolone z1 © z5 sq réwne, jezeli ich czesci rzeczywiste i urojone sq
sobie rowne, tzn. Rez; = Rezy ¢ Im2z; = Im 2.

2.3 Plaszczyzna zespolona

Plaszczyzna zespolona jest plaszczyzng z prostokatnym

N ukladem wspdlrzednych, ktérej punkty sa rozumiane

| 0§ urojona jako liczby zespolone. Liczbe zespolona z = a + In
s—a+bi Przedstawiamy w tym ukladzie jako punkt o wspélrzednych
b (a,b) lub jako wektor o wspétrzednych [a,b] zaczepiony w
\%\\n poczatku ukladu. Kazdemu punktowi (a,b) plaszczyzny
i 4 @ x odpowiada wowczas doktadnie jedna liczba zespolona
! postaci z = a+bi, a liczbie zespolonej z = a+bi odpowiada

N - . >  punkt o wspétrzednych (a,b) - patrz rys. 6.

1 0§ rzeczywista ¢ ’

We wspotrzednych biegunowych (7, ) polozenie punktu
(a,b) na plaszczyznie wyznaczamy jednoznacznie przez
Rysunek 6: Plaszczyzna zespolona. podanie diugo$ci r promienia wodzacego punktu (a,b) i
kata !, ktéry tworzy promien r z osia odcietych.

20d lacinskiego stowa complezus - zespolony.
3Re od real (ang.); Im od imagine (ang.).
4Jest on skierowany przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.
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2. TEORIA LICZB ZESPOLONYCH MATEMATYKA

Modulem liczby zespolonej z = a+bi nazywamy liczbe réwna pierwiastkowi kwadratowemu
z sumy kwadratow czesci rzeczywistej i urojonej

r=|z| =|a+bi| = Va® + b2 (33)

Tak wie, modut liczby 2 réwna sie odlegloSci punktu z od poczatku uktadu wspélrzednych,
czyli dlugosci wektora z. Argumentem liczby zespolonej z = a + bi # 0 nazywa sie kazda
liczbe rzeczywista ¢ okreslong réwnaniami

o8 _1_Rez_ a
T T Vere
(34)
. b Im 2 b
sinp = = =

m B || B Va2 + b2

Argument ¢ liczby z oznaczamy: ¢ = arg z. Jest on miara tukowsa kata skierowanego, ktoéry
tworzy 0§ rzeczywista 0x z wektorem z. Kazda liczba zespolona z # 0 ma nieskonczenie wiele
argumentéw. Jezeli ¢ jest jednym z argumentéw liczby z, to wszystkie inne jej argumenty
wyrazajg sie wzorem

argz = ¢ + 2km (35)

gdzie: k— liczba catkowita.

Argumentem gléwnym liczby zespolonej nazywa sie taki argument, ktéry zawiera sie w
przedziale (—m, 7) (warto$¢ taka jest dokladnie jedna). Nie okre$la sie argumentu liczby
0.

2.4 Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej® jest to przedstawienie punktu plaszczyzny
odpowiadajacego liczbie zespolonej z zapisanej we wspélrzednych biegunowych. Wazne sa
tu nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 2.2 Kazdqg liczbe zespolong z # 0 mozna przedstawié w postaci
z =|z| (cos ¢ +isingp) (36)
zwanej postaciq trygonometryczna liczby zespoloney.

Twierdzenie 2.3 Jezeli
z =1 (cosg + isinp) (37)

gdzie: m >0, to r jest modulem |z| liczby z, liczba ¢ jest jednym z argumentow liczby z.
Przyklad 2.3 Liczba zespolona w postaci algebraicznej
z=1+3i

ma postaé trygonometryczng (biegunowa)

(o i03)
z = COS — 7 S11l —
3 3

®Postaé te czesto nazywa sie postacig biegunows liczby zespolonej.
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Rozwiazanie 2.3 Wykorzystamy wzory (33) i (34)

z =|z| (cos ¢ +isingp)

2] = Va2 + b2 = ,/1+

coS p =

2 T
stagd ¢ = —
% 3

sinp =

A wiec
z=2 (cosz —i—z’sinz)
3 3

2.5 Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej

Do przedstawienia liczby zespolonej w postaci wyktadniczej wykorzystujemy wzor Eulera
€'¥ = cosp +isingp (38)

Uwaga 2.2 Dowodzi sie, Ze e w réownaniu (38) jest liczba niewymierng i Ze jest ona w
przyblizeniu rowna 2.718281828459045235 . . .. Wprowadzit ja w X VIII wieku szwajcarski mate-
matyk Leonard Euler. Liczba e jest podstawa logarytmu naturalnego, oznaczanego symbolem
In.

A wiec '
z = |z| (cosp +isinp) = |z| ¥ (39)
Poniewaz
2] 9 = |2] ™% = |2| (cos ¢ — i sin ) (40)
zatem ; i i i
cosp= T g e” (41)

2 2

2.6 Liczby zespolone, sprzezone, przeciwne i odwrotne

Jezeli z jest liczba zespolona, to przez z i (—z) oznaczamy liczby
z=a—bi , —z=—a—"bi (42)

Liczbe z nazywamy sprzezona do z (niekiedy zamiast z
piszemy z*), a (—z) - przeciwna do z (rys. 7). Dla liczb z
i z zachodza relacje:

z Rez=Rez Imz=-Imz (43)
> Liczbami zespolonymi sprzezonymi sg
i=—i 2+5i=2-5i —1—-Ti=—-1+Ti

Jezeli z # 0, to przez % oznaczamy liczbe zespolong

1 a —1b a0 P (44)
z a+ib  (a+ib)(a—ib) a2+  a?+b>

i nazywamy ja liczba odwrotna do z.

Rysunek  7: Liczba  zespolona,
sprzezona i przeciwna.
Uwaga 2.3 Liczba 0 nie ma liczby odwrotnej.
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2.7 Dzialania arytmetyczne na liczbach zespolonych

Sa to dzialania dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia liczb zespolonych:

(a1 + bl’L) + (ag + bgl) = (a1 + CLQ) + (bl + bg)Z
((11 + blZ) — (CLQ + bzl) = (CLl — a2) + (bl — bg)l
(a1 + blz) (az + bz@) = (alag — blbz) + (CleQ + azbl)i

aq —|—blZ .
a9 —|—ng n

((11 + blZ) . (CZQ + bgl) =

_ (ay +b1d) (ag — byi)  arag +biby  biag — aiby .
(ag + bat) (ag — bai) a% + b3 a% + b3
Przy dzieleniu liczb zespolonych nalezy uwolni¢ mianownik od liczby zespolonej, mnozac
licznik i mianownik przez liczbe sprzezong z liczba znajdujaca sie w mianowniku.

Przyklad 2.4 Wykonaj dziatania algebraiczne: (2+3i) + (1+44), (4+3i) — (1+2i),
(24 3i) (—1 + 2i) , 28,
Rozwiazanie 2.4

243)+(1+4)=2+1)+B+4)i=3+Ti
(A4+3)—(1+2))=4-1)+(3—-2)i=3+1i
(243i) (—1+2i) = =24 6i* +4i — 3i = -8+

2430 2+3i) (141 —1+5¢ .
S CRE)ICh ). L= 0.5+ 250
1—i (1—14)(1+74) 2
Geometryczna interpretacja liczb zespolonych na plaszczyznie zespolonej pozwala na ilust-
rowanie podstawowych dzialan arytmetycznych wykonywanych na liczbach zespolonych (rys.
8 — 10). Interpretacja mnozenia (rys. 9) i dzielenia (rys. 10) opiera si¢ na nastepujacych
wzorach

2129 = |2z1](cosp, +isingy) - |22 (cos s, + isinp,) =
(46)
= || - 22| - (cos (@1 + y) +isin (p; + @y))

22 = || € 2] €2 = |zg| - |2g] P12 (47)
2 |z1] (cos oy +ising;) |z .
— = — = — (cos — + 7 sin — 48
29 |22| (COS 902 1 isin 902) |22| ( (901 302) (301 ()02)) ( )
ﬁ — @ﬁ — @ei@ﬁ*@z) (49)
29 |20| €%2  |29]

(patrz przypis®).

b(cos gy +ising;) (cospy +isingp,) =
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Twierdzenie 2.4 Modut iloczynu dwdch liczb zespolonych réwna sie iloczynowi modutow, a

argument rowna sie sumie argumentow tych liczb.

Twierdzenie 2.5 Modut ilorazu dwdch liczb zespolonych réwna sie ilorazowi modutow, a

argument rowna sie roznicy argumentow tych liczb.

Twierdzenie 2.4 pozwala wyznaczyé na plaszczyZnie
zespolonej polozenie iloczynu P = 2325, gdy znamy polozenie

y zZ+z, punktéw |z1|, |ze| oraz liczby |1|. Przy konstrukeji korzystamy
z podobienistwa tréjkatéw POz i 2,017,
z Zachodzi tu relacja
z Pl Jal
0 ! —= (50)
> 22| (1]
z, -z, Stad
[Pl = [z1] - |2] (51)
Z) Na podstawie Twierdzenia 2.5 wyznaczamy na plaszczyZnie
zespolonej iloraz P = 2 liczb zespolonych (patrz rys. 10). W
Rysunek 8: Dodawanie i tym przypadku zachodzi
' ie li z 2 z
odejmowanie liczb zespolonych. M _ M stad  |P| = M (52)
Pl 1 |22

X

[P i 2

‘22‘

Rysunek 9: Mnozenie liczb Rysunek 10: Dzielenie liczb
zespolonych. zespolonych.

Przyklad 2.5 Niech

T .. T
21:4<COSE+ZSIHE>

T .. T
22:2(COS§+ZSH1§>

L o 2
Obliczyé iloczyn 2y - z9 1 iloraz pol

= COS (P * COS Py — SIN ¢y - 8in @y + 7 (sin ¢ o8 Py + cos @y Sin py) = cos (1 + ps) + isin (p; + ©s)
cos p tising; _ (cosp+isinp,)(cos p,—isingy)

cos potisinp, cos? p,+sin? @, -

= COS (1 COS g + SiN g sin @, + 7 (sin ¢ €os Py — cos @y sin Y,y) = cos (] — py) + sin (p; — Ps)

. . . . . , . . 0A
"Mozna réwniez bezposrednio skorzysta¢ z twierdzenia Talesa: ﬁ = \‘le‘\
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Rozwiazanie 2.5 Korzystamy z Twierdzen 2.4 1 2.5:

z1-22:8<cosg+ising) =8

zZ2

ﬂ:2(cosf—z‘smz):2<£—1i> — /3

Przyklad 2.6 Niech
21 = 2.5 (cos 35° + i sin 35°)
29 = 0.6 (cos 143° + i sin 143°)
23 = 5.8 (cos 257° + i sin 257°)

Obliczyé iloczyn zq - z9 - 23.
Rozwiazanie 2.6

222y = 2.5-0.6-5.8[cos (35° + 143° + 257°) + isin (35° + 143° + 257°)] =
— 8.7(cos75° + isin 75°)

2.8 Potegowanie liczb zespolonych

Potege 2" o wykladniku naturalnym definiujemy indukcyjnie za pomoca réwnosci
=1, ="z (53)

Jezeli z # 0, to definicje uogdlnia sie na wyktadniki catkowite

Z’I’L

Do obliczania potegi liczb zespolonych stuzy wzér de Moivre’a:
2" = (|z]| (cos p +isinp))" = |2]" (cos np + i sinny) (55)
W postaci wyktadniczej zapisujemy go nastepujaco
2= (|z]€%)" = [2]" " (56)

Przyklad 2.7 Niech 2 = /2 +/2i =2 <cos% + i sin %) Obliczyé 22.

Rozwiazanie 2.7
9 o9 T ..m .
=2 ( -+ —) =4
z cos 5 +ising 7

Przyklad 2.8 Na podstawie wzoréw Newtona i de Moivre’a otrzymujemy wzory na sinus i
kosinus wielokrotnosci kata.

Rozwiazanie 2.8 Na przyklad dla sin 3¢ i cos 3 mamy relacje:

e 2z wzoru Newtona

(cos @ + isin@)® = cos® p + 3i cos? psin g — 3cos psin? p — isin® p =

= (0083 © — 3 cos psin? cp) +1 (3 cos? psin ¢ — sin® go)

28



MATEMATYKA 2. TEORIA LICZB ZESPOLONYCH

o 2 wzoru de Mowvre’a
(cos ¢ +isin ) = cos 3¢ + isin 3¢

Z réunosci liczb zespolonych
21 — k9 ]ezelz a1 = a9 1 bl = bg

otrzymujemy wzory:
cos 3p = cos® ¢ — 3cos psin? ¢

sin 3¢ = 3 cos? psin p — sin®

2.9 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastkiem stopnia n z liczby zespolonej z nazywamy kazda taka liczbe zespolona w, ze
w" = z.

Twierdzenie 2.6 Jezeli
z = |z| (cos g +isinp) # 0

to istnieje doktadnie n réznych pierwiastkéw n—tego stopnia liczby z (czyli rozwiazan réunania
w™ = z). Pierwiastki te otrzymujemy z wzoru

2 2
wy, = /2| (cos ot 2w tisin 22T + k77r) (57)
n

n

k=0,1,...,n — 1. Wszystkie liczby wy (k=0,1,...,n—1) majg réwne moduly, punkty
odpowiadagjgce tym liczbom lezg na okregu o Srodku w poczatku uktadu wspdtrzednych i promieniu
Y/ |z]; dzielg okreg na n réwnych tukow.

W dziedzinie liczb zespolonych symbol {/a dla a # 0, n = 2,3,. .., nie jest jednoznaczny.
Oznacza on dowolng z n liczb (57). Jedynie dla a = 0 symbol {/a ma doktadnie jedng warto$é
1 jest nig 0.

Wracajac do rozwigzan réwnania w" = z otrzymujemy

w" = |w|" (cosn + i sinnf)

z = |z| (cos ¢ + isinp)

Moduly obu stron muszg by¢ réwne, a argumenty moga rézni¢ sie o wielokrotnos¢ 27w, wiec

lw" =1z i nd=¢+2kr , k=0,£1,+2, ...

Stad
. @+ 2km
wl= R, 0=20
wéréd argumentéw 6 = Sﬁﬂ, gdzie k = 0,+£1,£2, ..., istnieje dokladnie n takich, ktérych
réznice nie sg wielokrotno$cia liczby 27. Sa to liczby
2k
gL 01 n—1
n

Moéwi o tym Twierdzenie 2.6.
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Przykiad 2.9 Obliczyé

V1 +/3i

Rozwiazanie 2.9 Moduf liczby zespolonej z = 14-+/3i réwna sie ‘1 + \/§z‘ =/1+3=V4=
2. Argument spelnia réwnania: cosp = %, sin g = @ Czyli o = %. Na podstawie wzoru (57)
otrzymugjemy

wozx‘"’/§<cosz+isinz> , k=0
9 9

7 7
wlze/i(cosg—i-ising) , k=1

13 13
Wy = €/§(Cos§+isin7ﬁ> , k=2

€

NG

€

A

>Wo;
»

/ X

Rysunek 11: Pierwiastki 3 stopnia z Rysunek 12: Pierwiastki 3 stopnia z
14+ /3i. liczby 1.

Rozwiazanie 2.10 Rozwiqzania te sq przedstawione na rysunku 11. Pierwiastkami n—tego
stopnia z jednosci sa liczby
2km . 2km
(58)

€p = COS —— 4+ ¢ 8in ——
n n

k=0,1,2,...,n—1. Otrzymujemy je podstawiajac do (57) p = 0i|z| =1 (1 = cos0+ isin0).
Pierwiastki te lezg na okregu jednostkowym i dzielg go na n = 3 réwnych tukow.

Przyklad 2.10 Obliczyé /1, czyli rozwiazaé réwnanie z° = 1.

Rozwiazanie 2.11 Poniewaz 1 = cos0 +isin0, to

2k 2k
\‘"’/I:cosTﬁ—l—isinT7T
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k=0,1,2. Stad
gg =cos0+isin0 =1 , k=0
2 2 1 3
51:cosg+isin§:—§+§i , k=1
4 1 3
52:cos§+isin§:—§—§i , k=2

Przyklad 2.11 Obliczyé Vi, tzn. rozwiazaé réwnanie w? —i = 0.

Rozwiazanie 2.12 Mamy znaleZ¢ pierwiastki wy © w, gdy w? =i. Poniewaz

O—i-l-izcosg—l—ising
to

T 4+ 2km T4 2km
wk:\/’ZICOSZ + isin 2 5

dla k =0,1. Zatem
2
wozcosgﬁ%smg zg(l—l—i)
5 5 2

w]_:cosf—l—z’sinf:—g(l—{—i)
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3 Macierze i wyznaczniki

3.1 Definicja macierzy. Dzialania na macierzach.

Definicja 3.1 Macierza nazywamy prostokatna tablice liczb rzeczywistych lub zespolonych

a1 a12 Ce A1m
921 929 Ce Aom
(59)
| Gn1 an?2 e Anm |

Z regquty oznaczamy ja duzymi pojedynczymi i pogrubionymi literami A, B itd.

W ramach wykladu bedziemy omawia¢ wylacznie macierze rzeczywiste. Symbole wystepuja-
ce w tablicy (59) nazywamy elementami macierzy. Zapis a;; oznacza, ze element a znajduje
sie w i—tym wierszu i k—tej kolumnie macierzy A lub znajduje sie na przecieciu 1 —tego wiersza
i k—tej kolumny.

Lk
aiq a2 N A1m
921 922 c as
A= m . (60)
QL —— 1
| On1 an2 e Anm ]

O macierzy méwimy, ze jest wymiaru n X m (n na m lub n razy m, n— liczba wierszy,
m— liczba kolumn). Mozemy ja zapisa¢ w postaci skréconej

A = [a;] lub  A=lay] (i=12,....n; k=1,2,...,m) (61)

nxm

Wéréd macierzy prostokatnych w szczegélnosci wyrézniamy macierz wierszowa

X:[arl Ty ... :L‘n] (62)
oraz macierz kolumnowa
Y1
y=| (63)
Ym

Oba rodzaje powyzszych macierzy nazywamy wektorem lub wektorem wierszowym i
wektorem kolumnowym. Gdy liczba wierszy jest réwna liczbie kolumn (n = m), to macierz
(60) jest macierza kwadratowa stopnia nj liczbe n nazywamy stopniem macierzy.

Definicja 3.2 Dwie macierze A = [aix], B = [bix] tego samego wymiaru n x m nazywamy
rownymi, jezeli wszystkie odpowiednie elementy obu macierzy sq rowne, tzn.

i = bk dla 1=1,2,...,n; k=1,2,...,m
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Relacja rownosci macierzy jest
zwrotna, tzn. A = A
symetryczna, tzn. jezeli A =B, to B=A
przechodnia, tzn. jezeli A =B iB=C, to A =C.

Definicja 3.3 Macierza transponowana, (przestawiong) nazywamy macierz, ktéra powstaje
z danej macierzy przez zamiane wierszy na kolumny z zachowaniem ich kolejnosci, tj. pierwszy
wiersz staje sie pierwsza kolumna, drugi wiersz - drugq kolumng itd. Oznaczamy ja symbolem
AT lub A8, Jezeli A = [ay), ., to AT = [a] = [bi]. Ponadto, jezeli AT = A, to A
jest macierza symetryczna.

mxn

Jezeli
a b c
Aot o
to
a d
AT=1|b e | =A"=A" (65)
c f

Transpozycja wektora wierszowego jest wektor kolumnowy (i odwrotnie).

Definicja 3.4 Macierza zerowa nazywamy takae macierz dowolnego wymiaru, ktorej wszyst-
kie elementy sq rowne zeru, tzn. a; =0 dlat=1,2,....,n, k=1,2,...,m. Macierz zerowq,
wymiary n X m oznacza sie symbolem 0,5, lub wprost symbolem 0.

Przyktady macierzy zerowych:

0
00001 (66)

O01x1=1[0] , O3x;=10 ; 02x4={0 00 0
0

3.2 Szczegdblne rodzaje macierzy kwadratowych

Wsréd macierzy kwadratowych wyrézniamy pewne ich charakterystyczne postacie, ktére
pojawiaja sie przy rozwiazywaniu ukladéw réwnan algebraicznych lub innych zagadnien fizyki
matematycznej.

Definicja 3.5 Macierza symetryczna nazywamy macierz kwadratowa, ktorej elementy poto-

Zone symetrycznie wzgledem przekatnej glownej sq rowne, czyli a;, = ap; (i,k =1,2,...,n).
Na przyktad
a b ¢ d
b k v s
Ay = c vl p (67)
d s p m

Macierz symetryczna jest macierza réwna swojej transpozycji, Agy, = AL.

8Niekiedy A*
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Definicja 3.6 Macierza diagonalna nazywamy macierz kwadratowq, ktorej wszystkie ele-

menty potozone poza przekgtng gung sq réwne zeru, czyli ay, = 0 przy i # k(i,k=1,2,...,n).
Na przyktad
E 0 O
D=|01 0 (68)
00 m

W praktyce inzynierskiej bardzo czesto mamy do czynienia z macierzami tréjdiagonalnymi

(69)

S
|
[l el V)
OO =N =
|
O~ N~ O
— N = OO
N = O OO
S
|
OO O = =
O O~ N O
|
O~ N = O
O~ OO
—_ -0 O O

lub macierzami pieciodiagonalnymi. Elementy rézne od zera niekoniecznie muszg znajdowac
sie na przekatnych gtéwnych

o

I
OO O = O
OO = O
O = O = O

|
_ o = O O
O = O OO

—

\]

S

S~—

Ogolnie macierze takie nazywamy macierzami wstegowymi.

Definicja 3.7 Macierza jednostkowa nazywamy macierz diagonalna, ktorej elementy poto-
zZone na przekatnej gltownej sq rowne 1, czyli

1 000
0100

1= 0010 (1)
0 001

W zapisie ogélnym mamy

1 dla =k
Qi — (72)
0 dla i#k

(1,k,=1,2,...,n).

Macierz jednostkowa oznacza sie czesto [0;x],, lub [0;x], gdzie tak zwany symbol (lub delta)
Kroneckera §;; jest zdefiniowany wzorem

S, = (73)
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Przez macierz tréjkatna rozumiemy macierz

l11 0O ... 0
[ [ ... 0

L= 2_1 2_2 ] . macierz tréjkatna dolna
T R .

1 In2 | (74)

1 T2 Tin
0 92 ... Topn

R=U= ) L ] macierz tréjkatna gérna

0O O Tnn |

3.3 Dzialania na macierzach

Dodawanie macierzy jest mozliwe tylko w przypadku macierzy tego samego wymiaru.
Sume dwéch macierzy A = [ax] 1 B = [bi] tego samego wymiaru n X m tworzymy w ten
sposéb, ze dodajemy do siebie elementy o tych samych wskaznikach wiersza i kolumny, tzn.

@ik scm T il = (@it + ikl (75)
Dodawanie macierzy tego samego wymiaru jest laczne
A+(B+C)=(A+B)+C (76)

oraz przemienne
A+B=B+A (77)

Odejmowanie macierzy jest wykonalne réwniez tylko w przypadku macierzy tego samego
wymiaru. Réznice macierzy A = [a;,] i B = [b;;] okreSla sie za pomoca wzoru

(i) sem = i) = @ik = bikl,ym (78)

Iloczyn liczby « przez macierz A = [a;;] okre$lamy jako macierz [« - a;], ktéra otrzymuje-
my z macierzy A przez pomnozenie kazdego (!) jej elementu przez liczbe «, tzn.

alag] = o ayl (79)

W formie przyktadu obliczymy elementy macierzy

1 2 NEEERE
2.l -4 3| + =| 6 —8| =
07 21 22 o
(80)
2 4 2 6 0 10
~ | -8 6| + 3 4| = | -5 2
0 14 1 0 1 14

Mnozenie macierzy przez macierz jest wykonalne tylko wtedy, gdy liczba kolumn
pierwszej macierzy jest réwna liczbie wierszy drugiej macierzy. Iloczynem macierzy A =
la;;] wymiaru n X r i macierzy B = [b;;] wymiaru r X m nazywamy macierz C = [¢;;| wymiaru
n X m, w ktorej element c;; polozony w i—tym wierszu i k—tej kolumnie macierzy C réwny
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jest sumie iloczynéw odpowiednich elementow :—tego wiersza macierzy A i elementéw k—tej
kolumny macierzy B, tzn.

r
Cik = a“blk + aigbzk + ...+ Clinrk = Zaijbjk (81)
j=1

Przy mnozeniu macierzy czesto stosuje sie ponizszy schemat

_| m kolumn |
R stywiese L

Rysunek 13: Schemat Falka.

Nosi on nazwe schematu Falka.
Przyklad 3.1 Obliczyé iloczyn macierzy
2 3
3 =1 2 0
A=| -1 4 B = l }

5 -2 =31 4

Rozwiazanie 3.1 Macierz A jest wymiaru 3 X 2, a B wymiaru 2 x 4; mnozenie jest wiec
wykonalne. Zgodnie ze schematem Falka mamy

-2 =31 4

|
(G2 Bl NS
— o

Nastepnie obliczamy kolejne elementy macierzy C = A - B

3 -1 2 0 3 ~1 2 0
—2 3 1 4 —2 —3 1 4
2 3[3.2-2.3 - - - = 2 3] 0 -1.2-3-3
~1 4|-1-3-2-4 - . . —1 4| =11 —1-(-=1)—3-4
5 1]3-5-2-1 - . . 5 1| 13
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Ostatecznie
3 -1 2 0
-2 =3 1 4
2 3 0 -—11 7 12
-1 4|-11 -—-11 2 16
5 1 13 -8 11 4

A wiec
0 —-11 7 12
A-B=AB=| -11 —-11 2 16 | =C

13 -8 11 4

Uwaga 3.1 W tym przyktadzie iloczyn BA nie istnieje. Macierz B ma 4 kolumny, a macierz
A tylko 3 wiersze. Oznacza to, ze w przypadku iloczynu dwdch macierzy wtasno$é przemien-
noéci nie jest spetniona, gdyz:

e AB nie zawsze rowna sie BA, a wiec AB # BA,

o BA moze nie istnieé.

Przykiad 3.2 Obliczyé iloczyny macierzy AB i BA

" A=[2 3] B-| 3
-
b) A=[2 3] B=| .

Rozwiazanie 3.2 Mnozenie AB jest wykonalne, poniewaz A ma wymiar 1 X 2, a B wymiar
2x 1. W tym przypadku jest rowniez wykonalne mnozenie BA, poniewaz macierz B ma jedng
kolumne, a macierz A jeden wiersz. Mamy wiec

3
a) AB: ‘ l —2 czyli AB = [0]
23 |0
|23
: 6 9
BA : 3 6 9 czyli BA:[_4 —6]
-2 | -4 —6
Widzimy, ze AB # BA.
=
b) AB: —3 coyli AB = [—11]
23 | -1
| |2 3
. -2 =3
BA: -1 -2 _3 czyli BA = { 6 —9 }
-3 | -6 -9
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Whniosek 3.1 Z powyzszych przyktadow wnioskujemy, Ze jezeli iloczyn AB istnieje, to iloczyn
BA moze nie istnieé, a jezeli istnieje, to na ogét BA # AB.

Przyklad 3.3 Obliczyé iloczyn macierzy A i macierzy jednostkowej 1, gdzie

a b
A=|c d (82)
e f

Rozwiazanie 3.3 Macierz A ma wymiar 3 x 2. Aby istnial iloczyn AI, musimy jako macierz
jednostkowa wzigé macierz drugiego stopnia, tzn. wymiaru 2 X 2. Mamy wiec

10

01
a b a b
¢ d c d
e f e f

A wiec AT = A. Obliczymy dodatkowo TA. Zauwazmy, ze aby ten iloczyn byt wykonalny, to
macierz jednostkowa I musi byc¢ stopnia 3. Stosujac schemat Falka otrzymujemy

o O

b
d
f

o O =
o = O
— o O

b
d
f

o o

Oznacza to, ze réowniez IA = A.

Wykazaliémy, ze dla dowolnej macierzy A zachodza zwiazki
AT=A oraz TIA=A

Przyklad 3.4 ZnaleZé iloczyn macierzy

1 2
2 —4 3
A_[42 G—A B=|5 10

Rozwiazanie 3.4 Macierz A ma wymiar2x 3, a B wymiar 3 x2. Ich iloczyn jest wykonalny.
W wyniku otrzymamy macierz o wymiarze 2 X 2. Ponownie wykorzystamy schemat Falka

2 -4 3 0 0
-12 6 -3 0 0

Zatem AB = 0. Widzimy, Ze iloczyn macierzy niezerowych moze byé réwny macierzy zerowej.
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Zadanie 3.1 ZnaleZ¢ iloczyn macierzy trojkatnych A + B

2
-1
0

0
2
-1

B =

B =

4 0
1 4
0 4

4 1
0 4
0 0

Odp. AB =

Odp. AB =

8 00
-2 8 0
-1 4 2

8§ 20
-4 7 2

0 -4 7

Whiosek 3.2 Tylko iloczyn macierzy tréjkatnych tego samego typu (dolnych lub gérnych) jest
macierza trdjkatna. Ponizej zamieszczamy algorytm mmnozenia macierzy napisany w jezyku

Fortran.

subroutine multmat(a,b,c,in)

dimension a(2,2),b(2,2),c(2,2)

do 1i=1,in
do 1 m=1,in
s=0.0

do 2 n=1,in

s=s+a(i,n)*b(n,m)

2 continue
1 c(im)=s
return

end

3.4 Wyznacznik. Definicja. Wlasnoéci

Kazdej macierzy kwadratowej

an
az1

Gp—1,1
an1

a2
a2

(p—12
an2

Q1n
Aan

Qp—1n

a'nn

(83)

mozemy przyporzadkowa¢ liczbe, zwana wyznacznikiem, ktéra oznaczamy jednym z poniz-

szych symboli: det A, |A]?, A lub

a11 a2

21 a22
Gp—-11 Qan—1,2

an1 an2

Wyznacznik (84) jest stopnia n.

Q1n
Qon,

Qp—1n

ann

9Zapis |-| w tym przypadku nie oznacza wartosci bezwzglednej.
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Jak juz powiedzieliémy, wyznacznik jest liczba. Ogélny algorytm okreslania wartosci (84)
jest zlozony i wymaga wprowadzenia dodatkowych poje¢. Na poczatku podamy metode
obliczania wartos$ci wyznacznikéw stopnia n = 1, 2, 3.

1. Wyznacznik stopnia pierwszego, n = 1, ma wartos¢
la| = a (85)

2. Warto$¢ wyznacznika stopnia drugiego, n = 2, obliczamy

Z ‘ = ad — bc (86)

a
Cc

tzn. od iloczynu elementéw z przekatnej gtéwnej ad odejmujemy iloczyn elementéw z
drugiej przekatnej, bc.

3. Do obliczania warto$ci wyznacznika stopnia n = 3

ailz aiz Az
a1 Qg2 (23 (87)
az1 asz as3

najczesciej wykorzystuje sie metode (schemat) Sarrusa. Jej algorytm jest nastepujacy.
Pod wyznacznikiem (87) najpierw dopisujemy jego pierwszy wiersz

a1 Gi12 013
G21 (22 (23 (88)
31 daz2 0433
a1; a1z ais

a nastepnie drugi

apix ai2 a3

Q21 Q22 023

gy Qag2 0a33

ai; Qi2 a3

Q21 Q22 G23
W dalszej kolejnosci tworzymy iloczyny elementéw stojacych na przekatnych 1,21 3 i
dodajemy je do siebie.

1 a1 a12 a13
N\
2 a1 a2 a3
N\ N\
3 asy as2 ass (89)
N\ N\
11 12 a3
N\
21 22 G23

Otrzymujemy wyrazenie
(11022033 + A21A32013 + 31012023
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Odejmujemy od niego iloczyny elementéw stojacych na przekatnych 4,5 i 6.

a1 12 a3 4
/
a1 22 23 5
/ /
asy as2 ass 6 (90)
/ /
a11 12 a3
/
G21 Q22 Q23

Otrzymujemy
—(a13a92a31 + 93032011 + G33012091)

W wyniku dochodzimy do réwnania

ain G2 A13 = Q11022033 + (210320131
det A = | a1 az ag +a31a12023 — Q13022031 — (91)
a31 Aasz2 G33 —Q23032011 — 433412021

Uwaga 3.2 Przy pomocy schematu Sarrusa obliczamy warto$é wyznacznika wycznie trze-
ciego stopnia. Wrykorzystywanie tej metody przy okreSlaniu wartosci wyznacznikéow stopnia
n > 3 jest bledne.

Innym sposobem obliczania warto$ci wyznacznika trzeciego stopnia przy pomocy metody
Sarrusa jest dopisanie po jego prawej stronie dwéch kolumn (najpierw pierwszej, a nastepnie
drugiej). Przedstawimy to na przykladzie wyznacznika (87)

N1 N\ 2 3./ /4 /5

a11 a2 a13 a11 a2
21 a22 23 21 a22
a31 asa a33 a31 as2
Dodajemy do siebie iloczyny elementéw stojacych na przekatnej 1,21 3
11022033 + G12023031 1+ A13021G32
i odejmujemy iloczyny elementéw stojacych na przekatnych 3,4 i 5 (w druga strone)
—Q13022031 — (11023032 — A12021033
W rezultacie mamy
a1l Qa12  a13 = (11022033 + Q12023031+
det A= | an ag a3 +a13a21032 — Q13022031 — (93)
a31 das2 ass —Q11023032 — (12021033

Latwo sprawdzi¢, ze wyrazenie (93) jest réwnowazne wyrazeniu (91).
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3.5 Obliczanie wartoéci wyznacznika dowolnego stopnia

Na wstepie wprowadzimy kilka nowych poje¢, ktore sa podstawowe w rachunku macierzowym.

Definicja 3.8 Minorem (podwyznacznikiem) danej macierzy (danego wyznacznika) nazywamy
kazdy wyznacznik okreslony tablicq kwadratowa powstata z danej macierzy (wyznacznika) przez
skreslenie pewnej liczby wierszy @ kolumn.

Definicja 3.9 Minorem odpowiadajacym elementowi a;; macierzy kwadratowej A lub danego
wyznacznika |A| nazywamy wyznacznik, ktory powstaje z elementéw pozostatych po skresleniu
1—tego wiersza i k—tej kolumny. Oznaczamy go symbolem M.

a1 Q2 - | Mg | 00 Aip
Q21 Q2 | A2k | *+  Q2p
A= 94
‘ a'Ll a’l2 . e alk IR aZ?’l ( )
an1 an2 e Ank o Ann
11 aig a1k—1 A1g+1 Q1n
Q21 Qg a2k—1 a2k+1 - Q2n,
My, = | @Gi-11 QGi—12 **° QGi1k—1 Qi—1k41 " Gi—1n (95)
Ait1,1 Q41,2 0 Qip1k—1 Gilk+1 00 Qigln
Gn1 An2 e Qp k-1 Qp k41 e Apn

Minor (95) jest stopnia n — 1.

Definicja 3.10 Dopetnieniem algebraicznym A, elementu ay nazywamy liczbe réwng
tloczynowi mainora My, odpowiadajacego temu elementowi i wyrazZenia (—1)Z+k:

Ay = (=) M, (96)

Definicja 3.11 Macierz zbudowana z dopetnieni algebraicznych A;, elementéw ay, macierzy
A = [a;] stopnia n, tj. macierz
pA = [Ai] (97)

nazywamy macterzq dopetnieni algebraicznych macierzy A.

Twierdzenie 3.1 W danym wyznaczniku sumy iloczynéw elementdw dowolnego wiersza (lub
dowolnej kolumny) i ich dopetnieri algebraicznych majg te samq stalq warto$é réwng wartosci
wyznacznika

det A = (ZﬂAil + aiQAZ'Q +...+ ClmAm = Z aikAik = const (’L = 1, 2, . ,TL) (98)
k=1

Powyzsze twierdzenie ma duze znaczenie praktyczne. Sprawdzimy je dlan =21in = 3.
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1. Dla n = 2 mamy

a1 Q12

=an A + a2 = an (—1)1+1 My + a2 (—1)1+2 My =
Q21 A22

(99)

= Q11022 — Q12021

Widzimy, ze otrzymany wynik jest zgodny z relacja (86).
2. Dla n = 3 otrzymujemy

aix aiz2 Az
a1 Qo2 Qo3 | = a1l + a12A12 + a13As3 (100)
a31 daszz G33

Poniewaz
A2 Q23
M11 == 99 4923 == (101)
azz2 ass
a3z ass
a1 Q23
M12 = a921 93 = (102)
asiy ass
asi a33
a1 Q22
Mz = | az1 ag = (103)
aszy ass
azy asz

Kontynuujac obliczenia wedtug (100) dochodzimy do wyniku

11 Qa2 Q13 . Lo s
a1 Qg2 Q23 = an (=) My +app (=1)7 Mg + a3 (=1)7 Mg =

a31 dazz G33

Q22 Qa23
= a1 — 19 == ( 104)
azz2 as3

= a1 (a22a33 - CL326L23) — a12 (CL216L33 - a31a23) +

~—

+a13 (21032 — 31022
Wynik ten jest zgodny z zalezno$cia (91).
Definicja 3.12 (Definicja ogdlna wyznacznika)
Przez wyznacznik stopnian (n > 2) rozumiemy sume iloczynéw elementdw dowolnego wier-
sza (kolumny) i ich dopelnien algebraicznych.

Znajac definicje wyznacznika mozemy wprowadzi¢ pojecie macierzy osobliwej i nieosobliwe;.

Definicja 3.13 Macierza osobliwa nazywamy macierz kwadratowa, ktorej wyznacznik row-
na Sie zeru.
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Na przykiad, macierze

(R N -

O = DN
—_

S O Ot

sa osobliwe, poniewaz det A = 0 i det B = 0.

(105)

Definicja 3.14 Macierza nieosobliwa nazywamy macierz kwadratowq, ktorej wyznacznik

jest rézny od zera.
W przypadku ogélnym wzér (98) mozemy zapisaé

1. Wedlug elementéw pierwszego wiersza

n
det A = a11A11 + a12A12 + ...+ alkAlk + .o+ alnAln = Z alelj
j=1

2. Wedlug elementow i—tego wiersza

n
det A = a“Ail + a/Z'QAiQ 4+ ...+ aikAik 4+ ...+ amAm = Z aiinj
=1

3. Wedlug elementow pierwszej kolumny

n
det A = a1 A1 + a1 lo + ... FapmAm + ... F A = Z anAn
=1

4. Wedlug elementéw k—tej kolumny

n
det A = alkAlk + agkAQk + ...+ aikAik + ...+ ClnkAnk = Z alkAlk
=1

dla k=1,2,...,n.

(106)

(107)

(108)

(109)

Poniewaz wszystkie powyzsze rozwiniecia prowadza do tego samego wyniku, zatem najwy-
godniej jest oblicza¢ warto$¢ wyznacznika wedtug wiersza lub kolumny z najwieksza ilocia

zer.

Przyklad 3.5 Wyznaczyé wartosé wyznacznika D

1

_— o O O
W =~ Co Ot
O N O
— o O =
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Rozwiazanie 3.5 Poszukiwang warto$é mozemy wyznaczyé na podstawie rozwiniecia wediug
drugiej kolumny

070 10 0 —1

D=5(-1)"*10 2 6 |+8(-1*? 0 2 6|+
101 10 1
10 0 —1 10 0 —1

(=D 07 0[+3(-D"| 07 0=
10 1 02 6

=—5-42+8-22—4-77+3-420 = 918
ale mozemy réwniez wyznaczyé na podstawie rozwiniecia wzgledem pierwszej kolumny

-1
0 =
6

D =10 (_1)1+1 + 1 (_1>4+1

LW =~ 00
SN
— oy O
= 00 Ut
N O

=10-114 —1-222 =918

lub drugiego wiersza
0

D=8(-1)*7| 0

1

—=8-22—7-(—106) = 918

Za kazdym razem otrzymujemy ten sam wynik, jednak w drugim @ trzecim przypadku wymaga
to o potowe mniej obliczen.

3.6 Wlasno$ci wyznacznikéw

W punkcie tym podamy bez dowodéw kilka twierdzenn pomocnych przy obliczaniu wyznacz-
nikéw. Twierdzenia te odnosza sie do wyznacznikéw dowolnego stopnia. Dla wieksze]j przejrzy-
stosci beda one ilustrowane wyznacznikami stopnia trzeciego.

Twierdzenie 3.2 Przestawienie dwdch kolumn zmienia warto$é wyznacznika na przeciwna

a11 Qa2 Q13 Q12 a;; i3
Jezeli D = ag1 Qg2 A23 |, to Qo2 Q921 Q23 | = -D
a3; 32 as3 a3z 31 as3

Twierdzenie 3.3 Pomnozenie kolumny przez pewng liczbe powoduje pomnozenie wartosci
wyznacznika przez te liczbe

a1 a2 a3 tair a2 ais
Jezeli D = a21 Q22 A23 |, to tCLgl 99 Q23 | — tD
agy asz as3 taz1 azz ass
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Twierdzenie 3.4 Jezeli do pewnej kolumny wyznacznika dodamy:
- inng kolumne tego wyznacznika lub
- inng kolumne tego wyznacznika pomnozZong przez dowolng liczbe lub
- dowolng kombinacje liniowa innych kolumn tego wyznacznika,
to wartosé wyznacznika nie ulegnie zmianie.

ap bl Cq ai + bl bl C1
D = as bg Cy | = CL2+b2 bg Coy | =
as bg C3 as + b3 b3 C3
ay + tbl b1 C1 ay + (kbl + lCl) bl C1
= | Q2 + tbg bg Co = | Q2 + (k?bg + lCQ) bg Cy =D
as + tbg bg C3 as + (k’bg + ng) bg C3

Twierdzenie 3.5 Jezeli wyznacznik zawiera
- kolumne zerowq lub
- dwie kolumny tdentyczne,
to jego wartosé jest réwna zero

0 by ¢ a a x
0 b2 Cy | = 0 b b Yy | = 0
0 b3 c3 c ¢ z
Zauwazmy, ze jezeli a; =t -b;, dla1=1,2,3, to
aq bl C1 tbl bl C1 bl bl C1
(05} b2 Cy | = tbg bg Cy | = t bg bg Cy | = 0
as b3 C3 tbg b3 C3 b3 b3 C3
Twierdzenie 3.6 W dowolnym wyznaczniku D
all IR alk IR aln
D=| a1 - Qg - Qpn (111)
anl ) ank‘ ) a/nn

suma elementow dowolnej kolumny pomnozonych przez dopetnienie algebraiczne elementow
wmnej kolumny jest zerem

n 0 gdy k+#
aipAiy + . anAy = Z ainAij = (112)
i=1 D gdy k=

Twierdzenie 3.7 Jezeli w wyznaczniku wszystkie wyrazy stojace po jednej stronie przekatnej

gtownej sq zerami, to wyznacznik réwna sie tloczynow: elementow przekagtnej gltowney.

= abc = abc (113)

2T
<N oo
0o oo
oo
o o8
(SRS IIN
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Twierdzenie 3.8 Przestawienie wszystkich wierszy wyznacznika na miejsce jego kolumn i
odwrotnie, bez zamiany ich kolejnosci, nie zmienia wartosci wyznacznika

, to AT = (114)

S Q3

a b f
Jezeli A= | f g g
P q h

| S0
QO o

1 zachodzi réwnosé
det A = det A” (115)

Whniosek 3.3 Zastepujac w Twierdzeniach 3.2 - 3.6 stowo kolumna stowem wiersz, otrzymu-
jemy twierdzenia prawdziwe.

Na zakonczenie podamy kolejne wazne twierdzenie.
Twierdzenie 3.9 (Cauchy’ego) Jezeli macierze A i B sq macierzami kwadratowymi tego
samego stopnia, to

det (AB) = (det A) (det B) (116)

Przyklad 3.6 Wykorzystaé poznane twierdzenia do obliczania wartosci wyznacznika

220 —2 -1
D=[330 -3 -5 (117)
150 2 19

Rozwiazanie 3.6 Wykonujemy kolejno przeksztatcenia

1. Z pierwszej kolumny wylgczamy czynnik 10

22 -2 -1
D=10|33 -3 -5
15 2 19

2. Do pierwszej kolumny dodajemy druga pomnozong przez 11 (druga kolumne przepisujemy
bez zmian!)

0 -2 -1
D=10 0 -3 -5
372 19

3. Do drugiej kolumny dodajemy trzecig pomnozona przez (—2) (trzecig kolumne przepisuje-
my bez zmian!)

0 0 —1
D=10| 0 7 =5
37 =36 19
4. Przestawiamy pierwszq kolumne z trzeciq
—1 0 O
D=-10| =5 7 0
19 —-36 37
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5. Stosujemy Twierdzenie 3.7

Przyklad 3.7 Obliczyé wartos$é wyznacznika

D=-10-(=1)-7-37 = 2590

3

7
D=|-9 —6

4

5 —2

Rozwiazanie 3.7 Wykonujemy dziatania:

1. Mnozymy pierwszy wiersz przez 3 i odejmujemy od drugiego (przepisujemy go bez zmian!)

3
-2
D=|-9
4
)

—1
-3

-2

2
0
—6
3
-2

)

-7

-2
-3

-1
0
4
-2
6

-5
8
3
-2
-3

4
0
-2
1
4

2. Czwarty wiersz mnozymy przez 2 1 dodajemy do trzeciego

3 2 -1 -5 4

-2 0 0 80
D=-1 0 0 -10
4 3 =2 =21

5 =2 6 -3 4

3. Rozwijamy otrzymany wyznacznik wzgledem elementow trzeciego wiersza

2 -1 -5 4 3 2 —1 4
v g+ 00 80|, ., -2 0 00
-2 6 -3 4 5 —2 6 4

4. Rozwijamy pierwszy v drugi wyznacznik wzgledem elementow drugiego wiersza

2 —1 4 2 —1 4
D=(-1)-8(=1)*"] 3 —2 1|+(-2)(-D)*""| 3 -2 1
-2 6 4 -2 6 4

5. Wuyznaczniki stopnia trzeciego obliczamy metoda Sarrusa

D=8(-164+72+2-16—-124+12)+2(-16 +72+2 — 16 — 12 + 12) = 420
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3.7 Macierz dolaczona, odwrotna i macierz ortogonalna

Na wstepie podamy definicje pojecia bardzo waznego przy rozwiazywaniu ukladéw réwna.

Definicja 3.15 Rzedem macierzy A nazywamy najwyzszy stopien réznych od zera wyznacz-
nikéw (minoréw) tej macierzy.

10

Rzad macierzy A oznaczamy przez R (A) lub rank (A)'°. Wprowadzimy zapis A L B,

gdy R(A) = R(B) (rank A = rank B).

Uwaga 3.3 Rzad macierzy A nie ulega zmianie, jezeli do elementow dowolnego wiersza macie-
rzy dodamy odpowiednie elementy innego wiersza tej macierzy pomnozZone przez dowolng liczbe
lub jezeli skreslimy jedng z dwdch identycznych kolumn (wierszy) macierzy.

Przyklad 3.8 ZnaleZ¢ rzad macierzy

A_:

w N~
O
OO N

Rozwiazanie 3.8 Najwyzszy stopien wyznacznika macierzy A wynost 3, a macierz posiada
elementy niezerowe (wyznaczniki stopnia 1), a wiec 1 < R(A) < 3. Poniewaz

11 2|(-2) 11 2 (-1 11 2 1 o

2 1 0 =12 1 0 I =[10 —2|=1(-)"* 1_2‘:0

3 2 2 ! 1 0 -2 1 0 =2
musimy obliczyé wyznaczniki nizszych stopni. Jednym z nich moze byé wyznacznik drugiego
stopnia g ; =1+#0. Oznacza to, ze rzad macierzy A wynosi 2; rank A = 2.

Przyklad 3.9 Znaleié rzad macierzy

Rozwiazanie 3.9 Przeksztatcamy macierz tak, aby najprosciej obliczyé wyznacznik trzeciego
stopnia

534 —-18 6 1| (-1) 5 3 4 —18 6 1

301 -7 46 E1301 —746

6 3 6 =279 3 ! 102 -9 3 2
Obliczamy wartosé wyznacznika

5 3 4 3

301[=3(-D" | 2':—3 (6—1)=—15#0

1 0 2

A wiec rzqd macierzy A wynosi 3; R (A) = 3. Rzad macierzy méwi nam o wielu jej wlasnosciach.

10W starszych podrecznikach mozna spotka¢ symbole r (A) lub rz (A).
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Definicja 3.16 Rzedem macierzy A = [ay,as, ..., a,| nazywamy maksymalng liczbe kolumn
liniowo niezaleznych.

Przyklad 3.10 Macierz

ma rzqd réwny 3 (R (A) = 3), gdyz kolumny a;,as, i ag sa liniowo niezalezne.

Rozwiazanie 3.10 Rzeczywiscie

5 3 4 0 a=0
a3 | +B|0|+9|1|=|0|<4 B=0
6 3 6 0 7=0

Definicja 3.17 Mowimy, ze macierz A jest réownowazna macierzy B (A £ B, A = B)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy macierz A mozemy otrzymaé z macierzy B przez wykonanie na niej
skoriczonej liczby operacji elementarnych (sq one opisane w punkcie 3.6 i 4.5).

Definicja 3.18 Macierza dotaczonag macierzy kwadratowej A = [a;x] nazywamy macierz
AP = [Aul, cayli macierz transponowana macierzy dopelnieri algebraicznych, AP = [Ay]"
Relacje miedzy macierzami A i AP opisuje twierdzenie.

Twierdzenie 3.10 Jezeli AP jest macierza dotaczona macierzy kwadratowej A, to zachodza
wzory

AAP = APA = (det A)T (118)

Pamietamy, ze A;; jest dopelieniem algebraicznym elementu a;;, macierzy A (patrz (96))
obliczanym z wzoru

A = (=1 M, (119)

gdzie: M;,— minor.
Biorac pod uwage Definicje 3.11 oraz wzér (97) mozemy macierz dotaczong AP przedstawi¢
jako
A” = (pA)" = [Au]’ (120)

Przyklad 3.11 Majac dang macierz A

3
-1

2
A=10
1 2

[ RN

2buduj macierz dopelniers algebraicznych pA oraz macierz dotaczona AP .

50



MATEMATYKA 3. MACIERZE I WYZNACZNIKI

Rozwiazanie 3.11 Skonstruujemy macierz dopetnieni algebraicznych obliczajqc jej poszczegdl-
ne elementy. Mamy wiec:

Ay = (—1D)'! 3 _; =8 App = (—1)1+2 2 _; =1
A= (-1 V= Ay = (12| 0| = 2
Ag = (12| 2 0 Agy= (122 2 =1
Ay = (1| ‘:—13 A= (-12| 0 7| =2
o= (1] 2 i'zg

Zatem macierz dopetnieri algebraicznych przyjmie postac

8 —1 —4
pA = -2 1 1
-13 2 8
natomiast macierz dotaczona postaé
8§ —2 —13
AP =AY =] -1 1 2
—4 1 8

Przyklad 3.12 Na przykladzie macierzy A z Przyktadu 3.11 sprawdzimy stusznosé relacyi
(118)
AAP = (det A)I

Rozwiazanie 3.12 Wyznaczajac iloczyn AAP otrzymujemy macierze

8 —2 —13
-1 1 2
-4 1 8
21 31300
04 —-11]030
10 21003
A wiec
300 100
AAP =103 0|=3(010]|=3I
00 3 001

Rzeczywiscie, wyznacznik macierzy A jest rowny 3, tzn. det A = 3. Zatem powyzsze obliczenia
potwierdzajq stusznosé analizowanego wzoru.

Podamy teraz definicje macierzy odwrotnej macierzy A.
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Definicja 3.19 Macierza odwrotna macierzy nieosobliwej A nazywamy macierz A~ taka, ze
ATTA=AAT=1 (121)

Twierdzenie 3.11 Jezeli A jest macierza nieosobliwa, to macierza odwrotna A jest macierz
dotaczona macierzy A podzielona przez wartosé wyznacznika macierzy A
1
Alt=—— AP 122
det A (122)
Uwaga 3.4 Macierz odwrotna macierzy diagonalnej D jest macierza diagonalna,
ktorej elementy sq rowne odwrotnosciom elementow macierzy D.

k0 0 £ 00
D=|{01 0 D'=]|0 7 0
00 m 00 &

Twierdzenie 3.12 Operacje elementarne, ktére przeksztatcaja macierz nieosobliwag
A w macierz jednostkowa 1, przeksztatcaja jednoczesnie macierz 1 w macierz A=*.

Przyklad 3.13 Wyznaczyé macierz odwrotng macierzy

2 1 3
A=1]0 4 -1
10 2
Rozwiazanie 3.13 Po prawej stronie A dopiszemy macierz jednostkowq I
[2 1 3] 1 0 0
04 —1 010
10 2 001
wy—ws |11 17 (1 0 -1
04 —1 01 0
10 2 00 1
1 01 1 [ 10 —1]7
0 4 -1 01 0
W3 — Wq 0 -1 1 -1 0 2
(11 1 [ 10 —1]
04 —1 01 0
wy + 4dws 00 3 -4 1 8
. 1 11 [ 10 —1]
3wy + w3 0 12 0 —4 4 8
0 0 3 —4 1 8
. (11 17 [ 10 —1]
wy /4 030 -1 1 2
. 003 41 38
3wy —ws [3 3 0] 7 —1 —11]
030 -1 1
00 3 -4 1 8
wy — ws (3 0 0] [ 8 —2 —13]
030 -1 1 2
[0 0 3 -4 1 8 |
(1 0 0] [ 8 —2 -—13 .
010 -1 1 2 |-=
(00 1 EEEEE

92



MATEMATYKA 3. MACIERZE I WYZNACZNIKI

A wiec
. 8 —2 —13
At==1] -1 1 2
314 18

Przykilad 3.14 Wyznaczyé macierz odwrotng macierzy A zdefintowanej w Przyktadzie 3.11.

Rozwiazanie 3.14 Rozwigzanie Macierz dotgczona AP ma postaé

8 —2 —13
AP =] -1 1 2
4 1 8

Wartosé wyznacznika macierzy A jest réwna

det A =3
Zatem macierz A~ bedzie rowna
8 _2 _ 13
1 8§ —2 —13 3 73 73
-1 _ 1 1 2
A =3 -1 1 2 | =1 —3 3 2
-4 1 8 _4 18
3 3 3
Sprawdzamy
1 2 1 3 8 —2 —13 1 300
AA*1:§ 04 —1 -1 1 2 =3 03 0]|=I
1 0 2 —4 1 8 00 3
Twierdzenie 3.13 Macierz
apx a2 A1n
A— a1 Q22 A2n
an1 an2 Ann

nazywamy macierzq ortogonalna, jezeli macierz odwrotna A~ réwna sie macierzy transpo-
nowanej AT, tzn.

Al =AT (123)
Jezeli macierz A jest macierza ortogonalna, to
AAT=AA =1 oraz ATA=1 (124)
Z réwnosci (124) wynikaja wlasnosci macierzy ortogonalne;.

1. Suma kwadratéw wszystkich elementéw dowolnego wiersza oraz dowolnej kolumny ma-
cierzy ortogonalnej réwna sie 1, tzn.

a +ah+...+al, =1 dla i=1,2...,n (125)

apt+ad+...+ad,=1 dla k=12...,n (126)
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2. Suma iloczynéw wszystkich odpowiednich elementéw dwdéch réznych wierszy oraz dwéch
réznych kolumn macierzy ortogonalnej rowna sie zeru, tzn.

ailaj1+a,-2aj2—|—...+amajn=0 dla Z#], i,j:1,2,...,n (127)
1507 + Qg + ...+ appay =0 dla k#1L kI1=1,2,....n (128)

Ponadto zauwazamy, ze z réwnan (124) wynika warto$¢ wyznacznika macierzy ortogonalne;j.
Mianowicie
det A det A" = det I

ale det AT = det A, det I = 1, wiec (det A)* = 1.
Stad otrzymujemy

det A = +1 (129)
Wyznacznik macierzy ortogonalnej moze byé réwny tylko +1 lub —1.

Przyklad 3.15 Macierz pewnego przeksztalcenia liniowego ma postaé

W — { cosa —sina ] (130)

sina@  Ccos
Sprawdzi¢ wlasnosci (125) i (126).
Rozwiazanie 3.15 Jest to macierz nieosobliwa, poniewaz
detw = cos’ a +sina=1#0

Macierz transponowana jest rowna

T cosa sina
W = .
—sina cosa

Natomiast macierz dotaczona wP jest nastepujaca

D cosa sina
—sina cosa

Poniewaz detw =1, to

1 D cosa  sina
—sina cosa

Widzimy wiec, ze w tym przypadku zachodzi réwnosé w!' = w=t. Oznacza to, Ze macierz w

jest macierzq ortogonalng. Sprawdzimy wtasnodci (125) i (126). Rzeczywiscie:

1 wiersz: cos? a +sin®a = 1
2 wiersz: (—sina)® +cos?a = 1
1 kolumna:  cos®>a+ (—sina)® =1
2 kolumna:  sin®a + cos?a =1

Witasnosci (127) i (128) réwniez sq spelnione, bowiem:

1. mnozenie wzgledem wierszy:  cosa(—sina) +sinacosa =0
2. mnozenie wzgledem kolumn:  cosasina + (—sina)cosa =0
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3.8 Roéwnanie charakterystyczne macierzy

Z danej macierzy kwadratowej A stopnia n o elementach a;, (i,k =1,2,...,n)
@11 Q12 - Q1n
A— Q21 a22 Q2n (131)
(pi Gp2 - dpp

utworzymy nowa macierz zgodnie z zapisem A — A\I = C. W rezultacie otrzymamy

aj; — A Q12 ce Q1n
21 gy — A -+ Q2
C= _ (132)
an1 an2 e Appn — )\

Przyréwnujac do zera wyznacznik macierzy (132)

aj; — A Q12 te Q1n
21 g — A --- Qon,
=0 (133)
an1 an?2 Tt App — >\

otrzymamy réwnanie stopnia n wzgledem A, ktére nazywamy réwnaniem charakterystycz-
nym macierzy A. Pierwiastki \; tego réwnania, rézne od zera dla macierzy nieosobliwej,
nazywamy warto$ciami wlasnymi macierzy A. Réwnanie

det (A — AI) = 0 (134)

ma dokladnie n pierwiastkéw rzeczywistych lub zespolonych, jezeli kazdy pierwiastek liczy sie
tyle razy, ile wynosi jego krotnosc¢.
Znajac wszystkie wartoéci wlasne macierzy mozemy obliczy¢ warto$¢ jej wyznacznika

det(A) = Ay - Ag----- A= (135)
oraz tak zwany $lad macierzy (ang. trace)
tr(A):)\1+/\2—|—---—|—)\n=§n:)\i (136)
i=1
Whiosek 3.4 Z relacji (185) wynika, zZe macierz A jest macierza osobliwg, jezeli co najmniej

jedna warto$é wtasna jest réuna 0.

Whiosek 3.5 Suma warto$ci wtasnych macierzy A jest réwna sumie elementéw znajdujacych
sie na przekatnej guwnej tej macierzy: A\ + Ao + -+ + Ay = a1 + agg + ... + app = tr(A).

Modut maksymalnej wartosci wlasnej macierzy A nazywamy jej promieniem spektral-
nym i oznaczamy

A) = A 1
p(A) = max | (137
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Przyklad 3.16 Wyznaczyé rownanie charakterystyczne oraz wartos$ci wlasne macierzy
21
S
Rozwiazanie 3.16 Tworzymy rownanie charakterystyczne tej macierzy

2—-\ 1
‘ 1 5—)\‘_0
Stad
2-=NB-AN)—-1=0 — M -TA+9=0 (138)

Latwo zauwazyé, ze réwnanie charakterystyczne (138) ma dwa pierwiastki rzeczywiste

AL = (7—\/ﬁ) Ao = (7+\/ﬁ)

N —

1
2
Sq to wartosci wtasne macierzy A.

o6
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4 Roéwnania liniowe. Uklady réwnan liniowych

4.1 Rownanie liniowe

Definicja 4.1 Roéwnaniem liniowym o n zmiennych (niewiadomych) nazywamy réwnanie
otrzymane przez przyréwnanie do zera funkcji liniowej n zmiennych't, tzn.

Ty + asxy + ...+ apx, +ay =0 (139)
Rownanie liniowe zapisujemy
a1T1 + Goxo + ...+ apx, =0 (140)

Nazywamy je jednorodnym, gdy b = 0 ¢ niejednorodnym, gdy b # 0. Liczby ay,...,ay,
nazywamy wspotczynnikami réwnania, liczbe b— wyrazem wolnym (albo prawq strong réwnania),

liczby te sa znane. Zmienne x1,...,T, nazywamy niewiadomymi. Jezeli niewiadomych jest

niewiele, zwykle oznaczamy je x,y, z,t. Ciag niewiadomych x1,...,x, zapisujemy w skrocie
T

r=(T1,...,2) Wbx=[21,...,2,] .

Rozwigzaniem réwnania liniowego (140) nazywamy kazdy ciag n liczb rzeczywistych

(Cl, Co, ... ,Cn) (141)

ktéry spelnia réwnanie (140), tzn. po podstawieniu za zmienne x1, s, . . ., x, liczb ¢1, ¢a, . .., ¢y
prawdziwa jest relacja (140).

Rozwiaza¢ réwnanie oznacza to samo, co poda¢ wszystkie jego rozwiazania, wzglednie
stwierdzi¢, ze rozwigzan nie ma. Zbiér wszystkich rozwigzan danego réwnania liniowego
nazywamy rozwiazaniem ogdélnym, a kazde pojedyncze rozwiazanie rozwiazaniem szcze-
gélnym.

4.2 Uklad ré6wnan

Rozwazmy uklad réwnan

fi(x)=0
fo (X) =0 (1 42)
fm (x) =0

Ciag ¢ = (¢, ¢2, . . ., ¢;) nazywamy rozwiazaniem uktadu (142), jezeli jest on rozwiazaniem

kazdego réwnania zawartego w tym uktadzie.
Gdy m = 1, uklad (142) zawiera tylko jedno réwnanie liniowe

fi(x)=0

"TFunkcja liniowa 2 zmiennych nazywamy wyrazenie spehiajace warunek: f(yx + wy) = f(yz) + f(wy) =
vf(x) + wf(y). Wykresem funkcji liniowej jest linia prosta.

o7



4. ROWNANIA LINIOWE. UKLEADY ROWNAN LINIOWYCH MATEMATYKA

4.3 Kombinacja liniowa ré6wnan

Majac dany uklad réwnan mozemy kazde réwnanie pomnozy¢ przez pewna stata i dodac
je do siebie. Tak skonstruowane réwnanie ma postaé

gdzie: k;, 1 =1,2,..., m— stale.

Réwnanie (143) nazywamy kombinacja liniowa réwnan danego uktadu. Sg one niezalez-
ne liniowo, jezeli réwnos$¢ (143) zachodzi tylko wtedy, gdy k1 = ke = ... = k,, = 0. W
przeciwnym przypadku réwnania te nazywamy liniowo zaleznymi.

Przyklad 4.1 Dany jest uktad rownan

filx)=22+y=0
(144)
fo(x)=z+2y=0

Utworzyé kombinacje o wspdtczynnikach 1,1 oraz 2,2. Czy réwnania sq liniowo niezalezne?

Rozwiazanie 4.1 Tworzymy kombinacje o wspdlczynnikach 1,1 oraz kombinacje o wspdtczyn-
nikach 2,2. Otrzymujemy uktad

- i) +1- fa(x)=0
1-22+1-y+1-24+41-2y=0
3r+3y=0

2-fi(x)+2- fa(x)=0

2.2z +2-y+2-2+2-2y=90

6x + 6y =0
Uktad
3r+3y=0
(145)
6z + 6y =0
wynika z poprzedniego, ale nie jest mu réwnowazny.
Twierdzenie 4.1 Ponizsze dwa uktady réwnan, w ktorych t jest statq dowolng
fi(x)=0 fi(x)=0
A: B: (146)
fa(x) =0 fa(x) +1f1(x) =0
sq rownowazne.
Twierdzenie 4.2 Ponizsze dwa uktady rownan, w ktorych ty, ..., t; oznaczajq state dowolne,
E>1
fi(x) =0 fi(x) =0
A B:q 147
fio(x) =0 fe(x) =0 (147)
f(x) =0 JE) +tfix)+. .+ fi(x) =

sq réwnowazne.
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4.4 Uklad ré6wnan liniowych. Macierz ukladu. Macierz rozszerzona.

Uklad m réwnan liniowych o n niewiadomych zapisujemy

a11ry + aixes +...+ A1nTy = bl
a1 a99To + ...+ aQonT, = bg lub Ax=b (148)
m1T1 Am2Ty + ...+ Qpp®p, = bm

Wspétezynniki a;; uktadu i wyrazy wolne b;, ¢ = 1,...,m; j = 1,...,n sa znanymi liczbami

rzeczywistymi. Okreslaja one uktad réwnan, a wiec i jego rozwiazanie. Zapiszemy je w postaci
macierzy

macierz macierz

wspOlczynnikéw wyrazow wolnych

7 % ~ 7\ ~
ain Qi ... Qi by (149)
921 Qoo ... QA2 bg

A= " =b
Ami Am2 o Omn b

~ TV

macierz rozszerzona

Macierz
a1y a2 e Q1n
91 QA2 ... Q9
A= n (150)
Am1 Am2 ... Qmnp

nazywamy macierza ukladu, a macierz

a1 12 ... Qp bl
[A’ b] _ C _ 921 929 ... Qop bg (151)
Am1 Am2 . Qmn bm

macierza rozszerzona. Powstaje ona po dolaczeniu kolumny wyrazéw wolnych b do macierzy
ukladu A. Macierz rozszerzona czesto oznacza sie symbolem [A|b]. W niektérych podreczni-
kach ostatnia kolumna jest oddzielona od macierzy ukiadu pionowsa linig kropkowana lub

ciagla. Np.
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4.5 Przeksztalcenia elementarne i zmiana numeracji niewiadomych

Przeksztalceniami elementarnymi uktadu réwnan liniowych nazywamy
1. przestawienie ze soba dwdéch réwnan ukladu,
2. pomnozenie réwnania uktadu przez liczbe rézna od 0,

3. pomnozenie pewnego rownania uktadu przez dowolng liczbe i dodanie do innego réwnania
tego uktadu.

Twierdzenie 4.3 Jezeli do danego uktadu réwnar liniowych zastosujemy przeksztatcenie ele-
mentarne, to otrzymamy uktad réwnowazny danemu uktadow:.

Przeksztalceniom elementarnym ukladu réwnan (148) odpowiadaja nastepujace przeksztal-
cenia elementarne macierzy (149):

1. przestawienie dwéch wierszy,
2. pomnozenie wiersza przez liczbe rézna od zera,
3. pomnozenie pewnego wiersza przez dowolng liczbe i dodanie do innego wiersza.

Uwaga 4.1 Przeksztatcenia elementarne wykonywane sq na macierzy rozszerzonej, a wiec
rowniez na kolumnie wyrazéw wolnych.

Jezeli w réwnaniu Hx; + 65 + Tx3 = 8 przestawimy pierwsze dwa wyrazy, to otrzymamy
629 + 51 + 7Tr3 = 8. W celu uporzadkowania niewiadomych zgodnie ze wzrostem wskaznika
wprowadzamy nowe niewiadome 71, To, T3 takie, ze

T = To Ty = T T3 = Ts (zmiana numeracji)

Analizowane réwnanie przyjmie posta¢ 6z, + 5T + 773 = 8.

Jezeli z ukltadu réwnan F' przez zmiane numeracji niewiadomych powstaje uktad réwnan G,
to z kazdego rozwiagzania uktadu F' przez analogiczne przeksztalcenie otrzymujemy rozwiazanie
ukladu G. Znalezienie rozwiazan ukiadu GG jest réwnowazne znalezieniu rozwiazan ukladu F'.

Zmiana numeracji niewiadomych w ukladzie (148) powoduje odpowiednie przestawienie
kolumn w macierzy wspoétczynnikéw tego uktadu (kolumna wyrazéw wolnych pozostaje na
swoim miejscu).

Kazdy ukiad réwnan liniowych mozna sprowadzi¢ za pomocg przeksztalcenn elementarnych
i zmiane numeracji niewiadomych do tzw. ukladu normalnego. 7 ukladu normalnego tatwo
odczytac rozwigzanie lub stwierdzi¢, ze rozwigzan nie ma.

4.6 Sprowadzanie macierzy do postaci normalnej

Twierdzenie 4.4 Dowolng macierz

a1 a1 ... Qip
921 o9 ... QA9p
A = asy as2 e asny, (154)
L Am1 Am2 Qmn |
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w ktorej nie wszystkie wyrazy a;; sa zerami, mozna za pomocq przeksztatceri elementarnych i
przestawienia kolumn sprowadzié¢ do macierzy zwanej potnormalnag

bin P12 P13 --- Pir Pir+1 --- Pin
0 pa pa3 ... po D2r+1 -+ DPon
0 0 p3s3 ... p3 P3r+1 .- D3n
0 0 0 cor Drr Prpe4+1 -+ DPrn
0 0 o ... 0 0 ... 0
i 0 0 o ... 0 0 ... 0 ]

gdzie: p11 # 0,pee # 0,...,pp # 030 > 1,1 < n,r < m, a nastepnie do macierzy zwanej
normalna

[ C11 0 0 0 Clr+1 ... Cin |
0 (&) 0 0 Cor+1 ... Cop
0 0 C3z3 ... 0 C3r+1 .- C3n
0 0 0 ... ¢r Cys1 --- Cmp
o o0 0 ... 0 0 ... 0

00 0 ... 0 0 o 0

gdzze C11 7& 07022 7& Oa"'acrr 7é O,’I“ 2 1,T S n,r S m.

W macierzach P 1 C liczba v ma taka samg wartosé.

Dzielgc i—ty wiersz macierzy C przez cy;, i = 1,..., 1, mozemy uzyskaé w miejsciu i1, . . . , Cpp
Jedynksi.

Jezeli r = m, to w macierzach P i C nie ma u dotu wierszy wypelnionych zerami.

Jezeli r = n, to r—ta kolumna jest ostatnia kolumng.

Przyklad 4.2 Sprowadzié do postaci normalnej macierz

1 1 -4 0 3
1 -1 -2 -2 -2

A=11 3 o -4 o (157)
0 1 -1 1 1

Rozwiazanie 4.2 Pierwszy wiersz pomnozony przez (—1) dodajemy do drugiego i trzeciego
wiersza. Zapisujemy to umownie nastepujaco:

1 1 -4 0 3 -1 -1
1 -1 -2 -2 =2 !
A= 1 -3 0 -4 0 !
0 1 -1 1 1
W wyniku otrzymamy
1 1 -4 0 3
0 -2 2 -2 -5 | =2
A= 0 -4 4 —4 -3 !
o 1 -1 1 1
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Nastepnie, drugi wiersz mnozymy przez (—2) i dodajemy do trzeciego

1 1 —4 0 3]
0 -2 2 -2 -5
0O 0 0 o0 7
0 1 -1 1 1

A_:

Czwarty wiersz mnozymy przez 2 i dodajemy do niego wiersz drugi

1 1 -4 0 3]
0 -2 2 —2 -5
0O 0 0 o0 7
0 0 0 0 —3]

A —

Poniewaz azs = 0,a34 =0, a ags # 0, to przestawiamy trzeciq kolumne z piataq

(1 1 3 0 —4]
0 -2 -5 =2 2
0o 0 7 0 O
0 0 -3 0 0

A:

Trzeci wiersz mnozymy przez 3, czwarty przez 7 ¢ dodajemy trzeci do czwartego

1 1 3 0 —4]
0 -2 =5 =2 2
0O 0 7 0 0
0 0 0 0 O

A_:

Pierwszy wiersz pomnozymy przez 7, trzeci przez (—3) i do pierwszego dodamy trzeci

7T 7 0 0 -28
0 -2 -5 -2 2
A= 0O 0 7 O 0

0 0 0 O 0
Drugi wiersz pomnozymy przez 7, trzeci przez 5 1 do drugiego dodamy trzeci

7 70 0 —28
0 -14 0 —-14 14
0 07 0 0
0 0 0 0 0

A=

Pierwszy wiersz pomnozymy przez 2 i dodamy do niego drugi

4 00 —14 —427 -1/14
A_| 0 -0 11 (-1/19)
“lo o7 o0 0 17
0O 00 0 0

(158)

Macierz (158) ma postaé normalng. Jezeli pomnozymy jej wiersze przez zaznaczone mnozniki,

to otrzymamy jeszcze prostszq postac:

1 00 -1 =3
010 1 -1
A= 001 0 O
000 0 0
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Metoda sprowadzania macierzy uktadu do postaci normalnej jest pomocna przy rozwiazy-
waniu ukladéw réwnan liniowych. W ogélnym przypadku nosi ona nazwe metody eliminacji
Gaussa.

Przyklad 4.3 Rozwiqzaé uklad rownan liniowych

or + 3y + 4z = —18
3x + z = =T (160)
6r + 3y + 6z = =27

sprowadzajge macierz rozszerzong uktadu do postaci normalne;.

Rozwiazanie 4.3 Biorac pod uwage definicje macierzy rozszerzonej (patrz (149)) mamy

5 3 4 —18 5 3 4 -—18
[A\ b] =13 01 -7 —2wy+ws =103 4 —13 =
i 6 3 6 —27 i 6 3 6 —27 Hws — 6wy
5 3 4 —18 (5 3 4 —18
=10 3 4 —13 =103 4 -—-13 =
| 0 -3 6 -—27 we + W3 | 0 0 10 —40 ws /10
5 3 4 —18 w1 — Wo 5 0 0 =5 wy /5
=10 3 4 —13 =10 3 4 —-13 we — 4wy =
i 001 -4 i 001 -4
[1 0 0 —1 [1 0 0 —1
=10 3 0 3 wy/3 =010 1
i 001 —4 i 001 —4
A wiec macierz normalna C ma postaé
1 0 0 —1
C=1010 1 (161)
0 01 -4

Czwarta kolumna tej macierzy zawiera poszukiwane rozwigzania uktadu (160). Sq one odpowie-
dnio rowne:

r = —1
y = 1 (162)
z = —4

Przedstawiona metoda jest czesto wykorzystywana przy rozwiazywaniu uktadéw réwnan z
tymi samymi wspoélczynnikami, tzn. z ta samg macierzg uktadu i réznymi prawymi stronami.
Uktad réwnan (160) z innymi prawymi stronami zapiszemy nastepujaco

Sr + 3y + 4z = 6
3x + z =4 (163)
6z + 3y + 62 = 9

63



4. ROWNANIA LINIOWE. UKLEADY ROWNAN LINIOWYCH MATEMATYKA

lub
5t + 3y + 4z = 19

3x + z = 6 (164)
6z + 3y + 62 = 21

W tym przypadku macierz rozszerzona (149) przyjmie postac
5 3 4 —-18 6 19

[Albj=[3 0 1 -7 4 6 (165)
6 3 6 -—27 9 21

a macierz normalna postaé

1 0 0 -1 1 2
c=|0 1 0 1 -1 3 (166)
0 0 1 -4 1 0

Elementy c;4 sa rozwiazaniem ukladu (160), ¢;5— uktadu (163), a ¢;— ukladu (164) (i = 1,2, 3).
Zauwazmy, ze zapisujac uklad wyjSciowy w postaci

or + 3Jy + 4z = —18
6x + 3y + 6z = -—27 (167)
3z + 2z = =7

zmniejszamy liczbe przeksztalcen przy konstruowaniu macierzy normalnej; element aq jest juz
rézny od zera. Dodatkowo, dzielac drugie réwnanie obustronnie przez 3, operujemy mniejszymi
liczbami

5r + 3y + 4z = -—18
20 + y + 2z = -9 (168)
3z + 2z = =7

4.7 Metoda eliminacji Gaussa

Twierdzenie 4.5 Dowolny uktad m rownan lintowych o n niewitadomych

a11r1 + Q12Ty +...+ AT, = bl
a91T1 + QA29T9 + ...+ QopX, = b2 (169)
Am1T1 + QpmaTs + ...+ QupTn, = bm

mozna za pomocq przeksztatcen elementarnych i zmiany numeracji niewiadomych sprowadzié
do uktadu normalnego

(cnz; 0 0 + cipn1Zrpqn +..oF Cn@n = @
0 c2Ts 0 + cp1Tryr +...F Ty = @
0 0 CorTr + Crpi1Tryr oot GnTn = @ (170)
0 0 0 0 0 0 0 = ¢u
. 0 0 0 0 0 0 0 = gm
w ktorym liczby c11, Cag, - . ., Crpr SG 10Z0€E 0d 0, a kreski nad niewitadomymi zaznaczajg mozliwosé

zmiany numeracji niewiadomych.
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4.7.1 Dyskusja ukladu réwnan w postaci normalnej

Wyréznimy dwa przypadki.

1. Jezeli r < m i wéréd liczb ¢,.1, ...,y istnieje co najmniej jedna rézna od 0, to ukiad
jest sprzeczny.

2. Jezeli r < m, ale ¢.41 = ... = @ = 0 lub jezeli » = m, to uklad jest rozwiazywalny.
Rozrézniamy wtedy dwa przypadki:

e 7 < n; zmienne dziely sie na dwie grupy

fl,fg,...,fT jr+17jy+27...7([;@
N——— N ~
zmienne bazowe parametry

Zmiennych bazowych jest r, parametréw n — r. W tym przypadku za parametry
podstawiamy dowolne liczby, a nastepnie z réwnan (170) wyznaczamy wartosci
zmiennych bazowych. Istnieje wiec nieskonczenie wiele rozwiazan, tyle, ile jest
réznych ciagéw n — r liczb podstawianych za parametry.

e r = n; parametréw nie ma; uklad ma postaé

€111 07 0 = ¢
0 Co2T2 0 = Q2 (171)
0 0 | Crrr = Gy
i ma dokladnie jedno rozwiazanie
x = (q1/c11,92/C225 - - - s G/ Cnn) (172)

7 powyzszej dyskusji wynika, ze uktad réwnan liniowych moze by¢:
e oznaczony (zbiér rozwiazan jest jednoelementowy, jest nim wektor (172)),

e nieoznaczony (zbiér rozwiazan jest nieskonczony, zalezny od dowolnych wartosci parame-
tréw),

e sprzeczny (zbiér rozwiazan jest pusty).

Algorytm dochodzenia do uktadu péhmormalnego, a nastepnie normalnego nosi nazwe
metody eliminacji Gaussa. Jest to najwazniejsza i najefektywniejsza metoda bezposrednie-
go rozwigzywania dowolnych uktadéw réwnan liniowych. Jej idea polega na eliminacji niewia-
domych w pewien systematyczny sposéb.

Rozwazmy uklad réwnan (169) dla m =n

a111 + a12T9 +...+ AinTy — bl
911 + Q2Ty +...+ awxr, = by

o (173)
aAp1T1 + apata +...+ apmxTn, = by,
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Zakladamy, ze macierz A ukladu (173) jest nieosobliwa, tzn. det A # 0. Wéwezas uklad
Ax=Db (174)
ma jednoznaczne rozwiazanie.

Niech a7#0. Przy tym zalozeniu z n — 1 ostatnich réwnan mozemy wyeliminowaé¢
odejmujac od i—tego réwnania pierwsze rownanie pomnozone przez

mi = — (1=2,3,...,n) (175)

Przeksztalcone réwnania przybieraja postac

ag)xg + a%)xg +...+ agi)xn = b§2)
(176)
afl)xl + a%)xg oo+ d¥z, = o
gdzie:
a§]2~) = Q35 — My1G1; (j=2,...,n)
(177)
b2 = b; — maby (i=2,...,n)
Nowy uktad sklada sie z n — 1 réwnan i zawiera n — 1 niewiadomych xs, x3, ..., z,. Jezeli
(2) . i o , . U )
ayy # 0, to w podobny sposéb mozemy wyeliminowaé¢ x5 z ostatnich n — 2 réwnan uktadu.
Otrzymamy wtedy uktad n — 2 réwnan z niewiadomymi z3, . . ., z,. Przyjmujac
o
(a2
otrzymamy wyrazenie na nowe wspotczynniki
3 2 2 .
a,gj) = az(-j) — migaéj) (j=3,...,n)
(179)
b3 =P —mpb? (i=3,...,n)
Elementy aq1, a%), ag?, ... wystepujace w trakcie eliminacji Gaussa nazywa sie elementami

gléwnymi. Jezeli kazdy z nich jest rézny od zera, to mozemy kontynuowa¢ eliminacje az do
otrzymania po n — 1 krokach jednego réwnania

allz, =" stad x, =" /all) (180)

Wprowadzajac oznaczenia afjl») = a;j, bgl) = b; otrzymujemy uklad w postaci pélnormalnej
( agll)xl + a%)xg + a%)xg +...+ a&)xn = bgl)
ag) Ty + a%)xg +...+ agi)xn = b§2)

ag)a:g +...+ ag’l)xn = b:(f) (181)
a,({ﬁL)xn = b%n)
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Zauwazmy, ze prawa strone b uktadu (174) przeksztalca sie tak samo, jak kolumny macierzy
A. Dlatego opis metody eliminacji Gaussa uprodci sie, jezeli uznamy b (jak w poprzednich
przykladach) za ostatnig kolumne tej macierzy i przyjmiemy, ze

afn =" (1<k<i<n) (182)
Rozwiazujac kilka uktadéw réwnan o wspdélnej macierzy A

Ax; =b; Axy = by e Ax, =b, (183)

mozemy przeksztalci¢ je lacznie, traktujac b, jako (n + j) —ta kolumne macierzy rozszerzonej.

Przyklad 4.4 Rozwigzac uktad réwnarn

r1 + x2 + w3 = 1
ry + To + 25[3 = 2 (184)
T + 2%2 + 2%3 =1

metoda eliminacji Gaussa.

Rozwiazanie 4.4 Tworzymy macierz rozszerzong

1111
[Alb]=]1 1 2 2
1221

1 wykorzystujemy poznany algorytm. Wyznacznik macierzy A ukltadu jest rézny od zera;
det A = —1 # 0. Oznacza to, Ze macierz A jest nieosobliwa. Z drugiego i trzeciego wiersza
eliminujemy x1 odejmujac od drugiego wiersza pierwszy wiersz pomnozony przez mg =
(patrz (175)). Wspdtczynnik ten jest réwny

1
mglzizl

Podobnie

A wiec

Widzimy, ze juz po pierwszym kroku jeden z elementow gtownych jest rowny 0 : azy = 0.
Mozemy oczywiscie zamienié trzeci wiersz z drugim lub trzecig kolumne z druga (ale to zmienia
numeracje niewiadomych) i kontynuowaé obliczenia.

4.8 Wybér elementéw gléwnych

1. Metoda eliminacji Gaussa z przestawianiem wierszy.

Jest to metoda z tzw. czeSciowym wyborem elementu gléwnego. Wybiera sie r jako
najmniejszg liczbe catkowita, dla ktérej

k)| _
a,,; | = max
k<i<n

(k)
gy, ‘

i nastepnie przestawia sie wiersze ki r.
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2. Metoda eliminacji Gaussa z przestawianiem wierszy i kolumn.

Jest to metoda z tzw. pelnym wyborem elementu gléwnego. Wybiera sie r i s jako
najmniejsze liczby catkowite, dla ktérych

‘af,’;) = max ag-g)

k<i,j<n

a nastepnie przestawia sie wiersze k£ i r oraz kolumny %k i s. Drugie podejscie polega
na wyszukiwaniu wspoélczynnika o najwiekszej wartoSci bezwzglednej w pozostalej czesci
macierzy.

Powyzej przedstawiamy algorytm odwracania macierzy A metoda Gaussa z wyborem
maksymalnego elementu (elementu gléwnego) napisany w jezyku Fortran.
Powr6cimy do Przyktadu 4.4.

Przyklad 4.5 (Ciag dalszy Przyktadu 4.4)

Rozwiazanie 4.5 Mamy wiec (rozpatrujemy macierz rozszerzona)

1111 1111
1122 —=/[0011
|12 2 1 101 1 0
Przestawimy wiersz trzeci 1 drugi
1 1 1 1] [1 1 1 1]
001 1]|—1]10T11 (185)
|01 1 0 | 0 I 1]
Otrzymalismy macierz pétnormalng (tréjkatng gorna), z ktorej wynika, ze
Ty + T2 + T3 = 1
r3 = 1

Podstaunajac ostatnie rozwiazanie do poprzedzajacych je réwnan otrzymamy poszukiwany wektor
x=(1,-1,1), czylizy =1, xz9 = —1, 3 = 1. Uklad (181) mozna przeksztalcaé dalej do postaci
normalnej. Majac rozwigzanie x,, = b /a%ﬁ) bedziemy je eliminowaé ze wszystkich rownan
stojacych powyzej n—tego wiersza. W tym celu réwnania te pomnozymy przez wspotczynniki
odpowiadajgce (175) np. wiersz n — 1 pomnozymy przez m, = a%’L(_nq)— 1 odejmiemy od niego
wiersz ostatni. Procedure powtarzamy przesuwajac sie od wierszan%:;tatmego do pierwszego.
Wynikiem bedzie macierz normalna, ktorej ostatnia kolumna zawiera poszukiwane rozwigzania.
Kontynuujemy rozwigzywanie Przykladu 4.4 (patrz macierz (185)). Od wiersza pierwszego i

drugiego odejmujemy wiersz trzeci:

1 111 1 10 0
01 10|—=/(01D0 -1
0011 001 1
Od wiersza pierwszego odejmujemy wiersz drugi:
110 0 100 1
010 -1({—=|010 -1 (187)
001 1 001 1

Macierz (187) jest macierzq normalnag z jedynkami na przekatnej gldwnej. Ostatnia kolumna
zawiera poszukiwane rozwiazania.
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subroutine gauss(n,eps,a,ib,jb,is)
dimension a(2,2),ib(2),jb(2)

1s=0
do1li=1ln
jb(i)=0
1 CONTINUE
do 8 k=1
gmax=0.0
do 3 i=1mn
if(jb(i).ne.0) GOTO 3
do 2 j=1,n
if(jb(j).ne.0) GOTO 2
if(abs(gmax).ge.abs(a(j,i))) GOTO 2
gmax=a(j,i)
ip=i
Ja=]
2 CONTINUE
3 CONTINUE
b(ja)=ip
ng=n-k+1
IF(k.eq.1) eps=eps*abs(gmax)
ib(nq)=jq

if(abs(gmax).lt.eps) GOTO 11
gmax=1.00/gmax
do4i=1n
tm=a(i,jq)
sm=gmax
IF(i.ne.jq) sm=gmax*a(i,ip)
a(1,jq)=sm
IF(ip.ne.jq) a(i,ip)=tm
4 CONTINUE
do 7i=1mn
IF(i.eq.jq) GOTO 7
sm=-a(ja,1
do 6 j=1,n
IF(j.eq.jq) GOTO 15
tm=a(j,i)+a(j,jq)*sm

GOTO 5
15 tm=gmax*sm
5 a(j,i)=tm
6 CONTINUE
7 CONTINUE
8 CONTINUE
do 10 k=1,n
ip=ib(k)
IF(jb(ip).eq.ip) GOTO 10
iq=jb(ip)
do 9i=1mn
sm=a(ip,)
a(ip.i)=a(jq,i) 69
9 a(jq,i)=sm

10 CONTINUE

return
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4.9 Twierdzenie Kroneckera-Capelliego. Uklad Cramera.

Uklad réwnan

a;lry + apexe +...+ apxr, = b1
a211 + Q229 + ...+ Q2T = b2 (188)
Am1T1 + ApmaZ2 + ...+ GQppTyn = bm
mozemy zapisaC w postaci macierzowej
Ax=Db (189)
gdzie:
a1; a2 ... Qi T by
921 Aoo ... Q9p i) bg
A= ; ; , X = ., b= : (190)
aml amQ amn ITL bm
lub w postaci wektorowe;j
ar a2 Q1n by
a21 22 Q2n by
r1  + . To +...4+ . Tn = . (191)
am1 Gm2 Qmn bm
Przypomnienie
1. Rozwiazaniem uktadu (188) nazywamy uklad n liczb (x4, za, . .., x,), ktéry spehia wszys-

tkie réwnania uktadu (188).
2. Uklad (188) nazywamy sprzecznym, gdy nie posiada zadnego rozwiagzania.
3. Uklad (188) nazywamy oznaczonym, gdy posiada tylko jedno rozwiazanie.

4. Uklad (188) nazywamy nieoznaczonym, gdy posiada nieskonczenie wiele rozwiazan.

Dodatkowo podamy, ze

5. Zbiér wszystkich rozwigzan stanowi k—parametrows rodzine, jezeli kazde rozwigzanie
uktadu (188) jest postaci

k k k
o1 + E 1l;, Qo + E Qioli,y ..., Qo + g Qinl;
i—1 i—1 i1

gdzie: t,1ts,...,t; € R;a;j— odpowiednio dobrane wspdélczynniki takie, ze dla ustalonego
t=1,2,...,k nie wszystkie o;;,7 = 1,2,...,n, sa rtéwne zero.

Twierdzenie 4.6 (Kroneckera-Capelliego)

Uktad réwnar Ax = b ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy R(A) = R(A]|b), przy
czym

uklad jest sprzeczny, gdy R(A) # R(A|b)

uktad jest oznaczony, gdy R (A) = R(A|b) =n

uktad jest mieoznaczony, gdy R(A) = R(A|b) < n, przy czym rozwigzania stanowiq
k—parametrowq rodzine, gdzie k =n — R (A).

70



MATEMATYKA 4. ROWNANIA LINIOWE. UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

Przyklad 4.6 Rozwigzaé uklad réwnan

T + 22 =0
T — I3 = 1 (192)
21‘1 + Ty — I3 = 2

Rozwiazanie 4.6 Utworzymy macierz rozszerzong

1 1 00
C=|10 —-1]1
2 1 —1(2
1 poddamy jq przeksztatceniom elementarnym
1 1 010 1 1 00
C = |10 —1{1| w—w, Z|0 -1 —1]1 =
| 2 1 —-1]|2 ws — 2w, 0 -1 —-112 W3 — We
[ 1 1 00
1o -1 —1]1
|0 0 0]1
Wyznacznik macierzy A
1 1 0
detA=|0 -1 —-1|=0
0 0 O

za$ wyznacznik najwyzszeqo stopnia macierzy rozszerzonej

1
det (A|b)=|0 — =140
0

O = o
— = o

Wobec tego
R(A) # R(A|b)

A wiec rozwiazywany uktad jest sprzeczny.
Przyklad 4.7 Sprawdzié, czy uktad réwnan niejednorodnych

Ty — X9 + X3 = 1
Ty + X9 — X3 =
ry + X2 + X3 = 3

—

ma rozZwiazania.

Rozwiazanie 4.7 Tworzymy macierz rozszerzong

(A[b) =

—_ = =
—_ = =
—_ = =
QO = =
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1 okreslamy jej rzad. W tym celu obliczymy wartosé wyznacznika

1 11
1 -1 1|=-440
1 1 3
oraz wyznacznika macierzy uktadu
1 -1 1
detA=|1 1 —1|=4+#0
1 1 1
Poniewaz R(A) = R(A|b) = 3 = n, mozemy powiedzieé, ze zgodnie z Twierdzeniem

Kroneckera-Capelliego uktad jest uktadem oznaczonym.

Definicja 4.2 (Uktadu Cramera)
Uktad (188) nazywamy uktadem Cramera, gdy m = n, det A 0.

Twierdzenie 4.7 (Cramera)
Uktad Cramera jest oznaczony, a jedyne rozwigzanie (1, T, ..., x,) WYraZa sie W20rami:

D, D, D,

TN W= e T = (193)

gdzie: D = det A, zas Dy, k = 1,2,...,n, sqg wyznacznikami macierzy, ktore powstaja z
macierzy A przez zastapienie k—tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych by, bs, . .., b, uktadu.

Twierdzenie 4.8 Jezeli D = 0 i co nagmniej jedna z liczb Dy, Do, ..., D, nie jest zerem, to
uktad Cramera (188) dla m = n jest sprzeczny.

Twierdzenie 4.9 Jezeli D =0 oraz D; = Dy = ... = D, = 0, to uktad Cramera (188) dla
m = n jest nieoznaczony lub sprzeczny.

Zapisujac uklad (188) w postaci (189)
Ax=b (194)
rozwiazanie ukladu Cramera mozna otrzymac¢ z wzoru
x=A""b (195)
Przy czym:

1. Rozwiazanie ukladu (188) w przypadku, gdy jest to uklad oznaczony i m > n otrzymujemy
w ten sposéb, ze odrzucamy m — n réwnan tak, zeby zredukowany uktad byl ukladem
Cramera. Znajdujemy rozwiazanie zredukowanego ukladu i to rozwiazanie jest w przypa-
dku

rank (A) = rank (A|b) =n

rozwiazaniem calego uktadu (188).
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2. Jezeli uklad Cramera (188) jest nieoznaczony, rank(A) = rank (A|b) = r, to odrzucamy
m —r réwnai, a w pozostalych réwnaniach przenosimy na prawa strone n — r niewiado-
mych tak, zeby macierz zredukowanego i przeksztatconego uktadu byta nieosobliwa. Za
niewiadome po prawej stronie ukladu obieramy parametry ty,%o,...,1x. Przykladowa
posta¢ takiego ukiadu jest nastepujaca

anry + aiprey +...+ apr, = b — appti .. — aply
a1 + anry +...+ ayr, = by — agpti + Aonty
. . (196)
arT1 + QX2 +...+ QX = br - arr+1t1 +..— Al
Przyklad 4.8 Rozwigzaé uklad rownan
Ty — X9 + X3 = 1
r1 + X9 — X3 = 1 (197)

$1+$2+l’3:3

Rozwiazanie 4.8 Sprawdzamy, czy uktad (197) jest uktadem Cramera. W tym celu obliczamy
wyznacznik macierzy uktadu

1 -1 111 -1
detA=]1 1 —-1|1 1 =4
1 1 111 1

A wiec, det A #£ 0. Uktad (197) jest uktadem Cramera. Posiada jedno rozwigzanie definiowane
wzorami

= _ D Ds
1 D ’

I2—D ’ $3=3 (198)

gdzie: D = det A, natomiast Dy, Dy, D3 sa réwne

1 -1 1 11 1 1 -1 1
D=1 1 -1|=4 , Dy=|11 —-1|=4 , Ds3=|1 1 1|=4
3 1 1 1 3 1 1 13

Zatem x1 = 1,29 = 1,23 = 1. Jedynym rozwigzaniem uktadu (197) jest (1,1,1).

Przyklad 4.9 Rozwigzaé uklad réwnan

Ty — X9 + 3 — x4 + x5 = 1
1 — To + X3 + Ty — Iy = 1 (199)
ry — X2 + X3 + 3%4 - 3ZL'5 = 1
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Rozwiazanie 4.9 Obliczamy rank (A) i rank (C).

(1 11 -1 1 ;1]
C = |1 -11 1 -1:1|w-w Z
1 -1 1 3 -3 1| BTW
1 -1 1 -1 1 :1
R . R
= 1o 00 2 -2 :0] - =
0 00 4 -4 o) WA
1 -1 1 -1 1 :1
R . 1 R
= 0O 0 O 2 =2 : 0| w2 =
(000 0 0 0:o0]
1 -1 1 -1 1 :1
R . R
= 0O 00 1 —1 : 0] w+w =
0 00 0 00,
1 —1[1T 0] 0 1
E 1o oflo 1/-1 o0
(0 000 0 0

Widzimy, ze kazdy minor stopnia 3 macierzy C jest rowny 0, a wyznaczniki
0 .
MQA = 1 =1 1 MQC = _ =1

1 1
0 0
A wiec R(A) = R(C) = 2. Uklad (199) jest nieoznaczony, a zbidr rozwigzan jest zalezny
odn — R(C) =5 —2 = 3 parametrow. Jako zmienne bazowe przyjmiemy 3 i T4, poniewaz
wystepujg one w minorze Moy # 0. Jako parametry przyjmiemy xq,x2 i x5 (leza one poza
minorem bazowym). Z uktadu (199) dochodzimy do uktadu Cramera (patrz macierz C)

$3:—$1+$2+1

S (200)
1 wstawiamy
T =1 To = 1oy T = 13 tl,tg,tgeR
stad
T3 = —tl + tg +1
T4 = tg
Ostateczne rozwigzanie uktadu (199) jest nastepujace: (t1,ta, —t1 + to + 1,t3,t3).
Przyklad 4.10 Rozwiazaé za pomoca wyznacznikow uktad rownan
2 — y — 5z = 0
3r + 4y — 2z = 11 (201)

3r — 2y + 4z = 11
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Rozwiazanie 4.10 Obliczamy wyznacznik uktadu

2 -1 -5
D=3 4 -2|=132
3 =2 4

Uktad jest uktadem Cramera, gdyz D # 0. Obliczamy warto$ci wyznacznikéw Dy, Dy i Ds.
Mamy

0 -1 -5 2 0 =5 2 -1 0
Di=|11 4 -2]1=39% Dy=|3 11 -2 |=132 D3=|3 4 11 | =132
11 -2 4 3 11 4 3 =2 11

Rozwigzaniem sq liczby 1 = 3,29 = 1,23 = 1.
Przyklad 4.11 Rozwigqzaé ukiad rownan
10z — 2y + 82 =1

Sr + y — 82 =
152 — gy = 0

o

(202)

za pomoca wyznacznikow.

Rozwiazanie 4.11 Stwierdzamy, ze D = 0, ale D; = —8 # 0. Oznacza to, Ze uktad (202)
jest sprzeczny.

Przyklad 4.12 Rozwiqzaé uktad rownan

2 + y + 2z =1
r —y + z =20 (203)
dr — y + 3z =1

Rozwiazanie 4.12 Stwierdzamy, ze D = 0 oraz Dy = Dy = D3 = 0. A wiec uktad (203)
jest albo nieoznaczony albo sprzeczny. Aby okresli¢ typ uktadu opuScimy (na razie) trzecie
rownanie i rozwigiemy uktad z parametrem

{ 2r + y = 1—=z2 (204)
xr — Yy = -z
Jego rozwiazaniem sa liczby
1-2 1
T = : Yy = R 2— dowolne (205)
3 3
Podstawiajgc je do trzeciego rownania otrzymujemy
4 1 4 8 1 8
—(1-22)—=—=2432==-—=2—=—=2=1
gU=2)—g-gsfde=g-gi-3-3

A wiec (205) spetniajq réwniez trzecie réwnanie. Sq rozwigzaniem uktadu (204). Uktad jest
uktadem nieoznaczonym.

Przyklad 4.13 Rozwiazaé uktad rownan

r+y+z=1
r+y+2=0 (206)
r+y+2=0

Rozwiazanie 4.13 Obliczamy wyznaczniki D, Dy, Dy, Ds. Sq one wszystkie réwne 0. D =
Dy = Dy = D3 = 0. Mamy ponownie uktad sprzeczny lub nieoznaczony. Odejmujgc réwnanie
trzecie od pierwszego otrzymugemy, ze 0 = 1. A wiec uklad (206) jest sprzeczny.
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4.10 Uwarunkowanie macierzy
Przy rozwiazywaniu uktadu réwnan
Ax=b (207)

istotne znaczenie ma tzw. wskaznik uwarunkowania macierzy A.

Twierdzenie 4.10 Jezeli A1, Ao, ..., Ay sa wartoSciami wlasnymi macierzy A i Ay < Ay... <
An, to liczbe
cond(A) An _ Ama (208)
n = — =
)\1 )\min

nazywamy wskaznikiem uwarunkowania macierzy A ze wzgledu na zaburzenie prawej strony b.
Wartosé cond(A) charakteryzuje réwniez wrazliwo$é rozwigzania uktadu (207) na zaburzenia
macierzy A.

Jezeli cond(A) jest duzy, to méwimy, ze macierz A jest zle uwarunkowana. W takich
przypadkach rozwiazania zagadnienia (207) sa bardzo czule na zaburzenia prawych stron.

Przyklad 4.14 Niech

11
A‘[1 1.0001}

Nalezy rozwiazaé uktad réwnan Ax = b dla prawych stron odpowiednio réwnych: by =

2 2 2
. by = iby = .
2.0001 2.0002 2.0003

Rozwiazanie 4.14 Przyblizone wartosci wlasne macierzy A sq réwne Ay = 4.9999 x 107 4
Ay = 2.0001, a wskaznik uwarunkowania macierzy cond(A) = 40002. Warto$é ta sugeruje, ze
A jest Zle vwarunkowana. Czy rzeczywiscie tak jest? Otoz:

1. Dla by, = { konstruujemy uktad réwnarn

2
2.0001

r + y =2
r + 1.0001y = 2.0001

Jego rozwigzaniami sq wartosci: {x = 1.0; y = 1.0}.
2. Rozwiazmy ten sam uktad z nieznacznie zaburzong prawa strong (czesto nazywang warun-

kiem poczatkowym). Dla by = { mamy

2
2.0002

r + y =2
r + 1.000ly = 2.0002

Rozwiazaniami sq liczby: {x = 0; y = 2.0}. Wyraznie inne niz w poprzednim przypadku.

3. Natomiast dla by = [ otrzymujemy

2
2.0003

r + y =2
r + 1.000ly = 2.0003

Powyzszy uklad ma rozwigzania: {x = —1.0; y = 3.0}. Jak widzimy, jeszcze inne.
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Whniosek 4.1 Uklady réwnan ze Zle uwarunkowanymi macierzami sq zagadnieniami niepopra-
wnie postawionymi.

Whniosek 4.2 Mowimy, Ze zagadnienie jest poprawnie postawione, jezeli malym zmianom
warunkéw poczatkowych (prawym stronom) odpowiadajq mate zmiany rozwigzania.

Przyklad 4.15 Niech

0.0001 1
A=

Nalezy rozwiazaé uktad rounan Ax = b dla prawych stron z poprzedniego przyktadu.

Rozwiazanie 4.15 Przyblizone wartosci wtasne macierzy A sq réowne Ay = —0.61796, \y =
1.6181, a wskaznik vwarunkowania macierzy cond(A) = 2.6184. Moze to oznaczaé, ze macierz
A jest dobrze vwarunkowana. Sprawdzimy to.

1. Dla by, = { } rozwigzaniem uktadu

2
2.0001

0.000lz 4y =2
x4y = 2.0001

sq liczby {y = 2.0; = = 1.0001 x 1071}.

2
2. Dlab, = {2.00021

0.000lz +y =2
T 4y = 2.0002

liczby {y = 2.0; x = 2.0002 x 10~4}.

2
. Dlaby =
5. Dla b, [2.0003]

0.000lz 4y =2
x4y = 2.0003

rozwigzaniami sq {y = 2.0; x = 3.0003 x 10~1}.

Analizujac powyzsze przyklady mozemy jednoznacznie stwierdzi¢, ze wskaznik uwarunko-
wania macierzy wpltywa w sposéb decydujacy na dokladno$¢ rozwiazania uktadu réwnan Ax =
b.

Ponizej przedstawiamy przyktady dowolnie wybranych macierzy i ich wskaZniki uwarunko-
wania:

0 1 [ 21 —5
cond l 10 ] =1.0 cond _ 1 _3 ] = 8.0832

2 1% 3 )

1 % % % = 6.4459 x 107° d 1 1 =4.0 x 108
Cond % % % % = 0. X COon 1 1000001 =4.U X

1 2 1 2 B

2 5 3 7
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4.11 Uklady jednorodne

Definicja 4.3 Uktadem jednorodnym n réwnarn liniowych o n niewiadomych nazywamy uktad

anry + apry + - + apr, = 0
11+ azpry + - + ar, = 0 (209)
Ap1T1 + ApaTey + -+ A+ Appx, = 0
Definicja 4.4 Uktad jednorodny ma zawsze rozwigzanie zerowe
T =x9=...=2, =0 (210)
Istnienie rozwigzan niezerowych zalezy od wyznacznika uktadu
aip Q2 - Qip
D— Q21 Q22 T Qop (211)
(p1  Qp2  *°*  Opp

Twierdzenie 4.11 Uklad jednorodny (209) o wyznaczniku réznym od zera
D #0
ma jedynie zerowe rozwigzanie.

Dowdd 4.1 W przypadku D # 0 istnieje jedno rozwigzanie. Jest ono dane wzorami Cramera.
Poniewaz wszystkie wyrazy wolne sq zerami, to wyznaczniki Dy, Do, . .., D, zawierajq kolumne
zerowq. Ich wartosé jest wiec rowna 0.

Twierdzenie 4.12 Uklad jednorodny (209) o wyznaczniku réwnym zero
D=0

ma, oprocz rozwigzar, zerowych, nieskoriczenie wiele rozwigzan niezerowych. Rozwigzanie
ogdlne jest zalezne od n — r parametrow, gdzie n jest liczba niewiadomych, a r— rzedem
macierzy wspotczynnikow.

Przyklad 4.16 Rozwigzaé uktad rownan

r + y + 22 =0
2r — y + 2z
dr + y + 42 = 0

Il
o

(212)

Rozwiazanie 4.16 Wyznacznik macierzy uktadu

A —

=~ N
|
= = =
=N DN

jest réwny 6. Poniewaz jest rézny od zera, to uktad (212) ma jedynie rozwigzania zerowe:
r=y=z2=0.
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Przyklad 4.17 Rozwigzaé uktad rownan

2 — 3y + z =0
3r + 2y — 2z 0 (213)
ov — y — 2z =0

Rozwiazanie 4.17 Okreslamy macierz A uktadu @ obliczamy jej wyznacznik

2 -3 1 2 -3 1
A=1|3 2 =2 D=3 2 =-2|=0
5 —1 -1 5 —1 -1

Poniewaz D = 0, to istnieja rozwiazania niezerowe. Aby je wyznaczyé wyodrebniamy z A tzw.
macierz bazowa, ktorej wyznacznik jest rozny od zera. Moze niq byé macierz

M = [g _‘;’} (214)

Konstruujemy uktad rounan z parametrem z:

2 — 3y = —z
{3x + 2y = 2z (215)

. . . o 4 o 7
Jego rozwigzaniem sq liczby v = {52, Yy = 132, z— dowolne.
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5 Algebra liniowa

5.1 Definicja przestrzeni wektorowej

Niech bedzie dany niepusty zbiér X o elementach a, b, c, ..., u,v,w,z,y, ... oraz zbidr liczb
rzeczywistych R o elementach o, 3,7, .. ..

Definicja 5.1 Przestrzenig wektorowa X nad ciatem K liczb rzeczywistych (K = R)
nazywamy niepusty zbior V., ktorego elementy nazywamy wektorams i w ktorym sq zdefiniowa-
ne dwie operacje: dodawanie i mnozZenie, spetniajace nastepujace wtasnosci:

1. dodawanie jest przemienne i tgczne

rt+ty=y+zwx - przemienno$é

(I + y) +z=x+ (y + Z) - lacznosé (216)

2. 1istnieje element zerowy 0 € V', nazywany wektorem zerowym, taki, ze v+ 0 = v
dla kazdego v € V12,

3 0-v=0,1-v =v, gdzie 1 1 0 sq odpowiednio jednosciqa i zerem ciala K liczb
rzeczywistych,

4. dla kazdego elementu v € V istnieje element przeciwny —v zawarty w 'V taki, ze
v+ (—v)=0,

5. rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania

Vae K, VWwyweV a(v+w)=av+aw

(217)
Va,p € K, W eV (a+p)v=av+ v
6. tacznosé mnozenia skalarnego wektora przez liczby
Va,f € K, Vv eV (af)v=a(fv) (218)

Definicja 5.2 FElement 0-x nazywamy elementem zerowym i oznaczamy symbolem ©, tzn.
0-x=0.

Twierdzenie 5.1 W przestrzeni wektorowej X istnieje doktadnie jeden element zerowy ©.

Zbiér V' z dzialaniami + i - nazywamy réwniez przestrzenia liniowa i oznaczamy <
V.4, >. A wiec przestrzen wektorowa jest przykladem przestrzeni liniowe;j.
Przykladami przestrzeni wektorowych sa:

o V ="7R":n—wymiarowy zbiér liczb rzeczywistych, n > 1,

e V =P, : zbiér wielomianéw p,(r) = L7_,axz” stopnia mniejszego lub réwnego n, n > 0,
o wspélczynnikach ay rzeczywistych,

12Element zerowy jest réwniez oznaczany przez ©.
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e V =CP([a,b]) : zbiér funkcji zmiennej rzeczywistej, ciagltych na [a, b] wraz z pochodnymi
do rzedu p wiacznie, 0 < p < oo.

Whiosek 5.1 Uktad (X, R, +,-) zlozony ze zbioru X, ktory jest zbiorem wektoréw odpowiednio
na prostej R, na plaszczyinie R? i w przestrzeni R3; ciala liczb rzeczywistych R oraz dwdch
dziatan "+- dodawania wektorow i mnozenia "- "wektora przez skalar tworzy przestrzen wekto-
rowaq.

Whiosek 5.2 Dia dowolnej liczby catkowitej p przestrzen C? ([a, b)) jest przestrzeniq nieskon-
czenie wymiarowa. Przestrzen R"™ ma wymiar réwny n, jest wiec przestrzeniq n—wymiarowg.

5.2 Liniowa zalezno$é¢ i niezalezno$é ukladu wektorow

Definicja 5.3 Niech w przestrzeni wektorowej X nad ciatem liczb rzeczywistych R bedzie dany
cigg n—wektorow (uktad wektoréw)

(x1,X2,...,%X,) X, €X j=12,...,n (219)
oraz niech bedzie dany ciag n liczb z ciata R
(q,a9,...,a,) a; €ER j=1,2,....n (220)

wowczas wektor w okreslony wzorem
n
w = E QX (221)
=1

nazywamy kombinacja liniowa ukltadu wektorow (219). Zbior wszystkich kombinacji linio-
wych (221) uktadu wektoréw (219) nazywamy powtoka lintowa rozpietq na ukladzie (219),
co oznaczamy

liH(Xl,Xg,...,Xn>:{ w € X; W:Zajxja a; €R } (222)
j=1

Przyklad 5.1 W przestrzeni wektorowej wyznaczyé powtoke liniowq generowanq przez uktad
wektorow bedgcych rozwigzaniem fundamentalnym jednorodnego uktadu rownan lintowych

31 + 229 + 3 — x4 =0
3.§C1 — 21‘2 — T3 —+ Ty = 0 (223)
r1 — T + 21‘3 + 51’4 =0

Rozwiazanie 5.1 Macierz uktadu réwnan (223) ma postaé

-3 2 1 -1
A=| 3 -2 -1 1 (224)
1 -1 2 5

Stosujgc przeksztatcenia elementarne macierz A zapiszemy w postaci réwnowaznej

00 0 0
A=1|[1 0]-5 -9 (225)
0 1|-7 —14
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Macierz A ma rzqd réowny R(A) = rank A = 2. Zatem mamy n — R(A) = 4 -2 = 2
rozwigzania fundamentalne. Zapisujac uktad réwnan (223) w postaci réwnowaznej (225)
otrzymujemy

r1 = bdx3 + 914
Ty = 7%3 + 14%4

Stad kolejno dla:
1° Igz]_,l'4:0 T = 5, Tog = 7
2° 23=0,24=1 r1= 9, o= 14

A wiec: vy = [5,7,1,0]", vy = [9,14,0,1]". Wobec tego mamy w = a1vy + aavs

5051 + 90[2
W =lin(vy,vy) = 7041—;14&2 ;o €ER, j=1,2

1

%)
Definicja 5.4 Uktad wektoréw {vyi,vs...,v,} przestrzeni wektorowej V. nazywamy liniowo

niezaleZnym, jezeli z relacji
vV = Z Vi = a1Vy + Qv + - - - + vy, = O (226)
i=1

dla oy, g, ..., a, € K wynika, ze oy = ag = -+ = oy, = 0. W przypadku, gdy chociaz jeden

wspotczynnik «; jest rézny od zera, uktad nazywamy uktadem liniowo zaleZnym.

Jezeli istnieja takie liczby ay, aw, ..., a, € K nie wszystkie ré6wne zero, ze Zé_l aV; =
a1vVy + eva + - - - 4+ a, vy, = O, to wektory vy, vy ..., v, sa liniowo zalezne. -

Jezeli wektory vy, vy ..., v, sa liniowo niezalezne, to wektor v mozna przedstawi¢ w postaci
v = le a;v; wtedy i tylko wtedy, gdy wektory vq,vs...,v,, Vv sa liniowo zalezne.

Definicja 5.5 Kazdy uktad lintiowo niezaleznych wektorow przestrzeni wektorowej V- nazywamy
baza tej przestrzeni.

Definicja 5.6 Niech bedzie dana macierz A rzedu R(A), R > 0. W macierzy tej istnieje co
najmniej jedna podmacierz kwadratowa stopnia R, o wyznaczniku réznym od zera. Nazywamy
ja macierzag bazowa. Jej wyznacznik nazywamy minorem bazowym. Jest to minor niezero-
wy. Wiersze 1 kolumny, w ktérych lezy ta macierz, nazywamy bazowymi, pozostale wiersze 14
kolumny nazywamy niebazowymi.

W przestrzeni R" istnieja uklady n wektoréw liniowo niezaleznych (baza przestrzeni), a
kazdy ukiad n + 1 wektoréw jest liniowo zalezny. Najprostsza bazg przestrzeni R" jest ukiad
n wektoréw w postaci:

1 0 0

0 1 0
V1= Vo =1 . Vi =

0 0 1
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Przyklad 5.2 Wykazaé, ze w przestrzeni R? kazde 4 wektory sa liniowo zalezne.

Rozwiazanie 5.2 Mamy pokazaé, ze jezeli

a11 Q12 a3 a14
X1 = a21 Xg = 22 X3 = a23 X4 = A24
a31 a32 a33 34

to istmiejq takie o, o, a3, oy nie wszystkie rowne zero, ze ayX; + aXg + i3Xsz + 4Xy =
0

S} =0 . Otrzymujemy stad uktad réwnan
0

a11001 + Q120 + Q13003 + Q14004 = 0
A91 (] + Qoo + A93(¥3 + G40ty = 0 (227)
31001 + Q32002 + A3303 + Q34004 = 0
i nalezy wykazaé, ze posiada on co najmniej jedno rozwigzanie niezerowe (avy, i, (i3, (ig).
Latwo zauwazyé, ze R(A) = R(C) < 3, a poniewaz liczba niewiadomych wynosi 4,
wiec zbior rozwigzan uktadu (227) jest co majmniej jednoparametrowa rodzing, czyli opricz

rozwigzania (0,0,0,0) zawiera jeszcze inne rozwigzania.

Przyklad 5.3 Wyznaczyé macierz bazowa macierzy

A_:

W W W
N DN DN
—_ e

1
0
0

Rozwiazanie 5.3 Rzad macierzy A jest rowny 2, poniewaz wszystkie minory trzeciego stopnia
sq rowne zeru. Wsrod minorow stopnia drugiego istnieja niezerowe

11 2 1 3 1
‘1O'lub‘20'lub‘30'

o)

Bazg moze wiec byé, na przyktad, macierz

Definicja 5.7 Jezeli uktad {ui,us...,u,} jest baza przestrzeni wektorowej V', to wyrazenie
vV = viu;+uoUs+- - -Fv,0, nazywamy rozktadem wektora v w tej bazie, a liczby vy, vo, ..., v, €
K nazywamy wspdtrzednymi wektora v w bazie {uy,uz ..., u,}.

Twierdzenie 5.2 Jezeli liczba wierszy macierzy jest wieksza od rzedu macierzy, to kazdy
wiersz niebazowy jest lintowq kombinacja wierszy bazowych.

Twierdzenie 5.3 Jezeli liczba kolumn macierzy jest wieksza od rzedu macierzy, to kazda
kolumna niebazowa jest liniowa kombinacja kolumn bazowych.

Twierdzenie 5.4 Kazda przestrzen wektorowa X nad ciatem R posiada baze.
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Wiasnos$é 5.1 Niech baza przestrzeni wektorowej V' bedzie n wektorow. Kazdy uktad liniowo
niezaleznych wektorow przestrzeni V' zawiera co najwyzej n elementow. Liczbe n nazywamy
wymiarem przestrzeni wektorowej V i oznaczamy dim(V') = n.

Wiasno$é¢ 5.2 Jezeli dla kazdego n zawsze istnieje n liniowo niezaleznych wektorow przestrzeni
V', to takq przestrzen wektorowq nazywamy przestrzeniq nieskonczenie wymiarowaq.

Przyklad 5.4 Wykazaé, ze wektory

0 1 1
X1 = 1 X9 = 2 X3 — 1
1 3 1
-1
sa lintowo niezalezne 1 przedstawié wektor x = 0 | w postact x = ayX1 + Xy + 3X3.
1

Rozwiazanie 5.4 Do wykazania liniowej niezalezriosci wektorow x1, Xa, X3 wystarczy stwier-
dzié, ze uktad réunan

s + Q3 =0
a; + 2@2 + Q3 =0 (228)
o + 3&2 + o3 =0
011
posiada jedynie rozwigzanie zerowe (0,0,0). Tak jest istotnie, gdyz wyznacznik | 1 2 1 | =1,
1 21

a wiec uktad (228) jest uktadem Cramera.
Aby otrzymaé aq, ag, az takie, ze X = a1X1 + aXg + ai3X3 nalezy rozwiazaé uktad réwnan

(6) + 3 = -1
a; + 209 + a3 = 0
oy + 30&2 + a3 = 1

Jego rozwigzaniem jest tréjka liczb (0,1, —2). Stad x = x5 — 2X3.

Przyklad 5.5 Wykazaé, ze w przestrzeni R* uktad wektoréw

1 9 1
9 3 9
=1 2= =1 9
—9 —9 —4

jest lintowo niezalezny.
Rozwiazanie 5.5 Pokazemy, ze uktad réwnan

a1 + 20&2 + g = 0
20 + 3as + 203 =

ap + Qo + 20(3 =0

—201 — 209 — 4oz =0

ma zerowe rozwigzanie. W tym celu przy pomocy przeksztatcen (operacji) elementarnych
przeksztatcimy macierz A powyzszego uktadu réwnarn do réwnowaznej postaci. Mamy wiec:
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1. wiersz pierwszy mnozymy przez (—2) i dodajemy do wiersza drugiego, nastepnie wiersz
pierwszy mnozymy przez (—1) i dodajemy do trzeciego

1 2 1 1 2 1
2 3 2 0 -1 0
A=l 1 1 9| =] o 21 1
9 2 4 9 92 4

1 2 1 1 21
0O -1 O N 0 -1 0
0 -1 1 0 -1 1
-2 =2 -4 0 00

3. wiersz trzeci mnozymy przez (—1) i dodajemy do pierwszego

1 21 1 30
0 -1 0 N 0 -1 0
0 -1 1 0 -1 1
0 00 0 00

4. wiersz drugi mnozymy przez (3) i dodajemy do wiersza pierwszego, w wiersz drugi mno-
zymy przez (—1) i dodajemy do wiersza trzeciego

1 30 1 00
0 -1 0 N 0 -1 0
0 -1 1 0 01
0 00 0 00
5. wiersz drugi mnozymy przez (—1)
1 00 1 00
0 -1 0 N 010
0 01 0 01
0 00 000

Otrzymujemy zatem uktad oy = 0, as =0, az = 0. Wobec tego uktad wektorow (X1, X2, X3)
jest lintowo niezalezny.

Przyklad 5.6 W przestrzeni wektorowej R? wyznaczyé baze podprzestrzeni V' rozpietej na
wektorach

1 -1 2
Vi = 1 Vo = 3 V3 = 0
2 0 3
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Rozwiazanie 5.6 Wystarczy zbadaé liniowq zalezno$é ukladu wektorow (vq,va,vs). W tym
celu badamy za pomoca przeksztatcenr elementarnych rzad macierzy A utworzonej z wektorow
V1, Vo, V3. Otrzymujemy

A_:

DO =
w O N
N OO
O W O
O OO

-1
3
0

Stad rank (A) = 2. Baze przestrzeni V stanowiq na przyktad wektory vy i vo. Zatem V =
lin (vy, va).

Przyklad 5.7 W przestrzeni wektorowej R® znaleé baze i wymiar podprzestrzeni V' generowa-
nej uktadem réwnan

31}1 + 2£L'2 + T3 + 3%4 + 5ZL'5 =0
r3 — x4 — 3x5 =0 (229)
2553 — 21’4 — 61‘5 =0

Rozwiazanie 5.7 Bazq podprzestrzeni V' sq wektory stanowiqce fundamentalny uktad rozwiq-
zan uktadu réwnan (229). Fundamentalny uktad rozwigzan wyznaczamy stosujgc przeksztatcenia
elementarne macierzy A ukladu (229). W ich wyniku otrzymujemy

321 3 5 28 2[10
A=|001 -1 3 |=|-% % -1|0 1 (230)
002 -2 —6 0 0 000

A wiec rzad macierzy A wynosi rank (A) = 2. Zatem mamy n —rank (A) = 5 —2 = 3 wektory
stanowiqgce fundamentalny uktad rozwigzan. Aby je wyznaczyé zapiszemy uktad réwnan (229)
w postaci uwzgledniajgcej prawa strone (230):

%l’l + gZL’Q —|— 2I3 —|— Ty :0
_3 _ 2 — =0 3
171 172 T3 + x5 =
9 6
Ty = —Z.Il — ZIQ — 2[E3
= _ 3 2
Ty = le + Zl’g + I3

Stad odpowiednio dla

DO o leos [

i LN (SN

a’) 1'1:]., .132:0, 'CU3:Oa Ty =
b) 1 =V, $2:1,
c) xr1=0, =0, x3=1,

8
w
I
8
N
I
|
] 8 8
ot or ot
|

&
N
|
I

otrzymujemy uktad wektorow

V3 =

<
=
|
|
Bl O O =
<
[\
|
|
B O = O
_— N = OO

ktore stanowia baze podprzestrzeni V. Zatem dim V' = 3.
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5.3 Macierz przejsScia. Zmiana wspoéirzednych wektora przy zmianie

bazy.
Definicja 5.8 Niech w n—wymiarowej przestrzeni wektorowej X nad ciatem R bedqg dane
dwie bazy
S=(v1,vVa,...,v,) — stara N = (vy, vy, ..., V) — nowa (231)
Jezeli wektory vy, Vo, ..., vy wyrazaja sie w bazie vi,Va, ..., V, W20rami

Uy = Prrvr +Porve + o+ Pp1rn
Vor =  P127U1 + PaorUs + -+ - + PporUyp (232)

Upt = PirV1 + Pon/¥V2 + *+ + DpnUp

to macierz P = [p;;/] nazywamy macierza przejécia od bazy S do bazy N (od bazy starej do
bazy nowej). Ostatnie wzory mozna zapisaé w postaci macierzowej

N =SP stad P=S"'N (233)

lub w postaci indeksowanej z wykorzystaniem konwencji sumacyjnej Einsteina (sumowanie po
powtarzajgcych sie indeksach od 1 do n)

Uj’ = pJ]/U] j == 1, 2, e, (234)
A poniewaz macierz P jest nieosobliwa, to mamy
S=NP! (235)

lub
vj = pjjvy (236)

Macierz P! nazywamy macierzq przejécia od bazy N do bazy S (od bazy nowej do bazy
starej).

Przyklad 5.8 W przestrzeni R* dane sa dwie bazy

1 1 -1 -1
2 -1 2 -1
S=(eneyeze): e =| | &= es=| es=1 |
0 1 1] 1
2 0 [ —2 ] 1
1 1 1 3
N = (vq,va,V3,Vy) : vi=|, Vo= |, Vg = ] va= |
1 2 | 2 2
Wyznaczyé macierz przejécia z bazy S do bazy N.
Rozwiazanie 5.8 Macierze S i N majq postaé
1 1 -1 -1 2 0 -2 1
2 -1 2 -1 11 13
S = -1 1 1 0 N = 02 11 (237)
o 1 1 1 12 2 2
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Biorgc pod wwage wzér (235) S = NP mamy N7'S = N"'NP ! = P!, Stad
4 —6 -8 11 1 1 -1 -1 0 1 -1 1
1 2 -3 9 -1 2 -1 2 -1 -1 1 0 0
-1 Nl &
PP=N"S=5%l 3 2 7 3 -1 1 1 0 0 0 0 1
—1 8 2 —6 0 1 1 1 1 -1 1 -1
(238)
Czyli
0 1 -1 1
1 -1 1 0 0
b= 0 0 0 1
1 -1 1 -1
Stad
1001
1 101
b= 0111
0010
Zatem dla dowolnych wektoréw x i x' mamy
0 1 -1 1 1 001
—1 1 0 0 1 1 01
I _ Pl _ !/ __ !
x =P lx= 0 0 o 1 |¥X o x =Px = 011 11% (239)
1 -1 1 -1 0010
&1 3%
gdzie x = S| wo| & (240)
€3 3
&4 u
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6 Wektory w przestrzeni R’

6.1 Skalary i wektory

Wielko$¢ fizyczna, ktéra mozemy wyrazi¢ za pomoca jednej liczby nazywamy skalarem,
czyli wielko$cia bezkierunkowa. Skalarem jest masa, temperatura, czas, praca. Jezeli
do okreslenia pewnej wielko$ci fizycznej nie wystarcza jej miara liczbowa, lecz trzeba podaé
kierunek i zwrot, to méwimy, ze jest to wielko§é kierunkowa. Przyktadami wielkoSci
kierunkowych sa predko$¢, przyspieszenie, sila. WielkoSci kierunkowe przedstawia sie za
pomoca wektoréw (odcinkéw skierowanych), a zwiazki miedzy tymi wielkoSciami za pomoca
dziatan na wektorach. Moga one by¢ wykonywane metoda wykre$lna lub rachunkowa. 7
metody wykreélnej korzysta sie gtéwnie wtedy, gdy rozwazane wektory leza w jednej plaszczyz-
nie. Metoda rachunkowa (analityczna) polega na wprowadzeniu odpowiedniego uktadu wspot-
rzednych i wyrazeniu kazdego wektora przestrzeni za pomocs tréjki liczb (zwanych wspétrzed-
nymi wektora) i zamiast dzialan geometrycznych na wektorach wykonujemy odpowiednie
dziatania rachunkowe na ich wspéirzednych. Nastepnie z otrzymanych wynikéw odczytujemy
treS¢ geometryczna.

Definicja 6.1 (Wektora)
Wektorem nazywamy uporzadkowang pare punktow. Pierwszy z tych punktow nazywamy
poczatkiem wektora albo punktem z%epienia wektora, a drugi - koricem wektora. Wektor

o poczatku A i koricu B oznaczamy AB i przedstawiamy na rysunku w postaci odcinka AB
zakorniczonego w punkcie B grotem strzatki. Wektorem zerowym nazywamy wektor, ktdrego
poczatek i koniec pokrywaja sie. Wektor zerowy oznaczamy zerem: 0.

Definicja 6.2 (Modutu wektora)
Modutem (czyli dtugoscig) wektora nazywamy diugosé odcinka czacego poczatek wektora
z jego koricem. Modut wektora zerowego jest zerem. Modut wektora niezerowego jest liczba

dodatnig. Modut wektora AB oznaczamy
—
‘AB‘ b AB (241)

Czesto oznaczamy wektor jedna litera: w pismie recznym litera ze strzatka, np. v, w druku
litera pogrubiona v. Wéwcezas modul wektora oznaczamy

|t lub |v| lub v (242)

Linia dzialania wektora N
Jezeli punkty A, B leza na pr_os)tej [, to méwimy, ze wektor AB lezy na prostej [ i ze prosta
[ jest linia dzialania wektora AB.

6.1.1 Roéwnoleglosé i prostopadlo$é wektoréw

Podamy twierdzenie:

Twierdzenie 6.1 Dwa wektory niezerowe nazywamy réwnolegltyma, jezeli linie dziatania
tych wektorow sq réwnolegle.

Relacje te oznaczamy znakiem ||. Jest ona
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e zwrotna:
Va || a (243)
e symetryczna
VW(alb=b]a) (244)
e przechodnia (jezeli wektor poéredniczacy jest niezerowy):
VYV((a|\b/\b7é0/\b||c):>a||c) (245)

Wektor zerowy jest réwnolegly do wektora niezerowego.

Twierdzenie 6.2 Dwa wektory niezerowe nazywamy prostopadtyms, jezeli linie dziatania
tych wektorow saq prostopadte.

Linie te moga sie przecina¢ lub nie mie¢ punktu wspélnego. Relacje te oznaczamy L. Jest
ona symetryczna. Wektor zerowy jest prostopadly do wektora niezerowego.

6.1.2 Kierunek i zwrot wektora
Pojecia te opisuja definicje:

Definicja 6.3 Kierunkiem wektora niezerowego nazywamy kierunek prostej, na ktorej lezy
wektor.

Definicja 6.4 Zwrotem wektora niezerowego ADB nazywamy ten zwrot prostej AB, w ktorym
punkt A poprzedza punkt B.

Dwa niezerowe wektory rownolegte maja ten sam kierunek, ich zwroty moga by¢ zgodne lub
przeciwne. Rozrézniamy wiec: wektory zgodnie réwnolegle i wektory przeciwnie réwnolegle.

Wektor zerowy nie ma kierunku ani zwrotu.

Whniosek 6.1 Wektor niezerowy jest okreslony, jezeli znamy jego poczatek, kierunek, zwrot i
modul.

6.1.3 Roéwnosé wektorow

Dwa wektory niezerowe nazy-
wamy réwnymi, jezeli majg ten
sam kierunek, ten sam zwrot i
réwne moduty (rys. 14). Kazde
dwa wektory zerowe sa réwne.

Wektory AB i CD sa réwne
wtedy i tylko wtedy, gdy $rodek
S; odcinka AD pokrywa sie
ze Srodkiem Sy odcinka BC.
Termin réwno$¢ w odniesieniu
do wektoréw nie oznacza identy-
cznoSci, bowiem dwa wektory
réwne moga mie¢ rézne punkty
zaczepienia, a wowczas nhie sg
identyczne.

Rysunek 14: Wektory réwne.
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6.2 Dodawanie wektoréw

Niech bedg dane dwa wektory u, v. Jezeli w dowolnie obranym punkcie A zaczepimy wektor
AB = u, a nastepnie w punkcie B zaczepimy wektor BC = v, to wektor AC nazywamy suma
wektoréw u, v zaczepiona w punkcie A i piszemy

AC=u+v (246)

c

v

u+v+w
Rysunek 15: Dodawanie wektoréw. Suma trzech wektoréw.

W mechanice dodawane wektory u, v nazywamy skladowymi lub skladnikami, wynik
dodawania u+v— wektorem wypadkowym, figure utworzona z odcinkéw AB, BC'— lancu-
chem wektoréw, punkt A— poczatkiem lancucha, punkt C'— konicem tancucha, a wektor
AC— wektorem zamykajacym.

Twierdzenie 6.3 Suma dowolnych wektoréw u,v zaczepiona w pewnym punkcie 1 suma tych
samych wektorow zaczepiona w dowolnym innym punkcie sq wektorami réwnymi. Mowimy
wiee, Ze suma wektorow nie zalezy od jej punktu zaczepienia.

Twierdzenie 6.4 Dia dowolnych wektoréw u,v zachodzi réwnosé
u+v=v+u (247)
Dodawanie wektoréw jest przemienne.
Twierdzenie 6.5 Dia dowolnych trzech wektorow u, v, w zachodzi rownosé
(u+v)+w=u+(v+w) (248)
Dodawanie wektorow jest taczne.

Twierdzenie 6.6 Suma wektorow réunoleglych jest wektorem réwnolegtym do tych wektorow

\" \'
— —
u : u
u+v u+v

Rysunek 16: Suma wektoréw réwnolegtych.
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6.2.1 Modul sumy wektoréw

Przedstawimy twierdzenia:

Twierdzenie 6.7 Jezeli dwa wektory sq zgodnie réwnolegle (rys. 16), to modut ich sumy
rowna sie sumie modutow tych wektorow

lu+v| =|u| + |v| (249)

Twierdzenie 6.8 Jezeli dwa wektory sq przeciwnie réwnolegte (rys. 16), to modul ich sumy
rowna sie modutow: réznicy moduw tych wektorow

ju+v[ = [[u] = |v] (250)

Twierdzenie 6.9 Jezeli dwa wektory sq niezerowe i nierdwnolegle (patrz rys. 15), to modul
1ch sumy jest mniejszy od sumy modutow tych wektorow, a wiekszy od modutu réznicy modutow
tych wektorow

[lu] = V]| < a+v[ <|u +]v| (251)

Wzér (251) nosi nazwe reguly (lub prawa) tréjkgta.

Twierdzenie 6.10 Modul sumy dowolnych dwoch wektorow jest nie wiekszy od sumy modutéw
tych wektorow 1 nie mniejszy od modutu réznicy modutow tych wektoréow

lu] = v[[ < u+v[ <[u| +|v| (252)

Jest to uogdlnione prawo trojkagta.

6.2.2 Wektory przeciwne

Dwa wektory niezerowe nazywamy wzajemnie przeciwnymi, gdy majg réwne moduly i sg
przeciwnie réwnolegle (patrz rys. 17). Wektorem przeciwnym do wektora zerowego jest wektor

ZETOWY.

Rysunek 17: Wektory przeciwne. Rysunek 18: Réznica wektoréw.

6.3 Odejmowanie wektoréw

Odejmowanie definiujemy jako dzialanie odwrotne do dodawania. Réznica dwéch wektoréw,
z ktorych pierwszy nazywamy odjemna, a drugi odjemnikiem, nazywamy wektor, ktéry
dodany do odjemnika daje w wyniku odjemna:

u—V=WwW oznacza,ze V+W=1u (253)
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Twierdzenie 6.11 Jezeli odjemna i odjemnik maja wspdlny punkt zaczepienia, to réznica jest
wektor poprowadzony od korica odjemnika do kovica odjemnej (rys. 17).

Twierdzenie 6.12 Rdznica dwdch wektorow jest sumq odjemnej i wektora przeciwnego do
odjemnika (rys. 19). Rdznica wektordw réwnoleglych jest wektorem réwnolegtym do tych
wektoréw. Dla modutu réznicy dowolnych dwdch wektoréw zachodzi nieréwnos$é

lu| = |wl[ < [u—v[<|uf+]v| (254)
(uogdlnione prawo trdjkata).

Mnozenie wektora przez liczbe
lloczynem wektora u i liczby k£ nazywamy wektor, ktéry:

e jest réwnolegly do wektora u,
e ma dlugos¢ réwna | k| u,
e ma zwrot wektora u, jezeli k > 0, u # 0, wzglednie zwrot wektora —u, jezeli & < 0, u # 0.

Wektor ten oznaczamy'?

ku lub uk (255)
-V
u-v u
u u
¢
\Y g \ -
Rysunek 19: Réznica wektoréow. Rysunek 20: Kat miedzy wektorami.

6.4 Wersory

Definicja 6.5 Wektor o module rounym 1 nazywamy wersorem.

Wersorem osi nazywamy wersor zgodnie réwnolegly z ta osia. Wersor osi = (odcietej)
oznaczamy x°. Osia wersora lub osia wersora niezerowego nazywamy o$ zgodnie réwnole-
gla do wektora.

Wersorem wektora niezerowego u nazywamy wektor u/u, ktéry oznaczamy u’. Zatem

w =12 (256)
u

13Bardzo czesto wystepuja pojecia: kolinearno$¢ i komplanarnoéé. Wektory nazywamy kolinearnymi, jesli
po zaczepieniu ich we wspélnym poczatku leza na jednej prostej. Dla dowolnego wektora u i dowolnej liczby &
wektor ku jest kolinearny z wektorem u. Wektory nazywamy komplanarnymi, jesli po zaczepieniu we wspd6lnym
poczatku leza w jednej plaszczyznie. Dla dowolnych wektoréw u i v i dowolnych liczb ¢ i s wektor tu+ sv jest
komplanarny z wektorami ui v.
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6.5 TIloczyn skalarny wektoréow

Definicja 6.6 Iloczynem skalarnym dwdch wektoréw u, v nazywamy liczbe, ktorg oznacza-
my symbolem u-v 1 ktdra w przypadku, gdy oba wektoryu, v sq niezerowe, jest réwna iloczynow:
modutéw tych wektoréw pomnozonemu przez kosinus kata miedzy nimi (rys. 19)

u-v=uvcos{u,v} (257)

1 ktora jest zerem w przypadku, gdy co najmniej jeden z tych wektorow jest zerowy lub wektory
u i v sq prostopadite.
6.5.1 Wilasnosci iloczynu skalarnego

Z definicji iloczynu skalarnego wynikaja ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 6.13 Illoczyn skalarny dwdch wektorow u, v jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory te sq prostopadte
u-v=0<=ulv (258)

Iloczyn skalarny dowolnego wektora u z tym samym wektorem jest réwny kwadratowi
modutu tego wektora
u-u=u’ (259)

Twierdzenie 6.14 Dla dowolnych wektorow u,v,a,b 1 dowolnej liczby k zachodza réunosci

u-v=v-u przemienno$¢ mnozenia skalarnego

(ku)-v=k(u-v)=u-(kv) lgcznosé mnozenia skalarnego i mnozenia wektora przez li-
czbe

u-(a+b)=u-at+u-b rozdzielno$é mnozenia skalarnego wzgledem dodawania we-
ktorow

(260)

Whniosek 6.2 Praca. Jezeli pod dziataniem niezmiennej sity F punkt materialny przesuwa
sie o wektor s, to iloczyn skalarny sity ¥ 1+ przesuniecia s

L=F-s (261)

nazywamy praca sity F wzdiuz przesuniecia s.
Przestawienie cykliczne. Przestawieniem cyklicznym (kotowym) ciagu n— wyrazowego
nazywamy przeksztalcenie, w ktérym pierwszy wyraz staje sie drugim, drugi - trzecim, itd.,

ostatni - pierwszym. Stosujac przestawienie cykliczne do tréjki wektoréw otrzymujemy kolejno

(u,v,w) — (w,u,v) = (v,w,u) — (u,v,w) (262)
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6.6 Orientacja przestrzeni

Przestrzenny prostoliniowy uklad wspéirzednych
nazywamy prawoskretnym, jezeli trzema palcami

A A
z z prawej reki mozemy pokazaé osie tego uktadu:
e 0§ x - wyprostowanym kciukiem;
P(+) L(-) , N
y X e 05y - wyprostowanym palcem wskazujacym;
. e 0§ z - palcem $rodkowym zgietym prostopadle
g do plaszczyzny dtoni.
Rysunek 21 Orientacja przestrzeni' MéWlmy WéWCZ&S, 7ze przestl‘zefl ZOSta}a ZOI‘ieIltO—

wana.

Jezeli w przestrzeni zorientowanej trojka wektorow jest zgodnie skretna z obranym uktadem
wspoélrzednych, to méwimy, ze ma orientacje dodatnia. W fizyce przyjeto, ze prawoskretne
trojki maja orientacje dodatnia.

6.7 Iloczyn wektorowy

Definicja 6.7 Iloczynem wektorowym pary wektoréw (u,v) w przestrzeni zorientowanej
nazywamy wektor, ktory oznaczamy symbolem

[u,v] b uxv

i ktory w przypadku, gdy u || v jest wektorem zerowym, natomiast, jezeli uv v, to wektor ux v
ma:

e modut réwny uv sin{u, v},
o kierunek prostopadly do u @ prostopadty do v,

e zwrot taki, aby tréjka wektordw (u,v,u X v) miala orientacje dodatnig.

6.7.1 Wilasnosci iloczynu wektorowego

Sa one opisane w ponizszych twierdzeniach:

Twierdzenie 6.15 Iloczyn wektorowy pary wektoréw u, v jest wektorem zerowym wtedy 1 tylko
wtedy, gdy wektory te sa réwnolegte

uxv=0<=u|v (263)
lloczyn wektorowy dowolnego wektora u i tego samego wektora jest wektorem zerowym
uxu=0 (264)

Lloczyn wektorowy pary wektorow nieréunolegtych ma modut réwny polu réwnolegtoboku zbudo-
wanego na tych wektorach (po przeniesieniu ich do wspdlnego poczatku,).
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Twierdzenie 6.16 Dla dowolnych wektorow u, v, w i dowolnej liczby k zachodzq nastepujace
rownosci
uxXv=-vxu antyprzemienno$é mnozenia wektorowego

(ku) x v==Fk(uxv)=ux(kv) {lacznos¢ mnozenia z mnozeniem przez liczbe  (265)

(U+V)XW=UuXW+VXW rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania

Przyklad 6.1 Niech (i,j,k) bedzie ortogonalng trdéjka wersoréw o orientacji dodatniej. Wyz-
naczyc loczyny skalarne 1 wektorowe wersorow.

Rozwiazanie 6.1 Mamy

ici=1 ixj=k jxi=-k ixi=0
i-j=0 jxk=1i kxj=-i jxj=0
i-k=0 kxi=j ixk=-j kxk=0
k=0 (266)
jj=1
k-k=1
oraz
i+j)xj=k (i—-j) x(@i+j) =2k (267)

6.8 Iloczyn mieszany

Definicja 6.8 Iloczynem mieszanym trojki wektoréw u, v, w nazywamy liczbe
(uxv) w (268)

ktorg otrzymujemy mmnozac iloczyn wektorowy u X v skalarnie przez w. Iloczyn mieszany

oznaczamy tez symbolem
[u,v, w] (269)

Twierdzenie 6.17 Iloczyn mieszany [u, v, w| trdjki wektoréw réwna sie objetosci réwnoleglo-
$cianu zbudowanego na tych wektorach (po zaczepieniu ich we wspdlnym poczatku) wzietej ze
znakiem +, jezeli orientacja tréjki jest dodatnia:

[u,v,w| =V

Twierdzenie 6.18 Iloczyn mieszany [u,v,w| jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
u,v,w lezg w jednej plaszczyZnie.

[u,v,w] =0<=u,v,w lezq w jednej plaszczyznie
(270)
[u,u,w] =0 poniewaz (ux u) =0

Twierdzenie 6.19 lloczyn mieszany [u, v, w| nie zmienia wartosci, jezeli zachowujac kolej-
no$é wektorow przestawiamy mnozenie wektorowe z mnozeniem skalarnym

[, v,w]=(uxv)w=u(vxw) (271)
lub jezeli zmienimy kolejno$é wektorow, przestawiajac je cyklicznie
[u,v,w|] = [w,u,v] = [v,w,u] (272)

Lloczyn mieszany zmienia warto$é na przeciwna, jezeli w nim przestawimy ze soba ktorekolunek
dwa wektory
u,v,w|] = —[v,u,w] = — [w,v,u] = — [u,w, V| (273)
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6.9 Podwdjny iloczyn wektorowy
Definicja 6.9 Podwdinym iloczynem wektorowym nazywamy kazde z wyrazen
ax (bxc) (axb)xc
Sa to dwa wektory, na ogdt rézne. Mianowicie:
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) (274)
(axb)xc=b(a-c)—a(b-c) (275)

6.10 Dzialania na wektorach w prostokatnym ukladzie wspéirzednych

Prostokatnym kartezjanskim ukladem wspétrzednych w przestrzeni nazywamy uktad trzech
wzajemnie prostopadlych osi, majacych wspélny poczatek i wspdlna jednostke diugodci.

Oznaczamy go Oxzyz. Przestrzen, w ktorej

N wprowadzono uklad Oxyz nazywamy przestrzenia

0z Ozyz. Kazdemu punktowi przestrzeni odpowiada
‘\P wzajemnie jednoznacznie uporzadkowana tréjka
liczb bedacych wspoétrzednymi tego punktu. Zapi-
0 Ox sujemy to nastepujaco
% P =(x,y,2)

Rysunek 22: Polozenie punktu P w Niech u bedzie dowolnym wektorem przestrzeni
przestrzeni 0zyz. Ozyz. Jego rzuty na osie uktadu oznaczamy

rzut;,u  rzut,u  rzut,u (276)
Sa to wektory skladowe wektora u, ktéry jest ich suma
u = rzut, u + rzut, u + rzut, u (277)

Miary tych rzutéw sa liczbami, ktére nazywamy wspéirzednymi wektora u na osiach ukladu.
Oznaczamy je

Uy Uy U,
Wprowadzajac wersory osi ukladu
i J k
otrzymujemy zwiazki
rzut, u = u,i rzut, u = u,j rzut, u = u,k (278)

Uwzgledniajac (277) dochodzimy do relacji
u = u,i+ u,j + u.k (279)

Kazdemu wektorowi przestrzeni odpowiada uporzadkowana tréjka liczb bedacych jego

wspélrzednymi w danym ukladzie
u = [Uy, Uy, U] (280)
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Twierdzenie 6.20 Dwa wektory sq réwne wtedy @ tylko wtedy, gdy odpowiednie wspdlrzedne
tych wektorow sq réwne.

L,=PF,
L=P<«<=<( L,=PF, (281)
L,=P,
6.10.1 Analityczne wyrazenie dzialan na wektorach w przestrzeni
Twierdzenie 6.21 Niech bedg dane w przestrzeni Oxyz dowolne wektory
U= [Ug, Uy, Us] , V=[Us,0y,0:] , W= [Wy,wy,w, (282)

oraz liczby rzeczywiste a, b, c. Dziatania na tych wektorach wyrazaja sie za pomocaq wspdtrzednych

u+v [Uy + Vg, Uy + Uy, Uy + V] (283)
U—V = [Up — Upy Uy — Uy, Uy — U, (284)
cu = [Cuy, cuy, cu,] (285)
au+bv = [au, + by, au, + bvy, au, + bv,] (286)
u-v = uyu; +uyv, +uv,  dowdd na Cwiczeniach (287)

Iloczyn wektorowy zapisujemy w postaci wyznacznikowe;j

i ok
u, U u, u Uy U
UXV=|U U U, |= [ Uy vz , vz U’” , U”v’ U?J } =
Uy Uy U, vz = v (288)

= [uyv, — Uy, VylUy — Uyy, UpVy — Uyv,]  (dowdd na éwiczeniach)

Iloczyn mieszany
Uy Uy U
u,v,wj=| v, v, v, (289)

(dowéd na ¢wiczeniach)

6.10.2 Modul wektora

Moéwi o nim twierdzenie:

Twierdzenie 6.22 Modul wektora jest réwny pierwiastkow: sumy kwadratow wspdtrzednych

wektora. Jezeli u = [uy, uy, us|, to
U= /u+ul +u? (290)
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6.11 Warunek prostopadiosci i warunek réwnoleglosci 2 wektoréw
Twierdzenie 6.23 Niech beda dane dwa wektory
U= Uy, Uy, Us] , V= [y, Uy, V] (291)
Wektory te sq prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny jest zerem
Uy Uy + UyVy + U0, =0 (292)
Wektory te sq rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn wektorowy jest wektorem zerowym
UyV, — UVy = 0 UyUy — Uy, = 0 Uy Uy — UyUy = 0 (293)
Kat miedzy tymi wektorami wyznaczamy z zaleznosci
cos{u,v}= u_lv (UzVy + uyvy + u,v,) (294)

jezeliu # 0, v # 0.

6.12 Przykilady
Przyklad 6.2 Wykazaé stuszno$é zaleznosci u - v = u,vy + uyvy + u,0,.
Rozwiazanie 6.2 Wykonujemy mnozenie

u-v = (iu, +ju, + ku,) (iv, + ju, + kov,) =
= ilu,v, +ijuyv, + iku,v, +iju,vy + jjuyv,+

+kju, vy + iku,v, + jkuyv, + kku,v,

Poniewazi-i=j-j=k-k =1, a pozostate iloczyny mieszanei-j=1i-k=j-k=j-i=k-i=
k-j =0, zatem pozostaja wyrazenia U, vy, Uyvy, U,v,. Stad U -V = UyVy + UyUy + U, V..

Przyklad 6.3 Wyprowadzi¢ wzor na iloczyn wektorowy u X v.

Rozwiazanie 6.3 Mnozymy wektorowo dwie sumy (wazna jest kolejnos$é wektoréw - nie ma
przemiennosci mnozenia wektoréw)

uxv = (iug +ju, +ku,) x (iv, + ju, + kov,) =
= (i x 1) upvy + (§ x 1) uyvy + (k x 1) wv, + (1 X j) ugvy + (§ X j) uyvy+

+ (k x j)u.vy + (i X k) upv, + (j X k) uyv, + (k x k) u,v,
Pamietamy (patrz (288)) zasade mnozenia wektorowego wersoréw. Otrzymamy zatem:

uxv = 0-—kuyv, +ju,v, +kuyv, + 0 —iu,v, — jugv, +iuyv, +0 =

= 1 (uyv, — uvy) +j (U0 — uzv,) + k (ugvy, — uyv,) =

Uy U Uy U Uy U gk

= il Y =5 " P4k T Y = uy uy u,
vy U, Vy U, vy Uy

Uy Uy Uy
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Przyklad 6.4 Wyprowadzié wzor wyznacznikowy na iloczyn mieszany.

Rozwiazanie 6.4 Poniewaz [u,v,w| = (uxv)-w, to korzystajac z wyprowadzen z poprzedniego
zadania otrzymujemy

(uxv)w = [(i] 7 -] +k Y1) (fwy + jwy, + kw,) =
vy Uy Vg U, Vg Uy
Uy Uy U
Uy Uy Uy U, Uy Uy vy TE
= W, — Wy “+ w, = Vz Uy U
vy U, Vg U, Vg Uy

Wy Wy W,
Przyklad 6.5 Wyprowadzié wzor na podwojny iloczyn wektorowy.
Rozwiazanie 6.5 Mamy wykazaé tozsamosé
ax(bxc)=b-(a-c)—c-(a-b)
Zapiszemy iloczyn a x d (gdzie: d = b X ¢) w postaci wyznacznikowej
i J k
L=axd = Qg Qy a, =
byc, — b.c, b,c, — byc, bycy — bycy
= ifay (bycy — bycy) — a, (boey — byc,)| —
—jlag (bycy — bycy) — ay (byc, — b.cy)| +
+k [az (bocy — byes) — ay (byc, — bocy)]

Przeanalizujemy kazda ze sktadowych oddzielnie. W tym celu wyprowadzimy sktadowe wektora
prawej strony. Kolejno otrzymujemy:

R = i[b, (azc, + ayey + azc,) — c; (azby + ayby + azb,)] +
+j [by (azcy + ayey + azc,) — ¢y (azby + ayby + a.b, )|+
+k [b, (azcy + ayey + azc.) — c. (azby + ayby, + a.b,)]
Zavwazmy, Ze w powyzszym wyrazeniu eliminuje sie iloczyny (aabaCo — Gabats) dla o = z,y, 2.
A wiec
R = ilay(bycy —bycy) —a, (bcy — byes)] —

—jlaz (bycy — bycs) — a, (byc, — boc,)] +

+k [ay (b.cp — byey) — ay (bye, — bocy)]

Widzimy, ze L = R, co nalezato wykazaé.

Przyklad 6.6 Obliczyé iloczyn skalarny dwdch wektorow a i b, jezeli: a = [1,2,3], b =
3,2,1].
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Rozwiazanie 6.6 Korzystamy z wyniku przedstawionego w Przyktadzie 6.2 1 otrzymujemy
a-b=1[1,2,3]-[3,2,1] =10

Przyklad 6.7 Obliczy¢ iloczyn skalarny dwdch wektoréw a i b, jezeli: a = [u,v,w], b =
[z, y, 2].

Rozwiazanie 6.7 Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy
a-b=uvw-|x,y, 2] =ur+vy+wz

Przyklad 6.8 Obliczy¢ iloczyn wektorowy dwdch wektoréw a i b, jezeli: a = [1,2,3], b =
3,2,1].

Rozwiazanie 6.8 Biorgc pod vwage Przyktad 6.3, otrzymujemy
[1,2,3] x [3,2,1] = [—4,8, —4]

Przyklad 6.9 Obliczyé podwdjny iloczyn wektorowy wektoréw a = [1,2,3], b=[3,2,1], ¢ =
1,0, 1].

Rozwiazanie 6.9 Bazujac na Przykiadzie 6.5 obliczamy
[1,2,3] x [3,2,1] x [1,0,1] = [8,0, —8§]
Przyklad 6.10 Obliczyé iloczyny mieszane wektoréw: a =[1,2,3], b =1[3,2,1], ¢ =[1,0, 1].

Rozwiazanie 6.10 Jak pamictamy (patrz (268)), iloczyn mieszany to: (a x b) - c. Jednak
mogq to byé réwniez iloczyny, np. (a x c)-b lub (b x c) - a. Obliczymy je

([1,2,3] x [3,2,1]) - |
([1,2,3] x [1,0,1]) - [3,2,1] = 8
(13:2,1] x [1,0,1]) - [3,2,1] = 0
Nalezy pamietaé, ze wyjatkowa role petnia w tych obliczeniach nawiasy. Bowiem iloczyny
[1,0,1] x [1,2,3] - [3,2,1] = —8 oraz [1,0,1] - [1,2,3] x [3,2,1] = 4[3,2,1] sa catkowicie
rozne. Pierwszy jest iloczynem skalarnym, czyli liczba, drugi jest iloczynem wektorowym, czyli
wektorem.

]-7 ] - —8
L,
3

?

I Y ) J

1,0
3,2,
3,2

Y

Y Y

NN DN

3
1
1

o O N
—_ =
—_ =

X X X

).
).
) ) )

Y ?

Przyklad 6.11 Wykazaé, ze dla dowolnych trzech wektoréw u, v, w wektorp = (u X v)xXw =
v(u-w)—u(v-w) jest albo zerowy albo prostopadly do wektora w.

Rozwiazanie 6.11 Pomnozymy wyraZenie p = (u X v) Xx w = v(u-w) — u(v-w) prawo-
stronnie przez w. Otrzymamyp-w=(uxv)xXw-w= (v-w)(u-w)— (u-w)(v-w)=0.

A wiec p-w = 0. Oznacza to, Zew =0 lubp L w.

Przyklad 6.12 Réwnolegtobok zbudowany na wektorach u, v ma pole réwne 10. Obliczyé pole
rownolegtoboku zbudowanego na wektorach 3u+ v, u — 2v.
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Rozwiazanie 6.12 Korzystamy z wzoru na pole réwnolegtoboku

P=lpxq=|Bu+v)x(u—2v)|=[3uxu+vxu—6uxv—2vxv|=

=0+vxu—6uxv—-0=|vxu+6bvxul=7vxul =70
Przyklad 6.13 Dane sq dwa wzajemnie prostopadte wersory p,q. Obliczyé:

a) pole réwnolegloboku zbudowanego na wektorach u = 3p — q, v = 5p + 2q oraz obie
wysokosci tego rownolegtoboku,

b) pole tréjkata zbudowanego na wektorach u = 3p, v = p — 2q oraz wszystkie jego
wysokosci.

Rozwiazanie 6.13 a)

P=luxv|[=[Bp—q)x (5p+2q)|=[15p x p—59 x p+6p x q—2q X q| =
=0-5qxp+6pxq+0/=|5pxq+6pxq|]=11|p xq|=11

P = wvsinp=u-hy=v-hy =11
u| = V32+12=10
| = VB2 +22 =29
hy = 11/3/10, hy = 11/v/29
b)
1 1
Pp=5luxv|=5[3px(p-2q)|=3

Obliczamy wysokosci. Skorzystamy z wzoru na pole réwnolegloboku utworzonego przez wektory

u,v: P=wvsiny = uh; = uhy =6 Stad hy = WG' = g =2, hy = |—S| = %. Trzeci bok trajkata

to réznica wektoréw u i v, czyli 3p — (p — 2q) = 2p + 2q. Jego modut jest réwny 2v/2. Stad
Pn =322 hy =3. Czyli hy =3/V/2.

Przyklad 6.14 Objetosé réunolegloscianu zbudowanego na wektorach u,v i w wynosi 24.
Obliczyé objetosé réunolegtoscianu zbudowanego na wektorach u+2v, v—w, u+v — 2w.

Rozwiazanie 6.14 Objetosé rownolegtoscianu zbudowanego na wektotach a, b i c jest réwna
modutow: iloczynu mieszanego

V =|[a,b,c]| =[(axb)c|
Jezelia=u+2v,b=v—-w,c=u+v-—2w, to

(axb)c=[(u+2v) x (v—w)] (u+v—2w) =
—(UXV-uxXWH2VXxv—2vXw)(u+v—2w)=
—(UXV-uxXwW-—2vxWw)(utv—2w)=
=(uxvju—(uxwju—2(vxwut(uxv)v—(uxwv-
2(vXW)V—2uxV)W+2(uxw)w+4(vXw)w
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Poniewaz
(uxv)-u=(uxw)u=(uxv)v=(vxw)v=(uxw)w=0
to
(axb)-c=-2(vxw)-u—(uxw)-v—-2(uxv) w
Ale
(vxw)-u=[uv,w i (uxw) v=—[uv,w|
Zatem
(axb)-c=-3[u,v,w|

?
(axb)-c|=3-24=72

Przykitad 6.15 Dane sa trzy wzajemnie prostopadte wersory p,q,r. Obliczyé objetos¢ réwnolegltoscia-
nu zbudowanego na wektorachu=p+q, v=p—2q, w=p+q-+r.

Rozwiazanie 6.15 Korzystamy z wzoru na objetosé rownolegtoscianu
V= v, wll = | x v) - w
[(P+a)x(p—2q)] - (p+a+r)=
=(Pxp+axp—2pxq—29xq)-(p+q+r)=
3(axp)-(Pp+q+r)=3(qxp)-p+3(qxp)-q+3(qxp) r=

=3(@xp) r=-3(pxq)-r

A wiec
V=|-3(pxq)r[=3
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7 Prosta i plaszczyzna w przestrzeni R°

7.1 Réwnanie prostej

Wyznaczanie prostej na plaszczyznie Ozy sprowadza sie do wskazania punktu, przez ktéry
prosta ma przechodzi¢ i kierunku prostej. Kierunek prostej wyznacza sie za pomoca;:

e wektora, do ktorego prosta ma by¢ rownolegta lub
e wektora, do ktoérego prosta ma by¢ prostopadia lub
e wspdélczynnika kierunkowego proste;j.

Twierdzenie 7.1 Prostal przechodzaca przez dany punkt Py = (¢, yo) i réwnolegta do danego
niezerowego wektora u = [p, q] ma réwnanie

P—

BP=tu, teR (295)

Réwnanie to przedstawia posta¢ wektorowa prostej.

u=[p,g]
f0y A 1

Y P=(x))

Yo Fy =(x0.50)

0 Ox
[

Rysunek 23: Prosta réwnolegla do Rysunek  24: Prosta  prostopadta do
wektora u. wektora N.

Moze byt ona zapisana w nastepujacych postaciach

T —xg=1p y — Yo = tq postaé¢ parametryczna t e R

r—To Y—Y , .
= posta¢ proporcji

p q (296)

T — Zo Yy=% | _p

D 7 postaé¢ wyznacznikowa

Punkt P = (z,y) lezy na prostej | wtedy i tylko wtedy, gdy I'%TD | u.
Uwzgledniajac Twierdzenie 6.23 i warunek (293) zapisany na plaszczyznie, czyli u =
[Ug, wy], vV = [vg, v,] mamy
Uz Uy — UyVy =0 (297)

—
gdzie: v = PoP =[x — 29,y — %o]; u = [p, q], stad
—
BP||u< (v —2)q— (y—y)p=0 (298)
czyli (296).
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Twierdzenie 7.2 Prosta | przechodzaca przez dany punkt Py = (xq,yo) @ prostopadta do
danego niezerowego wektora N = [A, B] ma réwnanie
—

N-RP =0 postaé wektorowa (299)

W zapisie analitycznym réwnanie to ma postaé

Az —x0) + By —yo) =0 (300)
Jest to réwnanie ogélne prostej przechodzacej przez jeden punkt.
Wprowadzajac stala C = —Axy — By otrzymujemy réwnanie prostej w postaci
ogolnej
Ar+By+C =0 (301)

Definicja 7.1 Katem nachylenia prostejl do osi O0x nazywamy kgt miedzy osiq Ox a dowol-
nym wektorem niezerowym lezacym na tej prostej, czyli <(x,l). Tangens tego kata

m = tg (x,1) (302)

nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym prostej | na ptaszczyéinie Oxy. Jezeli u =
[p>Q] 7é0 7/11” P0P7 to

m = tg (2,0) = tg (,0) = (303)
lub jezeli Py = (xo,%0), P = (x1,y1) oraz Py C I, P, C 1, to
m = tg (z,1) = tg <x P0P1> — N (304)
1 — X

Kazda prosta, ktora nie jest prostopadia do Ox ma jednoznacznie okreslony wspdtczynnik kierun-
kowy (rys. 25).

Twierdzenie 7.3 Prostal o danym wspotczynniku kierunkowym m, przechodzaca przez dany
punkt Py = (xq,yo) ma réwnanie

y—yo=m(x—x9)  postac kierunkowa prostej (305)

A

Oy

v
v

Rysunek 25: Wspélczynnik kierunkowy m. Rysunek 26: Przesuniecie b prostej [.

Wprowadzajac stala b = yp —mzy nazywana przesunieciem, otrzymamy posta¢ kierun-
kowa prostej (patrz rys. 25)
y=mx+Db (306)

gdzie: b— rzedna punktu, w ktérym prosta [ przecina o$ 0y.
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Twierdzenie 7.4 Prosta przechodzaca przez dane dwa rdézne punkty Py = (xo,y0) @ P, =
(x1,y1) ma réwnanie

T1 — Zo Y1 — Yo
Twierdzenie 7.5 Duwie proste l1,ls dane rownaniami
rT—x — r—x —
I - 1_Y~ % Iy : 2_Y— ¥ (308)

b1 q1 b2 q2

sq wzajemnie rownolegle wtedy 1 tylko wtedy, gdy wektory uy = [p1,q1] # 0, uy = [p2,q2] # 0
rownolegte odpowiednio do prostych ly,ls sq wzajemnie rownolegle, tj. gdy zachodzi proporcja

h_ 2 (309)
P2 G2
rOWNOWazina rownosci
P2 G2
Rysunek 27: Dwie proste réwnolegle.
Twierdzenie 7.6 Dwie proste l1,ls dane réwnaniami
lllAlll‘—f-Bly—f—Cl:O lgiAgZL’—i—Bgy—l—Cg:O (311)

sq wzajemnie réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy wektory Ny = [A1, B1] # 0, Ny = [Ag, Bs] #
0 prostopadte odpowiednio do prostych ly,ly sq wzajemnie réwnolegte, tj. gdy

Al Bl

1 12
LB (312)
czyli
Ay By | _
‘ A By |~ 0 (313)
Rozrozniamy tu dwa przypadki
1. Pelna proporcja wspdtczynnikow réwnan (311)
A By ()
R R 314
A2 B2 CQ ( )
e A C C, A
1 Bi| | Br Ci| |Gy A
‘ Ay By | ‘ By Cy | ‘ Cy Ay =0 (315)

Wowczas proste 1y @ ls pokrywaja sie.
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2. Zachodzi tylko proporcja (312) (proporcja (814) nie zachodzi). Wowcezas proste ly i ly sqg

rownolegle, lecz nie pokrywajq sie.

Rysunek 28: Dwie proste réwnolegle.

Twierdzenie 7.7 Dwie proste Iy i ly dane réwnaniami
ly :y =myx + by ly iy =mox + by
sa rownoleglte wtedy 1 tylko wtedy, gdy maja ten sam wspotczynnik kierunkowy
my = My
Ponadto, jezeli by = by, to proste te pokrywaja sie.
Przyklad 7.1 Zbadaé rownolegtosé nastepujacych prostych

a)2x+5y+7:0 b)x—i-y:()
dr + 10y + 15 = 0 r — vy =0

_ = 3r + 5
r — 3y + 1 =0 Yy
¢) 2z + 6y — 2 = 0 d) x;129g7

Rozwiazanie 7.1

2 5 7 A 2 1 B, 5 1 a1
“ 14 10 15 | c, 7 2

A, 42 By, 10 2
- proste réwnolegte, nie pokrywaja sie

b _ 1 1 o —t - proste przecinajaq Sie
’ L 1 ]. O Ve l2 B2 p p ] ¢ ¢
Cc 12 5 12 1 —L —Cl - proste pokrywaja sie
. I 2 - B2 - 02 p p y 1.7 < 3

Twierdzenie 7.8 Duwie proste l1,ls dane réwnosciami
rT—T1  Y—UY l'x_@—y_yz
— 9" —

ll .
Y4 a1 b2 q2

(316)

(317)

saq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy wektory u; = [p1, q1], us = [p2, g2] sa prostopadie

pip2 +qig2 =0
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Twierdzenie 7.9 Duwie proste l1,ls dane réwnaniami
11:A1x+B1y+01:O l2:A2x+B2y+02:O (319)
sq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy wektory N1 = [A1, B1|, No = [As, Bs| sq prostopadte,
czyli
A1As+ B1By =0 (320)
Twierdzenie 7.10 Duwie proste lq,ly dane réwno$ciami
li:y=mix+ b ly:y =mox + by (321)

sq prostopadte wtedy @ tylko wtedy, gdy wspdlczynniki kierunkowe spetmiajq zwiqzek

7.2 Kat dwéch prostych na plaszczyznie

Definicja 7.2 Mowiac o kacie dwdch prostych zawsze mamy na mysl kgt ostry, ktdrego
miara o = {ly,lo} < 7/2. Oznaczamy go <{l,la}. Kat dwdch prostych réwnoleglych (lub
pokrywajacych sie) jest zerowy.

Twierdzenie 7.11 Jezeli mamy dwie proste li,ly opisane dowolnymi réwnaniami (ale tego
samego rodzaju), to

o P12 + 12|
costhi b = VDGVt @ 32
B | A1 Ay + By By
cos{ly,lr} = NETES NI (324)
1 1 2 2
mp; —m
tg {11, 12} 1—i—1—mlm22 (325)

Rysunek 29: Kat pomiedzy dwiema prostymi.
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7.3 Odleglos¢ punktu od prostej
Moéwi o niej ponizsze twierdzenie.

oy 4 Twierdzenie 7.12 Najmniejsza odlegtosé punktu
M = (zp,ynm) od prostej | danej réwnaniem w
postaci ogdlnej

l: Az+By+C=0

Ax+By+C=0

wyraza sie wzorem

B |AIM +ByM—|—C’|
VI I
Dowéd 7.1 Niech P, = (xzp,yp) jest dowolnym
»  punktem prostejl (patrzrys. 30), a P = (xpr,ym)

punktem poza prostq. Jezeli Py jest punktem na
[, dla ktérego odleglosé |PPy| jest najmniejsza, to
—

d

wowczas mozemy zapisaé, ze (wektory N ¢ PPy
Rysunek 30: Odlegtosé punktu od prostej. sq réwnolegle)
—
PPL=X-N=d

|PFi|

o d = [xp — xpr, yp — Ym]. Zatem

gdzie: |\ =

_ld

d— N (326)
IN|

Mnozac (326) obustronnie przez N mamy

d|
d-N=-2N-N
IN|

Korzystamy z wlasnosci iloczynu skalarnego
d] 2, p2
Tp — A+ — B=———(A*+B
(zp — yum) (yp — ym) A2+BQ( )

Nastepnie mamy'*

Poniewaz punkt P lezy na prostej, to musi spetniaé jej réunanie
Azp+ Byp+C =0
Stad
Axp + Byp = —C (328)

Czyli
—Azxpy — Byy — C = |d] - IN]|
Ostatecznie wiec
_ |Azpy + By + C
B IN|

] (329)

HNCN = NP, ezyli g - NN = [N
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7.4 Dwusieczne katéw dwdéch przecinajacych sie prostych

Twierdzenie 7.13 Jezeli proste l1,ls dane réwnaniem

lli A1x+Bly—|—C’1:O [Al,Bl]#O
(330)
lg : Agl‘—l—Bgy—l—Cg =0 [AQ,BQ] 7&0

przecinajq sie, to rownanie
|A11' + Bly + Cl‘ . |A2I + Bgy + Cg|
VAT + B VA3 + B3

przedstawia sume dwusiecznych dy, dy prostych li,ly. Réwnanie to rozpisuje sie na dwa, opisu-
jace kazdag z dwusiecznych

(331)

A1I+B1y+01 A2I+ BQ?J‘f’Cg

= 332
NoE NZ (332)
Az + By + G4 _ _AQI + Boy + Cy (333)

Jezeli analizowane proste sa réwnolegle i rézne, to jedno z powyzszych réwnan przedstawia
prosta réwnolegdo [y i[5 i jednakowo odlegla od [; i 2, a drugie z tych rownan jest sprzeczne.

Jezeli proste pokrywaja sie [ = [ = l5, to jedno z powyzszych réwnan przedstawia prosta
[, a drugie ma posta¢ 0x + Oy = 0 i jest spetnione przez dowolny punkt ptaszczyzny Oxy.

7.5 Pek prostych

Definicja 7.3 Pekiem prostych nazywamy rodzine prostych przechodzqcych przez pewien
wspolny punkt, zwany wierzchotkiem peku, a takze rodzine prostych réunolegtych do pewnej
prostej, zwanej kierunkiem peku. Pek prostych jest wyznaczany, jezeli sq dane dwie rozne
proste tego peku.

Niech beda dane dwie proste

lll A1$+Bly+01:0
lQI A2$+Bgy+02:0

Utworzymy kombinacje liniowa tych réwnan
ANAix+Biy+Ch) +p(Asx + By +Cy) =0 (334)
Stad mamy

7.6 Prosta w przestrzeni

Wyznaczenie prostej w przestrzeni jest mozliwe na kilka sposobéw. W punkcie tym
przedstawimy sposéb, ktory polega na wskazaniu jednego punktu tej prostej oraz jej kierunku.
Kierunek prostej okreslamy definiujac wektor niezerowy, do ktérego prosta ma by¢ réwnolegta.
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7.6.1 Prosta przechodzaca przez dany punkt i ré6wnolegla do danego wektora

Prosta [ przechodzaca przez dany punkt Py = (g, yo, 20) 1 réwnolegla do danego niezerowego

wektora u = [a, b, c] (rys. 31) ma réwnanie

—

POP:tu, teR

r—x9=aty —yo=>btz —zg = ct

- posta¢ wektorowa

- posta¢ parametryczna

T—To _Y—Y _~Z— % . T
= = - posta¢ podwdjnej pro-
a b c .
porcji
S L I S U N posta¢ wyznacznikowa
a b b c a c

ranklx—xo Y—vo Z— 2
a b c

|1

- posta¢ macierzowa

(336)

Przyklad 7.2 Wyznaczyé prostq przechodzqcq przez punkt (2,5,7) i@ réwnolegla do wektora

[4,3,8].

Rozwiazanie 7.2 Najwygodniej jest wyznaczycé réwnanie w postaci proporcji podwdjnej (336).

Podstaunajgc odpowiednie dane otrzymujemy

r—2 y-—>5

z—17

4 3

- g

7.6.2 Prosta przechodzaca przez dwa rézne punkty

0z o

\4

Ox

Oy

Rysunek 31: Prosta przechodzaca przez
réwnolegla do wektora v.

Py i
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Zagadnienie to omawia twierdzenie:

Twierdzenie 7.14 Prosta przechodzaca przez
dane dwa rézine punkty Py = (xo, Yo, 20) i
Py = (x1,y1, 21) jest opisana réwnaniami

PP =tPhP teR (337)
x—x9=1t(x1 — 20)
y—1yo =1ty — o) (338)
z2— 29 =1(z1 — 20)
x_»’UO:y_yO:Z_ZO (339)
T1 — To Y1 — Yo 21— %0

7.7 Plaszczyzna w przestrzeni

Twierdzenie 7.15 Plaszczyzna G przechodzaca
przez dany punkt Py = (z0Yo,%20) ¢
prostopadta do danego niezerowego wektora
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N = [AB,C] (rys. 32) jest opisana

TOWNANIAMI
—_—
N-FP=0 - postaé wektorowa
A(x—x9)+B(y—y)+C(z2—2)=0 - postaé¢ szczegdlna (340)
Ar+By+Cz+D =0 - postaé ogdlna

Przyklad 7.3 Wyznaczyé réwnanie ptaszczyzny G symetralnej odcinka My My o koricach My =
(—=2,1,7), My = (4,5,3).

Rozwiazanie 7.3 Plaszczyzna G jest prostopadia do wektora My My i przechodzi przez punkt

My, + My, My, + My, M, + M,
POZ( 1 2 27 1y2 2y7 1 2 2):(17375>

—_
Wektor MMy = [6,4,—4]. Zgodnie z réwnaniem (340) mamy

6(x—1)4+4(y—3)—4(2—5)=0

Stad otrzymujemy
3r+2y—2241=0

Przedstawimy teraz réwnania plaszczyzny prze-
chodzacej przez dany punkt w przestrzeni i
réwnoleglej do danych dwoéch réznych wektorow.

Twierdzenie 7.16 Plaszczyzna G przechodzaca przez
dany punkt Py(zo,yo,20) ¢ méwnolegla do danych

dwdch wektordw nieréwnolegltych vi = [a1,b1,c1],

vo = [ag, by, o] (patrz rys.  33) jest opisana

TOWNANIAMI

.

PyP =1tvy+svy, t,s€R  postaé wektorowa >

T — xg = a1t + ass
Oy

Y — Yo = b1t + bas postaé parametryczna

Rysunek 32: Plaszczyzna przechodzaca

Z— 2y =1l + a5 przez Py i prostopadta do wektora N.

r — Xy aq a9
Y — Yo by by | =0 postacé wyznacznikowa
zZ — 20 C1 Co

(341)

Twierdzenie 7.17 Plaszczyzna G przechodzaca przez trzy dane punkty (patrz rys. 33), ktore
nie lez@ na jednej pTOStej PO = ($0>y0,20)> Pl = (5’31,3/1721), P2 = (5’32,9272’2) jGSt OPZ.SCLTLGJ
rownaniem wyznacznikowym

T — 2o 1 — 2o Ty — X

Y=%  yi1—Y%  Y2—Y% | =0 (342)
Z— 20 21 — R0 29 — 20
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\ 4

Ox
P
Oy / 2

Rysunek 33: Plaszczyzna przechodzaca przez punkt i réwnolegta do wektoréw i plaszczyzna
przechodzaca przez trzy punkty.

ktore jest rownowazne réunaniu

T Zo T i)
z 20 1 Z9
1 1 1 1

Twierdzenie 7.18 Plaszczyzna G zawierajgca dwie proste lq,ly rounolegle i rézne

I s AR !
1 = =

jest opisana rownaniem
r — I a To — 11

y—t b ya—y | =0 (344)

Z— 21 C zZ9 — 21

7.7.1 Postaé¢ kierunkowa plaszczyzny

Podamy twierdzenie:

Twierdzenie 7.19 Dowolnag ptaszczyzne nierdwnoleglq do osi 0z mozna przedstawi¢ réwna-
niem kierunkowym

z=ar+by+c postaé kierunkowa ptaszczyzny (345)

1 na odwrdt, dla dowolnie obranych wartosci a, b, c réwnanie to przedstawia pewng pltaszczyzne
nierounolegta do osi 0z.
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7.8 Przyklady
Przyklad 7.4 Napisaé réwnanie prostej przechodzqcej przez punkt (4,2) i

a) réwnoleglej do wektora [3,5]; e) przechodzacej przez punkt (1,—1);
b) prostopadtej do wektora [3,5]; f) tworzgcej z osig Oz kgt 60°;
c) rownoleglej do wektora [1,0]; g) tworzqcej z osig Oy kgt —45°.

d) prostopadtej do wektora [1,0];

Rozwiazanie 7.4 Przedstawimy kilka postaci rozwigzani:
—
a) Mamy o =4, yo =2,u = [3,5]. Posta¢ ogélna PyP = tu.

r—4=23t y—2=0>5t - postaé parametryczna

= - postac proporcji

- postaé wyznacznikowa

Z postaci tej dochodzimy do zapisu ogdlnego

5(x—4)—3y—-2)=0 — 5(x—4)=3(y—2)

—9="(r—14
y 5 (@—4)
5 14 .
y=3t—3 - postac kierunkowa

Czyli
or—3y—14=0

b) N = [3,5]. Zgodnie z Twierdzeniem 7.2 otrzymujemy
——
N-RBP=A(x—x0)+By—1)=0

Stad
3(z—4)+5(y—2)=0.
3r+5by—22=0 —  postaé ogdlna
3 22 L
y=-—zT + = —  postaé kierunkowa
—

c) to=4,y=2,u=1[1,0], RP=t-uczyli v —zo=t y—yo=0 —y=2

—

d) N-PbP=0,N=[1,0] czglil- (x—4)+0(y—2)=0—x =4

y—2 —1-29

e) 11 » 5 T2 ; Y2 _>x—4 11

a = 60°, tgazﬁzm%yzmx—l—b%?z\/§-4+b—>b:2(1—2\/§). Stad
y:\/§x+2(1—2\/§) luby—2:\/§(x—4)

Stgd y=x—2lwbxr—y—2=0.
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f)a=-45 tga=—-1=m,y=-2+b2=-4+bb=6,y=—x+6

Przyklad 7.5 Napisaé w postaci ogdlnej réwnanie prostej, ktoéra przechodzi przez punkt (1, 3)
i
a) jest réwnolegta do wektora [4, —1], d) przechodzi przez punkt (2,3),

b) jest prostopadla do wektora [4,—1], e) przechodzi przez punkt (1,5).
¢) przechodzi przez punkt (2,5),

Rozwiazanie 7.5 Analizujemy kolejno:

a) Wychodzimy z postaci wyznacznikowej

r—1 y—3 | B
PR EEICER R TRE B
Stad v + 4y — 13 = 0.

b) N-IDETD:4(90—1)—(y—3):0. Stad 4v —y — 1= 0.

—-2r-2-y+3=0—-2x—-—y+1=0.

Awiec0(x—1)=y—3 czyliy =3

3

3

3

3

-3 , .
3 Ceyli2(x — 1) =0(y — 3). A wiecz =1.

Przyklad 7.6 Napisaé réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (—1,4) i prostopadtej do

prostej

a) 2r—5y—7=0, d) y=23,

b) x—3y=0, e) x=3.

c) y=u,

Rozwiazanie 7.6 1. Mamy 2x — 5y — 7 =0 — Ay = 2, By = —5. Z Twierdzenia 7.9
wiemy, Ze dwie proste sq prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy

A1Ay+ BBy =0

A wiec 2Ay — 5By = 0. Jezeli przyjmiemy, ze Ay = 5, to By = 2. Stad 5(x +1) +
2(y—4) =0 czyli bx +2y — 3 =0.

2. Na mocy Twierdzenia 7.10 mamy 1 + mymg = 0. Wspdlczynnik kierunkowy prostej

20 — by — 7 = 0 jest rowny my; = % (y = %x — %) Wspdtczynnik kierunkowy prostej

prostopadtej jest rouny mo = —g. A wiec
5
= —= b
Y 235 +
Prosta ta ma przechodzié przez Py = (—1,4). Stad b przyjmuje wartosé
5 3
4==-+b—ob==
3 TV
Czyli 2y = =5z + 3. A wiec bx +2y —3 =0.
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Przykitad 7.7 Obliczyé wspdtczynnik kierunkowy prostej p, ktéra z prosta l o réwnaniu y = 2x
tworzy kat skierowany o mierze {l,p} réwnej

a) w/4 c) w3
b) —m/4 d) —m/3

Rozwiazanie 7.7 Analizujemy kolejno:

a) Korzystamy z wzoru

my — Mo
tg{l,p} = |——
g{ 7p} 1+m1m2
2 — My
=2{l,p} =n/4tg{l,p} = 1. Stgd 1 =
= 2,{lp} = /el p} = 1. Stad 1 = | 20
Przypadek 7.1
|- 2o 3
= — — Mo — —
1+ 2ms 2
Przypadek 7.2
2 — Mo 1
1= — 2 — =
1—|—2m2
Rozwigzaniem jest tylko wartosé mqo = —3.
b) my =2, tg(—m/4) = -1
. 2 — )
{14 2my
Przypadek 7.3
2 — mo 1
-1 = — Mo = —
1 +2m2
Przypadek 7.4
2 — My
1= o= —3
1+2m2

Rozwigzaniem jest tylko warto$é mq = %

Przyklad 7.8 Wyznaczyé punkt wspdlny P(xo,vo) dwdch prostych

a)  Lh:3x+2y—6=0 ly:20 —3y+6=0

b) li:x+y—10=0 ly:x=t,y=2t+1

c) [y :xcosa+ysina=a lo:xcosB+ysinf =0>

d) li :y =mux + by ly 1 y = mox + by, My # My

Rozwiazanie 7.8

D = 3 _g‘ =—-9—-4=-13

D, = _g _g ' =—-18+12=—-6

D, = 3 _g ‘ =—-18—-12=-30
szecmo—%zl—3 omzyoz%:i’—g- St@de:(lsn%)
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Przykitad 7.9 Obliczyé odlegtosé punktu P od prostej | majac dane

a) P=(57) l: 3x4+4y+12=0
b) P=(-1,-2) l: 20—y—10=0
c) P=(4,-2) l: y=—-x+5
d) P =(0,0) l: z=at+by=ct+d, |a|+|c| >0
Rozwiazanie 7.9
A B
d(P,l):| z, + By, + C|
VA2 + B2
a)
. 4. 12 15+28+12
d(P,l):|3 5+4-7+12) 15428+ 1

V9 + 16 5

Przyklad 7.10 W peku prostych wyznaczonych przez proste Iy : 2z + 3y +4 = 0 1 [y :
5 4 6y + 7 = 0 znaleZé prostq [

a) przechodzqcq przez poczatek uktadu,
b) réwnoleglq do prostej 8 + 9y + 10 = 0,
c) prostopadiej do prostej 8x + 9y + 10 = 0.
Rozwiazanie 7.10 Rownanie peku prostych ma postaé
AN2x+3y+4)+p(Br+6y+7) =0

lub

(20 +3y+4)+k(bz + 6y +7) =0, k;zg, A£0

Wstawiajac wspdtrzedne punktu P = (0,0) do powyzszego réwnania otrzymujemy

AN+ Tu=0 Tub 4+Tk=0

Czyli k = —‘—;. A wiec, poszukiwane réwnanie ma postac

4
(2x+3y+4)—?(5x—|—6y—|—7):0 lub 2z +y=0

Suma wspdtczynnikow stojacych przy x iy w peku prostych ma byé réwna wspdtczynnikom
stojacym przy x iy w réwnaniu danej prostej 8x + 9y + 10 = 0. A wiec

AN2x4+3y+4)+pu(Gr+6y+7) =0

Czyli réwnanie
X +5p)x+ (BA+6p)y+ (AN +Tu) =0

ma odpowiadad
8r+9y+10=0

Stad
2\ +5pu =8 3AN+6p=9
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p=|3 o]=-5 pi=|§ g|=n p= ] 5]

2 5
3 6
A=—-1, p=2, k=-2
Poszukiwana prosta jest opisana réwnaniem
(2x+3y+4)—20Bx+6y+7) =0 lub 8r+9+10=0

A wiec, jest to prosta z peku.
Szukamy wspdtrzednych wierzchotka peku prostych. W tym celu rozwigzujemy uktad réwnan

{ 20 +3y+4=0

br+6y+7=0
2 3 -4 3 2 —4
D_'5 6‘_—3, Dm_‘_7 6‘——3, Dy—'5 _7'—6

A wiec Py = (1, —2). Musimy teraz wyznaczyc prosta przechodzqcg przez punkt Py i prostopadiq
do prostej 8x + 9y + 10 = 0. Z warunku prostopadiosci mamy

A1A2 —|— BlBQ - 0

8A34+9B, =0
Mozna np. przyjac, ze Ay =9, By = —8. Wartosé Cy wyznaczamy korzystajac ze wspdtrzednych
Fy. A wiec
Asx + Boy +Cs =0 czyli

9z — 8y +Cy =0
9:-1-8-(=2)+Cy=0 — 9+16+Cy=0,Ch=—

Prosta jest opisana rownaniem
9r — 8y —25=0

lub

43
(2x+3y+4)—ﬁ(5x+6y+7)—0

Przyklad 7.11 Dane sq punkty A = (3,0), B = (11,0), C = (3,6). Wyznaczyé proste
zawierajace dwusieczne kgtow trdjkata ABC'.

Rozwiazanie 7.11 x —y—-3=0, z+3y—11=0, 22+y—12=0

Przyklad 7.12 Napisaé w postaci proporcji podwdine;j rownanie prostej przechodzqce) przez
punkt Py i rownoleglej do wektora u, majac dane

CL) Py = (17_370) u= [37_275]
b)) Py=(2,3,4), u=[11,0]
c) 0:(2,3,4) u=1[0,1,0]
d) 0 (273>4) u= [17O>0]
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Rozwiazanie 7.12 Na podstawie definicji mamy

T—2o Y—Yo Z<Z— %0

P q r
Stad
r—1 y+3 2
a) = = -
P9y 3y
b) L Y = ytzn. x—2=y—3,2—4=0
1 1 0
r—2 y—3 2-—-4
c) = = ,x =2, 2z =4, y— dowolne
2o yls 20y
d) 1 :yO =3 ,y=3, z=4, x— dowolne

Przyklad 7.13 Napisaé w postaci parametrycznej réunania prostej
) r—1 y—3 2-5
a = =
2 4 6
b) 20 +3=4y+5=282

Rozwiazanie 7.13 Przyjmujac

pu— pu— :t
2 4 6
otrzymujemy
r=1+2t y=3+4t z=95+61
Przyjmujagc
20 +3=4y+5=82 =1
otrzymujemy
3 n t 5 n t t
XrT = —— — = —— — Zz = —
22 YTy g

Przyklad 7.14 Napisaé réwnanie plaszczyzny, ktora przechodzi przez:

a) punkt (1, —2,—1) i jest prostopadta do wektora [1,—3,2],
b) punkt (0,2,5) i jest réwnolegta do wektoréw [1,0,0] i [2,1,—3],
c) punkty (1,0,5), (=1,2,2), (0,3,4),

x+2 x—3

x
d) dwie proste réwnolegte 14 5 =V 3 ly 5

=y=2/3.

—

Rozwiazanie 7.14 Zgodnie z Twierdzeniem 7.15 mamy N - PhP = 0. A wiec
l(x—1)=3@wy+2)+2(z+1)=0

Stad
rT—3y+22—-5=0

Zgodnie z Twierdzeniem 7.16
—_

POP = tlll + suyp
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MATEMATYKA
A wiec
x—0 1 2
y—2 0 1|=0
z—5 0 —
Czyli
0 1 1 2 1 2
7| g _3‘—(3/—2)‘0 _3‘—1—(,2—5)'0 1'—0
3(y—2)+(2—5)=0
y+z2—11=0
Zgodnie z Twierdzeniem 7.17 mamy
r—1 —-1—-1 —1 r—1 —2 -1
y—20 2 3|1=0= Y 2 3|=
z—2 2-2 2 z—2 0 2

=4(z—1)+4y—4(z—2)=0

dr+4y—42+4=0, — zrz4+y—2+1=0
Patrz Twierdzenie 7.18, a =2,b=1,c=3

z—0 2 3
y—1 1 -11=0
z4+2 3 2

Stad
r+y—2—3=0
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8 Ciagi i szeregi liczbowe

8.1 Ciag liczbowy i jego granica

Liczby naturalne

(1,2,3,4,...,n,...) (346)
liczby parzyste dodatnie
(2,4,6,8,...,2n,...) (347)
liczby nieparzyste dodatnie
(1,3,5,7,...,2n—1,...) (348)
odwrotnosci liczb naturalnych
111 1
L= ==y —, .. 4
( 7273747 7n7 > (3 9)

sa przykladami ciggow.

Definicja 8.1 Funkcje odwzorowujaca 2bior liczb naturalnych N w zbior liczb rzeczywistych

R
N —R (350)

nazywamy ciagiem nieskoriczonym o wyrazach rzeczywistych lub ciagiem liczbowym
albo krotko: ciagiem i oznaczamy

(a,) lub (ai,ag,...,an,...) (351)

Symbol n nazywamy wskaznikiem, a a, wyrazem o wskazniku n albo n— tym
wyrazem ciagu liczbowego. Do zdefiniowania ciagu liczbowego wystarczy wiec poda¢ wzér
na jego n— ty wyraz.

Uwaga 8.1 Majac na vwadze informacje uzyskane w szkole $redniej, zauwazamy, Ze odwzoro-
wanie (350) charakteryzuje sie tym, ze jego argumentami sq kolejne liczby naturalne. Nie jest
wiec odwzorowaniem, ktore ogdlnie nazywamy odwzorowaniem ciagtym. Funkcje zalezng
od argumentu zmieniajacego sie skokowo nazywamy funkcja dyskretna. Jej wartosci sq
punktamsi o wspdlrzednych (n, f(n)) lub (n,a,) (patrz rysunki w dalszej czeSci wyktadu,).

Ciag arytmetyczny (p— pierwszy wyraz, d— réznica ciagu)
(pp+d,p+2d,p+3d,....p+(n—1)d,...) (352)

oraz ciag geometryczny (p— pierwszy wyraz, g— iloraz ciagu)

n—1

(p,pa,pa*. pd’,....pg" ", ...) (353)

sa przykladami ciagéw bardziej zlozonych.
Szczegllnym przypadkiem ciggu jest ciag o takich samych wyrazach - ciag staly (c—
dowolna liczba)
(c,e,ey iy ..)) (354)

ktory jest jednoczeénie ciagiem geometrycznym (¢ = 1) i arytmetycznym (d = 0).
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Innymi przykladami ciagéw sa odwzorowania

(—1,1,-1,1,...,(=1)",...) (355)

1,10 113 1\"
2,2-2—2— . (1+=) ..
( ? 47 277 2567 Y < + n> ? ) (356)

(e /e e, e, .. ) (357)
(1\/55’/3\4/1\/5) (358)

1234 n
(355w (359)

W ciagu liczbowym bardzo wazne jest uporzadkowanie wyrazow. Ciagi

(1,1,0,0,1,1,0,0,...) (360)

(1,0,1,0,1,0,1,0,...) (361)

pomimo tej samej liczby zer i jedynek sg rézne, poniewaz ich wyrazy sa inaczej uporzadkowane.
Definicja 8.2 Mowimy, ze cigg (ay) jest:
1. rosnacy (silnie rosngcy), jezelid

VneN a, < an (362)

2. niemalejacy (stabo rosnacy), jezeli

VneN a, <an (363)

3. malejacy (silnie malejgcy), jezeli

VneN a, > an (364)

4. mierosnacy (stabo malejgcy), jezeli

VneN a,> a1 (365)

5. monotoniczny, jezeli jest niemalejacy lub nierosnacy,
6. silnie monotoniczny, jezeli jest rosnacy lub malejgcy.

Przyklad 8.1 Wykazaé, ze ciag okreslony wzorem

n
n+1

Ay =

jest rosnaqcy.

15Zapis ¥n € N czytamy: dla kazdego n nalezacego do zbioru liczb naturalnych.
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Rozwiazanie 8.1 Nalezy wykazaé, ze réznica a, 1 — a, jest dodatnia dla kazdego n € N.
Otéz dlan =m € N zachodzi
m+1 m (m+1)* —m (m+2)
T m+2 m+1l (m+l)(m+2)
1
(m+1)(m+2)

Poniewaz m jest dowolne, zatem ciag jest rosnqgcy.

Qm41 — Qm

0

Definicja 8.3 Otoczeniem U (g,¢€) liczby g o promieniu e (¢ > 0) nazywamy przedzial otwarty
(g _57g+5) ‘16

Méwimy, ze liczba y rézni sie od liczby ¢ mniej niz
8 e o ¢, jezeli nalezy do otoczenia g. Zapisujemy to

N N
. VT N yeUl(g,e) = ly—ygl<e (366)

| | »
T T v

¢ g g+e Wiemy, ze

141 < V2 < 1.42

Rysunek 34: Ot ie liczby g.
ysume oereme JeEhy g Zatem liczby 1.41 i 1.42 réznia sie od /2 mniej niz o
0.01, czyli naleza do U (\/5, 0.01).

Powiedzenie prawie wszystkie wyrazy ciagu oznacza - wszystkie wyrazy ciagu z

wyjatkiem co najwyzej skonczenie wielu.

Przyklad 8.2 Weimy pod uwage ciag o wyrazie ogdlnym

ap = —
n

Mozemy powiedzieé, Ze prawie wszystkie wyrazy tego ciggu naleza do otoczenia liczby 0 o
promieniu 0.02.

Rozwiazanie 8.2 Rzeczywiscie, odrzucajac 50 poczatkowych wyrazow tego ciagu widzimy,
ze stwierdzenie to jest prawdziwe. Wyraz as; = 5—11 1 wszystkie po nim nastepujace nalezq
do rozpatrywanego otoczenia. Latwo wykazaé, zZe dla dowolnego otoczenia liczby 0 zawsze
znajdziemy taka liczbe naturalng M, ze po skresleniu M poczatkowych wyrazow ciagu wszystkie
nastepne wyrazy o wskazniku n > M bedqg do tego otoczenia nalezaty. Niech € > 0 bedzie

promieniem dowolnego otoczenia liczby 0. Otrzymujemy nieréwnosé
1 1
—<es—n>-
n €

Za M wystarczy przyjaé dowolng liczbe naturalng nie mniejsza od 1/e.
Rozwiazanie 8.3 Gdy ¢ = 0.02, to M = 50. Dla ¢ = 0.00001 wartosé M = 100000.
Mowimy, ze liczba 0 jest granica ciggu (%) Jest ona rowniez granicq ciggu (—%)
Definicja 8.4 Ciag (a,) jest ograniczony, jezeli istnieje liczba M taka, ze

VneN |a,| <M (367)

Oznacza to, Ze istnieje przedziat ograniczony, w ktorym znajduja sie wszystkie wyrazy tego
C1agu.

16Przedziat domkniety (g — ¢, g + €) nazywamy otoczeniem domknietym liczby g o promieniu e.
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g+e

I
Wi

n g-¢

—£

Rysunek 35: Zbiezno$¢ ciagéw.

Przyk}adem ciagu ograniczonego jest ciag

a, = + L. Przykiadem ciagu nieograniczonego K

jest ciag arytmetyczny o niezerowej réznicy d.

Definicja 8.5 Liczbe g nazywamy granicaq
ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy, gdy'’

Ve>0 30>0 Vn>6 |a,—g| <e (368)

]
[ ]
[ ]
v

. sunek 36: $ci YW Ci .
co zapisujemy Rysunek 36: Wartosci wyrazéw ciagu (ay,)

g=lima, ub g¢g=Ilima,

n—oo

Definicje 8.5 wypowiadamy réwniez nastepujaco:

Definicja 8.6 Liczba g jest granica ciagu (a,), jezeli w jej dowolnym otoczeniu znajduja sie
prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,).

Przyklad 8.3 Wykazaé, ze

1+ (=1)"
lim + (=) =0
n
. . . . . . o 1+( 1)" 1
Rozwiazanie 8.4 Wypiszemy kilka poczatkowych wyrazéw ciqgu a,, = L :0,1,0, 5, 0,1 3
0, }1, 0,.... Wartosci wyrazéw ciagu przedstawione sq na rysunku 36.

Zadam'e rozwigzemy oddzielnie dla wskaznikow parzystych i nieparzystych.
Wyrazy o wskazniku nieparzystym: ag—1 = 0 dla kazdego k € N (Vk € N), wiec dla
kazdego € > 0 1 k € N prawda jest, ze

o1 € U (O,é‘)

Wyrazy o wskazniku parzystym : aq, = 2 = 2 = % dla kazdego k € N'. Zatem

2k 2k
1 2
]agk—0|<5<:>E<s<=>2k>g
Przyimiymy, ze M = % e = 50, stad M = 100. Wowczas
0 1 1 0 1 - 1
a101 = a a103 = a4 = — < —
101 » 02 = e 50, 103 B

Widzimy, ze dla n > M liczba 0 jest granicq ciagu, bo |a, — 0| < e.

17Zapis ten czytamy: Dla kazdego € > 0 istnieje taka & > 0, ze dla kazdego n > & wyrazenie |a, — g| < €.
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Definicja 8.7 Cigg, ktory ma granice nazywamy zbieZnym, a ciag, ktory nie ma granicy -
rozbiezZnym.

Twierdzenie 8.1 Ciag zbieiny jest ograniczony.

Z ograniczonoSci ciagu nie wynika jego zbieznoéé. Ciag ograniczony moze by¢ rozbiezny,
np.
(—=1,+1,—1,41,...,(=1)",...)

Przyktad 8.4 Udowodnié na podstawie definicji, ze

lim —— — 1
n—oomn + 1

Rozwiazanie 8.5 C(liag jest zbiezny do granicy skoriczonej, jezeli |a, — g| < €. A wiec mamy
wykazad, ze

n
n+1

—1‘<€

tzn. dla dowolnej liczby dodatniej € istnieje liczba 0 taka, Ze dla n > § zachodzi powyzsza
nierowno$é. Poniewaz

1 -1 1
n_ _ n_.n -+ _ _ ( 36 9)
n+1 n+1l n+1 n+1 n+1
to na mocy
L 1‘ <e¢
n+1
otrzymugjemy, Ze
1
<e 370
n+1 (370)
Rozwigzujgce ostatnia nierownosé ze wzgledu na n dochodzimy do oszacowania
1—
n>-—° (371)
€
Teraz mozemy wyznaczyé liczbe . Mianowicie, przyjmujemy
1—¢
0= 372
- (372)
1 stwierdzamy, ze dla n > 6 zachodzi nieréunos$é
n
-1 < 373
n+1 ‘ - (373)
Przyklad 8.5 Udowodni¢ na podstawie definicji, ze:
1 - 1
lim — =0 i lim [——]=0 (374)
n—oo 1, n—o00 n
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Rozwiazanie 8.6 Nieréwnosé |a, — g| < € wystepujgca w definicji granicy ciggu w obu rozwazanych
przypadkach przybiera postaé

1
— < 375
< (375)
Zaktadamy, ze € > 0. Nierdwnos$é (375) jest réwnowazna nieréwnosci
1
n> — (376)
€

Przyjmujac 6 = 1/e stwierdzamy, ze dla n > § zachodzi (374). Stwierdzenie: ciag (ay)
jest zbiezny - oznacza, Ze ciag ten ma pewng granice (skoriczong). Zbiezno$é ciggu oznacza
istnienie granicy (skoriczonej) tego ciggu.

Twierdzenie 8.2 Jezeli ciqg jest zbieiny, to ma doktadnie jedng granice.

Definicja 8.8 Mowimy, zZe cigg (a,) jest rozbiezny do +oo (czyt.: do plus nieskoriczonosci)
albo, ze ciqg (a,) ma granice (niewta$ciwag) +00 i piszemy

an, — +00 albo lim a, = +o00 (377)

n—oo

jezeli dla dowolnej liczby A istnieje liczba § taka, zZe wszystkie wyrazy ciagu (a,) o wskaznikach
n wiekszych od § sq wieksze od A

VA 3§ Yn>0 a,>A (378)

Definicja 8.9 Mowimy, ze ciag (a,) jest rozbiezny do —oo albo, zZe ciag (a,) ma granice
(niewtasciwag) —oo, co zapisujemy

Gy, — —00 albo lim a, = —o0 (379)

n—oo

jezeli dla dowolnej liczby A istnieje liczba 0 taka, Ze wszystkie wyrazy ciagu (a,) o wskaznikach
n wiekszych od 0 sq mniejsze od A

VA 36 Yn>0 a, <A (380)
Definicja 8.10 (Otoczenia +00)

1. Otoczeniem plus nieskoriczono$ci nazywamy kazdy przedzial (A, +00), gdzie A jest dowolng,
liczbg.

2. Otoczeniem minus nieskoriczono$ci nazywamy kazdy przedzial (—oo, A), gdzie A jest
dowolng liczbag.

Postugujac sie powyzszymi pojeciami mozemy powiedzie¢, ze

1. Ciag (a,) jest rozbiezny do +00, jezeli w kazdym otoczeniu plus nieskoriczonosci znajduja
sie prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

2. Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, jezeli w kazdym otoczeniu minus nieskonczonosci
znajduja sie prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Whniosek 8.1 Kazdy ciag arytmetyczny o réznicy dodatniej jest rozbieiny do +o00; kazdy ciag
arytmetyczny o rézinicy ujemnej jest rozbieiny do —oo.

Twierdzenie 8.3 (igg monotoniczny i ograniczony jest zbieziny.
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8.2 Wilasno$ci ciagu geometrycznego

Twierdzenie 8.4 Wilasnosci ciggu geometrycznego (¢") zaleza od wartosci ilorazu ciggu q, a
mianowicie:

o Jezeliq>1, to 7111_)1{.10 q" = o0

o Jezeliq=1, to nhi& " =1

o Jezeli |q| <1, to nh_)rroloqn =0

o Jezeli q < —1, to cigg (q") jest rozbiezny.

Twierdzenie 8.5 (O znaku wyrazéw ciggu)
Jezeli granica ciagu jest liczbg dodatnig, to prawie wszystkie wyrazy ciagu sq dodatnie.
Jezeli granica ciagu jest liczbg ujemna, to prawie wszystkie wyrazy ciggu sq ujemne.

Twierdzenie 8.6 (O znaku granicy ciggu)

Jezeli ciqg jest zbiezny 1 ma nieskoriczenie wiele wyrazow nieujemnych, to granica tego
ctagu jest liczba nieujemna.

Jezeli ciag jest zbiezny © ma nieskoriczenie wiele wyrazow niedodatnich, to granica tego
ciqggu jest liczbg niedodatniq.

Twierdzenie 8.7 (O relacjach miedzy granicami ciggow)
Jezeli lim a, = a, lim b, = b oraz a < b, to istnieje liczba § taka, zZe a, < b,, dlan > § 1

n—oo n—~o0

m > 0.

Jezeli lim a, = a, lim b, = b oraz a, < b, dla prawie wszystkich n, to a < b.
n—oo n—oo

8.3 Dzialania na ciagach i ich granicach. Symbole nieoznaczone

Definicja 8.11 Niech bedqg dane dwa ciagi (a,) i (b,). Ciagi (A,), (Bn), (Ch) okreslone

WZOTAMI:
A, = a,+0b, (381)
B, = a,—0b, (382)
C, = a,-b, (383)

nazywamy odpowiednio: sumg, réznica i tloczynem ciggow (ay) i (b,). Jezeli b, # 0 dla
Vn € N, to cigg (D,,) okreslony wzorem:

D, =2 (384)
nazywamy ilorazem ciggow (ay,) i (by).

Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to dzialaniom na tych ciagach odpowiadaja analogiczne
dziatania na granicach tych ciagéw. Méwi o tym nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 8.8 (O dzialaniach na ciagach)
Jezeli ciqgi (a,) t (by) sa zbiezne, to ciagi (an + by), (an —by) i (ay - by) tez sq zbiezne i
miedzy ich granicami zachodza zwiazki'®

lim (a, +b,) = lim a,+ lim b, (385)
lim (a, —b,) = lim a, — lim b, (386)
lim (a,-b,) = (hm an> : (lim bn> (387)

Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezZne oraz dla dowolnego n naturalnego b, # 0 i lim b,, # 0,

to ciag [ %2 ) jest zbiezny 1 jeqgo granica speinia réwnosé:
< bn

tn lim a,
Jimn, (b—) =~ lim by (388)
Przyklad 8.6 Obliczyé granice
2n? +n

(389)

im
n—oo 3n? 4 8
Rozwiazanie 8.7 Zauwazmy, zZe oba ciqgi (2n* +n) i (3n® + 8) sq rozbiezne, czyli

2n+n oo

11m =
n—oo 3n? +8 o0

Oznacza to, Ze nie mozemy stosowaé do nich wzoru (388). Przeksztatcimy wiec wyraz ogdlny
ciggu liczbowego (389) dzielac licznik i mianownik przez n w najwyzszej potedze, czyli przez
2
ne:
o2+ L+ 241

3n?+8 8 345

(390)

Granica ciagu (2 + %) jest rowna 2, a ciagu (3 + %) jest rowna 3. Poniewaz tak przeksztalcone
wyrazenie (390) zawiera w liczniku ¢ mianowniku ciagi zbiezne, zatem na mocy (384) otrzymu-
Jemy
0
m2in 2n’4n 2+ 2

. "2 1 .
N s A T =5 =3 (391)

. /0 .
Zapis oznacza, zZe wyrazenie w owalu przy n — oo zdaza do zera.

Odpowiedz: Granica jest réwna %

Uwaga 8.2 Wyrazenie = nazywamy nieoznaczonosciq typu = (symbolem nieoznaczonym
oo )19 o o
typu ).

18 Ponizsze relacje odczytujemy: granica sumy (réznicy, iloczynu) dwéch ciggéw jest réwna sumie (réznicy,
iloczynowi) granic tych ciagéw.
19 Czytamy: nieskoriczono$é nad nieskoriczonosé.
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Twierdzenie 8.9 Jezeli lim 22 =0, to lim z, = 0.

n—o0 n—oo

Twierdzenie 8.10 (O rachunku granic nieskoriczonych)

1. Jezeli lim a,, =0 oraz Vn a, > 0, to lim i =

+00
n—oo n—0o0 Ay,
L .1
2. Jezeli lim a, =0 orazVn a, <0, to lim — = —00
n—o0 n—oo (Ln
. . 1
3. Jezeli lim a,, =0 oraz Vn a, # 0, to lim m =400
n—00 n—00 |y

) 1
—00, to lim — =0

n—00 Oy,

4. Jezeli lim a, =

n—0o0

+o00 albo lim a,, =

n—oo

5. Jezeli lim a,, = 400, lim b, =b>0, to lim (a, - b,) = +o0
6. Jezeli lim a, = +oo, lim b, =b <0, to lim (a, - b,) = —00

n—~o0 n—oo n—oo

7. Jezeli lim a, = +o0, lim b, = +o0, to lim (a, + b,) = +00
n—oo n—oo n—oo

8. Jezeli lim a, = +oo oraz ciag (by,)

n—oo

jest ograniczony, to lim (a, + b,) = +00

Uwaga 8.3 Jezeli lim a, = +o0 ¢ lim b,

wyznaczyé po szezegdlowej analizie ciagow (ay), (bn)-

= 0, to granice lim (a, -b,) = |oco-0| mozna
n—oo

Jest to tzw. nieoznaczonosé typu

loo - 0]*° (symbol nieoznaczony typu |oo - 0|).
Whiosek 8.2 (za [4])
a, by, (an - by) | lim (a, - by,)
n c/n c c
n 1/n? 1/n 0
n? 1/n n +00
n’| —1/n -n —00
n? | (=1)"/n| (=1)"n | nie istnieje

Uwaga 8.4 Jezeli lim a, = +oo ¢ lim b,

n—oo
mozna wyznaczyé po szczegdtowej analizie ciggow (ay) i (by).
(symbol nieoznaczony typu |oo — ol ).

n—oo

|oo — oo

Przyktad 8.7 Obliczy¢ lim (vn?+n—n).

n—oo

20Czytarny: nieskoriczonos$é razy zero.
21 Czytamy: nieskoriczono$é minus nieskoriczono$é.
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Rozwiazanie 8.8 Stwierdzamy, ze jest to ciag typu |oo — oco|. Mnozac i dzielge rdznice
(\/ n?+n— n) przez sume (\/ n?+n+ n) dochodzimy do
(\/n2 n—n) (\/n2+n+n) _ n

vnt+n+n vn?t+n+n

A wiec otrzymujemy ciag typu }OO} (nieoznaczonosé typu “’o‘ ). Dzielge licznik © mianownik
przez n sprowadzamy dany ciag do postaci

vni4+n—n=

n - 1
Viitn4+n 0 B /0
Z§+,12 +1 ~/1+ +1
1
Stad nh_}nolo \/: . Odp. Granica rowna sie 5.

8.4 Warunki zbieznosci ciagu

Przy wykazywaniu zbiezno$ci ciagu liczbowego na podstawie definicji (np. Definicji 8.6)
wymagana jest znajomo$¢ jego granicy. Moze by¢ tak, ze liczba ta nie jest wczedniej znana, lecz
dany ciag, o ile jest zbiezny, wyznacza ja. Wowczas wyrazy tego ciagu sg jej przyblizeniami.

Ponizej przedstawimy twierdzenia orzekajace o zbieznodci ciagu. Opisuja one warunki
zbieznoS$ci ciagu liczbowego.

Twierdzenie 8.11 Jezeli ciag jest rosnacy i ograniczony, to jest zbiezny, a granica tego ciggu
jest liczba wieksza od dowolnego wyrazu ciagu.

Twierdzenie 8.12 Jezeli ciag jest rosngcy i nieograniczony, to jest rozbiezny do +o00.

Twierdzenie 8.13 Jezeli ciqg jest monotoniczny i nieograniczony, to jest rozbieiny do +oo
albo —oo.

Twierdzenie 8.14 (O trzech ciagach)

Jezeli dwa ciqgi (ay,) i (b,) sq zbiezne do wspdlnej granicy i jezeli wyrazy trzeciego ciggu (cy,)
poczynajac od pewnego ng € N sa zawarte miedzy odpowiednimi wyrazami tamtych ciggéw,
tzn.

an <c¢, <b, lub b, <ec, <a,

to cigg (cy,) jest zbiezny do tej samej granicy co ciqgi (ay) @ (by).

Przyklad 8.8 Wykazaé, ze

lim 22" = (392)
n—oo n

Rozwiazanie 8.9 Korzystamy z nierdwnosci
lgsmngl (393)
n n n

oraz z Twierdzenia 8.14.

130



MATEMATYKA 8. CIAGI I SZEREGI LICZBOWE

Przyklad 8.9 Udowodnié, ze jezeli c > 0, to
lim {/c=1 (394)

n—~o0

Rozwiazanie 8.10 Jezeli ¢ = 1, to wzdr (394) jest prawdziwy. Jezeli ¢ > 1, to /c > 1.
Mozna wowczas przyjaé, Ze

Ve=1+ux, (395)
gdzie x,, > 0. Mamy zatem
c:(1+xn)":1+nx’n+wxi+...+xz (396)
Stadec > 1+ nz,, a x, < % Otrzymujemy podwdjng nierownos$é
0<zy <t (397)

Poniewaz lim % =0, to na mocy twierdzenia o trzech ciggach mamy

n—oo

lim z, =0 (398)

n—oo

Z (398) po wwzglednieniu (395) wynika (394). Jezelic <1, to 2 > 1 ¢ wzor lim /2 =1 jest

¢ n—oo

prawdziwy na podstawie poprzedniej czesci dowodu, gdyz
1 1 1

lim /c= lim = =-=1 399
"—>°°\/7 n—oo /1 /e lim {/1/c 1 (399)

Przyklad 8.10 Udowodnié, ze
lim {/n=1 (400)

n—~o0

Rozwiazanie 8.11 Jest to ciag typu |oc®| (nieoznaczonodé typu |oo|). Skorzystamy z dowodu
przedstawionego w poprzednim przyktadzie. Mozemy przyjaé, Ze

Un=1+uz, (401)
gdzie x, > 0, zatem dlan = 2,3,... mamy:
-1
n:(1+xn)":1+nxn+%xi+...+xz (402)
Stad n > “2042 oraz
2
0<a?<—— 403
7 < — (403)
Wykorzystujemy twierdzenie o trzech ciggach i stwierdzamy, ze
2
lim =0 (404)
n—oo 1, —
Wobec (404) otrzymujemy, Ze
lim 22 =0 (405)
Na podstawie Twierdzenia 8.9 wiemy, Ze jezeli zachodzi (405), to réwniez zachodzi
lim z, =0 (406)

Uwzgledniajge (406) w (401) dochodzimy do (400).
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Przykitad 8.11 Obliczyé lim /8™ + 37 + 11™.

n—oo

Rozwiazanie 8.12 Zauwazmy, Ze

lim V11" < lim /8" 43" + 11" < lim v/3- 117

Poniewaz /11" =11, a /3 - 11" = 11 - /3, zatem otrzymujemy
11 < lim /8" 437+ 11" < 11- lim /3

Poniewaz
lim V3=1
to
11 < lim v8 437+ 11" < 11
n—oo
Stad otrzymujemy, Ze
nlirgo V8 4+ 3n 411" =11

Twierdzenie 8.15 (O warunku koniecznym i wystarczajacym Cauchy’ego zbieznosci ciggu)

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym zbieznosci ciagu liczbowego (ay) (do granicy
skoriczonej) jest, aby dla dowolnej liczby dodatniej € istniata liczba & taka, zZe wyrazy ciggu
o wskaznikach wiekszych od 6 rdézniq sie miedzy sobq o mniej niz o €. Zapisujemy to

Ve>0 30 Yn,m>0 |ay—a,| <e (407)

8.5 Liczba e=2,718281...

Twierdzenie 8.16 Cigg o wyrazie ogdlnym

0 = (1 + %)n (408)

Jest rosngcy.

Dowdd 8.1 Stosujge wzor dwumienny Newtona, mamy:

1 —1) /1) —D(n-=2) /1\° L /1\"
iy =140t 2D (N nn =D =2) (VT b (I
n 21 n 3! n n! \n

409
g tme =)0 (Amg) . (o) .
B 2! 3! n!
Analogicznie mamy
1 L _ V(12
an+1:1+1+ 2!Tl+1 _I_( n+1)3!( n—|—1) 4.+
(k) (2 (1= ) (1 2) Y
+ n+1l/ """ n+1 + n+1/ """ n+1
n! (n+1)!

Kazdy ze skltadnikéw wyznaczajacych sume (409) dla a, jest nie wiekszy od odpowiedniego
sktadnika (410). Zatem a, < ayy1.
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Twierdzenie 8.17 (igg

(n = (1 + l>n (411)

jest ograniczony.

Dowéd 8.2

1\" —1 1
TR T Gl
n 2! n

1-(1-23) 1-(1-1)(1-2) \"
=1+1 ” c ” -] <
LA 1-2-3 * +(n)
B I R SO N +1<1+1+1+1+ =
1-2 1-2-3 2 22 on-1
1-()"
__1 <1+1_1:3
2 2
Twierdzenie 8.18 (igg
1 n
apn, = (1 + —>
n
jest zbiezny.
Definicja 8.12 (Liczby e)
Liczbe e definiujemy wzorem:
. 1\"
e= lim (1 + —> (412)
n—oo n

Uwaga 8.5 Dowodzi sie, Ze e jest liczba niewymierna 1 jest ona w przyblizeniu réowna
e = 2.718281828459045235 . . .

Liczba e jest podstawa logarytmu naturalnego, oznaczanego In.

Twierdzenie 8.19

1\" 1
lim (1 — —) = - (413)
n—00 n (&
Dowéd 8.3 Dian > 1 mamy
1 1
1——= T (414)
n  l+-—=

Wobec tego
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Stad?? 2
1m1(1—1> hm— o lim
1 . 1 i1
hm (1+T1) " JLI{}O(l"Fﬁ) e 1 e

Przyklad 8.12 Obliczyé wartosé granicy ciagu
an = Vn3+Tn%—n (415)
Rozwiazanie 8.13 Na poczatku przeksztatcimy powyzsze wyrazenie zgodnie z wzorem

(a® +ab+b*) = (a® = b%) / (a —b)

a3—

Mamy wiec a — b = m

Czyli

3

3 7 2 _
lim (\3/713 + Tn? —n) = lim nwhmon =
e e v/ (n3 + 7n2)2 + nvn3 + Tn2 + n?
" n?
im =
n—oo /n6 + 14n® + 49n* 4+ nv/n3 + Tn? + n?

2

= lim = =
o+ 4 (] o]+ gl ()
Przyklad 8.13 Obliczyé granice ciggu

1+5+9+...+(4n—3)
14+24+3+...4+n

(416)

Rozwiazanie 8.14 W liczniku i w mianowniku mamy ciqgi arytmetyczne: pierwszy z roznicg
d =4, drugi z réznica d = 1. W obu przypadkach pierwszy wyraz ciagu p = 1. Wyznaczymy
sumy obu ciagow:

1+ (4n—3
1+5+9+”.+Mn—3):—iiéL—l-n
1
14+2+3+...+n= ;"-n
Oba ciqgi sq rozbiezne do +oo. Ale
l+@n—3)8 | 4n-2 %

lim

(1 T ) poy = 11m 1 I .
n—00 n 3 n—00 n n%oo a

n—1
22Wykorzystano tu twierdzenie lim (1 + ﬁ) = lim (1 + %)n = e oraz granice lim ﬁ =0.
2 TZL—}OO. n/a (Ln_)oc . n . Rt n/a a
2 0gélnie mamy: lim (1+%) = lim [(1+%) /} = e% oraz lim (1—%) = lim {(1—%) /} =

e ?.
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Przyklad 8.14 Obliczyé granice ciagu

1 n
(1 - ﬁ) (417)
Rozwiazanie 8.15 Poniewaz

(=5) 0= 0=3)] - 0=3) (=3)
i (o) = () (00 -

= lim (1—1) lim (1—1—1) :1-621
n—oo n n—o00 n (&

Przyklad 8.15 Obliczyé granice ciggow

1 2n 12n+1 1n+1
ve-(i-5)  we-(3) on-(1-)

Rozwiazanie 8.16 Odpowiednio przeksztatcamy

Zatem

3/22/3

2 T T

b) Rozwijamy wyrazenie

(e3) = (o) () = () () ()

Stad
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8.6 Sumowanie wyrazéw ciagu

Definicja 8.13 Jezeli dany jest ciag (ay,), to suman kolejnych wyrazéw tego ciggu (poczynajac
od pierwszego)
a, +as+as+...+a, = s, neN (418)

jest okreslona funkcja zmiennej n**.

Ponizej podamy przyklady ciagéw, dla ktérych istnieja wzory wyrazajace s, w zaleznosSci
od n:

e ciag arytmetyczny (p— wyraz pierwszy, d— réznica)

pr(p+d)+(p+2d)+...+lp+(n—1)d = g 2p+ (n — 1) d] (419)
e ciag geometryczny (p— wyraz pierwszy, ¢— iloraz, ¢ # 1)
n— 1- qn
p+pg+pg°+ ... +pg 1=p1_q (420)
e ciag liczb naturalnych
n(n+1)
1+2+3+...+n:T (421)
e cigg kwadratéow liczb naturalnych
12+22+32—|—...—|—n2:%(2n+1)(n+1) (422)
e ciag liczb nieparzystych
1+3+5+...+2n—1)=n’ (423)
e ciag kwadratow liczb nieparzystych
12—|—32+52+...—|—(2n—1)2:%(4712—1) (424)
8.7 Szereg liczbowy i jego suma
Definicja 8.14 Jezeli jest dany ciag liczbowy
(a1,a2,...,0Gn,...) (425)
to ciag sum
S1 = aq
So = a1 + Qg
S3=a; t+as+as
........................ (426)

2Dla n = 1 przyjmujemy, ze s; = aj.
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nazywamy szeregiem o wyrazach a, i oznaczamy symbolem
a+as+as+...+a,+... lub Zan (427)
n=1

Sumy (426) nazywamy sumami czeSciowymi szeregu (427). Szereg jest wiec ciagiem
sum czesciowych.

Definicja 8.15 Szereg (427) nazywamy zbieznym, gdy istnieje skoriczona granica

S = lim s, (428)

n—o0

natomiast rozbieiny w przeciwnym przypadku.
Liczbe S nazywamy sumaq szerequ. Szereg zbiezny ma sume; szereqg rozbiezny sumy nie ma.

S=a1+ay+...+a,+... lub Zan:S (429)
n=1
Whiosek 8.3 S 1+1++1+'tb"b' i
niose . zZereq —— _— _— ... ]€eSt 201ezn 0 7€g0 SUMY CzZeSclowe
12723 nn+1) 7 Y 0 JEgo St eae
L4 ! by
Sp=—mF—+ . =
1.2 2-3 n(n+1)
_11+11+11++11+11_
S\l 2 2 3 3 4) 7 n—1 n n n+1)
B 1
N n+1

tworzg ciag zbiezny do granicy 1. Liczba 1 jest sumg tego szeregu

1 1 1
—t—+. .+ ... =1= 4
1-2+2-3+ +n(n—i—l)+ S (430)

Whniosek 8.4 Szereg 14+1+1+... jest rozbiezny, bo ciag sum czeSciowych (s,) = (1,2,3,...)
jest rozbiezny.

Whniosek 8.5 Szereg (1 —1+4+1—1+4...) jest rozbiezny, bo ciag sum czeSciowych (s,) =
(1,0,1,0,...) jest rozbiezny.

Uwaga 8.6 Symbol a; + as + as + ... oznacza szereg (czyli ciag sum czeSciowych), ale jezeli
szereg jest zbiezny, to symbol ten oznacza réwniez sume szerequ (czyli liczbe). W praktyce ta
dwuznaczno$é wymaga upewnienia sie, czy dany szereg jest zbieziny.

Twierdzenie 8.20 (Warunek konieczny zbieznosci szeregqu liczbowego)
Jezeli szereg a1 +as+ ...+ ay, + ... jest zbiezny, to ciag wyrazow tego szeregu dazy do zera

lim a, =0 (431)

n—oo
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Uwaga 8.7 Nie jest stuszne (!) stwierdzenie odwrotne, czyli:

Jezeli lim a,, =0, to szereg jest zbiezny.

n—oo

Uwaga 8.8 Jezeli warunek (431) nie zachodzi, to szereg jest rozbiezny!

Przyklad 8.16 Szereg

101 n 102+ 103+ +100+n+
1000 2000 3000 ~° 1000n

jest rozbiezny, bo ciag jego wyrazow nie dgzy do 0.

Rozwiazanie 8.17 Rzeczywiscie

i oy 100470 e
im a, = lim = lim =

n—oo n—oo 10000 n—oo 1000 1000
Definicja 8.16 (Szerequ geometrycznego)

Szeregiem geometrycznym nazywamy szereq

£0

PHPI+PE A+ " = pg” (432)
n=1

w ktorym wyraz poczatkowy p i iloraz q sa liczbami dowolnyma.
Jezeli p = 0, to szereg jest zbiezny i ma sume réung 0.
Jezelip #0 i |q| > 1, to ciag wyrazéw nie dazy do 0 i szereg jest rozbiezny.
Jezeli |q| < 1, to

. . _ . I—q"
lim s, = lim (p+pq+pq2+...+pq” 1):hmp ¢ __P

Twierdzenie 8.21 Szereg geometryczny o ilorazie bezwzglednie mniejszym od 1 jest zbiezny
p

p+pq+pq2+...+pqn_1+...=1—_q dla gl <1
Whniosek 8.6 Szeregi geometryczne zbiezne
1 1 1 1
l+4=4+=4+=+...= =2
+2+4+8+ 1-1
1 1—1—1 +...= _2
2 4 8 7 1-(-3) 3
2, .3 1
l+z+a*+zx —}—...zl dla |z| <1
—x
2 _ .3 1
l—x+a*—a’+...= dla |z| <1
1+z
2, 4 .6 1
I+ +at4+2+... = dla |z| <1
1—a?
2, 4 _ 6 1
l—a 42t =2+ ... = dla |z| <1
14 a?
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Definicja 8.17 (Szeregu harmonicznego)
Szeregiem harmonicznym nazywamy szereg, ktérego wyrazy sq odwrotnosciami liczb
naturalnych

1 1 1 =1
1+§+§+"'+E+”'_;_ (433)
Twierdzenie 8.22 Szereg harmoniczny jest rozbiezny, a ciqg jego sum czeSciowych ro$nie do
+00
Przyktad szeregu
geometrycznego
o1
p 7’ q 5
1
S=—+—+—+—+..=
2 4 8 16
1
=—— —1
2 1——
2

L=1

»
>

A

Rysunek 37: Szereg geometryczny i jego suma.

Definicja 8.18 Szeregiem harmonicznym rzedu r nazywamy szereg, ktérego wyrazy sq odw-
rotnosciami r—tych poteg liczb naturalnych

oo

1 1 1 1
l+—+—+...+—+...= — 434
+ or + 3 + + o + o (434)
n=1
Twierdzenie 8.23 Szereg harmoniczny rzedu r > 1 jest zbiezny, a rzedu r < 1 jest rozbiezny.
Uwaga 8.9 Szereg harmoniczny (433) jest szeregiem rzedu r = 1.

Przyklad 8.17 Pokazemy, Ze cigg sum czeSciowych szerequ harmonicznego (433) jest nieog-
Taniczony.

Rozwiazanie 8.18 W tym celu pogrupujemy jego wyrazy

() (R ) ()
2 77T 10 17100 101 " T 1000) T

9 wyrazow 90 wyrazow 900 wyrazow

Zauwazimy, ze kazda wydzielona grupa ma wartosé wiekszq od 0.9. Uwzgledniajac dostatecznie
wiele takich grup, otrzymamy sume cze$ciowa wieksza od wybranej liczby A.
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Przyklad 8.18 Pokazemy, ze ciag sum czeSciowych (s,) szerequ harmonicznego rzedu r > 1
jest rosnacy, ale ograniczony.

Rozwiazanie 8.19 W tym celu pogrupujemy wyrazy

It et ) (=t =)+ SRR
or T o T TT 100" "~ T 999m ) T

N

9 wyrazoéw 90 wyrazow 900 wyrazow

Stwierdzamy, Ze pierwsza grupa obejmuge 9 wyrazéw, wsrdd ktérych najwiekszy ma warto$é 1.
Warto$¢ tej grupy nie przekracza 9. Druga grupa zawiera 90 wyrazow. Najwiekszy wsrod nich
ma warto$é 1/10", suma nie przekracza 90/10" = 9 - (10/107). Warto$é trzeciej grupy nie
przekracza 900/100" = 9- (100/1007) = 9- (10/107)%. Otrzymane ograniczenia gérne kolejnych
grup sq wyrazami szerequ geometrycznego o ilorazie 10/10" < 1. A wiec

1+, (W 2+
o " \10r) "

Oznacza to, ze ciag (s,) jest ograniczony.

B 9
- 10
1 - 107

Sn <9

Whiosek 8.7 Szereg harmoniczny rzedu 2 jest zbiezny i jego suma jest réwna

7].2

11 1
I4-+-4. . F—=+...=— 435
ottt - (435)

Whiosek 8.8 Szereg harmoniczny rzedu r = 1/2 jest rozbiezny

1 1

1
1+—=+—==4+..+—=+... =4+ 436
2B Vi (436)
8.8 Kryteria zbieznoSci szeregéw
Definicja 8.19 (odcinka sumowego szeregu)
Roznice
M
SM—SN:CLN+1—|—...+GM: Z Ay, (437)
n=N+1
sum czeSciowych
SM:CL1+...+(1M SN:CL1+...+(1N (438)
(M > N) szerequ a; +as+...+anx+...+ay + ... nazywamy odcinkiem sumowym danego

Szerequ.

Twierdzenie 8.24 (Warunek konieczny i wystarczajacy Cauchy’ego zbieznosci szeregu)

Szereg a1 +as+...4+a,+. .. jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby € > 0
istnieje 0 taka, zZe dla dowolnych liczb naturalnych M, N spetniajocych warunek M > N > §
odcinek sumowy any1 + ...+ ap jest bezwzglednie mniejszy od €

M

> a

n=N-+1

Ve>0 30 VM >N>6 <e (439)
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Twierdzenie 8.25 (Szeregi o wyrazach dodatnich)
Szereq o wyrazach dodatnich i sumach cze$ciowych ograniczonych jest zbiezny.

Definicja 8.20 (Majoranty, minoranty)
Jezeli majac dany szereqg o wyrazach dodatnich

ap+ag+...+a,+ ... (440)

utworzymy szereq
My +My+ ...+ M, +... (441)

o wyrazach M, > a,, to szereg ten nazywamy majoranta danego szerequ, a jezeli utworzymy
szereq
my+me+...+m,+... (442)

o wyrazach 0 < m, < a,, to szereg ten nazywamy minoranta danego szerequ.

Twierdzenie 8.26 (Kryteria poréwnawcze)
Jezeli majoranta danego szeregu jest zbiezna, to i dany szereq jest zbiezny.
Jezeli minoranta danego szerequ jest rozbiezna, to i dany szereg jest rozbieziny.

Whniosek 8.9 Szereg

1 1 1
i + o1 + 31 +...+ ] +
jest zbiezny, gdyz ma majorante
I+ -+ ! + = +
2-2 2-2-2

ktora jest szeregiem geometrycznym zbieznym.

Whniosek 8.10 Szereg

1+ = + = + = +
3 5 7 7
jest rozbiezny, gdyz ma minorante
L S I
2 4 6 2 2 3 4 7

ktora jest szeregiem harmonicznym pomnozonym przez 1/2, a wiec rozbieznym.

Twierdzenie 8.27 (Kryterium ilorazowe d’Alemberta)
Jezeli w szerequ o wyrazach dodatnich ay + as + ...+ a, + ... cigg ilorazéw a,.1/a, ma
granice mniejszaq od 1

lim 224 — g <1 (443)

n—0o0

to szereg ten jest zbiezny. Jezeli za$ granica ta jest wieksza od 1

lim 24— g > 1 (444)

n—0oo (y

to szereg ten jest rozbieziny.
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Uwaga 8.10 Kryterium d’Alemberta nie orzeka o zbieznosci szeregu, gdy lim Aol _ gy
n—oo (Ln

gdy granica ta nie istnieje.

2 n
Whniosek 8.11 Szereg 1+ % + % +...+ % +... jest zbiezny dla dowolnej dodatniej wartosci
v ody ! ! !
L A T
li —— | =1 =0<1
oo [(n—l—l)! n!] nsoo 11+ 1
2! 3! n!
Whiosek 8.12 Szereg 1 + 52 + 33 +...+ v + ... jest zbiezny, gdyz
, n+1)! nl _ 1 1
Jﬂﬁ{mﬁ TR e
n

Przyklad 8.19 Zbadaj szereg 1 + 2w + 322 + ...+ na™ ' + ..., gdzie x > 0.

Rozwiazanie 8.20 Mamy

lim {Ml N . <1+1>x:x

n—00 n n—0o0 n
Zatem szereg ten jest zbiezny dla 0 < x < 1, a rozbiezny dla x > 1. W przypadku v = 1
kryterium ilorazowe nie orzeka o zbieznosci, ale bezposrednio widaé, zZe szereg jest rozbiezny,
gdyz nie spetnia warunku (431)
lim a, =0 (445)

n—oo

Whniosek 8.13 W przypadku szeregu harmonicznego dowolnego rzedu

1 1 T T
lim |————: —| = lim o = ( lim —= =1 (446)
n—00 (n + 1) nr n—oo \n+ 1 n—oon + 1
Kryterium ilorazowe nie orzeka o zbieznosci. Mowimy, Ze szeregi harmoniczne nie reagujg na
kryterium ilorazowe.

Twierdzenie 8.28 (Kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego)
Jezeli w szerequ o wyrazach dodatnich ay +as + ...+ a, + ... cigg pierwiastkow {/a, ma
granice mniejszag od 1
lim Va,=9g<1 (447)
to szereg ten jest zbiezny. Jezeli g > 1, to szereq jest rozbieiny

Uwaga 8.11 Kryterium Cauchy’ego nie orzeka o zbieznosci szerequ, gdy nh_}nolo Ya, =1 lub
gdy granica ta nie istnieje.

Przyklad 8.20 Zbadaj szereg i_o:lnc/c“, gdzie ¢ > 1.

Rozwiazanie 8.21 Mamy

JE ey (m e

lim 4{/— = lim = =-<1
n—oo C n—o0 C C C

Szereg jest zbiezny.
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Whiosek 8.14 Szeregi harmoniczne nie reagujg na kryterium pierwiastkowe, bowiem

o)1
lim {/— =1
n—00 nr

Definicja 8.21 (Szereg naprzemienny)
Szereg, ktorego wyrazy sq naprzemian dodatnie i ujemne

a; — Qg +as—ag+ ... (448)

przy czym wszystkie liczby ay, as, . .., ay,, ... sa dodatnie, nazywamy szeregiem naprzemien-
nym.

Uwaga 8.12 Szereg (448) mozemy réwniez zapisac

(=D)" " an, an >0 (449)

n=1

Twierdzenie 8.29 (Kryterium Leibniza)
Jezeli cigg (a,) jest nierosnacy i lim a, = 0, to szereg naprzemienny jest zbiezny, suma

n—oo

czesciowa s, rozini sie od sumy S szerequ mniej nizZ 0 Gy
|Sn — S| < Gp+1

Whiosek 8.15 Ponizsze szeregi naprzemienne®

1 1 1 1 1
1—§+§—Z+g—g+... = In2 (450)

1 1 1 1 1 s
l— -+ -+ - —— = — 451
3 5 7 9 11 4 (451)
1 1 1 1 1 2
— =t -4 —=—=+... = = 452
2 4 8 * 16 32 - 3 (452)
sa zbiezne na podstawie kryterium Leibniza. Natomiast szeregi
1 1 1 1 1 9
l—-—F=——=4+-——+... = = 4
10+2 20+4 40+ ) (453)
1 1 1 1 1
1—1—0+§—2—0+§—%+... = 400 — rozbiezny (454)
nie spetniaja zatozen kryterium Leibniza.
8.9 Zbiezno$¢ bezwzgledna i zbieznos¢ warunkowa
Twierdzenie 8.30 (Zbieznos¢ bezwzgledna i zbieznosé warunkowa)
Niech bedzie dany szereg (o wyrazach dowolnych)
atazt . tan . =Y ay (455)
n=1

25SQzereg (450) nazywamy szeregiem anharmonicznym.
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oraz szereq modutow wyrazéw danego szeregu
Jaa] + laz] + .+ lan] + ... =D Jan| (456)
n=1

Jezeli szereg (455) jest zbiezny, a szereg (456) jest rozbiezny, to mowimy, zZe szereg (455) jest
zbiezny warunkowo. Jezeli szereq (456) jest zbiezny, to szereg (455) jest zbiezny bezwzglednie
(implikacja odwrotna nie zachodzi)*

Przyklad 8.21 Szeregi (452) i (453) sq bezwzglednie zbiezne. Szeregi (450) i (451) sq warunkowo
zbiezne.

Rozwiazanie 8.22 Udowodnimy to.
1

Szereg utworzony z modutéw (452) 1+ 5+ 1+ 5+ 15+ + (g)n + -+ jest szeregiem
1

geometrycznym o ilorazie ¢ = 5. Jego granice podalismy we Wniosku 8.6 (patrz réumiez

Definicja 8.21 i Twierdzenie 8.21).
Szereg utworzony z modutéow (453)

1+1_+L+1+1+1_% =
10 2 20 4 40 N

1 1 \" 1 1 1
=14+-—4+—-4.--4+| = 4+ =4 — 4+ — 4=

2 4 2 10 20 40
—1+1+1+ + 1n+ +1 1+1+1+ + 1n+ =
N 2 4 2 10 2 4 2 -
1 11
—24 —.2="
+m 5

jest suma dwdch szeregow geometrycznych o ilorazie ¢ = %

Szereg utworzony z modutéw wyrazéw szeregu (450) jest szeregiem harmonicznym rozbieznym

U I
23 "4 n

Szereg utworzony z modutéw wyrazéw szerequ (451)

UL I
3'5 7 2n — 1

jest szeregiem rozbieinym?’.

26Qzereg anharmoniczny jest zbiezny, a szereg moduléw jego wyrazéw (szereg harmoniczny) jest rozbiezny.
27B 3
owiem

L l+34+t+2+3+5 - +5g+-=1+3+5+3+5+ - —(G+7+5+5+-)=1+3+
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
staitstoo—s(+ats+ra+ts+)=s(0+a+35+1+5+)

2. Analizowany szereg ma minorant@%+%+%+...: % (1+%+%+%+...),ktéra jest rozbiezna.
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8.10 Przykiady

Przyklad 8.22 Obliczajgc s, ¢ lim s,, stwierdzi¢, czy dany szereg jest zbiezny i jaka ma
n—od
sume

) P S i
“100 " 100 T 100 T £<100
S SN o
100 ' 200 ' 100 :4
1 1 1 = 1
2 1-2+2-3+3~4+'”_;n(n+1)

(e o]

2 2 2 2
d .
)13 55 57 Zl(Qn—l)(Qn—l—l)

n—=

Rozwiazanie 8.23 Sprawdzimy warunki zbieznosci szeregow.

a) sp = 1o5; Jim an = hm 100 = 100 # 0 — ciag wyrazow nie zdgza do zera; szereg
rozbiezny.
T _ o _ 1 _
b ) S = nh—>nolo S, = +00. Jest to szereg geometryczny rozbieiny z p = 55,9 = 2. Zatem

= pi - qq = 400 (2" — 1) oraz

S = lim s, = lim

= lim 2" — 1) =
n—00 n—00 Z 400 noo 400 ( ) +oo

1

¢) Rozktadajgc kazdy wyraz a, na réznice dwdch utamkéw a,, = m = % — 7 U tworzge
sume czesSciowq otrzymujemy S, = 1 — L Zauwazimy, ze lim a, = lim ——— = 0.
Zatem ciqg wyrazow tego szerequ zdgia do zem Jest wiec spetniony warunek konieczny
zbieznosci szerequ. Nastepnie mamy s, = 1——= oraz S = lim s, = lim (1 — —) = 1.

A wiec szereg jest zbiezny i ma sume S = 1.

d) Mamy a, = m — nll_{go an = T}LH;OW% = 0. Spetniony jest warunek
konieczny zbieznosci szerequ. Nastepnie mamy a, = (%71)2(2” = 2n171 — 2n1+1. w
wyniku otrzymugjemy

1 1 n 1 1 n 1 1 n ] 1
—— -t -4 =-—=4+...=1- =S,
1 3 3 5 5 7 2n+1
S=1 li 1 ! 1
= lim s, = lim — =
n—oo n—oo on + 1

145



8. CIAGI I SZEREGI LICZBOWE MATEMATYKA

Przyklad 8.23 Zbadaé, czy poniiszy szereq spetnia warunek konieczny zbieznosci, a jezeli
spetnia, to obliczyé S = lim s,, oraz stwierdzié, czy szereg jest zbieiny i jakq ma sume.

n—oo

2SOy (v v

03 (1e3) 0 S )Y

Rozwiazanie 8.24 Przeksztalcimy poszczegdlne wyrazenia.

a) Roztozymy wyraz a, = n221 :%— Jlr Sta dag—l—ag—l—---—l—an:%—%—l—%—% %—
——|—————|— +————|———n—+1 1+——%—n}r1 = 8Sp. A wiec S = lim sn:%.
Poniewaz nhg)lo ay = nhjglo % = 0, to spelniony jest warunek zbieznosci szerequ; szereq
jest zbiezny; jego suma jest réwna %

b) Zauwazmy, Ze a, = 2n6+n3n = 3% + 2% Poniewaz lim a, = lim (% + %) = 0, to
spelniony jest warunek konieczny zbieznosSci szerequ. Widzimy, Ze szereg jest sumg
szereqgow geometrycznych

0o 1\ "
11 11 1 1-(3)" 13 1
S, = —==(14++=+...|== 3 ——. ===
1;33<332>31—§322
=11 1 1 1-(Y)"
Sy = —=—|1l4+=4+=+...| == 2 —1
2 ;271 2( ST ) 2 1-1
Stad
1 3
S==-+1==
2 + 2

c) Przeksztalcimy wyrazenie

(- VAeDatVaeD) 1
vn-vn-l i+ vn—1 Tt -1

Stad a,, = czyli lim a, = 0. Szereg spetnia warunek konieczny zbieznosci

1
Vn+yvn—1 n—o0

szeregu. Nastepnie mamy

= Y (Vi) =

m=1

= VI-V0+vV2-VI+V3-V2+...+Vn—-1-vVn-2+Vn—vVn—-1=n

A wiec s, = /n, czyli S = hm s, = lim y/n = +o00. Analizowany szereg jest rozbiezny

n—oo

(pomimo speinienia 'war'u,nku koniecznego zbieznosci!).
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d) Szereg spetnia warunek konieczny zbieznosci: lim a, = lim log (1 + %) = 0. Ale
poniewaz
. 1 1 1
> log (1+—) = log(1+1)+log (1+—) + log <1+—) =
— m 2 3
2 3 45 n (n+1)
— 1 —_ e — e — . — . R . — 1 1
OgL 2°3°1 n—1 = ] og(n+1)

czyli s, =log(n+1), a S = lim s, = lim log (n+ 1) = 400, to szereg jest rozbiezny
(pomimo speinienia warunku koniecznego zbieznosci!).

. . . , . . . 24(=1)"
e) Szereg spelnia warunek konieczny zbieznosci: lim a, = lim % =

I ol b

m=1 2m
S AR A P Y (L =
"9 22 23 D) 23 T 92n—1 22 24 T
1 1 3 1 1 1-(3H)" 3 1-(1)"
== (1+= —(1+= == 4 - L =
2(+22+ >+22<+22+ ) 2 1-1 "1 1-1

A wiec szereg jest zbiezny.

= 0. Rozlozymy

. . T o 1
f) Szereg spetnia warunek konieczny zbieznosci: lim a, = lim P

wyrazenie wymierne na utamki proste. W tym celu przyjmiemy
1 A B 1

n2+4n+3:n+1+n+3: (n+1)(n+3)

A wiec
1 1 1

n2+4n+3 2(n+1) 2(n+3)

Czyli

N 1 1+ 1 1 +1 1 . 1 1 B
n—2 n n—1 n+1 n n+2 n+1 n+3|

L S N S W TS SR
2 3 n+2 n+3) 12 20n+2) 2(n+3)

_ 5 1 1 o L
Stad s, = 75 — 5T~ 3miE) 0104 S = lim s, = lim [ﬁ ~ iy —2(n+3)] = =.

n—oo n—oo
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9 Przestrzen metryczna
Niech n bedzie ustalong liczba naturalna. Zbiér wszystkich n—wyrazowych ciagéw
T = (21,Tay...,Tp) (457)

gdzie xq, xs, ..., x, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy n—wymiarows przest-
rzenia arytmetyczna. Kazdy ciag (457) nazywamy punktem tej przestrzeni, a liczby
x1,Ta,...,T, Wspoélrzednymi tego punktu.

Definicja 9.1 Przestrzeniqa metryczng nazywamy zbior X, w ktorym kazdej parze ele-
mentéw x,y przyporzadkowana zostata liczba p (x,y), zwana odlegtoscia punktu x od punktu
Yy, spelniajaca nastepujace warunki:

1° p(z,y) >0 oraz p(x,y)=0<=z=y czyli p (z,z) =0

2° plx,y)=p(y,x) warunek symetrii

3° p(x,2) <p(z,y)+p(y, 2) nieréwnodé trojkata
Elementy x.,vy, z, ... przestrzeni metrycznej nazywamy punktami. Zamiast odlegto$é mowimy
tez metryka.

Czesto zamiast wyrazenia p (-, -) uzywamy symbolu d (-, -) od lacinskiego stowa distantia -
odlegtosé. Zamiast d (x,y) piszemy takze dist (z,y).

Whiosek 9.1 Przestrzen arytmetyczna 2—wymiarowa punktéw p = (p1,p2), ¢ = (q1,q2) z od-
legtosciq zdefiniowanag wzorem

p(p,q) = |p1 — 1] + |p2 — ¢

jest przestrzeniq metryczng.

Whiosek 9.2 Zbior funkcji f(z), g(x), ... ciaglych w przedziale < 0,1 > z odleglosciq
okreslong wzorem

p(f,g) = sup |f(z)—q(z)] (458)

0<z<L1

stanowi przestrzer metryczna.

Definicja 9.2 Przestrzen arytmetyczng n—wymiarowa z odlegloScia wyrazong wzorem

p (@) = (@1 — 10 + (@2 — 1) + - + (@0 — 90)? (459)

nazywamy n—wymiarowq przestrzeniaq euklidesowa i oznaczamy E™ lub tradycyjnie przez
R™.
9.0.1 Iloczyn skalarny

Definicja 9.3 Iloczynem skalarnym w przestrzeni wektorowej V' zdefiniowanym nad cia-
tem K liczb rzeczywistych nazywamy funkcje, ktora kazdej parze elementow x 1y € V' przypo-
rzadkowuje liczbe rzeczywistq (X,y) i spetnia nastepujace warunki:
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1. jest lintowa ze wzgledu na wektory przestrzeni V

(7x+Az,y) =7(x,y) +A(z,y) Vxy,z€V, V¥V, e K

2. (y,x) = (x,y), ¥x,y €V,

3. jest dodatnio okreslona, to znaczy (x,x) > 0 dla Vx # 0 oraz (x,x) =0 dla x = 0.

W przypadku, gdy V' € R" iloczyn skalarny jest réwny
(X7 Y) = (yT7 X) - leyz
i=1

Ponadto, dla kazdej macierzy kwadratowej stopnia n i dowolnych dwéch wektoréow x,y € V
zachodzi relacja
(Ax,y) = (x,A"y)

Przestrzen liniowa (wektorowa) V', w ktérej okreslony jest iloczyn skalarny (-, -) nazywamy
przestrzenia unitarna.

9.0.2 Norma wektora

Definicja 9.4 Niech V' bedzie przestrzeniq wektorowq nad ciatem K liczb rzeczywistych. Mo-
wimy, zZe funkcja ||| przyporzadkowujaca kazdemu elementowi v € V' liczbe rzeczywistq ||v]| €
R jest norma w przestrzeni V, jezeli spelnia nastepujgce aksjomaty:

1. () |v|=0 WveVv
(ii) |[v]| =0 <= v =0

2 avl=lalllvl  Vae K, vveV

3. lv+wl| <|v| + |lwll Vv, w eV (nieréuwno$é trojkata)

gdzie |a| oznacza warto$é bezwzgledna liczby o dla K = R.

Przestrzen liniowa V' z okre$lona w niej norma ||-||, czyli pare (V, ||-||) nazywamy przestrze-
nia unormowana. Przykladem przestrzeni unormowanej jest przestrzen R" z tak zwana
p—norma (lub norma wektorowa Héldera).

Norme wektora x o skltadowych {x;} definiujemy

n 1/p
I, = (Sle) "l 1<p<oc (460)
i=1
Kazda przestrzen unitarna jest przestrzenia unormowana, jezeli za norme przyjmiemy
1] = v/ (x,x) (461)

Kazdy wektor przestrzeni V' charakteryzujacy sie norma réwng 1 nazywamy wektorem
jednostkowym. Nalezy zapamigta¢, ze przy p — oo norma wektora [|x||, istnieje, jest
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skoniczona i réwna sie maksymalnej wartosci bezwzglednej sktadowej wektora x. Norme taka
nazywamy norma nieskonczona lub norma maksimum (niekiedy norma maksymalna)

1l = max || (462)

1<i<n
np. || [a,b,c]||e = max (|al, ], ]|c|). Jezeli p — oo, to stuszna jest relacja
lim ], = [x]..
Przyklad 9.1 Obliczyé norme maksimum wektora [8, —10, 2].
Rozwiazanie 9.1 Na podstawie definicji normy maksimum wektora (462) otrzymujemy

Jezeli p = 1, to definiujemy tak zwana norme pierwsza

Il = > lail (463)
=1

ktora jest suma bezwzglednych wartosci wspohrzednych wektor x, np. || [a,b, c] || = |a|+ 0] +
]

Przyklad 9.2 Obliczyé norme pierwsza wektora [8, —10, 2].
Rozwiazanie 9.2 Na podstawie definicji normy pierwszej (463) otrzymujemy
118, =10, 2] [l = [8] +|-10] + [2] = 20

Gdy p = 2, to na podstawie definicji (460) otrzymujemy tak zwana norme druga wektora
lub norme euklidesowa wektora

n 1/2
Il = (x,)"* = (Z |xi|2> = (%" (164)

np. l Z } — (|a|2 + |b|2). Norma druga wektora jest czesto nazywana euklidesows
2

dlugoscia wektora.
Zauwazmy, ze w przestrzeni unitarnej zdefiniowana jest norma druga, poniewaz pojawia
sie tu iloczyn skalarny wektoréw.

Wiasnos¢ 9.1 (Nieréwno$é Cauchy-Schwarza)
Dla kazdej pary wektorow x,y € R"™ zachodzi nieréwnosé

(%) = [y x| < IIx]l, [lyl, (465)
Jezeli y = ax, to dla dowolnej liczby o € R wyrazenie (465) staje sie réwnoscia.

Przyklad 9.3 Sprawdzi¢ nieréwnosé (465) dla wektorow: x = [2,—1,4], y = [1, 1, 3].
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Rozwiazanie 9.3 Obliczamy iloczyn skalarny (x,y) =2-1+ (—1)-1+44-3 = 13. Nastepnie
obliczamy wartosci normy drugiej poszczegdlnych wektorow: ||x||, = /22 + (—1)% + 42 = V/21;
lyll, = V12 + 11 4+ 32 = V/11. Stad ||x]], ||y, = v21-11 = /231 > 13.

lNoczyn skalarny w przestrzeni R"™ moze by¢ powiazany z p—norma w R" przy pomocy
nieréwnosci Holdera

1 1
1yl < xll, Iyl dla —+-=1 (466)
p q
L . —0.61541 | . 0.31052
Przykitad 9.4 Obliczyé normy wektoréw x; = 1 Xo = 0.79954
—0.78821 051411

Rozwiazanie 9.4 Wykorzystujemy definicje norm wektora dlap = 1, 2, co. Kolejno otrzymujemy:

norma X1 ||x1Hp Xo Hx2Hp
: i B 0.31052
p=1 :8'%2;% =3 || = 1.40362 0.79954 = 1.62417
L | 051411 ||,
- . N 1/2 0.31052 |
p=2 _8%2‘; = (Z |xi\2) = 1.00000 0.79954 = 1.00000
L ik =1 | —0.51411 ||
[ 0.31052 |
p =00 H [ :8%2‘;} 1 H = max |z;| = 0.78821 0.79954 = 0.79954
' o o IEER | —0.51411 |
(467)
9.0.3 Norma macierzy
Wiasnosé 9.2 Niech ||-|| bedzie normag w przestrzeni R™, a A €R™ ™ bedzie macierzq z n

liniowo niezaleznymi kolumnami. Wowczas funkcja ||-|| o2 0 wlasnosci

[A][52 = [[AX]]

jest norma macierzy w R™.
Definicja 9.5 Norma macierzy ||-|| jest funkcja przeksztalcajgeq R™*™ w R o ponizszych
wlasnosciach?®® :

L. JJA|l>0 VA e R™"i||A||=0<= A =0

2. ||eAl| = |af |A]l Va € R, VA € Rm*"

3. |A+B| <Al +|B|l VA,B e R™" (nieréunosé¢ tréjkata)

4. [[AB| < [A]-B] VA,B € R™"

28Do opisu normy wektora i normy macierzy uzywamy tego samego symbolu: |[|-||.
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Definicja 9.6 Moéwimy, ze norma macierzy ||-|| jest zgodna lub spéjna z norma wektora ||-||,
jezeli
[Ax]| < [JAfflx]|  vxeR" (468)

Twierdzenie 9.1 Niech ||-|| jest normqg wektora. Funkcje

A
i — (169)

|Al| = sup
<20 X[ x)=1

nazywamy norma macierzy indukowana przez norme wektora. Zapis sup (A) oznacza kres
gorny zbioru A. Wzér (469) mozna zapisaé uiywajge dotychczasowej notacji

| Ax],
|A[], = sup (470)
o T,
Czesto zapis
HAXII
IAfl =
0[]

nazywamy norma euklidesowa macierzy A. Jest ona réwna najwickszej wartoéci wynikaja-

cej z operacji ”H H‘T

Wyrazenie (470) jest réwnowazne réwnaniu

1Al = sup [Ax]|, = max, |Ax], (471)

lIxIl,= (Il

Ostatni zapis oznacza, ze istnieje wektor x spetniajacy warunek ||x||, =1, dla ktérego norma
|Ax]||, osiaga maksimum.

Przyklad 9.5 Wyznaczyé na podstawie powyzszego twierdzenia normy p (p = 1,2, 00) macie-
1 2 L 1
rzy A = 3 1 , jezeli x = 0l

Rozwiazanie 9.5 Na wstepie obliczymy normy wektora ||x||. Norma pierwsza wektora jest

rowna: x|, = HN { }

‘ = 1, a norma maksimum
1 2 1 .
%[, = H l 0 1 H = 1. Nastepnie obliczamy iloczyn: l 1 { = l } W zwiazku

= 1, norma druga |x|, =
1

3
z powyzszym norma pierwsza iloczynu ||Ax||; jest réwna { 5 1 = 4; norma druga ||Ax||,
1
réwna l ;; ] = V10 = 3.162, a norma maksimum réwna ||Ax|| = H { L,l)) ] H = 3. To,
2 0o

czy wektor x = l jest tym wektorem, dla ktdrego norma macierzy ||A|| osiaga kres gorny

0
. 0
wymaga dalszej analizy. Jezeli zamiast wektora x = o | wesmiemy wektor x = E
) o . . 1 2 0 2
ktorego morma p réwniez jest réowna 1, to iloczyn 3 1 1= , G poszczegdlne

w1 -

normy maja wartosci: ||Ax||, =3, [|Ax], = H { ? }
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Skad te réznice i czy ktéra$ z otrzymanych wartosci jest rzeczywiScie réwna normie p

macierzy A? Ot6z pamietajmy, ze ||All , = Sup || Ax]| , 1 norma macierzy przyjmuje warto$¢
ll<|l,,=1

kresu gérnego normy iloczynu macierzy A i wektora x, ktérego norma p jest réwna 1, ||x||, =
1. Istnieje nieskoniczenie wiele takich wektoréw. Na przyklad, normy pierwsze wektoréow

X = ¢

sa réwne jednoéci dla kazdego t €< 0;1 >, tj. |[|x[|; =

]

Podobnie jest z wektorami, ktérych norma maksimum

L | 1x= {
t 1-1¢ . L .
- = . = |t| + |1 —t|, a poniewaz t jest dodatnie, to
N 1 1
‘ 1=t =t+1—-1t=
t 1

1

1.
: . o t ] 1 , :
jest réwna jednosci, tj. x = 1 lub x = ; dla kazdego t €< 0;1 >, czyli ||x||, =

H[ 1 H‘ = Hl i ”’ = 1. Analogicznie wyznaczamy wektory, ktérych norma druga
t ST _ 2
réwna sie 1: x|, = ‘ I = /E2+1-1) =1l x|, = H[ 175 ! ]
1112 9

V2 + (1 —12) =1 dla kazdego t €< 0;1 >.

W ten sposéb norma maksimum wektora ||x|| ., = max |z;| indukuje norme maksimum
1<i<n

macierzy
n
max 2 | i (472)
j:

Jest to maksymalna suma bezwzglednych wartosci elementéw stojacych w ¢—tym wierszu
macierzy A. Oznacza to, ze kresem gérnym iloczynu

o iz (13 1][1]) - 327
[Ix]| =1 * te<on> 31 t te<o> | 3+t

oraz iloczynu

o o ([ 2[4 [ 422
1]l o =1 > te<0;1> 31 1 te<0;1> 3t+1

- l1+%
sa wartosci

t=1
}H = 4 oraz
[oe)

l ; t+ 2 }H '=' 4. Zobaczmy, ze zgodnie z (472)

3+t +1
. . . 1 2
|A||, réwna sie dokladnie 4, ||A]|_ = 3 1 =4.

A wiec, jezeli

a=ls 3] ]
LA

Pokazalismy, ze rzeczywiScie norma maksimum wektora indukuje norme maksimum macierzy.

to

[All = sup [|Ax|,, = max [|Ax[, = max
a1 oo =1 Il oo =1
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5 =7 1
Przykitad 9.6 Wyznaczyé norme maksimum macierzy A = | =3 3 5 |. Sprawdzié, ile
12 5 4

wynosi norma ||Ax| ., jezelix=1[1 1 1 }T.

Rozwiazanie 9.6 Norma maksimum macierzy A zgodnie z (472) jest réwna

5 =7 1
Al =] -3 35 = max(13,11,21) = 21
H 125 4|
5 =7 1 [ 1 -1
Wykonujemy mnozenie Ax = | —=3 3 5 1| = 5 |. A wiec ||Ax|| = 21.
12 5 4 i 1 21

Przejdzmy teraz do wyznaczenia normy pierwszej macierzy A. Obliczamy ja na podstawie

relacji
n

Al = o > o (473)

Jest to maksymalna suma bezwzglednych wartosci elementéw stojacych w j—tej kolumnie
macierzy A. A wiec, jezeli
1 2
A=l 1]

to zgodnie z (473) norma ||A||; = 4. Sprawdzimy, czy norma pierwsza wektora indukuje norme
pierwsza macierzy. Przypominamy, ze

[Afly = sup [|Ax|[, = max [[Ax]|,

Ixl, =1 lIx[l;=1

oraz X = lit lub x = {1 ;t } Jak pamietamy, normy pierwsze tych wektorow dla
t €<0,1>s3réwne 1. W zwiazku z tym
v 2] ot 1 [ -t+2
Ax=13 1 _l—t___1+2t1
lub
(1 27 [1—-¢t] [ 1+¢
AX=1g3 1| ¢ _‘_3—215]

i normy pierwsze wektora Ax

—t+2
1+4+2¢

141
3—2t

M TV S PP
1

lub

=14t +|-3+2=1+1+3-2=4—1=4
1
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Odpowiednie wektory maja postac

t=1 x:_(l)_
1T
t=0 X__O_

Rzeczywiscie, norma pierwsza wektora indukuje norme pierwsza macierzy.

5 =7 1
Przykiad 9.7 Obliczyé norme pierwszq macierzy A = | —3 3 5 |. Wyznaczyé normy
12 5 4

pierwsze loczynow Ax;, jezeli x, = [ 1 00 }T, Xy = [ 010 }T 1 X3 = [ 0 01 ]T.
Rozwiazanie 9.7 Norma pierwsza macierzy A zgodnie z (473) jest réwna
5 =7 1
|All, = -3 3 5 = max(20, 15,10) = 20
12 5 4

1

@ [ Axyl, = 20, [[Axa], = 15 i [ Axy]], = 10.
Jezeli macierz A jest macierza symetryczna, to ||All; = [|A] ..

Przykitad 9.8 Obliczyé normy dla p =1 i p = oo macierzy symetrycznej

5 —7 1
A=| -7 35
1 5 4
5 =7 1
Rozwiazanie 9.8 Norma pierwsza réwna sie: ||All; = -7 35 = 15 1 jest
15 4|,
to maksymalna suma wartosci bezwzglednych elementow drugiej kolumny, natomiast norma
5 =7 1
maksimum jest rowna: |A| = -7 35 = 15 i jest to maksymalna suma wartosci
15 4]
bezwzglednych elementéw drugiego wiersza. A wiec: ||All; = [|A]| -

Na zakoficzenie sprawdzimy, czy norma druga wektora indukuje norme druga macierzy.
Jest to norma, ktéra przy obliczaniu stwarza najwiecej trudnoéci. Czesto nazywana jest
norma spektralna macierzy.

Wychodzac z definicji normy indukowanej (469), otrzymujemy

A
1AL, = sup 1A%l _ 0 ax,
<20 (1%l =t
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Pomijajac zlozone przeksztalcenia mozemy norma 2
réwniez napisac, ze 3.57
|All, = max A(ATA) (474) 3
AeSpect(ATA) 1

gdzie przez Spect(B) rozumiemy zbiér wartosci
wlasnych macierzy B.
Biorac pod uwage (474) otrzymujemy dla
macierzy A = l L2 }
31
5)

1 2
e[ 2],-3

Pamietamy rowniez postacie wektoréw,
ktérych norma druga jest réwna 1. Sa to:

L] o[

+ %\/3 — 3.618

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Rysunek 38: Norma druga macierzy Ax;.

Vv1—t2 t
Tak wiec:
A 1 2 t norma2 ]
Xl_{z& 1“«1-#}_ o
C[t42/I=P 5
3tV i
1 2][VI-r |
S I
| 2t+vI-t2 0.51
S t+3V1I-12 ]
Stad 1 -08 06 04 -02 0 02 04 06 08 1
t+2v1 —¢2

A = 5t2 10t3/ 1—12+ 475

Al H{ 3t—|—\/1—t2} }s/nelj_39 adruga macierzy Axg )
] 2t 4+ V1 —¢t2 B 9 5

[Axa ||, = H[HWWH' —\/ 5t2 4 10tv1 — 12 4 10 (476)

Funkcja (475) osiaga maksimum réwne 2 + 2v/5 = 3.618 dla t; = /3 + /5 = 0.85065.
Jej przebieg jest przedstawiony na rysunku 38.

Funkcja (476) osiaga maksimum réwniez réwne 2+1+/5 aledlat, = /4 — /5 = 0.52573.
Jej przebieg jest przedstawiony na rysunku 39.

A wiec wektory x; i X2 maja wspélrzedne

_[ t ]_ 3+ wVh Nl0.85065]
X1 = = : ~

Vi—18 15 0.52573

[Axq |, = \/5t% +10t/1-8+5=3+15
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=

N _[«/1—@]_ Vi~ 1Vo Nl0.52573]
2 — = ~
ty I 0.85065

|Axell, = \/ =513+ 102/T— B +10 = 3 + 115

i+ 5Vo Vi~ 1Vo
Poniewaz ||xi|, = =11 |[x, = i 110 = 1 oraz
- 2 Vi+svE |,

|A]l, = [|[Axi|l, = [|[Axs]l, = 2 + /5 = 3.618, to norma druga wektora indukuje norme
druga macierzy.

N|=

N|=
sl=

N =
sl=
T 5

1
2
Przykilad 9.9 Obliczyé norme drugg macierzy symetryczney:

5 =7
A=| -7 3
1 5

B~ ot

Rozwiazanie 9.9 Poniewaz w przypadku macierzy symetrycznych macierz transponowana
jest réwna macierzy wyjsciowej AT = A, to wystarczy wyznaczyé maksymalna warto$é wltasna
macierzy A. Wielomian charakterystyczny ma postaé: N> — 120% — 28\ + 334 = 0. Stad
Spect(A) = {—5.2806, 5.2634, 12.017}. A wiec:

|All, = 12.017
9.0.4 Szczegodlne przypadki normy drugiej macierzy
Do szczegélnych przypadkéw normy drugiej macierzy zaliczamy:
2
L [|ATA], = 1Al
2. [|AT]l, = Al
3. Jezeli A jest rzeczywista macierza symetryczna, to ||All, = p(A)

4. Ponadto: A]2 < Al |A]l.

Przykitad 9.10 Obliczyé norme drugq niesymetrycznej macierzy A € R™ " :

Rozwiazanie 9.10 Poniewaz macierz A nie jest macierzq symetryczna, to zgodnie z (39)
musimy skonstruowaé macierz transponowana AT i nastepnie wykonaé mnozenie ATA :

5 —3 12
AT=| -7 3 5
1 5 4
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5 —3 12 5 —7 1 178 16 38
ATA=| -7 3 5 -3 3 5| = 16 83 28
1 5 4 12 5 4 38 28 42

Otrzymalismy macierz symetryczna. Obliczymy jej warto$ci wlasne na podstawie wielomianu
charakterystycznego macierzy:

A% — 303)\% + 23252\ — 384400 = 0

Stad: M\ = 22.792, Xy = 87.534 i A3 = 192.67. Poniewaz |A|, = sma()iTA)\/)\_i =
A; ESpect

V192.67 = 13.881, zatem ||Al|, = 13.881. Zauwazmy ponadto, zZe zachodzi tu nierdwnosé
A2 < |A]l, ||All,. Mianowicie: 13.881% = 192.68 < 20 - 21 = 420.

9.0.5 Norma Frobeniusa

Zamiast normy spektralnej (normy drugiej) macierzy w praktyce czesto wykorzystuje sie
tak zwana norme Frobeniusa

1Al = (ZZ |asj] ) tr(AAT) (477)

=1 j=1

lub norme Hilberta-Schmidta (niekiedy nazywana réwniez norma euklidesowa macierzy
A €C™, C— przestrzen zespolona) definiowana dla A € R™*"™ podobnie jak norma Frobeniusa

n n 1/2
2
Al s = <ZZ|%’| )
i—1 j—1

Funkcja okre$lona wyrazeniem (477) jest zgodna z euklidesowa norma druga wektora.
Rzeczywiscie

|Ax]; = Z

=1

E :amx]

7j=1

= Z <Z|%! Z!%I ) = Al 1l

Norma Frobeniusa macierzy jednostkowej I,, jest réwna: ||L,||, = v/n.

9.0.6 Przyklady

Przykilad 9.11 Obliczyé norme Frobeniusa macierzy A € R™*"

o —3 12
A=| -7 3 5
1 5 4

Rozwiazanie 9.11 Zgodnie z (40) otrzymujemy

5 =3 12
1A, =] =7 3 5 || =303
1 5 4
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Sprawdzimy, czy druga relacja opisujgca norme Frobeniusa (40) jest prawdziwa. Otéz

T

5 —3 12 5 —3 12 178 16 38
AAT=| -7 3 5 -7 3 5 = 16 83 28
1 5 4 1 5 4 38 28 42

Slad macierzy AAT przyjmuje wartosé
tr(AAT) =303
Stad
|A|, = \/tr(AAT) = V303

Przyklad 9.12 Obliczyé normy macierzy niesymetrycznej

1 -3
Rozwiazanie 9.12 Poznalismy norme pierwsza, druga, maksimum i Frobeniusa, zatem otrzy-

mujemy

Al =6 [All,=3v65+3v13=58339 [|Al =7 [|A]p=V39

9.1 OkreS$lono$¢ macierzy i okre$lonos$¢ formy kwadratowej

Definicja 9.7 Mowimy, Ze macierz A € R™" jest dodatnio okreslona w R", jezeli
(Ax,x) =x"Ax>0 VxeR", x#0 (478)

Jezeli nierdunodé ostra zastapimy nieréwnosciq stabg (>), to moéwimy, ze macierz A jest
macierzq dodatnio pétokreslona.

Niech A jest macierza symetryczna. Wyrazenie xI Ax w R? i dla x # 0 rozpisujemy
nastepujaco:

XTAX: [$1>$2] |:Z i} [i; 1 _ [$17I2] [Ziiiiiz ] :ax%—|—2bx1x2—|—cx3 (479)

a b
b ¢

Wyrazenie @ (11, 79) = ax? + 2br1xy + cxi = Az} + 2Bxy29 + C23 nazywamy forma
kwadratowa macierzy A w R2.

Na przykiad, niech

gdzie A =

, X = [1‘1,1'2].

1 2 -1
A= 2 -3 0
-1 0 7
to -
x 1 2 —1 T
o2 Fday — 202 =3+ 7= |y 2 -3 0 Y
z -1 0 7 z
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jest forma kwadratowa macierzy A. Formag kwadratowa pewnej macierzy B w R? jest np.

wyrazenie: q (1,2, ¥3) = 43 + 5r12 — 22123 + VTroxs — 123 — 923

Na podstawie znaku prawej strony wyrazenia (479) mozemy wyznaczy¢ okre$lono$¢ ma-
cierzy A dla wszystkich wektoréw x # 0. I tak:

Definicja 9.8 Macierz Asyo jest dodatnio okreslona, jezeli x' Ax > 0 Vx € R?\{0}
Definicja 9.9 Macierz Aoy jest dodatnio pétokreslona, jezeli x¥ Ax > 0 vx € R?\{0}
Definicja 9.10 Macierz Asys jest ujemnie okreslona, jezeli x' Ax < 0 vx € R*\{0}
Definicja 9.11 Macierz Ay jest ujemnie potokreslona, jezeli x¥ Ax < 0 vx € R*\{0}.

O macierzach spehiajacych warunek x? Ax = 0 Vx € R*\{0} méwimy réwniez, ze
sa nieokreslone.

Powyzsze definicje sa prawdziwe dla macierzy symetrycznych dowolnego stopnia A € R"™*™.
Jezeli ktorys z elementéw stojacych na przekatnej gléwnej macierzy A

ann
jest ujemny lub réwny zeru (a; < 0), to macierz A nie jest macierza dodatnio okreslona.

Podobnie, jezeli ktory$ z elementéw stojacych na przekatnej gwnej macierzy A jest dodatni
lub réwny zeru (a; > 0), to macierz A nie jest macierza ujemnie okreslona.

Whniosek 9.3 Jezeli elementy stojace na przekagtnej gtownej macierzy A przyjmujg rézne
znaki, to taka macierz jest macierza nieokreslong.

Twierdzenie 9.2 (Kryterium elementéw gtéwnych) Macierz A, x, jest ujemnie okreslona,
jezeli warto$ci gtownych minorow zmieniaja znak naprzemiennie, poczawszy od Dy < 0, to
zZnaczy
D, <0 Dy >0 D3<0 Dy > 0 td.
Uwaga 9.1 Okreslonos$é formy kwadratowej jest rownowazna okreslonosci macierzy.
Przyklad 9.13 Sprawdzié¢ okreslonosé formy kwadratowej
q(z,y, 2) = —42* — 2> — 22 + 4oy + 222

Rozwiazanie 9.13 Macierz odpowiadajgca powyzszej formie kwadratowej ma postaé

-4 2 1
2 =2 0
1 0 -1
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Poszczegolne wyznaczniki gtowne przyjmuja wartosci

D1 = |a11|:|—4|:—4<0
-4 2

Dy = 9 _9 =8—-4=4
-4 2 1

Dy = 2 =2 0|=-2
1 0 —1

A wiec, macierz jest macierzq ujemnie okreSlona, czyli forma kwadratowa jest forma ujemnie
okreslong.

Wréémy do zapisu (479)
x’ Ax =az} + 2bx129 + CT5

Dodajmy i odejmijmy od prawej strony (479) wyrazenie %x% W rezultacie otrzymamy

xT'Ax = ax?+ 2bxyzy + cx3 +

_ (480)

a a
b\’ e

= a (xl + —x2> + Mm%
a a

Poniewaz (xl + %Ig) i 22 sa dodatnie, to okreslono$¢ macierzy A wynika ze znaku elementu

(ac—bz) .

1. Jezeli a > 0 i ac — b* > 0, to forma kwadratowa (480), a tym samym macierz A jest
2 —1
-1 1

a 1 znaku utamka

dodatnio okre$lona, np. macierz A = { } jest macierza dodatnio okreSlona.

2. Jezelia > 0iac—0? > 0, to macierz A jest macierza dodatnio pétokreslona, np. macierz

A= { _1 _1 } jest macierzg dodatnio pétokreglong (w tym przypadku ac — b? = 0).
3. Jezeli @ > 0 i ac — b* > 0, to macierz A jest macierza dodatnio pélokreslona, np.

macierz A = 00 } jest macierza dodatnio pétokreslona (w tym przypadku a = 0 i

0 1
ac —b* =0).
4. Jezeli a < 01 ac — b* < 0, to macierz A jest macierza ujemnie pétokreslona, np. A =
-1 -1
-1 =1
5. Jezeli a < 01 ac — b* > 0, to macierz A jest macierza ujemnie okre$lona, np. A =
-2 -1
-1 -1

6. Jezelia < 0iac—b% < 0, to macierz A jest macierza nieokre$lona, np. A = l _(1) _1 ] )
-2 2
B = { 2 —1 ]
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9. PRZESTRZEN METRYCZNA MATEMATYKA

Na zakonczenie przedstawimy kilka wnioskéw.

Whniosek 9.4 Jezeli macierz A nie jest macierzq ant ujemnie
potokreslonq, ant dodatnio pétokreslona, to jest macierzag nieokreslona.

:
|
=
2
5
g
T

Whniosek 9.5 Macierz jednostkowa I jest macierzq dodatnio okreslona.

Whniosek 9.6 Kazdej macierzy dowolnie okreslonej odpowiada forma
kwadratowa o okreslonosci danej macierzy.

2 2
2 -1

e[ 2] [ 3] [0 ]-

2
= 222 + 4x119 — 2% = 2% — 2 (21 — 79)

Jezeli B = { B } i x = [z1, 72, tO

- forma kwadratowa jest nieokreslona (réznica kwadratéw), bo macierz . .
. . ) i . Rysunek 40: Stozkowe.
A jest macierza nieokre$lona itd.

_ _1
Jezeli przyjmiemy, ze macierz A = l _? ; ] , to %A = l _i i } i forma kwadratowa
2

T1 : . 2 2 _ 17,2 2 2] 5 ; ;
x 5Ax jest réwna x{ — 1179 + 15 = 3 [:L"l + (1 —22)" + xQ} i jest zawsze dodatnia (suma
trzech kwadratéw), z wyjatkiem x = 0. Ostatnig forme kwadratowa mozemy réwniez zapisac

. , , 2
w postaci sumy dwoch kwadratéw: x% — 1279 + x% = (acl — %Ig) + %x% Forme kwadratowa

2
xTAx = 222 — 22119 + 222 przedstawimy w innej postaci, mianowicie x’ Ax = 3 <%> +

2
1 mﬁ) . Latwo sprawdzi¢, ze wspoélczynniki 3 i 1 sg warto$ciami wlasnymi macierzy A, a

wektory [%, —%} i [%, %} sg wektorami wlasnymi tej macierzy.
. . 1 -1 C ..
Jezeli macierz B = [ 11 to odpowiadajaca jej forma kwadratowa ma postaé

xI'Bx = 22—z 29 +73 = (21 — 1'2)2, ktéra przyjmuje wartosci dodatnie lub zero. A wiec w tym
przypadku macierz B jest macierza dodatnio pélokreslona. Natomiast macierz symetryczna

1 - . . .
C= [ _ ? } generuje dodatniag lub ujemna forme kwadratowa, zalezna od wspétrzednych

. . . 2 Lot 2
wektora x. Mianowicie: x’ Cx = 23 — 6x115 + 23 = (71 — 322)” — 873 - réznica kwadratéw.
Macierz C jest macierza nieokre$lona.
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10 Funkcje jednej zmiennej

10.1 Otoczenie i sasiedztwo. Punkt skupienia. Definicja funkcji
zmiennej x.

Niech ¢ oznacza dowolng liczbe rzeczywista, a 0 dowolna liczbe rzeczywista dodatnia

cER

0>0, 0eR (481)

Definicja 10.1 (Otoczenia)
Przedziat (¢ — 0; ¢+ 0) nazywamy otoczeniem obustronnym punktu ¢ o promieniu § i

oznaczamy
U (¢; 0) (482)

Otoczenia jednostronne definiujemy nastepujgco:

e otoczenie prawostronne punktu ¢ o promieniu §: przedziat

<ce+0) (483)

e otoczenie lewostronne punktu ¢ o promieniu 0: przedziat

(c—0d;¢> (484)

Definicja 10.2 (Sgsiedztwa)
Przedzial (c;c+ §) nazywamy sgsiedztwem prawostronnym punktu ¢ o promieniu J.
Przedziat (c — §;¢) nazywamy sasiedztwem lewostronnym punktu ¢ o promieniu J.
Sume sasiedztw jednostronnych nazywamy sasiedztwem punktu c¢ o promieniu 6 i ozna-
czamy

S(c;6) <= (c—0;c+9)—{c} (485)
z powyzszych definicji wynikaja nastepujace wnioski:
1L.xeU(gd) <= |r—cl <o
2.2€8(o) <= 0<|xr—c| <9
3. Punkt c nalezy do kazdego ze swych otoczen

4. Punkt ¢ nie nalezy do zadnego ze swych sasiedztw.

Przedzial (§; +00) nazywamy otoczeniem (lub sqsiedztwem) plus nieskoriczonosci.

Przedziat (—oo; —0) nazywamy otoczeniem minus nieskoriczonosci.

Symbole 400 1 —o0 nie oznaczaja ani liczb, ani punktéow na osi liczbowej. Nazywamy je
liczbama nieskoriczonymi lub punktami niewta$ciwymi. W odniesieniu do punktow niewtasciwych
terminy otoczenia i sqsiedztwo saq réwnowazne.

Niech X CRiY Cc R*»

29 Zapis ten czytamy: zbiér X jest podzbiorem zbioru R.
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10. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ MATEMATYKA

Definicja 10.3 (Funkcji)
Odwzorowanie [ : X — Y nazywamy funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywister.

Uwaga 10.1 Zwykle stosujemy oznaczenie y = f (x) dla z € X.
Definicja 10.4 (Dziedziny i przeciwdziedziny)
1. Zbior X nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy Df.
2. Zbior Rf ={y:y = f(x) Nz € Df} nazywamy przeciwdziedzing funkcji f.
3. Jezeli Rf #Y, to mowimy, ze f odwzorowuje X w'Y .
4. Jezeli Rf =Y, to mowimy, ze [ odwzorowuje X na 'Y .
5

. Jezeli funkcja rzeczywista jednej zmiennej rzeczywistej jest okreslona za pomoca wzoru
y = f(x), to zbior {z : f(x) € R} nazywamy dziedzing naturalng tej funkcji.

Definicja 10.5 (Wykresu)
Zbior {(z,y) :x € Df Ny = f (z)} nazywamy wykresem funkcji f (x).

Przyklad 10.1 Funkcjay = 22 jest nieujemna w kazdym otoczeniu 0 oraz dodatnia w kazdym
sasiedztwie 0 (rys. 41), a funkcja y = Inx jest ujemna w prawostronnym sasiedztwie 0 oraz
dodatnia w pewnym sqsiedztwie +00 (rys. 42).

Rozwiazanie 10.1 Wystarczy przedyskutowaé rysunki 41 i 42.

Alnx

-2 -1 0 1 2

U(0,8) -8

5(0,8)
Rysunek 41: Otoczenie i sasiedztwo Rysunek 42: Prawostronne otoczenie i sasiedztwo
punktu 0. punktu 0.

Definicja 10.6 (Punktu skupienia)
Punkt ¢ nazywamy punktem skupienia zbioru D C R, jezeli w kazdym sasiedztwie punktu
c znajduje sie przynajmnie] jeden punkt zbioru D.
Punkt c jest wiec punktem skupienia zbioru D wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje ciag punktow
(w1, 9,...) takich, ze dla wszystkich n € N
€D , x,#c¢ , limz,=c (486)

n—oo

Whiosek 10.1 Liczba 1 jest punktem skupienia zbioru liczb 25, gdzie n € N.

30 Jest to odwzorowanie f zbioru X w zbiér V.
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10.2 Rodzaje funkcji

W punkcie tym oméwimy podstawowe typy funkcji zmiennej z.

10.2.1 Okre$lanie funkcji jednej zmiennej

Funkcje jednej zmiennej moga by¢ okreslane:

1. w postaci jawnej, wéwczas y jest wyrazone przez x za pomoca wzoru y = f(x);

2. w postaci uwiklanej, gdy z i y sa w relacji F(z,y) = 0, np. y> — 2% — /2 = 0 lub
re¥ —ye® —2=0;

3. w postaci parametrycznej, gdy wartoéci x i y sa wyrazone przez trzecia zmienng ¢
(parametr) za pomoca réwnan x = ¢(t),y = 1(t), np. x = rsint,y = rcost.
10.2.2 Funkcje wzajemnie odwrotne

Dwie funkcje v = f(z) i = = ¢(y)
nazywamy wzajemnie odwrotnymsi, jezeli kazda

;‘ 3 ;o para wartoSci a,b spehliajaca warunek b =
o) g /’" f(a) spelia tez warunek a = ¢(b) i odwrotnie:
/v_///// 03 kazda para wartoSci b, a spelmiajaca warunek
TTETTEUTEL ST a = (b) spelnia tez warunek b = f(a).
N 7
B M Uwaga 10.2 Aby funkcja y = f(z) byla
47 1.5

odwracalna, musi byé jednoznaczna (tj. réznym
warto$ciom y odpowiadajg rézine wartosci x)
Rysunek 43: Funkcje y = €%, y = Inz, y = sinz i jednokrotna (tzn.  réinym wartoSciom x
iy =arcsinz. odpowiadajg rdzne wartosci y). Funkcja
odwrotna jest rowniez jednoznaczna i jednokrotna. Funkcje odwrotng zapisujemy jako funkcje
zmiennej x; zamiast © = p(y) piszemy y = (x). Wykresy funkcji y = f(z) iy = ¢(x) sq
symetryczne wzgledem prostej y = x.

Ponizej przedstawione sa przyktady funkcji odwrotnych. Zostaly one zapisane zgodnie z
regula przytoczong w powyzszej uwadze: w drugiej kolumnie = = ¢(y), w nastepnej y = ¢(x).

y=1  a=y§ y=+7

T

oz C2y—1 2z —1

C2—x . y+1 4 r+1

Y

10.2.3 Funkcje elementarne

Definicja 10.7 Funkcje elementarne sa to funkcje okreslone wzorami zawierajgcymi skoriczong
liczbe operacyi algebraicznych wykonanych na zmiennej niezaleznej, na funkcji oraz na pewnych
statych.
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10. FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ MATEMATYKA

Funkcje elementarne dzielimy na funkcje algebraiczne i funkcje przestepne. W funkcjach
algebraicznych zmienna x i funkcja y sa zwiazane réwnaniem algebraicznym:

Zaiyk =0

w ktérej wspotezynniki a; sa wielomianami zmiennej z, np. (x —1)y? +xy —22 —1 = 0. Jezeli
réwnanie takie rozwiazemy wzgledem y, to wéréd rozwiazan znajda sie funkcje wymienione
ponizej.

1. Funkcja catkowita wymierna: y = agz" + a 2" ' + ... + a,_17 + a,; W szczegdlnosci
moze to by¢ funkcja stata y = a, liniowa y = ax + b, funkcja kwadratowa y = az?+bx +c
(sa to funkcje potegowe).

Rysunek 45: Funkcje potegowe z wyktadnikiem nieparzystym.

2. Funkcja wymierna ulamkowa, czyli iloraz dwéch wielomanéw

Capr"+ar" T Lt ap Tt a,
C obgr" + bzl 4 b,z + by,

Y

przy czym licznik nie dzieli sie przez mianownik. Na rysunku 47 przedstawiamy przykla-
dowe wykresy funkcji y, z mianownikiem w postaci funkcji kwadratowej. W szczegdlnosci

moze to by¢ funkcja homograficzna y = ngifl’ w ktorej ¢ # 0 oraz ad — be # 0.
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Rysunek 46: Funkcje potegowe z wyktadnikiem ujemnym.

-5

15
] 10 i : 7 i
20 -10 10 20
1 5
k! A A A T )
[0 8 -6 4 2 ]
: :
0 2 x 4

Rysunek 47: Funkcje wymierne utamkowe: Aianownika < 0. Dmianownika = 0. Dmianownika > 0.

3. Funkcja niewymierna, czyli taka, w ktérej wystepuje pierwiastkowanie zmiennej nieza-

leznej, np. y = Vo +8, y = va2 + 1.

0.87 0.89
0.6 0.6
0.47 0.41
0.27 0.29

021 0.‘2 0‘.4 0j6 0.‘8 ; 021 0.‘2 0j4 0.‘6 ﬂj8 l‘ -‘4 -‘2 2‘ A‘t
-0.47 -0.47
-0.67 -0.63
-0.87 -0.83

Rysunek 48: Funkcje pierwiastkowe: y = z1/2, y = 23/2 i y = 21/3.
Definicja 10.8 Funkcjq przestepna jest funkcja, ktorej nie mozna wyrazié réwnaniem > a;y* =
0, gdzie a; sq wielomianami zmiennej x.
Najprostszymi funkcjami przestepnymi sa:
bx+c y = e y = 312731+5

1. Funkcje wykladnicze: y = a

2. Funkcje logarytmiczne: y = log, ©(z), y = In(2z + 1), y = log; (x? — 2z) (patrz rys.
51).

3. Funkcje trygonometryczne: y = sin(2z + 1), y = cosz, y = tan £ (patrz rys. 53)*!.

31Funkcje tangens i cotangens czesto zapisywane sg jako tg i ctg. W wykladzie bedziemy poshigiwaé sie
zapisem: tan = tg i cot = ctg.
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800 7 8007

6007 60p 7]

400 400

2007 2007

Rysunek 49: Funkcje wykladnicze: y = ab@+¢ i y = 32" —3¢+5,

y=a“,a>1 y=a",a<l

Rysunek 50: Funkcje wykltadnicze za > 110 <a < 1.

4. Funkcje cyklometryczne: y = arcsinx, y = arccosx, y = arctanx, y = arccotx
(czytamy arkus sinus, kosinus, tangens, kotangens x). Sa to funkcje odwrotne wzgledem
funkcji trygonometrycznych, przy czym uwzglednia sie tylko jeden pétokres funkeji (patrz
Uwaga 10.2, str. 165).

y = arccosx 37
E
21 y = arctanx
0.57
lA T T T T
4 2 9 2 4
[ I L B ML R L R | e
-1 -08 -0.6—04 -0.2 02 0. 0. 08 1
= ared -1 1
y = arcsinx

Rysunek 54: Funkcje cyklometryczne: y = arcsinz, y = arccos x oraz y = arctanx.

Funkcje cyklometryczne czesto opisujemy nastepujaco: arcsinz = sin™ !z, arccosz =

cos 'z, arctanz = tan~!'x, arccotz = cot~!'x. Zapisu tego nie wolno utozsamiaé z

operacja dzielenia: 1 podzielone przez funkcje, tzn. sin™' z # snlm'

y=arcsine <= xz=siny |y <7/2
y=arccosr <= ax=cosy 0<y<m
y=arctanz <= x =tany |yl <m/2
y=arccotr <= x=coty O<y<m
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y=log,x = ——_

Rysunek 52: Funkcje logarytmiczne z réznymi podstawami.

5. Funkcje hiperboliczne: y = sinhz, y = coshz, y = tanhz, y = cothz (czytamy
sinus hiperboliczny x, kosinus, tangens i kotangens hiperboliczny x). Sa to funkcje pola
okreglane na hiperboli réwnoosiowej o réwnaniu z2—y? = 1 (nastepne wyklady). Funkcje
te mozna réwniez opisa¢ nastepujaco:

et —e " et +e "
—_ "  —gsinhz = — —  =coshz
4 2 Y 2
et —e " 1 et + e "
y=—— =tanhx cothx = =
e + e tanhx e —e =

Funkcje sinhz, tanhx, cothx sa dobrymi przykladami funkcji nieparzystych (patrz
podpunkt 10.2.5, str. 172). Funkcje coshx czesto nazywamy linig taricuchowq. Jest
to funkcja parzysta. Jej wykres lezy powyzej wykresu paraboli y = 1 + 0.522.

N OB o 0 O
T )

y = sinhx

S % & b L
AT

Rysunek 55: Funkcje hiperboliczne: y = sinhx i y = cosh z.
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y =cosx y =sinx

by -
D& o 0 O
o
wn

-0.57

Rysunek 53: Funkcje trygonometryczne: y = sin (2z + 1), y = tan (x/2) oraz y =sinz i y = cos .
Ny

y = tanhx 4] y = cothx
051

-0.57

Rysunek 56: Funkcje hiperboliczne: y = tanhx i y = cothx.

Do podstawowych tozsamosci zachodzacych miedzy funkcjami hiperbolicznymi zaliczamy

er +e " 2 e — e\ 2 sinh x
cosh? x — sinh?x = (T) — (T) =1 A = tanh
cosh z
sinh 22 = 2 sinh x cosh © cosh 22 = cosh? z + sinh? x

6. Funkcje odwrotne wzgledem funkcji hiperbolicznych: arsinh z, arcosh z, artanh z,

arcothz (czytamy area sinus, kosinus, tangens, kotangens z). Wymienione funkcje
mozna rowniez opisa¢ nastepujaco:

arsinhx = In (ac +Va?+ 1) arcoshz = In (ac + Va2 — 1) ,x>1

1. 1+ 1. z+1
artanhx—ilnl_x, lz] <1 arcothx—ilnx_l,

lz| > 1

Funkcje area czesto opisujemy nastepujaco: arsinha = sinh™'z, arcosha = cosh™ z,
artanh x = tanh ™' z, arcothx = coth™' 2. Zapisu tego nie wolno utozsamiaé z operacja

dzielenia: 1 podzielone przez funkcje, tzn. sinh ™ z # Sinlhx.

10.2.4 Funkcje nieelementarne

Funkcje, ktére nie sa funkcjami elementarnymi nazywamy funkcjami nieelementarnymi.
Funkcje takie okre$lamy nastepujaco.

1. Przy pomocy kilku wzoréw dla réznych przedzialéw, np.

-1 dla z<0
Y= 0 dla x=0
1 dla >0
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y = arsinhx y = arcoshx

=37 =27

Rysunek 57: Funkcje (odwrotne): y = sinh ™!z iy = cosh™! z.

y = artanhx y = arcothx

—_ N W A
L L L |
—_ N W A
L I I I

T
0.5 1

N
[ P

Rysunek 58: Funkcje (odwrotne): y = tanh™ 2 i y = coth™! 2.

2. Przy pomocy przej$cia granicznego, np.

i 1
= 11m
Y n—oo 1 + x4n

3. Przy pomocy réwnan rézniczkowych, ktérych rozwiazan nie mozna wyrazi¢ w skonczonej
postaci.

4. Przy pomocy réwnan funkcyjnych.
Prostymi przyktadami funkcji nieelementarnych sa:

1. Cze$é catkowita liczby x, zwana entier x: funkcja y jest najwieksza liczba calkowita,
ktéra nie przewyzsza zmiennej x. Oznaczamy ja y = E(z) lub y = [z] (rys. 485).

» . o —x dla <0
2. Warto$é bezwzgledna lub modut liczby x : y = { v dla x>0 (rys. 59).
-1 dla z<0
3. Znak liczby v zwany signum x @y = 0 dla z=0 . Funkcje te oznaczamy y =
1 dla >0

sgnx (rys. 59).
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4 —0
—0
2 4
—0
4 2 2 4
n 3
0
( 2
—0 ]
N 1
— 0 4
0
— 0 4 2 4

Rysunek 59: Funkcje nieelementarne: y = E(x), y = |z| i y = sign z.

10.2.5 Funkcje parzyste, nieparzyste i okresowe

1. Funkcje parzyste. Méwimy, ze funkcja f(x) jest funkcja parzysta, jezeli dla kazdego
x z przedzialu oznaczono$ci funkcji zachodzi réwnoscé

T

>
y = cosx

o
1
8] .
6] ¥ = sinhx_
057 43 / 05
—x - ;
T T T T T T T T = T T T 1 0 T T T T T T T T
-4 -2, 0 2 4 -4 3402 -//2, 1 2 x 3 4 2 4 8 10 12 14 6
P
LT A ]
057 L E)=—10)
. ]
JEx)= 1) o .

Rysunek 60: Funkcja parzysta y = cos x, funkcja nieparzysta y = sinh x i funkcja okresowa y = cos x.

Z poznanych wcze$niej funkcji funkcja parzysta jest funkcja y = cosh z, bowiem

2 2

y(—2) = = y(x)

2. Funkcje nieparzyste. Moéwimy, ze funkcja f(z) jest funkcja nieparzysta, jezeli dla
kazdego x z przedzialu oznaczonosci funkcji zachodzi réwnosé

f(=x) = = f(x)

Funkcjami nieparzystymi sa np. funkcje: y = sinz; y = 23. Réwniez funkcja y = sinh
jest funkcja nieparzysta, bowiem

3. Funkcje okresowe. Moéwimy, ze funkcja f(z) jest funkcja okresowa, jezeli dla kazdego
x z przedzialu oznaczono$ci funkcji zachodzi réwnosé

flx+T) = f(x)

Liczbe T nazywamy okresem funkcji. Funkcjami okresowymi sa funkcje trygonometryczne:
sin(x 4 27) = sinx; cos(z + 27) = cos .
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4. Funkcje monotoniczne. Jezeli funkcja f(z) ma na przedziale (a,b) te wlasnos¢, ze dla
kazdych dwéch wartoSci 1, 29 spelniajacej warunek a < x; < x9 < bzachodzi nier6wnosé
f(z1) < f(xq), to taka funkcje nazywamy monotonicznie rosnaca na przedziale (a,b).
Jezeli przy spehieniu warunku a < x; < 9 < b zachodzi nieréwnos¢ f(zq) > f(x9), to
funkcje te nazywamy monotonicznie malejaca na przedziale (a, b)

0.5 1 . 2 2.5
i L i I i

Lus

[ S =]
(A

Rysunek 61: Funkcja malejaca i rosnaca.

5. Funkcje ograniczone. Funkcje nazywamy ograniczonag od gory, jezeli jej wartoSci
nie przewyzszaja pewnej liczby M i ograniczong od dotu, jezeli jej warto$ci nie sg
mniejsze od pewnej liczby m. Funkcje ograniczong od géry i od dotu nazywamy funkcja
ograniczona.
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11 Granica funkcji

Wypowiadajac definicje granicy funkcji bedziemy stosowaé za [4] nastepujace oznaczenia:
f— funkcja jednej zmiennej; D— dziedzina funkcji; x— argument; ¢, g— liczby (skornczone).
Rozrézniamy dziewie¢ przypadkéw, ktérych numeracje przedstawia tabela

f@) —g| f(z) — +oo | f(z) — —00
r—cC 1 2 3
T — 00 4 6 7
T — —00 5 8 9

Tablica 1: Typy granic funkcji

Przypadkom tym nadajemy nazwy: 1— granica skoniczona w skoniczonodci; 2, 3— granica
nieskonczona w skonczonosci; 4, 5— granica skoniczona w nieskoniczonoéci; 6,7, 8,9— granica
nieskonczona w nieskoniczonoéci. Zamiast granica skoniczona méwimy tez granica wlasciwa;
zamiast granica nieskonczona - granica niewla$ciwa.

Rozwazajac granice funkcji dla

l.z—c

2. r — +00

3. x — —00

Zakladamy, ze

1. ¢ jest punktem skupienia dziedziny funkcji

2. 400 jest punktem skupienia dziedziny funkcji

3. —oo jest punktem skupienia dziedziny funkc;ji.

Podamy dwie definicje granicy - wedlug Heinego i Cauchy’ego.

Definicja 11.1 (Granicy funkcji wedlug Heinego)

Liczbe g nazywamy granicg funkcji [ (x) w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
ciggu (x,) o wyrazach x, € S, zbieznego do xy, ciag wartosci funkcji (f (x,)) jest zbiezny do
g, co zapisujemy

lim f(z) = g
T—T0
lub (487)
f(x) — g <= V(z,) VneN,z, €8 limz, =120= lim f(z,) =g

Definicja 11.2 (Granicy funkcji wedtug Cauchy’ego)

Liczbe g nazywamy granica funkcji f (x) w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
liczby € > 0 istnieje liczba 0 > 0 taka, ze dla kazdego argumentu x spetniajacego nieréuwnos$é
0 < |z — x| < d zachodzi nieréunodé |f (z) — g| < e, co zapisujemy

lim f(z) = g+ (488)

T—x0

— Me>0 F0>0 Ve(0<|z—120| <9)) = (|f(x) —g| <e)
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1 2 T T [ T T I T | T

10 |- .

Rysunek 62: Granica funkcji w nieskoriczonoéci oraz asymptota ukosna funkcji.

Uwaga 11.1 Definicja Heinego jest réunowazna Definicji Cauchy’ego. Granice g € R nazy-
wamy granica wtasciwa.

Twierdzenie 11.1 Jezels

lim f(x)=¢ ¢ lim h(x)=p, to

T—xQ T—x0

lim [f (z) £ h(z)] =g+p

T—T0
(489)
lin (f () h(2)] =g p
oraz przy dodatkowym zalozeniu, Ze p # 0
. f) g
1 =2 490
xir;lo h (;p) P ( )

Twierdzenie 11.2 (O granicy funkcji ztozonej)
Jezeli lim f(x) =y @ im h(y) = g oraz f (x) # yo dla kazdego = z pewnego sasiedztwa
T—To Y—Yo
punktu xg, to
lim h(f(z))=lim h(y)=g (491)
T—To Y—Yo

Definicja 11.3 (Granicy niewta$ciwej w punkcie wedtug Heinego)

1. Mowimy, ze funkcja f (x) ma w punkcie xo granice niewta$ciwa +oo wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciagu (x,) o wyrazach z, € S i zbieznego do xq, ciag (f (x,)) jest
rozbiezny do +oo
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lim f(z) =400 lub f(x) — +oo (492)
xr—x0 T—T0
2. Mowimy, ze funkcja f (x) ma w punkcie xo granice niewtasciwg —oo wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciggu (z,) o wyrazach x, € S i zbieznego do o, ciag (f (z,)) jest
rozbiezny do —oo

lim f(z)=—0c0 lub f(z) — —o0 (493)

T—X0Q T—To
Definicja 11.4 (Granicy niewta$ciwej w punkcie wedtug Cauchy’ego)

1. Mowimy, ze funkcja f(x) ma w punkcie xo granice niewla$ciwg +oo wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba 0 > 0 taka, Ze dla kazdego argumentu
x spetniajacego nierdunosé 0 < |x — xo| < 0 zachodzi nieréwnosé f (x) > M

lim f(z) =4c0o<=VM 30>0 Vz(0<|r—2x <d)= (f(z)> M) (494)
T—x0

2. Mowimy, ze funkcja f(x) ma w punkcie xy granice niewtasciwg —oo wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej liczby M istnieje liczba 6 > 0 taka, zZe dla kazdego argumentu
x spetniajacego nierdunosé 0 < |x — x| < § zachodzi nierdunosé f(x) < M

lim f(z) =—co<=VM 3F6>0 Vr(0<|r—x <0)= (f(z)<M) (495)
xr—x0
Uwaga 11.2 Jezeli w okresleniu granicy (wlasciwej lub niewtasciwej) funkeji f (x) w punkcie
xo zastgpimy sqsiedztwo S tego punktu przez sqsiedztwo lewostronne (xo — §;x¢) lub prawo-
stronne (x;zo + 9), to otrzymamy okreslenie tzw. granicy jednostronnej

e lewostronnej lim f(x)
$—>$07

e prawostronnej lim f(x).
$—>$O+

Twierdzenie 11.3 Funkcja [ (x) ma granice (wla$ciwg lub niewta$ciwg) w punkcie xo wtedy
1 tylko wtedy, gdy
lim f(x)= lim f(x) (496)

T—To— T—T 4

Niech funkcja f () jest okre$lona na przedziale (a; 00).

Definicja 11.5 (Granicy wedtug Cauchy’ego w +00)

Mowimy, ze funkcja f (x) ma w punkcie niewta$ciwym +oo granice g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba § taka, Ze dla kazdego argumentu x > 0 zachodzi
nierduwno$é: |f (x) — g| < &, co zapisujemy

lim f(z)=g<=Ve>0 3§ Ve>d=|f(x)—yg|<e (497)
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Definicja 11.6 (Granicy wedtug Heinego w +00)

Mowimy, ze funkcja f (x) ma w punkcie niewta$ciwym +o0o granice g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciggu (x,) o wyrazach x, € (a;00), rozbieznego do +oo, cigg (f (x,)) jest
zbiezny do g, co zapisujemy

lim f(z)=g Wb f(r) — g (498)

T——+400 T——400

Niech funkcja f (x) jest okre$lona na przedziale (—oo;a).

Definicja 11.7 (Granicy wedtug Heinego w —oo)

Mowimy, ze funkcja f () ma w punkcie niewtasciwym —oo granice g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciagu (z,) o wyrazach x, € (—oo;a), rozbieznego do —oo, cigg (f (z,)) jest
zbiezny do g, co zapisujemy

lim f(x)=g Wb f(z) — g (499)

r——00 T——00

Definicja 11.8 (Granicy wedtug Cauchy’ego w —o0)

Mowimy, ze funkcja f () ma w punkcie niewtasciwym —oo granice g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 0 taka, ze dla kazdego argumentu x < § zachodzi
nierduwnodé | f (x) — g < e, co zapisujemy

lim f(x)=g<=Ve>0 3 Ve<di=|f(zx)—yg|<e (500)

Uwaga 11.3 Podobnie okreslamy granice niewtaSciwe —oo oraz +o0o funkcji w punktach nie-
wlasciwych —oo 1 4-00.

Przykiad 11.1 Obliczyé liII(l) f(x), jezeli

f (@) ot + 52% + 1122 + 162 + 12
€Tr) =

x3 4+ 1622 + 52z + 48
Rozwiazanie 11.1 Podstawiamy za x wartosé 0. W efekcie otrzymujemy

ot 4508 41122 + 160+ 12 12 1

li = — =
220 23+ 1622 1 527 + 48 8 4
Odp. Wartos¢ granicy = 1/4.
Przykilad 11.2 Obliczyé lim2f (x), gdy f (z) jest funkcjq z Przykladu 11.1.

Rozwiazanie 11.2 lim2 f(z) = 2 Sprawdzamy, czy licznik @ mianownik f (x) mozemy

podzielié¢ przez (x + 2) (x # —2). Okazugje sie, ze mozemy, zatem

i pt+ 58 + 12 + 160 +12 . (v +2)(2® + 322 + 52 +6)
1m =
e——2 34 1622 4 52z + 48 -2 (x4 2) (22 4 14z + 24)

?+ 322 +5x+6 0

im = -
e——2 24140+ 24 0
Ponownie sprawdzamy, czy mozemy wydzieli¢ z licznika i mianownika czynnik (x 4+ 2) (x # —2).
Widzimy, ze jest to mozliwe, zatem

?®+322+5c+6 . (x+2)(®+x+3) 2?4+ z+3 1

I - = =
et g2 4 Uz 124 et (@42) (@ +12) et z+l12 2

Odp. Granica jest réwna 1/2.
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Uwaga 11.4 Przy rozwigzywaniu zadan mozna korzystaé z nastepujacych granic

limsinz = sina (501)
lim " = 1 (502)
x—0
lin%) a® =1, a>0 (503)
s
lim 2 = Ilna, a>0 (504)
x—0 X
In (1
lim In(l+az) _ 1 (505)
x—0 x
In (1
g 2 A mz) (506)
x—0 x
1 |
i U220 (507)
x—0 €

Definicja 11.9 (Liczby e)
Liczbe e okreslamy wzorem:

1 x
e= lim (1 + ;> (508)

|2|—00

11.1 Warunki istnienia granicy. Rachunek granic niewlasciwych

Na wstepie przytoczymy podstawowe twierdzenia.

Twierdzenie 11.4 (O granicy lewostronne;j)
Jezeli funkcja f(x) jest rosngca i ograniczona w pewnym lewostronnym sgsiedztwie S
punktu xqg, to istnieje skoriczona granica lewostronna funkcji w punkcie xg

lim f(z)=g (509)

Z’—%Y?Of
i granica ta jest wieksza od wszystkich wartosci, ktore f (x) przyjmuje w S.

Twierdzenie 11.5 (O granicy prawostronnej)
Jezeli funkcja f (z) jest rosnaca i ograniczona w pewnym prawostronnym sasiedztwie S
punktu xq, to istnieje skoriczona granica prawostronna funkcji w punkcie xg

lim f(x)=g (510)

IE‘?CI}(H,

i granica ta jest mniejsza od wartosci, ktore f (x) przyjmuje dla dowolnego x € S.

Twierdzenie 11.6 (O trzech funkcjach)
Zatozmy, ze funkcja f (x) oraz dwie funkcje g (x) i G () sq okreslone w pewnym sasiedztwie
S punktu xy. Jezeli dla kazdego x € S jest

g(x) < f(r) <G (x)

i jezeli lim g () = lim G (x) =1, tolim f(x)=1.

T—x0 T—xQ T—x0
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Uwaga 11.5 Analogiczne twierdzenie mozna sformutowadé dla granic jednostronnych, dla gra-
nic w nieskonczonosci oraz dla granic niewtaSciwych.

Twierdzenie 11.7 (O warunku nieistnienia granicy skoriczonej)

Jezeli funkcja f (x) okreslona w pewnym sqsiedztwie S punktu xo nie ma granicy skoriczonej
w punkcie xg, to istnieje ciqg (x,), T, € S, x, — xo taki, Ze odpowiadajgcy mu cigg wartosci
funkeji (f (z,)) jest rozbiezny.

Twierdzenie 11.8 Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym sasiedztwie S punktu zq @ dla
pewnego ciagu (x,,), T, € S,x, — xq, ciag (f (x,)) jest rozbiezny, to funkcja f (x) nie ma w
punkcie xo granicy skoriczonej.

Twierdzenie 11.9 (O warunkach Cauchy’ego istnienia granicy skoriczonej)

Niech xy oznacza liczbe skoriczong albo +oo albo —oo i zaldzmy, ze f(x) jest funkcjqg
okreslong w pewnym sqgsiedztwie punktu xo. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia
granicy skoriczonej lim f(x) jest, aby dla Ye > 0 3S(x¢;0) takie, ze dla kazdych dwdch

r—x0

7z / . N . z Yo
punktow x , " nalezacych do S (xq, ) zachodzi nierdunodé

f (@) = fa")] <e (511)

Twierdzenie 11.10 Jezeli funkcja f(x) ma w punkcie xo granice skoriczong, to istnieje
sasiedztwo punktu xo, w ktérym funkcja f (x) jest ograniczona.

Uwaga 11.6 Z istnienia granicy skoriczonej wynika ograniczono$é funkcyi. Natomzast z ogra-
niczonosci funkcji me wynika istnienie granicy. Na przyktad funkcja f (x) = sin + L jest ograni-
czona, ale lim SlIl nie istnieje (dla xo = 0). Podobnie funkcja f (x) = cos% jest ograniczona,

x%xo

ale lim,,_.( cos 5 nie istnieje.

Twierdzenie 11.11 (O gmm’cach funkcji)

Jezeli lim f = +00
T—xo ( ) T—T0 f( )

Jezeli lim f(x) = —
T—T0 f ( ) T—T0 f ( ) .

Jezeli im f(z) =01 f(x) #0 dla x € S (x0;9), |f( I = 400
T—T0 T—T0

Jezeli lim f (z) = 400 albo lim f(x) =
T—x0 T—T0 T—To |f( )|

Jezeli lim f(z) = 400 ¢ lim g(x):G>0, to lim f(z)-g(z) = +o0
T—T0 T—TQ T—T0

Jezeli lim f(z) =400 i lim g(z) =G <0, to lim f(x)-g(z) =—00
T—T0 T—TQ T—T0

Jezeli lim f(x) = 400 i funkcja g(x) jest ograniczona w sasiedztwie punktu xg, to

T—x0

i £ () (1) = +00
Jezeli lim f (r) = 400 th_{gl g(z) = +oo, to lim [f () + g (2)] = 4+o0

T—xQ

Jezeli lim f(x) = +o0 ¢ lim g(z) =0, to gmmce lim f(x) - g(x) mozna wyznaczyé po
—x0 T—T0 T—T0

szczegdtowej analizie funkeji f (x) 1 g (z)

Jezeli lim f (x) = +o0 ¢ lim g (z) = +o00, to granice lim [f () — g (z)] mozna wyznaczyé
T—x0 T—x0 T—x0

po szczegotowej analizie funkcji f (z) i g(x)*

32Czytamy: nieskoriczono$é razy zero.
33 Czytamy: nieskoriczono$é minus nieskoriczono$é.
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11.2 Symbole nieoznaczone
Dla funkcji argumentu rzeczywistego okreslamy nastepujace symbole nieoznaczone

0 o0
00-0; oo—o00; —; —; oo 1%, (°

(z niektérymi z nich spotkamy sie przy ciagach liczbowych).

Definicja 11.10 Jezeli funkcja u (z) okreslona w sqsiedztwie S (x;0) jest zapisana w postaci
ilorazu u (x) = %, przy czym lim |f (x)| = oo, lim
T—T0 T—T0

dla z dgzgcego do o funkcjg typu 52 lub nieoznaczonosciq typu 2.

g (x)] = oo, to mowimy, ze u(x) jest

Definicja 11.11 Jezeli funkcja u (z) okreslona w sqsiedztwie S (x;0) jest zapisana w postaci

ilorazu u (x) = %, przy czym lim f(x) =0, lim g (z) = 0, to mowimy, Ze u(x) jest dla x
T—T0 T—To

dazacego do xy funkcjq typu % lub mieoznaczonoscia typu %.

Definicja 11.12 Jezeli funkcja u () okreslona w sqsiedztwie S (x;0) jest zapisana w postaci
iloczynu u (x) = f(z) - g(x), przy czym lim |f ()] = +oo, lim g(z) = 0, to mowimy, Zze
T—T0 T—T0

u(z) jest dla x dgzacego do xq funkcjq typu oo - 0 lub nieoznaczonoscia typu oo - 0.

Przeksztalcajac funkcje u(z) do postaci u(z) = f(x)/1/g(x) lub u(z) = g(x)/1/f(x),
sprowadzamy to zagadnienie do przypadku nieoznaczonosci typu 2 lub %.

Definicja 11.13 Jezeli funkcja u(x) okreslona w sasiedztwie S (z;9) jest dana w postaci
réznicy u(x) = f(x) — g(x), przy czym lim |f (z)] = oo, lim |g(x)] = oo, to mdwimy,
T—x0 T—TQ

ze u (x) jest dla x dgzacego do xq funkcjg typu oo — 0o lub nieoznaczonosciq typu oo — oo.

Przeksztalcajac rézmice f(z) — g(x) = (ﬁ - ﬁ) : m, nieoznaczono$¢ typu f(x) —
0

g(x) sprowadzamy do postaci <2 lub 7.

Definicja 11.14 Jezeli u(z) = f(2)9® i lim f (z) =0, lim g(x) = 0 (nicoznaczonosé typu
T—T0 T—T0

0°), to w pierwszej kolejnosci znajdujemy granice A funkcjiln u(x) = g(z)-In f(z), prowadzgcej
do nieoznaczonosci typu 0 - 0o, a nastepnie delogarytmujemy ja i obliczamy granice e.

W przypadku nieoznaczonosci typu 1*° i oo® postepujemy analogicznie.

Przyklad 11.3 Obliczyé granice funkcyi

a) lim (2z+ l)sinl b) lim (VI+z—/x)

T—00 €T T—00

. T —c . 2x+1
¢) lim—— d) lim

r—c x2 — c2 T—00 T

e) lim (1+%)x f) hm—e”(Q—i—sinx)

T—00 T—00 er
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Rozwiazanie 11.3 o Przeksztalcimy wyrazenie

1

1 1 sinl 2z+1 sini
2r+1)sin—=2x+1) - —=% = T+,
T

n €T
z . g
Nastepnie obliczymy granice iloczynu funkcji =
27 +1 sini 2z + 1 sin < 2+1
i 22 ey P gy M gy 2T o

o W tym przypadku roznice (\/1 +x— \/5) pomnozymy 1 podzielimy przez
(VI+z+ z). Otrzymamy

sume

VIFa—i= (VIFa-va) (VIFa+VE) -

1
Vitr+Jz
l4+z—2x 1

T VItz+vz Vitzt+z

A wiec

1
= lim ——==0
Y

T—00

lim (\/H—x — \/5>

o Przeksztalcamy

r—c r—c a#c 1
2—c2 (r—c)(z+e) wtec
Zatem
. x—c ) 1 1
lim —— = lim

xr—c .T2 — C2 -

e Podzielimy licznik i mianownik przez x :

e Porownaj definicje liczby e oraz przyktady z nig zwigzane

. 1\*
lim (1 + —> =e
T—00 €T

e’ (2 +sinx)

e Poniewaz e* # 0, to

=2+sinw
€$
Zatem v (91 g
. € +sinx . . . L
lim ¥ = lim (2+sinz) - granica nie istnieje
T—00 e T—00
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12 Ciaglo$¢ funkcji

Niech funkcja f (x) bedzie okre$lona na pewnym otoczeniu U punktu z, czyli na zbiorze
U (x0;0) = (xg — 0; 29 + 9), gdzie § jest pewna liczba dodatnia.

Definicja 12.1 Funkcje f (x) nazywamy ciagle w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f () = f (o) (512)

T—x0

Uwaga 12.1 PoniewaZ istnieja dwie réwnowazne definicje granicy funkcji, wiec z uwagi na
(512) istniejg dwie réwnowazne definicje ciggtosci funkceji - Definicja Heinego i Cauchy’ego.
Warunek (512) odpowiada warunkows

lim f (20 + h) = f (x0) (513)
gdzie: h— przyrost argumentu funkcji; czesto oznaczany rowniez jako Ax>*:
Axr =z —x9 (514)
Roznice wartosci funkcji w punktach x i xg oznaczamy

Af = f(x) = [ (x0) (515)

1 nazywamy przyrostem wartosci funkcji odpowiadajgcym w punkcie xq przyrostowi argumentu
Ax.
Uzywagjac tych oznaczen i termindw mozemy Definicje 12.1 ciagltosci funkcyi zapisaé

lim Af =0 (516)

Axz—0

i wypowiedzied nastepujgco: Funkcje f (x) nazywamy ciagle w punkcie xq, jezeli nieskoriczenie
matemu przyrostowi argumentu odpowiada w punkcie xy nieskoriczente maty przyrost warto$ci
funkeji®.

Uwaga 12.2 (Dziatania na funkcjach)

1. Suma, roznica oraz iloczyn funkcji ciagtych w punkcie xy jest funkcja ciagta w tym
punkcie.

31 Az traktujemy jako jeden znak. Zapis Az? oznacza kwadrat przyrostu Az, czyli jest réwnowazny (Az)2,
a nie przyrost kwadratu argumentu z, czyli x2.

3 Definicja ciaglosci funkcji wedtug Heinego i Cauchy’ego.

Funkcje f (z), okre$long w otoczeniu zg, nazywamy ciagta w punkcie g, jesli:

- Heine: Kazdemu ciagowi (x,,) argumentéw, zbieznemu do zy odpowiada ciag wartosci funkeji (f (z,))
zbiezny do f (zg)

V(Zn)nen (Vn T, € Df A nlLIr;o Tn = 1’0) = lim f(xn) = [ (z0)

n—oo

- Cauchy: Dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego z rézniacego sie od zy mniej niz o §
warto$¢ funkcji f (x) rézni sie od warto$ci f (z¢) mniej niz o €

Ve>030>0 (Vx e Df |z —xzo| <d = |f(x) — f(z0)| < e)
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2. Iloraz funkcji ciagtych w punkcie xq jest funkcja ciaglta w tym punkcie przy zatozeniu, zZe
dzielnik jest rozny od zera w punkcie xg.

3. Dowolny wielomian W (x) jest funkcjq ciagla w kazdym punkcie zbioru R.

4. Dowolna funkcja wymierna (iloraz dwdch wielomiandw) jest ciggta w kazdym punkcie
swej dziedziny naturalnej

(517)
R —{x:Q(zx) =0} (518)
5. Funkcje sinx,cosz,a”,a > 0 sq ciggle w swojej dziedzinie naturalnej.
Definicja 12.2 Funkcje nazywamy ciagle na przedziale otwartym (skoriczonym lub nieskori-
czonym) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona cigglta w kazdym punkcie tego przedziatu.

Definicja 12.3 Funkcje nazywamy prawostronnie (albo lewostronnie) ciagla w punkcie xg
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Jim f (2) = f (a0) (519)
lub odpowiednio
Jim f (@)= () (520)

Definicja 12.4 Funkcja jest ciagta w punkcie xo wtedy @ tylko wtedy, gdy jest w tym punkcie
jednoczesnie prawostronnie i lewostronnie ciggta.

Definicja 12.5 Funkcje nazywamy ciaglta na przedziale domknietym (a; b) wtedy i tylko wtedy,

gdy jest ciagla w kazdym punkcie xo € (a;b), prawostronnie ciagla w punkcie a oraz lewostronnie
ctagta w punkcie b.

12.1 Wilasno$ci funkcji ciaglych
W pierwszej kolejnosci przytoczymy twierdzenia o ciaglo$ci funkcji zlozonej w punkcie.

Twierdzenie 12.1 Jezeli funkcja [ (x) jest ciagla w punkcie xq i funkcja h(u) jest ciagla w
punkcie ug = f (xg), to funkcja ztozona h[f (x)] jest ciggta w punkcie xy.

Twierdzenie 12.2 Jezeli istnieje granica wtasciwa lim f (z) = g i funkcja h(u) jest ciggta

w punkcie ug = g, to ’
lim A[f(x)]=h {lim f (x)} =h(g) (521)
T—x0 T—X0
Przykitad 12.1 Obliczyé
lim cosh? (sma:) (522)
x—0 x
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1. Wybieramy dowolne g

0 02 04 06 08 a 12 14 16 18 2

2. Znajdujemy 3,,5_ oraz
wyznaczamy & = min(8 N ,8_)

0 02 04 06 08 a 12 14 16 18 2

3. Gdy zachodzi 0<|x-a|<3,
to musi zachodzic|f(x)-L| <&

0 02 04 06 08 a 12 14 16 18 2

Rysunek 63: Ciaglosé¢ funke;ji.
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37 L
funkcja nieciagta
e
LA
1.5]
1] Funkcja f(x) jest ciqgta
w punkcie wewnetrznym x=a
03 swojej dziedziny, gdy
0 02 04 06 08 1 a 14 16 18 2
funkcja nieciagla
.
2.5]
1. Istnieje lim _,, f(x)=L
/@)
s 2. Istnieje wartosé funkcji f @)
L Ls
3. L=f@)
0.57
0 02 04 06 08 @ 12 14 16 18 2
5 funkcja ciagla
2.59 y=/&)
5]
L=/
%
0.57
0 02 04 06 08 a 12 14 16 18 2

Rysunek 64: Funkcja ciagta i nieciagla.

185



12. CIAGLOSC FUNKCJI MATEMATYKA

Rozwiazanie 12.1 PoniewaZ lir% SNy funkcja cosh? u jest ciagla w punkcie ug = 1, to
r— x
si si
lim cosh? ( 1nx> = cosh? (lim 1nx> = cosh® 1 (523)
z—0 X z—0 I

1 -1\ 2
1
Odp. cosh®1 = (%) =7 (e +e2+2).

Twierdzenie 12.3 (O wlasnosci Darbouz)
Jezeli funkcja f (x) jest ciagla na przedziale domknietym (a;b) oraz f(a) # f(b) i istnieje
liczba q zawarta miedzy f (a) i f (b), to istnieje rowniez taki punkt ¢ € (a;b), ze f(c) = q.

Definicja 12.6 Funkcje f(x) nazywamy jednostajnie ciggta na przedziale x wtedy i tylko
wtedy, gdy

Ve>0 30>0 Vrpae € X (| —aa <d=|f(x1) — f(22)| <e) (524)

Kazda funkcja ciggla na przedziale domknietym jest na tym przedziale jednostajnie ciagta.

12.2 Przyklady

Przyklad 12.2 Obliczyé granice
sin bx

lim
z—0 x

Rozwiazanie 12.2 Przyjmijmy, ze bx =y = f (z). Zatem

sin bx siny
=5—=h(y)
z )
Stad
5 5 : .
lim 2227 4im 525227 i 522 5 im 22 5
z—0 €T z—0 x y—0 Yy y—0 Yy
Przyklad 12.3 Obliczyé granice
. COoSx
lim
T—% 26—
Rozwiazanie 12.3 Wykonamy podstawienie y = 2x — w. Stad cos z = cos (% + %) = —sin .
Jezelix — 3, toy — 0. Czyli
sin 4 sin £ 1
lim cos T =lim [ —2 ) = —lim 2 - __
r—35 20— y—0 Yy y—0 2% 2
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0

Rozwigzanie 12.4 Mamy tu do czynienia z nieoznaczonosciq typu . Pomnozymy licznik i

mianowntk przez \/x + 1+ 1. Otrzymamy

\/yc—l—l—l:(\/x—ﬂ—l)(\/:r—ﬂ—i—l) r+1—1

v r(Wrii+l) | z(Vrilil)

x 1
r(Vr+Il+1l) Vat+l+1

A wiec
o Vvr+1-1 ) 1 1 1
lim —— = lim = ——
z—0 €T xﬂOw/xﬂ—l—kl 1+1 2

Przyklad 12.5 Obliczyé granice IETOO et

Rozwiazanie 12.5

32241 T B
hm zhm—:

—_— = ].lm
z—+00 1/16 + x4 r——+oo V16+z* T——400 16 + zt
x4 x?

2
/0
3+ ()

T——400 0
1+ ()

. /0 .
Zapis oznacza, zZe wyrazenie w owalu przy r — oo zdgia do zera.

Przyklad 12.6 Obliczyé granice lim %
Rozwiazanie 12.6
y z? i z i T
im = lim im = —00
:rﬂfool—{—x2 xﬂfoo#_i_i_; T——00 %/04—1

Przyktad 12.7 Dane jest réunanie m?x? — (2 + 3m?) x+6 = 0 z niewiadomq x i parametrem
m. Do jakich granic dazq pierwiastki tego rownania, gdy

a) m — —oo; b) m—0; c) m — 400

Rozwiazanie 12.7 Obliczamy warto$¢ pierwiastkow rownania. W tym celu wyznaczamy

wartos$é o: ) )
d=(243m*)" —4-6-m?=(2+3m?)" — 24m? =

=44+ 12m24+9m* —24m? =4 — 12m2 + 9m* =
= (2 - 3m?)°
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MATEMATYKA

a nastepnie obliczamy pierwiastki

2+3m?+ (2 — 3m?) 2
m
m— +oo—= 121 =0,29 =3
m—)oﬁl‘lz—kooszzg
m— —o00=—=1x1=0,29=3

m2

Przykitad 12.8 Obliczyé granice

(o2
(-2

d) 1

a) lim

T—00

c¢) lim
T—00

Odp. a) €*; b)3; ¢)1;
Rozwiazanie 12.8
dla funkcji kata potéwkowego

b) Przeksztalcamy wyrazenie

2+3m? — 2+ 3m?

To — 2m2 = 3
— COST
b) hm
x—0 aj’2
1 —cos?z
d) lim ———
x—0 1'2

“ﬂ Z trygonometrii znamy tozsamosé

1 —cosx Lo
———— =sgin® =
2 2
Stad
1—(:053: 2 sin %_1(sin%>2
x? x2 2 5
A wiec
1— 1 /sinZ\? 1
lim CQOS:E = lim - (—2> = -
x—0 x z—0 2 %
c) Przyjmijmy, ze
x 1
1\V* 1\ ¥ 1\
o) () ()
x x x

Logarytmugac obustronnie powyzsze wyrazenie, otrzymujemy

1\"] 7=
InP=1In [(1—#—) }
T

Stad

1
InP=—In
\/_

Przechodzac do gmm’cy mamy

(2 -

lim —In

T—00 \/_

(1+5)

lim — - In lim

T—00 \/_ T—00

(-

= lim — -lne=lim — =0
Zatem

InP=0
A wiec P=1. Odp. lim (1+%)ﬁ:1.
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13 Pochodne funkcji jednej zmiennej

13.1 Pochodna funkcji

Zalozmy, ze funkcja f (z) jest okreSlona na pewnym otoczeniu U punktu zg. Symbolem
Ax oznaczamy przyrost zmiennej x, ktéry moze by¢ dodatni albo ujemny, lecz rézny od zera
i taki, ze xqg + Az € U.

Definicja 13.1 (llorazu réznicowego)

Tloraz
Af aer f(xo+ Az) — f (20)
Ax Ax

nazywamy tlorazem rézZnicowym funkcji f (x) w punkcie xqy i dla przyrostu Ax zmiennej x.

(525)

Uwaga 13.1 Nazwa ilorazu rézinicowego pochodzi stad, ze w liczniku mamy roznice wartosci
funkcji, za$ w mianowniku réznice wartosci argumentu, gdyz Ax = xo + Ax — xo (patrz rys.
65).

E /(x)
5 /

ng(xo+Ax)—f(xO) 4

0.5 7

A
v

x00.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 x0+Ax 1.6 1.8 2

Rysunek 65: Iloraz réznicowy.

Definicja 13.2 Jezeli iloraz réznicowy (525) ma granice wtasciwa, gdy Ax dazy do zera (patrz
66), to te granice nazywamy pochodng funkcji f w punkcie zo i oznaczamy symbolem

I (20)% tzn.
(1) = lim f (o + Az) — f (20)

det d f
o - Ax—0 Ax

dz
Uwaga 13.2 Jezeli granica (526) istnieje, to mowimy, zZe funkcja f ma pochodna w
punkcie xqy lub, Ze jest rézZniczkowalna w tym punkcie. Jezeli granica (526) nie istnieje,
to mowimy, ze pochodna ' (zy) nie istnieje.

(526)

[ (o)

df

36 Czesto, w przypadku funkcji jednej zmiennej, réwniez stosujemy zapis 15
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13. POCHODNE FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ MATEMATYKA

Przyklad 13.1 Obliczyé pochodna funkcji f (z) = x? w punkcie zg = 2.

Rozwiazanie 13.1 Tworzymy iloraz réznicowy funkcji f(x) = x* w punkcie v = 2 dla
przyrostu Ax i obliczamy jego wartosé

Af [zt Az) — f(20) (2+Ax)2_22:

Az Az Az

1
= A—x(4+4m+m2—4):4+m
Zatem lim af = lim (4+ Az)=4. Odp. 4

Az—0 AT Az—0

Przyktad 13.2 Obliczyé pochodna funkcji f (z) = 23 w punkcie x.

Rozwiazanie 13.2 Tworzymy iloraz réznicowy funkcji i obliczamy jego warto$é:

Af  (wo+Ax)’—z3 1
A= 0SS (a4 30300 + BroAa? £ Ad? — o) =

= 323 + 3roAzx + Az?

. Af 2 2y _ 9.2 / _ 2.2
Stad A13161110 N A13161110 (3xg + 3xoAx + Ax?) = 3z5. Odp. f'(xy) = 3z

Przyktad 13.3 Obliczyé¢ pochodna funkceji f (x) = L w punkcie xo (zo # 0).

Rozwiazanie 13.3

1 1

Af oAz 2o
! — lim =L = ljm Zt2r %o _ iy ——— - =
Fwo) = fim 2 = Jim S A o (ot Ar) 22

Odp. f'(z9) = _xL%’ zo # 0.

Twierdzenie 13.1 (O rézniczkowalnosci i ciggtosci funkciji)
Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xq, to jest w tym punkcie ciagla.

Dowéd 13.1 Istotnie, poniewaZz

[ (xo+ Az) — f(x0)
Az

f(xo+ Az) — f(x9) = - Az

wiee, gdy Ax — 0, to réznica f(xo+ Ax) — f(xo) dazy do iloczynu f'(xq) - 0, czyli do 0.
Podstawiajoc v = xo + Ax, mamy x — x

lim [f(x) — f(z0)] =0 eczyli lim f(x)= f(x0) (527)

T—T0o T—T0o

co Swiadczy o ciagltosci funkcyi f w punkcie .
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] /(x)
37, _/ ///
:fv(x ):hm f(x0+Ax)_f('x0) g -
25{ 0 Ax—0 Ax o/ ~ s
E S
27: ,///’/’/ < /
] ///’j/ >
1.57 sl
1 /ézi’
1 77
] « >
0.5
] « M
L e B B S L B L R A R
0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1 Xy + Axl4 1.6

Rysunek 66: Pochodna jako granica funkcji.

Uwaga 13.3 Ctaglo$é funkcji jest zatem warunkiem koniecznym istnienia pochodnej,
cho¢ nie jest warunkiem wystarczajacym. Swiadczy o tym przyktad funkcji |x| ciaglej w
punkcie 0 i nie majgcej w tym punkcie pochodnej. 7 definicji funkcji |x| mamy:

—x jezeli x <0
y(z) = |z| = (528)

x jezeli x>0

Wowczas ilorazy rézinicowe sq nastepujgce

—(@o+Az) —(~a9) _ Az _ jezeli a9 <0

Af Ax Ax
Az N (x
0+A$>—$0_Al’_ ..
Az =X 1 jezeli 9 >0
Zatem
o Af (@t Az) — (—xo) Az eseli
| A A T A BT
f'(xo) = ( Az) A
. Y To+ AT) —To AT _
xlgglo N xlir(r)1+ As = A 1 gezeli xo >0

nie ma granicy, gdy Ax — 0.

Definicja 13.3 Jezeli pochodna [’ (o) istnieje w kazdym punkcie xo zbioru X, to funkcje
1" (z) okreslong na zbiorze X nazywamy pochodna funkcji f (x) - krotko: “pochodng f (z)”.

Uwaga 13.4 Jezeli y = f (x), to zamiast f' (x) piszemy takze y'.
Twierdzenie 13.2 Jezeli istniejq pochodne f'(x), ¢' (x), to:
[f (@) £g (@) = [ (z) £ 4 () (529)
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[f (@) g@)] =f (@) g(@)+f(x)g () (530)

- @7 (531)

[f (x)]' [ (@) g(x) = f(x)g (x)

Twierdzenie 13.3 Jezeli funkcje u,v,w saq rézniczkowalne w pewnym punkcie, to pochodna
tloczynu tych funkcji uvvw dana jest wzorem

(u(@)v(@)w (@) =u(@) v@ w) +u@)o@) ) +ul@)o@) w @) (532)

W ponizszej tabeli podane sa pochodne wybranych funkcji jednej zmienne;j.

f () 1 (x) Uwagi, ograniczenia
c 0 funkcja stala
x® azr® ! Vo, gdy a € N
Vo #0, gdy a € Z37
Ve >0,gdy a € R
1
x Vo >0, gdy n=2,4,6,...
\/_ n,"/xnfl
Ve #0,gdyn=3,57,...
a”® a®lna Vz, gdy a > 0
w (1+3)
e’ e’ e=lim {1+ —
Tr—00 €T
sin x cos T YV
cosS T —sinz Va
1
log, x a>0, a#1l
rlna
Vo >0
1
Inz - Vo >0
.
arccos r | ——— Vr e (—1,1
arcsin x Ve e (—1,1
— - ~ (=1,1)
t \4
arctan 22 x
tx ! Vo
r
arcco 2
sinh z coshx YV
cosh x sinh x Vo
1
arsinh x Va
V1 ii— x2
arcosh x |z| > 1
x?2—1

Tablica 2: Pochodne wybranych funkcji
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13.1.1 Pochodna funkcji odwrotnej

Twierdzenie 13.4 Jezeli funkcja x = f (y) jest silnie monotoniczna i ma pochodng f' (y) #

0 na przedziale Y, to funkcja odwrotna y = f~' (z) = ¢ (x) ma pochodng
/ 1
@) = 533

na przedziale f (V).
Jezeli funkcje f (z) i ¢ (y) sa wzajemnie odwrotne, to

y=f(v) = r=09p(y)
y+ Ay = f(z+ Ax) — o+ Az =¢(y+ Ay)
Ay=f(z+Ax) - f(z) <= Az=9({y+Ay)—¢(y)

a poniewaz funkcja jest silnie monotoniczna, to Ax # 0 <= Ay # 0 i

, _f(x—i—Ax)—f(x)_Ay_l_ 1 1
Fiw) = Ax T Ar 2:; R ()
Yy
A wiec )
f(x) = 10 (534)

Przyktad 13.4 Obliczy¢ pochodng funkcji y = arcsinz (=1 <z < 1), przy czym —5 <y <
R
Rozwiazanie 13.4 Jest to funkcja odwrotna wzgledem funkcji © = siny. Funkcja ta ma
pochodna, ‘j—; = cosy. Na mocy twierdzenia 13.4 istnieje pochodna %

dy d 1 1 1 1

— (arcsinz) = — = = =
dez dx 4 cosy  /1—sin’y V1—2a?

Wylaczylismy wartodci x = +1, poniewaz dla wartosci y = £3 pochodna cosy = 0.

(535)

Przyklad 13.5 Obliczy¢ pochodnag funkcji y = arccosz (=1 <z <1), prazy caym =5 <y <

5
Rozwiazanie 13.5 Jest to funkcja odwrotna wzgledem funkcji x = cosy. Funkcja ta ma
pochodna, 3—’; = —siny. Korzystajac z twierdzenia 13.4 mamy dla %

dy  d 1 1 1
— = — (arccosx) = — = =

1
dr dz 3:’; —siny /T —costy  v1- a2

Przyklad 13.6 Obliczyé pochodng funkcji y = arctanz (—oo < z < 00).

(536)

Rozwiazanie 13.6 Funkcja x = tany ma pochodng réuna 3—’; = Coig - Postepuja jak powyzej
mamy:
1 1 cos? 1 1
v _ d (arctanz) = = = —— =cos’y = — Y = 5 = (537)
dr dz vy siny +cos?y 14tan*y 1+ a2

Przyklad 13.7 Obliczyé pochodna funkcji odwrotnej do funkcji y = e*.

Rozwiazanie 13.7 Funkcjg odwrotng do funkcji y = e® jest funkcja x = Iny. Na mocy (534)
mamy

7' = (Iny) = I
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13.1.2 Pochodna funkcji zlozonej

Twierdzenie 13.5 Jezeli funkcja u = h(x) ma pochodnag h' (x) oraz funkcja y = f (u) ma
pochodng [’ (u), to funkcja ztozona y = f [h(x)] ma pochodng

y = fh(x)] - (x) (538)

Ze wzoru tego wynika, ze pochodna funkcji zlozonej jest réwna iloczynowi pochodnej
funkcji zewnetrznej i pochodnej funkcji wewnetrznej. W symbolice Leibniza wzér ten ma

postac:
dy _dy du

dz du d=
Jezeli funkcja jest zlozona wedlug schematu
y (u(v(2))) (539)
to jej pochodna wyraza sie wzorem
dy dy du dv

=— — . — (540)
dx du dv dz
1
Przykilad 13.8 Obliczyé pochodna funkcji y = arctan T
—Inz
Rozwiazanie 13.8 Mamy: y = arctan u; u=1/v, v=1—1Inz, zatem (patrz Tabela

2):
% a 1+}u2'(_u_12>'<_%) Ty (11 )2'<(1 —_111155)2)'(_&) - m(2—2lnlx+ln2x)

1-Inz

Przyklad 13.9 Obliczyé pochodng funkcji f (x) = lnsinz (patrz (538)).

Rozwiazanie 13.9 Mamy Insinx = Inu |y—gin, - Zatem

1

(Insinz)’ = (Inu) |ysine - v/ = o (sinz) = " lu=sing - COST =

1
= — -cosx = cotx
sinx

Przyktad 13.10 Obliczyé pochodng funkeji f (x) = e**.

Rozwiazanie 13.10 Podstawmy ek = ev lu=kz » zatem

(ekx)/ _ (eu),}u:]m . U, = . (k'll?), _ eu’ k= ekx k= kekx

u=kx
Przyklad 13.11 Obliczyé pochodna funkcji y = /1 + 2.

Rozwiazanie 13.11 Poniewaz y = \/u, u =1+ 2%, zatem

(ViFa) = (va)

1 T

= ——= 2 = )
u=14z2 2\/17 V14 22

Pochodna te mozemy rowniez wyznaczyé postugujac sie innym zapisem

dy _dy du_ 1 :

= =—- 2z
dz du dz 2\/17 ‘/1+x2
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13.1.3 Pochodna funkcji wyznaczonej w postaci parametrycznej

Niech funkcja y = f (z) bedzie zdefiniowana réwnaniami parametrycznymi z = x (t), y =
y (t), t—parametr. Wéwezas jej pochodne obliczamy z ponizszych wzoréw

ay
dy _ 4 _ dt
=2 _Jt _d° 541
de x do 10
dt
a2 y x/y// _ y/x//
az> (2/)°
L. . . . : . d __dz
przy czym rézniczkowanie zachodzi wzgledem parametru ¢, tj. y' = S, o' = SF oraz 2’ # 0.

Przykiad 13.12 Obliczyé S, jezeli x (t) = t° + 3t + 1, y (t) = 3t° 4 5t + 1.
Rozwiazanie 13.12 Mamy

Y = % = 15¢* + 15¢2
15t* + 15¢2
stad %:u:&?
4 dzx 3t2+3
xz
r,=—=3t2+3
dt

13.1.4 Pochodne jednostronne

Niekiedy interesuja nas wartosci pochodnych na kranicach przedzialu, w ktérym analizujemy
dana funkcje. Wéwcezas mamy do czynienia z pochodnymi jednostronnymi.

Definicja 13.4 Pochodng lewostronna funkcji f (x) w punkcie xq (symbol ' (xq) lub f' (xy-))
oraz pochodna, prawostronna funkcji f (x) w punkcie xo (symbol f'. (xo) lub f' (zo+) okreslamy
nastepujaco:

f (o + Ax) — f (20) f (o + Ax) — f (20)

, def 1. .

[ o) = Jlim As = Jm Au (542)
, dof . flwo+Ax)—f(xo) . fl(wo+Az) = f(x0)

fizor) = lim A = lim+ A (543)

Szczegdlnym przypadkiem funkeji, ktéra ma pochodne jednostronne jest funkcja y = |z|
—(xo + Ax) — (—x0) Ax

xli%l* s = As = jezeli x9 <0
flaw) = A A
Tim (2o + Ai) — o jezeli 29 > 0

Pochodna funkcji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy obie pochodne jednostronne istnieja i
s sobie réwne:

[ (@) = f(zo-) = f' (o)
1. Funkcja f(x) = /1 — 22 jest ciagla w przedziale < —1;1 > oraz rézniczkowalna we
wnetrzu tego przedziatu. Istnieja pochodne jednostronne f’ (x = —17) oraz f' (x = 17).

2. Funkcja [sin z| jest ciagla w przedziale (—oo;00) 1 rézniczkowalna w kazdym przedziale,
ktérego wnetrze nie zawiera punktéw kr, k=0, 1, +2,... (patrz rys. 67 b).
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13.1.5 Pochodne nieskonczone w punkcie

1— 2 |sin x|
-1 a 1 Vs b 2

Rysunek 67: Pochodne jednostronne i nieskonczone.

Jezeli granica (ewentualnie granica jednostronna) ilorazu réznicowego jest réwna oo
lub —o0, to méwimy, ze funkcja ma w danym punkcie pochodna (ewentualnie pochodna
jednostronna) nieskonczona, réwna +o0o lub —oo.

SO+ Ax) — f(0)

1. Funkcja /= ma w punkcie z = 0 pochodna réwna +oo, bowiem =

Az
v Az 1

o T — +o0o dla Az — 0. Funkcja ta jest ciagla, a jej wykres ma w
X x

odpowiednim punkcie styczna pionowa.

X

2. Funkcja f () = v/1 — 22 ma pochodna réwna [’ (z) = ———
} rowna N

otoczeniu punktu r = —1 + Ax pochodna przyjmuje warto$¢ +o0o, a w lewostronnym
otoczeniu punktu z = +1 — Ax przyjmuje warto$¢ —oo (patrz rys. 67 a).

. W prawostronnym

Uwaga 13.5 (O istnieniu pochodnych)
1. Istnienie f'(xo) zapewnia istnienie f'(xo-) i f'(xo+), ale nie na odwrdt.

2. Jezeli funkcja f (x) ma pochodng na przedziale (a;b) oraz istniejg f' (a™) i f'(b7), to
mowimy, Ze istnieje f'(x) na przedziale domknietym (a;b).

3. Niekiedy piszemy f© (z) zamiast f (z) oraz f& (z) zamiast f'(z) : fO (2) = f' ().
Ogdlnie pochodng rzedu n (n—tq pochodng funkcji f (z)) oznaczamy symbolem f™ (z) i

okreslamy nastepujgco:
/

7 (@) = [ ()] (544)
Zamiast f@ (x), fO) (x), ... usgywamy takze symboli f" (z), f" ().

13.2 Przyklady
Przyklad 13.13 Obliczyé pochodng funkcji f (x) = sinx.

Rozwiazanie 13.13 Poniewaz

Af sin (¢ + Az) —sinz  2sin THAIE cog TEATEL

Ax Az Az
sin % N Az
- cos |z 5
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Zatem

Az

o L Af o sinSE Az B
d_x_f(x)_AlirEoﬂ_Algo % 'Cos<x+7>—1'cosx—cos:c (545)

czyli (sinx)’ = cosz.
Przyklad 13.14 Wykorzystujac wzor (544) wyznacz drugg pochodna funkcji f(x) = sinz.

Rozwiazanie 13.14 Poniewaz f(z) = f©) =sinz, a f'(x) = fV = cosz, to

f"(x) = f@(x) = (f'(z)) = (cosz) = —sinx

Odp. Druga pochodna funkcji f(x) = sinx ma postaé f"(xr) = —sinz.
Przyktad 13.15 Oblicz drugq pochodng wielomianu f(z) = 3z% — 22% + z — 8.

Rozwiazanie 13.15

fl(r) = 3-32° —2-20+1=92" —4a +1
@) = [f'(x)] =2-92—4=18z—4

Odp. Druga pochodna funkcji f(z) = 323 — 22% + x — 8 ma postaé f"(x) = 18z — 4.
Przyklad 13.16 Wyznacz druga pochodna funkcji f(z) = tanx.

Rozwiazanie 13.16 Poniewaz

df Fz) = (¢ y sinz )’ coSx - cosT —sinx - (—sinx) 1
—_ — xTr) = anx — — — —
dz COS T cos? x cos? x
= 1+tan’z zatem

d2 f " 2 N/ 1 2sinx

— = z)=(1+tan“z) = 2tanzx - =

d x? fila) =+ ) cos?x  cosdz

Odp. Druga pochodna funkcji f(x) = tanx ma postaé f"(x) = (2;;_?5

Przyklad 13.17 Obliczyé pochodnag funkcji f (x) = /x dla x > 0.

Rozwiazanie 13.17 Niech x > 0 oraz v + Ax > 0. Zatem

Af Vr+Ar—Vr Va+Ar—Vr Va+Ar+r 1
N Ax B Ax Vi+Ar+z Vi+Ar+x

Stad
: . Af 1 1

Az—0 Ax Az—0 /o + Ax + \/E 2\/5

Przyklad 13.18 Obliczyé pochodng funkcji f (z) =log, x, x >0

(546)
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Rozwiazanie 13.18 Zaldzmy, ze Ax > 0. Zatem

f(x—l—A:c)—f(x):loga(x—irA:c)—logax 1 xr+ Ax

Azx Azx Ax T Az

Przyjmujge, zZe z = 3= otrzymujemy

fz+ Azx) — f(x) :l-zloga (1+1) :lloga <1+1)Z
Ax x z v :

Jezeli Ax — 0, to z = -= — 00, a wiec na mocy Definicji 11.9 mamy

Ax
. 1\~
lim (1 + —) =e
Z—00 A

Dzieki ciagltosci funkcji logarytmicznej otrzymujemy’®

Z—00

1\* 1 1
lim log, <1 + —> =log, e = -
z

T T

(547)

(548)

(549)

= (550)

Zatem
Af 1 1\2 1 1
/ s - 1 _— = 1 — E— = — =
f(w) = (log, )’ = Alglarilo Az AI;;IEO T log, (1 + ﬁ) x log, ¢ rlna

Czyli

1

1 "=
(log, @) = ——
Jezelia =e, tolog,x =Inx i
1
Inz) =—
(nz) =~
Przyklad 13.19 Obliczyé pochodna funkcji wyktadniczej y = a®, a > 0.
Rozwiazanie 13.19 Na podstawie definicji pochodnej mamy
(x), _ i a:erAz_ax_ r xaAz_l_ a:l aA:v_l_ 3:1 >
¢ v Ax T TAr AT Ar Y lngl_ﬂ) a
z
= a"lnalim —— =a¢"Inalim ——— =a*Inalim ——
=—0In (1+ 2) =0 1In (1 + 2) =01n (14 2)/?
1 1 1
= a’lna lim ——— =a"Ina 7 =a'lna— =a"lna
Y7 In (1 + i) In lim (1 + i) ne
y—00

/

38 Korzystamy ze znanego wzoru: log, b - log, a = 1.
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13.3 Geometryczny sens pochodnej

Interpretacja geometryczna pochodnej przedstawiona jest na rysunku 68.

lloraz réznicowy % jest rowny tangensowi kata nachylenia (3 siecznej do osi 0z, czyli
wspotczynnikowi kierunkowemu tej siecznej. Na rysunku 68 przedstawiona jest funkcja f(z) =
0.522 — 0.1x oraz sieczna przecinajaca krzywa f(x) w punktach zp = 2.0 i z; = 3.9. Jej

wspotezynnik kierunkowy jest réwny?
Af  f(39)—f(2) T7215-18 5415

tan 3 = 2 — _ _ —2.85 552
anfj =~ 30_2 1.9 1.9 (552)

Przyjmijmy, ze x; = x¢ + Az. Jezeli Az — 0, to 1 — xy. Pochodna [’ (z), a wiec granica
ilorazu réznicowego, jest réwna wspdélezynnikowi kierunkowemu stycznej (linia przerywana)
do krzywej y = f (z) w punkcie o odcietej x*°

tana = f'(zg) =29—0.1=2-0.1=1.9 (553)
gdzie o oznacza kat nachylenia tej stycznej do osi Ox.
Uwaga 13.6 Styczna do krzywej y = f () w punkcie P (xg, f (x¢)) ma réwnanie
y—yo = f"(20) (v — x9) (554)
Przyktad 13.20 Napisaé réwnanie stycznej do paraboli y = x? w punkcie P (2,4).
Rozwiazanie 13.20 Mamy tu f (x) = 22, wiec f' (2) = 4. Réwnanie stycznej ma postaé
y—4=4(x—2)

stgd
y=4xr —4

Odp. y = 4z — 4 (patrz rys. 69).

Rysunek 68: Funkcja y = 0.522 — 0.1z, Rysunek 69: Parabola y = z2 i styczna
sieczna i styczna. do niej w punkcie xg = 2.

39Skrét tan oznacza w catym wykladzie funkcje tangens, tg.

2
10AF _ O,5(2+Az)2—0.1(2+Az)—1.8 - 0.5(4+4ALL’+AI )—O.2—0.1Aw—1.8 _ 1.841.9Az4+0.5Az2—-1.8 __
AL = L — 0 — 1.9 + 0.5Az.

(1.9 4 0.5Az) = 1.9.

Az
Przechodzac do granicy lim % = lim
Azx—0 2F Azxz—0
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Przyklad 13.21 Obliczyé, jaki kat z osiq Ox tworzy styczna do paraboli y = x? — 3z + 8 w
punkcie v = 1.

Rozwiazanie 13.21 Jezeli a oznacza kgt miedzy osiq © i styczng do krzywej y = f(z) w
punkcie x = xg, to zachodzi zwigzek tana = f'(xg). Obliczamy pochodna y' = f'(x) = 2x — 3.
W punkcie x = 1 pochodna ta przybiera warto$é f'(1) = —1. A wiec tana = —1. Stad
o =135° (o= 3m) (patrz rys. 70).

Rysunek 70: Parabola y = Rysunek 71: Funkcja y = 23 —322— 92+
x? — 3x + 8 i styczna. 2 i styczne.

Przyklad 13.22 Obliczyé, w jakim punkcie styczna do krzywej y = x3 — 32% — 9z + 2 jest
rownolegla do osi Ox.

Rozwiazanie 13.22 Styczna jest réwnolegta do osi Ox, jezeli y' = tana = 0. Obliczajac
pochodna, © przyrownujgc jqg do zera otrzymujemy

322 —6x—9=0

Rozwigzaniami sq pierwiastki: x1 = —1, x9 = 3. Wartosci funkcji w tych punktach sq réune:
y(—=1) =17, y(3) = —25. Odp. Styczna jest réwnolegta do osi Ox w dwdch punktach Py(—1,7)
i Py(3,—25) (rys. 71).

13.4 Fizyczny sens pochodnej
13.4.1 Predko$¢ w ruchu prostoliniowym

Zal6zmy, ze punkt materialny M porusza sie po osi 0x w ten sposéb, ze jego wspéirzedna
x (polozenie) w dowolnej chwili ¢ jest réwna wartosci pewnej funkeji x ()

x=2xz(t) — réwnanie ruchu (555)

Ustalmy chwile ¢ i niech przyrost czasu At bedzie rézny od 0. Chwilom t i t 4+ At

. . . . .. o Ax

odpowiadajg pozycje z (t) i x (t + At) oraz przesuniecie Az = x (t + At) —x (t). Stosunek 37

jest predkoscia Srednia, a granica tego stosunku dla At — 0 jest predko$cia chwilowa
punktu M w chwili . Oznaczamy ja & ()

() = Tim 28 = iy 2UEFAD Z2 ()

At—0 At At—0 At (556)
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Z drugiej strony, granica ta jest pochodna funkcji x (t) w chwili ¢, zatem
T (t)=2"(t) (557)

W ruchu prostoliniowym predkosé jest pochodna funkcji okreslajacej polozenie.

13.4.2 Pojemno$¢ cieplna

Niech T oznacza temperature pewnego ciala (w °C), a W ilo&¢ ciepla (w cal), ktére cialo
musi pobra¢, aby jego temperatura wzrosta od 0°C do T'. Zalézmy, ze W jest funkcja T’

W =W (T)
Jezeli ustalimy T oraz AT, to iloraz réznicowy

AW _ W (T +AT) — W (T)

AT AT (558)

jest érednia pojemnoScia cieplng ciala w przedziale temperatur od 7' do T'+ AT. Granica tego
ilorazu dla AT — 0, czyli pochodna

o dW

W) = (D) (559)

jest pojemnoScia cieplna ciala w temperaturze 7'.
13.5 Pochodna logarytmiczna
Przyklad 13.23 Obliczycé pochodna funkcji y = x*.

Rozwiazanie 13.23 Aby obliczyé pochodna funkcji

y () = [p(z)]"™ (560)

poddajemy ja najpierw obustronnemu logarytmowaniu
Iny(z) =w(z) - lnp(z) (561)

a nastepnie rozniczkujemy jej logarytm

g (@) = L5 = ! (@) )+ () £ (562)
Wyrazenie @
, Y (z

[Iny (z)] = no) (563)

nazywamy pochodna logarytmiczna funkcji y(x). Znajac pochodng logarytmiczng tatwo
obliczyé zwykta pochodng, mianowicie

Y () =y (@) | (@) np (@) + w (x) L2 (564)
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Przechodzac do polecenia otrzymujemy

Iny=xlnx

/
1
g:1-lnx—|—a:-—:lna:—l—l
Y x

Ostatecznie
Y (1) = (@) =y (@) (lnz +1) = 2* (1 +Ina)

Zadanie to mozemy rozwigzaé inng metoda, wykorzystujac znane tozsamosci logarytmiczne.
Mamy

5 — qloga” (565)
Jezeli z=2", aa=e, to
a— elnxz _ e:cln:c
Stad ‘
(l,:c)’ — (elnx’“)’ — (exlnx)’ — eaylna: (xlnx)/ — eccln:c (1111, 4 1)
A wiec

() = 2" (1 + Inz) (566)

Przyklad 13.24 Obliczyé pochodng funkcji y(z) = (sinx)™* w przedziale 0 < x < 7/2.

Inw Insinx

Rozwiazanie 13.24 Poniewaz e
tanx otrzymujemy

=u, tosinx = e . Podnoszqc obie strony do potegi

tan x tanx Insin x

y = (sinx)™"" =e

Jest to funkcja e @), ktorej pochodna jest réwna e @ f'(z). Poniewaz wykladnik jest iloczynem,

to
. Insinz 1 . Insinz
y,(l') :etanxlnsmx . 1 tanx : COS T :etanxlnsmx > +1
COS“ X s x COSs“ &

Odp Pochodna fUﬂij’L y(x) — (Sil’l x)tanx ma postaé y,<$) — etanxlnsinx (lnsin:r + 1)

cos?

Przyklad 13.25 Obliczyé pochodng funkcji y (x) = log, sinz (z >0, z # 1, sinxz > 0).

Rozwiazanie 13.25 7 definicji logarytmu wiemy, ze wyrazenie y (x) = log, sinx jest réwno-
wazne réwnaniu sinx = x¥® . Logarytmujac je obustronnie otrzymamy

Insinx =ylnx

Stad

Insin z

y= Inzx

Ostatecznie

, (lnsinx>l_ (Insinz)’ -Inz — (Inz)' - Insinz
= - =

Inz In“ z

1
- -cosz-Inz — —Insinx .
sin o . _xlnx-cotx—lnsmx

Inz rin?z
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Przyklad 13.26 Obliczyé pochodng funkcji y =log, 2 (z > 0,z # 1).

1
log;, a’

Rozwiazanie 13.26 Poniewaz *! log, b = to log, 2 = ——. Wiec

log, x
/ INRY 1 /
= = ————(logyx
0 = () ~ s o)
Biorge pod uwage wzor (548), otrzymujemy
1 1

/

_loggx ' zln2

13.6 Roézniczka funkcji

Definicja 13.5 (Funkcji nieskoriczenie matej)

Jezeli
)
g(x)
przy czym lim oznacza granice, gdy x — xg, * — F00 albo granice jednostronng w punkcie
xo € (—00;00), to mowimy, ze funkcja f (x) jest w danym przej$ciu granicznym nieskoriczenie
mata w poréwnaniu z g (x) i piszemy f (z) = o(g(x)).

=0 (567)

Definicja 13.6 Jezeli funkcja f (x) ma pochodna f'(x) oraz dx oznacza przyrost zmiennej
x, dostatecznie bliski zeru, to

f (o +dz) = f(z0) = [ (v0)dw + 0 (d ) (568)
gdzie o(dz) jest przy dz — 0 nieskoriczenie matg w poréwnaniu z dz. Iloczyn f'(zo)dz,
w przyblizeniu réwny przyrostowi funkcji Af = f(xo+dz) — f(x0), nazywamy rézZniczka
funkcji f (x) w punkcie xo dla przyrostu d x zmiennej x i oznaczamy jg symbolem d f (o).

Wyrazenie (568) mozna zapisa¢ nastepujaco
f (o +dx) = f(x0) = f'(z0)dz +dx-a(dz) (569)
przy czym funkcja o (d z) spelia warunki

lim a(dz)=0 «(0)=0

dz—0
Przyklad 13.27 Obliczyé rozniczke funkcji f (z) = x3.
Rozwiazanie 13.27 Mamy

flz+dz)—f(z)=(z+dx)’ —2° =322dz+dz (3rdz + dz?)

gdzie: 3x% dx— rozniczka funkcji, réwna iloczynowi pochodnej funkcji i przyrostu argumentu,
a(dz) =3zxdz+dz? «(0)=0.

41 Przypomnienie: Wzér na zamiane podstawy logarytmu ma posta¢ log, b - log, a = 1
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Mamy wiec

d f (.I‘O) — f/ (.I‘O) . dx (570) ................................... y:f(,C) ..... 57,

o(dx)

S(xg +dx)— f(x)

Na rysunku 72 przedstawiono interpretacje
geometryczng rézniczki. Pomijajac we wzorze
(568) sktadnik o (d ), dostajemy wzoér przyblizony:

rozniczka

AT

flzo+dx) = f (z0) + [ (x0) d (571)

z ktérego mozna korzysta¢, gdy dx jest ° %o Yo +dx *
dostatecznie bliski zeru.

Rysunek 72: Rézniczka funkeji f(z).
Definicja 13.7 Rdzniczka rzedu n  (n € N)

funkcji f (x) w punkcie xq i dla przyrostu d x zmiennej x nazywamy liczbe
d"f (wo) = f™) (o) dz" (572)

przy czym dx™ = (dx)". Zamiast A" f (xg) piszemy krotko A" f. Jezeliy = f (x), to zamiast
d™f (z) piszemy takze d™y. Stad

z° = dan (573)

Przyklad 13.28 Obliczyé w przyblizeniu In 1.02.

Rozwiazanie 13.28 Korzystamy z wzoru (571) przyjmujac f (z) = Inz, v = 1, d= = 0.02.
Mamy zatem f' (1) =1, f(1) =0. Stad In1.02~ 0+ 1-0.02 = 0.02.

Przyklad 13.29 Dwa oporniki o oporach Ry © Ry potaczono réwnolegle. Jak w przyblizeniu
zmieni sie opor zastepczy R tego uktadu, jezeli opdr Ry zmieni sie o d Ry ?

Rozwigzanie 13.29 Warto$é oporu zastepczego obliczamy na podstawie wzoru

1 1 1

R R R
Stad
R Ry
R=———
Ry + Ry
Jego zmiana jest rowna
_ Ri(Ry+dRy) B RiRy R?d Ry

AR

_R1+R2+dR2 Rl+RQ_<R1+R2+dR2)(R1+R2)

Zatem przyblizona zmiana oporu zastepczego bedzie réwna

AR ~ —R% d iy
(Ry + R,)*
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13.7 Twierdzenie Rolle’a i Lagrange’a.

Twierdzenie 13.6 (Rolle’a)
Jezeli funkcja f (x) jest ciggla na przedziale (a;b) i istnieje f'(x) na przedziale (a;b) oraz
f(a) = f(b), to istnieje taki punkt c € (a;b), ze f'(c) = 0.

Oznacza to, ze na tuku, ktérego korice maja te same rzedne (rys. 73), znajduje sie co

najmniej jeden punkt, w ktérym styczna jest réwnolegla do osi odcietych.

Przyklad 13.30 Sprawdzié, ze funkcja f(z) = sin®x + 3 cos® x spetnia na prezedziale (0, )
zatozenie Twierdzenia Rolle’a i obliczyé warto$é c.

Rozwiazanie 13.30 Funkcja f (x) jest ciagla na przedziale jako suma iloczyndw funkcji cigg-

tych. Ponadto dla kazdego x € (0; ) istnieje pochodna

f'(z) =3sinzcosx (sinx - %) oraz f(0)=f(n)=

e~ w

Liczba ¢ € (0;7) spetnia réwnanie f'(c) = 0, czyli 3sinc - cosc - (sinc—3) = 0. Stad ¢; =
/6, co = /2, c3 = %7‘(‘.
Twierdzenie 13.7 (Lagrange’a o przyrostach)

Jezeli funkcja f (x) jest ciagla na przedziale domknietym o konicach xq i x wraz z pierwsza
pochodna wewnatrz tego przedziatu, to istnieje taki punkt c lezacy miedzy xq 1 x, Ze

f (@) = [ (wo) = [ (c) (x — x0) (574)

Oznacza to, ze na luku znajduje sie co najmniej jeden punkt, w ktérym styczna jest
réwnolegta do cieciwy laczacej konce tuku (rys. 74).

A A
Y o
fe)=0
f(a)=f(b
S(xg)
a c b x= X, c X x
Rysunek 73: Twierdzenie Rolle’a. Rysunek 74: Twierdzenie Lagrange’a.

13.8 Twierdzenie Taylora

Twierdzenie 13.8 (Taylora)

Jezeli funkcja f (z) ma ciggte pochodne do rzedu (n — 1) wlgcznie na przedziale domknietym
o koricach xy i x oraz ma pochodna rzedu n wewnatrz tego przedziatu, to istnieje taki punkt c,
lezgcy miedzy xo 1 x, Ze

n—1 (k) To A (n) c . n—1 (k) o
f(z)= k_ofTi)(a:—xo) i m( ) (z — x0) Z;f—()(x—xo)k—l—Rn (575)

gdzie: f*)(x)— patrz wzér (544).
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Uwaga 13.7 (O szeregu (575))

1. Wzor (575) nazywamy wzorem Taylora z n—tg pochodng dla funkcji f w punkcie
xo; ostatni sktadnik po prawej stronie nazywamy reszta wzoru Taylora i oznaczamy

) (o
A O] (x —x0)" = R,.

symbolem R,
n!

2. W przypadku, gdy xo = 0, wzdr (575) nazywa sie wzorem Maclaurina z n—tq pochodng:

n—1
OO o ()
f(x)= Z o " + YR (576)
k=0
3. Jezeli reszta wzoru Taylora speinia warunek
lim R, =0  dla kazdego®® x € U (xg,¢) (577)

n—oo

to dla kazdego x € U otrzymujemy réwnosé

1" To ; X r(k) To .
f(x)Zf(xo)+f’(xo)(:r—xo)+f2(! )(x—:ro) +---=;f k:<' )(x—xo) (578)

Prawa strona ostatniej réwnosci nosi nazwe szeregu Taylora o srodku xo dla funkcji
f(x), a o funkcji mowimy, zZe jest rozwijalna w szereq Taylora o Srodku xo. Rownosé
(577) jest warunkiem koniecznym i wystarczajgeym na to, aby szereg Taylora byt zbiezny
i aby zachodzita réwnosé (578).

4. W szczegolnym przypadku, gdy xo = 0 szereg Taylora przybiera prostszq postac

f@)=f0)+ f(0)z+ %(!0)902 + = kzo:; f(k;!<0)mk (579)
zwang szeregiem Maclaurina funkcji f (x).
5. Rozwiniecie funkcji (1 + x)" w szereg Maclaurina ma postaé
(1+x)p:1+(f)x+(g)x2+...+(i>x"+... (580)

Szereg (580) nosi nazwe szeregu dwumiennego Newtona, w ktérym

f(r)= (1+2)7 f0)=1
fl@)= p(+a)’! f10)=p
f0)= plp—1)1+az)? f10)= pp—1)
f70)= plp-1)(p-2) 1+’ f"0)= p

Przyklad 13.31 Sprawdzié, ze funkcja f (z) = sin®z + %COSQJU spetnia na przedziale (0, 1)
zatozenie Twierdzenia Rolle’a i obliczyé warto$é c.

42Dla kazdego x z otoczenia punktu zg.
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Rozwiazanie 13.31 Funkcja f (x) jest ciagla na przedziale jako suma iloczyndw funkcji cigg-
tych. Ponadto dla kazdego x € (0; ) istnieje pochodna

f’(x):?)sinxcosx(sinx—%) oraz f(0)=f(m)=-

Liczba ¢ € (0;7) spetnia réwnanie f'(c) = 0, czyli 3sinc - cosc - (sinc —3) = 0. Stad ¢; =
T/6, ¢ = /2, c3 = 3.

Przyklad 13.32 Przedstawié funkcje f (z) = 3x°+2x+3 w postaci wzoru Taylora przyjmujac,
ze rg = —2.

Rozwiazanie 13.32 Skorzystamy z wzoru (575) dla xo = —2. Poniewaz f (x) jest wielomia-
nem pigtego stopnia, to przyjmujgc n = 6 otrzymamy reszte we wzorze Taylora réwng zeru.
Mamy

f (=2) =-99
£ (x) = 152% + 2 F1(=2) = 242
" () = 602° F7(=2) = —480
F (x) = 1802 F7(=2) = 720
ffV (z) = 360z f“’( 2) = —720
¥ (x) = 360 fr(=2)=

fV’( )=0=f""(c)

Na podstawre wzoru Taylora z szdésta pochodng dostajemy

480 720
30° +204+3=-99+242(v +2) - -~ (= +2)2+T(x+2)3—

720 4 360
—— 2 - 2
o (x +2) +120(:13+ )°

Odp.
30° + 22 + 3 = —99 4+ 242 (z + 2) — 240 (z +2)> + 120 (z +2)° =30 (v +2)* + 3 (v +2)°
Przyklad 13.33 Napisaé wzér Maclaurina z pigtq pochodng dla funkcji f(z) = sinx.

Rozwiazanie 13.33 Obliczamy kolejne pochodne i ich wartosci dla v =0

f(z) =sinzx f(0)=0

f'(x) =cosz f(0)=1

f"(z) = —sinx f"(0)=0

=—cosz f"(0)=-1
: (0

Stad otrzymujemy

(581)

Odp. Wzor Maclaurina z piatq pochodng dla funkcji f(x) = sinz ma postaé (581).
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Na zakonczenie podamy rozwiniecia w szereg Maclaurina funkcji trygonometrycznych,
hiperbolicznych i wyktadniczej:

sinx = x—@—j—l—ﬁ—j—%—i—...—k(—l)k (gzlrll),-i- r — dowolne
cosr= 1—5G+5 &G+, 4 (=1)F (%)!—i—... r — dowolne
. 3 5 2k:1
sinhx = x+§—2!+5"5—i—|—.;3.+(2k:1),+ x — dowolne
coshx = 1+I2,+’f1,+”g,+ +(2k),+ . x — dowolne
e’ = 1+x—|—2,+3%+4,+5,—|— x — dowolne
et = 1—x—|———§—l—f—g+ x — dowolne
Ponizej przedstawiamy szeregi dwumienne Newtona dlap = —1, p=1/2:
1 9 n
= l—-c+2—... +(—20)"+... -—-l<z<l
1Tac
- = l+o+22+...+2"+. -l<z<1
-
_ 1-3
Vitr= 1+1 x—ﬂx +mx+ -1l<z<l1
VvVi—x= 1——x——x2—ix3—... -l<z<l

24 2-4-6

13.9 Twierdzenie de ’Hospitala

Twierdzenie 13.9 (de [’Hospitala)
Jezeli

1. funkcje % oraz 58 sq okreslone w pewnym sasiedztwie S punktu xg

lim f(z) = lim h(z) =0 albo lim f(z) = lim h(x) = £oo

T—x0 T—xQ T—x0 T—x0
3. istnieje granica hm , (wiasczwa albo niewtasciwa),
to istnieje takze lim %, PrIY CzZym

T— T

o f@) L )

z=wo h(z) v n(x)

(582)

Uwaga 13.8 Tuwierdzenie de I’Hospitala® (lub krétko: Twierdzenie H) jest takze prawdziwe
dla granic jednostronnych, dla granicy, gdy x* — —oo oraz dla granicy, gdy v — oo. Przez
S nalezy wowczas rozumieé opowiednio: sasiedztwo lewostronne lub prawostronne, przedzial
(—00,a) albo (a,+00), gdzie a jest liczba dodatniq.

Uwaga 13.9 Z Twierdzenia de I’Hospitala korzystamy czesto przy obliczaniu:

1. granicy tlorazu ! Eg gdy dzielna i dzielnik dgza do zera albo do nieskoriczonodci (nieozna-

czonodd™ typu 3 i 2),

43W praktyce czesciej poshugujemy sie terminem reguta de I’Hospitala.

# Nieoznaczonoéci wystepujace w Twierdzeniu de I'Hospitala czesto nazywane s zagadnieniami typu

0 o
0
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2. granicy roznicy f(x) — h(x), gdy odjemna i odjemnik dazq do nieskoriczonosci (nieozna-
czonodé typu oo — 00),

3. granicy iloczynu f(x) - h(z), gdy jeden czynnik dazy do zera, a drugi do +o0o lub —oo
(nieoznaczonosé typu 0 - 0o ),

4. granicy potegi [f ()", gdy f(z) — 0 i h(z) — oo albo f(x) — oo i h(z) — 0 albo
f(x) = 1 1 h(zx) — oo (nieoznaczonosci typu 0°, 00 oraz 1°°).

Przykiad 13.34 Obliczyé lin(l) %

Rozwiazanie 13.34 Niech f(x) = Incos®x, h(z) = sin®z. Poniewaz f(x) — 0 i h(z) — 0,

gdy © — 0, wiecc mamy do czynienia z zagadnieniem typu 3.  Poniewaz f'(z)

—28nr — _9tang, W(z) = 2sinzcosz = sin2z, to L& = —_1

QCOSI(_ Slnx)coszzv = cos T W(x) = cos?z”

Zarowno %, jak 1 % sq okreslone w pewnym sqgsiedztwie punktu 0. Ponadto istnieje
hné {L,Ei) hn% ( ﬁ) = —1. Spelnione sq wiec zatozenia Twierdzenia 13.9 i na podstawie

wzoru (582) mamy

| 2 1
lim BT (_ ):_1

z—0 sin“z H z—0 cos?
Odp. —1.

Uwaga 13.10 Jezeli stosujac Twierdzenie de [’Hospital’a otrzymamy stosunek pochodnych

f'(z) . . R . , . ) , } .
W) ktorego granica nie istnieje, to nie mozna niczego wnioskowaé o granicy stosunku funkcji

%. Wykorzystujac reqgute H w ponizszym przykladzie:
. T +sinzx o0 . 1+coszx
lim —— ‘ ) - lim —————~
T—00 T H z—oo

otrzymujemy stosunek pochodnych, ktorego granica nie istnieje. Natomiast zwykte przeksztatce-
nia pokazuja, ze granica stosunku funkcji istnieje, bowiem

lim ———— = lim

T—00 €T IT—00

r+sinz ) ( sm:r>:1+021
x

Wobec tego znak = nabiera znaczenia zwyktego znaku rownosci wtedy, gdy nastepujaca po nim

granica stosunku pochodnych istnieje.

Przykiad 13.35 Obliczyé hm h”’

>—l|i~2 =

3 =1. Odp. 1.

Inx ‘
-1

|

Przyktad 13.36 Obliczy¢ lim 22,

T—00

Rozwiazanie 13.35 hn%

8 =

1
—1

=l

Rozwiazanie 13.36 lim 2Z — “’O‘ = lim i = 0. Odp. 0.

T—00 H r—o0

Przyklad 13.37 Obliczyé lim (lnx-tan “—;)

r—1—
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Rozwiazanie 13.37 W tym przypadku mamy do czynienia z mieoznaczonosciq typu 0 - 0o.
Mozemy sprowadzié¢ je do mieoznaczonosci typu % za pomocq przeksztatcenia Inx - tan 57 =
Inx

. A wiec
cot ¢ ‘
) mx ) Inz i % . 2 sin? o 2
lim (lnz-tan— ) = lim — = lim | —% = lim | —— = ——
z—1— 2 z—1— COt7 H z—1- 3 o 2 z—1— T T i
sin -5
2
Odp. —=.
Przykilad 13.38 Obliczy¢ lim z*.
z—0t
Rozwiazanie 13.38 Jest to nicoznaczono$é typu 0°. Sprowadzamy je do nieoznaczonosci
X0 .
typu —:
. lim zlnz lim oz lim —LZ
lim x* = ‘00| = lim ™ = lim e*®% = oot = ea—ot M = pa—ot TV — 00 —
z—0t r—0t z—0t H
Odp. 1.

. . . ) . ) . P . . 6390733371

Przyklad 13.39 Wykorzystujac Twierdzenie de [’Hospital’a obliczyé granice glcli% o

32 3x—1 _ 0] _ 13y 3¢3°=3 __ |0
sin? 5z _‘B}E};1_>05sin10x_‘6}'

Rozwiazanie 13.39 lirr(l) Otrzymalismy ponownie nieozna-
Tr—

czonodé typu 3. Poniewaz warunki Twierdzenia 13.9 sq spetnione, to funkcje f'(x) i W(x)

traktujemy jako pewne nowe funkcje fi(x) i hi(zx) i stosujemy do nich Twierdzenie de I’Hospi-
tal’a. W efekcie dochodzimy do wyrazenia
egx—3x—1_‘0 3e3® — 3 ‘O

9e3® 9
= |—| = l1In o ——— = |-/ =1m -—-— = —
0| H 2—05sin 10x 0| # 2—0 50 cos 10x 50

Obliczenia przedstawione w Przyktadzie 13.39 zapiszemy w postaci symbolicznej

lim L) o L) g @) (583)

voeo h(w)  wom (@) emm ()

lim —5
z—0  sin“ bz

2 cos z—2+x2
x2sin? x

Przykitad 13.40 Obliczyc¢ granice funkcyi lin%

Rozwiazanie 13.40 Rowniez tutaj Twierdzenie de [’Hospital’a nalezy stosowaé kilka razy.
Mianowicie

I f(x) , 2cosz —2+a2% |0
g =0 h(xr) +—0  a2sin’x 0 H
. (). —2sinx + 2z 0
= lim = lim — - =|=| =
2—0 B'(x)  2—02xsinx + x2sin2z  |0| H
. (=) —2cosx + 2 0
z—0 h/'(x)  2—02sin®x + 4z sin 2z + 222 cos 2z |0| H
M=) 2sinx 0
= lim = lim — - =|=-| =
z—0 h"(x)  «—0 6sin2x + 12x cos 2x — 4a?sin2x  |0| H

. W) 2cos T
= lim = lim - = —
z—=0 h(z)  2—0 24 cos2x — 32xsin 2z — 8x2cos 2z 12

A wiec requte de I’Hospitala musielismy stosowaé az czterokrotnie. Odp. 1—12
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Przyklad 13.41 Wyznaczyé hm (5 -=).

1 Inx

Rozwiazanie 13.41 Mamy tu do czynienia z mieoznaczonosciq typu oo — oo.  Jezeli
lim [f(z) — h(x)]* prowadzi do nieoznaczonosci typu co—oo, to mozemy zastosowaé podstawie-
r—a

nia u(x) = ﬁ oraz v(x) = ﬁ Wowczas przy x — a zachodzi u(z) — 0 i v(z) — 0. A wiec
1 1 v(x) — u(x)
— hix) = — = 584
e RS AT TIEY o8
W ten sposob zagadnienie oo — oo zostalo sprowadzone do postaci %. Zastosujemy do niego
poznang requte
r 1 1 g T2+ {0 -1 0
im —— ) = lim—= |- =lm—=F— == =
e—1\z—1 Inz 2—1 (x —1)Inx 0| Hesllnz+2L 0] H
I
o x1—>n% 1 —+ % - _2

x

Przyklad 13.42 Wyznaczyé l(1r§1 (tan z)tan2e,

r—(m/2)~
Rozwiazanie 13.42 Jest to nieoznaczonosé typu oo®. Ograniczymy sie do przypadku /4 <
x < /2. Woweczas tanx > 0, a tan 2z przyjmuje wartosc skoriczong. Poniewaz (tan )02 =

Intan x

tan 2x In tan x

e — @ cot2zx , Q
tan lim In tan z
hm elcottazzar o ez"(ﬂ'/2)7 cot 2z _ eA
x—(m/2)"
gdzie
11 .2
A = lim In tan ‘OO‘ lim —tanfoOSZ” = lim _l—sm 2:(72 =
z—(x/2)~ cot2x Ho—(n/2)” S5 z—(7/2)~ 2tanx cos?x
1 i 4sin? z cos? 5 1 sin? z cos x
= — lm ———mm=-— im — =
2 z—(n/2)~ (S;)n”“’ cos?x z—(r/2)-  sinz
= —2 lim sinzcosx =0
z—(m/2)~
Zatem lim (tanz)®2* =% =1. Odp. 1.
x—(m/2)~

Przyklad 13.43 Wyznaczyé lim (1 + %)m

Rozwigzanie 13.43 Jest to nicoznaczonodé typu 1°. Zakladamy, ze 1 + 2 > 0. Warunek
ten zachodzi, gdy x > |a|. Zlogarytmujemy funkcje f(z) = (1+ %)x i poszukamy jej granicy

a In £ta 0
A = liml — i [1(1 —ﬂ: 0l = 1 . _ |0 _
= hmxaf_Q:hm ar =a
T—00 —= z—oo T+ a

Stad lim (1 + %)x =e” Odp. e*.

T—00

4>Moga zachodzi¢ przypadki: f(x) — oo oraz h(z) — oo lub f(z) — —oo oraz h(z) — —oo.
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13.10 Ekstrema funkcji

Zaktadamy, ze funkcja f(x) jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu z.
Definicja 13.8 Mowimy, ze funkcja f(x) ma w punkcie xq:

1. maksimum lokalne wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie sasiedztwo S
punktu xq, ze dla kazdego x € S spetniona jest nierdwnosé:

f(@) < f(wo) (585)

2. maksimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U punktu xzq, Ze
dla kazdego x € U spetniona jest nierownosé:

f(z) < f(o) (586)

3. manimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U punktu xg, zZe dla
kazdego x € U spetniona jest nierouwnos$é:

f(@) = f(xo) (587)

4. manimum lokalne wtasciwe wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje takie sqsiedztwo S punktu
Xo, 2ze dla kazdego x € S spetniona jest nieréuwnosé:

f(@) > f(wo) (588)

Uwaga 13.11 Maksimum i minimum nazywamy ekstremamsi. Zamiast maksimum (minimum,)
lokalne mowimy krétko: maksimum (minimum,).

Twierdzenie 13.10 (Fermata - warunek konieczny ekstremum,)
Jezeli funkcja f(x) ma ekstremum w punkcie xo i ma w tym punkcie pierwszq pochodna,

to f'(xg) = 0.

Uwaga 13.12 Funkcja moze mieé¢ ekstremum tylko w tych punktach, w ktorych pochodna
nie istnieje, badZ jest rowna zeru.

25 5

20 4

Rysunek 75: Funkcja y = 22. Rysunek 76: Funkcja y = |z|.
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100

=501

-100

Rysunek 77: Funkcja y = 22/3. Rysunek 78: Funkcja y = 23.

Kazda z funkcji 22, |z|, V22 ma w punkcie x = 0 minimum lokalne wlasciwe, ale tylko
pierwsza z nich jest rézniczkowalna w tym punkcie.

Uwaga 13.13 Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 13.10 nie zachodzi. Pochodna funkcji
y = 23 prayjmuje w punkcie x = 0 warto$é rowna 0, ale funkcja w tym punkcie nie ma
ekstremum (rys. 78).

Twierdzenie 13.11 (Pierwszy warunek wystarczajgcy ekstremum,)
Jezeli funkcja f(x) jest cigglta w punkcie xq i posiada pochodna f'(z) na pewnym sasiedztwie
S(wo;0), pray czym

f(x)<0 dla zo—d<xz<zg 1 f(r)>0 dla zg<xz<x0+0 (589)

to funkcja ta ma w punkcie xo minimum lokalne wlaSciwe; jezeli natomiast zamiast warunku
(589) spetniony jest warunek

f(£) >0 dla zo—d<xz<zo i fl(r)<0 dla o< <3+ (590)

to funkcja f(x) ma w punkcie xy maksimum lokalne wltasciwe.

Whiosek 13.1 Jezeli f'(zq) = 0 i spetniony jest warunek (589), to funkcja f(x) ma w punkcie
x = xo minimum lokalne wlasciwe; jezeli f'(xo) = 0 i spetniony jest warunek (590), to funkcja
f(z) ma w punkcie x = xq maksimum lokalne wltasciwe.

Twierdzenie 13.12 (Drugi warunek wystarczajacy ekstremum,)

Jezeli funkcja f(x) ma na pewnym otoczeniu punktu xo pochodne do rzedu n wlacznie,
pochodna ™ (x) jest ciagla w punkcie xo, n jest liczba parzysta, a ponadto f*)(x¢) = 0 dla
kE=1,2,....,n—1 oraz f™(x) # 0, to funkcja f(x) ma w punkcie xo maksimum wladciwe,
gdy ™ (z0) < 0, natomiast minimum lokalne wtasciwe, gdy f™(xq) > 0.

Twierdzenie 13.13 Jezeli f'(z) > 0 dla x € (a;b), to funkcja f(x) jest rosngca na przedziale
(a;b); jezeli f'(x) <0 dla x € (a;b), to funkcja f(x) jest malejaca na przedziale (a;b).
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Ay . Definicje minimum i maksimum
Maksimum lobal : lokal
globalne globalnego i lokalnego
Maksimum
lokalne >
Minimum
Minimum lokalne
globalne
X
a b
Rysunek 79: Ekstrema lokalne i globalne.
10 30
8 20
10
6
) ) )
4
-10
2
=20
4 2 0 2 4 30
Rysunek 80: Funkcja y = |22 — 1. Rysunek 81: Funkcja y = —23 + 6.

Uwaga 13.14 Funkcja okreslona na przedziale otwartym moze mieé warto$é najwieksza (naj-
mniejsza) tylko w takim punkcie, w ktérym ma maksimum (minimum). Funkcja okreslona na
przedziale domknietym (jednostronnie domknietym) moze mieé warto$é najwiekszq (najmniej-
szq) tylko w takim punkcie, w ktérym ma ekstremum lub na koricu tego przedziatu.

Przyklad 13.44 Znalezé ekstremum funkcji y = |2% — 1].

Rozwiazanie 13.44 Poniewaz |v* — 1| > 0, to funkcja ma w punkcie v = —1 oraz v = 1
minimum réwne 0. W tych dwdch punktach pochodna nie istnieje (nie ma stycznej do wykresu
funkeji). Dla v < —1 lub x > 1 mamy y(z) = 2% — 1, wiec pochodna istnieje i jest réwna
y' = 2x # 0 1 ekstremum nie ma. Dla —1 < x < 1 otrzymujemy y = 1 — 22, stad iy = —2x,
wiec dla © = 0 pochodna jest réwna 0. W tym punkcie jest maksimum f(0) = 1 (patrz rys.
80). Odp. Dwa minima: y(—1) = y(1) = 0 i maksimum y(0) = 1.

Przyklad 13.45 ZnaleZé ekstremum funkeji y = —a3 + 6.
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Rozwiazanie 13.45 Obliczamy pochodna iy’ = —3x> +6 = 3(2 — 2?), a nastepnie znajdujemy
jej miejsca zerowe 2 — 2% = 0. Stad x1 = —V/2 i x5 = V2. Tylko w tych dwdch punktach
analizowana funkcja moze mieé ekstremum. Poniewaz w dostatecznie matym sasiedztwie punktu
V2 mamy vy < 0dlax < —/2 iy >0 dlax > —/2, wiec w tym punkcie funkcja
ma minimum: Yy (—\/5) = - (—\/5)3 + 6 (—\/ﬁ) — —4v/2. Poniewaz w dostatecznie matym
sasiedztwie punktu /2 mamyy' >0 dlax < /2 iy <0 dlax > /2, to w punkeie /2 funkcja
ma maksimum y (\/5) = — (\/5)3 +6 (—\/5) = 42 (patrz rys. 81).
Odp. Minimum y (—\/ﬁ) = —4\/5, maksimum y (\/5) =4./2.

13.11 Wkleslosé, wypuklo$é i punkt przegiecia funkcji
Zakladamy, ze funkcja y = f(z) ma pochodna na przedziale (a; b).

Definicja 13.9 Mowimy, ze krzywa y = f(x) jest:

1. wypukta na przedziale (a;b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego xy € (a;b) styczna
poprowadzona do tej krzywej w punkcie (xo, f(xo)) jest potozona pod tq krzywa - patrz
rysunek 82;

2. wklesta na przedziale (a;b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego xo € (a;b) styczna
poprowadzona do tej krzywej w punkcie (o, f(xq)) jest potozona nad tq krzywa - patrz
rysunek 83.

N\ e [0 oo
[ S

Rysunek 82: Funkcja wypukla. Rysunek 83: Funkcja wklesta.

Twierdzenie 13.14 Jezeli Vo € (a;0) f"(x) <0, to krzywa y = f(z) jest wklesta na
przedziale (a;b).

Twierdzenie 13.15 Jezeli Vo € (a;b) f"(x) >0, to krzywa y = f(x) jest wypukta na
przedziale (a;b).

Definicja 13.10 Punkt Py(zo, f(x0)) nazywamy punktem przegiecia krzywej y = f(x)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

1. istnieje styczna do krzywej y = f(x) w punkcie Py,

2. krzywa y = f(x) jest wypukta na lewostronnym sqsiedztwie punktu xo i wklesta na
pewnym prawostronnym sasiedztwie tego punktu albo na odwrdt.
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Jezeli funkcja f(x) ma na pewnym otoczeniu punktu xy druga pochodna, ktéra jest ciagta
w punkcie zp, to prawdziwe sg nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 13.16 (Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia)
Jezeli Py(xo, f(x0)) jest punktem przegiecia krzywej y = f(z), to f"(xo) = 0.

Twierdzenie 13.17 (Warunek wystarczajocy istnienia punktu przegiecia)
Jezeli f"(x) zmienia znak w punkcie xo, to Py(zo, f(x0)) jest punktem przegiecia krzywej

y = f(x).

Jezeli w punkcie zg f'(zg) = 0, a f"(xq) < 0,
to funkcja f(z) ma w punkcie zy maksimum lokalne,
natomiast, gdy przy f'(xz¢) = 0 zachodzi f"(z¢) > 0, *
to funkcja f(z) ma w punkcie 2y minimum lokalne. Z .
analizy Przykladu 13.45 wiemy, ze dla = = /2 funkcja

y(r) = —2% + 62 osigga maksimum; warto$¢ jej drugiej 3 3 7
pochodnej w tym punkcie jest réwna y” (\3/5) = —6v/2, 10 \
a wiec jest mniejsza od zera. Funkcja y(z) = —a3 + 20
62 osiaga minimum dla z = —+v/2; warto$¢ drugiej 30

pochodnej w tym punkcie jest réwna y” (—v/2) = 6v/2,
8 wige jest wigksza od zera. Rysunek 84: Ekstrema funkcji y =
_ .3
Poje¢ wklesto$¢ i wypuklo§é funkeji uzywamy do anaﬁizit ?gk zwanego tempa zmian
wartoSci funkcji:

1. jezeli funkcja jest rosnaca i wypukla w przedziale (a;b), to méwimy, ze roSnie coraz
szybciej w tym przedziale,

2. jezeli funkcja jest rosnaca i wklesta w przedziale (a; b), to méwimy, ze ro$nie coraz wolniej
w tym przedziale,

3. jezeli funkcja jest malejaca i wypykla w przedziale (a;b), to méwimy, ze maleje coraz
wolniej w tym przedziale,

4. jezeli funkcja jest malejaca i wklesta w przedziale (a;b), to méwimy, ze maleje coraz
szybciej w tym przedziale.

Na rysunkach 85 - 88 przedstawiono wykresy funkcji o réznych tempach zmian wartosci.

25 1
20

0.5
15

10 0 0.5 1 1.5 2

-0.5

Rysunek 85: Funkcja roénie coraz Rysunek 86: Funkcja roénie coraz
szybciej. wolniej.
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30 0.‘2 0.‘4 0.‘6 0.‘8 ‘1 1.‘2 1.‘4 1.‘6

7
L
| | I ; ? |

Rysunek 88: Funkcja maleje coraz
szybciej.

Rysunek 87: Funkcja maleje coraz
wolniej.

Twierdzenie 13.18 Jezeli dla kazdego x € (a;b):
f'(x) > 014 f'(x) >0, to funkcja f(x) rosnie coraz szybciej w przedziale (a;b),
f'(x) > 014 f'(x) <0, to funkcja f(x) rosnie coraz wolniej w przedziale (a;b),
f'(x) <04 f'(x) >0, to funkcja f(x) maleje coraz wolniej w przedziale (a;b),
f'(x) <04 f'(x) <0, to funkcja f(x) maleje coraz szybciej w przedziale (a;b).

Przyklad 13.46 Zbadaé tempo zmian funkcji f(z) =

_Z _
1422 -

—2z(3—22)
(14+a2)* *

Rozwiazanie 13.46 Mamy f'(x) = (11;;2)2, a f"(x) =
(patrz rys. 89)

Otrzymujemy stad, Zze

f2) =0 <= 21=0; 22 =—V3; 13=13

(@) >0 <= z€(=V3;0)U (V3;00)

f'(x) <0 <= =z€ (—oo; _\/§) U (0; \/3)
Zestawienie znakow pierwszej i drugiej pochodnej przedstawiamy w ponizszej tabeli. Poréwnujac
je stwierdzamy, ze funkcja maleje coraz szybciej w przedziatach (—oo; —/3) i (1;1/3), maleje
coraz wolniej w przedziatach (—v/3; —1) i (v/3;00), rosnie coraz szybciej w przedziale (—1;0),
ro$nie coraz wolniej w przedziale (0;1).

x -3 -1 01... V3
Fy | =1 - 0 + |+ -1 =1~
() | — 0 + 0| — -0 | +

Rysunek 89: Funkcja y = H% ijejl
i 2 pochodna.

-500 7]

-1000 7

-1500 7

-2000 7

-2500 7

S(x)

Rysunek 90: Funkcja y = 2% — 423 —
9022 + 122 + 7 i jej 1 i 2 pochodna.
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Przyklad 13.47 Znalesé przedzialy, na ktérych wykres funkcji y = 2* — 423 — 9022 + 122+ 7
jest: a) wypukty, b) wklesty oraz wyznaczyé punkty przegiecia tego wykresu.

Rozwiazanie 13.47 Obliczamy kolejno:

f'(x) = 42® — 1222 — 180z + 12; f"(z) = 122% — 24x — 180 = 12(x + 3)(z — 5). Warunek
f"(x) = 0 jest wiec spetniony tylko w punktach xy = —3 i x9 = 5. W kazdym z tych punktow
druga pochodna zmienia znak, wiec na podstawie Twierdzenia 13.16 sq to odciete punktow
przegiecia. Mamy wiec y = 650 dla © = —3 oraz y = —2058 dla v = 5. Ponadto f"(x) > 0
na przedziale (—oo; —3) oraz na przedziale (5;00), a zatem sq to przedzialy, na ktérych wykres
funkeji jest wypukty. Na przedziale (—3;5) wykres jest wklesty, poniewaz f"(x) < 0 (patrz
Twierdzenia 13.13 1 15.14).

13.12 Asymptoty
Definicja 13.11 (Asymptot)

1. Prostg o rownaniu x = c nazywamy asymptota pionowa lewostronnag krzywej y =
f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f(x) jest okreslona na pewnym lewostronnym
sasiedztwie punktu ¢ oraz lim f(x) = —oo albo lim f(z) = co.

x—c™ x—c™

2. Prostqg o réwnaniu x = ¢ nazywamy asymptota pionowa prawostronnag krzywej y =

f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f(x) jest okreslona na pewnym prawostronnym

sasiedztwie punktu ¢ oraz lim+ f(z) = —oo albo lim+ f(z) = 0.
3. Jezeli prosta x = c jest jednoczesnie asymptotq lewostronng i prawostronnag krzywej

y = f(z), to nazywamy ja asymptotq pionowag dwustronnag (krétko: asymptotaq
pionowa) tej krzywey.

4. Prostq o réwnaniu y = mx + k nazywamy asymptota ukosna (gdy m # 0) albo
asymptota pozioma (gdy m = 0) lewostronng krzywej y = f(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja f(x) jest okreslona na pewnym przedziale (—oo; a) oraz lim [f(x) — (mx + k)] =
r——00

0 (patrz 62).

5. Prostq o réwnaniv y = mz + k nazywamy asymptota ukosnag (gdy m # 0) albo
asymptota pozioma (gdy m = 0) prawostronna krzywejy = f(z) wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja f(x) jest okreslona na pewnym przedziale (a; 00) oraz im [f(z) — (mx + k)] =
0.

6. Jezeli prosta y = max + k jest jednoczes$nie asymptotq ukosng (pozioma, gdy m =
0) lewostronna i prawostronng krzywej y = f(x), to nazywamy jg asymptotq ukosng
dwustronng (krétko: asymptotq ukosnag) tej krzywej.

Zamiast asymptota uko$na méwimy tez asymptota pochyta.

Twierdzenie 13.19 Prosta y = mx + k jest asymptotq ukosng (poziomq, gdy m = 0)
lewostronng krzywej y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq granice skoriczone

lim f@) =m i lim [f(x)—mz]=k (591)

r——00 X Tr——00
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Twierdzenie 13.20 Prosta y = mx + k jest asymptotq ukosna (pozioma, gdy m = 0)
prawostronng krzywej y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq granice skoriczone

lim J@) =m i lim [f(z)—mzx] =k (592)

T—00 €T T—00
Przyklad 13.48 Znaleié asymptoty krzywej y = e'/*.

Rozwiazanie 13.48 Prosta v = 0 jest asymptotq pionowq prawostronna, poniewaz h%lJr Y=

00, nie jest to asymptota obustronna, gdyz lim y = 0. Obliczamy m = lim % = 0 oraz
x—0— Tr——00
lim (61/ z— 0) = 1. Prosta y =1 jest asymptotq lewostronna. Obliczymy teraz granice:

r——00

e1/z

lim =0 oraz lim (el/“j — O) =1 (593)

r—00 I T—00

Prosta y =1 jest asymptota pozioma prawostronna, jest to asymptota pozioma obustronna.
Odp. x = 0 asymptota pionowa prawostronna; y = 1 asymptota pozioma obustronna.

13.13 Badanie funkcji

W celu zbadania funkcji okre$lonej wzorem wykonujemy nastepujace operacje matematyczne:

1. Zmnajdujemy dziedzine naturalna (jezeli inna dziedzina nie jest podana), obliczamy granice
na koncach dziedziny oraz badamy, czy funkcja ma szczegélne cechy, np. parzystosc,
nieparzystos¢, okresowo$¢, miejsca zerowe, wartos¢ dla z = 0.

2. Badamy istnienie asymptot wykresu funkcji oraz, jezeli istnieja, piszemy ich réwnania.

3. Zmajdujemy przedzialy, na ktérych funkcja jest rosnaca i takie, na ktérych jest malejaca.
Badamy istnienie ekstremow oraz, jezeli istnieja, wyznaczamy je.

4. Znajdujemy przedzialy, na ktérych wykres jest wklesty i takie, na ktérych jest wypukty.
Badamy istnienie punktow przegiecia, jezeli istnieja, wyznaczamy je.

5. Zapisujemy uzyskane dane o funkcji w tzw. tabeli zmiennos$ci funkcji.
6. Sporzadzamy wykres funkcji.
Przyklad 13.49 Zbadaé przebieg funkcji vy = 23 — 42% + 42 + 2.

Rozwiazanie 13.49 Df = (—o0;+00). Dia kazdego x # 0 mamy
4 4 2
R R S 594
= (1-3+ 5+ m (594)

Jezeli z — —o0, to 23 — —o00, a wyrazenie w nawiasie dazy do 1. Zatem lim y = —oo. Jezeli

Tr——00

x — 00, to 3 — 00, a wyrazenie w nawiasie, jak poprzednio, dazy do 1, wiec lim y = oo.
r—00

Obliczamy pierwsza pochodnq:
2
y':3x2—8x+4:3<x—§)(x—2) (595)
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Pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca w przedziale (—oo; %) i w przedziale (2,00).
Pierwsza pochodna jest ujemna w przedziale (%, 2) - funkcja jest w mim malejgca. Pochodna
przyimuje wartosé 0 w punktach r = % orazx = 2. Na podstawie Twierdzenia 13.11 stwierdzamy,
ze funkcja ma w punkcie v = % maksimum, y(%) = %, a minimum w punkcie x = 2 rowne
y(2) = 2. Obliczamy druga pochodna: y" = 6x — 8. Poniewaz y" = 0 <= = = %, to druga
pochodna zmienia znak w punkcie v = %. Wykres funkcji ma punkt przegiecia w punkcie
P (%,;—2). Na przedziale (—oo;%) wykres funkcji jest wklesty, za$ na przedziale (%;oo) -
wypukly. Na podstawie uzyskanych wynikéw sporzadzamy tabele zmiennosci funkcji'® oraz

tworzymy jej wykres.

x —00 | ... % % 2 00
y(@) | + | + 0 — — — 0 + | +
y'(x) | — | — — — 0 + + + | +
y(x) [ —oo| /|max= |\ |pp=2 |\ |min=2]| /|

Rysunek 91: Wykresy funkcji y = 23 — 422 + 42 + 219y = 322 — 8z + 4.

46pp oznacza punkt przegiecia.
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13.14 Przyklady

W punkcie tym szczegélowo oméwimy badanie
przebiegu pewnych funkcji - elementarnych i nieelemen-

tarnych.
1 / Przyklad 13.50 ZnaleZé ekstrema i naszkicowac wyk-
.. _ o 2
e e res funkcji y = |z| (z — 1)*.
| Rozwiazanie 13.50 Funkcje y(x) i jej pochodna i/ (x)
// mustmy analizowaé w dwoch przedziatach: dla x < 0
"2 oraz dla x > 0. Pochodna ma postaé:
—1)2) = 2 _
Rysunck 92: Funkcja y = |z|(z — 1)% i o/(z) = { [2(2 1)2], - 3x2 dz+1 diaz>0
jej pochodna. [—z(x—1)* = =32*+4r—1 dlax <0

W punkcie © = 0 pochodna nie istnieje, poniewaz y'(07) = lim+ (B2 —4x+1) =1, a
z—0

y'(07) = liI(I)l_ (=322 +4x — 1) = —1. Stwierdzamy, ze funkcja y(x) jest ciagla w punkcie

x =0, gdyz y(0) = lir% y(x) = 0. Znajdujemy punkty zerowe pochodnej rozwigzujac réwnanie

y'(x) =0. Dla z € (0;00) otrzymujemy x1 = % i x5 = 1, natomiast dla © € (—o0;0) réwnanie
y'(z) = 0 nie ma rozwigzan rzeczywistych. Funkcja moze mieé ekstrema tylko w punktach:
0, % i 1. W punkcie x = 0 funkcja ma minimum lokalne wtasciwe réwne 0, gdyz funkcja y(x)
jest w tym punkcie ciggla oraz dla kazdego x nalezgcego do sasiedztwa punktu 0 o dostatecznie
matym promieniu (0 < r < 1) mamy y'(x) <0, gdy x <0 iy (x) >0, gdy = > 0. W punkcie
x = % wystepuje maksimum lokalne wtasciwe réwne %, poniewaz pochodna y' (x) zmienia w
tym punkcie znak z dodatniego na ujemny. Podobnie stwierdzamy, ze w punkcie x = 1 jest
mintmum lokalne wltasciwe, réwne 1.

Odp. Ymin =0dlax =012 =1; Ypax = % dla © = % Wykresy przedstawia rysunek 92
(v (z)— linia przerywana).

Przyklad 13.51 Wyznaczyé przedzialy monotonicznosci ponizszych funkcji i+ podaé rodzaj
monotonicznosci:

x
1+ 22

a) yi(x) = b) y2(z) = ez

A (596)
c) y3(z) = 2* — 51133 +3  d) ys(z) =22 (22— 9)°

Rozwiazanie 13.51 Na rysunkach 93 i 94 przedstawiono przebiegi funkcji (linia ciggta pogrubiona)
oraz ich pierwszych (linia ciggla cienka) i drugich (linia przerywana) pochodnych. Na podstawie
miejsc zerowych pochodnych (o ile istniejg) mozna lokalizowaé ekstrema i punkty przegiecia
badanych funkcyi.

__¢z oy L=zt o, 2w —3)
yl(x> - 1+x2 yl(x> - (1—’—1‘2)2 1('1:) - (1+x2)3
B 24+ Inx Inz

() = Vil () = 52
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Rysunek 93: Funkcje y; =

Rysunek 94: Funkcje y3 = 2% — %ZL‘S +3iyy =2 ($2 — 9)3.

ys(x) = at — 323 + 3 yh(x) = 4a® — 4a? vy (z) = 1222 — 8z
ys = 22 (22 — 9)° Yy, = 8x7 — 16225 + 97223 — 1458z y = 562° — 8102* + 291622 — 1458
1.
y/1 = _({Fiﬁ 3/1 =0<—=r==1 ylmin<_1) = _% ylmax(l) - % (597)

Funkcja jest malejgca w przedziatach: © € (—oo;—1) U (1;00); rosnaca w przedziale

x e (—1;1).
2.
=" yh=0=a=¢" Yomn(e?) = —2¢7" (598)
Funkcja jest malejgca w przedziale: x € (0;e72); rosnaca w przedziale x € (e™2;00).
3.

Yy =42 —4a?  Yy=0<= 212 =0,23=1 Ysmin(l) =% (599)
Funkcja jest malejgca w przedziale: © € (—o0;1); rosngca w przedziale x € (1;00).
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Yy = 8x" — 1622° + 9722° — 14587

yfl:O:)ZL'l :0,1}273: —3,1‘475:3,1'6:—%,337: % (600)
3 177147 3\ __ 177147
y4max(0) =0 Y4 min (_5) = T 256 Y4 min (5) — T 256

Funkcja jest malejgca w przedziatach: x € (—oo; —%) U (O; %), rosnaca w przedziatach

T € (—%;0) U (%;oo).

Przyklad 13.52 Zbadaé funkcje i sporzadzi¢ ich wykresy.

Yo =% —42? +4x+1 y, = z2e'/” Yo = v/ w3 — 622
Ya = ze="/? Ye =" yr=x—In(zx+1)
_ ol _ 2u-1 _ Ing (601)
Yg = x€ Yn = (w—1)? Yi =T+ p
y; =x +sinz Y= V(@ +12 =Y (21?2 y=2-%
Rozwiazanie 13.52 (Wykresy, ekstrema, punkty przegiecia, asymptoty)'?
a) (patrz rysunek 95)
Funkcja 1 pochodna 2 pochodna
Yo=23—4da? +4x+1 oy, =322 -8r+4 y!'=6xr-38
Asymptoty — — —
yp = 27e” vy = (20 — 1)/ g = 2grtlel/r
Asymptoty — y=2z-—1 y=2

/ 1 2 3

Rysunek 95: Funkcje y, = 2 — 422 + 4z + 1 1 y, = a2el/?.

4TPodobnie, jak w poprzednim przykladzie przedstawiono przebiegi funkcji (linia ciagla pogrubiona) oraz
ich pierwszych (linia ciagla cienka) i drugich (linia przerywana) pochodnych.
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b) (patrz rysunek 96)

Funkcja 1 pochodna 2 pochodna
— 33 _ 2 /o z—4 "n_ _ 8
yC \/x 6x yc 3 I(I*G)Z yC 3 1)4(1)—6)5
Asymptoty y=x — 2 y=1,2x=0,, =6 y=0, =0, =6
yg = xe "2 yh=(1—a22) e ™2 = x(2? - 3)e /2
Asymptoty y =10 y=20 y=20

Rysunek 96: Funkcje y. = (x?’ — 6.132)1/3 i yg = ze—t2/2.

c) (patrz rysunek 97)

Funkcja 1 pochodna 2 pochodna
Yo = e " y=01-x)e* yl=(x—-2)e"
Asymptoty 1y =0T y=0" y=0"
— _ =z _ 1
Asymptoty x = —1 y=1,r=-1 y=0, r=-1

,,,,,,,,,,,,

Rysunek 97: Funkcje y. = ze ™ iy =2 —In(z +1).
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d) (patrz rysunek 98)

Funkcja 1 pochodna 2 pochodna

Yy = 1’61 T y; — 61 mxT—l y;/ — 61 :L"x73

Asymptoty y=xz+1, =0 y=1, z= y=0, x=0
_ 2z—1 _ 2x _ Ax42
Yn = Gme Yp = T e-1? Y = 1)

Asymptoty y =10, =1 y=0,z=1 y=0 z=1

Rysunek 98: Funkcje y, = zell* iy, = (351:1;‘

e) (patrz rysunek 99)

Funkcja 1 pochodna 2 pochodna

yi =1 + lnT:L" y; — m2+i;1nz y;/ — 73;%ln:r

Asymptoty Yy=2x y=1,2=0 y=0, =0
y; = +sinw Y;=1+cosz yj=—sinz

Ograniczenia y=xx1; ypp =

Inx
T

Rysunek 99: Funkcje y; = « + iy, =2 +sinz.
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f) (patrz rysunek 100)
Funkcja 1 pochodna 2 pochodna
— _ 2 ¥a—1-¥a+1 - 2 P
o= Vet P =Y -0 v =3=mer W e Yo
Asymptoty y=0, x==+1 y=0, x==+1
y =z —4/2? y =52 y =—-4
Ograniczenia Y =T Y = y=0, =0

Rysunek 100: Funkcje yp = (z 4 1)%/3 — (z —

4 ik
3
29 \\\
15 .
_‘1 ‘
2/
L
3
4

1)2/3 iy,

2"
Funkcja Ekstrema Wartosé y
Ya = (L‘3 - 41'2 + 41‘ + 1 Lmax = % Lmin = 2 y(xmax) - g_g y(xmin) =1
Yp = x2ell® Lmin = % y(xmin) — i 8
Ye = Va3 — 62 Tmax = 0 Tmin = 4 y(gjmax) =0 y(xth — 3
2
Ya = xe " /2 Tmax = 1 Lmin = 1 y(xmax) — ﬁ y(xmin) - _Le
Yo = xE 7 Tmax = 1 Y(Tomax) = +
yr=x—In(x +1) Tonin = Y(Tmin) = 0
y, = xel/* Tnin = 1 Y(Tmin) = €
Yn = (iw_—E}Q Lmin = 0 y(xmin) =1
Yi =T+ me nie ma
Y; = +sinw Tmin = T — lokalne Y(Tmin) =7
Y = {’/(ZL’ + ]-)2 - {’/(ZL’ - ]-)2 Tmax = 1 Lmin = -1 y(xmax) = \3/1 y(xmin) - _\3/2l
y=x— % Trax = —2 Y(Tmax) = —3

Tablica 3: Funkcje i ich ekstrema.
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Funkcja Pierwsza pochodna y =0
Yo = 2> —42? + 42+ 1 Y, =3z — 8z +4 Ty =% xp=2
yp = x2el/” Yy = (22 — 1)el/* =3
— — z—4 —
yc—\?/:c3—6x2 yé—m r=4
ya = we "/ v, = (1—22) e/ =1 z9=1
Ye =" yh=(1—-x)e" r=1
yr=x—In(z+1) vy =5 =0
yg:xze“l” y;:el’”:% r=1
_ X — !/ X —
yh - (:12—1)2 yh (.Z'—l)g T = 0
yi:x—FlnTm yg_eri;lnx nie ma 3’ # 0
y;j = +sinw y;:12+cosx r==+02k—-1)r
3T ¥z .
Yo =/ (x + 1) — {/(z — 1) y§€:§ 3x_113x++11 nie ma 3’ # 0
4
PP - J_—
T
Tablica 4: Funkcje i miejsca zerowe pierwszych pochodnych.
Funkcja Druga pochodna v =0 y(zpp)
— 3 2 — N S—
Yo = x° —4a* +4x + 1 yg—6xz—8 T=5 Y=o
Yp = 1,261/;5 yI/)/ _ 2z ;g$+1 e1/3: nie ma y// ?é 0
— 3 — 3 3
Yo — /23 — 622 Yyl = — — = nie ma 3" # 0
Ir1 = —\/g
yg = we 12 Yy = x(z® — 3)e /2 T =/3
T3 — 0
Yo = e " Yyl = (v —2)e " x =2
yr=x—In(z+1) y}’:ﬁ nie ma y” # 0
Yy, = xet/® Yo = el/Tr? nie ma 3" # 0
Yn = (igi;)lz y;{ = (ix__J;)24 T = _%
Vi — x4 Bz i — —ihg T — 32
y; =x +sinz y;’:—siQHx 2 x = £kmr
_ 3 02— 3 (z—12 | = —3__ _ __3 _ _
n = YO YV | = gy~ g | 70 4=
w=r-— y = -4 niema y” #0

Tablica 5: Funkcje i miejsca zerowe drugich pochodnych.
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Funkcja | Punkty nieciaglosci pochodnych
yp() =0

Ye(T) 1 =0,79 =6

yr(x) r=-—1

yy() =0

yn(z) r=1

yi(x) z=0

yr(x) 1 =—-1,19=1

yi(z) =0

Tablica 6: Punkty nieciaglosci pochodnych.

W ostatniej tabeli wymieniono punkty, w ktérych nie istnieja pochodne rozwazanych
funkcji.

13.15 Tabele zmienno$ci funkcji analizowanych w Przykladzie 13.52

Zmienno$¢ funkeji y,(z) = 2* — 4a? + 4o + 1

Yo(r) =2 —da*+4o+1—->Df =R
T —00 | ... % % 2 ... | 00
v(z) | + | + 0 - - - 0 + | +
yrx) | — | — - - 0 + + + | +
yao(z) [—oo| /' [max=2Z [\ |pp=22 [\ |min=1] |
funkcja wklesta pp funkcja wypukta
Tablica 7: Tabela zmiennoéci funkcji y, = 2% — 42?2 + 42 + 1.

Zmienno$é funkcji yp(z) = 22el/*

yp(x) = 2%el/* — Df =R — {0}

x —00 | ... 0 o % ... | oo | Asymptoty
ylx) | — | = 10| —oc0| — 0 + |+ |y=22+1
y(x)| + | + |0 + | + + + | + r=0"
y(x) | oo |\ ]0] oo |\ [min=32¢*] /[oo| xz=0"

f. wypukta funkcja wypukta

Tablica 8: Tabela zmiennosci funkeji yp = z2e/.

19Zapis R— {0} jest réwnowazny zapisowi R\ {0}.
50W punkcie = 0 pierwsza i druga pochodna funkcji y,(z) = x2€'/* nie istnieje. Funkcje opisujace te
pochodne nie sa ciagte w = = 0.
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Zmienno$¢ funkeji y.(r) = Va3 — 622

Ye(z) = vVa? — 622 - Df =R
x —00 | ... 0 - 4 e 6 N e Asymptoty
@ | + [+ [+]-]1-1 0o [+ ]+[+][+]+]2=0 x=6
)| + |+ |+ +] + + +|+|-| -] -] =0 =6
min
Ye(z) | —00 | / 0 AN _ 33 / 0 /| o0 y=x—2
funkcja wypukta ‘ f. wklesta

Tablica 9: Tabela zmiennoéci funkcji y. = (x3 — 6x2) 13,

51

Zmienno$é funkcji yg(z) = ze™* /2

ya(r) =z - Df =R
x -0 | ... —\/§ o =1 1.0 0 ... 1 . V3 00
yh(z) | — | — — - 0 + |+ | + 0 - - | =] -
yi(z) | — | — 0 + + | +|O0 | =] — | =10 |+ |+
PP min pD max PD
wa@ | o [N T [N A N N 0
— o3/ /e NG £3/2
wklesta PP f. wypukta PP f. wklesta pp | f. wyp
Tablica 10: Tabela zmiennosci funkcji yq = ze= /2,
Zmiennos$¢ funkcji y(r) = ze™™
Ye(z) =™ - Df =R
x —00 [ ...| 0 |... 1 e 2 ... | oo | Asymptoty
y(x) | + |+ |+ ]| + 0 - — — | 0 y =
yew) | — | === - | =] 0 |+] + y=0
TITaX DD
Ye(w) | =00 | O 7 N | N0 y=10
funkcja wklesta pp f. wypukta

Tablica 11: Tabela zmiennosci funkcji y. = ze™".

Zmienno$¢ funkeji yr(r) = — In(z + 1)
yr(x) =z —In(x+1) = Df = (—1;00)
x | =17 ... 0 . Asymptoty

00
ype) | = | = 0 t | a=—1F y=1"
yi(r) | + | + + + |+ | z=-1" y=07
yr(x) | oo |\ |min=0]| /|00 r=—17

funkcja wypukta

Tablica 12: Tabela zmienno$ci funkcji yy == — In (z + 1).

°I'W punktach z = 0 i z = 6 pierwsza i druga pochodna funkcji y.(x) = v/23 — 622 nie istnieje. Funkcje
opisujace te pochodne nie sa w nich ciagte.
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Zmienno$é funkcji y,(r) = wel/*

®

y,(z) = ze'/® - Df =R — {0}

x —00 | ... 0 . 1 R 'S Asymptoty
@ | + [+ o[- 0 [+[+][z=0" y=1"
yoe) | — | = |0 + | + + + |+ | z=0" y=0F
yg(x) | —oo | /|0 ]oo| \,|min=e]| /|00 y=x-+1

f. wklesta funkcja wypukta

Tablica 13: Tabela zmienno$ci funkcji y, = zell®.

Zmiennos¢ funkcji yp,(x) = (ix__l)lz

yn(r) = (3;:)12 — Df =R —{1}
x —oo|...|—|...] 0 |...[5]... 1 R ) Asymp.
y(2) | 00 | —| = | =] 0 |+ |+|+|+]|—-]|—-]0 | 2=1 y=0"
yp@) | 0 | =] 0 [+ ] + [+ [+ + | +][+]|F+[0]x=1y=0
min
w(@) | 0 | = [ PRI o] 2] 2NN o a=1 =0
9
wklesta | pp funkcja wypukta f. wypukla

Tablica 14: Tabela zmienno$ci funkcji y, = i“i—_l)lz

53

Zmiennoé¢ funkcji y;(z) = x + 122

) =21+ — D[ = R = (0, )

x OF |...]06529 | ... 1 |...|e¥*|...| o Asymp.
yilx) | + | + + + 2 |+ + |+ + r=0" y=1
yl(x) | — | — - - | =3 —-1 0 |+ + x=0" y=0
yi(z) | —oc0 | 0 11| 1482 /| r=0" y==x

funkcja wklesta pp | f. wypukla

Tablica 15: Tabela zmiennoéci funkcji y; = = + lnT‘”

52W punkcie © = 0 pierwsza i druga pochodna funkcji yg(x) = ze'/* nie istnieje. Funkcje opisujace te
pochodne nie sa w nim ciagle.

"W punkcie # = 1 pierwsza i druga pochodna funkcji yp(z) = (ig‘fl)lQ nie istnieje. Funkcje opisujace te
pochodne nie sa w nim ciagle.
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Zmienno§¢ funkeji y;(z) = x +sinx

yj(x) =x+sine - Df =R
x -0 | ... - U U s | o0 Asymp.
yi(r) + 0 + 12| + 0 +
vy (x) + 0 + (0] — 0 +
pp min pp max y=r+1
yj(x) | —oo | / 100/ Sl oo | y=a-1
—T -7 T T
Yop =
f. wypukia f. wklesta

Tablica 16: Tabela zmiennoéci funkcji y; = x + sinx.

Asymptot nie ma. Mozna jednak wyznaczy¢ funkcje, pomiedzy ktérymi znajduje sie y;(x).
Sa to: y =z + 1,y = v — 1. Punkty przegiecia leza na y,, = .

Zmiennoé¢ funkcji v, = ¢/(z + 1)2 — ¢/ (z — 1)?

p= /T 1F ~ /e —1F = Df =R
x —oo | ... =1 ... 0]... 1 |[...]00 Asymp.
4
w(@) | 07 | = | = [+ g |+ ]| » | -0 2=-1 2=1
W@ [0 | = = [0+ |~ [+ ][0 a=-12=1
ye(e) | 07 [N " | L T N0 y=0
funkcja wklesta funkcja wypukta

Tablica 17: Tabela zmiennosci funkcji y, = (z + 1)%/% — (x — 1)%/3,

54
Zmienno$¢ funkeji i = v — 4/22
y=z—4/2° > Df =R —{0}

x —0 | ... | =2 ... 0 I EZE S Asymp.
yx) | 17 | + | 0 | — s + |+ |+ |17 y=1 =0
y/@) | 07 | =] = | = ~ [ = ]-Jo]y=02z=0
yie) | —oo | ST IN ] o 0 S| ] 0| oo =0

funkcja wklesta ~ funkcja wklesta
Tablica 18: Tabela zmiennosci funkeji y; = x — ;iz.

54W punktach z = —1 i 2 = 1 pierwsza i druga pochodna funkeji yr, = ¢/(z + 1)2 — {/(z — 1)? nie istnieje.
Funkcje opisujace te pochodne nie sg w nich ciagle.

W punkcie x = 0 pierwsza i druga pochodna funkcji y, = x — 4/2% nie istnieje. Funkcje opisujace te
pochodne nie sa w nim ciagle.
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14 Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych.

14.1 Definicja funkcji dwéch zmiennych i n— zmiennych

Na wstepie podamy definicje funkcji dwéch zmiennych.
Definicja 14.1 (Funkcji dwdch zmiennych)

1. Funkcja f dwdch zmiennych x1, x5 odwzorowujaca 2bior X C R* w 2bior U C R jest
przyporzadkowaniem kazdemu punktowi P(x1,x5) € X dokladnie jednej liczby z € U.
Piszemy przy tym

f:X-U

lub z = f(x1,22) dla (z1,22) € X lub z = f(P) dla P € X.

2. Zbior X jest dziedzing funkcji f (symbol Df ). Jezeli funkcja f jest okreslona wzorem i jej
dziedzina nie jest podana, to przyjmujemy, ze jest niq zbior wszystkich punktéow P(xy, x5),
dla ktorych wzor ten ma sens liczbowy. Jest to tak zwana dziedzina naturalna funkcji

f.

3. Zbior wszystkich wartosci, jakie przyjmuje funkcja f w swojej dziedzinie jest przeciw-
dziedzing tej funkcji (symbol Rf ).

Uwaga 14.1 Symbole x1, x5 oznaczajg zmienne niezalezne, zas z— zmiennag zalezna.
W przypadku rozpatrywanej funkcji dwoch zmiennych, zmienne niezalezne oznaczaé bedziemy
literami x 1 y.

Przeanalizujemy ponizszy przykiad.

A
Przykilad 14.1 Wyznaczyé dziedzine naturalng funkcyi Y

1.

— —:E —_—
Z = T2 +y2+2x

Rozwiazanie 14.1 Mamy tu f(x,y) = 1.

=z
x24y2 42z

A wiec (z,y) €EDf e mrmm—1 ZO@% <0&
r+22+y? > 0Ax?+1y*>+22 < 0. Zachodzi to wtedy i tylko
wtedy, gdy (x + %)Q—l—yQ > IN(z4+1)?+y* < 1.0znacza to,
ze do dziedziny naturalnej D f analizowanej funkcji nalezg
wszystkie te i tylko te punkty plaszczyzny (x,y), ktdre
nie nalezq do wnetrza kota o Srodku w punkcie (—%,O)
i promieniu 5 1 jednoczesnie sq punktami wewnetrznymi Rysunek 101: Rozwigzanie
kota o $rodku w punkcie (—1,0) i promieniu 1 (patrz rys. Przykladu.

101).

Odp. {(x,y) : (x+%)2+y224—11/\(x+1)2+y2 < 1}.

=y

Definicja 14.2 (Odlegtosci w R?)
Odlegtosé p 45 punktow A(ay,as) @ B(by, be) w przestrzeni R?* okreslamy wzorem

AB = p 5 = \/(al — b)) + (ag — by)? (602)
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Definicja 14.3 (Otoczenia w R?)
Otoczeniem kotowym (otoczeniem) U (Py;r) punktu Py € R? o promieniu v > 0 jest zbidr
wszystkich punktow P € R?, dla ktorych

Ppop < T (603)

Definicja 14.4 Otoczeniem prostokatnym punktu Py o bokach 2p i2q, p > 0, g > 0, nazywamy
2bior punktow P = (x,y) spelniajgcych nieréwnosci

[z =zl <p |y—wl <q (604)

Definicja 14.5 (Sgsiedztwa w R?)
Sasiedztwem kotowym (sasiedztwem) S (Py;r) punktu Py € R?* o promieniur > 0 jest zbidr
wszystkich punktow P € R?, dla ktorych

0<ppp<r (605)

Definicja 14.6 Sagsiedztwem prostokatnym punktu Py o bokach 2p i 2q, p > 0, ¢ > 0,
nazywamy zbior punktéw P = (z,y) spelniajgcych nieréwnosci

O<|zr—mxo|<p O<|y—uyol<gq (606)

Definicja 14.7 Punkt P nazywamy punktem wewnetrznym zbioru £, jezeli peune otoczenie
punktu P zawiera sie w E. Zbior punktow wewnetrznych zbioru £ nazywamy wnetrzem zbioru

.

Definicja 14.8 Punkt P nazywamy punktem zewnetrznym zbioru £, jezeli otoczenie zbioru
P jest roztaczne ze zbiorem £. Zbior punktow zewnetrznym wzgledem zbioru £ nazywamy
zewnetrzem zbioru £.

Definicja 14.9 (Funkcji ograniczonej)
Funkcje f(P) nazywamy ograniczona w zbiorze X, jezeli istnieje taka liczba M, zZe dla
kazdego P(x,y) € X spelniona jest nieréunosé: |f(P)| < M.

Jezeli n = 3, to zmienne niezalezne 1, x5, 3 najczesciej oznaczamy literami x, y, 2z, natomiast
zmienna zalezna opisujemy inng litera, np. w,v lub f. Zachodzi wéwczas P(x,y,z) € X,
X € R? oraz u,v, f €U.

Przestrzenn R? z odleglo$cia (602) nazywamy 2—wymiarowq przestrzeniq euklidesowq.

Definicja 14.10 (Funkcji n zmiennych)

Funkcja f, n zmiennych x1,xs, ..., x,, odwzorowujgca zbior XC R"™ w zbior U C R jest
przyporzadkowaniem kazdemu punktowi P(xy, s, ..., x,) € X doktadnie jednej liczby f € U.
Piszemy przy tym

f:X—-U (607)

lub u = f(xq1,x9,...,2,) dla (1,29,...,2,) € X lubu= f(P) dla P € X.
Definicja 14.11 (Odlegtosci w R")

Odlegtosé p,p punktow A(ai,as,...,a,) i B(by,be,...,b,) w przestrzeni R"™ okreslamy
wzorem

pan =\ (a1 — b + (a2 — ba)* + ..+ (a0 — b (608)
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Definicja 14.12 (Otoczenia w R")
Otoczeniem U (Py;r) punktu Py € R™ o promieniu r > 0 jest zbior wszystkich punktéow
P eR™, dla ktorych

pPOP <r (609)

Definicja 14.13 (Sgsiedztwa w R™)
Sasiedztwem S (Po;r) punktu Py € R™ o promieniu r > 0 jest zbidr wszystkich punktow
P eR"™, dla ktorych
0<ppp<r (610)

14.2 Granica funkcji dwéch zmiennych

Niech bedzie dany ciag (P,), n = 1,2,... punktéw przestrzeni R? i niech Py bedzie
punktem tej przestrzeni.

Definicja 14.14 (Granicy)
Mowimy, ze ciag (P,) punktow jest zbiezny do punktu Py, albo, zZe granicq ciagu (P,) jest
Py, co zapisujemy
lim P, = P, (611)

n—oo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy ciqg odlegtosci punktow P, od punktu Py jest zbiezny do 0, tzn.

n—oo

Twierdzenie 14.1 Jezeli P, (z,,y,) i Po(a,b) dlan € N, to P, — Py wtedy i tylko wtedy,
gdy”
lim z, =a ¢ limy,=0> (613)

n—oo n—oo

Niech funkcja f bedzie funkcja okre$lona w zbiorze Z i niech P, bedzie punktem skupienia
tego zbioru.

Definicja 14.15 (Heinego granicy funkcji dwdch zmiennych)
Liczbe g nazywamy granicq funkcji f(P) w punkcie Py i piszemy

lim f(P)=yg b lim f(z,y)=g (614)

P—Py y—b

wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu punktow (P,), P, € Z, P, # Py zbieznego do Fy
cigg (f (P,)) jest zbiezny do g.

Z definicji granicy w sensie Heinego wynika, ze funkcja f(x,y) okreslona w pewnym
sasiedztwie punktu (a,b) ma w tym punkcie granice réwng liczbie g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciagu punktéw (z,,y,) z sasiedztwa (a, b) i takiego, ze x,, — a, y, — b, ciag
f(@n,yn) = 9.

56Zapis P, — P, oznacza, ze lim P, = P.

n—oo
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Definicja 14.16 (Cauchy’ego granicy funkcji dwéch zmiennych)
Liczbe g nazywamy granica funkcji f(P) w punkcie Py, co zapisujemy Phnllj f(P) =g, wtedy
— 10
i tylko wtedy, gdy dla kazdego £ > 0 istnieje taka liczba 0, ze dla kazdego punktu P € S(Py;0)
wartodci funkeji f(P) rézniq sie od liczby g mniej niz o €, tzn.

lim f(P) =g Ve30>0VP €S (0<ppp <9d)=(|f(P)—gl<e (615)

P—Py

Z definicji granicy w sensie Cauchy’ego wynika, ze funkcja f(z,y) okreSlona w pewnym
otoczeniu punktu (a,b) jest w tym punkcie ciagla, jezeli dla kazdego € > 0 istnieje takie
d > 0, ze dla kazdego punktu (z, y) z tego otoczenia z zachodzenia nieréwnosci |z — a| < 0 oraz
ly — b| < 0 wynika, ze |f(x,y) — f(a,b)| < €. Oczywiscie powyzszy warunek jest spemiony
wtedy i tylko wtedy, gdy

lim z,y) = f(a,b
i (@ y) = fla,0)
Uwaga 14.2 (O réwnowaznodci definicji granic funkcji dwdch zmiennych)

1. Definicje Cauchy’ego i Heinego granicy funkcji dwdch zmiennych sa réwnowazne.

2. Granice funkcji dwdch zmiennych nazywamy takze granica 2— krotna lub granicq
podwdjina.

Definicja 14.17 (Granic niewtasciwych funkcji dwéch zmiennych wedlug Heinego)

Jezeli dla kazdego ciagu (P,) punktow, spelniajacych warunki podane w Definicji Heinego,
odpowiadajgcy mu ciag wartosci (f (P,)) jest rozbiezny do +0o (—o0), to méwimy, zZe rozwazana
funkcja ma w punkcie Py granice niewta$ciwg +oo (—o0) i piszemy

lim f(P)=+4+oc0 b lim f(P)=—o0 (616)

P—Py P—Py

Definicja 14.18 (Granicy niewtasciwej +o00 wedtug Cauchy’ego)
Liczba g jest granica niewlasciwa +oo funkcji f w punkcie Py wtedy i tylko wtedy, gdy

VA35>0VPeS (0<ppp <0) = (f(P)>A) (617)

Definicja 14.19 (Granicy niewtasciwej —oo wedlug Cauchy’ego)
Liczba g jest granica niewlasciwa —oo funkcji f w punkcie Py wtedy @ tylko wtedy, gdy

VA3s>0VP €S (0<ppp <d) = (f(P)<A) (618)

Definicja 14.20 (Granicy iterowanej)
Jezeli istnieje liczba

lim llim f(x,y)} lub  lim llim f(m,y)} (619)
z—z0 | y—Y0 Y=o |2—o0

to nazywamy jq granicg iterowang, funkcji f(x,vy), gdy najpierwy — yo, a nastepnie x —
(lub odwrotnie).

Uwaga 14.3 Z istnienia granic iterowanych nie wynika istnienie granicy podwdjnej.
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4

Przyktad 14.2 Obliczyé lim ey

y—0

Rozwiazanie 14.2 Dziedzing naturalng D f funkcji f(z,y) = x:;z‘l jest suma dwdch potplasz-
czyzn: x+y < 0 ix+y > 0. Punkt Py(0,0) jest punktem skupienia zbioru Df. Rozwazmy

dowolny ciag (P) = ((zg, yx)) punktow zbioru Df, zbiezny do punktu Py(0,0), tzn. taki, ze

xr — 0 iy, — 0. Poniewaz f(Py) = ﬁ%ﬁj’; = (x, — yr) (22 + y2), wiec na mocy Definicji
14.15 (Heinego) mamy

i ==Y i (o — ) (22 +17) =0 (620)
oy ket TUTETH

Odp. Granica jest réuna 0.

Przyklad 14.3 Wykazaé, ze granica podwdina

2 2
lim — = (621)
5:8 T4 —xy+vy

nie istnieje.

Rozwiazanie 14.3 Rozwazmy dwa ciqgi punktow:

= (D) = ((02)

zbiezne do punktu Py(0,0). Poniewaz f(x,y) = x:;yyfym to po podstawieniu (622) mamy:
1 1 2
wm T e 2
F(B) = oz =1 =22
) %2 + ) w2 koo
(623)
1
ol
F(P) = £ —1
k2
Przyklad 14.4 Wyznaczyé granice iterowane funkcji z Przyktadu 14.3.
Rozwiazanie 14.4 Mamy
2,2 7
lim [lim——— L | = liml=1
2—0 |y—0 22 — xy + y2_ z—0
(624)
_ 5 o 1
lim [lim —~— Y| = Jim1=1
y~>0 L —)Ol’ —xy—’—y2_ y—»O
Przyklad 14.5 Wyznaczyé granice iterowane funkcji
2 _ .2
lim 57— (625)
0Tt — Ty +y
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Rozwiazanie 14.5 Mamy

r 2 _ .2
lim |lim ——Y—| = lim1=1
2—0 |y—0 x? —xy+ y2_ z—0
(626)
_ 2 9 1
lim |lim ——2 | = lim(-1) = -1
y—0 |z—0 2 — Ty + y2_ y—0
Przyklad 14.6 Dana jest funkcja
1 1
f(z,y) = [2* + (y — 1)*] cos = cos (627)
x y—1
Zbadad istnienie granicy podwdjnej w punkcie Py(0,1) oraz granic iterowanych
lim [lim (x, y)} i lim [lim f(z, y)} (628)
z—0 |y—1 y—1 Lx—0

Rozwiazanie 14.6 Zbior Df = {(x,y) : x # 0 Ay # 1} jest dziedzing naturalng funkcji (627).
Punkt Py(0,1) jest punktem skupienia tego zbioru. WeZmy dowolny ciag (Py) = (g, yx))
punktow zbioru D f, zbiezny do punktu Py(0,1), tzn. taki, ze v, — 0 iy — 1. Poniewaz

0<

1 1
[2* + (y — 1)*] cos = cos ‘ <z +y -1
x y—1

wiec
0 < [f (@ ye)| < lael® + [y — 1

Stad na mocy twierdzenia o trzech ciagach mamy:

1 1
lim [2® + (y — 1)*] cos = cos =0
z—0 x y—1
y—1
Natomiast zauwazmy, zZe dla funkcji
1 1 1 1
f(x,y) = x%:os;cosy — + (y — 1)2cosgcosy_ .

1

przy ustalonym x nie istnieje granica lin% f(z,y), poniewaz lin% €OS =5 nie istnieje. Oznacza to,
y— y—

ze pierwsza z granic iterowanych nie istnieje. Podobnie przy ustalonym y nie istnieje granica
glﬁiil% f(z,y), poniewaz glﬁlil(l) cos % nie istnieje. Stad wynika, zZe druga z granic iterowanych réwniez
nie 1stnieje.

Odp. Granica podwdjna istnieje © wynosi 0. Granice iterowane nie istnieja.

14.3 Ciaglo$¢ funkcji dwéch zmiennych
Definicje ciagtosci funkcji dwéch zmiennych zapisujemy nastepujaco:

Definicja 14.21 (Cliaglosci funkcji dwéch zmiennych)
Funkcja f(P) dwdch zmiennych jest ciagla w punkcie Py wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(P) = f(Fb) (629)

P—Py
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Definicja 14.22 (Cliaglo$ci na zbiorze)
Funkcja f(P) dwdch zmiennych jest ciggta na pewnym zbiorze Z C R?, jezeli jest ciagta w
kazdym punkcie tego zbioru.

Twierdzenie 14.2 (O lokalnym zachowaniu znaku)
Jezeli funkcja f(P) okreslona na pewnym otoczeniu punktu Py jest w tym punkcie ciagla i

f(FPo) >0 to 30 >0VP e S(FPy;0) f(P)>0
oraz, jezeli (630)
f(P0)<O to 3(5>OVPGS(P0,5)JC(P><0

Twierdzenie 14.3 (O ograniczonosci funkcji) .
Jezeli funkcja f(P) jest ciggla na obszarze domknictym i ograniczonym D, to f(P) jest
ograniczona na obszarze D.

Twierdzenie 14.4 (Weierstrassa o osigganiu kreséw) .
Jezeli funkcja f(P) jest ciagla na obszarze domknietym i ograniczonym D, to

3P € D f(P)=sup f(P)
PeD
(631)

P, € D f(P) = inf f(P)

PeD

Twierdzenie 14.5 (Darbouzx o przyjmowaniu wartosci posrednich) .
Jezeli funkcja f(P) jest ciagla na obszarze domknietym i ograniczonym D i

s <inf_f(P);Sup f(P)> (632)

PeD Peﬁ

to
AP e D [f(P)=p (633)

Twierdzenie 14.6 (Cantora o ciaglosci jednostajnej) o
Jezeli funkcja f(P) jest ciagla na obszarze domknietym i ograniczonym D, to

Ve>036>0 VP,ReD 0<ppp <0=|f(P)—f(P)|<ce (634)

Uwaga 14.4 Funkcje f(P), dla kidrej spetniona jest teza Twierdzenia 14.6 nazywamy funkcjq
jednostagnie ciagta na obszarze D.

Przyklad 14.7 Wyznaczyé zbior wszystkich punktéow, w ktérych funkcja

cos —— gdy (z,y) # (0,0)
fla,y) = (7 (635)

jest ciagla.
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Rozwiazanie 14.7 Wezmy dowolny punkt Py(0,0) # (0,0) oraz sasiedztwo S punktu Py o
promieniu na tyle matym, ze punkt (0,0) ¢ S. Niech (P,) = ((zx,yx)) bedzie dowolnym
ciggiem punktow Py, € S zbieznym do punktu Py(zo,vyo). Poniewaz

li (P) = lim f(P)

1 1 1
lim cos ——— = cos llim —2] = cos 5— (636)
P—Py xk + yk‘

k—00 k—oo xi -+ Yi x% + yg

oraz

f(Py) = cos ——

637
x5+ yp (637)

wiec funkcja f(x,y) jest ciagla w kazdym punkcie (x,y) # (0,0). W punkcie Py(0,0) funkcja

nie jest ciagta. Dla ciagu (Py) = ((3, 0)) zbieznego do punktu Py(0,0), ciag (f(P)) = (cos k?)

nie ma granicy. Oznacza to, ze lir% f(z,y) nie istnieje, a wiec funkcja nie moze byé ciagla w
y—1

punkcie Py(0,0).
Odp. Funkcja jest ciagla na zbiorze {(z,y) : 2% + 3* > 0}.

14.4 Pochodne czastkowe funkcji dwéch zmiennych

Niech f bedzie funkcja okreSlona na pewnym kole
zawartym w przestrzeni R? i niech (x,vy), (z+Ax,y), (z,y+
Ay) beda punktami tego kota (patrz rys. 102). Réznice

f(l’—i—A[L’,y) - f(x,y) oraz f(x,y—i—Ay) - f(xay)
(638)
nazywamy przyrostami wartosci funkcji f w punkcie
(x,y) odpowiadajacymi przyrostowi Ax pierwszej zmiennej,
wzglednie przyrostowi Ay drugiej zmiennej. Ponadto, niech
Ax # 0 oraz Ay # 0. Wéwezas ilorazy

fatAzy) = flay - [yt Ay - flay)
ol Ax Ay
W Kole. (639)

nazywamy ilorazami réznicowymi funkcji f odpowiadajacymi przyrostowi Ax pierwszej
zmiennej, wzglednie przyrostowi Ay drugiej zmiennej.

Rysunek 102: Polozenie punktéw

Definicja 14.23 (Pochodnych czastkowych)

1. Granice ilorazu réznicowego

f(I+AZL’,y) —f(x,y)
Ax

(640)

gdy Ar — 0 nazywamy pochodna czastkowa funkcji f w punkcie (z,y) wzgledem
zmienne] x 1 oznaczamy symbolem %(x, y), tzn.
0 A —
_Q%w:hmf@+ z,y) = f(z,y)
Ox Az—0 Ax

(641)
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2. Granice ilorazu rézinicowego

Ay

(642)

gdy Ay — 0 nazywamy pochodna czastkowa funkcji f w punkcie (z,y) wzgledem
zmiennej y 1 oznaczamy symbolem g—ch(x, Y), tzn.

of flx,y+ Ay) — f(z,y)

3—y(:r, y) = lim Ay (643)
Ponizej podamy kilka informacji uzupetnia-
jacych. Az
Uwaga 14.5 Zapis % i 9L zostat wprowadzony

przez Leibniza. Symbol 85 oznacza, zZe mamy
do czynienia z funkcjg wielu zmiennych, a
obliczana jest pochodna wzgledem jednej z nich.
W praktyce, do przedstawiania pochodnych
czgstkowych wzgledem zmiennych niezaleznych
uzZywane sq tez symbole wprowadzone przez
Lagrange’a

fﬂf(xay) f?J(x?y) 0

/A

Uwaga 14.6 Pochodna czastkowa %(a:,y) jest /
pochodng funkcji f(,y)|,—.ons: bedacej zaweze-
niem funkcji f przez ustalenie drugiej zmienne;.
Analogicznie, pochodna czastkowa %(z, Yy

jest pochodna funkcji  f(2,y)|,—conse  Oedaces
zawezeniem funkcji f przez ustalenie pierwszej zmiennej

Rysunek 103: Geometryczny sens pochodnych
czastkowych.

%Wy) (% (f (2, y)|y:const) (644)
of d
2,0 = 3, (@ )lcons) (645)

Wynika stqd, zZe obliczanie pochodnych czqstkowych, zwane tez rézZniczkowaniem czast-
kowym, nalezy wykonywaé wedlug znanych regut, z tym, zZe przy rézniczkowaniu czastkowym
wzgledem x nalezy vwazaé y za stata, a przy rézniczkowaniu wzgledem y nalezy x uwwazac za
stalq.

Przyktad 14.8 Obliczyé pochodne czgstkowe funkcji f(x,y) = x3y>.

Rozwiazanie 14.8

_ of o3
P (z,y) = 327y ay(%y)—%y

2

Przyklad 14.9 Obliczyé pochodne czgstkowe funkcji f(z,y) = £ + £.

_? p
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Rozwiazanie 14.9

af

_235
Y

Y of 2 1

x? y2  x

Przyktad 14.10 Obliczyé pochodne czgstkowe funkcji f(z,y) = e~ /Y.

Rozwiazanie 14.10

of

o (I,y) = ——¢

14.5 Geometryczny sens pochodnych czastkowych

Niech G bedzie pewnym prostokatem, a S wykresem funkcji z = f(z,y) dla (z,y) € G.

Woéwcezas

fo(z,y) =tana  fy(z,y) =tanp (646)
gdzie: a1 [ sa katami, ktére styczne do krzywych

Z = f(I, y)|y:const = f(ZL’, y)|x:c0nst

tworza odpowiednio z osiami Ox i Oy (patrz rys. 103).

14.5.1 Styczna i normalna do krzywej

<

I I I
-2.5 -l\iy 125 25

Rysunek 104: Styczne do okregu.

Pochodne czastkowe mogg by¢ wykorzystywane
do wyznaczania stycznej i normalnej do krzywej
danej réwnaniem f(x,y) = 0.

Twierdzenie 14.7 Jezeli krzywa K jest dana
rownaniem ogdélnym f(x,y) = 0 klasy C' i
punkt M = (z,y) lezy na tej krzywej, to wektor
o wspdlrzednych [f.(M), f,(M)] jest wektorem
normalnym (czyli prostopadlym) do krzywej K w
punkcie M 1 oznaczamy go

grad f(M) = [f=(M), f,(M)] (647)

Whniosek 14.1 Jezeli krzywa K jest dana réwnaniem
ogdlnym f(z,y) = 0 klasy C* i punkt M = (z,y) lezy
na tej krzywej, to styczna do krzywej K w punkcie
M ma réownanie

fe(M)(X —z) + f,(M)(Y —y) =0 (648)

a normalna do krzywej K w punkcie M ma réwnanie

X—z Y-y

= (649)

fo(M) [y (M)
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Przyklad 14.11 Napisacé rownanie stycznej do okregu
2>+t =1 (650)
przechodzacq przez punkt (1,3).

Rozwiazanie 14.11 Niech (x,y) bedzie punktem stycznodci. Zgodnie z (648) réwnanie stycz-
nej do okregu w punkcie (x,y) ma postaé

20(X —x)+2y(Y —y) =0 (651)

przy czym (X,Y) jest dowolnym punktem plaszczyzny. Powyzisze réwnanie powinno bycé spet-
nione przez pare liczh X =1, Y =3. A wiec

20(1—2)+2y(3—y) =0 (652)

Zauwazmy, Ze punkt stycznosci (x,y) nalezy do okregu, a wiec spetnia réwnanie (650). Rozwia-
zujac uktad réwnan (652) 1 (650) otrzymujemy dwa punkty: (1,0) i (—4/5,3/5). Wstawiajac
te wartodci do (651) dostajemy dwie proste: X =1 174X —3Y +5 = 0. Sq to styczne do
okregu (650) przechodzace przez punkt (1,3)(rysunek 104).

14.6 Pochodne czastkowe drugiego rzedu

Jezeli funkcja f ma w kazdym punkcie prostokata G pochodna czastkowa f.(f,), to fu(fy)
jest funkcja okreslona w prostokacie G.

Definicja 14.24 Pochodng czgstkowq pierwszego rzedu pochodnych czgstkowych 3+ o 8f wzgle-
dem zmiennych x,y oznaczamy jednym z symboli
2 2 2 2
0x? Oy? 0x0y Oyox
i nazywamy pochodnymi czastkowymi rzedu drugiego funkcji f(z,y).
Uwaga 14.7 Pochodne g— fm, = fyy nazywamy czystymsi, a pochodne Wgy = fay
2
ddy o= = [ye Mieszanymi drugiego rzedu
Uwaga 14.8 Rozpisujgc symbol 3 21 2 otrzymujemy:
o*f folz + Az,y) — fol2,y)
1- Y x ) 4
0x? 92z DY) = Ar Do Ax (654)

Podobnie interpretuje sie pozostate wyrazenia (653).

Twierdzenie 14.8 (Schwarza)
Jezeli funkcja f(x,y) ma na pewnym prostokacie G (obszarze) ciagle pochodne mieszane
rzedu drugiego, to w kazdym punkcie prostokgta G (obszaru) sq one sobie réwne
0% f 0 f

— 655
Oxdy  Oyox Wb fay = Juo (655)
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Przyktad 14.12 Obliczyé pochodne czastkowe rzedu drugiego funkcji f(x,y) = x3y>.

Rozwiazanie 14.12 Pochodne pierwszego rzedu wyznaczyliSmy w Przykladzie 14.8. Saq one
rowne

fx = 3x2y2 fy = 21’33/

Teraz mozemy wyznaczyé wszystkie pochodne drugiego rzedu

fez =62y*  f, =22  fo, =627y [ =627y

Widzimy, ze fr, = 627y = fyu.

2

Przyklad 14.13 Obliczyé pochodne czgstkowe rzedu drugiego funkcji f(z,y) = % + £

Rozwiazanie 14.13 Pochodne pierwszego rzedu obliczyliSmy w Przyktadzie 14.9. Byly one

odpowiednio roune

2r gy 2 1
A

y a2

Wyznaczymy pochodne rzedu drugiego.

2 2y 222 2z 1 2z 1
fa==+22  fy= - -

y
14.7 Rébzniczkowalno$é funkcji. Rézniczka zupelna
O rézniczkowalno$ci funkeji méwi definicja:

Definicja 14.25 Funkcja f(x,y) jest rézniczkowalna w punkcie P(x,y), jezeli jest okreslona
na pewnym otoczeniu U tego punktu i istniejq takie liczby Ay i As, Ze w dostatecznie matym
otoczeniu punktu P (takim, ze (x + Az,y + Ay) € U) przyrost wartodci funkcji

Af = f(z+ Az, y+ Ay) — f(z,y) = A1Az + Ay Ay + pa (656)

gdzie: p = /Azx? + Ay? i linéoz =0 (« zalezy od p).
p—

Twierdzenie 14.9 Jezeli funkcja f ma na pewnym otoczeniu punktu P pochodne czastkowe
fz 1 fy, ktore sq w tym punkcie ciagle, to jest w tym punkcie réziniczkowalna.

Twierdzenie 14.10 Rdzniczkowalnosé funkcji f w punkcie P zapewnia jej ciagtosé w tym
punkcie.

Twierdzenie 14.11 Rdzniczkowalnosé funkcji f w punkcie P zapewnia istnienie pochodnych
czastkowych f, 1 f, w tym punkcie, przy czym Ay = fo(P), As = f,(P).

Definicja 14.26 Jezeli funkcja f(x,y) jest rozniczkowalna w punkcie Py(zo,yo), to

o) )
de})iiI}]Afza—i(Po)dx—Fa—‘;(Po)dy (657)

nazywamy rézZniczka zupetnag funkcji f w punkcie Py. Wielkosci dx i dy nazywamy rozZni-
czkami zmiennych niezalezZnych.
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Uwaga 14.9 Zachodzi wzor przyblizony
Af~df (658)

gdzie: Af— przyrost wartoéci funkcji; d f— rézniczka zupetna funkcji, ale nalezy pamietaé, ze
jednak Af £d f 1
Af=df+pa (659)

gdzie

o= Zdf (660)

VA2 4+ Ay?

Przyklad 14.14 Oszacowaé przyrost AV objetosci walca V= mwr*h odpowiadajacy przyrostowi
promienia dr @ przyrostowt wysokosci d h walca.

Rozwiazanie 14.14 Przyrost AV, ktérego modut jest zwany bledem bezwzglednym objetosci,
szacujemy za pomocqg rozniczki objetosci
oV ov

~ e —_— = 2
AV =~ qV 5 dr + ahdh 2nrhdr +mr*dh

Aby oszacowaé ~ czyli blad wzgledny objetosci, dzielimy powyzsza rownosé przez V- = mr?h

1% 1% r2h r h
Przyklad 14.15 Obliczyc rozniczke objetosci prostopadtoscianu o bokach a,b, c.

Rozwiazanie 14.15 Objetosé prostopadioscianu wyraza sie wzorem
V = abc

Jak widzimy, jest to funkcja trzech zmiennych niezaleznych: V = V(a,b,c). Korzystajac z
wzoru (657) zastosowanego do funkcji trzech zmiennych, otrzymujemy:

oW v
oa b o “
A wiec rézniczke objetosci prostopadtoscianu zapiszemy
dV = a—vda—ira—vdb+a—vdc:bcda+acdb+abdc

da ob dc
Stad

V a b c
Niech f (z,y) bedzie funkcja klasy C? w pewnym otoczeniu punktu P (x,y).

\% b
AV _da , db, dc

Definicja 14.27 RozZniczka drugiego rzedu funkcji f (r,y) w punkcie P (lub druga
rozniczka funkcji) nazywamy wyrazenie

& f(2,y) = foo (x,y) d2® + 2 0y (z,y) dxdy + fyy (2,y) dy? (661)

w ktérym dx, dy oznaczaja dowolne przyrosty zmiennych x, y. Druga rézniczka jest forma,
kwadratowq przyrostow dx, dy. Wspdtczynnikami tej formy sa drugie pochodne czastkowe

funkeji f (x,y).
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14.8 Pochodna funkcji zlozonej

Twierdzenie 14.12 Jezeli funkcja f (z,y) jest okreslona w obszarze D, a para funkcji x =
g(t), y=nh(t) odwzorowuje przedzial (e, B) w obszar D, to funkcja ztozona

F(t)=f(z,y)

jest okreslona w przedziale (o, 3). Jezeli dodatkowo funkcje g (t) i h(t) sq rézniczkowalne dla
pewnego argumentu t € («, B), a funkcja jest rézniczkowalna w punkcie (z,y) = (g (t),h(t)),
to funkcja ztozona (662) ma dla argumentu t pochodng

x=g(t) (662)

y=h(t)

F'(t) = fo (2,9) ;38 g )+ fy (z,9) 538 W (t) (663)
14.8.1 Pierwsza pochodna funkcji F (g (t),h (t))
Wzér (663) zapiszemy w symbolice Leibniza
F F Fdh
dFf_0Fdg , 0Fd (664)

df  dgdt ondr

Jest to wzér na pierwsza pochodna funkcji zlozone;.

14.8.2 Druga pochodna funkcji F (g (t),h(t))

Jak pamietamy, druga pochodna jest pochodna pierwszej pochodnej. Zatem
#F _ 4 (0Fdg  OFah
dt2  dt \ dg dt = Oh dt
Stad

d2F_82F(dg>2 OF dgdh 82F(dh)2 OF d*g  OF d*h (665)

a2 9g® \dt dgonatat T \at) Tagae T anae

14.8.3 Wzér Taylora dla funkcji dwéch zmiennych

Na wstepie podamy twierdzenie o przyrostach funkcji dwéch zmiennych.

Twierdzenie 14.13 Jezeli f (z,y) jest funkcjg klasy C* w otoczeniu U punktu Py = (¢, o)
i jezeli punkt Py = (zo + h,yo + k) € U, Py # P1, to przyrost funkcji odpowiadajgcy punktom
Py © P, wyraza sie wzorem

FP) = f(R) = £ (P)h+ £, (P)k (666)
w ktorym P jest pewnym punktem odcinka PyPy réznym od koricow tego odcinka.

Twierdzenie 14.14 Jezeli f (z,y) jest funkcjq klasy C? w otoczeniu U punktu Py = (x¢,Yo)
i jezeli punkt Py = (zo + h,yo + k) € U, Py # P1, to przyrost funkcji odpowiadajgcy punktom
Py © P, wyraza sie wzorem

F(R) = F (B) = o (B) b+ £y (P0) + 5 [ o (P) 124 2y (P) b+ 1 (P) 2] (667)

w ktorym P jest pewnym punktem odcinka Py Py miedzy Py i Py. Jest to wzor Taylora z drugimi
pochodnyma.
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Przyjmujac oznaczenia Py (z,y) i Py (x +dz,y + dy) zapiszemy wzoér Taylora w postaci
rézniczkowej

fle+dz,y+dy) — f(2,y) = fxdx+fydy+% [ﬁzdx2+2ﬁcydxdy+ﬁydy2] (668)

14.9 Ekstremum funkcji dwéch zmiennych
14.9.1 Definicja ekstremum

Definicja 14.28 Powiedzenie, Ze funkcja f ma w punkcie Py maksimum oznacza, Ze Py jest
punktem weuwnetrznym dziedziny funkcji i Ze istnieje otoczenie punktu Py, w ktérym najwiekszq
warto$ciq funkcji f jest f(Fy), co zapisujemy symbolicznie
AN P) < f(F,

Vo TP < (R (669)
Jezeli we wszystkich punktach sasiedztwa funkcja f przyjmugje wartosci mniejsze niz w punkcie
Py, czyli
f(P) < f(R) (670)

to mowimy, ze funkcja f ma w punkcie Py maksimum wtasciwe.

vV A
6>0 0<PPy<6

Definicja minimum i minimum wla$ciwego rézni sie od powyzszej tylko kierunkiem
nier6wnosci miedzy f(P) i f(Fp).

Ekstremum jest nazwa obejmujaca maksimum i minimum. FEkstremum jest lokalna
wlasnoécig funkcji, charakteryzujaca rozkiad wartosci funkcji w dowolnie malym otoczeniu
danego punktu.

14.9.2 Formy liniowe i kwadratowe dwéch zmiennych
Twierdzenie 14.15 Forma lintowa dwdch zmiennych niezerowa

¢ (z,y) = Az + By (671)
nie ma ekstremum.

Oznacza to, ze w dowolnym otoczeniu pewnego punktu F, istnieje punkt w ktérym funkcja
ma warto$¢ wieksza niz w P,y oraz punkt, w ktérym funkcja ma warto$¢ mniejsza niz w F.

Wykresem formy liniowej sa tak zwane linie ekwiskalarne. Sa to linie, wzdtuz ktérych
funkcja przyjmuje te same wartoéci. W przestrzeni R? liniami ekwiskalarnymi sa proste o
réwnaniach Ax + By = const, a w przestrzeni R3— plaszczyzny.

Definicja 14.29 Forma kwadratowa dwdéch zmiennych nazywamy funkcje postaci
® (x,y) = Ax® + 2Bxy + Cy° (672)
jezeli co nagmniej jedna ze statych A, B, C, zwanych wspdtczynnikami formy nie jest zerem.
Definicja 14.30 Wyréznikiem formy kwadratowej nazywamy liczbe
:'é g‘:AC’—B2 (673)
Zavwazmy, ze jezeli w >0, to AC > B? >0 i liczby A, C sa tego samego znaku.
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Klasyfikacja form kwadratowych

1. Kazda forma kwadratowa ma w poczatku uktadu wartos¢ 0.

2. Forme kwadratowa nazywamy okre$lona, jezeli wszedzie poza poczatkiem ukladu ma
wartosci rézne od zera i stalego znaku. Przy tym nazywamy ja okreSlona dodatnio
(np. @ (x,y) = 22 + y?) lub okreélona ujemnie (np. ® (z,y) = —2? — y?) zaleznie od
tego, czy wartoSci tej formy sa dodatnie czy ujemne.

3. Forme kwadratowa nazywamy pétokreslona, jezeli w pewnych punktach poza poczat-
kiem uktadu przyjmuje warto$¢ 0, ale nie przyjmuje wartoéci réznych znakéw. Przy
tym nazywamy ja pétokreslona dodatnio (np. ® (z,7y) = (z 4+ y)?) lub pétokreslona
ujemnie (np. @ (z,y) = — (v + y)2) zaleznie od tego, czy forma przyjmuje wartosci
dodatnie czy ujemne.

4. Forme kwadratowa nazywamy nieokre$lona lub znakozmienna (np. @ (z,y) = % —
y?), jezeli w pewnych punktach przyjmuje warto$ci dodatnie, a w innych ujemne.

Twierdzenie 14.16 Forma kwadratowa ® (z,y) = Ax? + 2Bzy + Cy* o wyrdzniku w =
AC — B? jest:
1. okreslona, jezeliw > 0, przy czym jest okreslona dodatnio, gdy A > 01 C' > 0, wzglednie
okreslona ujemnie, gdy A <0 i C <0 (elipsy).

2. potokreslona, jezeli w = 0, 1 wowczas zeruje sie na pewnej prostej przechodzacej przez
poczgtek uktadu, a poza nig przyjmuje wartosci dodatnie, gdy A > 0 lub C' > 0, wzglednie
warto$ci ujemne, gdy A < 0 lub C < 0 (prosta).

3. nieokreslona, jezeli w < 0, 1 wowczas zeruje sie na dwdch prostych przecinajacych sie w
poczatku uktadu, a we wnetrzach czterech kqgtow miedzy tyma prostymi jest na przemian
dodatnia i ujemna (dwie proste prostopadte oraz hiperbole).

14.9.3 Warunek konieczny ekstremum funkcji dwéch zmiennych

Przedstawimy podstawowe twierdzenie.

Twierdzenie 14.17 Jezeli funkcja f(x,y) ma w punkcie (xo,vo) ekstremum i jest w tym
punkcie rozniczkowalna, to obie pochodne czastkowe 1 rzedu w tym punkcie sq rowne zeru

fo(wo,90) = fy(w0,90) =0 (674)
Przyklad 14.16 Czy funkcja z = 2%y + ye® ma ekstremum?

Rozwiazanie 14.16 Funkcja z = x2y+ye® jest rézniczkowalna na calej plaszczysnie. Pochod-
na z, = ¥® + e* jest wszedzie dodatnia, zatem funkcja nie ma ekstremum.

Przyklad 14.17 Czy funkcja z = x* + y* ma ekstremum?

Rozwiazanie 14.17 Pochodne czgstkowe funkcji z sq roune: z, = 423, z, = 2y. Przyréwnu-
jac je do zera otrzymujemy uktad réwnan 423 = 0, 2y = 0, ktdrego jedynym rozwiazaniem jest
punkt (0,0). Poza tym punktem nie ma ekstremum. W punkcie (0,0) jest minimum wila$ciwe.

Przyklad 14.18 Czy funkcja z = 2%y ma ekstremum?

Rozwiazanie 14.18 Pochodne czastkowe opisywane sq réwnaniami: z, = 2xy, z, = x>

Przyymujg warto$é zero we wszystkich punktach osi 0y. Funkcja nie ma jednak ekstremum,
poniewai w sasiedztwie punktu (0,0) dlay =z >0 jest z> 0, a dlay =z <0 jest z < 0.
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14.9.4 Warunek wystarczajacy ekstremum funkcji dwéch zmiennych
Méwi o tym twierdzenie.

Twierdzenie 14.18 Jezeli funkcja f(x,y) jest klasy C? w otoczeniu punktu Py(xg,0) © ma
obie pochodne czastkowe 1 rzedu w tym punkcie rowne zeru

fo(Po) = fy(Fo) =0 (675)

a wyznacznik pochodnych czqstkowych 2 rzedu, tzw. Hessian®™ (lub wyznacznik Hessa), funkeji
f gest w tym punkcie dodatni

W =| i) f | >0 79

to funkcja ta ma w punkcie Py ekstremum wilasciwe. Charakter tego ekstremum zalezy od znaku
drugich pochodnych czystych w punkcie Py

fa:x(PO) fyy(PO) (677)

Jezeli sq one dodatnie, to funkcja ma w punkcie Py minimum wlas$ciwe, jezeli ujemne, to
maksimum wlasciwe.

Przyklad 14.19 Wyznaczyé ekstremum funkcji f(x,y) = 2% + zy +y* — 22 — y.

Rozwiazanie 14.19 Obliczamy pierwsze pochodne i przyrownujemy je do zera

folz,y) =20 +y—2=0
fy(@y)=2+2y—1=0

Jest to jedyny punkt, w ktorym f, = f, = 0. Ekstremum moze wystapi¢ tylko w tym punkcie.
W celu zbadania, czy w wyznaczonym punkcie wystepuje ekstremum i jakie, obliczymy warto$ci
drugich pochodnych w tym punkcie. Sa one rowne: foo = fyy = 2, foy = 1, a wyznacznik
W = 3. Oznacza to, ze w punkcie (1,0) jest minimum wta$ciwe.

stgdr =1, y=20

14.9.5 Warunek wykluczajacy ekstremum funkcji dwéch zmiennych

Jezeli co najmniej jedna z pochodnych f,(Fp), f,(Fo) jest rézna od zera, to na mocy
Twierdzenia 14.17 funkcja f nie ma ekstremum w punkcie Fy. Jezeli f,.(Fp) = f,(Fp) =0, to
mozemy korzysta¢ z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 14.19 Jezeli funkcja f(x,y), klasy C* w otoczeniu punktu Py, ma w tym punkcie
obie pochodne czastkowe 1 rzedu rowne zeru, ale wyznacznik drugich pochodnych jest w tym
punkcie ujemny
f2(Po) = fy(Po) =0  W(FR) <0 (678)
to funkcja nie ma ekstremum w tym punkcie.
Uwaga 14.10 Jezeli w punkcie Py
fo(Po) = fy(Fo) = W(Fy) =0 (679)

to miczego nie mozemy powiedzied o istnieniu lub braku ekstremum. Wezmy, na przyktad dwie
funkcje z = 2t +y* i 2 = 23 + 3. W obu przypadkach w punkcie Py = (0,0) zachodzi warunek
(679), jednak pierwsza funkcja ma w nim ekstremum wlasciwe, a druga nie ma ekstremum
(patrz ponizsze rysunki).

Tczyt. hesjan.
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Rysunek 105: Przebiegi funkcji: z = 24 + 9% i z = 2% + ¢3.

14.10 Ekstremum warunkowe funkcji dwéch zmiennych

Niech funkcje f (x,y) 1 g (z,y) sa okre$lone i ciagle w pewnym obszarze plaskim D. Méwimy,
ze funkcja f (z,y) osiaga w punkcie (z9,y0) € D maksimum (minimum) warunkowe, przy
warunku

g(z,y)=c (680)

jezeli punkt (z9,yo) spelnia réwnanie (680) oraz istnieje takie otoczenie U punktu (xg,yo), ze
dla kazdego punktu (z,y) € U speiajacego warunek (680) zachodzi nieréwnos¢

f(%y) < f(ivo,yo) — maksimum
(681)
f(z,y) > f(xo,9) — minimum
Warunek konieczny istnienia ekstremum warunkowego funkcji dwéch zmiennych
z = f(x,y) przy warunku ograniczajacym ¢ (x,y) = ¢ mozna sformutowaé za pomoca rézniczki

funkcji. Niech funkcje f (z,y) i g (z,y) s klasy C* w obszarze D. Funkcja f (x,y) moze mie¢
ekstrema w tych punktach, dla ktérych zeruje sie rézniczka funkcji

dz=df=fedz+ f,dy =0 (682)

przy czym z warunku ograniczajacego (680) wynika, ze rézniczki d z 1 dy sa od siebie zalezne
i spelniajg réwnanie

dg=gedz+g,dy=0 dc=0 (683)
Wyznaczajac z réwnania (683) dy = —Z—z d z i podstawiajac do réwnania (682) otrzymujemy
Y

gdzie d x jest dowolnym przyrostem. Z ostatniego réwnania wynika, ze aby rézniczka d z byla
réwna zeru przy dowolnym przyroScie d x musi by¢ spelniony warunek

_ G
Ja 0 fy=0 (685)

ktéry mozna zapisa¢ w postaci wyznacznikowej

Je Jy
9z Gy
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Zatem punkty stacjonarne, w ktérych funkcja f (z,y) moze osiagaé¢ ekstrema warunkowe
spelniaja ukiad rownan

foh]
9: Gy (686)
g(zr,y) =c

Praktycznie warunek konieczny na ekstremum otrzymujemy wprowadzajac tzw. me-
tode mnoznika Lagrange’a. Polega ona na wprowadzeniu pomocniczej funkcji Lagrange’a
W postaci:

L()\,ZL’,y)Zf(l’,y>—|—)\(0—g<l’,y)> (687)

i znalezieniu dla niej warunku koniecznego na istnienie ekstremum bezwarunkowego tej
funkcji rozpatrywanej jako funkcji trzech zmiennych:

Ly= c—g(z,y)=0
L,= f,—Xg,=0

Eliminujac z uktadu réwnan czynnik nieoznaczony A = g—’” = ;”_y otrzymujemy warunek koniecz-
x y

ny na ekstremum zapisany w postaci (686).

Warunek dostateczny istnienia ekstremum warunkowego dla funkcji z = f (z,y)
przy warunku g (z,y) = ¢ dotyczy znaku rézniczki drugiego rzedu d? z w punkcie stacjonarnym.
Przyjmijmy zalozenie, ze funkcje f (z,y) i g (z,y) sa klasy C? w pewnym otoczeniu punktu
stacjonarnego. Wtedy

0 0
2 —_— e R — pr—
d°z = d(dz)—ax(dz)dx—kay(dz)dy

B )
%(fxdx-nydy)dera—y(f:cd$+fydy)dy— (689)
= feod?®+ foydydar+ fo,dydr + f,dy> + f, Py =

= fmxdxg +2fxydydx+fyydy2 +fyd2y

Biorac pod uwage ograniczenie
g(z,y)=c mamy dg=01id’g=d(dg)=0 (690)
czyli
d® 9 = gzo A7 + 200y dydz + gy dy® + g, >y =0
Eliminujac d®y z ostatniego réwnania i wstawiajac do (689) mamy

dQZ = (fz:r_E.%cx)d$2+2(fmy_%gxy)dydx+ (fyy_%gyy> -

y y
= (fxx - )\gm) dIQ +2 (fxy - Agwy) drdy+ (fyy - Agyy) d2 )
Obliczajac pochodne drugiego rzedu funkcji Lagrange’a

Lzy = fmy - )‘gzy = Lyz (691)
Lyy = Jyy — Agyy
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i wstawiajac je do d? z otrzymujemy forme kwadratowa
d*2 = Loz da® + 2Lay dxdy + Ly, d*y

Biorac pod uwage (683) otrzymujemy

i dochodzimy do relacji

dx?
95

d2 = [ngg - 2Lwygxgy + Lyyga%] (692)

A wiec warunki dostateczne na ekstremum warunkowe funkcji z = f(z,y) w punkcie
stacjonarnym sa nastepujace:

1. dla minimum: forma kwadratowa d? z dodatnio okreélona przy warunku d g = 0;
2. dla maksimum: forma kwadratowa d2 z ujemnie okre§lona przy warunku d g = 0.

Latwo zauwazy¢, ze druga rézniczka jest dodatnio (ujemnie) okreslona w punkcie stacjonar-
nym, gdy wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest dodatnie (ujemne). Wyrazenie to ze
znakiem ujemnym zapiszemy za pomoca wyznacznika, zwanego Hessianem obrzezonym

_ 0 9 gy ) )
H|=| 90 Loz Loy | =— [0 Los — 2929y Lay + 2Ly, (693)
9y Lye Lyy
Zatem
dodatnio okres$lona }I_{’ <0
d? 7 jest przy warunku dg =0 <= (694)
ujemnie okre$lona }H‘ >0

Whniosek 14.2 Dia kazdej warto$ci stacjonarnej funkcji

z=f(x,y) Wwb L\z,y)=[f(x,y)+A[c—g(x,y)]

dodatnia warto$é ‘P_I| wystarcza, aby stwierdzi¢ wzgledne maksimum funkcji z (x,y), za$ ujemna
warto$é ‘I:I| wystarcza, aby stwierdzié wzgledne minimum funkcji z (x,y).

Test wyznacznikowy dla wzglednego ekstremum warunkowego funkcji z = f(z,y) przy
warunku g (x,y) = ¢ dla

L()‘ﬂx>y) :f((f,y)+)\[0—g<$,y)]

ma postac
Warunek Maksimum Minimum
warunek konteczny Ly =L,=L,=0 Ly=L,=L,=0
warunek dostateczny ‘I:I} >0 |I:I‘ <0

Przyklad 14.20 Znalezé ekstremum funkcji 2(x,y) = xy przy warunku x +y = 6.
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Rozwiazanie 14.20 Zauwazamy, zZe g (z,y) ma postaé:
g(@y)=z+y
a ¢ = 6. Stad funkcja Lagrange’a przyjmie postaé
LA zy)=ay+A(6—z—y)

Warunki konieczne dla tej wartosci stacjonarnej g (z,y) sq réwne:

Ly= 6—2—-y=0 r+y= 6
L,= y—X=0 =9 —At+y= 0
Ly= 2—-X=0 —A+zx= 0

Rozwiazaniami powyzszego uktadu sq wartodci: X\ = 3, & = 3 i § = 3. Badamy warunek
dostateczny:

Zatem

01
H|=|101|=2>0
11

O = =

W punkcie T = 3, y = 3 funkcja z (x,y) = xy osigga przy warunku x+y = 6 maksimum réwne
2(3,3) =0.

Przyklad 14.21 Znalezé ekstremum funkcji z (x,y) = 2% + y* przy warunku x + 4y = 2.
Rozwiazanie 14.21 Funkcja Lagrange’a ma postaé

L\ zy)=2>+y*+ 12— 2 —4y)
zas funkcja

g(z,y) =z +4y
Piszemy warunki konieczne dla tej wartosci stacjonarnej g (x,y)

Ly= 2—2—-4y=0 r+4dy= 2
L,= 2x—X=0 <= “A+2x= 0
Ly= 2y—4Xx=0 —4AN+2y= 0
Wartosé stacjonarna z (x,y) zdefiniowana jest przez rozwiqzanie
e 2 4
)\ = — T = — 7] — ——
7 T YT
Badamy warunek dostateczny:
g = 1 gy = 4
Lyy= 2 Ly = 0
Lyy= 0 Ly, = 2
Stad
~ 01 4
H|=|12 0|=-34<0
4 0 2
A wiec w punkeie T = %, § = = funkcja z (x,y) osiaga minimum.
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14.11 Pochodna kierunkowa i gradient funkcji dwéch zmiennych

14.11.1 Pochodna kierunkowa

Niech f (z,y) bedzie funkcja okreslona w otoczeniu punktu Py = (¢, ¥o), a [ niech bedzie
polprosta o poczatku Fj.

Definicja 14.31 Granice
. f(P) - [(R)
R )

Pel

(695)

nazywamy pochodnag kierunkowa funkcji f (x,y) w punkcie Py w kierunku | i oznaczamy
symbolem
Of (x,y)

S ) (696)

Jezeli pélprosta [ jest réwnolegla do osi Ox i zgodnie

. . 8f . 8f .
z nig skierowana, to 5 = 57, W przeciwnym przypadku

=L = —%. Gdy [ jest réwnolegla do osi Oy, to &4 = 2L

of of ol Oy

Niech @ = (x,l) bedzie miara kata skierowanego
miedzy osia Oz i pélprosta [. Polprosta | ma wéwcezas
rownania

r=x9+tcosa y=1yo+tsina (697)

W tym przypadku granica (695) moze by¢ zapisana
Rysunek  106: Gradient  funkcji )
f(z,y) i pochodna kierunkowa. af (By) = lim f(zo+tcosa,yy+tsina) — f(xg,yo)

ol t-0 t

t>0

(698)

Twierdzenie 14.20 Jezeli f (x,y) jest funkcjq rézniczkowalng w punkcie Py, to

S () = 5L (R)cosa+ 5L (R)sina (699)

gdzie a jest miarg skierowanego kata kierunkowego potprostey [.
14.11.2 Gradient
Niech f (z,y) bedzie funkcja rézniczkowalng w punkcie P.

Definicja 14.32 Gradientem funkcji [ (x,y) w punkcie Py = (xo,y0) nazywamy wektor,
ktorego wspdtrzednymi sq pochodne czastkowe funkcji f (x,y) w punkcie Py

mad (R) = |5 (R). 5L () (700)

7, dwoch ostatnich relacji wynika, ze:

1. pochodna kierunkowa w kierunku [ jest iloczynem skalarnym gradientu i wersora osi [;

253



14. RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH. MATEMATYKA

2. pochodna kierunkowa w kierunku [ jest miara rzutu gradientu na o$ [ (patrz rysunek
106).

Ponadto, jezeli grad f (Fp) # 0, to

1. pochodna kierunkowa w punkcie F przyjmuje najwieksza wartos¢, gdy jest obliczana w
kierunku gradientu;

2. gradient jest wektorem, ktérego modut jest réwny maksymalnej wartoéci pochodnej
kierunkowej w danym punkcie;

3. gradient ma kierunek i zwrot pétprostej, na ktérej pochodna kierunkowa osiaga w danym
punkcie najwieksza wartos¢.

Twierdzenie 14.21 Jezeli f(x,y) jest funkcjg klasy C' w otoczeniu punktu Py i jezeli
grad f (Fy) # 0, to grad f (Fy) jest wektorem prostopadlym do linii ekwiskalarnej funkcji
f(z,y) w punkcie Py.

14.12 Funkcje trzech zmiennych

Zbior wszystkich uporzadkowanych tréjek liczb rzeczywistych nazywamy 3—wymiarowa
przestrzenia rzeczywista i oznaczamy R®. Poszczegdlne tréjki liczb nazywamy punktami tej
przestrzeni i oznaczamy P = (z,vy,2), Py (zo, Yo, 20) itp.

Odlegtos¢ dwéch dowolnych punktéw P, Py tej przestrzeni oznaczamy p (P, Fy) i definiu-
jemy wzorem

p(P,Py) = \/(:L" —20)” + (y — v0)” + (2 — 20)° (701)
Przestrzen R3 z tak okreslong odlegtoécig nazywamy 3—wymiarows przestrzenia euklidesows.

Definicja 14.33 Otoczeniem kulistym (otoczeniem) punktu Py o promieniu 6, 6 > 0
nazywamy zbior punktéw P, ktérych odlegtosé od punktu Py jest mniejsza od &

U(Py,8)={P: PPy <4} (702)

Definicja 14.34 Sasiedztwem kulistym (sgsiedztwem) punktu Py o promieniu §, § > 0 nazy-
wamy zbior punktow P, ktorych odlegto$é od punktu Py jest dodatnia i mniejsza od &

S(Py,8) ={P:0< PPy <&} (703)

Moéwimy, ze ciag punktéw P, (2, Yn, 2n) jest zbiezny do punktu Py (xg, 4o, 20), jezeli P, Py —
0 lub, co jest réwnowazne, jezeli jednocze$nie x,, — g, Yn — Yo, Zn — 20

Funkcje, ktérej dziedzina D zawiera sie w R3, a przeciwdziedzina w R nazywamy funkcja
rzeczywista trzech zmiennych rzeczywistych. Zapisujemy to réwnoscia

u=f(P) lub u=f(x,y,2) (704)

dla P = (x,y,2) € D. Argumentem tej funkcji jest tréjka liczb, a poszczegélne liczby w tej
tréjce sa wspélrzednymi argumentu. Moéwimy o nich, ze sa to wartoSci pierwszej, drugiej,
trzeciej zmiennej w danej funkcji.

Wykres funkcji f (z,y, z) trzech zmiennych istnieje tylko jako pojecie abstrakcyjne, tzn.
jako zbiér czwérek liczb (x,y, z,u), gdzie (z,y,2) € D, za§ u = f (z,y, z), ale nie moze by¢
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przedstawiony rysunkiem. Mozliwa jest natomiast geometryczno-fizyczna interpretacja funkcji
trzech zmiennych w postaci pola skalarnego, jakim jest na przykiad temperatura lub gestos¢
w pewnej bryle fizycznej, potencjat grawitacyjny w przestrzeni otaczajacej planete itp. Zbiér
punktéw przestrzeni Ozyz, w ktérych funkcja f (x,y,z) ma te sama wartos¢ f (z,y,2) =
const = ¢ jest na ogél pewna powierzchnia. Nazywamy ja powierzchnia ekwiskalarna.
Przykladem funkcji trzech zmiennych jest objeto$¢ stozka $cietego wyrazona wzorem

V=Sh(R+rR+r7)
dla R, r, h dodatnich.

14.12.1 Formy liniowe i kwadratowe trzech zmiennych

Definicja 14.35 Forma liniowa trzech zmiennych niezerowa jest to funkcja
o (z,y,2)=Ax+By+Cz [AB,C|#0 (705)

Powierzchniami ekwiskalarnymi tej funkcji sa ptaszczyzny wzajemnie réwnolegle i prostopa-
dte do wektora [A, B, C].

Definicja 14.36 Forma kwadratowa trzech zmiennych jest to funkcja postaci
® (2,1, 2) = Ar* + By? + C2* + 2Dyz + 2Exz + 2F 1y (706)

przy zatozeniu, Ze co najmniej jedna ze statych A, B, C, D, E, F, zwanych wspétczynnikami
formy, nie jest zerem.

Kazda forma ma w poczatku ukladu wartos¢ 0.
Zapiszemy forme kwadratowa (706) w postaci

P (z,y,2) = an2® + any® + aszz® + 2a157y + 201372 + 2a93y 2 (707)

i zalozymy symetrie wspétczynnikow, tzn. aio = as1, a13 = az1, ao3 = ass.

Twierdzenie 14.22 (Sylvestra) Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby forma
kwadratowa (707) byta dodatnio okreslona, jest koniunkcja nieréwnosci

ailz aiz Aais
>0 Qo1 Qoo Qo3 | >0 (708)
az1 asz2 as3

11 A12

aip > 0
Q21 A22

Twierdzenie 14.23 Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby forma kwadratowa
(707) byta ujemnie okreslona, jest

aix Q12 Q13
>0 Qo1 Q9o Qo3 | <0 (709)
az1 asz Gass3

a11 Aa12

ay; <0
Q21 Q22
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14.13 Pochodne czastkowe i rézniczki funkcji trzech zmiennych

Niech f (z,y,z) bedzie funkcja trzech zmiennych okreslona w pewnej kuli i niech punkt
P = (z,y, z) oraz punkty (z + Ax,y,2), (z,y+ Ay,z), (x,y,z + Az) naleza do tej kuli.

Definicja 14.37 Pochodng czastkowa pierwszego rzedu funkcji f(x,y,z) w punkcie P
odpowiednio wzgledem x, y 1 z nazywamy granice

of . fla+Anyz) - f(xy,2)

O TN T

f(P)= o= Jim e (710)
of L flry, a2+ Az) — fa,y,2)

fZ(P)_ 5_ AliIEO Az

Jezeli pochodne czastkowe pierwszego rzedu sa okreSlone w pewnej kuli, to rézniczkujac
je powtérnie otrzymujemy dziewie¢ pochodnych czastkowych drugiego rzedu, ktére mozna
przedstawi¢ w postaci macierzy Hessa

f:m fzy fzz
fyo Tyy Ty (711)
fza: fzy fzz

Pochodne f,,, fyy, f.. nazywamy pochodnymi czystymi, pozostate - pochodnymi mieszany-
mi. Jezeli pochodne te sg ciagle, to na mocy Twierdzenia Schwarza (patrz Twierdzenie 14.8,
str. 242) speione sg réwnosci

fﬂ&y:fyw fyZ:fzy fzz:fzx (712)

14.13.1 Robzniczkowalno$é funkcji trzech zmiennych

Niech f (x,y, z) bedzie funkcja trzech zmiennych okre$lona w pewnym otoczeniu U punktu
(x,y, 2). Jezeli istnieja liczby A, B, C takie, ze dla dowolnego punktu

(x 4+ Az,y+ Ay, 2+ Az) € U

zachodzi réwnosé

fx+Av,y+ Ay, 2+ Az) — f(2,y,2) = AAx + BAy + CAz + pa (713)
przy czym
p=/Ar2+ Ay? + Az2 lin% a=0 (714)
p—

to méwimy, ze funkcja f (x,y, z) jest rézniczkowalna w punkcie (z, vy, z), wyrazenie AAx +
BAy + CAz nazywamy rézniczka zupelna funkcji f (z,y,z) w punkcie (z,vy, 2), a wyraz
po— reszta.

Twierdzenie 14.24 Jezeli funkcja f (x,y, 2) jest rézniczkowalna w punkcie P = (x,y, z), to
jest w tym punkcie ciggta i ma w tym punkcie pochodne czqstkowe, ktdre sq rowne wspotczynni-
kom rozniczki

f(P)=A f,(P)=B f.(P)=C (715)
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i jezeli punkt Py = (x + Az, y + Ay, z + Az) nalezy do dziedziny funkcji f (x,y, 2), to zachodzi
rownosé

f(Pl)_f(P):f:c(P)A$+fy(P)Ay+fz(P)Az+pa (716)
prYy czym
p=rh  lma=0 (717)

Druga rézniczka funkcji trzech zmiennych f (z,y, z) w punkcie P nazywamy forme
kwadratowa przyrostow dz, dy, dz, ktérej wspolczynnikami sa drugie pochodne funkcji
f (z,y, z) w punkcie P

d2f = fxxdx2+fyydy2 +fzzdz2 +2f:rydl'dy+2fxzdl'dz+2fyzdydz (718)

14.14 Ekstremum funkcji trzech zmiennych
14.14.1 Warunek konieczny ekstremum funkcji trzech zmiennych

Twierdzenie 14.25 Jezeli funkcja f (z,y, 2) ma w punkcie Py ekstremum i jest w tym punkcie
rézniczkowalna, to wszystkie trzy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f (x,y,z) w
punkcie Py sq rowne zeru

fe (Po) = fy (Fo) = f= (Fo) = 0 (719)

Uwaga 14.11 Nie zawsze funkcja, ktorej pochodne czgstkowe pierwszego rzedu w danym punk-
cie sa rowne zeru ma w tym punkcie ekstremum. Wesmy na przyktad funkcje u = x® +1y* — 22.
Ma ona pochodne u, = 2x, u, = 2y, u, = —2z. Jedynym punktem, w ktorym u, = u, = u, =

0 jest punkt (0,0,0). W tym przypadku nie jest to jednak ekstremum.

14.14.2 Warunek wystarczajacy ekstremum funkcji trzech zmiennych

Twierdzenie 14.26 Jezeli funkcja f (x,y,2) jest klasy C? w otoczeniu punktu Py i jezeli w
punkcie Py pierwsza rézniczka funkcji f (x,y,z) znika
fo (Po) = fy (Po) = f= (Po) =0

a druga réiniczka jest forma dodatnio okreslong, czyli drugie pochodne funkcji f (x,y,z) w
punkcie Py spetniaja nierédwnosci

foe >0 PS>0 | fye foy Jue | >0 (720)
Ju Jw oo Lo Lo

to funkcja f (x,y,z) ma w punkcie Py minimum wlasciwe.

Twierdzenie 14.27 Jezeli funkcja f (x,y,2) jest klasy C? w otoczeniu punktu Py i jezeli w
punkcie Py pierwsza rozniczka funkcji f (x,y,z) znika
fa:(PO) :fy<P0> :fz(P0> =0

a druga rézniczka jest forma ujemnie okreslona, czyli drugie pochodne funkcji f(x,y,z) w
punkcie Py spetniaja nierdwnosci

oo <0 | o= T S0 | h F e | <0 (721)
Jor o Fo Fo Lo

to funkcja f (x,y,z) ma w punkcie Py maksimum wlasciwe.
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14.14.3 Warunek wykluczajacy ekstremum funkcji trzech zmiennych

Twierdzenie 14.28 Jezeli funkcja f (x,y,2) jest klasy C? w otoczeniu punktu Py i jezeli w
punkcie Py pierwsza rézniczka funkcji f (v,y,z) znika a druga jest formq nieokreslona, to
funkcja f (z,y, z) nie ma ekstremum w punkcie Py.

14.15 Pochodna kierunkowa i gradient funkcji trzech zmiennych
14.15.1 Pochodna kierunkowa

Niech f (x,y,z) bedzie funkcja trzech zmiennych okre$long w otoczeniu punktu Py, a [—
polprosta o poczatku Fy. Granice

OF (o g L) (P)

ol P—Py PPy

Pel

(722)

nazywamy pochodna kierunkowa funkcji f (z,y, z) w punkcie Py w kierunku /.

Twierdzenie 14.29 Jezeli f (x,y, ) jest funkcja trzech zmiennych, rézniczkowalng w punkcie

Po, to
%(PO):%(P)cosa—l—g—;j(P)COSﬁﬂL%(P)COSV (723)

gdzie o, B, v sa miarami kqgtow kierunkowych pdtprostej | wzgledem uktadu Oxyz.

14.15.2 Gradient

Niech f (z,vy, z) jest funkcja trzech zmiennych, rézniczkowalng w punkcie Py. Gradientem
funkcji f (z,y, z) w punkcie P nazywamy wektor

[0 gy OF o O

grad f (P) = |5 (P) . 55 (P). 5 (P)

(724)

Twierdzenie 14.30 Jezeli f (z,y,z) jest funkcjg trzech zmiennych klasy C* w otoczeniu
punktu P i jezeli grad f (P) # 0, to grad f (P) jest wektorem prostopadtym do powierzchni
ekwiskalarnej funkcji f (x,y,z) w punkcie P.
14.15.3 Nabla - operator rézniczkowy Hamiltona
Definicja 14.38 Nabla nazywamy znak V, ktorym Hamilton oznaczyt wektorowy operator
rozniczkowy
o o0 0
V=|— —, = 725
lax’ oy’ 8z} (725)

Dzialanie tego operatora na funkcje skalarna f (z,y, z) definiujemy réwnoscia

op_ [0 0 ], _[or of o
oz’ oy’ 02| |0x Oy’ Oz
Zauwazmy, ze
Vf =grad f (726)
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15 Funkcje uwiklane

15.1 Funkcje uwiklane jednej zmiennej

Jezeli jest dany wzér okreSlajacy funkcje dwéch
, zmiennych z i y, ktéry dla dowolnie obranego x nalezy

4 / rozwiaza¢ wzgledem y, aby wyznaczy¢ wartos$¢ tej funkcji,
/ to moéwimy, ze funkcja jest dana w sposéb uwiklany, jest
1/ funkcja uV\‘fiklana‘..
1// Réwnanie

D i 22y ty—x=0 (727)

4 2 O/Eﬂ ma dla dowolnego z € R doktadnie jedno rozwigzanie

y T Réwnanie

v =22y —1=0 (728)

Rysunek 107: Funkcja y* —22y—1= ma dla dowolnego € R dwa rozwiazania
0.
y=z+vVa?+1l y=x—va2+1

Istnieja wiec dwie funkcje ciagle, okreslone w R i speliajace te réwnania (patrz rysunek
107). Prosta przerywana obrazuje asymptote obu galezi.

R T
1
-2
-3
Rystunek 108: Funkcja z = 1 <y2 41 ) Rysunek 109: Funkcja uwiklana y3 — 22y +
‘ v 1=0.
Wezmy funkcje
Y — 20y +1=0 (729)

Jest to rownanie trzeciego stopnia wzgledem y. Uzyskanie wzoru algebraicznego okreslaja-
cego y = f(x) w sposéb jawny jest trudne. Mozemy do niego doj$¢ w sposéb posredni.
Zamienimy role zmiennych i rozwiazemy to réwnanie wzgledem x. Funkcja z = ¢ (y) otrzymana
w ten sposéb bedzie funkcja odwrotna do szukanej funkeji y = f (z).

Mamy wiec
1/, 1
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Wykres tej funkcji (patrz rysunek 108) jest jednocze$nie wykresem funkcji odwrotnych po
zamianie miejscami osi ukladu wspoirzednych.

Na podstawie twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej (Twierdzenie 13.4, str. 193)
obliczamy

/ 1 1 2y°
- — — 1
fe) ¢ (y) —2%251 2y° — 1 (731)

Twierdzenie 15.1 Jezeli lewa strona réwnania
F(z,y)=0 (732)
jest funkcja klasy C' w pewnym otoczeniu U punktu (o, yo) @ jezeli
F (z0,0) =0 Fy(20,50) # 0 (733)
to istnieje przedziat H = (xg — h,xo + h), h > 0, w ktérym istnieje doktadnie jedna funkcja
y=f(2) (734)
taka, ze

A F(z, f () =0

zeH

oraz przyymujqca dla argumentu xg wartosé yo

Yo = f (x0)
Funkcja ta ma w przedziale H ciagla pochodna danag wzorem
Iy (z, f (2))
[ (@) = =75 (735)
Fy (z, f (2))

Jest to wzor na pochodnag funkcji uvwiklanej. Otrzymujemy go z relacji

S F(ay) = -F (o f (1) = Fo+ Fyf =0

Funkcje (734) nazywamy elementem funkcji uwiklianej zmiennej x danej réwnaniem
(732) w otoczeniu punktu (xo,yo). Jest to réwniez rozwiqzanie réwnania (732) wzgledem y w
otoczeniu punktu (o, o).

Twierdzenie 15.2 Jezeli lewa strona réwnania
F(z,y)=0 (736)
jest funkcja klasy C? w pewnym otoczeniu U punktu (o, yo) © jezeli
F(xo,0) =0  Fy(20,90) #0

to funkcja vwiktana y = f (z) dana réwnaniem (736) w otoczeniu punktu (xo,yo) jest funkcjqg
klasy C? i zachodzq zwiqzki

I " _ _F5F$$+2F$9F$Fy_F§Fyy
fle—F = =
)

(737)
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Twierdzenie 15.3 Warunkiem wystarczajgeym na to, aby funkcja vwiktana y = f (z) dana
réwnaniem F (z,y) =0, F € C?, miata w punkcie (z,y) ekstremum wladciwe jest, aby

F(r,y)=0 F(z,y)=0 (738)

oraz
Fy(z,y) #0  Fp(z,y) #0 (739)

Jezeli warunki te sq spetnione, to charakter ekstremum zalezy od znaku f”, mianowicie

f//:_

Foo [ >0 minimum
F, <0 maksimum

Przedstawiong teorie zilustrujemy przykladami.

Przyklad 15.1 Zbadaé funkcje uwiktang zmiennej
x dang réwnaniem

F(z,y) =2y’ +y -3 (740)

w otoczeniu punktu ro =0, yo = 3.

3 252 154 -05|0 051 152 25 3 Rozwiazanie 15.1 Funkcja F (x,y) jest funkecja

P 0.5 klasy C*. Stwierdzamy, ze F (0,3) = 0 oraz
Fy(z,y) = 2$y3 F,(0,3) = 0
Fy(r,y) = 3% +1 (0 3) = 1#0
Fu (2,y) = 2¢° Fp (0,3) = 5440
F.. (0, 3)
" O = ——— = —54

Rysunek 110: Ekstrema funkcji F'(z,y) = Punkei 12 B p ) ‘
22 — 2wy — 392 + 4 = 0. unkcja uwwiktana y = f(x) dana réwnaniem

(740) ma dla argumentu x = 0 w otoczeniu punktu
(0,3) maksimum wtasciwe.

Przyklad 15.2 Wyznaczyé ekstremum funkcji uwiktanej zmiennej x danej réwnaniem

F(oy) =220y —3y>+4=0 (741)

Rozwiazanie 15.2 Warunkiem koniecznym ekstremum funkcji y = f (x) jest f' = = 0,
a wiec !

Fy (z,y) =2z — 2y (742)

Rozwigzujac uktad réownan (741) i (742), otrzymujemy dwa punkty P, = (1,1) i Py, =
(—1,—1). Stwierdzamy, ze w obu tych punktach spetniony jest warunek (739) oraz ze f" (1) >
0, f"(—1) < 0. Element funkcji vwiktanej danej réwnaniem (741) ma w punkcie P, minimum.
Element funkcji vwiktanej danej réwnaniem (741) ma w punkcie Py maksimum (patrz rysunek
110).
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16 Calka nieoznaczona

16.1 Pojecie funkcji pierwotnej i calki nieoznaczonej
Na wstepie podamy definicje funkcji pierwotne;.

Definicja 16.1 Mowimy, Ze funkcja F(x) jest funkcja pierwotna funkcji f(x) na przedziale
&, gdy dla kazdego x € £ warto$é pochodnej funkcji F(x) jest réwna wartosci funkcji f(x),
tzn. gdy

F'(z)=f(x) dla z€& (743)

Twierdzenie 16.1 (O funkcji pierwotne;j)
Jezeli F(x) jest funkcja pierwotna funkcji f(x) na przedziale x € £, a symbol const oznacza
dowolng funkcje statq na przedziale £, to funkcja ®(x) okreslona wzorem

®(z) = F(x) +const dla €& (744)
jest réwniez funkcja pierwotnag funkcji f(x) na przedziale £.
Dowéd 16.1 9'(x) = F'(x) + (const) = F'(z) = f(z) dlax € E.

Twierdzenie 16.2 (O réznicy funkcji pierwotnych)
Jezeli F(x) i ®(x) sq funkcjami pierwotnymi funkcji f(x) na przedziale €, to réznica tych
funkcji jest statq na przedziale £

®(z) — F(x) =const dla z €& (745)

Dowéd 16.2 Poniewaz F'(z) = f(x), ®(v) = f(z) dla v € &, wiec [®(x) — F(z)] =0 =
(const)" dla x € £.

Whiosek 16.1 Jezeli F'(z) jest funkcjq pierwotng funkcji f(z) na przedziale £, to wyrazenie
F(z)+ const dla x € £ przedstawia dowolng funkcje pierwotng funkcji f(z) na przedziale E.

Uwaga 16.1 Funkcje stalg nazywamy krétko: stata i oznaczamy C lub Cy,Cs, a takze C',C"
itp.

Twierdzenie 16.3 (O calce nieoznaczonej)
Jezeli F(x) jest funkcjq pierwotng funkcji f(x) na przedziale £, a C' dowolng statq, to
wyrazenie
Fx)+C dla z€€& (746)

nazywamy catka nieoznaczona funkcji f(x) na przedziale £, oznaczamy symbolem [ f(x) d =™
1 piszemy

/ f@)de = F(z) + C (747)
Uwaga 16.2 Uzywane sq nastepujace terminy:
f(z) —  funkcja podcatkowa
x —  zmienna catkowania
dx — rozniczka zmiennej catkowania
flz)dx — wyrazenie podcatkowe
C — stata catkowania

% Czytamy: catka f od  dz.
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Funkcje potegowe

Funkcje wykladnicze

/m”dm:anﬂ—l—C, n#—1 /emdx:em—l—C’
n+1
1 1
/—dlen|x!+0 /a"”dx:—a +C a>0, a#1
x Ina

Funkcje trygonometryczne

sinxdx = —cosz +C
cosrdx =sinx +C
—In|cosz| + C

tanrdx =

cotzdz =In|sinz| + C

Funkcje hiperboliczne

sinhzxdx = coshx + C

coshzdz =sinhx +C

tanhzdx = Incoshz + C

cothzdz = In|sinhz| + C

— — Y — —

/
/
/
/
[
I

1
. dz =tanz + C s—dz =tanhz + C
CoS cosh” x
1
dx=—cotz+C / s—dz = —cothx +C
sin? z sinh” z

Tablica 19: Calki elementarne: funkcje potegowe, wykladnicze, trygonometryczne i hiperboliczne.

Wnhiosek 16.2 Calka nieoznaczona jest to wyrazenie, ktore przedstawia dowolng funkcje pier-
wotng funkcji podcatkowej. Wyznaczenie catki nieoznaczonej polega na wskazaniu funkcji,
ktorej pochodna jest réwna funkcji podcatkowej. Réwno$é (747) jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi zalezno$é (743). A wiec

/f de=F(z)+Cdlare < Fl(x)=f(z)dlaxe& (748)

Ze znanych wzoréw na pochodne wynikaja bezposrednio podstawowe wzory na tzw. calki
elementarne. Sa one zebrane w tabelach 19 i 20.

W nastepnych dwdéch tabelach zamieszczone sg tozsamoSci trygonometryczne oraz pochodne
funkcji cyklometrycznych i hiperbolicznych.

Uwaga 16.3 Symbol catki nieoznaczonej sktada sie ze znaku catki [ i ze znaku rézniczki d .
Znak roziniczki wskazuje, ktora ze zmiennych jest zmienng caltkowania.

‘Whniosek 16.3

n+1 n+1
/x”dx:§+1+0 poniewaz £(§+1+C> =z"
" ‘ d "
/x” dr = +C  poniewai — +C | =2a"
Inx dr \Inz
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Funkcje wymierne (a > 0) Funkcje niewymierne (a > 0)

dz ., T
= arsinh — =

1 Va2 2
/L:—arctanf—i-C a® +x a
a a
=In(z+ Va2 +a?) +C

a? + 22

/azd_xxg:éartanhgzilnzj:erC \/%:arcsing+(j
7] <a _—
d—xzarcoshfz

=In|z+ Va2 —a?|+C
lz| > a
lz| > a

Tablica 20: Calki elementarne: funkcje wymierne i niewymierne.

Whniosek 16.4

/pcostdt:psint—f—C poniewaz %(psint—f—C’):pcost

1 1
pcostdp = =p*cost +C poniewaz 4 —p?cost+C' | = pcost
2 dp \ 2
Uwaga 16.4 Calka z zera jest réwna statej

/de:C

Uwaga 16.5 Calka ze stalej jest réwna zmiennej catkowania pomnozonej przez stalq
/1dx:x+C /adx:a/dx:ax—l—C
Przyklad 16.1 Czy réwnosé
L,
xdxzax +C dla xR (749)

jest prawdziwa?

Rozwiazanie 16.1 Tak, poniewaz

(%xQ -+ C) =z dla v€R (750)
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sinarcsinx = x tanarctanr =« COSarccosxr =«

S111 arccos r — v/ 1—22 tanarcsinx = ———— cosarcsinz = V1— x2

T V1 — a2

sin arctanr = —— tanarccosz — ——— cosarctanz =

1
V1422 x V1422

1
sinarccot r = ——— tanarccotxr = — cosarccotx =

T
V14 22 z V14 22
v1—a22 T

cotarccotr =z cotarcsiny = ——— cotarccosz = ﬁ
T —x

cotarctanz = —
T

Tablica 21: Tozsamo$ci trygonometryczne - funkcje trygonometryczne i cyklometryczne.

funkcje trygonometryczne funkcje hiperboliczne
dixarccosx: —ﬁ dixarcoshxz [In (x-l—\/ﬁi—l)}/: ﬁ
dimarctzamrwz::1_:352 dixartaﬂhxz Eln(iti)]/zl—lﬂ
dimarCCOtxz_ljﬁ dixarcothxz Bhl(i;i)}/:x?l_l

Tablica 22: Pochodne funkcji odwrotnych - funkcje cyklometryczne i hiperboliczne.

Przyklad 16.2 Czy rownosé
1
/dezlnx—l—C’ dla =>0 (751)

jest prawdziwa?

Rozwiazanie 16.2 Tak, poniewaz

1
(Inz+0) = (752)
Rouwnosé )
/;dlen(—I)—FC’ dla =<0 (753)
1 1
jest prawdziwa, gdyz dla x < 0 mamy [In(—z)]' = —(—1) = —. Roéwnosci (751) i (753)
—x T
zapisujemy
1
/;dx:1n|x|+0 dla x#0 (754)
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przy czym C' oznacza dowolng stala z przedziatu (0; 00) oraz dowolng stata z przedziatu (—oo; 0).

16.2 Calkowanie

Wyznaczanie funkcji pierwotnej nazywamy catkowaniem. Jest to proces odwrotny do
rézniczkowania, lecz znacznie trudniejszy. Na przykilad, dla pewnych, nawet do$¢ prostych

funkcji

. a2 e’ 1 sin x cos x 1 (755)
e —_—
x Inz x x V1+ 23

nie umiemy funkcji pierwotnej wyrazi¢ przy pomocy skonczenie wielu znanych funkcji elemen-
tarnych. O takich funkcjach méwimy, ze sa to funkcje niecalkowalne elementarnie, a
ich calki nazywamy calkami nieelementarnymi. Najprostsza metoda wyznaczania calek
nieelementarnych polega na catkowaniu kolejnych wyrazéw nieskoniczonych szeregéw potego-
wych, ktére sa przyblizona postacia funkcji podcatkowych. Na przyktad, funkcje e” mozna
rozwinaé w szereg potegowy

1 1 1 1 1
B A El o~ e A F el ()

2! 3! 4! 5! 6!
i nastepnie catkowa¢ kolejno wyraz po wyrazie
22 xt af ¥ b x’
/e dx:/(l—l—x +§+§+ )dx:C+x+?+2!_5+3!.7—|—--- (756)

16.3 Twierdzenia o calce nieoznaczonej
16.3.1 Podstawowe tozsamosci

Podstawa naszych rozwazan jest rownowaznosé
(/f () +C dla ze€ 5) (d—F(x) = f(x) dla z€ 5) (757)

Zalézmy, ze diF () = f(x) dla z € £&. Woéwczas obie strony tej réwnosci sa prawdziwe.
T

Jezeli w miejsce F'(z) wstawimy funkcje f(z), to otrzymamy tozsamosc¢

%/f(ac)dx — f(z) dla ze€ (758)
Jezeli za§ w (757) wstawimy funkcje F(z), to otrzymamy tozsamos¢
/dixF(x)dx:F(x)—l—C dla z€€& (759)

Moéwimy, ze catkowanie jest dzialaniem odwrotnym do rézniczkowania, a rézniczko-
wanie jest dzialaniem odwrotnym do calkowania.

Calka sumy lub réznicy jest ré6wna sumie lub réznicy catek.

Twierdzenie 16.4 Jezeli funkcje f(x) i g(x) sq ciagle na przedziale €, to

Jit@ £ g@az= [ s@act [@aa (760)
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Dowdd 16.3 Wystarczy wykazaé, ze pochodna prawej strony jest funkcja podcatkowa po lewej
stronze.

%Uﬂx)dxi/ } = [t@ase L [g@ae= 1@ 29 (@01

State wspélczynniki mozna wynie$é przed znak calki.

Twierdzenie 16.5 Jezeli funkcja f(x) jest ciagla na przedziale £, a stata k jest rézna od
zera, to

/k‘f(x)d:r:k/f(:r)dx dla z€€& (762)

Uwaga 16.6 Dia k = 0 réwnos¢ (762) nie jest spetniona, gdyz lewa strona jest stalq dowolna,
a prawa Strona jest zerem.

Uwaga 16.7 Jezeli przy wzorze na catke nieoznaczong nie podano przedziatu, to nalezy rozu-
mieé, Ze wzor ten jest prawdziwy w kazdym przedziale otwartym, w ktorym funkcja podcatkowa
jest ciagla.

Przyklad 16.3 Oblicz calke nieoznaczong,
1
Ilz/“ da (763)
x

Rozwiazanie 16.3 Przeksztalcimy wyrazenie podcatkowe

/xildx:/<1+é)dx (764)

a nastepnie wyznaczymy wartosci catek

]1:/dx+/£dx:x+ln|$|+0 (765)

Przyklad 16.4 (Wylaczanie wspdtczynnika statego przed znak catki)
Oblicz catki

L = /(am+b)dx (766)

L= /e“”dx (767)
Mm

Igz/k s (768)

Rozwiazanie 16.4

Il—f(a:r+b)d:r:afxdx+bfd:r:%:EQ—I—bvaC
fe“*xd:c—fee dx—e Je* dx—ee +C =4+ (O

M
kaf—dx—ka—l fo=c- B
T
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16.4 Calkowanie przez czesci

Na wstepie przypomnimy sobie wzér na wyznaczanie pochodnej iloczynu dwéch funkeji
u(z) i v(x) i obustronnie scatkujemy go:

(w-v) =u - v+u-v

/(u‘v)'dx:/u"vdx—l—/uw’dx (769)
u-v:/u’-vdx—l—/u-v’dx

Nastepnie podamy twierdzenie.:

Twierdzenie 16.6 Jezeli funkcje u,v sq klasy C* na przedziale £, t0*®

/u(x)v’(x) dz =u(z)v(x) — /u/(x)v(x) dx (770)

Jest to wzér na calkowanie przez czeSci. Mozna go zapisac¢ krécej

/uv'dx:uv—/u'vdx (771)

/udvzuv—/vdu (772)

Uwaga 16.8 Jezeli jest znana calka [ fdx, to zeby zastosowaé wzdr na catkowanie przez
czesci, nalezy funkcje podcatkowa [ przedstawié w postaci iloczynu uv':

/fdx:/u'z/dx (773)

Jest to mozliwe na wiele sposobow. Jednak nie kazdy prowadzi do pozadanego wyniku. W
prezentowanych przyktadach omowimy to zagadnienie. W dalszych rozwazaniach obliczenia
pomocnicze bedziemy umieszczaé miedzy nawiasami ((-)). Po osiggnieciu pewnej wprawy
pominiemy je.

lub jeszcze krocej

Przyklad 16.5 Obliczyé calki
Ilz/xcosxdx Igz/acexdx (774)

Rozwiazanie 16.5

f=u-v=x-cosx
u=ux v = cosx
I =/$COS$d$=< SN L Jde >:xsinx—/sinxdx (775)
u =1 v=sinx
—[u-vdzx

Termin: funkcja klasy C' oznacza, ze funkcja jest ciagla i jej pierwsza pochodna jest réwniez ciggta.
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Jak nalezy czytad wyrazenie w nawiasie ((+)) ¢ Otdz, lewy gorny element (u) nalezy pomnozyé
przez prawy dolny (v) (strzatka “\.), a nastepnie odjac od tego iloczynu (u - v) catke z iloczynu

elementow lewego i prawego dolnego | [u' -vdz ) - o odejmowaniu mowi zwrot strzatki pod
—

wyrazeniem w nawiasie. Na gorze lewej kolumny mamy funkcje u, ktora nalezy zrézniczkowad

du

o ), natomiast na gorze prawej kolumny znajduje sie pochodna v', ktérg nalezy

(wyrazenie

scatkowad (wyrazenie|| [V -dzx|).

Stad
Ju-v'de= wu-v — [v-vdx
I =X [azcoszdx= zsinz — [1-sinzdz (776)
fxcosxdx: rsinx +4cosx+C

W tym przypadku mozemy réwniez zastosowac inne podstawienie

U= CoST v =1
i N [Lfvde L, L[ o
I = [ xcosxdz = 7 . ) =_-x"cosrx+ < [ x°sinxdx
u = —sinx V=3I 2 2
—[v-vdx

(777)
ktore znacznie komplikuje (lub wrecz uniemozliwia) rozwigzanie. Oznacza to, Ze za pochodng
v’ nie nalezy podstawiaé wyrazenia wielomianowego, poniewaz catkowanie zawsze podwyzsza o
1 potege zmiennej x.

Przejdziemy do rozwigzania drugiej catki I = [ xe® dx. Mamy wiec

U=2z v = e”

]2:/xezdx:< @l N | [Yde >:xez—/e“’dx:($—1)e’”+0 (778)

=1 v=¢e"

Przyklad 16.6 (Dwukrotne catkowanie przez czesci)
Obliczyé catke

h= [sea (779)
Rozwiazanie 16.6 Obliczamy kolejno

2 ! __ x

u=ux v =e
I, = /:EQezdx:< N\ >:$2ex—2/xexdx:

u =2z v=e

u=ux v =e"
= 2%" — 2 [Prayklad 16.5) = 2" — 2. < . > = (780)
u =1 v=e

e’ — 2[(z — 1)e* + Cy] + Cy = 2%e* — 2we” + 2e" — 2C; + Cy =
= (2* =20 +2)e" +C

269



16. CALKA NIEOZNACZONA MATEMATYKA

Przyklad 16.7 (Trzykrotne catkowanie przez czedci)
Oblicz catke

I = /x?’ezdx (781)

Rozwiazanie 16.7 Podamy tu wynik, obliczenia mogq byé przeprowadzone z wykorzystaniem
poprzednich przyktadow. Mamy

I = /x?’e‘”dx: (z° — 32 + 62 — 6)e” + C (782)

Przyklad 16.8 Obliczyé calki

Ilz/lnxdx Igz/xnlnxdx

1
I;;z/—lnxdx I4:/xln2xdx (783)

Xz

I5:/ln2xdx Iﬁz/ln?’xdx

Rozwiazanie 16.8 Otrzymujemy kolejno

1.
u=Inz v =1
N 1
L= | Inzdz = 1 =zlnez— [ —xde=alhz—a+C
u = - v=21x v
x
(784)
2. Jezelin # 1, to otrzymujemy
u=Inx v =a"
L — /x”lnxdx:< ) N i >= (785)
/u/:— v =
T n+1
xn+1 1 :L.n+1 xn+1 xn+1
= Inz— [ — =—Ihe——+C -1
nt1o /xn—I—ldx ntl " (n—i—l)2+ n7
3. Jezelin = —1, to dochodzimy do réuwnania
u=Inx v’:1
1 x
I; = /—lnxdx:< . >: (786)
X 1
u = v=lInz

Xz

1
= ln2x—/glnxdx—|—01
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Stad
1
2/Elnxdx:1n2x—|—01
Czyli
/llnxdx—lln2x+10 —11n2x+C (787)
T 2 27179
4
w=In’x vV =21 ,
I4:/x1n2xdx: N 5 :x—1n2x—/xlnxdx:
, 2lnz z 2
u = V= —
T 2
) u=Inz v=u
:w_mzx_< N >:
u = - v =—a?
x
2 2 2 2
B PO (0 R NS Sy N DS RO
—21nx (2lnx 4>+C—2(1nx lnx—i—Q)—i-C
(788)
5.
u=1In"z v =1
I5z/ln2xdx:< N\ >:
, 2
v =—-Inzx v=21x
L (789)
=zln’z -2 [lmadr=zln’z—2(zlhz -2+ C) =
:x(ln2x—21nx+2)+0’
6.

]6:/lnga:dx:m(ln3x—31n2x+61nx—6)+C’ (790)

Przykilad 16.9 Obliczyc calke
I= /excosxdx (791)

Rozwiazanie 16.9 Calkujac dwukrotnie przez czeSci dochodzimy do dwdch réwnosci

u=e v’ = cosx
I :/excosxdx:< AN >:e‘”sinx—/e“sinxdx+0' (792)

u = e* v =sinx
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u=-e" v =sinx
[gz/exsinxdac:< N\, >: —eicosx—l—/excosa:dx—i—C”

u = e* V= —COST

(793)
Relacje te mozemy uznaé za uktad dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi. Sq nimi [ =
[e“coszda i I, = [e"sinadx. Po rozwigzaniu dochodzimy do

I+ I, =e"sinx + C4

(794)
Iy, — I, =¢e*cosx + Cy
Po rozwigzaniu dochodzimy do wynikow
1
I = /e“ cosrdr = 56“3 (sinz 4 cosz) + C4
(795)
1
I = /e“ sinzxdz = 5696 (sinx — cosx) + Cy
gdzie state Cy 1 Cy sq dowolne.
Przyklad 16.10 Obliczyc calke
I= /Cos2 rdx (796)

Rozwiazanie 16.10

U = CoST v = cosw
]:/COSQI‘dZC: AN :sinxcosx—i—/sin?xdx:

1 = —sinx v=sinz

:sinxcoszc—l—/(l—cos2x)dx:sinxcosx+:c+0’—/coszscdx

Otrzymalismy réwnanie z jedng niewiadoma. Jest niq poszukiwana catka I. A wiec 77
2] =sinzcosz +x+C (798)

Stad
IZ/COSQZL’dCCZ%(CE—i—SinJICOSZL’)—{—C (799)

Przyklad 16.11 Obliczyé catke

I = /siandx

Rozwiazanie 16.11 Korzystamy z rozwigzania otrzymanego w poprzednim przykiadzie.
1
/siandx = / (1-cos’z)de =x— 5 (x +sinzcosz) +C =

1
= §(x —sinzcosz) + C
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Przyklad 16.12 Obliczy¢ calke
I= /COSh2£Cdl' (800)

Rozwiazanie 16.12

U = coshx v = coshz
/Cosh2xdx = < N >:
;. .

v =sinhz v = sinh x

= coshxsinha:—/(coshzx—1)dx:

= x+coshxsinhx+0’—/costhdac

Przenoszac catke [ cosh? x d = na lewa strone otrzymujemy 2 il cosh? xd x = x+cosh zsinh x+
C'. Stad

1
/c:osh2 rdr = 5 (x + coshzsinhz) + C (801)

16.5 Calkowanie przez podstawienie

O caltkowaniu przez podstawienie méwi twierdzenie.

Twierdzenie 16.7 Niech f(x) bedzie funkcja ciggla na przedziale £. Wowczas catka

/ flx)dx (802)

istnieje na przedziale € i na kazdym podprzedziale tego przedziatu. Jezeli funkcja
r=g(t) teT (803)

jest klasy C' na przedziale T i 2bior G wartosci tej funkceji na przedziale T jest podprzedziatem
przedziatu £, to zachodzi réwnosé

/f da:xgt)—/f t)ydt teT (804)
Jezeli dodatkowo funkcja g(t) jest odwracalna na przedziale T i funkcja odwrotna jest
t=9(x) z€g (805)

to zachodzi réwnosé
/f dx—/f dt|t (@ reg (806)

Uwaga 16.9 Catkowanie przez podstawienie odbywa sie wedtug ponizszej procedury:
1. wybor podstawienia x = g(t), obliczenie rézniczki d z,

2. wykonanie podstawienia i obliczenie catki jako funkcji zmiennej t
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/ F() Aol = / flo(t)]g (tydt = 6(t) + C (307)

3. powrdt do zmiennej x przez podstawienie odwrotne |t = ~y(x)

/ f(@)da = 6(t) + Clo_ ) = F(z) +C (808)

W praktyce stosujemy zapis umowny (wzér na catkowanie przez podstawienie):

Jrowe - {23, ) - fovo

dz =g'(t)c
(809)
— () +C=[{(t=@))]= F&) +C
Przyklad 16.13 Scatkowaé przez podstawienie funkcje e5®
Rozwiazanie 16.13
dr =t 1
/65Id£€:< ‘i—’;:% > g/edt_
dx = %dt
(810)
et 6590
= E+C:<(f:5sf;)>:?+0
Przyklad 16.14 Scatkowaé przez podstawienie funkcje we®®
Rozwiazanie 16.14
br =t
t 1 1
/xe5”’dx = < T = it %:% > /5egdt—2—5 te!dt =
de=+dt
1
= (patrz Przyktad 16.5, str. 268) = 5(t —1)e' +C = (811)
1 5
= ((t=5z))==(bBxr—-1)e*+C
25
Przyklad 16.15 Scatkowaé przez podstawienie funkcje ﬁ 0
Rozwiazanie 16.15
TN R B T oo = Ny I
V=m0 0 () dz =adt V1=t
= (patrz Tabela 19 dla a =1) = (812)

= arcsint+ C = <<t: Z>> :arcsinf—f—C’

a a
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Przyklad 16.16 Scatkowaé przez podstawienie funkcje /1 — x2;|z| < 1.

Rozwiazanie 16.16

lz| <1
\/72 r =sint 2
1—22dx = ] < 7/2 = [ cos“tdt =)Przyk. 16.10, str. 272( =
dx =costdt
1 t = arcsinx
= §(t+costsint)+C’:< sint = x >: (813)
cost =1 — 22
1
=3 (arcsinac—{—x\/l — 3:2) +C

Przyklad 16.17 Scatkowad przez podstawienie funkcje v/a? — x2;a > 0; |z| < a.

Rozwiazanie 16.17

a>0

Sy
dr = a/vl—(:r/a)Qd:r:< gzat >:
dz =

_ 2 / T-12qt = Ypoprzedni przyktad( =

(814)
2
= % (arcsint +tv1— t2> +C =
2 2
a a a a
2
= Laresins + Va2 — 224 C
2 a 2
z . . . 1
Przyklad 16.18 Scatkowaé przez podstawienie funkcje NiEw=E
Rozwiazanie 16.18
/ 1 d << r = sinht >> coshtdt
€T = = —_—
V1+ 22 dx =coshtdt /1 + sinh? ¢
(815)

_ /COShtdt:/dt:t+C:arsinhx+C=
cosht

= ln(:c+m>+(}

Przykitad 16.19 Scalkowaé przez podstawienie funkcje \/agw; a > 0.
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Rozwiazanie 16.19

dz B <<x:at )>_ adt at
N de = adt Vorae ) Vite
(816)
1
= In (t—f—\/l—i—tZ) +C=1In (f—i-—\/a?—i—ﬁ) +C
a a
1
Ale In (g + a\/a2 + $2) =1In (z + Va? + 22) —Ina (przypis 60 na stronie 276).
Przykitad 16.20 Scalkowaé przez podstawienie funkcje \/— ;x> 1.
Rozwiazanie 16.20
dz B x = cosht /smhtdt sinhtdt
Va2 = 1,4, o dx =sinhtdt sinh ¢
(817)
= t+C = {((t =arcoshz)) =In <x+ Va?— 1) +C
Przyklad 16.21 Scalkowaé przez podstawienie funkcje \/—2, a>0; z>a.
Rozwiazanie 16.21 %
dx T =az dz
—— = trz (817
il = (050 )= [ g = o101
(818)

= ln(z—km)+C’:<<z:§>>:ln<x+m>—|—C

Przyklad 16.22 Scatkowaé przez podstawienie funkcje v/ x% + 1.

Rozwiazanie 16.22 %

/\/x2+1d96 = <(x:smht >>:/\/1—|—sinh2tcoshtdt:

dx =coshtdt

= /cosh2tdt =) Przyk. 16.12, str. 273( =

1
= 3 (coshtsinht +t) + C = ((t = arsinhz)) =

(819)

= % (x\/l—i—izﬂ—i—arsinh:v) = % [x\/l—l—ia,a%—ln (x—l— M)] +C

601y (z—l—sz —a2)+C’ =1In (% + (%)2 — 1) + ' = Ip zHvzoa® ”227‘12—&—0' =In (z—l—\/x2 —a2) —Ilna+C' =

1n(:1:+\/:1:2—a2)—|—0; C=C"—-1Ina

61Jegli t = arsinh z, to = sinh ¢ oraz 1422 = 1+sinh? ¢ = cosh? . Stad mamy cosht = /1 + z2. Ponadto,

sinh (arsinh z) = z. Zatem cosht¢sinht = zv1 + 2.
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Przyklad 16.23 Scatkowaé przez podstawienie funkcje v/ x? + a?.

Rozwiazanie 16.23

/va2—|—x2dx = <<§;_azadz>>Zag/\/l—kzgdz:a?)Przyk%ad16.22(:

IS

- :zmﬂn(ﬁm)w] =<(z:£)>=

e e (5 b ()

#l 1
= % %\/aQ—{—mz—Hn(z—l——\/a?—}—x?)} =
a a a

(820)

no| 8,

= %[m\/m—}—azln(aﬂ—\/mﬂ +C'

Przykitad 16.24 Oblicz calke nieoznaczong

b —-b
[2:/2(:osa; 9c-cosa2 rdx (821)

Rozwiazanie 16.24 Wykorzystujac znang tozsamosé trygonometryczna:

a-+b a—>

T - COS

2 cos x = cos ax + cos bx (822)

otrzymujemy

b —b
I, = /QCOSCL; x-cosa2 xdx:/(cosax+cosb:r)dx:

(823)
sinaxr  sinbx

= + +C a#0, b#0
a b

16.6 Calkowanie przez wlaczenie pod symbol rézniczki

Nalezy zapamieta¢ nastepujace reguly:

Regula 16.1 Jezeli w funkcji podcatkowej licznik jest pochodna mianownika, to funkcja pier-
wotng jest logarytm naturalny z modutu mianouwnika:

/de: /_dy(x) — ln|y(z)| + C (824)

y(z) y(x)
Przyklad 16.25 Obliczyc calke

T
I = /—x2+r2d$ (825)
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Rozwiazanie 16.25

x 1 2r 1 9 9
[ wrmta=y [ mmdr=gult e+

Przyklad 16.26 Obliczyc calke
1= / cotrxdx

/cotxdx:/césxdx:ln]sinx\—I—C’

ST

Rozwiazanie 16.26

Regula 16.2 Jezeli funkcja podcatkowa ma postaé
f(z) =y (x)er™

to funkcjq pierwotna jest
F(z) =e¥@ +C

I= / ze” dx
Rozwiazanie 16.27

2 . 1 2 . y:l'2 _1 Y —
/xe dz = 5/2xe dx_<(dy=2xdx>>_§/e dy =

1 1 -
= —eY = —¢7
26 +C 26 +C

Przyklad 16.27 Obliczyé catke

Przyklad 16.28 Obliczy¢ calke
I:/cosxeSi”dx

Rozwiazanie 16.28

sin x _ y:SiDI o Y Ly __ _sinx
/cos:ve dx_<(dy:cosxdx)>_/e dy=¢e+C=e""+C

Regula 16.3 Jezeli funkcja podcatkowa ma postaé

to funkcja pierwotna jest

Przyklad 16.29 Obliczyc¢ calke

(826)

(827)

(828)

(829)

(830)

(831)

(832)

(833)

(834)

(835)

(836)

(837)
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Rozwiazanie 16.29

cdr _/ —2z dx_<<y:1—x2 >>__/ dy _
V1— 22 2v/1 — 22 dy = —2zdz 2./y
(838)
1
= —E/y_lmdy:—\/§+C:—\/1—IZ+C
Przyklad 16.30 Obliczyc calke
dz

I = 839
/2+3x (839)

Rozwiazanie 16.30

d y=2+3 1 fdy 1 1
= =- | —=21 C=-In|2+3 C 840

Przyklad 16.31 Obliczyc calke

20 + 3
[= [ ———— 841
/:U2+23:+2dx (841)

Rozwiazanie 16.31
20 + 3 2x + 2 1
/x2+2x+2dx B /x2+2x+2dx+/(x+1)2+1dx_

1 t=x+1
—_— 2 — f— pr—
N ln|x +2£+2}+/(m+1)2+1d$ <<dt=dx )>

_ 2 df__
= In|z +2x+2}+/1+t2_ (842)

= In|2®+ 2z + 2| + ) Tabela 19( =
= ln|x2+2x—|—2} +arctant + C =

= In |:132 + 2z + 2} + arctan(z + 1)+ C

Przyklad 16.32 Obliczyé catke

(843)

_/ dz
) 1 (ar +b)?

= 1 1
= <<y _ax+b>>:_/ dy2:—arctany—|—0:
a0 dy=adx a) 1+y a

1
= —arctan(az +b) + C
a

Rozwiazanie 16.32

| vt
1+ (ax + b)?

(844)
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Przykilad 16.33 Obliczy¢ calke

Rozwiazanie 16.33

8
2r + = 20 — 2+ —
4 3 3
_setd L _/_sdx:_/—i%dm:
x2 —2x + 2 2] 22 —2x+2 2] 22 -2z +2

= aln‘x —2x+2}+<(dt:dx )>+7/t2+1_

3
— 51n‘x2—2x—|—2}—i—7arcta11t—|—C':

= gln |2 — 2z + 2| + Tarctan(z — 1) + C
Przyklad 16.34 Obliczyé catke
I= / __dr
) (az+b)? +r?
Rozwiazanie 16.34

1 1 b
/%:—2/ dx 2:—arctanax+ +C
(ax +0)2 +7r r ) (ax+b) ar r
+

r

Przyklad 16.35 Obliczyé catke

Rozwiazanie 16.35

e“dx y=¢e"+k dy
= = | —==1 C=lnle"+k|l+C
/e"”~|—l£ <<dy:e“dx)> /y nlyl+ nle” + &+

Przyklad 16.36 Obliczyé catke
GI
I —
/ e 41 dr
Rozwiazanie 16.36

e’ y:€$ dy B B N
/62m+1d$:<(dy:€$dx>>=/y2+1—arctany—l—C’—arctane +C

280

(845)

(846)

(847)

(848)

(849)

(850)

(851)

(852)



MATEMATYKA 16. CALKA NIEOZNACZONA

Przyklad 16.37 Obliczyc calke

I= /tanha:dx (853)
Rozwiazanie 16.37
sinh
/tanhxdx:/ dz =In|coshz| + C =Incoshz + C (854)
cosh x
Przyklad 16.38 Obliczyé catke
I= /arctanxdx (855)
Rozwiazanie 16.38
u = arctan x v =
du .
/arctanacdx = dz N lfvdl :xarctanx—/ L zdx:
, 1 B 1+
YT e vel
(856)

1
= zarctanz — §ln(1—l—x2)+C’:marctanx—ln\/1+:U2~|—C’

Przyklad 16.39 Obliczyc calke
I = /arcsin:rda: (857)

Rozwiazanie 16.39

u = arcsin x v =1

. du N f'],f/d,’l,’ ) / T
arcsinxdx = dz : = garcsinzx — dx =
/ < o 1 > V1—a?
v1—22

(858)
= garcsinz +v1—a22+C

16.7 Calkowanie funkcji wymiernych
16.7.1 Funkcja wymierna

Na poczatku zdefiniujemy funkcje wymierna.
Definicja 16.2 (Funkcji wymiernej)

Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomiandw, przy czym zaktadamy, zZe wielo-
mian bedacy dzielnikiem nie jest wielomianem zerowym.
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Oznacza to, ze funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci utamka
P(x)
Q(x)
gdzie: P(z),Q(x)— wielomiany niezerowe. Wielomian ()(x) jest wielomianem co najmniej

pierwszego stopnia. Jezeli wielomiany te maja wspdlny podzielnik, to funkcje wymierna
R(z) bedziemy sprowadza¢ do postaci®

R(z) =

(859)

P _

Q) ql@)(r—a) q(z)
Jest to tzw. metoda usuwania osobliwo$ci pozornych. Po tej operacji wyrazenia p(x), ¢(x)
sa wzajemnie pierwsze: nie majg juz wspélnego podzielnika réznego od statej. Wyrazenie

r?—1
3 +1
ma, osobliwo$¢ w punkcie x = —1. Natomiast ulamek
(z—-1)(x+1)  x-1

(z+1)(22—2+1) 22—z+1
juz jej nie ma.
Jezeli licznik P(x) jest stopnia réwnego lub wyzszego niz mianownik, to wykonujac dzielenie
otrzymujemy

_P@) . S)
R(x) = =Wi(x)+ 00

gdzie: W(z) jest pewnym wielomianem, a S(z) jest wielomianem stopnia nizszego niz Q(zx).

(861)

Przyklad 16.40 Sprowadzié utamek niewtasciwy
B4+l
2+ 1
do postaci (861).

Rozwiazanie 16.40 Wykonujemy dzielenie

Pz): Q)= (B+z+1):(2?+1)= z= W(x)
P+
1=295(x)
Stad
?+r+1 1
22+ 1 _x+ac2—i—1

Przyklad 16.41 Sprowadzi¢ utamek niewtasciwy
2+t +1
x3—1

do postaci (861).

02Wielomian ¢(z) jest wielomianem co najmniej pierwszego stopnia.
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Rozwiazanie 16.41 Wykonujemy dzielenie
Px):Qz)= (@ +22+1):(2*-1)= 22+1= W(x)

xd — a2

-2 +1

3 —1

7?4+ 2 = 5(x)
Stas

x® + 23 +1 2+ 2
—_—_— 1

3_1 P+ 14 53— 1

16.7.2 Niektére wielomiany i ich rozklady
1. 22 —a’=(r—a)(z +a)
2?2 +a?> suma kwadratéw nierozkladalna, jezeli a # 0
3 —a’ = (r —a)(2? + ar + a?)
3+ a® = (v + a)(2? — ax + a?)

t —a* = (22 — a?)(2? + a?)

A A T T

vt +at = 2t + 20222 + a* — 20222 = (2% + a?)? — 2a%2? =
= (x2 — \/§ax + a2) (x2 + \/§ax + a2)

7. 2% —a% = (23 — a®) (23 +a®) ) patrz punkty 314 (

8. 25 +ab = (2% + a®)(2* — a®2® + a)

9. = (z* - a4)(:13 + a*)

10. 28 +a® = (x4 a’x? + a4) (:L‘4 +v/2a%2? + a4)
16.7.3 Rozklad funkcji wymiernych na ulamki proste

Procedure te omawia twierdzenie:

Twierdzenie 16.8 Jezeli licznik funkcji wymiernej R(z) = g(i) jest stopnia mizszego miz
mianownik, to funkcje te mozna przedstawié w postaci
A B C D
R(z) = - +oet +

(x—a)"  (r—a)1 (z—a) z—a

A B G D
(x=p)  (z—p)! (z—pB)7? x-0
n Gr+H . Kx+ L n L Mx+ N N
(ax? +bx +c)t  (ax?+br+c)t~! ax? +bx + ¢

(862)

Px+Q n Rx+ S T Te+U .
(ex? + fx +g)*  (ex?+ fz + g)* ! ex?+ fr+g
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W rozktadzie tym A, B,C, ... sa liczbami stalymi - tzw. stalymi rozkladu. Sa one w
kazdym przypadku jednoznacznie okreélone i wyznacza sie je za pomoca metody wspélczyn-
nikéw nieoznaczonych. Rozklad taki nosi nazwe rozkladu funkcji wymiernej na utamki
proste.

Rozrézniamy dwa typy utamkéw prostych.

1. typ I: mianownikiem jest czynnik liniowy w dowolnej potedze naturalnej; licznik jest

stala
A

2. typ II: mianownikiem jest czynnik kwadratowy, nierozktadalny w zbiorze R, w dowolnej
potedze naturalnej; licznik jest funkcja liniowa

Gr+H

, A=p*—4¢<0 864
(22 + px + g)" b 1 (864)
Przyklad 16.42 Roztozyc¢ funkcje wymierng
20 — 1
—_ 865
x2—5x+6 (865)

na utamki proste.

Rozwiazanie 16.42 Poniewai z*> — 5x + 6 = (x — 2)(x — 3), to

2c—1 A N B Alx-3)+B(x-2)
22 —-50+6 -2 x-3  (z-2)(x—3)
Stad
20 —1=A(x —3) + B(z — 2)
Czyli

27 — 1 =2(A+ B) — (3A+2B)

Oznacza to, zZe
2=A+B —-1=-(3A+2B)

Ostatecznie otrzymugjemy

A wiec
2z — 1 -3 5
x2—5x+6_x—2+x—3 (866)

Przyklad 16.43 Rozlozyé funkcje wymierna

322+ 3x + 12

x(r—1)(z+2) (867)

na utamki proste.
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Rozwiazanie 16.43 Zastosujemy tu inng metode, ktéra moze bycé stosowana, gdy mianownik
ma tylko pierwiastki rzeczywiste jednokrotne. Przyjmijmy

32 4+3x+12 A N B +C
r(r—1)(r+2) -1 2+2 =
Stad
302 4+3r+12  Az(x+2)+ Br(z—1)+C(z —1)(z +2)
v(z—1D(z+2) z(z —1)(z+2)
Czyli
372 + 31 +12 = Az(z +2) + Bx(z — 1) + C(z — 1)(x + 2)
Podstawiajac za x pierwiastki mianownika, czyli x =0, 1, —2 otrzymujemy
12 = -2C 18 =34 18 =68
Zatem
A=6 B=3 (C=-6
Ostatecznie 22 4 3 9 6 . o
e+ ox + _ n o (868)

wx—10)(x+2) z-1 z+2 =z

P(x)

Whniosek 16.5 Jezeli ,
(z —a)(z = p)(z—7)

P(z) jest stopnia nizszego niz 3, a «, (3,7 sa

rozne, to
P(a) P(p) P(v)
A= B = C = 869
@Ba-n T E-we-v ‘Th-an-p
Przyklad 16.44 Roztozyé funkcje wymierng
322 +x+2
(x+1)(x—1)2 (870)
na utamk: proste.
Rozwiazanie 16.44 Niech
3 +ar+2 A N B N C
(z+D(x—-12 z+1 (x—-1)2 z-1
Stad
32 +2+2=Ax -1+ Bz +1)+C(z—1)(z+1) (871)
Czyli
30+ +2=2*(A+C)+a(-2A+B)+(A+B-C)
A wiec
A+C=3 —-2A+B=1 A+B-C=2
Zatem
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Wspdtczynniki A, B, C' mozemy wyznaczyé w inny sposob. Przyjmujgc za x pierwiastki
mianownika, czyli v = —1, +1 otrzymujemy

4=4A 6=2B

Wiec
A=1 B=3

W celu wyznaczenia wspdtczynnika C' zrézniczkujemy obustronnie wyrazenie (871)
6r+1=2A(x—1)+B+C- -2z
Podstaurajgc x = 1 dochodzimy do
7T=B+2C skad C=2

Z metody tej mozemy korzystaé w przypadku, gdy mianownik funkcji wymiernej posiada pier-
wiastki rzeczywiste wielokrotne. Ostatecznie mamy

322+ + 2 1 3 2
= 872
(x+1)(z—1)2 x+1+(x—1)2+x—1 (872)

Przyklad 16.45 Rozlozyé funkcje wymierng

|
22(z — 1)(x + 1)2

(873)

na utamk: proste.

Rozwiazanie 16.45 Poniewaz stopien wielomianu licznika jest mniejszy od stopnia wielomia-
nu mianownika, to mozemy przyjac, ze

zt+1 A N B N C N D N E
22 —-1)(z+1)2 2z 22 -1 (z+1)2 x+1
Wiec
i+ 1= Az(z—1)(z+1)2+ B(x —1)(z +1)*> + Cz*(z + 1)*+
(874)
+Da?*(x — 1)+ Ex*(z — 1)(z + 1)
Podstaunajac kolejno: v =0, 1, —1 otrzymujemy
x L = P
x =0 — 1 = -B
x=1 — 2 4C
r=—-1 — 2 = =2D
Stad mamy
1
B=-1 (= 5 D=-1
Podstawimy te wartosci do (874)
1
t+1= Az(z—1)(z+1)* = (z—1)(z+ 1)+ =2*(z + 1)*+
2 (875)

—2*(z — 1)+ Ex*(x — 1)(z + 1)
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a nastepnie zrézniczkujemy obustronnie relacje (875)
43 = Allz+1) (422 —z-1)]-(z+1)Bz—1)+x(z+1)(2r+1)+

—x (3x — 2) + E 22 (222 — 1)]

Przyimujge x = 0 1 x = —1 otrzymujemy
x L = P
r=0 — 0 = -A+1
z1=-1 — —4 = -5-2E
Stad
1
A=1 FE=—=
2
Czyli
' 41 11 1 1 1
- — — 876
2(rx—-1)(x+1)2 =z 22 +2(ZL’—1) (x+1)2 2(x+1) (876)
Przyklad 16.46 Rozlozyé funkcje wymierna
2?2+ 22 —1
877
(x —1)(x2+1) (877)
na utamki proste.
Rozwiazanie 16.46 Niech
?+22x-1 A _l_Bx—l—C’
(x—1)(22+1) -1 22+1
Zatem
2*+2z—1=A@*+1)+ (Bx+ O)(xz — 1)
Podstawiajgec x = 1 otrzymujemy
2=2A  cxyli A=1
Wykonujac mnozenia i przyrownujac odpowiednie wspotczynniki dochodzimy do relacyi
2?+22-1=2*(A+B)+2(C-B)+(A-0)
Skad
1=A+B 2=C-B -1=A-C
A wiec
B=0 (C=2
Czyli
2422 -1 1 2
v = + (878)
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Przyklad 16.47 Roztozy¢ funkcje wymierng

32241
879
(x 4+ 1)(x24+1)2 (879)
na utamki proste.
Rozwiazanie 16.47 Niech
322 +1 A +Bx—|—C+Dx+E
(z+1)(22+1)2 z+1 (22+1)2  22+1
Zatem
302 +1=A(2*+ 1)+ (Br +CO)z + 1)+ (Dx + E)(x + 1)(2* + 1)
Stad
322+ 1= 2 A+ D)+ 23(D+ E)+2*2A+B+ D+ E) (880)

+2x(B+C+D+E)+(A+C+E)
Zavwazmy, Ze po prawej stronie (880) pojawiajq sie niewiadome w potedze wyzszej niz po lewej.
Réwnanie 322 + 1 mozemy, oczywiscie, zapisaé 32> +1=0-2*+0 -2 +322 +0-2+1. W
efekcie dochodzimy do uktadu réunan

0 = A 4+0B +0C +D +0F 0 = A +D
0 = 0A +0B +0C +D +FE 0 = D +FE
3 =24 +B +0C +D +E b 3 = 2A +B +D +F (881)
0 = 0A +B +C +D +FE 0 = B +C +D +FE
1 = A +0B +C +0D +FE 1 = A +C +E
Pierwiastkiem mianownika jest v = —1. Wykorzystamy te warto$é do wyznaczenia jednej z
niewtadomych. Mamy wiec
x L = P
r=—-1 — 4 = 4A
Stad mamy
A=1

Nastepnie wstawiamy te wartosé do (881) i otrzymujemy:

D=-1 FEF=1 B=1 0=-1

Ostatecznie 22 41 . . .
e+ T — —T+
= 882
(x+1)(22+1)2 ZL‘+1+(ZL‘2—|—1)2+:L'2+1 (882)
16.7.4 Calkowanie ulamkéw prostych typu I
Calki utamkow prostych typu I maja nastepujaca posta¢ ogélna
A
/ de=Al|r —a|+C
r—a
(883)

A —A
[ e 10 ne2
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Whniosek 16.6 Najcze$ciej wystepujace postacie utamkow typu I:

/xildx:Aln|x+1|+C
A —A

/@H&de_x+1+0
A —A

,/@Hﬁﬁdx_2@+1v+c

/Ld __7144_0
@+ 139" T 31

16.7.5 Calkowanie ulamkéw prostych typu II

(884)

Utamki proste typu II maja nastepujaca posta¢ ogélng

G+ H
885
/<x2+px+q>"dx (885)

1. Gdy n = 1 podstawiajac = + p/2 = s sprowadzamy mianownik do postaci s + r?, gdzie
r? = —A/4. Jednoczesnie licznik przybiera posta¢ Gx + K, gdzie K jest pewna stala.
Zapisujemy to kolejno

Gx+H Gr+ K sds ds
/(952—|rpac—|—q)”dm /52+r2 ds /32+r2+ /52+r2

K
= %111(52 +1%) + - arctan; +C = (886)

2z +p

— +
v@—ﬁ+

G
=5 In(z* 4+ pz + ¢ arctan

)—FL
V4q —p?

2. Gdy n = 2,3, ... podstawiajac x + p/2 = s otrzymujemy

/ G+ H d_/Gm—l—Kd_/ Gsds +/ Kds
(22 +pr+q)" v (s2+7r2)" °T (82 +1r2)" (s24+7r2)"

(887)
G 1 1 ds
= — K| ———5+C
2n—1(s 4 [t
Ostatnia catke obliczamy wedlug nastepujacych wzoréw redukcyjnych
ds 1 S 1 S
—— =———+ —arctan— + C
/ (s2 + 7"2)2 2r2 52 4 r2 + 2r3 arctan r +
(888)

/ ds 1 s . 2n—-31 ds
(472" 2n—2p2(2 42" 2n—212 | (24 p2)" !
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Przyklad 16.48 Wyznaczyé catke funkcji wymiernej

4o + 3
|Ersn=tt (859)

Rozwiazanie 16.48

/ L / o3 z;lgss /43—1d
—_—dx = —_———dx = = = S =
2+ 22+ 2 (x+1)2+1 1 s2+1

(890)
2s 1 )
= 2 32+1d8_ S2+1d5:21n(8 +1)—arctans+(j:

= Js=x+1(=2In(2*+ 2z +2) — arctan(z + 1) + C

Przykitad 16.49 Wyznaczyé catke funkcji wymiernej

or +3
I:
/(x2—2x+5)2dx

Rozwiazanie 16.49 Wykonamy przeksztatcenia mianownika

2? =20 +5=(z—1)*+4
Nastepnie podstawimy

r—1=z coyli =1+ 2z

2 —2x+5=(r—1)2+4=2*>+4 doe=dz

/ 5r +3 dx_/ 5248
(22 —2x+5)2° "7 | (2244)?

Przeksztatcimy podcatkowq funkcje wymierna,

52+ 8 5z 8

(22+4)2 o (22+4)2 + <22+4)2

Otrzymamy wiec

Jej calki sq rowne

5z 22+1=t 5 [dt 51
I —= —_— = = - _—=——— =
' /(z2+4)2d2 <<2Zdz=dt>> 2/ 27 T ¢

5 1
N _§z2+4+0

8
] = — — < . _
2 / (Z 14y d z = )wzor redukcyjny (888)(

l 1 z 1 x—1
= 8 + arctan

242244 ' 2.2.4 7| T¢=

z 1 r—1
= + — arctan

C
2244 2 +
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Ostatecznie
5 1 z 1 z 22 — 5 1 z
L+ 1, =—- —arctan - + C = ——— + —arctan - + C
1+ 12 222+4+22+4+2arcan2+ 2(22+4)+2arcan2+
A wiec
or + 3 20 =7 1 x—1
= — arct C 891
/(:132—2x—|—5)2d$ 22 —2r 45 | poretan - (891)

16.8 Calkowanie funkcji niewymiernych

Uwaga 16.10 Symbol R(x,y) oznacza dowolng funkcje wymierng zmiennych xz,y. Jezeli
w funkcji R(z,y) podstawimy y = ¢(x), gdzie ¢ jest funkcja niewymiernag, to otrzymana
w ten sposob funkcja R(z,p(x)) moze byé niecatkowalna elementarnie. Istnieja dwa typy
funkeji niewymiernej o, dla ktérych funkcja R(x,¢(x)) jest catkowalna elementarnie i jej
catka sprowadza sie do catki funkcji wymierne;.

16.8.1 Pierwiastek dowolnego stopnia funkcji homograficznej

b
Calke z funkcji zawierajacej funkcje homograficzng y = o
pr—+4q
ar +b a b
R(x,y)dzx =y , 0 892
[Remas =2 e b (892)

mozna sprowadzi¢ do catki funkcji wymiernej zmiennej y za pomoca podstawienia

ar +b
=7 893
Y s (893)

/iﬁdx (894)

Rozwiazanie 16.50 Stosujemy podstawienie

Przyklad 16.50 Obliczyc calke

z+1
T

y:

Wynikaja z niego nastepujgce relacje

Mamy wiec

1 [z+1 ) —2y
— e —1 _— =
/x ——dw /(y )y<y2_1)2dy
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Funkcje
1
y*—1
roztozymy na utamki proste
1 A N B Aly+1)+By—1)
y—1 y-1 y+1 (y—Dy+1)
Stad
l1=A(x+1)+B(x—1)
Czyli
1 1
A=- B=-—=
2 2
Zatem
2/1d—/ /—d T s e
y?—1 V= V= y+1
Ostatecznie
1 jxz+1 y—1
- = —oy—1 —
/ . . dx y —In Iy 1‘ +C
(895)
r+1
_ 9 T + 1
16.8.2 Pierwiastek kwadratowy tréjmianu kwadratowego
Calke
/R(a:,y)da: y=+Var?+br+c, A=b—4dac#0 (896)
mozemy przy pomocy jednego z trzech podstawien Fulera
1. Vax?+br+c=xa—t gdy a >0
Var? +bx +c=xt ++/c gdy ¢ >0 (897)

3. Var®+br+c=/alx —z1)(x —32) =t(x —z1) gdy A >0

sprowadzi¢ do calki funkcji wymiernej zmiennej ¢.

Przykilad 16.51 Obliczy¢ calke

/ v p-o0
2+ k

292

(898)
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Rozwiazanie 16.51 Zastosujemy pierwsze podstawienie Fulera

»2+k=x—1
Stad
t=z—vVa2+k
2?2+ k=2 -2zt + 12
2at =12 — k
-k
Tr =
2t
2+ k
= t
dx 572 d
oraz
t*+k
_dr M——/d—t——lnﬁ\%—C——ln r—Va2+k|+C (899)
Vit ko 4k t B
2t
Przyklad 16.52 Obliczy¢ calke
1
——dz 900
/ xyv1— 22 (900)
Rozwiazanie 16.52 Do obliczenia powyzszej catki zastosujemy drugie podstawienie Eulera
V1—22 -1
y=+vV1—ax2=xat+1 stad R
x
1—22 =222+ 22t + 1
—x? = 22%1? + 22t
—x =at? + 2t
—2t 1—¢?
x:m stad y:xt+1:1+t2
dz =2 £l dt
r=2—
(t2 + 1)2
1 #+1 #2+1 2-1 t
/7dx:—2/+-+- dt = dr_
rV1 —2? 2t 1—-t2 (t2+1)2 t
(901)
Vi—22-1
= ln|t|—|—C:1n‘—m‘ +C
x
Przyklad 16.53 Obliczy¢ calke
de (902)
V—x?+4+3x -2

293



16. CALKA NIEOZNACZONA MATEMATYKA

Rozwiazanie 16.53 W tym przypadku zastosujemy trzecie podstawienie Eulera

stad y=tlx—1)= 7

dz B _2/t2+1 tdt __2/ dt
V—2?+3r—-2 to(1241)2 241
(903)

= —2arctant + C = —2arctan —? +C

16.8.3 Calkowanie rézniczek dwumiennych
Podamy definicje rézniczki dwumienne;j.
Definicja 16.3 (Rdzniczki dwumiennej)
Rozniczka dwumienna nazywamy wyrazenie
z™(a+ bx" )P dx (904)

gdzie: a,b sa liczbami rzeczywistymi, a m,n,p— dowolnymi liczbami wymiernymi (dodatnimi
lub ujemnymi).

Twierdzenie 16.9 (Czebyszewa)
Catka
/xm(a +bx™P dx (905)

moze by¢ wyrazona za pomoca funkcji elementarnych tylko w trzech nastepujacych przypadkach:

1. p jest liczbg catkowita; wyrazenie (a + bx™)P rozwija sie wedtug wzoru na dwumian
Newtona i funkcja podcatkowa jest suma sktadnikow cx®;

2 m—+ 1

jest liczba catkowita; catke (905) sprowadza sie do catki funkcji wymiernej przez
n
podstaunenie t = v/a + bx™, gdzie r jest mianownikiem utamka p;

1
3. mtl + p jest liczba catkowitq; catke (905) sprowadza sie do catki funkcji wymiernej
n

o .ja—+ bx" . i i .
przez podstawienie t = 4/ —, gdzie 1 jest mianownikiem utamka p.
x
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Przykitad 16.54 Sprowadzi¢ do rézniczki dwumiennej funkcje podcatkowaq

3 /1 4
NG
Rozwiazanie 16.54 Wykonamy dziatania na wyktadnikach

v 1\;’_\4/5 — 12 (1 +x1/4)1/3
x

Przyklad 16.55 Sprawdzié, czy calka

=

moze byé wyrazona za pomocq funkcji elementarnych.

Rozwiazanie 16.55 W tym przypadku mamy

1 1 1 m+1_

9
9 1 P73 T

A wiec zachodzi przypadek 2 Twierdzenia 16.9 Czebyszewa.

Przykitad 16.56 Sprawdzié, czy calka

23
/ V14 a3
moze by¢ wyrazona za pomocq funkcyi elementarnych.

Rozwiazanie 16.56 Przeksztatcimy wyrazenie podcatkowe

3

V14 a3

dr =214+ 2%V qu

Otrzymujemy
1 m+1 4 m+ 1

4 n 3 n

Nie jest spetniony zZaden warunek Twierdzenia 16.9 Czebyszewa.

16.9 Calkowanie funkcji trygonometrycznych
Calke
/R(sinx,cosx)dm

13
12

(906)

mozna zawsze sprowadzi¢ do catki funkcji wymiernej za pomoca podstawienia uniwersalnego,

w szczegblnych zasé przypadkach réwniez i prostszymi metodami.
Podstawienie uniwersalne ma postaé

t = tan —

N s
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16. CALKA NIEOZNACZONA MATEMATYKA

Wynikaja z niego relacje

24t . 2t 1 —¢2
Sy = COSx =

dv=1"5 1412 1412

(908)

(1+sinz)
sin z(1+cos x) dz

/ ( +sinz)dz _ /( 1+t2) 1+21t2 dtz—/ t+2+=)dt=
sinz(1 4 cosx) 2 (14 %) 2 t

142 142

Wykorzystujac je obliczymy catke [

1 1 tan? £ 1
= O+ttt + 0= —2 +tang+§ln‘tang)+0

Uproszczone podstawienia stosowane w niektérych przypadkach:

1. /R(sin x)cosx d — podstawienie t =sinz, coszdx =dt
2. /R(cos x)sinx d z— podstawienie t = cosz, sinxdz = —dt

3. /sin” rdax.

e Jezeli n jest nieparzyste (n = 2m + 1), to mamy

/sin2m“xdx:/(1—cos2x)msinxdx: —/(1—t2)mdt

e Jezeli n jest parzyste (n = 2m), to

1 m 1
i 2m m
/sm xdx_/{—z (1—0032:13)} dx_2m 1/(1 cost)™dt

4. /cos” rdx.

e Jezeli n jest nieparzyste (n = 2m + 1), to mamy

/COS2m+1IdJZ=/(1—81H2I)mCOSJIdI: /(1—t2)mdt

gdzie t = sin z.

o Jezeli n jest parzyste (n = 2m), to mamy

1 " 1
2m o - _ m
/cos xdx—/ [2 (1+cos2x)] de = 5o /(l—l—cost) dt

gdzie t = 2.
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5. Calki postaci | sin” x cos™ z d x sprowadza sie do przypadkéw 1 lub 2, jezeli przynajmniej

jedna z liczb m i n jest nieparzysta. Na przyktad

/Sin2x0085xdx = /Sin2x (1 — sin? x)2cosxdx = /t2 (1 — t2)2dt
gdzie t = sinx. Jezeli m i n sa parzyste, to potegi moga by¢ obnizone dwukrotnie,
podobnie jak w przypadkach 3 i 4. Wykorzystuje sie przy tym wzory sinzcosz =

1 .: :2 ., 1—cos2zx 2 ,. _ 1l4cos2zx
58in2x, sin“z = =5 cos®r = 2=, Na przyklad

/siancos4xdm: /(sinaccosm)20052md:v: %/sin22m(1—l—cos2ac)d:v:

8

6. /tan”xdac.
n n—2 1 n—2
/tan rdxr = /tan :U( 5 —1)dx:/tan rdxdtanx —
COS* T

tan” !z
—/tan"2xdx: ——/tan”Qxdx

n—1

:l/sin22x0082xdx—|—l—16 (l—cos4x)dx:4—1881n32a:—|—1—16x—6—14$in4a:—|—0

itd. Iterujac powyzsza procedure sprowadzamy catke / tan™ x d x do catki / dz =z+C,

jezeli n jest parzyste, albo do catki / tanx dx = — In |cos x|+ C, jezeli n jest nieparzyste.

7. / cot™ x d z— calkuje sie podobnie, jak przypadek 6.

Przykitad 16.57 Obliczyc¢ calke
I= /Sin?’xdx (909)

Rozwiazanie 16.57 Podstawiamy t = cosx. Stad sinxdx = —dt. Nastepnie

/sin?’xdx:/(1—Cos2x)sinxdx:—/(1—t2)dt:—t+%t3+C:

1
:—cosx+§cos3:c+0

Przyklad 16.58 Obliczy¢ calke
I= /cos?’xdx (910)

Rozwiazanie 16.58 Podstawiamy t = sinx. Stad cosxdx = dt. Nastepnie mamy

1
/cos?’xdx = /(1—sin2x)cosxdx:/(1—t2)dt:t—§t3+C’:
= sinx—gsin?’quC
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Przyklad 16.59 Obliczy¢ calke

Rozwiazanie 16.59 Podstawiamy cos®x =

/cos4xdx

I= /cos4xdx (911)

2 1tcos2x
2

1 22\ > 1
/(W) dx:Z/(l—kcos?x)?dx

1
—/( +2cost + cos’t)dt = ) Prayklad 16.10( =

I
S
VR
Q‘ ~+
8 |
[N

8
N[
(o
~
N———
\/

I

oo

1 1
3 lt—FZSint—l—a(t—Fsintcost)} +C =

1/3 1
3 <§t—|—251nt+§sintcost> +C =

3t+1't+1 int t4+C =
el T s 1g Sintcos =

3+1'2+1'2 20+ C =
¥ +sin2z + oo sin2zcos 2z =

3 1 1
§x+zsin2x+§sin4x+0

Przyklad 16.60 Obliczyc calke

I= /sin4xdx (912)

2 1—cos2x

Rozwigzanie 16.60 Podstawiamy cos®r = =

/sin4xdx

1—cos2z\” 1 9 t=2x
[ o= fomsmsrio{ (7530

1

g/(l—Qcost—i—cos%)dt: ) Przyktad 16.10( =
1 ) 1 .

3 t—251nt+§(t+smtcost) +C =
113 1

3 [Et—2sint+§sintcost} +C =
3t L t+ LI t t+C =

T 48111 75 sin t cos =

3 1 1
gx—zsin2x+1—631n2xcos2x+C:
3 1 1
gx—zsin2x+§sin4x+0
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Przykilad 16.61 Obliczy¢ calke

1
I:/. dz (913)
SIn xr

Rozwiazanie 16.61 Mamy

1 B sin x [ —d(cosz) o dv

/sinxdx B /sinzxdx_/l—COSQx_>COSI_U<_/UQ—1_

-1 1
- '+0

cosx — 1

1
= —=In —1In
2 2

v+ 1 -

-I—C'zln‘tanf‘—i—(}
cosx + 1 2
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17 Calka oznaczona

Zalézmy, ze funkcja f(x) jest ograniczona na
przedziale < a;b >.

Definicja 17.1 Catka oznaczona funkcji f(x)
na przedziale < a;b >

/f@Mx (914)

jest pewnq liczbg przyporzadkowang funkcji f(x)
1 przedziatowi < a;b >. Liczbg tq jest rdéinica
wartodci funkcji pierwotnej F(x) w punktach b i
a, tzn.

Rysunek 111: Pole powierzchni pod krzywa

b
[ r@as=FO)-F@) @15 y= )
Zapisujemy to nastepujaco

/f@Mx:Fum (916)

/abf(:v)dx

nazywamy granicami tej calki bez wzgledu na to, czy a < b, czy a > b. Liczbe a nazywamy
granica dolna, a liczbe b— granica gérna.

Podzielimy przedzial < a;b > na n odcinkéw (niekoniecznie réwnych) o dlugoséciach Az,
Az, ..., Ax,. Niech £,&,, ..., &, oznaczaja dowolnie wybrane punkty, po jednym z kazdego
odcinka. Utwérzmy sume

Liczby a i b wystepujace w calce

Sn = JE)AT + f(E) AT -+ F(€) AT = D _ [ (&) Az (917)

Jej znaczenie geometryczne jest proste, gdy funkcja f(z) jest na przedziale < a; b > nieujemna.
W tym przypadku iloczyny f(&,)Ax; sa réwne polu prostokatéw o podstawach Azx; i wysokos-
ciach f(§;). Suma S,, przedstawia wiec taczne pole tych prostokatéw, czyli w przyblizeniu pole
obszaru ograniczonego osia 0z, krzywa f(z) oraz prostymi z = a i x = b.

Zbiér odcinkéw Axy, Axs, . .., Ax, nazywamy podziatem §. Dlugo$¢ najwickszego odcinka
9; podziatu oznaczymy || i nazywamy $rednica podziatu.

Ciag podzialéw (d,,) nazywamy ciagiem normalnym, jezeli

lim [0,] =0 (918)
a wiec, jezeli dlugo$¢ najwiekszego odcinka podziatu §,, zdaza do zera, gdy n dazy do nieskon-
CZONnosci.

Drzielac przedzial < a;b > na dwa, trzy, cztery, pie¢ itd. réwnych odcinkéw otrzymujemy
ciag normalny podzialéw. Kazdy z nich prowadzi do innego wyniku, przy czym:
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2 3 3
2 fx)—\/1+x
n=4
e T 2
0 0. ‘ 1Ax2’1 2

Rysunek 112: Ciag normalny.

Regula 17.1 Jezeli funkcja f(x) ma te wltasnodé, ze przy kazdym ciggu normalnym podziatow
(0,,) ciag sum (S,) jest zbiezny, to moéwimy, zZe funkcja f(z) jest catkowalna w sensie
Riemanna na przedziale < a;b > i ciagi sum (S,) zdazajg zawsze do tej samej granicy.
Granica tq jest warto$é catki oznaczonej fab flz)dz

|6|—0

/ f(z)dx = lim Zf (&) Ax; (919)

Twierdzenie 17.1 Jezeli funkcja f(x) jest catkowalna, to dla kazdego ciggu normalnego
podziatow (9,,) odpowiednie ciggi sum (S,) zdazajg do tej samej granicy.

17.1 Twierdzenia o calce oznaczonej i wlasnoSci calki oznaczonej
Na wstepie podamy kilka twierdzen przydatnych w dalszej analizie.

Twierdzenie 17.2 Funkcja ciggta na przedziale domknietym jest na tym przedziale catkowalna
(w sensie Riemanna).

Twierdzenie 17.3 Funkcja monotoniczna na przedziale domknietym jest na tym przedziale
catkowalna (w sensie Riemanna,).

Twierdzenie 17.4 Funkcja nieograniczona na przedziale domknietym jest na tym przedziale
niecatkowalna (w sensie Riemanna).

Twierdzenie 17.5 Jezeli funkcja f(z) jest catkowalna na przedziatach < a,b > i <b,c >, to
jest calkowalna na przedziale < a,c > 1 zachodzi rownosé

[ rwars [s@ar= [ rwar (920)

Na odwrét, jezeli funkcja f(x) jest catkowalna na przedziale < a,c > i jezeli a < b < ¢, to jest
catkowalna na przedziatach < a,b > i < b,c > i zachodzi réwno$é (920).

Twierdzenie 17.6 Jezeli k = const, to zachodzi réuwnosé

/bkdx:k(b—a) (921)
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Jezeli f(x) jest funkcja catkowalng na przedziale < a,b > i k jest stata, to kf(x) jest funkcjqg
catkowalna na przedziale < a,b > 1 zachodzi réwnosé

/abkf(x)dx:k;/abf(x)dx (922)

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sq catkowalne na przedziale < a,b >, to ich suma jest catkowalna na
tym przedziale © zachodzi réwnosé

/ab[f(:v)Jrg(:v)]dx:/abf(x)der/abg(x)dx (923)

Twierdzenie 17.7 Jezeli dwie funkcje sq catkowalne na pewnym przedziale, to ich iloczyn
jest catkowalny na tym przedziale.

Twierdzenie 17.8 Jezeli f(x) jest funkcjg catkowalng na przedziale < a,b >, to modul
funkcji f(x) jest catkowalny na przedziale < a,b > i zachodzi nieréwnosé

/abf(x)dx

Definicja 17.2 Jezeli f(x) jest funkcja catkowalng na przedziale < a,b >, to liczbe

< / |f(z)]dx (924)

1 / f@)dz (925)

b—a
nazywamy $rednia catkowa funkcji f(z) na przedziale < a,b >.

Twierdzenie 17.9 Jezeli funkcja f(x) jest ciagla na przedziale < a,b >, to wewngtrz tego
przedziatu istnieje punkt c,a < ¢ < b, w ktérym warto$¢ funkcji f(x) jest réwna Sredniej
catkowej tej funkcji w tym przedziale

f0) = 5= [ Fla)as (920)

Twierdzenie 17.10 Jezeli funkcja f(x) jest ciggla na przedziale < a,b >, to funkcja
Fa) = / Ft)dt, ze<ab> (927)

jest funkcjq pierwotng f(x) na przedziale < a,b >.

Twierdzenie 17.11 Jezeli funkcja f(x) jest ciggta na przedziale < a,b >, a F(x) jest funkcjq
pierwotng funkcji f(x) na tym przedziale, to zachodzi réwnodé

b
[ #@az =) - Pl (928)
(Poréwnaj Definicje 17.1, str. 300).
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Rémice F(b) — F(a) zapisujemy [F(2)]*=" ub F(x)|"Z
zapisuje sie nastepujaco:

o a, natomiast wzor (928) niekiedy

[ o]

Twierdzenie 17.12 Jezeli f (x) jest funkcja parzysta, to

/f dx—?/f (929)

Twierdzenie 17.13 Jezeli f (x) jest funkcya nieparzysta, to
f (x)dz =0 (930)
Twierdzenie 17.14 Jezeli f (x) >0 dlaa <z <b, to

/ flz)dx >0 (931)

Twierdzenie 17.15 Jezeli funkcje f (x sq catkowalne w przedziale < a,b >, to

Uaf(rc)g } /f2 dx/ 2 () (932)

Jest to nieréwnos$é Schwarza-Buniakowskiego.
Przyklad 17.1 Wyznaczyé wartosé catki fab krdz.
Rozwiazanie 17.1 Obliczamy

b z=b 2 r=b 2 2 2 _ 2
k kb k b* —
/kxdiﬂ:{/kxdx} :[§+C] :<7+0>—(—; +C>:k —

Przyklad 17.2 Wyznaczyé wartosé catki fab % dzx.

Rozwiazanie 17.2 Obliczamy
b

sgn(b)=sgn(a) 1 b

a

b1
[ 3z =tz =1 b~ njel -

Przyklad 17.3 Wyznaczyé wartosé catki f;’ 9621 dzx.

)
Rozwiazanie 17.3 Rozkiadamy funkcje wymierng na utamki proste, a nastepnie wyznaczamy
funkcje pierwotng i obliczamy wartos$é catki oznaczonej

3

1 1 1 3
/ﬁ_ldx:[ln zln\/;—ln\/;zln\/;
2

Przyklad 17.4 Wyznaczyé wartosé catki foﬁ v1i4+4zrdzx.

Rozwiazanie 17.4 Wyznaczamy catke nieoznaczong

- 1+4x:t _1 _13/2_1 3/2
/\/1+4xdx—<(4dx:dt )>_4/\/Edt_6t = (1 +42)

a nastepnie obliczamy warto$ci catkr na obu granicach catkowania

z+1

x—l‘

1
o 6 6 6

y 1 =6 195
/Mdm = {6(1 —}—496)3/21 = -
0
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17.2 Calka oznaczona i calkowanie przez podstawienie

O zamianie zmiennej w calce oznaczonej méwi twierdzenie:
Twierdzenie 17.16 Jezel:

1. funkcja f(z) jest ciagla na przedziale £, a € £, b € &,
2. funkcja g(x) jest klasy C* na przedziale T, a € T, €T,

3. g(a) =a, g(B) =0b oraz g(t) € € dla kazdej wartosci t pomiedzy o i 3,

to

b B
| #@az= [ fangoar (933)
Regula 17.2 Zamiane zmiennej w catce oznaczonej przeprowadzamy:

1. w funkcji podeatkowej, podstawiajac x = g(t),
2. w rdzniczce zmiennej catkowania, podstawiajge dx = ¢'(t) dt,

3. w granicach catkowania, zastepujgc liczby a,b liczbami «, 3.

Regula 17.3 (Zapis umowny zamiany zmiennych w catce oznaczonej)

xr =

b (t) 8

/‘f@ﬁdx==< dz =g'(t)dt >:i/ fla®)]g'(t)at (934)
“ e, = . §

17.3 Geometryczne zastosowania calki oznaczonej

17.3.1 Pole figury plaskiej w ukladzie kartezjanskim

Przytoczymy twierdzenie:
Twierdzenie 17.17 Jezeli funkcja [ jest ciggta w < a,b > i dodatnia w (a,b), to obszar
domkniety (G) rozciagajacy sie od wykresu funkcji f na przedziale < a,b > do osi 0x (patrz

rys. 113)
(@) ={(z,y) ;a <z <b,0<y< [f(z)} (935)

ma pole

G- / f@)dz (936)

Uwaga 17.1 Jezeli funkcja f(z) jest ciagla w < a,b > i ujemna w (a,b), to catka tej funkcji
w < a,b > jest rowna polu odpowiedniego obszaru wzietemu ze znakiem minus.
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o y=1(x)

1.8
1.6]
1.4]
1.2

.
0.8 (G)
0.6

0.4

1 A, AG, AG,

“ Ax Ax Ax b

3

Rysunek 113: Pole zawarte miedzy krzywa plasks i osig Ox.

6] y=pX)
5{77
/// e //, PZ

41 7

31

27 , . | :
A g = ! | |

% R TGS

0 0.2 0.4 0.6 058

Rysunek 114: Pole zawarte miedzy dwiema krzywymi ptaskimi.

Twierdzenie 17.18 Jezeli funkcje p,q sq ciggle w < a,b > oraz p(r) < q(x) dla a < x < b,
to obszar domkniety rozciggajacy sie miedzy wykresami tych funkcji na przedziale < a,b >
(patrz rys. 114)

(G) ={(z,y) ra <z < bq(z) <y < p(x)} (937)

ma pole

G = / ple) — q(a))da (938)

Przyklad 17.5 Obliczyé pole (P) Cwiartki elipsy ‘;—; - ‘1'1’—; =1 (patrz rys. 115).

Rozwiazanie 17.5 Cwiartka elipsy ograniczona jest prostymi © = 0,z = a, osia © i krzywa
y = 05v4—22 dla 0 < x < 2 (patrz rys. 115). Biorgc pod uwage Twierdzenie 17.17,
otrzymujemy

(P):/:y(x)dx:(m/:\/mcm (939)

Calkujac (939) przez podstawienie (patrz 814) dochodzimy do
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2 2 >
(P) = 0.5/ \/4—x2dx:0.5-2/ J1— (g) do =
0 0
5=t dlar=0—-1t=0
- < z =2t > - (940)
dex=2dt| diarx=2—t=1
! . T 2 ) 7T
= 2 [ V1—1t2dt=)Przyk. 16.16, str. 275( = arcsin o + Z\/4 — 22| =arcsinl = 3
0 0
Odp. Pole ¢wiartki elipsy jest réune (P) = 7/2. Natomiast pole elipsy 32”—2 + ?f—z =1 jest réwne
4-1/2=2m.

Rysunek 115: Elipsa i dowolna ¢wiartka elipsy.

Przyklad 17.6 Obliczyé pole (P) ¢wiartki elipsy 2—2 + z—j =

Rozwiazanie 17.6 Jest to przypadek ogdlny. Nalezy obliczyé warto$é catki, dla ktorej y =

=i = 1= (@)

(P)

Odp.

T =1 dlaxr=0—1¢t=0
=/ dx—b/ \J1- dx—< T = at >=
. L _

adt dlaor=a—1t=1

a? —

= ab/ VvV1—-t2dt= —arcsm—

Pole catej elipsy jest réwne (P) = abr.

Przyklad 17.7 Obliczyé pole prawej potowy elipsy ograniczonej prostymi x = 0,x = a oraz

réwnaniem y = 2v/a? — 2% (patrz rys. 116). /4 — 22
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0.87
0.6
0.47
0.2

0.5

-0.5

Rysunek 116: Prawa potowa i dolna prawa ¢wiartka elipsy.

Rozwiazanie 17.7 Wykorzystamy Twierdzenie 17.18. Krzywa p(x) wyraza sie réwnaniem

p(x) = %\/a2 — 22. Podobnie q(z) = Z\/ a? — x2. A wiec

s [ oo [ oo

Musimy jednak pamietaé, ze y*(z) = (—) (a® — 2?). Zatem y(z) = £ 2va* — 12, Dlatego w

a
dalszych obliczeniach skorzystamy z Uwagi 17.1. Mamy wiec:

N
p(z) v -

(943)
b
N % )
q(z) —vad -
Stad
b
—b/ J1— dx+b/,/ dx—c”r (944)
Przyklad 17.8 Wyznaczyé pole (G) ograniczone prostymi x = a i x = b, gdzie 0 < a < b
oraz parabola y = \/2px.
Rozwiazanie 17.8 Podobnie jak w poprzednim przyktadzie mamy tu
p(x) =+2pr  q(z) =—/2pz (945)

Zatem ,
(G):/ [p(z) — q(x) dx_/ ( 2px 4+ \/2px dx—2/ V2prdx (946)
Powyzsza catke obliczamy wykorzystujge Tabele 19 funkcji pierwotnych dla n = 1/2:

b b
2/ \/prdng\/%x?’ﬂ zg\/%(b‘q’/?—a?’ﬂ) (947)

Odp. Pole (G) = 4/2p (%% — a®/?).

Przyklad 17.9 Obliczyé pole (P) powierzchni ograniczonej prostymi x = 1,z = 2 oraz
parabolg y = 222 (patrz rys. 117)
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y=2x2 0.8
0.6
0.4

0.2

0
0 0.5 1 15 2 25 0.5 ! 15 2 25 3

Rysunek 117: Obszar ograniczony fragmentem paraboli i sinusoidy.

Rozwiazanie 17.9 Obliczamy calke

)= [Cy@ar= [2rae= 2o

1 1

2
—Z(6-1)=— (948)

Odp. Pole (P) = %.

Przyklad 17.10 Obliczyé pole (P) powierzchni ograniczonej prostymi x = 0,2 = 7w oraz
krzywg y = sinx (patrz rys. 117).

Rozwiazanie 17.10 Obliczamy calke
(P):/ sinzdr = —coszly =—(—-1)+1=2 (949)
0

Odp. Pole (P) = 2.

17.3.2 Pole figury plaskiej w ukladzie biegunowym
Twierdzenie 17.19 Jezeli w ukladzie biegunowym jest dana krzywa
r=r(p) pe<a,f> f—a<2r (950)

przy czym funkcja r (p) jest ciagla w < «, f > i dodatnia w (o, ), to obszar domkniety (G)
pokryty promieniami wodzgcymi punktow tej krzywej (patrz rys. 118) ma pole

1 [P
G:§/ r?de (951)

Twierdzenie 17.20 Jezeli krzywa
r=r(p) peE<a,f> f—a<2r
jest dana réwnaniami parametrycznymi
r=ux(t) y=y(t) dla te<ty,tsg> (952)

przy czym funkcje x (t) i y (t) i ich pochodne & (t), ¥ (t) sa ciggle w przedziale < t,,tg >, a
wzrostowi parametru t od t, do tg odpowiada wzrost kata ¢ od o do B, to obszar (G) pokryty
promieniami wodzacymi punktow tej krzywej ma pole

1 [t
G = 5 / (xy —yx)dt (953)
ta
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\

\4

»
>

Rysunek 118: Pole powierzchni w ukladzie biegunowym.

17.3.3 Objetos¢ figur obrotowych
Niech na ptaszczyznie Ory bedzie dana krzywa
(T) ={(z,y) ra <z <by=y(x)} (954)

(patrz rys. 119), przy czym krzywa jest ciagla na < a,b > i dodatnia na (a,b). Niech (G)
oznacza obszar domkniety rozciagajacy sie od krzywej (1') do osi Ox

(G)={(z,y) :a <z <b0<y<yx)} (955)

Przez obrét w przestrzeni 0zyz krzywej (1) dokota osi 0z powstaje powierzchnia obroto-
wa (S5) o osi Oz i tworzacej (T'). Jednocze$nie przez obrot obszaru (G) powstaje bryta obroto-
wa (V') o osi Oz i obszarze tworzacym (G) (patrz rys. 119).

A A
Oy Oy

@)

0z

Rysunek 119: Krzywa (7T') i bryta obrotowa (V).

Twierdzenie 17.21 Objetosé bryty obrotowej (V') wyraza sie réwnaniem

V= 7T/ y?(r)dx (956)
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gdzie: y(x)— réwnanie krzywej (T).

Twierdzenie 17.22 Powierzchnia obrotowa (S) o osi 0x i tworzgcej

(T) ={(z,y) ra <z <by=y)}

gdzie y(x) jest funkcjq klasy C' na < a,b > i dodatniq na (a,b), ma pole dane wzorem

S =2 / ()T L 2@) dx (957)

Przyklad 17.11 Obliczyc¢ objetosé nastepujacych bryt:
a) stozka o wysokosci h i promieniu podstawy a;
b) kuli o promieniu a;
c) elipsoidy obrotowej.

Rozwiazanie 17.11 Bryly te powstaja przez obrot dookola osi 0x krzywych opisywanych
rOWNANIAMI:

A
a
Koo a
a) y=,a
h 2 1 2 1
V:ﬂ'/O (%x) dx:§%h37r:§7rha2 (958)
y=va> -5
b)
—a a y = CL2—.T2
Y o S ST R S
V=n (a —:L‘)dxzwax—gx = g7a (959)
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y:ﬁ a2 — x2

DN’ [ s 4 (b\* 5 4,
V—?T(g) / (a —x)dx—§7r<a> a—gﬂab (960)

Przyklad 17.12 Obliczyc pole powierzchni bocznej stozka o wysokosci h i promieniu a.

Rozwigzanie 17.12 Tworzqcq jest odcinek y = 3x, 0 < x < h; y' = 7. Pole powierzchni
wyraza sie wzorem (957)

S = 27?/ y(x)\/1+y?%(z)dx

A wiec:

h 2 h
S:27r/ %m/l—}— (%) dszw%\/hz—l—a?/ rdx = mavVh? + a? (961)
0 0

Odp. Pole powierzchni bocznej stozka jest réwne: S = wav/h? + a?.
Przykitad 17.13 Obliczyé pole powierzchni kuli o promieniu r.

Rozwiazanie 17.13 Mamy tu (patrz Przyktad 17.11): y(z) = V12 —22 (—r < z < r);

Y (z) = T Ooraz

r 2 r
S:27r/ Vi — 22y |1+ —— dx:27r/ rdx = 4mr? (962)

2 _ .2
r?—ux Ly

Odp. Pole powierzchni kuli wynosi S = 4mr?.

17.3.4 Dlugosé tuku krzywej

Niech bedzie dana na plaszczyznie Ozy krzywa (L) o réwnaniu
y=y(r) re<ab> (963)

gdzie y(x) jest ciagla funkcja zmiennej = na przedziale < a,b >. Podzielmy przedzial < a,b >

na elementy Azq, Axs,..., Ax,, przy czym A\ = nax Az, 1 utwérzmy cieciwy krzywej (L)
<j<n

odpowiadajace tym elementom: Aly, Als, ..., Al,, dla ktérych zachodzi relacja o = nax Al
<j<n

oraz tamang zlozong z tych cieciw. O takiej tamanej méwimy, ze jest wpisana w krzywa (L).
Dlugoéc tej tamanej jest suma dlugodci cieciw

j=1
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dtugos¢ tuku krzywej f(x)

Ax

Rysunek 120: Diugos¢ krzywej.

Jezeli przy zwiekszaniu liczby n cieciw w taki sposéb, aby dlugo$¢ o najdiuzszej z nich
dazyta do 0, dlugo$¢ tamanej wpisanej w krzywa (L) ma skorczong granice

n

L=1mS Al
c—0 =

Granice te nazywamy dlugoscia krzywej (L)
Twierdzenie 17.23 Krzywa (L) o réwnaniu
y=y(r) x€<ab> (964)

gdzie y(x) jest funkcjq klasy C' na przedziale < a,b > ma dlugosé

L:/b\/l—ky’?(x)dx (965)

Przyklad 17.14 Obliczyé dlugo$é tuku paraboli y = %:L‘2 dla 0 <z <1.

2

Rozwiazanie 17.14 Mamy y = 112, ¢ = z oraz \/1+y?(z) = V1+a12. Obliczamy
warto$é catki (patrz (819))

1 1
L:/ Vita2de =< (avV1+22+In|z+V1+22|)| =
0 0

N —

(966)

V24 (14 v2)]

N —
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Twierdzenie 17.24 Krzywa (L) dana réwnaniami klasy C*
r=z(t) y=y{) te<ab> (967)
ma diugosé

b
_ / V22 dt (968)

Twierdzenie 17.25 Krzywa (L) dana w uktadzie biegunowym réwnaniami klasy C*

r=r(y) @e<a,fB> (969)

:ABW/T2+(S—;>2d¢ (970)

Rozwiazemy kilka przyktadéw.

ma diugosé

Przykiad 17.15 Obliczyc diugosé cykloidy opisanej
réwnaniami parametrycznymi x = a (t —sint), y =
a(l—cost) dla0<t<2m a>0.

m Rozwiazanie 17.15 Cykloidq jest krzywa zakreslona

o 5 10 s 2 = przez punkt znajdujacy sie na obwodzie okregu w
czasie toczenia sie tego okregu wzdtuz prostej (patrz
rys. 121 dla a = 2). Mamyf?

or N WA

i =a(l—cost) x2 (1—cost)

< . 2
Rysunek 121: Dtugo$é¢ cykloidy. y=asmt v’ sin” ¢

i? + 9% = a® (1 — 2cost + cos® ¢ +sin’t) =

= 2a% (1 — cost) = 4a?sin? 3

Stad
t
Va2 + 9?2 = 2asin§

Zatem

2m s
t
\/a'c?—i—y?dt:Qa/ sin—=dt=2a-4=8a
0 0 2

Przyklad 17.16 Obliczyc¢ dtugosc spirali logarytmicznej r = ce®™ dlaa < p < 3, a >0, ¢ >
0.

Rozwiazanie 17.16 Mamy

L = / \[r?+ d(p /\/ce‘“" (ace™®) dgp /\/ (1+a?)e*dy =

= Cvl+a2/ ‘wds@— VIta? (e —e)

13
2
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4 4
+ +
1/0.25 0.5 0.75

Rysunek 122: Dlugosé fragmentu spirali logarytmiczne;j.

18 Calki niewlasciwe

18.1 Calki niewlaSciwe pierwszego i drugiego rodzaju

Definicja 18.1 Jezeli funkcja f(x) jest ograniczona i catkowalna na kazdym przedziale a <
x < c—h, h >0 oraz na kazdym przedziale c+ k < x < b, k > 0 1 jezeli istniejq granice

c—h b
li li 971
Jim /a f(x)dx oraz Jim /c+k f(x)dz (971)

to sume tych granic nazywamy catka niewtadciwa funkcji f(x) na przedziale < a,b > i
oznaczamy symbolem

/ f@)dz (972)

Uwaga 18.1 W punkcie © = ¢ funkcja f(x) moze nie byé okreSlona; w powyzszej definicji
uwzglednione sq funkcje, ktore w kazdym otoczeniu (¢ — d,c + ), § > 0 sq nieograniczone.
Dla funkcji f(z) ograniczonej i catkowalnej w catym przedziale a < x < b podana suma granic

rowna jest catce fab f(z)dz rozumianej w zwyktym sensie.

Uwaga 18.2 Jezeli ktéras z granic (971) nie istnieje, to mowimy, ze catka niewtasciwa
jest rozbiezna.

Jezeli punktem nieograniczonosci jest jeden z koncéw przedziatu < a,b >, to przez catke
niewlasciwa (972) rozumiemy odpowiednio

b b—k
lim f(z)dx albo lim flz)dz
h—0% | 4pn k=0t J
nieciaglo$¢ lewostronna niecigglo$¢ prawostronna

Jezeli funkcja f(x) jest nieograniczona na lewostronnym sasiedztwie punktu b i catkowalna
na przedziale < a;b — ¢ > dla kazdego ¢ € (0;b — a), to jej calke niewlasciwa na przedziale
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< a; b > okre$lamy nastepujaco

7f($)dx: lim 7f($)d:r (973)

def e—0t

Analogicznie okre§lamy na przedziale < a; b > calke niewlasciwa funkcji f(x) nieograniczone;
na prawostronnym sasiedztwie punktu a

def e—0+
a+te

7f(x)d:c = lim ?f(x)dx (974)

Calke niewlaéciwg funkcji nieograniczonej nazywamy takze catka niewlasciwa drugiego
rodzaju.

Jezeli funkcja f(z) jest calkowalna na kazdym przedziale domknietym na Oz, to jej catke
niewlasciwa na przedziale (—oo; 00) okreslamy nastepujaco

[ee) 0 T
[ t@aa = tim [ f@ass i [ re)as (975)
—00 T 0
Moéwimy, ze catka niewlasciwa (975) jest zbiezna (lub ze istnieje), gdy istnieja obie granice
niezaleznie jedna od drugiej i granice te sa wlasciwe.
Calki niewlasciwe na przedzialach nieskonczonych nazywamy catkami niewla$ciwymi
pierwszego rodzaju.

18.2 Interpretacja geometryczna calki niewlasciwej

Niech funkcja f(z) jest ciagla i nieujemna na przedziale a < x < biniech lim f(x) = +o0.

T—b~
Wowezas, jezeli istnieje granica
b—e

lir[J)a_ flx)dz

to méwimy, ze pole obszaru nieograniczonego, ktérego brzegiem jest odcinek prostej x = a
na przedziale 0 < y < f(a), odcinek osi Ox na przedziale a < z < b, cze$¢ krzywej y = f(z)
na przedziale a < x < b oraz fragment prostej © = b, lezacy ponad osia 0z, jest skonnczone
(patrz rys. 123) i réwne calce (972).

Jezeli funkcja f(z) jest ciagla na przedziale domknietym < a, b > z wyjatkiem wewnetrznego

punktu x = c i jezeli istnieje catka f; |f(z)|dz, to calka ta wyraza sume pél obszaréw
okre$lonych catkami

/ @)z + / f@)da (976)

Przyklad 18.1 Obliczyé catke
3
[

x
0
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Rysunek 123: Osobliwo$¢ na prawym koncu przedziatu i wewnatrz przedziahu.

Rozwiazanie 18.1 Funkcja podcatkowa jest nieciggla w punkcie v = 0. Przyjmujac € > 0,

obliczamy catke
3

/ %: 2vz]) =2v3 -2z

Jezeli e — 0, to 24/ — 0, a wiec
3 3

2v/3

= lim

dz dr _
Vo=l A
0 €

Przyklad 18.2 Obliczyé pole obszaru, ktérego brzegiem jest odcinek osi odcietych od x = 0
do x =9, rzedne w tych punktach oraz krzywa

1
y= Jr —1

Rozwiazanie 18.2 Funkcja y(x) jest nieciggla w punkcie x = 1 (patrz rys. 123), czyli w
wewnetrznym punkcie przedziatu < 0;9 >, wjemna dla x < 1 oraz dodatnia dla © > 1.
Poszukiwane pole réwna sie calce

9 1—¢
dx . dz . dx
=1 1
/ it Am / o tdm | e (77)
0 0

1+e
Obliczamy calke nieoznaczong

dz 3
V-1 §<I -

Przechodzac do catki oznaczonej otrzymujemy

l—e

[ - ) -3 (v -]
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Gdye — 0, tO%(S (—5)2)—>0i

1 1—¢
dx ) dx 3
— = lim

N e—0+ Jr—1 T2
0

0

Druga z catek po prawej stronie réwnosci (977) przyjmuje wartosé

(V=) =03 ()

N o

9

[ =~
Sr—1

1+e

Gdy e — 0, to%(e/s_?)ﬁOi

lim S dz_ _ 6
e—0+ r—1
1+e€
Ostatecznie .
dzx 3 15

Oﬁsm:fﬁ:?

Przyklad 18.3 Obliczyé catke
1

[

Rozwiazanie 18.3 Funkcja podcatkowa jest ciggta na przedziale < 0;1 > z wyjatkiem jego
lewego korica: x = 0. Obliczamy catke niewtasciwg

1 1
/ dx I dx

r/x et | x\/x
0 5

Nastepnie obliczamy calke nieoznaczona

/ dzr 2
/T T
1 otrzymujemy

1

/ﬂ—hm 2 (2 2) - e
.I\/E_sﬂtﬁ \/E E—EHOJF \/g n

0
A wiec dana catka jest rozbiezna.

Przyklad 18.4 Obliczyé calke (patrz rysunek 124)
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0.4

§§

Boso NN

-0.4

Rysunek 124: Calka niewlasciwa w obszarze Rysunek 125: Calka niewlaSciwa w obszarze
nieograniczonym. nieograniczonym.

Rozwiazanie 18.4 Nalezy wyznaczyé Tlim flT (% + ?12)2 dx. W pierwszej kolejnosci obliczamy
—00

/ 2.1 de—/ LA I
r a2 a 2 3 a

a nastepnie przechodzimy do catki oznaczonej

catke nieoznaczong,

Tr9  1)\? 4 2 1
24— - & _(—4-2-1/3
/1 <x+x2) de=-7 -7 ~3m /3)

Gdy T — oo, pierwsze trzy wyrazy dazq do zera i ostatecznie otrzymujemy

+ 2
/ 2+ 1 d 19
— R Tr = —
r a2 3
1

Przyklad 18.5 Obliczyé pole obszaru (patrz rysunek 125), ktérego brzegiem jest prosta y = 0
1 krzywa

o
Y= +1
Rozwiazanie 18.5 Pole obszaru rowna sie
+oo
x
P = x
/ xt+1 ‘ d
—0o0
Zauwazmy, ze == <0, gdy x <0, a 727 > 0, gdy x > 0. Mamy wicc
0 +o0
x x
P = — €T —|— X
/ zt+1 d / x4+ 1 d
—0o0 0

Obliczamy calke nieoznaczong (metodq przez podstawienie)

T 1 9
/mdxzﬁarctan(x)-kC
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Nastepnie przechodzimy do catek oznaczonych

0 0
- 1 < 1 0 T
/OO x4+1dx:TLHPoo L :U4_|_1d113—§ leoo [arctan (22)]; = -7
400 €T ) T . 1 . - -
/o x4+1d$=71grolo 0x4+1d$:§%£{)lo[arctan(x )]OZZ

Ostatecznie

4 4 2
18.3 Szczegdlne calki niewlasciwe
18.3.1 Calka Eulera - Poissona jako funkcja bledu

W  rachunku prawdopodobienstwa bardzo
czesto wystepuje niewlasciwa catka Eulera-Poissona

U U :6 K:/OOOel‘zdx (978)

Calke te nazywamy réwniez catka Laplace’a

‘ ] ; ) lub calka Gaussa.
[, W punkcie tym podamy jedynie jej wartosc,
A i a metode obliczania (978) oméwimy w rozdziale

dotyczacym catek podwdjnych. A wiec

o0 1
/ e dr = SV (979)
0

Rysunek 126: Funkcja I'(z).

. X . 2
Poniewaz funkcja e

to fi)oo e dx = 1y/7. Wynika z tego, ze [~ e da = /T
Pewna modyfikacja catki Eulera-Poissona

jest funkcja parzysta,

®(z) = e P2t (980)

2
V2T /0
nosi nazwe calki prawdopodobienstwa i jest ona stablicowana dla x €< 0,4 >. Warto§¢
®(4) = 0.99994, a ¢(c0) = 1.

Niekiedy catke prawdopodobienistwa nazywa sie funkcja btedu®!

erf(x \/_/ Pat=2 (vv2) x>0 (981)

Natomiast réznice

1 —erf(x \/_ / (982)

oznaczamy przez Erf(z) lub erfc(xz) i nazywamy dopemieniem funkcji bledu do jednosci.
Stuszna jest zatem relacja

G g [ e

640d angielskiego: error function.
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lub o e
Erf(x) =1 — erf(x) = 7/ e dt (984)
™ €T

Ponadto
Erf(—z) = — Erf (x) (985)

18.3.2 Calka Eulera - funkcja gamma: I'(z)

Jak pamietamy silnig n! liczby naturalnej n nazywamy iloczyn 1-2-3-----n. Mozna
n

go réwniez zapisaé przy pomocy symbolu []¢. Przyjmujemy ponadto, ze 1! = 11 0! = 1.
i=1
Podstawowa wlasnos¢ silni opisuje wyrazenie: n! = n(n — 1)!.
Powyzsza relacja dla duzych liczb naturalnych jest niewygodna w stosowaniu. Silnie
wielkich liczb wyrazamy przy pomocy wzoréw Stirlinga

n\”" 1 1
1= (2) Varn (1+— 986
" (e) ”"( o0 s T ) (986)

oraz

1
In (n!) ~ (n + 5) Inn—n+Inv2r (987)

Zaleta tych wzoréw jest to, ze mozna oblicza¢ nimi wartoSci silni réwniez liczb niecatkowi-
tych.

Pojecie silni mozna wiec rozszerzy¢ na dowolne liczby rzeczywiste x € R i réwniez liczby
zespolone z € C. Shuzy do tego tak zwana funkcja gamma I'(x) zdefiniowana nastepujaco:

/ e lrlqt — calka Euleradla z >0

0

I(z) = (988)
nin®=1

I — dla dowolnych
e (@t D)z +2)(ztn—1) @ COWOIYER &

Do podstawowych wlasnosci funkeji gamma I'(z) nalezy:

v

1. T )==z-T 3. ') (1l—2)=
(¢ +1)=2-T() AN
2. I'(n) = (n—1)! dla n naturalnych 4. T'(z)T (x + 5) = 223:11“(2@
Ponadto:
1 1
1
2. TI(0) = T(1) = 1 5. 10 —% T —5) _ _oyF
1

3. 1II <§> =T (;) = g 6. Funkcja gamma nie ma miejsc zerowych

18.3.3 Inne calki niewlasciwe
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Jak pamietamy, calek pew-
Si()q _[smey n?fch fur'lkcji (na.\ivet prostych)
] nie da sie wyrazi¢ przez znane
=~ —><———" funkcje elementarne (patrz
] (755)). Naleza do nich calki
1 funkcji
0.5*; S Ci(x): J.&Stdt e’ e <
1 ot sinx  cosz {
el L B B B e e
15 10 R 10 5 T V1+a®
1 (989)
] Wartosci catek oznaczonych
J‘ Lntd ¢ 15:‘ Wi@ks.zoéci taki(.:h f}mkcji sa
t 4 stablicowane. Niektére edytory
o al tekstu maja wbudowane jadra
-n/2 e pakietéw matematycznych, np.
) Maple™~ lub MuPad ™", ktére
Rysunek 127: Sinus i kosinus catkowy. automatycznie — wyznaczaja
warto$ci calek oznaczonych
funkcji nieelementanych w
skoniczonych lub nieskoniczonych przedzialach catkowania. Na przyklad fol e dx = 1.4627;
f02 e dz = 16.453; I e dz = oo.
Ponizej przedstawiamy nazwy niektérych calek niewlasciwych® i wybrane ich wartosci:

Si(x) = % dt / % dt = / 81?2 dt = g sinus catkowy
0 0 0
i) = [ Sar [ Cat—n+1 Tz lka wykladni
i(z) = 7oo?d 7007(1 =v+ n|x|+m+2'2!+... calka wykladnicza
“Inzx
dr = —v=—-0.5772 stala Eulera
0o €
: c1
Li(z) = —dt logarytm calkowy
o Inft|
Gitr) = [ 4t Cit) =1 v kosinus catk
i(z) = de 1(x)—7—n|x|—2_2!+4‘4!—... osinus calkowy
o0 . o0 T
/ sin (:CQ)dx:/ cos (z?) dx = 5

(990)

05 Liczbe v nazywamy stala Eulera. Jest ona réwna granicy lim (1 + % + % 4+ 4+ % —In n) =0.5772 = ~.
n—oo
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19. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE MATEMATYKA

19 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

19.1 Pojecie ré6wnania rézniczkowego

O réwnaniu rézniczkowym méwi definicja:

Definicja 19.1 (Roéwnania rézniczkowego rzedu 1)
Rownanie

F(z,y,y)=0 (991)

w ktorym F' jest danag funkcjq trzech zmiennych, a y jest niewiadoma funkcjq zmiennej x,
nazywamy rownantem rozniczkowym rzedu 1 w postact ogdlnej. Rownanie to okresla
pewien zwigzek miedzy wartodciami zmiennej x, niewiadomej funkcji y(z) i jej pochodnej i (x).
Rozwigzaniem tego réwnania nazywamy kazdg funkcje y rézniczkowalnag w pewnym przedziale
i spetniajaca w tym przedziale réwno$é F (z,y(x),y' (x)) = 0.

W szczegélnych przypadkach réwnanie (991) mozna sprowadzi¢ do

y = flx,y(x)) (992)
zwanej postacia normalng réwnania rézniczkowego. W réwnaniu (992) f jest funkcja
dwoch zmiennych, a y niewiadoma funkcja zmiennej x. Rozwiazaniem tego réwnania nazywamy

kazda funkcje y, ktéra jest na pewnym przedziale rézniczkowalna i spehia réwnosé y/(x) =

f@,y(x)).
Uwaga 19.1 Roéwnanie rozniczkowe rzedu 2

Fz,y,y,y") =0 b y" = f(z,y(z),y(r)) (993)

i réwnanie rézniczkowe rzedu n,n € N'

F(z,y,9,...,y™) =0 b y™ = f(z,y@),y(2),...,y"D(z)) (994)

definiujemy podobnie jak réwnanie rzedu 1.
Przyktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

1. Réwnanie pierwszego rzedu
dy

- =0 995
1 +y+uz (995)
2. Roéwnanie drugiego rzedu
d’y | dy
il — 996
12 T qe Y=Y (996)

19.1.1 Rozwiazanie szczegdlne i rozwiazanie ogdlne
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Rozwazmy réwnanie

y = f(z,y(z)) (997)

Zalézmy, ze funkcja f zmiennych z,y jest ciagla
w pewnym obszarze D na plaszczyznie Ozy.
Dowolne rozwiazanie réwnania

y=ylz) =z€& (998)

nazywany rozwiazaniem szczegdélnym. Istnieje

. nieskoficzenie wiele rozwigzan szczegdlnych.
Rysunek 128: Krzywe catkowe réwnania 3’ =

2z. Definicja 19.2 Wykres calk: rownania réznicz-

kowego nazywamy krzywa catkowa.

Definicja 19.3 Rozwigzaniem ogdlnym réwnania (997) nazywamy wyrazenie
y=2(z,0) (999)

ktore zalezy w sposdb istotny od parametru C' i dla kazdej wartosci C' nalezgcej do pewnego
przedziatu jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania (997). Rozwiazanie ogdlne jest rodzing
rozwigzan szczegolnych.

19.1.2 Warunek poczatkowy

Niech bedzie dane réwnanie
y = f(zy() (1000)

i pewien punkt (zg,yo) € D. Jezeli rozwigzanie szczegélne (998) przyjmuje dla x = xy wartosé
Yo, tj. xp € € oraz

y(2o) = o (1001)

czyli krzywa catkowa (998) przechodzi przez punkt (xg,yo), to méwimy, ze rozwiazanie (998)
spelnia warunek poczatkowy okreslony para liczb (zg, 3o) lub krécej, warunek poczat-

kowy (2o, o).
Przyklad 19.1 Rozwiqzaé réwnanie rézniczkowe
y =2x (1002)

Rozwiazanie 19.1 Calkujac obustronnie powyzsze rownanie wzgledem x

/y’d:v=2/xd:c (1003)

y=224+C w€R C =const (1004)

otrzymujemy rozungzanie ogdlne

Podstawiajgc za C' dowolna liczbe, otrzymujemy pewne rozwigzanie szczegolne, ktdrego wykresem
jest parabola (patrz rysunek 128).
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Niech bedzie dany punkt (zo,yo). Aby wyznaczyé rozwigzanie szczegdlne spelniajace warunek
poczatkowy (xg,yo), podstawimy w rozwiazaniu ogdlnym x = xo,y = yo. Otrzymujemy yo =
3+ C, stad C = yo— x3. Jest to ta wartosé statej, ktora odpowiada warunkowi poczgtkowemu
(x0,Y0). Wstawiajgc ja do réwnania ogdlnego, dostajemy

y=2"+y—a2 TER (1005)

Jest to rozwigzanie szczegdlne speiniajace dany warunek poczgtkowy. Jego wykres jest krzywq
catkowq przechodzacq przez punkt (xo, o).

Rozwiazemy nastepny przyktad.

Przyklad 19.2 Dane jest réwnanie rozniczkowe

Y =1+y? (1006)

Rozwiazanie 19.2 Zaléimy, ze istnieje rozwiq- ————————
zanie tego rownamia i Ze jest to funkcja y =
y(x),z € £. Mamy wiec

y 4
1492
Y 1 Rysunek 129: Krzywe catkowe réwnania 3’ =
1+y2dx— dz 1442

dy
/ Ly / e
Rozwiazanie powyzszej catki ma postaé (patrz Tabela 20 dla a = 1)

arctany = x — C'

y=tan(z —C) dla |x—C|<m/2 (1007)

(patrz rysunek 130). Jezeli znamy warunek poczatkowy (o, o), to otrzymujemy C = xo —
arctanygy oraz

y = tan(x — xo + arctanyy) |z — xo + arctan yo| < m/2
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Rozwiazemy przykiad.

Przyklad 19.3 Rozwiqzaé réwnanie réznicz-
kowe
Yy =y (1008)

Rozwiazanie 19.3 Jednym z rozwiqzarn jest
funkcja stata y = 0 dla x € R.
Bedziemy poszukiwac rozwigzania niezerowego.
Otrzymujemy

=1

< =

-10
Nastepnie catkujgc obustronnie

Rysunek 130: Krzywe catkowe réwnania 3’ = y. '
y _
/ —dz = / 1-dzx
Y

[
Y
A

Injy=z+A — stata dowolna
|y| — ex-‘rA — eAex GA =B

ly| = Be” B — stata dowolna

y = tBe” +B=C

y=Ce” C — stata rézna od 0

Zavwazimy, ze y = Ce* jest rozwigzaniem (1008) takze dla C' = 0. Zatem rozwigzaniem
ogdlnym réwnania (1008) jest funkcja

y=Ce® x€R C— stata dowolna

Jezeli chcemy wyznaczyé rozwigzanie szczegdlne spetniajace warunek poczatkowy (o, vo),
to nalezy w rozwigzaniu ogdlnym podstawi¢ r = xqy, y = yo. Otrzymamy wowczas yy = Ce™,
czyli C'= ype™ ™. Stad rozwigzanie szczegdlne przyjmie postaé

y=1e" " xR

19.2 Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan réwnania y' = f (z,y)

Istnienie rozwiazan

Twierdzenie 19.1 Jezeli prawa strona réwnania réiniczkowego

y =/f(z.y) (1009)

jest funkcja ciaglta w obszarze D, to przez kazdy punkt tego obszaru przechodzi co najmniej
jedna krzywa catkowa tego réwnania.

Jednoznacznos$¢ rozwiazan

Zaktadamy, ze funkcja f (x,y) jest ciagla w obszarze D. Zakladamy, ze punkt (z¢,yo)
nalezy do D, a U jest otoczeniem tego punktu zawartym w D). Powiedzenie, ze krzywa
catkowa réwnania (1009) jest w punkcie (z¢, o) lokalnie jednoznaczna oznacza, ze istnieje
przedziat

(l‘o—h,l’o—Fh) h >0

w ktérym istnieje doktadnie jedno rozwiazanie réwnania (1009) przyjmujace w xo wartoSé yo.
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19.2.1 Warunek Lipschitza

Powiedzenie, ze funkcja f (x,y) spelnia w U
warunek Lipschitza wzgledem y, oznacza, ze
istnieje liczba Ntaka, ze dla dwéch dowolnych
punktéw (z,y) i (x,y) nalezacych do U
zachodzi nieréwnosé

[f (@y) = f(z,y)| <Nly—gy|  (1010)

Uwaga 19.2 Jezeli pochodna czastkowa funkcji
f wzgledem y jest ograniczona w U

of
o

@wﬂéN

Rysunek 131: Krzywe catkowe réwnania y' =
3y?/3.

to funkcja f spetnia w U warunek Lipschitza.

Twierdzenie 19.2 Jezeli prawa strona réwnania rézniczkowego (1009) jest ciggta w otoczeniu
U punktu (xg,yo) © spetnia warunek Lipschitza w tym otoczeniu, to przez ten punkt przechodzi
lokalnie jednoznaczna krzywa catkowa tego réwnania.

Twierdzenie 19.3 Jezeli prawa strona réwnania rézniczkowego (1009) jest ciagla w obszarze
D i ma w tym obszarze ciagla pochodna czastkowaq wzgledem vy, to przez kazdy punkt obszaru
D przechodzi lokalnie jednoznaczna krzywa catkowa tego rownania.

Przyklad 19.4 Przeanalizowaé réunanie
y =3Vy’

Rozwiazanie 19.4 Istniente rozwigzarn. Prawa strona réwnania jest ciagla na catej ptasz-
czyznie Oxy, wiec przez kazdy punkt ptaszczyzny przechodzi co najmniej jedna krzywa catkowa.
Jednoznaczno$é rozwiazarn. Prawa strona réwnania ma pochodng czqstkowq

0 ( 2
2 (33/7) = 2
Ay VY
ciagle dla y # 0, skad wynika jednoznaczno$é rozwiazan na pdlplaszczyznie y > 0 oraz na
potptaszczyinie y < 0. Na prostej y = 0 warunek Lipschitza nie zachodzi, gdyz dla y > 0 1
y =0 mamy
f () = [ (@,9)] = 3/y2 = 3y~ Py = 3y~ |y — g

przy czym y~ /3 — oo dla y — 0.
Wyznaczenie rozwigzan. Jednym z rozwigzan jest

y=const=0 z€R
Rozwigzaniem niezerowym jest funkcja (patrz rysunek 131)

y=(xr— 0)3 r €R C — stala dowolna
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19.3 Rodéwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Moéwi o nim definicja:

Definicja 19.4 Rdéwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych nazywamy réwnanie

f(x)
y = fr)gly) lub y =——= 1011
(x)g(y) o) (1011)
Rownanie to jest catkowalne elementarnie.
Twierdzenie 19.4 Jezeli w rownaniu rézniczkowym
f(=)
/
Yy = — 1012
9(y) e

funkcja f(x) jest ciggta na przedziale X, a funkcja g(y) jest ciagla i rézna od 0 na przedziale
Y, to przez kazdy punkt

(20, Yo) (1013)

obszaruD = X xY = {(x,y) : * € X,y € Y} przechodzi lokalnie jednoznaczna krzywa catkowa
tego rownania

G(y) — G(yo) = F(x) = F(x0) (1014)

gdzie F' i G sq funkcjami pierwotnymi funkcji f i g.

19.3.1 Algorytm metody rozdzielenia zmiennych

Rozwiazujac réwnanie rézniczkowe za pomoca
metody rozdzielenia zmiennych stosujemy
nastepujacy kroétki zapis

s dy _ f(z)

=2 réwnanie rézniczkowe
dz  g(y)

g(y)dy = f(z)dx rozdzielenie zmiennych

Jo9(y)dy= [ f(z)dx calkowanie rézniczek

Gy) = F(x)+C catka ogdlna
Rysunek 132: Krzywe catkowe réwnania y' =
2y/x. y = (z,C) rozwiazanie ogélne

Przyklad 19.5 Rozwiqzaé réwnanie rézniczkowe

Yy =— (1015)
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Rozwiazanie 19.5 Jest to réwnanie (1012), przy czym f(x) = 2/z, a g(y) = 1/y. Obszarem
D moze byc kazda z czterech ¢wiartek plaszczyzny Oxy. Stosujgc metode rozdzielenie zmiennych,
otrzymujemy

dy _ 2y
dr «x
Nastepnie
2
Y x
2
Y x
oraz

Inly|=2n|z|+In|C| C#0 Inly|=n|C|z?

Ostatecznie mamy
lyl =1C|2? (1016)

W éwiartkach I i IT mamy y = Cz? dla C > 0, w éwiartkach III i IV y = C2? dla C < 0
(rysunek 132). Poniewaz funkcja stata réwna 0 dla x # 0 tez jest rozwigzaniem tego réwnania,
wiec koricowe rozwiazanie ma postaé

y=Cr*> x#0 C =const (1017)

19.3.2 Przypadki szczegélne réwnania rézniczkowego o zmiennych rozdzielonych

Tabela 23
F{.ov'vname Prawa Calka ogdlna
rézniczkowe strona
M:a stala y=azr+C
dz
%:f(:v) nie zalezy od y y:/f(x)dm+C’
dy . . dy
— = f(y nie zalezy od x flyy=0lub | —=+C
dz ) ) f(y)

Tablica 23: Przypadki szczegdlne réwnania rézniczkowego o zmiennych rozdzielonych.

19.3.3 Réwnania rézniczkowe sprowadzalne do ré6wnan o zmiennych rozdzielonych

Tabela 24
Roéwnanie Podstawienie
?zf(ax—kby—l—c) u=axr+by+c
T
ay _ <Q> _¥
dz f T b x

Tablica 24: Réwnania rézniczkowe sprowadzalne do réwnania o zmiennych rozdzielonych.
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dy _ _ du _ 4y du_
1. dx_f(u>’ u=azr+by+ec, dx_a+bd£c’ dx—a—kbf(u)
Calka ogdlna wyraza sie wzorem alternatywnym
a+0bf(u) =0 lub /L_IB_’_O (1018)
B a+bf(u)
dy Y dy du du du
2. —= = = = = — = — = —, — =
i s, w=Y oy = Y ws et ) = ws et
~ (f(w) ~ )

19.4 Roéwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu

Przytoczymy definicje:

Definicja 19.5 Rdéwnaniem rézniczkowym liniowym pierwszego rzedu nazywamy réwnanie

s play = f@) (1019)

gdzie x jest zmienng niezalezna, y = y(x)— szukang funkcja, % = y'— jej pochodna; funkcje

p(z), f(z) sq ciagle na przedziale X ; p(x)— wspdtczynnik réwnania, a f(x)— prawa strona.

Jezeli f(x) = 0, to réwnanie (1019) nazywamy réwnaniem jednorodnym (R.J), w
przeciwnym przypadku, gdy f(z) # 0, réwnanie nazywamy réwnaniem niejednorodnym
(RN).

Aby rozwiaza¢ réwnanie niejednorodne (1019) nalezy:

1. Rozwiaza¢ réwnanie jednorodne otrzymane z réwnania (1019) przez zastapienie prawej

strony zerem, t;.
dy

P +plx)y=0 (RJ) (1020)
Réwnanie jednorodne rozwiazujemy poprzez rozdzielenie zmiennych. W efekcie otrzymu-

Jemy
1 )as (1021)

Po scalkowaniu mamy
|yl - |C| = — /p(x) dx (1022)
ln‘%‘ = —/p(x)dx

Stad

y = Ce Jrle)de (1023)

gdzie: C'— stala CORJ - czytamy: calka ogdlna réwnania jednorodnego.

2. Znajac calke ogdlna réwnania jednorodnego rozwiaza¢ réwnanie niejednorodne stosujac
jedna z dwéch metod: metode uzmienniania stalej lub metode przewidywania
calki szczegdilnej ré6wnania niejednorodnego.
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e Metoda uzmienniania stalej polega na zastapieniu stalej C, wystepujacej w (COR.J),
funkcja C(x), zaktadajac, ze otrzymane wyrazenie

y = C(z)e” Jp@de (1024)

bedzie rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (RN). Wstawiajac rozwiazanie
(1024) i jego pochodna do réwnania (RN) (1019) otrzymamy

Y — Ca)e 09— Ca)pla)e I
T

C'(x)e~ P dr — C(z)p(x)e~ SP@ e 4 p(2)O(x)e [ P@dr = f(z)

C'(w)e= Pz — f(z) (1025)
C'(x) = f(z)el P)dz

O(z) = [ f(z)elPdng e + A

gdzie: A— dowolna stala calkowania. Uwzgledniajac (1025) w (1024) otrzymujemy
catke ogélng réwnania niejednorodnego (CORN):

y= [ / f(x)elPmdnqz 4 Al e/ —P@de (CORN) (1026)

Przyklad 19.6 Rozwiazaé réwnanie

j—i —2zy =z¢* (RN (1027)

Rozwiazanie 19.6 Piszemy rownanie jednorodne

dy

— — 22y =0 RJ 1028
L2y =0 (RJ) (1028)
Rozdzielajac zmienne mamy
dy _ 2rdx (1029)
)
Calkujac obustronnie dostajemy
In|y| = 2%+ In|C| (1030)
czyli
y=Ce® (1031)

Stosujemy metode uzmienniania stalej, tzn. staC' zastepujemy funkcjg C(x)

y=C(x)e" (1032)
Otrzymane réwnanie oraz jego pierwszq pochodna
% = C'(z)e” +20(x)xe® (1033)
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wstawiamy do réwnania niejednorodnego (1027). Po wykonaniu obliczen dostajemy

C'(z) =z stgd C(z)= %IZ + A (1034)

Podstawiajgc wyznaczona funkcje C'(x) do réwnania (1032), otrzymujemy catke ogdlng réwnania
niejednorodnego (1027):

1
CORN: y= (—ac2 + A) e” = Ae” +0.55%e" (1035)
2 CORJ CSRN

gdzie A jest statq dowolng.

Przyklad 19.7 Uwzgledniajac wzor (1026) rozwigzaé réwnanie
—+—-y=x x>0
Rozwiazanie 19.7 Mamy p(z) = 1/z, [+tdx=Inz, f(z) =z, zatem

1 1 1 1
y:e—lnx/xelnxdx_i_Ae—lnx — —/IQdI+A— — —I2+A—
T r 3 x

19.4.1 Zwiazek miedzy catkami ré6wnania jednorodnego i niejednorodnego

O zwiazku tym mowi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 19.5 Catke ogding réwnania niejednorodnego mozna otrzymaé, jezeli do dowol-
nej catki szczegdlnej réwnania niejednorodnego (CSRN ) dodamy calke ogdlnag odpowiedniego
rownania jednorodnego

CORN =CSRN 4+ CORJ (1036)

Uwaga 19.3 Twierdzenie to moze byé wykorzystywane, gdy wczesniej znaleZlismy jakakolwiek

CSRN.

Przyklad 19.8 Wyznaczyé calke szczegdlng réwnania niejednorodnego

j—i—y:i’)x—i—f) (1037)

metoda przewidywania.

Rozwiazanie 19.8 Poniewaz prawa strona jest wielomianem pierwszego stopnia, to przewidu-
jemy, ze CSRN bedzie takze wielomianem pierwszego stopnia

y=Azx+ B (1038)

o nieznanych wspdtczynnikach A i B. Aby je wyznaczyé, wstawiamy wielomian (1038) oraz
jego pochodnaq,
4y _ 4

1
1z (1039)
do réwnania (1037) i po przeksztalceniu otrzymujemy

—Ar+(A—B)=3z+5 (1040)

331



19. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE MATEMATYKA

Ostatnia réwnos$é bedzie spetniona dla dowolnych x, jezeli wspdtczynniki przy jednakowych
potegach x po obu stronach rownosci beda réune, tj.

A=
{ A B_s (1041)
Stad
A=-3
{ S (1042)

Zatem catka szczegdlna (1038) wyrazi sie wzorem
y=-3r—8 (CSRN) (1043)

Rozwiazemy teraz réwnanie jednorodne otrzymane z réwnania (1037) przez zastapienie jego
prawej strony zerem. Ma ono postaé

dy
— —y=0 1044
ST (1044)
Rozdzielajac zmienna otrzymujemy
dy _ dx (1045)
Yy
Co po scatkowaniu daje
y=Ce* CORJ (1046)

Stosujgc teraz Twierdzenie 19.5 otrzymujemy
y=—3x—8+Ce" (1047)

Metode przewidywania stosujemy do réwnan liniowych, gdy wspétczynnik jest staly i gdy
prawa strona réwnania f(x) jest jedna z ponizszych funkcji:

1. funkcja wyktadnicza,
2. funkcja trygonometryczna,
3. wielomianem,

4. suma lub iloczynem funkcji poprzednich trzech typow.

Przewidujemy (C'SRN) w postaci ¢(z) podobnej do f(x), ale zawierajaca pewne stale A
i B (na razie nieznane). Wstawiajac y = ¢(z) do (RN) i zadajac, aby otrzymane réwnanie
liniowe byto tozsamoscia, wyznaczamy te stale i projekt (CSRN) y = p(z) ze staltymi wspot-
czynnikami stanowi (C'SRN).

Przyklad 19.9 Dane jest rouwnanie

%+5y:25x+10
dz

Wyznaczyé metodg przewidywania CSRN, a nastepnie CORN.
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f(z) — prawa strona (RN) o(z) — projekt (CSRN)
aers Acks
asinwx + bcos wx Asinwx + Bcoswx
a,a+bxr,a+bxr+cx®+ ... A A+ Bx, A+ Bx +Ca? + ...
ek (asinww + bcoswr) eks (Asinwz + B coswr)

(a + bx)eks (A + Bx)eks
(a + bx)sinwz + (e + fz)coswx (A+ Bx)sinwz + (E + Fx) coswx

Tablica 25: Projekty CSRN
Rozwiazanie 19.9 Wspdlczynnik réwnania p (x) =5, a prawa strona f (z) = 25z + 10, jest
wiec funkcjg typu a + bx. Zgodnie z Tabelg 25 przewidujemy, ze CSRN jest funkcjq postact
y=A+ Bx
Aby wyznaczyé wspdtczynniki A, B wstawiamy projekt do réwnania wyjsciowego. Otrzymugjemy
B+5(A+ Bx) =25z + 10

Stad
5Bx +5A+ B = 25x + 10

Porownujac wspdtczynniki po prawej stronie ze wspdltczynnikamsi po lewej mamy

5B =25 stad B=5
5A+ B =10 stad A=1

Wstawiajge te wartosci do projektu dochodzimy do postaci C'SRN
y=1+b5x
W celu wyznaczenia CORN musimy znaé CORJ. Odpowiednie réwnanie jednorodne ma

postaé

dy _
dx+5y_0

Jego rozwiazaniem ogdlnym jest catka
y=Ce ™
Poniewaz CORN = CSRN + CORJ, to
y=1+5x+Ce™

19.4.2 Przypadek szczegélny przewidywania

Jezeli prawa strona réwnania niejednorodnego jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego,
fo funkcja ¢ (z) proponowana w Tabeli 25 nie moze by¢ projektem réwnania niejednorodnego
(projekt ¢ prowadzi do sprzeczno$ci). Nalezy wéwczas projektowac

zp (1) (1048)
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Przyklad 19.10 Rozwigzaé réwnanie rézniczkowe

4y _ . _ o
az 77

Rozwiazanie 19.10 Zgodnie z Tabelg 25 proponujemy rozwigzanie w postaci
y = Ae”

Nastepnie podstawiamy ten projekt do rownania wyjSciowego i widzimy, Ze jego lewa strona
jest réwna 0
Ae® — Ae® =0

Prowadzi to do sprzecznosci
0=c¢e"

W zwigzku z powyzszym proponowany projekt jest zly. Przyjmujemy projekt (1048) w postaci
Axe®

1 otrzymujemy
Ae” + Azxe® — Axe® = ¢e”

19.5 Réwnania rézniczkowe drugiego rzedu

Moéwi o nich definicja.
Definicja 19.6 Rownaniem rdzniczkowym drugiego rzedu nazywamy réownanie

Flr,y,y,y") =0 b y" = f(z,y(z),y (z)) (1049)

wyrazajace zwigzek miedzy miedzy szukang funkcja y(x), a jej pochodnymi y'(x) i y"(x) oraz
zmienna niezalezna x.

Warunki poczatkowe dla réwnania II-go rzedu polegaja na podaniu trzech liczb:

0, Y0, Yo (1050)

i zadaniu, aby dla x = xy pewna calka szczegdlna tego réwnania y = ¢(x) przyjmowata wartosé
Yo 1 aby jednocze$nie jej pierwsza pochodna miata wartos¢ y;

o(xo) =90 ¢ (x0) = o (1051)

Warunki brzegowe dla réwnania I1-go rzedu polegaja na podaniu dwéch punktéw (xg, yo)
i (z1,91) 1 zadaniu, aby pewna krzywa calkowa przechodzila przez te punkty.
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19.6 Roéwnania rézniczkowe liniowe drugiego rzedu o stalych wspét-
czynnikach

19.6.1 Réwnania jednorodne o stalych wspélczynnikach

Na wstepie podamy definicje.

Definicja 19.7 Rownanie
y' +py +qy=0 (1052)

gdzie: p,q— sa statymi, nazywamy jednorodnym rouwnaniem rézniczkowym lintowym drugiego
rzedu o stalych wspotczynnikach.

Aby znalez¢ rozwiazanie (1052) nalezy wyznaczy¢ dwie calki szczegdlne tworzace uklad
podstawowy. Poniewaz p, g sa stalymi, zatem zerowanie sie lewej strony (1052) wymaga, aby
y' 1 y” mialy posta¢ podobna do postaci funkcji y. Moga to by¢ funkcje:

1. wykladnicze

Y
Yy =re” r — stala (1053)
Y

2. trygonometryczne, np. kombinacja liniowa sinusa i kosinusa

y = Asinwr + B coswzx
y = —Bwsinwz + Aw cos wx (1054)
y" = —Aw?sinwr — Bw? coswax

gdzie: A, B,w— stale
3. iloczyn tych dwéch funkcji

y =€ [Asinwr + B coswx]
Yy = e [(Ar — Bw)sinwz + (Aw + Br) coswz| (1055)
y' = e [(Ar? — 2Brw — Aw?) sinwz + (Br? + 2Arw — Bw?) cos wz]

19.6.2 Réwnanie charakterystyczne

Poszukujac calek postaci (1053) stawiamy pytanie: jakie ma by¢ r, aby funkcja y = e’
speliala réwnanie (1052). Zalézmy, ze funkcja y = " spelnia réwnanie (1052). Podstawiajac
ja wraz z pochodnymi do (1052) otrzymujemy

e (r* +pr+q) =0 (1056)

Poniewaz €™ # 0, zatem
r+pr+q=0 (1057)

Roéwnanie (1057) nosi nazwe réwnania charakterystycznego.
Rozwazymy trzy przypadki, zaleznie od tego, czy wyréznik réwnania charakterystycznego

A =p? —4q (1058)
jest dodatni, réwny zero lub ujemny.
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1. Przypadek A > 0

Istnieja dwa pierwiastki charakterystyczne

1
ris = —1—2’ 5P —4q (1059)

prowadzace do dwdéch calek szczegdlnych réwnania
yi(z) =e"*  yo(x) = e (1060)
Calki (1060) tworza uktad podstawowy, gdy ich stosunek

Y2 _ ri-ra)e (1061)
Y1

nie jest staly. Calka ogélng réwnania jest kombinacja liniowa tych rozwiazan
y = Ae"" + Be™" (1062)
gdzie: A i B— dowolne stale.

2. Przypadek A =0
W tym przypadku istnieje jeden pierwiastek charakterystyczny

ro = —g (1063)

i tylko jedna catka réwnania (1052)

yi(x) = e™* (1064)
Druga catke mozna wyznaczy¢ metoda uzmienniania. Ma ona postaé

Yo () = 2" (1065)
Oznacza to, ze catke ogbélna w tym przypadku mozemy zapisaé

y(z) = (A+ Bx)e™® (1066)
gdzie: A i B— dowolne stale.
3. Przypadek A <0

W tym przypadku réwnanie charakterystyczne nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, a
wiec nie ma calek postaci (1053). Nalezy ich szuka¢ w zbiorze rozwiazan (1055). Okazuje
sie, ze funkcje

yi(z) = e PP coswr  ya(x) = e P/ sinwz (1067)

sa catkami réwnania (1052), jezeli stala w przyjmuje wartos¢

1
w= 5\/4q—p2 (1068)

Funkcje (1067) tworza uktad podstawowy, a ich kombinacja liniowa
y(z) = e P2 (Asinwz + B cos wz) (1069)

jest catka ogélna réwnania (1052).
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Uwaga 19.4 (Do przypadku 8) Rozwigzania réwnania (1057) dla A < 0 majg postaé

1
o= —g + QZ 4q — p? = —a xifs (1070)

Jezeli przyjmiemy, ze y = e'*, to

T — e(fa+iﬁ)x — efax+iwx — efaxeiwx —

(1071)

—Qx —Qx

= e “(coswrx + isinwr) = e~ * coswr + ie”* sinwx

Wyrazenie (1071) jest pewnq calka zespolong réwnania (1052). Biorgc oddzielnie kazdy jej
sktadnik otrzymujemy dwie funkcje rzeczywiste

e *coswr e “sinwx (1072)

Ich kombinacja liniowa
y=e “(Asinwz + Bcoswz) (1073)

jest catkq ogdlnag réwnania (1052), gdy A < 0.

Rysunek 133: Rozwigzanie réwnania y” + Rysunek 134: Rozwiazanie réwnania y” +
3y’ + 2y = 0. 12/ + 36y = 0.
Przyklad 19.11 Rozwiazaé réwnanie rézniczkowe
2 /
Yy +3y +2y=0
Rozwiazanie 19.11 Podstawiamy y = € ¢ piszemy rownanie charakterystyczne
r?+3r+2=0
Pierwiastki charakterystyczne sa rowne
r = —1 To = -2
Stad rozwigzanie ogdlne wyraza sie wzorem (patrz rys. 133 dla réznych Cy, Cs)

y=Cie "+ Che™2®
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Przyklad 19.12 Rozwiqzaé réwnanie rézniczkowe
y" + 12y + 36y =0
Rozwiazanie 19.12 Piszemy rownanie charakterystyczne
r*+12r +36 =0

Rownanie to ma jeden pierwiastek charakterystyczny réwny ro = —6. Odpowiadajace mu dwa
rozwigzania szczegolne maja postac

yp=e% oy =xe
Natomiast rozwigzanie ogdlne przyjmuje postaé (patrz rys. 134 dla réznych Cy, Cs)
y=(Cy+Cyx)e 5 (), Cy— state dowolne
I ostatni przyklad dla A < 0.

Przyklad 19.13 Rozwiqzaé réwnanie rézniczkowe

05T

y' +4y +13y =0

Rozwiazanie 19.13 Piszemy rownanie charakterys-
tyczne
r? +4r+13 =0

Pierwiastki charakterystyczne sq zespolone i majq
postaé

_ . Rysunek 135: Rozwigzanie réwnania 3" +
r=—-2-3 ro=-24+3 4y + 13y = 0.

W celu wyodrebnienia cze$ci rzeczywistej i urojonej wybieramy pierwiastek r = —2 + 3i. Stad

—2z

e 2% cos3x  czesé rzeczywista e

sin3x  czesé urojona
Sq to rozwigzania szczegdlne, a ich kombinacja lintowa
y = e 2 (Cysin3x + Cycos 3z) = Ae > sin (3z + B)
jest rozwiazaniem ogdlnym (patrz rys. 135 dla wybranych A i B).
19.6.3 Réwnania niejednorodne o stalych wspélczynnikach
Przytoczymy definicje:

Definicja 19.8 Rownanie
y' +py +aqy = f(2) (1074)
gdzie: p,q— stale; f(x)— znana funkcja, nazywamy niejednorodnym réwnaniem rézniczkowym

lintowym drugiego rzedu o statych wspdtczynnikach.
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Roéwnanie (1074) mozna rozwiazaé¢ elementarnie wykorzystujac Twierdzenie 19.5:
CORN = CSRN + CORJ (1075)

Aby znalezé (CORN), zawsze mozna stosowa¢ metode uzmienniania statych. W przypadku,
gdy

aekx

f(z) =< asinQx + bcos Qx (1076)
e (asin Qx + bcos Q)

gdzie: a, b, k, {)— stale, mozna zastosowa¢ metode przewidywania. Przedstawimy ja na przykla-
dzie.

Przyklad 19.14 Rozwigzac niejednorodne réuwnanie rézniczkowe drugiego rzedu

y" — 4y + 13y = sin 2z (1077)
Rozwiazanie 19.14 Wyznaczamy catke ogolng rownania jednorodnego
y' —4y +13y =0 (1078)
W tym celu wyznaczymy rounanie charakterystyczne
r? —4r +13=0 (1079)
Stunerdzamy, ze
A =-36 (1080)
Czyli A = 6i. Otrzymalismy dwa pierwiastki zespolone
rio=2+3i (1081)
Wobec tego (CORJ) ma postaé
y(x) = e**(Asin 3z + B cos 3x) (1082)

gdzie: A i B— dowolne state. Calke szczegdlng réwnania (1077) poszukujemy metodaq przewidy-
wania. Powinna mieé postaé podobng do prawej strony (1077), tzn.

ysn = asin 2z + bcos 2x (1083)
Rézniczkujac powyzsze wyrazenie i wstawiajgce je z pochodnymi do réwnania (1077) dostajemy:
(9a + 8b) sin 2x + (—8a + 9b) cos 2z = sin 2z (1084)
Bedzie ono spetnione dla kazdego x, jezeli
{ St o (1085
Stad: a = %,b = 1%25. Zatem
9 8
YSN = Tp¢ sin 2x + Tag °°8 2z (1086)
Ostatecznie catka ogdlna réwnania niejednorodnego ma postaé
CORN :y = é* “(Asin3x + Bcos3x) + %5 sin 2z + % cos 2z (1087)
CORJ R

Uwaga 19.5 Kazde rownanie rézniczkowe lintowe drugiego rzedu o wspotczynnikach statych
jest catkowalne elementarnie.
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19.7 Roéwnania rézniczkowe liniowe drugiego rzedu o zmiennych
wspolczynnikach

Definicja 19.9 Rownanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu o zmiennych wspdlczynnikach
w postact ogdlnej zapisujemy

T p @ g @y =1 ) (1085)
lub
y" (x) +p(x)y () +q(x)y = f(2) (1089)

W réwnaniu tym niewiadoma jest funkcja y zmiennej z, natomiast funkcje p (z), ¢(x),
zwane wspotczynnikami oraz funkcja f (x) — prawa strona sa wiadomymi funkcjami zmiennej
x okreSlonymi w pewnym przedziale X. Réwnanie (1088) nazywamy:

1. jednorodnym, gdy f (x) = 0 dla wszystkich x € X,

2. niejednorodnym, gdy f (z) # 0 dla wszystkich x € X.

Twierdzenie 19.6 Jezeli w réwnaniu (1088) funkcjep (x), q(z) i f (x) saq ciggle w przedziale
X, to dla kazdego warunku poczatkowego

To,Y0,Yo To € X Yo,Yp €R

istnieje doktadnie jedno rozwiazanie tego réwnania spetniajace ten warunek poczatkowy. Roz-
wiazanie to istnieje w calym przedziale X .

Uwaga 19.6 Wsrdd rownan rozniczkowych liniowych drugiego rzedu o zmiennych wspotczyn-
nikach sq rownania niecatkowalne elementarnie, na przyktad rownanie Bessela

1
Y+ Ez/ +y=0 (1090)

oraz réownania catkowalne elementarnie, na przyktad jednorodne réwnanie Fulera

'+ gy/ X %y =0 p, q— stale (1091)

19.7.1 Réwnanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu jednorodne

Roéwnanie to ma postac
y' (@) +p(@)y () +q(@)y=0 (1092)

Twierdzenie 19.7 Jezeli funkcja yy (x) jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego, to iloczyn
tej funkcji przez dowolna statq

Cyy (x)  C — stata dowolna

jest tez rozwigzaniem tego réownania.
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Twierdzenie 19.8 Jezeli funkcje yy (x) i y2 (x) sa rozwigzaniami réwnania jednorodnego, to
kombinacja liniowa tych funkcji

Ciyr (z) + Coya (z) Oy, Cy — state dowolne

jest rozuigzaniem tego réwnania.

Twierdzenie 19.9 Jezeli funkcje yy (x) i y2 (x) sq rozwigzaniami niezerowymi réwnania jed-
norodnego i ich stosunek ys () /y1 (z) nie jest staly, to kombinacja liniowa tych funkcji

Ciyr () + Coyz () Cy, Cy — state dowolne

jest rozwigzaniem ogolnym rownania jednorodnego obejmujacym wszystkie rozwigzania tego
rownania.

Twierdzenie 19.10 Jezeli jest znane rozwigzanie niezerowe rownania jednorodnego

Y1 (z)

rézne od 0 w pewnym przedziale X;, X1 C X, to wzor

dz (1093)

okresla drugie niezerowe rozwigzanie tego réwnania tworzqce z poprzednim stosunek ys (z) /y; (x)
nie staty. Kombinacja lintowa tych dwdch rozwigzarn o wspotczynnikach dowolnych jest rozwia-
zaniem ogolnym réwnania jednorodnego obeymujgcym wszystkie rozwigzania tego réwnania.

Zgodnie z Twierdzeniem 19.9 do utworzenia rozwiazania ogélnego sa potrzebne dwa rozwia-
zania szczegélne yy (z) 1 yo (x), ktoérych stosunek ys () /y1 () = u (x) nie jest staly. Jezeli
pierwsze z tych rozwiazan jest znane, to drugie mozemy uwazaé za iloczyn

Yo (x)=w (2)u(z) zeXy (1094)
gdzie u (x) jest funkcja niewiadoma. Wstawiajac ten stosunek do réwnania
y' (@) +p )y (2) +q(z)y =0 (1095)
otrzymujemy po uporzadkowaniu
uyr + 2u'yy + p (@) Wy +ulyl + p(x)yr + g (x) ] =0

Poniewaz y; () jest rozwiazaniem réwnania (1095), to wyrazenie w nawiasie jest zerem.
Wobec tego

u'y1 + 2u'y; +p () u'yy =0 (1096)
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Dzielac réwnanie (1096) przez y; otrzymujemy a7
réwnanie
/
1/+UFﬂ+p@ﬂ:0 (1097) °
Y1

Jest to réwnanie typu jednorodnego réwnania a
rézniczkowego liniowego pierwszego rzedu

d 0 ; 5 } 1075 }1 {1425
4 pla)y =0 —= =

dz
o niewiadomej v’ (z). Mamy +
ul/ / . . . .
— = _QQ —p() (1098) R}ysunek 136: Rozwigzania jednorodnego
U Y1 réwnania Eulera.

Calkujac (1098) wzgledem x i opuszczajac stala catkowania, otrzymujemy

/u_/dxz—/PthP(x)]dx
U Y1

Inu = —21ny1—/p(x)dx
, 1
Inv' = In— — [ p(r)dx
h
W= >/ v
, 1 — [ p@)de
u = —26
h
Stad
1
u(x):/—ze_fp(”)d”dx (1099)
n

Przyklad 19.15 ZnaleZ¢ rozwiazanie ogolne jednorodnego réwnania Fulera
1 1
YV'==y+5y=0 p=-1¢=1
x x
jezeli yy (x) = x.

Rozwiazanie 19.15 Rzeczywiscie, funkcja y, (x) = Chz jest rozwiazaniem réwnania

! 1/ 1
y ——y+—y=0
T T

Korzystamy ze wzoréw (1094) i (1099)

72

1 —/(—%)dx 1,
yg(x):yl(x)u(x):x/ﬁe dx:x/—e”dx:nglnx

Rozwiazaniem ogdlnym (patrz Twierdzenie 19.9) sq funkcje (patrz rys. 136)

y(zr)=Ciz+Coxrlnzx x>0 (1100)

19.7.2 Niejednorodne réwnanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu
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Roéwnanie tego typu ma postaé

v +p(x)y +q(x)y=f(xr) RN (réw. niejednorodne)
(1101)
Jest ono $cidle zwiazane z odpowiadajacym mu
réwnaniem jednorodnym

257

v +p(x)y +q(x)y=0  RJ (réwnanie jednorodne)

(1102)
Rysunek 137: Rozwiazania  Twierdzenie 19.11 Miedzy rozwigzaniami réwnan (1101)
niejednorodnego réwnania Eulera. i (1102) zachodzi zwigzek
CORN = CSRN + CORJ (1103)

Przyklad 19.16 Rozwiqzaé niejednorodne rownanie rozniczkowe drugiego rzedu

1 1
y”—;y'—l—ﬁy:l x>0

Rozwiazanie 19.16 Wykorzystujemy rozwigzanie réwnania jednorodnego
1 1
V' ==y +—=y=0 x>0
x x
z poprzedniego przyktadu (CORJ). Ma ono postaé

y=Ciz+ Coxrlnx x>0

Rozwigzanie szczegdlne réwnania niejednorodnego poszukujemy w postaci y = x2, x > 0.
Wykorzystujgce relacje (1103) dochodzimy do

y(x) =22+ Ciz+ Corlnz >0 (1104)
Graficzna interpretacja rozwigzania (1104) jest przedstawiona na rysunku 137.

Twierdzenie 19.12 Jezeli sq znane dwa rozwigzania niezerowe y; (x), yo (x) réwnania jed-
norodnego

y' +p@)y +q(x)y=0
1 stosunek tych rozwiazan nie jest staty, to funkcja
—y2 (z) f (x) / y (z) f(x)
_ 11
v=u) [ L o @ d (1105)
gdzie

_ | (@) y2(2)
=5 1| (1106)

jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania niejednorodnego
y' +p@)y +q(@)y=f(2)
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Przyklad 19.17 Rozwiqzaé réwnanie
! 1 / 1
Yy ——y+—=y=2r x>0 (1107)
x x

Rozwiazanie 19.17 Rozwigzaniem ogolnym réwnania jednorodnego odpowiadajgcego danemu
réwnaniu niejednorodnemu sq funkcje y; = x i yo = xlnx. Stosunek tych rozwigzan nie jest
staly. Podstawiajgc powyzsze funkcje oraz prawq strone f(x) = 2x do rozwigzania (1105)
otrzymujemy

r xlnzx

W(z) = 1 14+Inx

‘::r(l—i—lnx)—:rlnx:x

—xl 2 2

T

1 1
= —2x/xlnxdx+2xlnx/md:v:—2x <§x21nx—1x2> +2%Inx =

1 1
= 2o+ =2*+2°Inz = -2

2 2
A wiec na mocy Twierdzenia 19.11 catka ogdlna réwnania niejednorodnego (CORN ) jest réwna

1
y=Ciz+ Corlnx + §x3

Réwnanie jednorodne Eulera (1091)

Y+ Ly 4 %y =0 p, ¢— stale
x x
zwykle zapisujemy w ponizszej postaci
2?2y +apy +qu=0 p, ¢q— stale x>0 (1108)
Przewidujemy rozwiazanie szczegélne w postaci
y=21" r— stala (1109)

Podstawiajac te funkcje do (1108) otrzymujemy réwnanie charakterystyczne
2 (r—1)a" 2 +apra” "t +q2" =0

Stad
rir—=1)az" +pra”+qz" =0

Dzielac obustronnie przez " mamy réwnanie na r
P+(p—1)r+q=0 (1110)

1. A=(p-— 1)2 — 4q > 0. Istnieja dwa pierwiastki ri, 7o, 71 # 79 1 dwa rozwiazania
szczegblne: y; = 2" 1 yo = ™. Rozwigzaniem ogdlnym jest

y = Cra" + Coz™ (1111)

344



MATEMATYKA 19. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

2. A = 0. Istnieje jeden pierwiastek ¢ i jedno rozwiazanie y; = 2. Okazuje sie, ze funkcja
Yo = ™ Inz réwniez jest rozwiazaniem (1108). Tak wiec

y=(C;+ Cylnz)x™ (1112)

3. A < 0. Réwnanie (1110) ma dwa pierwiastki zespolone: r = a + ib. Bierzemy jeden z
nich r = a 4 b i tworzymy potege o wykladniku zespolonym z". Przeksztalcamy

g = rine = gotit — glatib)ne _ palnegibine _ gafeog (hlng) + isin (bInz)]  (1113)
Wyodrebniamy czei¢ rzeczywista i cze$¢ urojona
y1 =z%cos (blnz)  yo = 2%sin (blnx) (1114)
Sa to rozwiazania szczegdlne, rozwiazanie ogélne ma postac

y=2x"[Cycos(blnzx)+ Cysin (blnz)] (1115)

19.8 Roéwnania rézniczkowe liniowe drugiego rzedu sprowadzalne
do réwnan rzedu pierwszego

Niektére réwnania rézniczkowe liniowe drugiego rzedu mozna za pomocg pewnych podsta-
wien sprowadzi¢ do réwnan rzedu pierwszego. Sa to:

1. réwnanie, w ktérym nie wystepuje y
F(x,y,y")=0 ¢ =u(x) (1116)
2. réwnanie, w ktérym nie wystepuje x
Fy,y,y") =0 ¢ =uly) (1117)
3. réwnanie jednorodne wzgledem y, v, y”
F(x,y,y,y)=0 y=e@ 2 =uy(x) (1118)

Przyklad 19.18 Rozwigzaé w obszarze
D={zeR, yeR, v >0}

rownanie rézniczkowe

" = dx\/y (1119)

Rozwiazanie 19.18 Analizowane réwnanie jest réwnaniem typu (1116). Podstawiamy

Stgd mamy iy’ = 3_1@ Podstawiajgc wyrazenie na y" do réwnania rézniczkowego (1119) mamy
x
o' (7) = 4zv/u (1120)
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lub

% — d/u (1121)

Poniewaz zalozylismy, ze y' > 0, to wiemy, zZe réwniez u (x) > 0. Rozdzielajac zmienne

du

1 catkujgce, dostajemy
2v/u = 22* + Oy

lub

Vu=2*+C
Stad

u= (xQ + 0)2
Poniewaz

Yy =u(zr)
to
y =2t + 2022 + C?
Zatem . 5
= gf” + §Cx3 +C%*r + B (1122)

Jest to rozwigzanie ogdlne réwnania (1119).

Przyklad 19.19 Rozwigzac¢ réunanie rozniczkowe drugiego rzedu
(y—1)y" =2y (1123)
dla y # 1.

Rozwiazanie 19.19 Rdwnanie jest typu (1117). Podstawiamy

y =u(y) (1124)

Aby wyznaczyé y", rézniczkujemy te réownodé obustronnie, pamietajac, ze y iy’ sa funkcjami
zmiennej x, natomiast u (y) jest funkcja zlozong zmiennej x

d d

R / g

2V de("y)

p_dudy _du, (1125)
dydx dy

Podstawiajge (1124) i (1125) do (1123), otrzymujemy

du 2
—1)—u=2
(y )dyu u
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Jest to réwnanie rzedu pierwszego wzgledem niewiadomej funkcji u (y). Zakladajac, zZe u # 0,
rozdzielajac zmienne 1 catkujac, otrzymujemy

du o, dy

U y—1

Inu = 2In(y—1)+InC
Inu = InC(y—1)°

Stad
u=C(y—1)*
Poniewaz
Y =u(y)
to d
Yy 2 2
——=Cly-1)=C -2 1
1z (y—1) (v* —2y+1)
A wiec
dy /
- — dx
/C(y—1)2
1
_ = z+ A
Cy—1)
1
—— = (Cz+B
y—1
1
1 = —
y Cx+ B
1
= — 11
y 01$+Bl+
. Cll’—i‘Bl—i‘l
y Cll’—l—Bl

Przyklad 19.20 Rozwiqzaé rownanie rézniczkowe
Pyy’ = (2" +1) y? (1126)
przy zalozeniu, ze xy # 0.

Rozwiazanie 19.20 Bedziemy analizowaé to réwnanie w obszarze

D={x>0,y>0, ¥y €eR} (1127)
Podstawiamy y = **)
Stad
y = 2”@ (1128)
a
y// — ez (2/2 + Z//)
Zatem

1'2622 (Z/2 + ZH) — ($2 + 1) 6222,/2
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Upraszczajac przez €2* i podstawiajac 2’ = u (x), otrzymujemy réwnanie pierwszego rzedu

29l _ 2 (1129)
dx
Stad
11
I —_Z_A (1130)
u T

Jezeli A = 0, touw = x dla v > 0. Jezeli A # 0, to podstawiajac A = 1/a dostajemy
2

a
u=a— . Zatem wynik (1130) mozemy zapisac
T+a
a2
u=r u=a-—
Tr+a
A wiec
/ . / a2
=z i Z=a-
r+a
Stad

z=31"+B b z=ar—a*In(zx+a)+B

Ostatecznie mamy
2
y=be"/2 lub y = be™ |z + a|
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