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Podstawowe symbole i oznaczenia

Symbol | Znaczenie Symbol | Znaczenie
A i (koniunkcja) AB ™",  polprosta o poczatku 4 przechodzaca
polprosta 4B  przez punkt B
v lub (alternatywa) et
AB, odcinek o konicach 41 B
~ nieprawda, e (zaprzeczenie) odcinek AB
o wtedy i tylko wtedy, gdy |AB] diugos¢ odcinka AB (odleglosé
(rownowaznosc) punktu 4 od punktu B)
= jezeli ..., to ... (implikacja) W wektor w
: ; -3
= zawiera sig w AB wektor o poczatku 4 1 koncu B
. -
€ nalezy do |ABI, W dilugos¢ wektora
{a.b. C} zbior, klérego elementami saa, b,c k .‘; i[aczyn wektora w przez ]|czbq k
AxB iloczyn kartezjanski zbiorow 4 i B How iloczyn skalarny wektoréw i i w
) zbiér pusty o(0.r)  okrag o srodku O i promieniu r
(a;b) przedzial otwarty o koncach a1 b k(A. R)  kolo o $rodku A i promieniu R
(a; b) przedzial domknigty o koncachaib K(o, R)  kula o srodku O i promieniu R
= jest rowny S(A,r)  sfera o srodku A i promieniu r
3 jest rtowny tozsamosciowo P(X)=X" X jestobrazem X w przeksztalceniu P
- (jest przystajacy)
o przeksztalcenie odwrotne do
= jest w przyblizeniu rowny P przeksztalcenia P
&) suma zbior6w P,oF, zlozenie przeksztalcen B i P
N iloczyn zbiorow (czg¢s¢ wspolna) o symetria osiowa wzglgdem prostej /
/x\ dla kazdego x (kwantyfikator ogolny) S, symetria srodkowa wzgledem punktu A
vV istnieje takie x, ze (kwantyfikator T translacja o wektor w
x szczegolowy) %
Oy obrot dookota punktu O o kat &
allb proste a 1 b sa rownolegle
A L jednoktadno$é o §rodku B i skali s
alb proste a i b sa prostopadie
D, dziedzina funkcji f
<ABC kat ABC
a, zbior wartoéci funkcji /
|¢ABC| miara kata ABC
1. najwicksza warto$c funkeji
|l odlegloé¢ prostej [ od plaszczyzny @ s w przedziale domknigtym
(4) pek prostych o wierzchotku A Fra najmniejsza wartos¢ funkcji

w przedziale domknigtym




Alfabet grecki

A a alfa 1 [ _Jota P p ro
B B beta K K kappa Z o sigma
r ¥ gamma A A lambda T T tau
A 0 delta M u mi Y v ypsilon
E £ epsilon N v ni D ¢ fi
A 'q dzeta ) 13 ksi X X chi
H 3 eta O o omikron L 4 Y psi
5] 0 teta IT m pi Q w omega
Rzymski system zapisu liczb naturalnych
Liczhy Zapis Liczby Zapis Liczby Zapis
naturalne rzymski naturalne rzymski naturaine rzymski
1 I 10 X 100 C
2 m 20 XX 200 ce
3 11 30 XXX 300 cCcC
4 v 40 - XL 400 CD
5 \% 50 L 500 D
6 VI 60 LX 600 DC
7 VIl 70 LXX 1000 M
8 VI 80 LXXX 1500 MD
9 IX 90 XC 2000 MM

Podwielokrotnosci i wielokrotnosci jednostek podstawowych

|Pndwielnlrrotnot£

Przedrostek Symbol Wielokrotnosé Przedrostek Symbol
10" decy d 10' deka da
107 centy c 107 hekto h
107 mili m 10° kilo k
10° mikro u 10° mega M
107 nano n 10° giga G
10" piko p 10 tera T
10" femto f 10" peta P
107" atto a 10" eksa E




Liczby

. Przynaleznos¢ liczb do
Liczby: 2hlor Opis
lud ifina 7« e IW Stala matematyczna, okre$lona jako stosunek diugosci
o okregu do diugosci jego $rednicy. =3,141592653 ...
liczba NGpBI’ﬂ Stala matematyczna, ktora jest granica ciagu liczbowego
Cz
1 l
e e IW [|+—I. czyli e= lim[l+;I. e=2,718281828 ...
n i b
ziota J5-1 . Patrz: zloty podzial, str. 83.
elW
przeciwne:a i-a | acR a+(-a)=0
S - ol I
odwrotne: ai , ae R\{0} a—=1
dodatnie aeR’' a>0
nieujemne ae R* U0} az0
ujemne ae R a<0
niedodatnie ae R u{o} a<o
plemszo ae N\ {[), l} Jedynymi naturalnymi dzielnikami liczby a sa | oraz a.
ztoZzone ae N\ {0. l} Liczby naturalne, ktore nie sq liczbami pierwszymi,
Liczby catkowite, ktore sa podzielne przez 2.
parzy aeC (Liczby postaci a=2k, gdzie keC).
Liczby calkowite, ktore nie sg podzielne przez 2.
nieparzyste aeC (Liczby postaci a =2k +1, gdzie keC)
m‘gdnle i bel Dwie liczby calkowite, ktorych najwigkszym wspolnym
plemﬁ aib : dzielnikiem jest liczba 1. (NWD(a,b)=1).
Liczby naturalne, ktore sa rowne sumie wszystkich
doskonate aeN swoich dzielnikéw naturalnych mniejszych od a.
bliniacze a i b a.be N\{O l} Dwie liczby naturalne, ktore sg liczbami pierwszymi

rozniacymi sig o 2,

Niektore potegi liczby 10 Niektore stale matematyczne
10° = 1 000 tysiac
10° = 1 000000  milion = 141421
10° = 1 000 000 000  miliard
10" = 1000000 000 000 bilion V3= 1,73205...
10" = 1 000° biliard
10" = 1 000 000° trylion V5= 223607..
10! = 10 000 000°  tryliard 180
10% = 1 000 000*  kwadrylion T= SHASSHIOEE=
10% = 1 000 000°  kwintylion
Uwaga: powyisze nazwy liczb sq uiywane w Polsce




4 Logika matematyczna

Rachunek zdan

Negacja (zaprzeczenie) zdania: ~p
Koniunkcja zdan: PAg
Alternatywa zdan: pPvq
Implikacja: pP=4q
Rownowaznosc zdan: p=q

Alternatywa wykluczajacazdan:  p v ¢

@ Zdaniem w sensie logicznym nazywamy stwierdzenie, ktéremu mozna przyporzadkowac jedng
z dwoch wartosci logicznych: prawde (warto$¢ logiczng 1) albo falsz (wartosc logiczna 0).
p. q. r....—symbole zdan w sensie logiki.
@ Funktory zdaniotwérceze to zwroty: ,nieprawda, ze” (~), .,1" (A), ,.lub™ (V), ,jezeli, to” (=),
~wiedy i tylko wtedy, gdy” (), ,.albo™ (V).

czytamy ., nieprawda, zep .
(_':J'faf?l_"' & p i q w‘

czytamy ., plubg™.

czvtamy , jezelip, tog ™.
czytamy ,, p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ .
czytamy ,, palbog”.

Tabele warto$ci logicznych zdan
Negacja ; Koniunkcja | Alternatywa
4 ~p pP q PAg P q pPvq
1 0 1 l | 1 1 1
0 l 1 0 0 1 0 |
0 1 0 0 1 |
0 0 0 0 0 0
Implikacja - Rownowaznosc Alternatywa wykluczajaca
P q P=q9 |' P q Pp=4q P q pvq
| | 1 1 I 1 1 1 0
| 0 0 1 0 0 I 0 I
0 1 1 0 ] 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 0
Prawa rachunku zdan:
prawo podwojnego przeczenia ~(~p)ep
prawo tacznosci koniunkcji (parg)are palgar)
prawo lacznosci alternatywy (pvg)vre pvigvr)
prawo zaprzeczenia implikacji ~(p=q)=[pr(~q)]
prawa prawo zaprzeczenia koniunkcji ~(prg)e|~pv(-q)
de Morgana | orawo zaprzeczenia alternatywy ~(pvg)e|~pal=q)]

prawo przechodniosci implikacji

[(p=2g)rlg=2r)]=(p=r)




Logika matematyczna

Funl(n]a @® Funkcja zdaniowa (forma zdaniowa) z jedna zmienng okre$lona na
zdaniowa dziedzinie D, jest to takie wyrazenie zawierajace t¢ zmienna, ktore staje
(forma zdaniowa) si¢ zdaniem, gdy w miejsce zmiennej podstawimy nazwe dowolnego

elementu zbioru D.

® Element dziedziny funkcji zdaniowej spelnia t¢ funkcje wtedy i tylko
wtedy, gdy po podstawieniu go do tej funkcji zdaniowej w miejsce
zmiennej otrzymamy zdanie prawdziwe.
pix), q(x), fx) —symbole funkcji zdaniowych ze zmienng x.

I(\nmvllimlor /‘\ ogolny (duzy), czytamy .dla kazdegox...”
Y szczegolowy (maly),  czviamy .istnieje takiex, ze ... "
Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw
o [ Viw|e Al pw o [ Apwle Vi-pil.,

gdzie p(x) jest forma zdaniowa zmiennej x okre$lona na pewnej dziedzinie.

Twierdzenie ® Zdanie udowodnione w danej teorii matematycznej nazywamy twierdze-
niem tej teorii.
Jezeli twierdzenie t ma postac implikacji Z =T | ktorej poprzednik Z nazywamy
zalozeniem, a nastepnik T tezq, to przyimujemy nast¢pujqcq terminologie:

. ) | . )
twierdzenie proste t. Z = T | nierdzenie przeciwne do 1: ~Z=~T

twierdzenie odwrome dot: T = Z | twierdzenie przeciwstawnedot: ~T =>~Z
| [

Kwadrat logiczny i zamknigty ukfad twierdzen Wtasnosci twierdzen
Z=T odwrotie T=>Z ® Twierdzenia przeciwstawne sa rOownowazne.
® ° @ Twierdzenia przeciwne tworza tak zwany
zamknigty uklad twierdzen.
2 2 Uwaga:
;*3 e ® Jezeli prawdziwa jest implikacja Z =T,
EE g to 7 jest warunkiem koniecznym dla Z,
o . a Z jest warunkiem wystarczajacym dla 7.
® Jezeli prawdziwa jest rtownowazno$¢ Z & T,
to Z jest warunkiem koniecznym
¢ odwrotne ‘ 1 wystarczajgcym dla 7' (i odwrotnie).
~Z=~T ~T=~2

Zasada indukcji matematycznej

Jezeli: 1°zdanie, w ktorym jest mowa o liczbach naturalnych, jest prawdziwe dla
okreslonej liczby naturalnej k,
2°dla kazdej liczby naturalnej n ( n 2 k ) z zalozenia, Ze to zdanie jest prawdziwe
dla n, wynika, ze jest ono prawdziwe dla liczby nastepnej n+1,

to zdanie to jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej nie mniejszej niz k.




Zbiory

Pojecia: zbior; element zbioru, zaliczamy do poje¢ pierwotnych (nie definiujemy),
A,B.C, .. —symbole zbiorow, a,b,c, ...—symbole elementow zbioru, € — symbol przynaleznosci do zbioru,

a€ A —czytamy ,a nalezy do (jest elementem) zbioru 4"

c& A —czytamy ¢ nie nalezy do (nie jest elementem) zbioru 4™,

{x: p(x)} - czytamy .,zbior elementow x spetniajacych forme zdaniowa p(x) ™

Zbidr p“m o o .Zbic')r. do ktérego nie nalezy zaden element, nazywamy zbiorem pustym
i oznaczamy go & .
Zbidr skoficzony ® Zbior jest 'skoﬁczony. gdy istnieje taka liczba naturalna n, Ze ten zbiér ma
n elementow.
Zhidr ® Zbior, ktory nie jest skonczony nazywamy zbiorem nieskonczonym.
nieskoriczony
Zbior liczbowy @ Zbior liczbowy A nazywamy ograniczonym z gory (z dotu) wtedy i tylko
llﬂlal'lllly wtedy, gdy istnieje taka liczba x, ze kazdy element a nalezacy do zbioru 4
spetnia warunek: a < x (a2 x).
® Zbior A nazywamy ograniczonym, gdy jest ograniczony z dotu i z gory.
Dziatania na zbiorach
Dziatanie llustracja graficzna Zapis symboliczny definicji Misktira
v il v wiasnosci
Suma
zhiordw [xe(4uB)| e |(xe 4) v (xe B)|
lub AUA=A
U Aud=A
.-tuB:{,r: xe A v xe B] MBS
lloczyn .
zbioréw [xe(AnB)|=[(xeA) A (xeB)] A
MA=
(czes¢ wspdina) m lub
AnB={x xeA A xeB} AND=0
N
AnB
2:'1“ [xe(a\B)]=[(xeA) A (xeB)
. lub A\A=0
™, A\B={.r: .rEAA.tEB} A\@=A
anahliel‘lis (red)e= [(.t eQ) A (xe A}}
zhioru do bk AUA'=Q
przestrzeni ANA =0

.»\'={x: xefl A xEA}




Zbiory

Relacje miedzy zbiorami

Réwnos¢ zbioréw

® Zbiory 4 i B nazywamy rownymi (A= B) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
element zbioru A4 jest elementem zbioru B i na odwrot.
A=B¢:/r\{,re Ao xeB).

Zawieranie 3‘9 ® Zbior A zawiera si¢ w zbiorze B (A B)
zbioréw wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element 5
(inkluzja) zbioru 4 jest elementem zbioru B
(A nazywamy podzbiorem B,
C B za$ nadzbiorem zbioru A4). = /.t\(xe A=s%e.B)
® Jezeli ACB i BCA.,to A=B.
AcB A BcA
Zbiory roztaczne e zbiory, kiorych iloczyn jest zbiorem
pustym, nazywamy roziacznymi.
ANB=0
lloczyn XxY={x,y): xe X A yeY}.
kartezjariski
zbioréw ® Zbior X xY nazywamy iloczynem kartezjanskim zbiorow X i Y.
X ® XxX=X2
Prawa rachunku zhiorow:

przemiennos¢ sumy zbiorow II ® AUB=BUA

przemienno$¢ iloczynu zbiorow ® ANB=BnNA

facznos¢ sumy zbiorow ® (AuB)uUC= AU(BUC)

faczno$é iloczynu zbiorow ® (AnB)NnC=An(BNC)

prawa de Morgana dla zbiorow ® (AN B)’ AU

e (AUB) =4

rozdzielnosé iloczynu wzgledem ® An(BuC)=(An B)U(ANC)

sumy zbiorow

rozdzielno§¢ sumy wzgledem @ AU(BGC)z(AuB)ﬁ(AuC)

iloczynu zbiorow

whnioski z praw rozdzielnosci ® AU(ANB)= ® An(AUB)=A




Zbiory liczhowe

v

@ Zbior liczbowy to zbior, ktorego elementami sg liczby. ;
® Of liczbowa to prosta, na ktorej ustalono zwrot dodatni, 0 1
punkt zerowy i jednostke.

Zbidrliczb N={0,1,2..} N*={1,2,3,.]}
llltﬂmlﬂvﬂl N* —zbior liczb naturalnych dodatnich

Zbidrliczb - C=fnd-2-10123.3 €=V € ={.,=3,~2,-1}
mﬂ'ﬂl 0 CENe=HTAT Ll bk N C" —zbior liczb catkowitvch ujemnych

mmr"m _ W @ W:{_r: x=L A pECAqEC\{O}}
wymiernych q
® Kazda liczbe wymierna mozna przedstawic¢ w postaci utamka dziesigtnego
skonczonego lub rozwinigcia dziesigtnego nieskonczonego okresowego.

Zhiér liczh W ® Liczba niewymierng nazywamy tg liczbe, ktora nie jest liczbg wymierna,

‘niewymiernych czyli nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci 5 gdzie pe CigeC\{0}.
® Rozwiniecie dziesietne liczby niewymiernej jest nieskonczone i nieokresowe.

Zbidrliczh R ® Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada na osi liczbowej tylko jeden punkt.

mmm Kazdemu punktowi na osi liczbowej odpowiada tylko jedna liczba rzeczywista.
@ R=WulW R=R UR U{0}
mﬂﬂﬂ““@dﬂ NcCcWcR
zbiorami oy IWCcR
liczbowymi
WUIW =R Wniw=0
Przedzialy liczhowe (a,be R i a<b)
Przedzialy ograniczone:
przedzial otwarty (a; b) ............. (a;p)={x: xe R i a<x<b} —0 f—rt o—>
a 0 1 b
przedzial domkniety (a: b) ........ (a:b)={x: xe R i a<x<bh} —® et &>
0 1 h
przedzial lewostronnie domkniety lub ﬂ )
prawostronnie otwarty (a: b) ..... (a:b)={x: xe R i asx<b} —® — o—>
5 i " a 0 | b
przedzial prawostronnie domknigty lub
lewostronnie otwarty (a: b) ....... (a:b)={x: xe R i a<x<h} —O — G
Przedzialy nieograniczone: o e R
otwarty (—e0,@) .oovrreireivnreneisnnnes (—ee;a)={x: xe R i x<a} O—t+— >
a 0 1
otwarty (@:+00) ..cccoenricnnnnsinars (a:+20)={x: xe R i x>a} et >
a 0 1
prawostronnie domknigty (—e=; @) (—e=;a)={x: xe R i x<a} & ——f >
a 0 1
lewostronnie domkniety (a; +o2) .. (ai+e)={x: xe R i x2a} ——+ >
a 0 1




Dziatania na liczbach i wyrazeniach

Dziatanie Zapis Definicje i wtasnosci
Dodawanie ax0=a
e
(a + b) = ¢ T
‘\-—- / \ T 0 - element neutralny dodawania
skladniki suma ® a+b=b+a — przemiennos¢ dodawania
® (a+b)+c=a+b+c) —lgeznosé dodawania
Odejmowanie = ® a-b=a+(-b)
- bYy= ¢
(a b) : ® a-b=c=a=b+c
) ]\ ’T . o T Odejmowanie jest dzialaniem odwrotnym do
odjemna odjemnik roznica .
: dodawania
Mnozenie a-l=a
el 1 - element neutralny mnoZenia
a - b)= c . i s
( \ /, ) _ ® ab=b-a - przemiennos¢c mnozenia
s r\! T ® (a-b)-c=a-(b-c) - lgcznosé mnozenia
CZynniKi Hoczyvn = 5y = .
: : ® a-(b+c)=a-b+a-c - rozdzielnos¢ mnozenia
wzgledem dodawania
Dzielenie

|
= ® ab=a-—, gdzie b#0.

T b
P

-
(a ;: b)=
T—*T \ T ® Jezeh bz0,10 a:b=c=a=b-c.

dzielna dzielnik  iloraz Dzielenie jest dzialaniem odwrotnym do mnozenia

Cechy
podzielnosci
liczb
naturalnych

Liczba naturalna jest podzielna przez:
gdy jej ostatnia cyfra jest 0, 2, 4, 6 albo 8,

gdy suma jej cyfr dzieli sig przez 3,

gdy liczba, wyrazona dwiema ostatnimi jej cyframi, dzieli sig przez 4,

gdy jej ostatnia cyfra jest 0 albo 5,

gdy dzieli si¢ przez 2 i przez 3,

gdy réznica migdzy liczba wyrazong kolejnymi trzema ostatnimi
cyframi danej liczby a liczba wyrazong pozostatymi cyframi tej liczby
(lub odwrotnie) dzieli si¢ przez 7,

gdy liczba, wyrazona trzema ostatnimi jej cyframi dzieli sig przez 8,

gdy suma jej cyfr dzieli sig przez 9,

gdy ostatnia jej cyfra jest 0,

gdy roznica sumy jej cyfr stojacych na miejscach parzystych i sumy
cyfr stojacych na miejscach nieparzystych dzieli sig przez 11.




Dziatania na liczbach i wyrazeniach

Pfﬂllllfﬁ]ﬂ ® Rownos¢ dwoch stosunkéw (ulamkow) nazywamy proporcejs.
a c .
a:b=c:d lub —=— (b#0 i d#0)
a:b =c:d b d
@ W proporcji iloczyn wyrazow skrajnych rowny jest iloczynowi wyrazow
srodkowych, czylia-d =b-c.
a‘m ® Jezelia:b=c:d,to:
e a ¢ ath ctd a+b _c+d
+ +d "’ a : =5 c=d }
sBaine atbh ctd b d b d

dia b#0, d#0, aztbic#td.
Procent (%)

® Jeden procent (1%) pewnej liczby a (lub innej wielkosci), to setna cz¢$é tej liczby (wielkosci),

1
co oznaczamy: 1% a. 1% a jest rowne ﬁ'a pY% a jest rowne Tp—-a

Jezeli liczha b stanowi p% liczby a. to Ezi

a | 100 b
B g s et =—-100
T pE=0 “=p

Procent prosty ® Procent prosty, to sposob oprocentowania wkiadu pieni¢znego K, polegaja-
cy na tym, ze np. roczny dochod od ztozonego wkiadu w postaci odsetek Z,
przy stopie procentowej p%, nie jest doliczany do wkiadu na nastgpny rok,
czyli nie bierze udziatu w oprocentowaniu w nast¢pnym roku.

Odsetki jednego roku m miesigcy ¢ dni
za p. K = §
% ) Fo kR
okres: z=£= z=fo7 100-365
12 365 - liczba dni w roku.
Procent ® Procent skiadany, to sposob oprocentowania wkiadu pienigznego K,
skladany polegajacy na tym, ze np. roczny dochod w postaci odsetek jest doliczany

do wkladu i procentuje wraz z nim w roku nast¢pnym.

Po n latach wklad K, jestrowny: K =K -(I+L) . P - stopa procentowa.

100
n ] 2 n
K, x-[ui] x-(ni K| 1+-2
100 C 100 100
Umarzanie pozyczek 5
diugoterminowych: T 100
. K — wysokos¢ pozyczki udzielonej na n lat,
R=FK r_{li R — wysokos¢ rocznej raty platnej przez diuinika
(1+7) -1 = koricem kazdego roku,

r(l+r)"

————— — czynnik umorzeniowy.
(1+r) =1




Dziatania na liczbach i wyrazeniach

Wartosé x dlax20
L] ]\'| -
bezwzgledna -x dlax<0
® [x20 ® |x|=|-x| ® —|x|<sx<|y
s 1 .- = @ x:[<a} |
® Jesli a>0,10 |x|Sae-asx<a. = >
___________________ —a. 01 g, ¥ -
x: x€—a V x2a|
® Jesli a20,10 [x]2ae (x2a lubx<s-a). - >
__________________ —a _01la ¥ |
® |a+b|<|a|+[p] ® |a—b|<|a|+[b] ® |a-b=]a|-|t|
Y =-||‘—;,||- dlabz0 : > Ha|—-[b||s|a+b[ 0raz‘|a[—|b||$ia—b!
Pol,“ow.nle a" — n-1a potega liczby a (czytamy: ,,a do poregin”),
an o b n - wykfadnik potegi,
a — podstawa potegi,
b — wynik potggowania (potgga).
Potega:
0 wyktadniku ea’=1 daa=o,
naturalnym a'=a  daaer,

a"™ =a" @ dia aeR A ne N*.

Jezeli ae R A ne N\{0},t0 a" =a-a-a-...a.
e
n = czynnikdw

0 wﬂadnlkll 1 ' fa X" »Y
caikowltvm ea =—".gdzie ae R\{0} A neN*. | [-5] =[-—] , gdzie a-b=#0
ujemnym a i ¢

0 wyktadniku -
mﬁl&wﬂm ® g" =Va" ,gdze ac R* U{0}, me N* i ne N'\{1}.

0 wyktadniku : 1
wymiernym ea " = ,gdzie ae R*, me N™ i ne N"\{l}.
ujemnym va"

a|3

Dziatania na potegach

Jezeli mne R i a,be R albo mneC iabeR i a#01ib=0,t0
(potega iloczynu) @ (a b)m =a" -b"
(iloczyn poreg o tych ® a".a" m+n

. - N
samych podstawach) a ‘'a a y i . i
(potega ilorazy) @ ; = b_""

(iloraz poteg o tych m=n

& a”
samych podstawach) a" =a

potegaporeg) ® (@) =a™"




Dziatania na liczbach i wyrazeniach

Pierwiastkowanie v— a - liczba podpierwiastkowa,
Al =

=b b - pierwiastek n-tego stopnia z a (wynik pierwiastkowania),
n - stopien pierwiastka.

® Jezeli a<0 i n=2k+1,gdzie ke N* to :/;=_W‘

Prawa dziatan na pierwiastkach

® Jezeli a20, b20, ne N\{0,1} i me N\{0,1}, to:

o Yab=a-4b o Ca) =Va" .@:% dla b>0

e VWa="Va ® a-Vb=a"b o (Va) =a

L e e e e e e e . — — —— — —— — . — — — — . e . — — — — — — — — —

hl gdy n jest liczbq

' naturalng parzysiq

A 3
®Va"= ® Vx? =|x| oVx'=x
a gdy n jest liczbq
' naturalng nieparzystq
Nieréwnosci ® Przy podnoszeniu do kwadratu obydwu stron nierownosci mozemy
réwnowaine otrzymad nieréwnos¢, kiéra nie jest rownowazna nieréwnosci wyjsciowej.
® Jezeli x20 1 y20,to:
o Vx> Jyeox>y, ® x>y x’2y,
® x>ye x>y, @ xSy x'<y’
® Jezeli x<0 i y<0,to x2ye x' <y .
Wyraienie @ Liczbe, litere lub liczby, litery lub liczby i litery potaczone znakami
Il'_lhlm dzialan, nawiasami, nazywamy wyrazeniami algebraicznymi.
@® Litery wystepujace w wyraZeniu algebraicznym nazywamy zmiennymi.
: Jezeli w wyrazeniu algebraicznym nie ma nawiasow, to kolejnosé
hhm wykonywania dziatan jest nastgpujaca:
wykonywania potegowanie i pierwiastkowanie,
dziatar potem

mnozenie 1 dzielenie. w kolejnosci ich wystepowania,
a nastepnie
dodawanie 1 odejmowanie,

@ Przy obliczaniu wartosci wyrazen zawierajqcych nawiasy, wykonujemy
najpierw dziatania w tych nawiasach, wewnqtrz ktorych nie ma juz innych
nawiasow.




Dziatania na liczbach i wyrazeniach

n-silnia n!

® 0=1, (n+1)!=n!(n+1), dla ne N”.

Newtona [H) .[:]=Wn'“ﬂ‘, gdziene N, keNik<n
k n=k)!

(P o o o

* (ke Hi)

 Wzér Newtona o (. ) =(;}, +[r; )un-.b+[; }‘m:b:

,, +[ . },b +[: },

(a+b)" =Z[:Ja"‘*b*, gdzie a,beR, ne N i ab#0.

k=0
Trojkat Pascala

(atb)’ =1 1

(ath) =ath = g
(aib)2=0212ab+b2 1. 2 1
(aii?:ﬁ)3 =a’ +3a’h+3ab’ £b’ 1 3 3 1
(aib)4 =a" +4a’b+6a’b* t4ab’ +b* 1 4 6 4 1

(a+b) =a*+5a°b+10ap* £10a°b* +5ab*£b* 1 5 10 10 5 1

..............

(atb) = [g]af i(f)a‘b + [;)ajbz x(i}ﬁb’ +[‘5Jab‘ :t[g)bs

...................................

Wzory slminnnegn mnozZenia:

kwadrat sumy (a+b) =a* +2ab+b?
kwadrat réznicy (a-b) ‘ =a’ -2ab+b’
roznica kwadratow a®-b*=(a-b)a+b)

szeScian sumy

(a -i-b)3 =’ +3a*b+3ab* + b’

sze$cian réznicy

(a —b)3 =a’ -3a*b+3ab® -b’°

suma szescianow

a’ +b* =(a+b)(a’ —ab+b*)

roznica szeScianow

a’-b*=(a-b)(a* +ab+b2)

kwadrat sumy trzech sktadnikow

(a+b+c) =a®+b* +c* +2ab+2ac+2bc




Dziatania na liczbach i wyrazeniach

Wiasnosci Jezelia,b,ce Ria=b,to:
réwnosci liczb ® at+c=b+c ® ac=b-c
a b
® g-c=b-c ® —=—,cz0
c ¢
Wiasnosci Jezeli a,b.ceRia<b,to:
nie osci ® atc<bhbt a _b
liczb ¢ .-c-<?.gdyc>0
® g-c<bh-c,gdyc>0 5
a
® —>—
®ac>b-c,gdyc<0 c>c.gdyc<0
hﬂh‘ﬂﬂlﬂﬂll ® Zaokragli¢ liczbe dziesietna, to znaczy zastapi¢ zerami (odrzucic¢) pewng
utamkow liczbe jej cyfr koncowych zgodnie z reguta:
dziesigtnych Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest:
0,1,2,3.4, i to ostatnig z cyfr zachowanych pozostawiamy bez zmiany.
56789 | to ostatnia z zachowanych cyfr zwickszamy o 1, przy czym,
""" [ jezeli jest nig cyfra 9, to zastgpujemy jg zerem i zwigkszamy o |
| poprzednia cyfre, itd.
Przyblizenia liczb rzeczywistych
d ® Jesli liczba a jest przyblizeniem liczby a,, to bledem przyblizenia a
przyblizenia liczby aj jest liczba b=a-a,.

® Jesli b<0,to liczbaa jest przyblizeniem z niedomiarem.

® Jesli b >0, to liczba a jest przyblizeniem z nadmiarem.

Btadbezwzgledny o A - [s|=|o -4

Bladwzgledny o 5.2 _ =%l

Ocena bigdéw Jezeli a=a,+A, i b=b,+A,, toblad bezwzgledny:
wynlkéwodzigp - — — — ————————————————— — — —

arytmetycznych sumy (a+b) jestrowny  A=|(a+b)—(ay+by)|<A, +4,
T —————————————————.

przyblizeniach réznicy (a=b) jestrowny A=|(a—b)-(ay—by)|<A,+4,

iloczynu (a-b) jestrowny  A=|a-b—ay by|<|al-A, +[b|- A, +A,-A,
ilorazu £ jestrowny A= E - %o < |a .Ab +ibl A“
b b byl |bl-(bl-4,)

dla b#0, b,#0, |b|>4,

Dzialania arytmetyczne na liczbach rzeczywistych a, i by zastepujemy
czesto w rachunkach praktycznych dziataniami na ich przyblizeniach.




Dziatania na liczbach i wyrazeniach

Wartosci Srednie

iy H:

laci=lca|

Srednia dwoch liczb @), a, € R nliczb a;, a5, ...,a, € R,
a etvezna _a+ta a1+a,+ «+a, _1
I'Vtﬂllv m, .ma————2 o m=———— 1= Z
$rednia dwoch liczb a,, @, € R* U{0}|  nliczb @y, a;,...,a, € R* u{{]};ne NA{0, 1}
eometryczna :
g ® m,=,a a =Ya,-a,...-.a, =" 1_,[“"
mg i=1
$rednia dwoch liczb a,,a, € R* nliczb ay, a, ...,a, € R"
X p 2
harmoniczna ® my=a"7-= 256 ® m=1— : —= L
= j— GiTH L — 1
m aq @ q @ a, e g,
: dwoch liczb a,, a; € R” nliczb a), a,...,a, € R"
Srednia =% 02t e
kwadratowa @ +a2 @ +ad+..+a
® m= L — ® m = 2 n
my 2 n
R W
¥ 1 N geany
.m'w“a g P P2 g P Pa P ,
wazona 3 pa
@ ot L ko o m=PtP% .t Puly _ sl
a ’ ptp I o R C
ZP&
i=|
T : . 3
Srednia dwoch h(‘:zb a,a; €R", n liczb A, @y ..., Gy € R
geometryczna z wagami p,,p, € N\{0.1} z wagami p,, p,..... p, € N\{0,1}
wazona — s —  pepsts
Mg  ® m, =""Hal -af ® m =Dl .afr - ..-al
$rednia dwoch liczb a;,a, € R”, nliczb ay, ay,...,a, € R" .
harmoniczna z wagami p,, p, € R z wagami py, Pa,.... P € R
— 2 b —
wazona @ m=—-—=—"U% |g p = n
m_ P, P2 pat+pa A P + Z P
h a, a a, a,
Zalezno$é Jezeli my,m,.m_, m, saodpowiednimi érednimi liczb a,,a,,...,a, € R" ,to0
migdzy Srednimi mg2m, 2m, 2 m.
Rownos¢ m, =m, =m_ =m, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a; = a, =...= a,.
$redniej arytmetycznej éredniej geometycznej dwoch odeinkow a, i a,
Konstrukcia dwoch odcinkow a1 a,
geometryczna e




Funkcja i jej wiasnosci

X =D, - dziedzina funkcji f, zbior argumentow funkcji, x — argument funkcji f, (zmienna niezalezna),
Y - przeciwdziedzina funkcji, f:X =Y, ¥, f(x) = wartosé funkcji f, (zmienna zalezna),
a f- zhior wartosci funkcji f, ;‘[D, ): a, . | 1 g h. ... — symbole funkcji.

Pojecie funkcji

® Funkcjg fodwzorowujaca zbior X w zbior ¥ nazywamy takie przyporzadkowanie, ktére
kazdemu elementowi x ze zbioru X przyporzadkowuje dokiadnie jeden element y ze zbioru Y.

f: XY

(odwzorowanie
zhioru X w zbior ¥, ® Odwzorowujac jak wyzej zbior X w zbiér ¥ tworzymy zbiér uporzadkowanych par (x, y),

czyli par (x, f(x)), gdzie xe X i yeV.
Zbior tych par jest podzbiorem iloczynu kartezjanskiego X x V.

bioru X na zbiér ¥) @ jeseli f:X =Y i@, =Y, 10 moéwimy, ze funkcja f odwzorowuje zbi6r X na zbior Y.

Zhidr ® Jezeli f:X -V ,tozbiorQ ,c Y zlozony z tych elementdw ye Y , dla ktorych istnieje
NMI xe X takie, ze y= f(x), nazywamy zbiorem wartosci funkcji /.
funkeji T
D; =R\ {x,} v= /¢ | @ Jezeli XCR 1 YCR,
/()
: . . to obrazem graficznym
={y: ¥ b " | 3 ’
=t paimbl el (¢] /-\\ zbioru wartosci funkcji
- o cfv Zx | fiX Y jestrzut
_/" o I b | prostokatny jej wykresu
l.r-r | naosY
|
Sposoby okreslania funkciji:
gmm fodwzorowuyje | [fodwzorowuje
XwY XnaVv
a,cY a,=y
& Y
wzorem y=f(x),gd=zie xe X y(.t)=,r2 +bx+c , gdzie x€ R
y=x , gdzie x€ (0; 422) f(x)=sinx+cosx, gdzie xe (0;27)
tabelka klasa VI w SP.. | VIlla | VIIb | Viiic gdzie D, ={VIlIa, VIIIb, VIIic}
liczba uczniow 31 | 27 25 |° a, ={25,27,31}
: i
wykresem . : Dy=R | 12 D;=R
“z oo By =(x9.f(xg)) (0, ¥y) y=Yo
hod i

\\/1 BN f=R |

D, ={012345618} |

—

-n

Qs ={01,234}




Funkcja i jej wiasnosci

Miejsca
zerowe

@ Miejscem zerowym funkcji y = f(x) nazywamy kazda warto§¢ argumentu x, dla ktorej
warto§¢ funkcji y rowna jest zero,

Miejsce zerowe funkcji y= f(x) wyznaczamy
rozwiqzujqc rownanie f(x)=0, gdzie xe D;.

Y

Na
i

5

[T

Uwaga: Migjsce zerowe funkeji [ jest rowne odcigtej punktu wykresu funkeji lezqcego na osi X.

@ Kazde rozwiqzanie réwnania f(x)=0 nalezqce do Dy
Jjest miejscem zerowym funkcji f.

Réwnosé
funkeji

@® Dwie funkcje /i g sarowne wtedy i tylko wtedy, gdy:
D,=D,=D i /N\f()=5().

Funkcja
réznowar-
tosciowa

® Funkcje f:X =Y ktora kazdej parze réznych
argumentéw przyporzadkowuje rézne wartosci,

tzn. taka, ze Ax [x#x=f(x)=f(x)]

nazywamy funkcja roéznowartoSciowa.

® Okreslajac roznowartosciowosé funkeji f sprawdzamy, czy
spelniony jest warunek f(x)- f(xy)=0 przy zaloZeniu
n-x 20,

@ Jezeli funkcja f jest réznowartoéciowa, to kazda prosta
y=m (gdzie me R ) ma co najwyzej jeden punkt wspolny
z wykresem funkeji /2

® Kazda funkcja $ciéle monotoniczna jest réznowartosciowa.

Funkcja
odwrotna

f"‘:

® Jeili funkcja f: X = ¥, jest roznowartosciowa
i odwzorowuje zbior X na zbior ¥ (¥ =Qy), to funkeje
f': ¥ X okreslona nastepujaco:
dla dowolnego v € Y wartoscig f~'(y) jest jedyny ele-
ment x € X taki, ze f(x)=y ,nazywamy odwrotng do
funkeji f.

® Funkcja odwrotng do 7! jest funkcja S
]

® Jezeli funkcja f ma funkcje odwrotng [ ! to funkeje f
nazywamy funkcjq odwracalngq.

AY & _\“\ !
Ay) ¥'yz) @ Jezeli obrazem wykresu funkcji f: X =Y w symetrii
\j_f__,“/ wzgledem prostej o rownaniu y=x jest wykres funkcji
przeksztalcajqcej pewien podzbior X w X, to funkcja f
Jest odwracalna.

Dzla!anlia na funkcjach

® (k-f)(x)=k-f(x), gdv xe D, i keR
® (f+8)(x)=f(x)+g(x). sd xD, 0D, @ [L](I)=ﬂ"ﬂ gdy xe D, nD \{x: g(x)=0]
o (f-g)(x)=f(x)-g(x). gdv xe D, "D,

Dzialania na funkcjach /i g mozna wykonywac, gdy maja one jednakowe dziedziny.

® (f-g)(x)=f(x)g(x). gdv xe D, "D,

g g(x)




Funkcja i jej wiasnosci

Ztozenie
funkeji

® Jezeli dane sa funkcie X b4
fi XY ig:Y>2Z,
to istnieje funkcja h: X =2
okre$lona wzorem
h(x)=(ge f)(x)=g(f(x))
zwana zlozeniem funkcji [z funkcja g.

h(x)=g(f(x))

[ - funkcja wewnetrzna,
g - funkcja zewngirzna,
h — zlozenie funkcji fi g.

Funkcja

® Funkcje fnazywamy rosnaca w zbiorze (przedziale) X, A
jezeli dla kazdej pary argumentow x,, x, € X z nierow- v, naXc
nosci x, < x, wynika nierdbwnos¢ f(x,)< f(x,).

@ Funkcje /rosnacq w dziedzinie D, nazywa sig réwniez
$cisle rosngca.

i n<xn= f(-'ﬁ] < f(xz)

Funkcja

® thkcy:f nazywamy malejaca w zbiorze (przcdz'iak.:)X, A\ X <x, = fi (.l',)) f(x:)
jezeli dla kazdej pary argumentdéw x,, x, € X z nierowno- 4. ne¥cly

m""“ §ci x, < x, wynika nierownos¢ f(x,)> f(x,).
® Funkcje /malejaca w dziedzinie D, nazywa si¢ rowniez
scisle malejaca.
Fultela @ Funkcje fnazywamy nierosngca w zbiorze (przedziale) X, . :{}c!}, x <x,= flx)2f(x)

nierosngca

jezeli dla kazdej pary argumentéw x,, x, € X z nierow-
nosci x, < x, wynika nieréwnosé f(x,)2 f(x,).

Funkca

@ Funkcje fnazywamy niemalejaca w zbiorze (przedziale) X,
jezeli dla kazdej pary argumentow x,, x; € X znieréwno- . -{-’}cﬂr % <x= flx)s fx)
§ci x, < x, wynika nierownos¢ f(x, )< f(x,).

Funkcja
monotoniczna

® Funkcje. ktora jest nierosnaca lub niemalejaca nazywa si¢ monotoniczna.

@ Jezeli funkcja fokreslona i rozniczkowalna w przedziale A< D, ma pochodna dodatnig
(ujemna) w calym przedziale 4, to jest w tym przedziale rosnaca (malejaca).

| @ Jezeli funkcja f, okreslona i rézniczko-
|  walna wprzedziale (a;b)c D, , jest
‘ w tym przedziale rosnaca (malejgca),

to jej pochodna f'(x) przyjmuje
warto$¢ nieujemna (niedodatnia), dla
‘ kazdego xe (a;b).

Funkcja [ jest malejaca w zbiorze A=(xy;+22). .
By okresli¢ monotonicznosé funkcji:

1° badamy znak réznicy f(x)=f(x,),

: ¥ ye 0 przy zaloZeniu, ze x,—x, >0, gdzie
| ‘ X, x€A I AcD,,
i > 2° korzystamy z rozniczkowego kryterium
o / |O X badania monotonicznosci funkcji

| w zhiorze A.

Funkcja [ jest rosnqca w zhiorze A=(x;+9). (str. 33 — wnioski z tw. Lagrange'a).

' H ., i N A s gala 2l e
Funkcj ® Funkcja /: X — Y jest funkcija stala, jezeli istnieje V A flx)=c

ceY takie, ze dla kazdego xe X, f(x)=c. ce¥ X




Funkcja i jej wiasnosci

Funkcja
okresowa

® Jezeli dla funkeji y= f(x) istnieje taka liczba 120, v /\
ze dla kazdego xe D, rowniez (x+1)e D, D r[("“‘")‘5 Dy n(x=t)e Dy A

i (x=t)e D, oraz f(x)=f(x+1)=f(x-1), AfE=F+0]

to funkcje f nazywamy okresowa o okresie /.

Najmniejszy dodatni okres funkcji (jesli istnieje) nazywa sig

okresem podstawowym (zasadniczym) funkcji.

' Okresowos¢ funkcji badamy:

| ® sprawdzajqc, czy ismieje liczba 1 #0 , dla
ktorej

| N\ (x+1)e Dy A(x-1)e DIAf(,t-I-{):f(x}
=Dy I

M
flxg+1)=f(xg)

Funkcja

‘wypukta
W zhiorze

® Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a:b)c D, , to mowimy, ze funkcja f
jest wypukla w przedziale (a;b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x,€ (a;b) styczna
do wykresu tej funkcji w punkcie o odcigtej x, jest polozona pod tg krzywa.

® Funkcja f jest wypukla w przedziale (a:b)< D, , jesli dla réznych x,,x, € (a;b) kazdy
punkt wykresu funkcji fdla xe (x,:x,) lezy ponizej prostej (siecznej) przechodzacej
przez punkty (x,f(x)) i (x,.f(x;)).
Uwaga: w niektorych ksiqzkach nazwy ,, funkcja wypukla™ i , funkcja wklgsta " uZywane sq odwromnie.

|
| @ Jezeli funkcja v = f(x) ma w przedziale

| (a:b)c D, pochodna f’(x) oraz drugq pochodng
| f"(x) ciagla i jest w tym przedziale wypukla, to

J dla kazdego xe(a;b) f"(x)20.

i @ Jezeli funkcja y= f(x) ma w przedziale

| (a;b)c D, pochodng f'(x) oraz drugg pochodng
f7(x) ciagla w tym przedziale i f"(x)>0 dla

| kazdego xe (a:b), to funkcja f jest wypukia

|

|

w przedziale (a;b).

® Jezeli funkcja fjest rozniczkowalna w przedziale (a;b), to méwimy, e funkcja f* jest
wklesta w przedziale (a;b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x,€ (a:b) styczna do
wykresu tej funkeji w punkcie o odcigte) x, jest polozona nad tg krzywa.

® Funkcja fjest wklesta w przedziale (a;b)c D, , jesli dla roznych x;, x, € (a;b) kazdy
punkt wykresu funkcji / dla xe (x; x,) lezy powyzej prostej (siecznej) przechodzacej
przez punkty (x,f(x;)) i (x.f(x;)).

“f(,.) . @ Jezeli funkcja y= f(x) ma w przedziale
. (a:b)c D, pochodna f’(x) oraz druga pochodng
f"(x) ciagia i jest w tym przedziale wklgsta, to

dla kazdego xe(a:b) f'(x)<0.

| @ Jezeli funkcja y= f(x) ma w przedziale (a;b)
| pochodna f’(x) oraz druga pochodng f*(x)
ciagla w tym przedziale i f"(x)<0 dla
kazdego xe (a:b), to funkcja fjest wklesta

w przedziale (a:b).

flx) T°

K

!
V)
[#
S \’h\ o

»
b

o
=




Funkcja i jej wiasnosci

Fllnkﬂa @ Funkcje £, ktérej zbior wartosci jest ograniczony, V Alf <M
Bgfalllmna nazywa si¢ funkcja ograniczona. MeR WD,

® Funkcje fokre§lona na zbiorze D, nazywamy parzysta,
ot /A\[Exe D, f(-2)= )]

parzysta

jezeli dla kazdego argumentu x € D, liczba —x € D,

oraz f(-x)=f(x).

re Dy

=
AY \‘:

flexo)l ) 4 @ Funkcja f jest parzysta wredy i tylko

IR A 0 L L | wtedy, gdy zbior D jest symetryczny

| wzgledem zera oraz os OY jest osiq
symetrii wykresu tej funkcji.

/)

_iﬂ \/ 0\./ -in

;_,‘.\f

Funkcja
nieparzysta

® Funkcjg fokreslong w zbiorze D, nazywamy
nieparzysta, jezeli dla kazdego argumentu x € D, /\[— xe Dy A f(-x)= -f{.r}]
liczba ~xe D, oraz f(-x)=—f(x). xeDy

@ Funkcja f jest nieparzysta wtedy i tyl-
| ko wiedy, gdy zbior D, jest symetry-
X | czny wzgledem zera oraz punkt
|
|

0=(0,0) jest srodkiem symetrii
wykresu tef funkcji.

/\ f(=x)=—f(x)

Dy

Funkcja
ciggta

w punkeiex,

@ Funkcje f zmiennej rzeczywistej nazywamy funkcja ciagla w punkcie xo€ D, wiedy
i tylko wtedy, gdy lim f(x)= f(x,), czyli:
=k
1° funkcja f ma w punkcie x, granice g,

2° granica g jest rowna wartosci f(x;).

Ciaglosé funkcji y= f(x) dla xe D,
| badamy:

7 ’O %o “ 1° obliczajac:

flxg) i ‘]L"'L f(x),

2° sprawdzajgc, czy:

lim f(x)=f(x).

]

albo

/ |0 S 5%
i ; . 1P jac:
Funkcja f nie jest ciagla w punkcie x;,. obliczajac . -
lim f(x) 1 lim fx),

f-‘lu I-.Ku

2° sprawdzajgc, czy:

lim f(x)= lim f(x)= flxg).

7o M & 1
Funkcja fnie jest ciggla w punkcie x;,.




Funkcja i jej wiasnosci

jFllI'lkG]l Glﬂﬂh ® Funkcje¢ / nazywamy ciagla w przedziale (a:b), jezeli jest ciagla
w przedziale w kazdym punkcie tego przedziatu.

® Funkcja f jest ciagla w przedziale (a:b) wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ciagla w przedziale (a:b) oraz f(a)= lim f(x) 1 f(b)= lim f(x).
i x=b

X =g

Twierdzenia o funkcjach ciaglych

Twierdzenie o cigglosci funkcji odwrotnej,
® Funkcja odwrotna do funkcji f'ciaglej i rosngcej (malejacej) w przedziale X jest ciagla i rosnaca
(malejaca) w przedziale Y = f(X).

Twierdzenie o dzialaniach arytmetycznych na funkejach cigglych.
@ Jesli funkcje f 1 g okreslone w przedziale X — R sa ciagle w punkcie x;, € X, to funkcje:

f+e f-g [-g % . (gdy g(x,)#0) sa ciagle w punkcie x;.

® Funkcja, ktora jest ztozeniem funkcji ciaglych, jest funkcja ciagla w swej dziedzinie.

® Jezeli funkcja fokreslona na pewnym otoczeniu punktu X, jest w tym punkcie ciggia

i f(x)>0 (f(x;,)t:{}),lo ANy Ay
istnieje takie otoczenie U i
punktu x;, ze dla A __-_-,{}f{ \ 5
kazdego x € U zachodzi flx) = / I o oy ; >
nieréwnosé¢ f(x)>0 e, S 5 L .
(lub odpowiednio f(x) <0 o % L G @
ub odpowiednio f(x)<0). X e = e
/ Lr h—-z;_-_—'
otoczenie x; otoczenie x;

Twierdzenie Weierstrassa (o przyjmowaniu wartosSci najmniejszej i wartodci najwigkszej).
@ Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale A=(a;b), to jest w nim ograniczona i w pewnym

punkcie tego przedziatu przyjmuje warto$¢ najwigksza ( fy;4x ) oraz w pewnym punkcie tego

przedziatu przyjmuje warto$¢ najmniejsza ( fygy )-

Juax = flez) SPCP—
JE) 9= = ='===ie
fla) ‘

® Jezeli funkcja fjest ciagla w przedziale (a:b), to
istnieja liczby c¢,, ¢, € (a: b) takie, ze:

fle)=fun = ':thf(t) fle3)= fuax = sup f(x), gdzie:

o (a; b)
inf f(x) (infimum) - kres dolny zbioru wartosci
e funkcji f'w przedziale (a;b), fun=1()

sup f(x) (supremum) - kres gorny zbioru wartosci
) funkcji /'w przedziale (a;b) .
Twierdzenie Darboux (o przyjmowaniu warto$ci pofredniej).

® Funkcja / ciagla w przedziale (a: b) przyjmuje wszystkie wartosci posrednie migdzy wartocia
najmniejsza i najwicksza tej funkcji w przedziale (a; b).

W szezegolnosci, jezeli f(a) i f(b) saroznych znakow, to istnieje taka liczba ¢ € (a; b), ze f(c)=0.




Granica funkcji

sw.'ma ® Sasiedztwem, o promieniu & punktu x, nazywamy sumg przedzialow
pm Xy (x, = & x,) U (xys x, + 8), gdzie 6> 0 i oznaczamy symbolem S(x;;8) .

x€ 8(xy:8) e xe (xg—8; %5 )U(xg5 Xg +8) = 0<|x = x| <

——l O P }
Xn— 6 X{} Xo + 6 X
_
sqsiedztwo lewostronne punktu xg sqsiedztwo prawostronne punktu xg

® Otoczeniem punktu x, (liczby x,) o promieniu € >0 nazywamy przedziat
nie p 0 Y Xp)op yp
punktu Xo otwarty (x,—€&:x,+€) i oznaczamy U(x,,£).

xeU(x,,€) &> XE (X, —€; X, +E) S X, —E<X< X, +€ & |x—x)|<E

N
S ¢

£ > O

Xg—& Xp Xp+E€

Granica funkeji w punkcie

Definicja Heinego.
® Funkcja f(x) ma w punkcie x, granice g, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,), gdzie
x,€ D, owyrazach x, #x, i zbieznego do x;, ciag wartoci funkcji f(x,)) jest zbiezny do g.
lim f(x)=g < (/\][[ A (x,€D; nx, #x) allimx, =x,)] = lim f(x,)=g}
| Xy ne 2 Nt n—toe
0N
Definicja Cauchy'ego. ¥ ,,\Q
® Funkcja f(x) ma w punkcie x, granice g, jezeli dla kazdej
liczby £> 0 istnieje taka liczba § >0, ze dla kaidefo

x€ S(x,:8)N D, speiniony jest warunek |f(.r) —-g|l<Ee.

lim f(x)=g = AV A 0<|x-x|<8 = |f(x)-g|<E e >
] >0 §>0 xe Dy o h_&-l X
/Kﬂ_—a/\b’t.r . 8) X +o

Uwaga: Definicje Heinego i Cauchy'ego sq rownowazne.

Granica funkcji w nieskorficzonosci (definicje Heinego)

® Funkcja f(x) ma w +o° granice g <

lim f(x)=g |
Py ﬁ.‘/‘\J[[(ane D,)A(lim x, =+2)] = "lil:].f(x")=g}.
lim £(2) ® Funkcja f(x) ma w +4oo granicg niewlasciwg —o= &
im f(x)=—e _
R @MU\ x e D) Adlim x, =+e)] = lim f(x,)=—}.
g ) | ® Funkcja f(x) ma w +eo granicg niewlasciwg +o &
im f(x)=+ece
x-bmf | u{f‘\l{[(,{y\‘.x‘"e D_,JA{"I%xn=m)] = nli_’nlf(.r,,)=+°°}‘
B _A'n'a_ngTc-:n‘_;e ;regam_y ;;:ar:'ce—li _:;_ Ht}_ ___________________
: \ Y Y
f e g
S \qf 48 /
_____ - _—— - 4 -q" 7
B \"/ s o A —
X 0 & / 0 X

=t e [

lim f(x)=g lim f(x)=+e lim f(x)=+ee lim f(x)=—o0 lim flx)=—e lim f(x)=g




Granica funkgcji
Granica niewtasciwa funkeji (definicje Heinego)

| ® Funkcja y= f(x) ma w punkcie x, granicg niewla§ciwg —o &

lim f(x)=—so |
aii | {\}[[ />(-t,.#xuf\.t,ED!)A(linl.r,,:.ru)] = lim f(x,)=—e0}.
_______ |_-—-—_—-_——____—-____—_——-.————-—.._.—._—

fiie, F ()= | ® Funkcja y = f(x) ma w punkcie x, granice niewladciwg +o &
e AMIA G =xaxeD)adlimx, =x)]= lim f(x,)=+]}.
________ I R AT S

Y ¥ I
I I
/NG S b
ARV dt

[ 2 N X o —x

lim f(x) = —eo lim f(x) = +oo
x=a3 11y

Granica jednostronna funkcji (definicje Heinego)

I ® Liczba g jest granicg lewostronng funkcji y= f(x) w punkcie x, <
| = f{\]{[,ﬁ (x,<x,AxX,€ Df)f\(ﬂli_‘"lxq =x)]= "Ii_r.r.l.f(x,,)=g}.

lim f(x)=g
x—4x;

. Aoy | ® Liczba g jest granicq prawostronng funkcji y= f(x) w punkcie x, <
X% |[ a/\{[/\(.t,,>.rnA.r"eD_,)A(lim.t,,zxn)]:o lim f(x,)=g}.

(x4) neN*

T ; :
b, f(e)mtes | ® Funkcja y= f(x) ma w punkcie x, lewostronng granice niewladciwg +o= &

il ] ] @[/\]{[/\(x,,<.xﬂz\x"eD,)A{limx,,=xu}]=> lim f(x,)=+oo}.
¥n neN" - n—= "= s
_____ % SO .- S - S N N e SOV RS |
| ® Funkcja y= f(x) maw punkcie x, prawostronng granice niewladciwg —== <>
lim f(x)
X | = {/\)[[/\(x">.1'{,A.t"eD,)A(limx,,=xu)]$ lim f(x,)==s} .
_____ e R e e e S
Analogicznie okreslamy granice: lim f(x)=+e i lim f(x)=—e0.
Y Y ' Y

i 00 ey

| |
g |
: /’\ : F |
@
1 7/ | )1
'y Vo . &
[
[

W o X ,/]’o % X |0 \' X)X
7 ]
lim f(x)=g lim f(x) =+ lim f(x)=-e \
X—+Xg X=X X=4xg
Y | . YI \Jﬁ\
& g
IANY l
A — A >
0 'xy —_—X 0%y / Y
lim f(x)=g I lim_f(x)=+oe Jlim f(x) ==
X=X X=X X—+Xq




Granica funkcji

Wiasnosci granic funkcji

@ Funkcja y = f(x), okreslona w pewnym sasiedztwie punktu x,, ma granicg w punkcie x; wtedy
i tylko wtedy, gdy ma w tym punkcie obie granice jednostronne i granice te sg rowne.
( lim f(x) istnieje wtedy i tylko wiedy, gdy llm f(x)=lim f(x)).

X=X ]

® Jezeli lim f(x)# lim f(x), to funkcja/nie ma granicy w punkcie x,.
=1y ]

® Jezeli lim f(x)=gi lim h(x)=p.to:

o lim (f(x)th(x))=gxp, o lim (f(x)-h(x))=gp,
X=bXy X=X
. f(x)_g
e lim ==, gdy p=0.
=x, h(x) p
® Jezeli lim f(x)=2oe, to lim——=0.
el Jtm fl)=y 1o -—--ﬂf( ) 1
® Jezeli lim f(x)=0 i f(x)>0 wpewnym sasiedztwie punktu x;,, to lim -)Tx)=+°°
X—bxy X=4Xg
® Jezeli lim f(x)=0 i f(x)<0 wpewnym sasiedztwie punktu x;,, to lim -ﬂ——m
X=4Xq 141, X
@ Jezeli lim f(x)=%c= i ¢>0, to limc: f(x)=des.
] r=4Xq
® Jezeli lim f(x)=2e i ¢<0, lollmc f(x)=Foo.
=1y
Symbole Przyjmujac,ze 0; —e=; +eo; 1 sggranicami pewnych funkcji,
nieoznaczone 0

wyrazenia typu: %: Z. Qe sm—oo; 0°; ”; 1* nazywamy

symbolaminieoznaczonymi.

H'guh de ® Jezeli funkcjef i k sa okre$lone i rozniczkowalne w sasiedztwie punktu x;,
I'Hospitala h(x)#0 i h'(x)# 0 oraz zachodzi jeden z nastgpujacych warunkow:
lim f(x)= lim A(x)=0 lub lim f(x)=zee i lim h(x)=te
i jesli istnieje granica Ilm f(( )) to istnieje granica lim f(( )) , przy czym:
o P e F)
=% h(x) B (x)
Niektdre granice funkcji
Je§li mne N, a,#01ib,#0,t0: lisas ]imﬂn.a.vc:al
0 gdy n>m ] =0 X
um
7;— gdv n=m i - ) X
lim a,x" +.+ax+a, o N g -L[P.J X=X ‘ILT-(I +:) =e
rote b x"+.+bx+b, |t A<mi >0
" 1 1
a, £
S v i =<0 = 2 —
gdy m<m b, < lll_’l'lza I‘I_IE(I +x) =e




Pochodna funkcji

lloraz roznicowy funkcji

Niech f jest funkcja okreslong na pewnym otoczeniu U punktu x,, za$ h # 0 taka liczba, ze x, +he U.
@ lloraz M = ﬁ

h Ax
dla przyrostu & zmiennej niezaleznej.

nazywamy ilorazem réinicowym funkcji f'w punkcie x,,

Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego Przyktady interpretacji fizyczne| ilorazu réznicowego

A £= s(ty +At)—s(t,)
Flxg+h) At At
As . : i : .
N A srednia predkos¢ poruszajacego sig punktu
[ materialnego w przedziale czasu Ar, gdy droga s
I(x) jest funkeja czasu ¢,
Ag _ qlt,+A1)-g(t,)
Ay= f(xo+h)—f(x,) Ay | Ag At At
ga=—— —1 — ‘4rednie natezenie pradu w przedziale czasu A t,
Azaih Ax | “&¢ € P P

gdy natgzenie g jest funkcja czasu 1,

1
Pochodna funkcji w punkcie

Sflxg+h)-f(x)

® Granicg wladciwa (jezeli istnieje) ilorazu réznicowego B T dla h dazacego do zera
nazywamy pochodna funkcji fw punkcie x, i oznaczamy symbolem f'(x,).
f(-ru +h)"f('ru)= liria f(-t)"f(xu)

h

=1 X=X,

f ’(-"u )= }‘1_'7“0

Interpretacja geometryczna pochodnej funkeji w punkcie

® Pochodna f'(x,) jest rowna tangensowi kata «, jaki tworzy z osig OX styczna do wykresu
funkcji y= f(x) w punkcie o odcigtej x; .

MNY : _
tga = (%)= lim LG+ 1) =/ (%) A [~ T N
e 5 f)f--=z2 ' \%
e & | /o I S
: - -
Aef s & s
F T
¥=f(xp)= f'(xy)(x = xy) —réwnanie stycznej do wykresu funkcji y= f(x) w punkeie (x,, f(x)) .
Interpretacja fizyczna pochodnej funkcji w punkcie
Jezeli punkt P porusza sig po osi liczbowej OS i wspoirzedna s punktu P jest P <
O 3 -5

funkcja czasu: s=s(t) oraz Ar+#0 oznacza przyrost czasu, to iloraz réznicowy
s(t+Ar)=s(r) _As

A Vi jest srednig predkoscig punktu P miedzy chwilamizi £+ At .

Granica tego ilorazu, gdy Ar— 0 jest predkoscia v(r) punktu P w chwili: v(r)= ifﬂ%= s'(r)




Pochodna funkcji

Pochodne jednostronne funkcji

@ Jezeliiloraz réznicowy L(f;)’iﬂ ma granicg jednostronng w punkcie X , to granicg t¢ nazywamy
el

pochodna jednostronna funkcji f'w punkcie x, i oznaczamy odpowiednio symbolami:
fl(x,) - pochodna prawostronna  lub  f’(x,) ~ pochodna lewostronna.

Fl(xp)= tim L= 1%0) £(x0)= lim LE=SG0)
=1 X=Xy =4A5 X=Xy
Pochodna f'(x,) istniefe wtedy i tylko wtedy. gdy obie pochodne jednostronne istniejq i sq rowne.
Pochodna @ Jezeli funkcja fma pochodna w kazdym punkcie x pewnego przedziatu (lub
flll'lkﬂll innego zbioru punktéw), to okre$lona na tym przedziale (zbiorze) funkcj¢
(pochodna jako s s J(x+Ax)=1(x) : G
funkeja) f(x)= .sh. E‘-——A.t nazywamy funkcja pochodna funkeji f.
Fﬂﬂkﬂll ® Funkcje fzmiennej rzeczywistej okre§long w pewnym otoczeniu punktu X,
réiniczkowalna nazywamy rozniczkowalna w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
pochodna funkcji /'w punkcie x, .

w punkeie x ® Jezeli funkcjafjest rozniczkowalna w punkcie x; , to jest w tym punkcie ciagla.

. & i ” i

Y o Roézniczkowalnoéé funkcji fw punkcie x,

badamy:
f(x)=f(x)

obliczajgc granice  lim
= X=X
Funkeja f nie jest rozniczkowalna albo
W punks:ic Xq- | ob“czajgc:
d : I ! . X )= X, ’
Y :C llm f{ ) f( 0)=f_(-tu)
: -y X=X,

f(-t)-f(xﬂ)____f:(xn'}

i lim
=y X=X,
Funkcja g jest rozniczkowalna oraz sprawdzajqc. czy f:(-‘:u)= f:(.t").

w punkcie xg

F“' Inklclal In @ Funkcje fnazywamy rézniczkowalng w zbiorze (przedziale), jeZeli jest
a rozniczkowalna w kazdym punkcie zbioru (przedziatu).
w zbiorze
Druga pnclladna ® Jezeli funkcja pochodna f” jest rozniczkowalna, to pochodng funkcji f*
nazywamy pochodng drugiego rzedu (drugg pochodng) funkcjif
i 0oznaczamy symbolem f”. £ x)=(f) (x)
Analogicznie okreslamy pochodne wyzszych rzedow.
Interpretacja @ Przyspieszenie a(t) jest pochodna predkosci wzgledem czasu, czyli jest

fizyczna drugie] druga pochodna drogi wzgledem czasu.
pochodnej a(t)=v'(t) czyli a(t)=s"(t) (s(1)=v(r)).




Pochodna funkcji

Twierdzenia o pochodnych

Jezeli funkcje fi g maja pochodne w punkcie x, to:
® [c-f(x)] =c-f(x) dladowolnej statej ce R
® [£(0)+g(x)] = ' (x)+ &(x)
® [/(x)-g()| = f(x)-g'x)
® [/ (x)-g(x)] = £'(x) g(x)+'(x)- £ (x)

° [f(x)] _f(x)- g(x)-g'(x) f(x)
2(x) [2(x)F
@ (flg(x)])=fTe(x) g (x), gdy funkcjafma pochodna w punkcie ¢(x), a funkcja g w punkcie x.

, gdy g(x)=0

Twierdzenie ® Jezeli funkcja y= f(x) jest ciagla
o wartosci w przedziale domknigtym (a; b) fle)
sredniej i rozniczkowalna w przedziale (a:b), )
: 3 to istnieje taki punkt ce (a;b), ze
(Lagrange’a) fla)t
b a ! i
f()f()f() e

Styczna do wykresu funkcji f'w punkcie (c, f(c)) jest rownolegta do
siecznej przechodzqcej przez punkty (a.f(a)) i (b,f(b)).

w-llﬂlk_l Jezeli funkcja y = f(x) jest rozniczkowalna w przedziale (a:b), to:

2z twierdzenia . {\Hf (x)=0¢&> funkcjaf jest stata w przedziale (a; b).
Lagrange’a -
e /(\M f(x)>0= funkcjaf jest rosnaca w przedziale (a; b).

. /I\Mf'(.t)‘c(}:: funkcjaf jest malejaca w przedziale (a; b) .
Whioski pozostaja prawdziwe dla przedziatow (—oo; b), (a; o), (—oo;e).

Powyisze wnioski stanowiq kryterium rozniczkowe badania
monotonicznosci funkcji.

Twierdzenie @ Jezeli funkcja fjest ciagla A
‘Rolle’a w przedziale domknigtym
3 {a;b) , i rozniczkowalna fla)=1 () ‘
wewnatrz tego przedziatu oraz ! : E
f(a)= f(b), to istnieje taki / | : !
punkt ce (a:b), 7 = a : ; S

ze f'(c)=0.
Styczna do wykresu funkcji [ w punkcie (c, f(c)) jest rownolegla do OX.




:¥% Pochodna funkcji

Wazér funkeji y = f(x) Pochodna f’(x) funkeji / Uwagi
B /()= () =0 ceR
Fe)=ax+b ox bl =

_' f(x)=ax® +bx+c (a.r2+bx+cr=2ax+b
flx)=x" () =a- x> ae R\{0,1}
fx)=Vx W3S =5 x>0

' f(x)=% (%) =;—? x#0

n Y 1

fx)=Vx (Vx) =— o ne MO x>0
f(x)=sinx (sinx) =cosx
f(x)=cosx (cosx) =—sinx

| —3 '= x¢£+kﬂ
flx)=1tgx (tgx) g g . kze .

- Y e x#km

fey=og g sin’ x da ke C

- fx)=a" (a")'=a’-lna a>0
fl)=e' () =e*
fx)=Inx (m)’:% x50
£(x)=1njy (1n|x|)'=% x#0

_ s a>0,a#l
f(x)"lognx (lﬁga I) -—m 50
o 1

f(x)=arcsin x (arcsin x) =ﬁ [x] <1
f(x)=arccosx (art:cosx)':‘/l;_lx_2 <1
f(x)=arcigx (arc tgx) ext
f(x)=arccigx (arc ctgx) =—

1+x




Ekstremum funkcji

Ekstremum lokalne funkcji

® Funkcja/ maw punkcie x,€ D, maksimum lokalne rowne f(x,) wtedy
'L'mlm i tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U punktu x, , ze dla kazdego
F': xeUND, i x#x, jestspelniona nierdwno$¢ f(x)< f(x,).

Y

o]
/(%) / :\\ Maksimum lokalne wyznaczamy

korzystajqc z rozniczkowego kryterium

istnienia ekstremum lokalnego funkcji.
—

otoczenie U

]
|(') ¥y X ‘

® Funkcja/ma w punkcie x,€ D, minimum lokalne réwne f(x,) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje otoczenie U punktu x,, ze dla kazdego
xeUnND, i x#x, spetniona jest nierownos¢ f(x)> f(x,).

ANY
y=f(x) / Minimum lokalne wyznaczamy korzystajqc
' ' z rozniczkowego kryterium istnienia
f[.l'(;) - - .9?":\.- | & v .
L > ekstremum lokalnego funkcji.
0 g X
—_—
otoczenie U

Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji.

@ Jezeli funkcja f ma w punkcie x,€ D, ekstremum i ma w tym punkcie pochodna, to f'(x,)=0.

I warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum funkcji.
® Jezeli funkcja f jest ciagia w punkcie x,€ D, i ma pochodna w pewnym sasiedztwie S(x,:0),
przy czym:
f(x)>0 dla xe(x,-8:x,) i f(x)<0 dla xe(x,; x,+0)

[ £(x)<0 dla xe(x,—8:x,) i f(x)>0 dla xe (x,;x,+8)],
to funkcja ma w punkcie x, maksimum |[minimum| lokalne.
Il warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji.
® Jezeli funkcja /° jest dwukrotnie rozniczkowalna w pewnym otoczeniu U < D, punktu x; ijej

druga pochodna jest ciagta w tym otoczeniu oraz f'(x,)=0 i f"(x,)>0 | f"(x,)<0], to
funkcja f'ma w punkcie x, minimum |maksimum| lokalne rowne f(x,).

B Ekstremum globalne (absolutne) funkcji

® Funkcja y= f(x) maw punkcie x,&€ D, minimum |[maksimum]| globalne, jezeli dla kazdego

x€ D, spelniona jest nierownos¢:  f(x)2 f(x;) [ F(0)< flx) ]




Styczna i

asymptota wykresu funkcji

Ilﬁ_wninie
stycznej do
funkeji f

® Jesli funkcja fjest rozniczkowalna
w punkcie x, oraz f(x,)=Y,,
to prostq

I:y=y, =f’(xn)(x_xn.)

~
e
) \"ﬂ" nazywamy stycznq do wykresu
V= .
) funkcji fw punkcie Py=(x;, ).
® ['(x,) jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej / stycznej do wykresu
funkcji f'w punkcie £, =(x,, ¥,)-
Tlllﬂlm hh Sfunkeje i g réz‘m'cz‘kawalilne w punkcfr.z Xg.
il : | — styczna do wykresu funkcji g w punkcie P,
l’mﬂwi k - styczna do wykresu funkcji f w punkcie Fy,
ﬂ’ tga=_g'(x,) -wspolezynnik kierunkowy stycznej I

funkeji

g = f'(xy) —wspolczynnik kierunkowy stycznej k.
¢ — kqr przecigcia krzywych w punkcie
Py =(xg, ¥o). gdzie 0°<¢ < 907 .

‘ f’(-‘-'u)‘g'(xo) |
|1+ /(%) &' (x0)|
® gdy 1+ 1(x,) g'(x,)=0, to wykresy funkcji [ i g przecinajq sie pod katem prostym.

® o= gdy 1+ f'(x,) g'(x) # 0

Asymptota
pionowa

@ Niech funkcjaf jest okreslona w pewnym lewostronnym sasiedztwie punktu x;.
Prosta o rownaniu x=x, jest asymptota lewostronna wykresu funkcjif, jeshi
lim f(x)=c0 lub lim f(x)=—ee.

e 7Y X=Xy
® Niech funkcja/f jest okreslona w pewnym prawostronnym sasiedztwie punktu x;.
Prosta o réwnaniu x=x, jest asymptota prawostronng wykresu funkcji £ jeshi
lim'f(.t)=w lub lim‘f(x)=—w‘

=41 i
® Niech funkcjaf jest okreslona w pewnym sasiedztwie punktu x; .
Prosta o réwnaniu x = x, jest asymptota pionowa (obustronng) wykresu funkcji f,
jesli jest jednocze$nie asymptota lewostronna i prawostronng tego wykresu.

; ANY N ¥
AY
o
5 x) [#) >
! 214 FAC
0 { f"‘. (e} Txo ,.X

m — asymplota pionowa
obustronna

| — asymptota pionowa
lewostronna

k — asymptota pionowa
prawostronna




Asymptota i punkt przegiecia wykresu funkcji

A:ymptota ® Prosta o rownaniu y=ax+b (a,be R, a#0) jest asymptotg ukosng

uko$na
(pochyta)

prawostronng (lewostronng) wykresu funkcji y = f(x), jezeli
tim [f(x)-(ax+b)]=0  (lim [f(x)-(ax+b)]=0).

Jezeli:

lim ﬂ'z)=a i lim (f(x)-ax)=b

—poe X

lub

f( ) i lim (f(x)—ax)=b

===

to wykres funkcji f ma asymptote ukosnqg y=ax+b.

® Jesli co najmnief jedna = granic

NY  y=f(x)
¢ lim £ [ —{-[—}-J lim [f(.r)—ax][ lim U(.\')-ax]]
T—ptee X f—s—sa X b b K=t —oe
0 nie istnieje lub jest niewlasciwa, to wykres funkcji f nie ma
““\ asymptoty ukosnej prawostronnej (lewostronnej).
@ Jeili a=0 1 be R, toprosta y=b jest asymptota pozioma.

M’mm @ Prosta y = b jest asymptota pozioma lewostronna (prawostronna) wykresu

‘pozioma

funkcji £, jesli lim f(x)=b (hm f(x)=b) gdzie be R.

ANY D NY
—

h x)
, > X ’\:y-\ 2
07 = \

1 0\/

y=b - asymptota pozioma lewostronna y=b —asymptota pozioma

A

B3

Punkt

® Punkt (x,, f(x,)) jest punktem przegiecia wykresu funkcji y= f(x), jezeli wlewo-
stronnym sasiedztwie punktu x, funkcja jest wypukia i w prawostronnym
sasiedztwie punktu x, wklgsta, lub odwrotnie.

® Jezeli funkcja y= f(x) ma w prze-
dziale (a;b) pochodng f’(x)
i druga pochodna f“(x) ciagta, to
punkt (x,, f(x,)), gdzie x,€ (a:b),
jest punktem przegigcia wykresu
funkcji y= f(x) wtedy i tylko
wtedy, gdy f'(x,)=0, f"(x))=0,
aznaki f"(x) w lewostronnym
1 prawostronnym sasiedztwie
punktu x, sa rozne.




Przebieg zmiennosci funkcji

Badanie
przebiegu
zmiennosci
funkeji y =f(x)

Badanie funkcji ma na celu uzyskanie wyczerpujacej informacji o tej funkcji.
Badanie przebiegu zmiennosci funkeji wygodnie jest wykonywac wedlug
schematu:

1. Analiza funkcji:
a) wyznaczenie dziedziny funkcji,
b) obliczenie granic na krancach przedzialdéw okreslonosci,
¢) wyznaczenie asymptot,
d) wyznaczenie punktow przecigcia wykresu funkeji z osia OX oraz osia OY,
) zbadanie parzystosci i nieparzystosci funkcji.
2. Analiza pierwszej pochodnej funkcji:
a) wyznaczenie zbioru, w ktorym funkcja fjest rozniczkowalna,
b) wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej,
¢) wyznaczenie zbiorow, w ktorych f’(x)>0 1w ktoérych f'(x)<0 oraz
okreslenie monotonicznosci funkcji,
d) wyznaczenie ekstremow lokalnych funkcji.

3. Analiza drugiej pochodnej:

a) wyznaczenie zbioru, w ktorym f” jest rozniczkowalna,

b) wyznaczenie miejsc zerowych drugiej pochodnej,

c) okreslenie przedzialow wklestosci | wypuklosci funkcji,

d) wyznaczenie punktow przegigcia,

e) wyznaczenie ekstremow funkcji (gdy nie wyznaczono ich w p.2).
4. Sporzadzenie tabeli przebiegu zmienno$ci funkcji (zebranie wynikow

z czesci 1, 2, 3).
5. Sporzadzenie wykresu funkceji.

AY

punkt
przegiecia

l

ekstremum lokalne

< / (minimum)

."(-tn) I

asymplota pionowa

asympiota pionowa

/ .
/' asymprtota pozioma

lewostronna

/ A oy x X
s ¥/
miejsca zerowe =/
funkcji 1/,
] J Q;r\.?
&R
Q8
VA
;‘?\._.;o.
FLE




Przeksztatcanie wykresu funkcji y = f(x)

Nazwa i opis Wzér funkeji po
przeksztatcenia przeksztatceniu llustracja graficzna
Translacja T
0 llmltlnrl y=/f(x-a) e,
ﬁ= £l 0 ="
fa. 0] X
a<()
t\.\' = o) =1 k—"\ 4
¥.4/-'—‘-\ Y
S 'o X
Translacja '
nwlaktorl y=f(.l')+b b>0 \.;f/“ +b =,
i=[0,b] . y"\ L—
2 /
NI o X"
b<() ¥
N {l‘%\\—/ ‘5-“ X "
Translacja Flx-a)+b ot AY
y= xX—-a N A
0 wektor _ ) i 7/\
i =[a,b] /\ St
S~/ O e
v
Symetria 2
osiowa wzgledem ¥ =~/ (%)
osi OX 7 X
) Rf(r)
. ¥
Symetria e T e
osiowa wzgledem Y=/ (%) = SIN_ £
1 0
osi 0Y NI LW =




Przeksztatcanie wykresu funkcji y =1 (x)

p::zkgai ;2:‘8“ :‘ggf '“"""l:nf:ﬂ llustracja graficzna
ia A :
s == %) N
wazgledem poczatku 3 YN/ «x
uktadu
wspdirzednych
s ] | \N
0 %
y=f(x|)

Powinowactwo i ¥ 1P
prostokatne y=a-f(x) % £

0 osi 0X | skali a & >
(a#0) %| v

Powinowactwo O<a<]l X @
prostokatne y f(%x] W e
0 osi OY iskali a

/\O \/!\
v’j @
(a#0) \




Catka nieoznaczona

Funkcja
pierwotna

@ Funkcja pierwotng funkeji rzeczywistej £, okreslonej na zbiorze D, c R,
nazywamy dowolna funkcje F taka, ze jej pochodna jest dana funkcja f.

@ Gdy zbior D, jest przedzialem, to kazda funkcja pierwotna funkcji f ma posta¢
F(x)+C , gdzie CeR.
Uwaga: Gdy zbior D, jest sumq przedzialow rozlacznych otwartych, wredy stale
Ce R mozna dobieraé¢ dowolnie na kazdym przedziale z osobna.

Catka
nieoznaczona

@ Catka nieoznaczona funkcji f nazywamy rodzing wszystkich funkcji pierwotnych
F(x)+ C, co zapisujemy:
[ — funkcja podcatkowa,
C - stala calkowania,
X - zmienna catkowania,
dx — wyrazenie podcalkowe,

j f(x)dx=F(x)+C

~ symbol calkowania

® Funkcje /, ktora w przedziale X ma funkcjg pierwotng F nazywamy catkowalng
w tym przedziale.

° {F{x}wf=[J'f{.ndrr=f(.r)

Podstawowe prawa catkowania

Catka z iloczynu funkeji

@ Ja _.f'{x'}rir=a--|'_{'{x]d.r. gdzie a€ R

przez stata
Galla sumy (62nly) @ [[(x)+ g(x)]ae= [ /(x)as [ )
xicpiai o [/(x)gx)dx=f(x)-ge)- [ 1 (x) glx)
e o [/lgl)}g )= ()dr, gasie 1=g(x) i dr=g!lx)dx
Catki funkcji elementarnych
|
Id.t=:(+c J--J; d.l'=%\f?+(‘ Iclgx dx=In|sinx|+C
1 1 )
Iﬂd.'(:a.t-i-c J_J;dmz&m Jcosz,t de=1gx+C , gdy cosx#0
Ix”dr: L oiec I L =—]-In[ax+b|+C ' I ——dx=—cigx+C , gdy sinx#0
n+l ax+b a : sin® x
dla n# - dla a#0
Ig_;—r=lnl.r|+C Isinxdx=—cos.r+(" v[x: -:-;.-3 dx =%arc !g%+C , dla a#0

Icmxdx: sinx+C

I%dr=afﬁin%+c L dla a0
a -x

I 3 ¥
e'dx=e"+C Ilgxd.r=—~lnlcos.r|+(' I —dx=Injx+Vx -a"|+C
J ‘ ;x‘—a' |
|
n l n+l 1 1 atrx .
I(ax-}»b) dx= (ax+b)" +C, dlan#-1. J' — dr=t;“|"l—_‘+C. dla a>0i|x#a
al(n+1) at -1t 2a la-x




Catka oznaczona

b
® Liczbg dana wzorem J f(x)dx=[F(x)]. = F(b)- F(a), gdzie F jest dowolng funkcja pierwotna

funkcji f ciaglej na przedziale (a: b) , nazywamy calkq oznaczong funkcji f w przedziale (a;b) .
a— dolna granica catkowania
b — gérna granica calkowania

Podstawowe wiasnosci catki oznaczonej

& ff(x)dr=0

@ f{( )d.r=fj'(r)dr+ff(x)d.r.gdzieaSch

] ff(r]d\‘sfg{t}dr gdy A\ Sflx)<glx).

e | ..l.‘
Pole figury
|P| — pole figury P, |P)| - pole figury P, |P5| - pole figury P, [P3] — pole figury Py
Y i
o d P=RURUP,
2 Ta b .
] ,A’ N
/ Fety S i i
1 I \f(‘ . >
I ) s v a P/ b X
] b 4
a i b X . . \/
|Pl=jf{1]ﬂ'l' |PT='JI(":)‘“ [P|= f(x]dt'ff(-()dx+Jf(I)dr
y AF P=RUP Dtugosé tuku krzywej L
v=g(x) y l \\“W-U g £6) Y 7 y= flx)
=T | P :
: L RIBAE ! '
o x, X o a 1 B Pz S i—> 5
X, R ‘T a . b

|P|= _[[g(t) f(x)]dx

|P|= -rf{t}dt+jg(r)dt

4= [Vi+ I F ax

Bb]etoﬁﬁ i pole powierzchni bryty obrotowej

V= ?EI[/(I)F dx

V — abjetosé bryly powstalej = obrotu
Sigury G wokol OX.

| V= JTJ‘[B(}' I dy

V — objetosé bryly powstalej
: z obrotu figury G wokol OY.

]
B =21 [\ )| i+ [ WF s

Py, — pole powierzchni powstalej
z obrotu krzywej y= flx),
xe (a:b) wokol OX.




Ciag liczhowy, ciag arytmetyczny

@ Ciagiem nieskoficzonym nazywamy funkcje okre$lona na zbiorze liczb naturalnych dodatnich
i oznaczamy (a,) lub (a,, a,,...).

® Ciggiem skoficzonym n-elementowym nazywamy funkcjg okreslong na zbiorze {1,2.3....,n},
i oznaczamy (a,) lub (4, a;.....q,).

® Ciggiem liczbowym nazywamy ciag, ktorego wartosci sq liczbami rzeczywistymi.

® Dlaciagu f: N* — R warto§¢ f(n)=a, nazywamy n-tym wyrazem ciagu.

? Monotoniczno$¢ ciagu

Ciag (a,) jest rosnacy < al Ciag (a,,) jest niemalejacy <> g
“.‘ . .
A‘ﬂ"“ -a” >0 a, = A,,aﬂ‘Pl -an 20 '8
neN ﬂ; . :' ne N .. {l
1234 : 1234 i
2 3 ; d . . . N
Ciag (a,) jest malejacy a T Ciag (a,,) jest nierosnacy <> 1a,
I -
| da, . “« e
m/\}w«!,,,,,l -a,<0. a; 2 ) ,.E/,b°a"+‘ -a,<0. .
04 . . . >
ast 1234 1234
Ciag (a,) jest staly & 14,
adisision Badajqc znak roznicy: a,,,—a, okreslamy
,,Q- a,—a,=0. monotonicznos¢ ciqgu.
2 n
\ 1234

® Ciag liczbowy (a,) nazywamy arytmetycznym wtedy i tylko wiedy, gdy jest co najmnie) trzywyrazowy,
i ktérego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego stalej
liczby r, zwanej réznica ciagu.

® Ciag (a,) jest arytmetyczny wtedy i tylko wiedy, gdy V A a,., = a, +r

reR penN*
@ Skofczony ciag liczbowy (a,, a,.....a,) nazywamy ciggiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
co najmniej trzywyrazowy, i ktérego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do
wyrazu poprzedniego stalej liczby r, zwanej roznica ciagu.

Wzdr na n-ty Witasnosci ciggu arytmetycznego
wyraz ciggu a,=a, +(n-1)r

arytmetycznego

s“ma n a = an-l +ar|+| = aﬂ-l& +al|v-.l
poczatkowych S =a,+a,+..+a,, +a " 2 2
wyrazéw ciagu B R et _
arytmetycznego dla 0<k<ninz2

Wz6r na sume n | ciagrosnacy | r>0
poczatkowych (a,+a,)-n _[2a,+(n—1)r]-n | | Monoto- . : |
wyrazéw ciagu S, = 2 = > nicznodé ciag malejacy | r< 0
arytmetycznego cagsaly ] =0




Ciag geometryczny

Ciag geometryczny (postep geometryczny)

® Ciag liczbowy (a, ) nazywamy geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co najmnie;
trzywyrazowy, i ktorego kazdy wyraz poczawszy od drugiego powstaje z pomnozenia wyrazu
poprzedniego przez stala liczbg g zwang ilorazem ciagu.
Ciag (a, ) jest geometryczny wtedy i tylko wtedy, gdy VR /}_a“, =a,'q .

qER ne

@ Skonczony ciag (a,, a,,...,a,) nazywamy geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co
najmniej trzywyrazowy, i ktérego kazdy wyraz poczawszy od drugiego powstaje z pomnozenia
wyrazu poprzedniego przez stalg liczbg ¢ zwana ilorazem ciagu.

Wz6r na n-ty Wiasnosci ciggu geometrycznego
wyraz ciggu
ﬂﬁﬂmﬂwmauu a" = 0. ‘qll—l ’ dla n2 2 ldnlz Jan»i y aa—j =Jan¢l 'a"_* N
dla O<k<ninz2
Suma n Monotoniczno$¢ | ciag ®g>lia >0 lub
poczatkowych < rosnacy | @ ge (0;1)ia, <0
wyrazdw ciagu =ata,+..+a, +a, ) )
geometrycznego ! ciag ®g>lia <0lub
malejacy | @ g e (0;1)ia,>0

Wzér na sume n : ®g=11lub
poczatkowych n-a, gdy ¢=1 ciagstaly | o 2 —0
wyrazow ciagu | § = a, (l -g" )
geometrycznego S 27 gdy ¢#1 —— lima =/ 84y =1V =0

l _q e [U, gdy |q! <l

@® Ciag geometryczny nazywamy naprzemiennym, gdy ¢ <0.

Szereg geometryczny

® Ciag nieskonczony (S,) o wyrazach:
S, =a
S,=a,+agq
53 =al -'-a'lql-"aﬁ?l2

n-1
S, =a,+aq+.+aq

nazywamy ciagiem sum czesciowych ciagu geometrycznego (a,) lub szeregiem geometrycznym,
co zapisujemy:

2 + n=| = 2 n=]
a]+a|q+a|q ...+alq +..= a] g

n=|

@ Ciag sum czeSciowych (S, ) ciagu geometrycznego jest zbiezny i ma granicg S
(szereg geometryczny ma sume S), wtedy i tylko wtedy, gdy Igl<1 lub a, =0 i wowczas:

S=limS,,=li. gdy |g/<1 lub $=0, gdy a =0
n—pos —'q




Granica ciagu

® Wyrazenie , prawie wszystkie wyrazy ciggu” oznacza ,wszystkie wyrazy ciagu nieskoficzonego
z wyjatkiem co najwyzej skoniczonej liczby wyrazow”.

Granica
‘wihasciwa
ciggu

® Liczba g jest granicg ciggu nieskoficzonego (a,). jezeli do kazdego otoczenia liczby g
naleza prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,), co zapisujemy a,—g lub lima,=g.

llma =g < AV /\!a -g|<e

£>0 meN* n>m
@ Ciag {c:,,). ktory ma granice wladciwg nazywamy zbieinym.

@ Ciagi, ktore nie sg zbiezne nazywamy rozbieznymi.

Granica
‘niewtasciwa
ciggu

® Ciag (a, ) nazywamy rozbieinym do +== witedy i tylko wiedy, gdy dla kazdej liczby M
prawie wszystkie wyrazy ciagu sa wigksze od M, co zapisujemy lim a, =+

llma =+4oo &3 /\VA:: >M

MeRmeN" n>m

® Ciag (a,) nazywamy rozbieznym do —== wiedy i tylko wiedy, gdy dla kazdej liczby M
prawie wszystkie wyrazy ciagu sg mniejsze od M, co zapisujemy lima, =—o°.

hma =—00 2 /\VAa <M

MeRmeN" n>m

® (/\ a,>0 A lima,=0) = Rt

H—pee A g

* I|m|a |z = thal}

n—ve=

'Twlertlzenla
0 ciggach
zbieznych

@ Ciag staly, czyli ciag. ktorego wszystkie wyrazy sg rowne pewnej liczbie a, jest zbieiny
i liczba a jest jego granica ( lima=a).

® Kazdy podciag ciagu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy.

® Jezeli lima,=ai limb,=b,to

n—poo n—hoo
° 1im(a,, -b,)=ab,

o lim(a, £b,)=atb. gdy b20 i b, #0.

. a a
e lim—=—,
b, b

H—boe

® Jezeli lima, =ai ]'I_‘l‘l“l b, = b i prawie wszystkie wyrazy ciagow (a,) i (b,) spemiaja
warun:;:,, <b,.wash.
Twierdzenie o trzech ciggach.

® Jezeli lima, =g i lim b, =g i jesli (c,) jest ciagiem, kidrego prawie wszystkie wyrazy
spehn;i;:wréwnosg :: <c, Sh,,to lime, =g.

n—to

Twierdzenia
0 zhieznosci
Ciggéw
liczbowych

Twierdzenie o ciggu monotonicznym. Warunek Cauchy'ego

@ Kazdy ciag niemalejacy i ograniczony z gory jest zbiezny.
Kazdy ciag nierosnacy i ograniczony z dolu jest zbiezny.
Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

@ Z kazdego ciagu liczbowego ograniczonego mozna
wybraé podciag zbiezny. ‘

zbieznosci ciggu.
@® Ciag (a,) jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy

AV A A|a,,—am|¢s.

£>0 pyeN* n>ng m>ng

Granice
 niektdrych
ciggow

lim ¥n =1

n—$oo

0 , gdy ae(0:1)

lima" =41 . gdy a=1
H—sem & . 1
+oo , gdy a>1 Jeéli a>0,t0 lim¥a=1.

H=—boa

- " L)
JeSli a>1i k>110 lim— =+,

n—ee pf

n
a
Iim[1+—) =e° - . a"
n—see n Jesli a>0,to lim—=0.

n=s= !




Rownanie i nierownos¢ z jedng niewiadoma

Rownanie z jedng niewiadoma

® Niech beda dane dwie funkcje /i g jednej zmiennej x o dziedzinach D, i D,. Réwnaniem
z jedna niewiadoma x nazywamy forme zdaniowg postaci f(x)=g(x), gdz:e te D,ND,,
® Pierwiastkiem (rozwiazaniem) réwnania /(x)=g(x) nazywamy kazda liczbe x, € D r~.D
ktéra spelnia to rownanie, tzn. takg liczbe, ktora wstawiona w miejsce x zmienia rownanle
w zdanie prawdziwe.
® Zbior wszystkich rozwigzan (pierwiastkow) rownania f(x)=g(x) nazywamy zbiorem rozwiazan
réwnania.
Zbiér rozwigzan rownania moze by¢: — skonczony (rownanie oznaczone),
- nieskonczony (np. rbwnanie tozsamosciowe)
— pusty (rownanie sprzeczne).
® Réwnania nazywamy rownowaznymi wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam zbior rozwiazan
i rowne dziedziny.

Wtasnosci J-"ic:(d?nc f:l _f““kci; y= f(;) .ﬁg;zie ,: lf’ . y= .e_(.r)f.(g;izie(r ;e 'Ds'i'
3 =nx), ZIE XE oraz Il <ce , L0 rownanie X)= X)je
réwnarizjedng s AR e
. rownowazne rownaniu:
niewiadoma
® [(x)+h(x)=g(x)+h(x)
® f(x)-h(x)=g(x)-h(x)

® 1(x)-h(x)=g(x)h(x), edy A h(x) 0
LS, xe D,
ﬁ}% gdy A h(x) 20,

dla xe D‘, r‘\f)}: ND,.

NierownoS¢ z jedna niewiadoma

® Nieréwnoscig z jedna niewiadoma x nazywamy kazda forme zdaniowa postaci:
f(x)<glx), f(x)sg(x), f(x)>g(x), f(x)2g(x).
gdzie xe D, N D,_, oraz [i g sg funkcjami jednej zmiennej o dziedzinach D, i D..

® Rozwigzaniem nieréwnosci z jedng niewiadoma nazywamy kazda liczbe X, € D, D, ktéra
spelnia te nierownos¢.

® Zbior wszystkich rozwigzan nierbwnosci nazywamy zbiorem rozwiazan nierownosci.

® Nierdwnosci nazywamy rownowaznymi wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam zbiér rozwiazan
I rowne dziedziny.

‘mlﬂlﬂ $ci Jezeli y= f(x), y=g(x), gdzie xe D, ,oraz xe D,nD_,t0
nler:wnoicl ® f(x)<g(x)e g(x)> f(x)
z jedng ® f(x)<g(x)e g(x)2 f(x)

niewiadoma
® f(x)sg(x)e f(x)=g(x) v f(x)<g(x)

® f(x)2g(x) f(x)=g(x)v f(x)>g(x)




Funkcja liniowa i rownanie pierwszego stopnia

¥

o
\%"f--?' 3

[ Kat nachylenia prostej do osi 0X

Al
0

/
4
B

h
e

o p “X
.'-' B

@ Katem nachylenia prostej / do osi OX nazywamy kazdy z dwoch katow skierowanych a
lub 180°+a , ktérych wspolnym ramieniem poczatkowym jest polprosta PX, a ramionami
koficowymi sa odpowiednio polproste P4 i PB. (Tangensy tych katéw sq rowne).

Funkcja liniowa

a — wspolczynnik kierunkowy prostej y=ax+b,

b
x =— — miejsce zerowe funkcji y=ax+b, gdv a#0.
a

® Funkcje fokre§lona wzorem f(x)=ax+b dla xe R, gdzie a,be R nazywamy funkcjq liniows.

® Wykresem funkcji liniowej fokreslonej wzorem f(x)=ax+b dla xe R jest prosta.
Roéwnanie prostej mozna zapisa¢ w postaci y=ax+b, gdzie xe R 1 a,beR.

a=tga =tg(180°+a). gdzie & jest kqtem nachylenia prostej y =ax+ b do osi OX,

a=0
Y AY
b
%
0 > 0 - - y=b_|° X
_-a- a
0° <o <90° 90° < <180° a=0°
® Jezeli a>0, to funkcja liniowa | @ Jezeli a<0, to funkcja liniowa | @ Jezeli a=0,to funkcja liniowa
jest rosnaca. jest malejaca. jest stata.
b Réwnanie pierwszego stopnia z jedna niewiadoma
@ Rownaniem liniowym z jedna niewiadoma x nazywamy réwnanie postaci
ax+b=0, gdzie a.beR. a — wspolczynnik przy niewiadomej x,
b — wyraz wolny,
X — niewiadoma.
Zatozenia i warunki | Postaé réwnania ] Rozwigzanie (pierwiastek) | Zbidr rozwigzan
| | b b Swnani
a%0 | $Er b= P e Rownanie
| o a oznaczone
a=01ib=0 0x+0=0 kazda liczba rzeczywista R .Réum!e
l tozsamosciowe
| . .
a=01b=0 0x+b=0 brak %) Rownanie
| sprzeczne

miec¢ Zadnego rozwiqzania.

Réwnanie liniowe moze mieé jedno rozwiazanie, nieskonczenie wiele rozwiqzan albo nie




4 Nierownosc pierwszego stopnia

® Nieréwnoécia liniowa z jedna niewiadoma nazywamy kazda z nieréwno$ci postaci:
ax+b>0, ax+b20, ax+b<0, ax+b<0, gdzica,beR.

Nierdwnos¢ Zbiér rozwiazan, gdy a > 0 Zbidr rozwigzan, gdy a < 0 Zhidr rozwiazan, gdy a = 0
Yo Y b=0 | b>0 | b<0
32 e
% - - 3 + +*16 5
ax+b>9 /g[o X |0 _%\?r [421 R @
: rozwigzaf)
(] (4]
a a
\.:? q*-p.
ax+b20 2 + |+ NS S R R @
/OI/_E X ]0 b X
’ b i b
a a
R . = trg -
ax+b<0 /;9/_& >x lo _'E\ X %] %) R
a a

4

L |
ax+b<0 “/lj/}i/—a, = " R | @ | R

(=== —-‘2)

a

Uwaga: znaki .+ wskazuja zbior argumentéw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie,
znaki ,,—" wskazuja zbior argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje warto$ci ujemne.

Nierowno$é pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

® Nicrownosci: ax+by+c20, ax+by+c>0, ax+by+¢S0, ax+by+c<0,gdzie a’ +b* #0 nazy-
wamy nierdwnosciami pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

@ Para (x,,y,) spehia nieréwnosé stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi x, y wtedy i tylko wtedy, gdy po
podstawieniu do tej nierdwnosci x, w miejsce x oraz y, w miejsce y, otrzymamy zdanie prawdziwe.

@ Kazda pare liczb spelniajacych nierdwnosé z dwiema niewiadomymi nazywamy rozwiazaniem tej nierdwnosci.

@ Obrazem graficznym (wykresem) zbioru rozwiazan nierownosci stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi
jest polplaszczyzna (z brzegiem lub bez), o krawedzi okreslonej rownaniem ax+by+c=0.

 f i 4
ax+by+c20 %‘:‘ ax+by+e>0

3
0\‘_ > v

- ” R

!




Rownania i nierownosci pierwszego stopnia gt
Rownanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

® Rownanie ax +by +c =0, w ktorym wspdlezynniki a.b,ce R , gdzie a® +b* 20,
nazywamy roéwnaniem liniowym (pierwszego stopnia) z dwiema niewiadomymi.

® Para (x,.y,) jest rozwigzaniem réwnania stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi x, y wtedy i tylko
wtedy, gdy po podstawieniu do tego rownania x, W migjsce x oraz y, W miejsce y, otrzymamy zdanie prawdziwe.
@ Obrazem graficznym (wykresem) zbioru rozwiazan rownania stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi

ax+by+c=0, gdzie a® +b* #0, jest prosta wyznaczona przez punkty [i 0 ] [0. % ) gdy ab#0.
a

Uktad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

@ Ukiad rownat {"l-r“‘bl."':‘-'l , gdzie a] +b] #0 i a3 +b] #0, nazywamy ukladem dwéch réwnan
ax+byy=c, liniowych z dwiema niewiadomymi x i y.

IS

d Metody rozwiazywania uktadu rdwnari pierwszego stopnia

Metoda podstawiania Metoda wyznacznikdw
Z jednego z rownan wyznaczamy jedng niewiadoma Polega na zastosowaniu wyznacznikow.
w zaleznoéci od drugiej i otrzymana zaleznos¢ wstawiamy _ a ‘
do drugiego rownania. Liczbe W=| ", |=ab, —a,b; nazywa sig
Metoda przeciwnych wspétczynnikéw wyznacznikiem glownym ukladu.
Mnozymy réwnania ukladu przez tak dobrane liczby, by _ w W, (wzory
nastepnie po dodaniu pomnozonych rownan stronami Jesli W=0,to x=—ﬁ5~. =W ,Cramera)

otrzymaé rownanie z jedng niewiadoma.

gdzie W, =

X

o & =¢b, — b

Metoda graficzna (przyblizona) e, by 2T
Rysujemy w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy i
kazdego z réwnan (dwie proste) i odczytujemy wspolrzedne W =L"l ‘!

punktéw wspolnych dla obu prostych. 7 e o

= @0, — 50, -

Liczba rozwiazan uktadu réwnari pierwszego stopnia .

Warunki llustracja graficzna Liczba rozwigzan uktadu
Dwie proste przecinajace sig
Y O
' W, Jedno rozwigzanie
W#0 W
Y W (uklad oznaczony
' y=—t af + ;,!-" <0 — uklad réwnan niezaleinych)
. a; +b; >0
Nieskonczenie wiele
W=0 rozwigzan
i W,=W,=0
>0 (uklad nieoznaczony
>0 — uklad rownan zaleinych)
W=0iW #0 Brak rozwigzania
X
= . (uktad sprzeczny)
W:Oi"j 210 a; +b; >0
al+b; >0




4 Funkcja kwadratowa

® Jezeli a#0, to funkcje fokreélona wzorem f(x)=ax®+bx+¢ na zbiorze liczb rzeczywistych nazywamy
funkcja kwadratows lub tréjmianem kwadratowym ( y=ax’ +bx+c, a#0 ).

a, b, ¢ — wspdlczynniki liczbowe funkcji kwadratowej (tréjmianu kwadratowego),

A=b’—dac - wyroznik funkcji kwadratowej (tréjmianu kwadratowego).

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x)= ax’ +bx+c¢ (a#0)zalezy od wartosci wyrdznika

A=b"-dac .
A<0 A=0 A>0
Liczba miejsc Jedno miejsce zerowe dwa miejsca zerowe
zerowyeh funkeji | ™7 T RS b -b—vA  -b+VA
X zerowych Xo=—— ¥ = X, = ————
y=ax +bx+c 2a ! 2 7 2a
Postaé Posta¢ ogblna y=ax’+bx+c da a#0

tréjmianu (e=p) +
o | = S ) 2 y=a\x—p q.
kwadratowego | posuc y=a[ b ) A b -A

i X4a—ll=7—
m kanoniczna 2a ia T 4 W
kwadratowej) 2a 4a
Posta¢ A<0 A=0 A>0
iloczynowa nie ma postaci 2 B
L iloczynowej y=a(x-x,) y=a(x-x)x~-x,)

_ Wykres funkeji kwadrato

® Wykresem funkcji kwadratowej f(x)=ax®+bx+c (a # 0)jest parabola o wierzcholku W =(§, i],

) ) 1 o - [-b -A
ktora jest obrazem paraboli o rbwnaniu y =ax” , w przesunigciu o wektor u = [E E:I ‘

a<( a<() i
MY
A<0 NY A=0
, >
X ‘.‘ ~
a “Y
a>0 a>0 AY
{Acﬁ \"” {A:O
W X
L & \“
| o >
o) . ‘> 0 X




Rownanie kwadratowe

® Jedli a-b-c#0, to rownanie kwadratowe ax’ +bx+¢=0 nazywamy zupelnym.

® Jesli =0 1(bh=0 lub c=0), to rownanie kwadratowe nazywamy niezupeinym.

® Rownanie postaci ax® +bx+¢c=0, gdzie a#0 i a,b,ce R nazywamy rownaniem kwadratowym.

Pierwiastki rownania kwadratowego

iﬁ;’iwadratowuuo
|

nazywane wzorami Viete'a.

=
| .
‘Réwnanie ™ ; 2
kwadratowe réwnania ax"+bx+c=0, (A=b —dac)
'I g Zatozenia
(a-b-c#0) | (warunki) e . 4<0
i ~b-vA
| Pierwiastki hE
| “ b nie ma
h ‘ti=.'=u_ : 2 et
| ~b+JE 2a pierwiastkow
Ay = 2
Zbidr ~b-vA -b+vJA b
rozwigzan . —— @
2a 2a 2a

Réwnanie ﬂPoslaé_ ax'=0 ax'+c=0 ax’+bx=0
AR réwnania
kwadratowe (b=0i c=0) (b=0i c20) (20 i c=0)
niezupetne

gdy a-c<0 gdy a-¢>0
(a#0)
- Pierwiastki x=0 X, =0,

-
X, =—yf——
a _
nie ma
; i ’ Xy ==——
- pff.’.f'“'fﬂ.\'fk(ﬂ" =
gyl
a
Zbidr ¢ c b

I rozwigzan {0} {‘ \/”:- . } %) {0. -;}
[
: Wzory Viete’a
Suma i iloczyn ® Miedzy pierwiastkami x,, X, rownania kwadratowego
pierwiastkéw ax’ +bx+c=0, gdzie a#0i A20
réwnania a jego wspolczynnikami liczbowymi zachodza zwiazki:




Nierownosci kwadratowe

1

~ Nierdwnos$¢ kwadratowa z jedng niewiadoma

@ Jezeli a#0, to kazdg z nieréwnosci postaci: ax’ +bx+¢>0, ax® +bx+c20, ax®+bx+c<0
i ax®+bx+c<0 nazywamy nieréwno$cia kwadratowg z jedna niewiadoma,

a>0iA=0
MNY
\ / Nierownosé ax’ +bx+c>0ax’ +bx+c20|ax’ +bx+c<ﬂl ax*+bx+e¢<0
+ & + +
ol s Zbidr { b } { b }
—— R\{—— R —_—
= rozwigzaf 5 2 a
a<0 i A=0
/]\ Y
o~
b ; Nieréwnost lax’ +bx+c>0 lax’ +bx+c20lax’ +bx+c<0lax* +bx+c <0
3 Zbvidr { b } b
& - R'\{——} R
rozwigzan a 2a
¥ a>0 1 A>0
\T / Nier6wnosé lax* +bx+¢>0 lax* +bx+c20|ax* +bx+c<0| ax’ +bx+c <0
A== = = = i
-
X \O x Zbidr
) 2 X rozwiazaf (—=o1x) Y (g 140 )| (—o0p xy y U (g 1 +00) (x):x2) (x:x5)
a<0 i A>0
Nierdwnosé [ax* +bx+e>0|ax* +bx+c20|ax’ +bx+c<0[ ax*+bx+c<0
mzz:::;'“ (xa:xy) {x21x,) (=oorxy Y (xy oo )| (—o0;xa )Xy 1400)
a>0i A<(
Nier6wnosé lax> +bx+c>0 ax* +bx+c20|ax’ +bx+¢ <0 ax* +bx+c <0
Zbidr
rozwigzan R R i 2
a<0 i A<0
T Y
> _;{ Nieréwno$é lax’ +bx+c>0 lax* +bx+¢20 lax’ +bx+c<0| ax* +bx+c<0
Zhidr
rozwiazan @ @ R R
Uwaga:  znaki .~ wskazujg zbior argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

znaki .~ wskazuja zbior argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

.



Wielomiany

@ Wielomianem jednej zmiennej xe R (funkcja wielomianowa) nazywamy funkcje okreslong wzorem:

Wix)=ax"+a, x"

1 : ;
+...+a,x+a,, gdzie neN, a,q,,...a,€R i a, #0.

n — stopien wielomianu (n€ N), a,.a,,....a, —wspolczynniki wielomianu, a, — wyraz wolny wielomianu.

Wielomian /}W(‘t) =0 albo W(x)=0 Wielomian zerowy nie ma okreslonego stopnia.
zerowy "
Rownos$é ® (x)=0(x) & /}H'(nr}: O(m)

- wielomianéw @ Wspolezynniki i stopnie wielomianow rownych sa odpowiednio rowne.

Podzielnos$é
wielomianéw

@® Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x)# 0 wiedy i tylko wiedy,
gdy istnieje wielomian Q(x) taki, ze W(x)= P(x) Q(x).

@ Jezeli W(x) i P(x) sa wielomianami oraz P(x) =% 0, to istnieja takie dwa jedno-
znacznie wyznaczone wielomiany Q(x) i R(x), ze W(x)=Q(x) P(x)+ R(x), przy
czym albo wielomian R(x)=0, albo stopiei R(x) jest mniejszy niz stopien
wielomianu P(x).

Wielomian Q(x) nazywamy ilorazem, a R(x) resztq z dzielenia wielomianu W (x)
przez P(x).

® Kazda liczbe r, dla ktérej W (r)=0 nazywamy pierwiastkiem (miejscem zerowym) wielomianu Wix).
® Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.
® Wiclomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek.

Twierdzenie
Bézouta

® Liczba r jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —r.

@ Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x—a, gdzie ae R, jest
rowna W(a).

Twierdzenia

o pierwiastkach

wielomianu

0 wspdtczynnikach
catkowitych

@ Jeeli liczba catkowita r#0 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) o wspélczynni-
kach catkowitych, to jest ona dzielnikiem wyrazu wolnego a,.

@ Jezeli ulamek nieskracalny {;- gdzie p,ge C\{0} jest pierwiastkiem

wielomianu W (x) o wspolezynnikach catkowitych, to licznik p jest dzielnikiem
wyrazu wolnego ;. a mianownik g jest dzielnikiem wspélczynnika a, .

Twierdzenia
o0 rozktadzie

® Jezeli liczby x, Xx,..... x, sa pierwiastkami wielomianu W (x) stopnia n, to
W(x)=a,(x—x)(x—x;)....(x=x,).

wielomianu @ Kazdy wielomian W(x) & 0 jest iloczynem czynnikéw stopnia co najwyzej
drugiego.

Pierwiastek @ Liczbe r nazywamy k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) stopnian

whlnmmv (k,ne N i k<n) wiedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny

wielomianu przez (x—r)" inie jest podzielny przez (x—r)'"' .

@ Liczba r jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) , wtedy i tylko wtedy, gdy
W(r)=Wwir)= .. =W*""r)=0 i w"*(r)20, gdzie
W™ jest k-ta pochodng wielomianu W(x).




Rownania i nierownosci algebraiczne

Réwnanie
algebraiczne

@ Rownaniem algebraicznym stopnia n nazywamy réwnanie postaci
a,x"+a, X'+ .. +ax+a,=0, gdzie a,#0 i xeR.

Pierwiastek
algebraiczny

@ Pierwiastkiem algebraicznym n-tego stopnia z liczby a nazywamy kazde
rozwiazanie rzeczywiste rownania.
x"=a, gdzie ne N\{0,1} | aeR.

@ Jesli n jest liczbg naturalng parzysta i @ 20, to rownanie x" =g ma dwa
rozwiazania:

x=Ya b x=-Va.

@ Jesli n jest liczbg naturalng nieparzysta i a <0, to rbwnanie x" =a ma jedno

rozwigzanie: r=-1la| .

Sposoby rozwigzywania niektérych rownan wyzszych stopni (n > 2)

Postaé réwnania Metoda rozwiazania
El'm. dajace ax® +bx" +¢=0 Poprzez wprowadzenie zmiennej pomocniczej
do : a a#0 x" =t (120, gdy n jest liczbg naturalng parzystg).
kwadratowego
Réwnanie , . ) Poprzez wprowadzenie zmiennej pomocniczej
zwrotne '+ax’+bx’+ax+1=0 | ,_,, 1
czwartego <"
stopnia
nl‘i'nmlh Jesli wielomian W(x)=a,x" +a, x""' +.+ax+a,
algebraiczne " -1 o PN e
stopnia n a,x"+a, x" +.4a,x+a,=0 | rozklada si¢ na czynniki

&0 a,(x—x)(x—x)..-(x-x,), (a,#0), to rownanie
a . = : i i p
" W(x)=0 jest rownowazne alternatywie rownan:

r=x5=0 v x—x,=0 v..v x-x =0.

Nieréwnos¢
algebraiczna

® Kazdg z nierownosci postaci:

f(x)>g(x). flx)<g(x). f(x)2g(x). f(x)sg(x).

gdzie /1 g sa wielomanami, nazywamy nierOwnoScig algebraiczna.

Stopniem nierownosci algebraicznej jest stopien wielomianu W(x)= f(x)-g(x).

Rozwiazywanie nierdwnosci algebraicznych postaci:

W(x)>0, W(x)<0, W(x)20, W(x)<0, gdy W(x)=(x—x,Xx=x;)(x-x,).

Metoda algebraiczna l Metoda siatki znakdw ] Metoda graficzna
Znajdujemy rozwiazanie | — Porzadkujemy miejsca zerowe x, 15,..., X, Szkicujemy w jednym
wykorzystujac wlasnosci | wielomianu W(x). uktadzie wspotrzednych
iloczynu. wykresy kazdego z czyn-

Znak iloczynu zalezy od
znakow jego czynnikow.

nikéw liniowych wielomia-

nu, traktujgc je jako funkcje

— Okreslamy znaki czynnikow w poszczegol- | i okre§lamy znak wielomianu
nych przedzialach, a nastepnie ustalamy znak w poszczegblnych
wielomianu W(x) w tych przedzialach. przedziatach.

‘ - Jesli x, <x, <..<x, , totworzymy przedzialy
(—oos iy ) (23 20 oo (g3 35 ) (g3 00)




Rownania drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi

® Jezeli A*+B%+C? #0, to rownanie postaci Ax” +Bxy+Cy” +Dx+ Ey+ F =0 nazywamy rownaniem

drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y.
® Kazda para liczb (x;, y,) spelniajaca rownanie drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi jest jego
rozwigzaniem.

t Obrazem graficznym zbioru mwlm réwnania dmlige stopnia z dwiema niewiadomymi
} moga byé, np.:
proste pokrywajace sig suma dwdch pra:lvch okrag

V4R X

(ax+b_1f+r): =0 | (ax+by+e, }(uz.r+h2_r+c-:)=0 ' (x-a)’? +(_vv‘.":]2 =¢

/

hiperbola elipsa | parabola

/

\ ’,’ b

R
VAN o o

2 2 2 2
X : x° oy y
— e . S i ——
I b P b y=ax> +bx+c x=ay +by+c

Uwaga: Kazde z powyzszych rownan ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
Réwnanie x* + y* =0 ma jedno rozwiazanie: pare liczb (0,0). Réwnanie x* + y* +1=0 nie ma rozwiazan.
Okrag, elipsa, hiperbola, parabola, ..., to krzywe drugiego stopnia.

Uktad rownai z n> 2 niewiadomymi

@ Koniunkcje m réwnan z n niewiadomymi x,, x5, ..., x, postaci:

Foulxp, %500, ) =0
gdzie f, (.r] % N ,1‘") sq funkcjami # zmiennych, nazywamy ukladem m rownan z n niewiadomymi.
@ Dziedzing ukladu rownan jest cze$¢ wspolna dziedzin poszezegolnych rownan ukladu.

® Rozwiazaniem ukladu rownan z n niewiadomymi x,, x,, ..., x, nazywamy kazdy ciag liczbowy (x;;, o2, diis g )
taki, Ze po podstawieniu x, = x,,, X, = X5, ..., ¥, = X, spetnione sa wszystkie rownania ukladu.

® Uklad rownan majgcy skoficzong liczbg rozwigzan, nazywa sig ukladem oznaczonym.

@ Uklad réwnan nie majgcy rozwigzania nazywa si¢ sprzecznym.

@ Uklady rownan, ktore maja ta sama dziedzing i ten sam zbior rozwiazan, nazywamy rownowaznymi.




Uktady rownan z dwiema niewiadomymi

® Jezeli W(x.y) i P(x.y) sa wielomianami odpowiednio stopni n-tego i k-tego (n 2 k) dwoch
W(x,y)=0

P(x,y)=0"

nazywamy uktadem réwnan n-tego stopnia dwoch niewiadomychx i y.

zmiennych, to uklad rownan postaci {

Analogicznie okresla si¢ uktad réwnan n-tego stopnia dla wigkszej liczby niewiadomych.
Najczesciej stosowane sposoby rozwiqzywania ukladéw rownarn wielomianowych:

— metoda podstawiania,

— metoda wprowadzenia zmiennych pomocniczych,

— metoda graficzna.

Uktad réwnari z dwiema niewiadomymi, gdzie jedno z réwnari jest stopnia pierwszego
a drugie drugiego

® Jesli f(x,y)=ax+by+c
i g(x,y)=Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F

gdzie a, b, c oraz A, B, C, D, E, F oznaczaja wspolczynniki i @' +b*>0 oraz A’+B*+C*>0,

S(x,)=0

g(x,y)=0"

nazywamy uktadem rownan stopnia drugiego z dwiema niewiadomymi (jedno z rownaf jest
stopnia pierwszego, a drugie drugiego).

to uktad postaci {

Gdy wykresem rownania f(x, y)=0 jest prosta, a wykresem rownania g(x, y)=0 jest krzywa
mmw_mutomwmmpmm.mdmmm ), to obrazem

A s I T e = fy)=0 _ . 15
zbioru rozwiazan ukladu {8(&}’_]’0 moze by¢, np:

jeden punkt dwa punkty zhidr pusty

b

N Y IL" _\‘\=0
,P(fl
(/]

0 / \’;{

Para liczb (x;,y,) jest Pary liczb (x,,¥,) i (x5.¥,) sa Uklad { flx ¥)=0

(x, ¥)=0
flx, y)=0 Sflx, y)=0 e

rozwiqzaniem uktadu {g . 90" rozwiqzaniem ukladu {g“. ¥)=0" nie ma rozwiqzania.

Jesli wykresem rownania g(x, y)=0 jest suma dwoch prostych /i I, oraz wykresem réwnania
f(x, ¥)=0 jest prosta /, , to obrazem graficznym zbioru rozwiazan ukladu jest prosta /, .




Uktad dwoch rownan stopnia drugiego

Uktady dwdch ® Jesli f(x,y)=Ax*+Bxy+C,y’+D,x+E,y+F,

réwnan drugiego i g(x,y)=A,x"+B,xy+C,y’ +D,)x +E,y+F,,
‘stopnia gdzie A, A, B, B,,C,,C;e R ,przyczym Al + Bl +CI >0 i A} + B} +C3 >0,
z dwiema fx,y)=0

to uktad postaci { ;

g(x,y)=0
nazywamy uktadem dwoch rownan stopnia drugiego z dwiema
niewiadomymi.

niewiadomymi

® Uktad dwaéch rownan stopnia drugiego z dwiema niewiadomymi moze
miec:
— jedno rozwigzanie,
— dwa rozwigzania,
— trzy rozwiazania,
— cztery rozwiazania,
— nieskonczenie wiele rozwigzan,
lub moze nie mie¢ rozwiazania.

Jezeli wykresami rownan f(x, y)=0 i g(x, y)=0 sa krzywe drugiego stopnia, to obrazem

. . flx, y)=0 . "
graficznym zbioru rozwigzan ukladu {g(x, ¥)=0 moze by¢, np:
jeden punkt dwa punkty
y g(x. ¥)=0 YA M.. Y glx, y)=0

(x;. )

fEiClEe s e DR Uklad ma dwa rozwiqzania (x),y,). (x3.¥3).
trzy punkty e
4 ' glx, v)=0
flx.y)=0 Y (x3 1)
——

(X, %)

0 X
X3 ¥2)

Uklad ma trzy rozwiqzania (x;,¥) . (x3,%) (x3,¥1) . |Uklad ma cztery rozwiqzania (x,,¥,) . (x3.¥2), (x3,¥3) , (x4, ¥4) |

nieskoriczenie wiele punkidw zhidr pusty
% ¢ YA
/ ™ glx, ¥v)=0 flx, ¥)=0
\l/ f(x, y)=0 )/\
\ / ; >y

~
E 'f)'l/ £ NG
\‘H. wdls
— JQ

o
Uklad ma nieskonczenie wiele rozwiqzan. Uklad nie ma rozwiqzan.




4 Nierownosci z dwiema niewiadomymi stopnia n = 2

Nierownos¢ stopnia drugiego z dwiema niewiadomymi

® Nierownosci f(x,y)<0. f(x,¥)<0, f(x,y)>0, f(x,y)20, gdzie f(x. y) jest wielomianem
drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y’ nazywamy nierownosciami drugiego stopnia
z dwiema niewiadomymi.

@® Rozwiazaniem nierdwnosci drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi jest para liczb, dla ktérych
dana nierownos¢ staje sig zdaniem prawdziwym.

@ Obrazem graficznym zbioru rozwiazan nierownosci drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi jest
zbior punktow plaszczyzny, ktorych wspolrzedne speiniaja dang nierownosc.

gdzie r>0, jestkolo k(O.r).

o . ; PR gy 0 2 2
Obrazem graficznym zhioru rozwigzan nierownosci X~ +y~ <r-,

Np.:
¥ Rozwiqzaniami nieréownosci x™ +y~ <r”, gdzie r>0, sq pary liczb
a ) g q par]
(x, ), ktére sq wspolrzednymi punktow nalezqcych do kola k(O,r).
\—D %\} Obrazem graficznym zbioru rozwigzan nieréwnosci C+yisr,

X4y, gdzie r>0, jest wnetrze kola k(O, r).
gdzie r>0
¥
. Obrazem graficznym zbioru rozwiqzan nieréwnosci
”~ 3 v ¥
0 X v<ax® +bx+c, dla a <0, jest zbior punktow plaszczyzny

lezqeyeh na paraboli vy =ax® +bx+c i ,ponizej” niej.

ySax3+bx+e,
gdzie a <0

Uktad m nierwnosci z m niewiadomymi

® Koniunkgcj¢ pewnej liczby warunkow postaci:

Tl Xy a0 X, ) €0
Salxoxg,0x,)<0
ol B eai X )RO 4
gdzie f, (.r, s Xy grany x”] sa funkcjami n zmiennych, nazywamy uktadem nieréwnosci (niektore lub
wszystkie nierownosci mogg by¢ stabe).
@® Uklad nierownosci jest okreslony na czesci wspolnej dziedzin wszystkich funkcji wystgpujacych
w nierownosciach ukladu.
® Rozwiazaniem ukiadu nierownosci nazywa si¢ kazdy taki ciag (x,,. Xy, .... X, ), ktory speinia
wszystkie nierownosci wystgpujace w tym ukladzie.
® Zbiorem rozwiazan ukladu nierownosci jest cz¢$¢ wspolna zbiorow rozwiazan poszezegélnych
nierowno$ci wystgpujacych w ukladzie.

Nie ma ogolnej metody rozwiqzvwania ukladow nierownosct.

W zastosowaniach praktyeznych przyvdatna bywa metoda graficzna, w ktorej postugujemy sie
wykresami nierownosci.




Funkcja wymierna

w
® Funkcje f(x): G((x)) . gdzie W(x) 1 G(x) sa wielomianami i G(x)=% 0, nazywamy funkcja wymierna,
X
Jej dziedzing jest zbior {x: G(x)=0}.

. ; : A Bx+C
Utamki ® Funkcje wymierne postaci: — lub /=,
(x—a) (x*+ px+q)
pr oste gdzie A.a.B.C.p.ge R p* -4¢<0; k,me N nazywamy utamkami prostymi.

® Kazda funkcje wymierng mozna przedstawi¢ jako sumg wielomianu i pewnej
liczby ulamkow prostych.

Funkcja homograficzna

ax+b
@ Funkcje wymierng postaci: f(x)=
cx+d

.gdy ad #bc i ¢#0 nazywamy funkcja homograficzna.

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola.

=ax+b , gy ¢#0 1 ad-bec<0 y= axtb ,gdy c20iad-be>0
cx+d cx+d
' Y N d
; X ==
a : st a
y=2 | . y=7
s B 3 e e TR
e = it
0 : ’ (2] b Y
i d @
N ¥
¥ =% — rownanie asvmptoty poziomej funkcji homograficznej, D, =R\ [ __d } ‘ a,=r\ { a } .
—d . . ) s N ) |l ¢ c
x =— — rdwnanie asymptoty pionowej funkcji homograficznej,
c
Réwnanie ® Rownaniem wymiemym nazywamy réwnanie postaci lg((x) =( . gdzie
. N N ) x
.\_wmlema W(x) i G(x) oznaczaja wielomiany oraz G(x) = 0.
Wix )
) _0 o Wx)=0 A Gx)=0
G(x)
@ Nierownosci postaci:
Nierdwnosé W(x)> W(x)<0 W(x)zo W('t)so
‘wymierna ’ ’ » ey
| G(x) G(x) G(x) G(x)
gdzie G(x)# 0 oraz W(x) i G(x) sa wielomianami, nazywamy nierdwnoscig
wymierna.

Rozwiazanie nierdwnosci wymiernej sprowadzamy do rozwigzania nierownosci
algebraicznej, korzystajac z nastgpujacych twierdzen:

0 Y6 W) 6(1)>0rG(x)20) @ 2 <05 (W(x)-G(x)<0AG(x)20)
G(x) Glx)

@ "g{(:}’zr} o= (W(x)G(x)20 A G(x)#0) & (W(x)-G(x)>0vW(x)=0)
o Y o W) G(x)<0 A G(x)20) & (W(x)-G(x)<0 v W(x)=0)

G(x)




Y Funkcja potegowa

® Funkcje f(x)=x" nazywamy funkcja potggowa. ® Dla ne N funkcja potegowa jest

® Dziedzina funkcji potegowej zalezy od wykladnika n. wielomianem.
Wyktadnik | Wz6r funkeji potegowej  Dziedzina Wykres
Y y 0
n=0 y=x? R\{O} IT y=x
107y X
n=2k, y=x R — y=i
gdzie ke N* y=x‘ — y=x'
, X
|
y=x . il — y=
n=2k-1, 3 R 1+ - ¥ xz
: y=x | ' ( _— y=X
gdsie ke N* . | él 5 o
y=x -1 N '
-=|-1
i
n=2k y=x" R\{0} R
#*EC- y__..x—“ [ = "::x_:
|
I : ¥4
n=2k-1, y=x" R\ {0} 1\\ — y=x"
i
o y=x" oy — r=x
ke C"u{0} ; 1-1
|
n= y=x: ‘ R*U{0} — y=x?
2 I
gdie ke {2,3,..} y=xf ‘ l , & i
i | 1
=.t4 : & = = ;
A | o ¥, e

I
® Funkcje: f(x)=x" i ¢(x)="x, gdv n=2k dla ke N* sqréwne, bo majq rowne dziedziny.
D,=D,=R"u{0}.

@ Funkcje: fx)=x" i g(x)=Yx,

— y=x
gdy n=2k~1 dla ke N"\{1} sq
rozne, bo majq rozne dziedziny 5
— y=x

D,=R"u{0}, D, ,=R.




Funkcja wyktadnicza [

® Funkcje f(x)=a" , gdzie ae R* \{l} nazywamy funkcja wykladnicza.
® Funkcja wykladnicza jest réznowarto$ciowa.

aY
O<a<l

1 Qa

.
>

0 1 X

l
|
|
|
|
|

® Wykres funkcji wykladniczej nazywamy krzywsg wykladnicza.

® Jezeli a>1, to funkcja wykladnicza y=a" jestrosnaca, a jezeli ae (0:1),
to funkcja wykladnicza jest malejaca.

® Funkcja wykladnicza f(x)=a" (ae R \{l}) jest funkcja ciagla speniajaca
warunek f(x,+x,)=f(x) f(x,) dla x,,x,e R (@v= =a"-a%).

Potega w rownaniach i nierownosciach

® Jedynym rozwiazaniem rownania @* =b , gdzie ae R* \{l},be R", jest liczba x =log, b .

Rdwnanie Zatozenia Wskazdwka

f—dowolna funkcja rozna od stalej

"ﬂr)=b ae R"\{l}ibeR" fix)=log, b
P [~ dowolna funkcja réina od stalej Zastosowac podstawienie a* =t , znalei¢ dodatnie
f(a ) =0 ae R \{1} pierwiastki rownania f(1)=0.
) i glx) | /-8~ dowolne funkcje rozne odstalej| Sprowadzic¢ do postaci a”™ =a**"%" korzystajqc
a = + 4
a,be R™\{1} z tego, e b=a""%" .
 dowolna funkeia riéna od stalei
a* = f(x) J:; . ;;‘F ::T 1} o e Rozwigzaé metodq graficzng.
@ Jezeli ae R*\{l}, to a"=a‘ & b=c, a’=a*" o f(x)=g(x).
ae(0:1) \"? YI : ae (l;+e) ANy
\"---ta 2}-
! |
g |
' a 2 |
1 | 2
x| | x, 0 x, "X
|
® Jezeli ac(0;1), to: | ® Jezeli ae(l;+), to:
%y X3 I X %

a’>a" & f(x)<g(x) | «a’>a" & f(x)>g(x)




Logarytm, funkcja logarytmiczna

a — podstawa logarytmu, b — liczba logarytmowana

log " b=c ¢ - logarytm = liczby b przy podstawie a (wynik logarytmowania)
Logarytm, definicje i wiasnosci
® Jezeliae R \{l} i be R™ |10 log,b=c&a" =b

Logarytmem dodatniej liczby b przy podstawie a, gdzie a € R* \{1}, jest wykladnik potegi ¢, do
ktorej nalezy podniesc a, aby otrzymac b.

Jezeli ae R*\{1} i beR' to: @ log,1=0 ® log,a=1 ® 4%"=p
._Lo;n‘;m dziesiqln; tjlo_garytm n;ad_sls;ie 10. N _logb =ce=10°=b
@ Logarytm naturalny, to logarytm o podstawie e. Inb=ce e =b
Prawa dziatar na logarytmach
(logarytm iloczynu) ® log, (b -b,)=log, b +log, by, gdyb.b,eR" iacR\{l}
(logarytm ilorazu) ® log, :’Li =log, b, —log, b, . gdy b.b,e R" i ac R"\{1}
(logarytm potegi) ® log, b:" =m-log,b . gdv be R .aeR"\{l} i meR

(logarytm pierwiastka) @ Iog":/; =llogﬂ b . gdv be R .ae R"\{l} i ne N\{0,1}
n

log, b
} — C . ) R‘ : o .\
(zmiana podstawy @ log.b log, a g9 bek" i ice M
logarytmu)
¥ ® log b= gdy a,be R"\{1}
log, a

Funkcja logarytmiczna

@ Funkcje f(x)=log,x , gdzie a € R \ {I}, nazywamy funkcja logarytmiczna.
Dziedzina funkcji logarytmicznej jest zbior R .

O<ac<l n }: D, =(0;+%) | a>1 ,\1}' . D, =(0;+)
| :\; CI_,(' it . y\ Gf =R
'f; 0 /i X
o >.\’

@ Wykres funkeji logarytmicznej nazywamy krzywa logarytmiczng.
® Jezeli a > 1, to funkcja logarytmiczna y = log, x jest rosnaca w calej swojej dziedzinie, a jezeli
a €(0; 1), to funkcja logarytmiczna jest malejaca w calej swojej dziedzinie.

@ Jesli a e R\ {1}, to funkcja logarytmiczna f(x)=log, x (x>0) jest funkcja odwrotna do funkcji
wykladniczej g(x)=a".

@ Funkcja logarytmiczna, to funkcja ciagla, ktéra dla x, x, € R" spelnia warunek
flx-x)=flx)+ flx,)  (log,(x,x,)=log, x, +log, x,).

@ Funkcja logarytmiczna jest réznowartosciowa.




Funkcja logarytmiczna [
ach i nierdwnosciach

==

® Jedynym rozwiazaniem rownania log, x=b , gdzie ac R*\{1} i be R jest liczba x=a" .

Réwnanie Zatozenia Wskazdwka
xe R°\\1}, aerR’ Skorzvstac = definicji logarvimu.
log . a=h !
be R\{0} ,\'b=u. skad x=a".
log,1=0 xe R \{1} | xe RY 1} il
[~ dowolna funkcja rézna od stalej i
log (@ =b xeR, f(x)>0. f(x)#1 »
rf LA flx)=a®
ae R \{1}, be R\{0}
log il 1=0 [~ dowolna funkcja rozna od stalej xe D,
xeR, f(x)>0, f(x)=] | '
log, /()= f—dowolna funkcja rozna od stalej ) =a b

xeR, f(x)>0
ac R"\{1}, beR

blog, f(x)+ clog, glx)=d /[, g — dowolne funkcje rozne od stalej | Skorzystac¢ z wlasnoéci logaryimu

xeR, f(x)>0i g(x)>0 i doprowadzi¢ réwnanie do postaci
. : b : d
ae R*\{1}. b, ¢, de R [7C]" - [g()] =a".
f( log,, x) =0 [f—dowolna funkcja rozna od sralej Zastosowac podstawienie log  x =1
xeR', ae R"\{1) | i rozwiqzac rownanie f(t) = 0.

xe R, ae R"\1}

log, x= f(x) [—dowolna funkcja rozna od stalej ‘ Zastosowac metode graficznq.

® Jezeli f(x)>0, g(x)>0 i ae R"\{l}, to log, f(x)=log,g(x) & f(x)=g(x).

¥

ae(o;l] : ek ae(l:+m) AY b
log, x, log, x,7---- /\ _\ots
—>
= o] 4 E ,I.'z X
X
Iugaxll

@ lJezeli v, x,e RY, f(x)>0, g(x)>0 i ae((;1),
to:

® Jezeli e R, f(x)>0, g(x)>0 i ae(l;+),
to:

e log, x,>log, x, & x,<x, e log, x,>log, x, & x, > x,

« log, f(x)>log, g(x)& f(x)<g(x)

|
|
|
|
|
[
| IOga 'rli --:
|
|
j
|
|
|
! o log, f(x)>log, g(x)= f(x)>g(x)




4 Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokatnym

C
a, B - katy astre w irajkqcie prostokqinym,
b “ ¢ - przeciwprostokgina,
a - przyprostokqina przeciwlegla kqtowi a (prayprostokqina przylegla do kqta ),
A Z Vd B b - przvprostokama przeciwlegla kqtowi f (przyprostokqtna przylegla do kqta «t)
i
@ Sinusem kata ostrego & w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dhinaiad
diugosci przyprostokatnej przeciwleglej temu katowi do dlugose przeciwprostokatnej. i
® Cosinusem kata ostrego & w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dhugosci okt h
przyprostokatnej przylegle) do tego kata do dluguéci przeciwprostokatne;. ¢
@ Tangensem kata ostrego @ w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dhugosci tgo= a
przyprostokatnej przeciwleglej temu katowi do dhugosci drugie) przyprostokatnej. b
® Cotangensem kata ostrego a w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunck dlugosci ctga="
przyprostokatnej przyleglej do tego kata do dhugosci drugie) przyprostokatnej. =

Funkcje A

MOnnmo- P=(x. ‘\'/‘\ @ — miara kqta skierowanego XOP,

ma 0X = poczqtkowe ramie kqta skierowanego «,

1
I
W r
dwolnago \ o : -;‘ OP > koiicowe ramig kata skierowanego a.
C
nh \\ / |OP| - promien wodzqcy punkmu P # 0, gdzie P=(x, y)
\‘x_ﬁ// Jjest dowolnym punktem lezgcym na koricowym ramieniu

kqta skierowanego .

r=|0P|=yF 55"

1 -—_‘_y,. =.{. =l =£
sma—r. cosa i tga x(xatﬂ). ctga y (r=0)

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

@ Sinusem liczby xe R nazywamy sinus kata, dla ktorego x jest miara fukowa.
Podobnie okreslamy funkcje: y=cosx, y=tgx, y=clgx.

Funkcja zmiennej rzeczywistej D, a; Okres podstawowy
f(x)=sinx R (=L1) 2
f(x)=cosx R (-L1) 2
flx)=tgx R\{x:}{x:%irkrr} R T
f(x)=ctgx R\{.t:kvrx=k-rr} R T




Funkcje trygonometryczne

Wykresy funkcji trygonometrycznych

y=sinx , xe R y=cosx , X€ R
y
1
/r (S n vjy.rr 2r X
e bmgrim oo M e TE 8583
n n .
y=1g x x#=+km, gdzie ke C v=cigx , x=zkm, gdzie ke C
i " VA : | [ Y4 ( i
| I i i | I I
| i 1 | | I I
| | I | | I I
| | ! | I I
~F b 1 - I 1 ! I 3
] ] ram . = | P I I _
4 I i 5 Ly [ ol r 3N\ 2 -
- Y LC B S S X 4 : .I% f TJL..‘-E_.___"
| I -1 < & | -1 = | |
I 1 I | 1 [ i
| I I | I I I
| | 1 i 1 I i
I | | i 1 1 i

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

s 2 2 . cosQ 1 ) .
sin“a+cos a=1 (jedvnka trvgonometrvezna) ctga =— =——0o  gdv sina#0 i cosa =0
sina 1 ; . sina  tga
tga = B , gdy cosa#0 i sina#0 )
ga cosa  ctga gay cosex b tga-ctgaxr =1, gdv sma=01 cosa=0
T 2
Fuﬂkﬁle sin2a = 2sina cosa tg2a = T__lgaz_ , gdv cosa 20 i cos20#0
2 2 -t o
podwojonego cos 20 =cos’ ot —sin’ o = *
y P 2
=]- = cig'a—1
kata =20 ctg2a =28 %" o sina0 i sin20#0
=2cos a—1 2ctga
Funkcje sin3a =sina(3cos’ & —sin’ & )=sina(3 - 4sin’ )
1 '] 3
potrojonego katz cos 3a = cosar(cos® & — 3sin’ )= cosa(dcos’ - 3)
a(3-tg’a
30=Ltzg). gdy cosa#0 i cos3a=0
1-3tg°ax
ctgalctg’a -3 : o
ctgda = —-g—(*-l—g—) gdy sina#0 1 sin3a#0
Jetg'a—1
»
" - 1+
Funkcje potowy in % =y [Imo00E cos% =4 [1HC08C
kﬂta 2 2 2 2
W+ lub =" wybieramy zaleznie od tego, do ktorej ,, éwiartki” nalezy koncowe
o
ramig kqta — .
i
a l-cosa : a l+cosa .
tg—= gdy sina 20 clg—=— gdy sinaz0
2 sina 2 sina




Funkcje trygonometryczne

Funkcje sin(a + B)=sinacos B+ cosasin sin(a— B)=sinacos f —cosasin f
trygonome- cos(a+ f)=cosacos f—sinasin cos(a— B)=cosacos B +sinasin f
ek iy tg(a+ B) tgar+t2p Iy cosa-cosff#0 i cos(a+f)#0
= rdy COSOLCOS 08
sumy B I—tgex-tgp B4
i réznicy cigeietgfi~i
l(il!liw ﬂg(a-'.ﬁ):clch[_uﬁ ; gdv sinaesinfB#0 1 sin(a+ )20
tﬂ(a‘.':{—f.?):—-"m‘_t!-"-éi . wdv cosa-cosf#0 i cos(e—p)=0
1+ tpa-tgf
clg(a-ﬂ):‘"'“—m-ilgM . wdv singesinf#£0 0 sin(e— )20
ctgfl —clga
Suma sina +sin =25in &5 _msa:ﬁ sina —sin =Zsina—;qcosa—;£
i réznica g -
osa+cos B = 2cos 2T P cos &P e g OB =P
funkcji cosa+cos = 2cos — 5 cosa —cos 8 ———...sstmT
trygonome- sii(e+/5) |
t tpf=—"—"= ey cose-cos 0
trycznych B8P = e -cosP gdy coseicos
ctga +ctgf = M@ . edv sing-sin 3 #0
sina -sin 8
tgax —tgf = im(a‘ ﬁ—) : gdv cosa-cosf3#0
cosa-cos B
sin(f -a) 5 P
ctga —ctgf = — —L edv sina-sinff#0
sina -sin 8
Wzory rézne

sin’ @ —sin’ B =sin(a + B)sin(a - B). sina + cosa = v2sin(45° + ) = V2 cos(45° - )

cos* @ —sin® B =cos(a+ p)cos(@-f). coso —sina = 2 cos(45° + ) = V2 sin(45° - a)
cos’ a—cos’ B =sin(a+ B)sin(f -a)
cosaeos f = _I; [cos(a + B)+cos(a— B)]

sinasin f = %[cos(a — B)—cos(a+ B)]

sinacos = %[ﬁin(a + B)+sin(a—B)]

; : a . t . p—
Dla kazdego kata « , dla kiorego isiniejg tg e . 1g — VOt —,; prawdziwe sa zwiazki:

2. lga 1-tg’ c: Ztga ctg’ -
sina = —%; cose = & tga = % clgo = za
1+1tg’ 1+1g’ 1-tg’ 2ctg
£ 5 £ ) £ 5 gz




Funkcje trygonometryczne

sin(—x)=—sinx tg(—x)=-tgx
cos(—x)=cosx ctg(—x)=—ctgx
Gdy ke C,to:  sin(x+2km)=sinx tg(x+km)=1gx
cos(x+2km)=cosx ctg(x+km)=ctgx

- Tabela zmiennosci funkcji trygonometrycznych ||
kat i [il:%] i [%;x) n [x;%x] 3 [%x;l:r. 2r
LayeN\l 0°] Tew. |9°| Tew [180° Imew. [270° 1V éw. | 360°
sina | 0 I N 0 0
cosa | | 0 N =1 :
tgoe |0
ctga |
E_F-r'. I-
3
—r
4
X l 0
0° I'S% 225 30° [ 45° | 60° [90°] 120°| 135° | 150° [180°| 225° |270°( 360°
: Ve-v2 [¥2-V2 | 1 |42 |43 B2 ] -2
sinx |0 N — | — = 0 -1 0
4 2 2 12| 2 2 2 2 2
J6+v2 |2+ 32 (43 |42 | 1 | B | e
cosx |1 2 > < |3 |3 (3-2—2 -3 —I—2 0 1
-3
tgx [0 2-43 | V2-1 g 1[5 el -V3 | -1 — |0 1 = o
nie ;
ctgx r:: 2443 [ V2+1 |43 |1 g 0 —-‘g 1 (- 1 | o
"r:‘- e _‘-__a.-.-;' = —-L_-—:'___‘g_._ e e e = SR o —EI&?)-
I éwiartka [Féwiartka 111 ¢wiartka IV ¢wiartka
n e 3 3
——a —+a - n+o e -+ 2r-o
6 2 2 2 2
90°~a 90°+a 180°—ax 180°+¢x 270°-a 270°+a | 360°-c
sing cos cosa sing —sing —Ccosc —~CosK —sina
cosg sinex ~sina —cosa —cosa —sina sina cosa
g o ctga —ctgor —tga 1gox clgo —clga —tga
ctg ¢ tgo —tgo —ctgo ctga tgox —tgo —ctgo

Uwaga: Powyisze wzory sq prawdziwe dla wszystkich a e R




Rownania trygonometryczne

@ Rownaniem trygonometrycznym nazywamy rownanie, w ktorym niewiadoma wystgpuje
wylacznie pod znakiem funkcji trygonometrycznych.

® Rozwiazaniem ogdlnym rownania trygonometrycznego nazywamy zbior wszystkich liczb
spetniajacych dane rownanie.

llustracja graficzna rozwigzania réwnania

Réwnanie [ Rozwiazanie podstawowe Rozwi&ania ogélne (xe R)
YN 2 i
I Saf | 1 1 O !
[ o 1 | ;-fl“ 1 I
tgx = 0 I ' S i | af | |
| | 1 I | |
lt {I y=0_ l ! : I. y=0
L T b 7
5 0o F “x | - o L /rx "
21 12 ) i 12 i
| I | I | |
I I | | . I
I | | i ] ]
i I
-
1t}e[T;§] =0 x=k- 1, gdzic ke C
YN &
! Sof ! P ¢
D e : RN |
! a Fy ! y=a ] | ," ' !
tgx =da 4 + : : al = 1 1 v=a
! : L /: I ; : / :
agh T 0%, X 7y ' e I &
_..3.1 0 | —2- X : Xg—n t Xg o F X+ :
I* [
: : ] I | |
| i | ! [ 1
| 1 ! \ ! !
-t K =
ﬁ:E[Ti:] X=X, x=x{,+kﬂ: , gdzie ke C
| 1 YAN= |
I ! & !
| 1 2] [ :
| % !
ctgx=0 : | * 'y=0
v=0 : ' L >N
— -r, N 0 i \ 2ty
(4 X - ? 1 |
[ ! <
l | ! !
1 ! 2 A I
I ! ' ! !
* n T P ; s
X € (0:7r) .\’—5 xX= 5 + KT |, gdzie ke C
YA i | YA -
o ] I Q I I
o [ [ 7 ! r=a
ctex=a a s, . y=a . \ a ' : Fy=
£ \ i | \ I \ )=
. ) - —
@exR ol % T2y L o=\ 9| x | Xg+ T Tk
| 1 ! i
I | ! |
I I ! I
I | ! '
I
xge(0m) X=X, x=xu~§-k7r ,gdzie ke C




Rownania trygonometryczne

lustracje rozwigzania rownania
sinx=a dia ac(-1;0)

gdzie ke C

Réwnanie | llustracja graficzna rozwiazania rownania:
Rozwiazanie Rozwiazanie ogdine
sinx =1 xe(0;2m) xeR
NY
ok I . v=I1
7/ i ANV AR
Iy ENTENS IS T
l: - -1 ? I k| k|t
) |
n
b xE | x=2+2kn . gdzicke C
; 2 | 2
| |
|
sinx=0 ANy |
fl’\&.‘ -1 |
} N AN N s
/ -2 t;: Xo ::\—/:'JT 3”\/41! 5\/ ?
T | Ly I
| x=0vx=r | x=km  gdzieke C
| |
-
sinx=-—1 AY '
e | 5 5
/ANI1IANNASYAS:
’ = 5 T 5 /
V4 = .G n\/.’!n’ m\?/m N\ | =
-1 ) y=-] 1
|
| | 3, ,
xX==N | .t=;rr+-krr.gdzuekec
| l
!
sinx=a , ANY
gdzie S e N\ N\ y=a
ae (0;1) vl $ 2N\ /i N\ /i N\ /s
e A IC I e % * x
T 3 [ | e e @
| 1 I
LS I x L
| .
Podobnie wykonujemy graficznq | X=Xy V=TT =X, : x=Xy+2kn v x=(m - x, )+ 2kn,
|

I




Rownania trygonometryczne

Réwnanie ] llustracja graficzna rozwigzania réwnania:
|Hm'l|ada Rozwigzanie ogéine
| xe(0;2r) reR
| |
Ny l
cosx=1 g | | y=1
1 :_ 1 S
-2 \-/ 0 [x;=0 2 \/ 4r \/ X
| = |
i
i l
| x=0 | x=2kr ,gdzieke C
cosx=0 ANy :
L\\‘ ~ | lm
(Qr .:! gll H
AN N\ATRS NS F
- i - ] ":
|
|x-xvx-3n'i X tkn . gdzieke C
T A x=—+Kkm ,gdzic k €
R - r
1 ! |
CcoSX = —
$ ANy |
= |
%, s I > :
ASRNASNANWYAWWEAR
7 P\ * N S~
: : : : X
: ! | . : y=-1
‘ |
l X=7 : x=n+2kr ,gdzieke C
. ) |
cosx=a, | Ny |
N ;
gdzie N5, panN /™ Y st V. - 5
ae (0;1) N\ A RN /it N\ AN (I
s\ N\ ¢ N /¢ *
q + | * t 4+ *
< =1 e F g 2 2
| | |
Poadobnie wykonujemy graficzny ix=x0 - x‘:z,:__xn; x=x,+2kn v x=-1x, +2km,

ilustragj¢ rozwigzania rownania
cosx=a dla ac(-1:0) |

gdzie ke C

@ Rownania sinx=a i cosx=a, gdy ae (—s—1)U(li+ee) nie

majg rozwigzan (sa to rownania sprzeczne).




Nierownosci trygonometryczne

S =
(01') ¥ /\1‘__ 2‘ X3 =KX
3 3 W *
y=a Ty~ ‘-"}‘"\\
N N = N /N
e A TIN5 aN_/§
L L L -1 L & e

sinxz2-lexe R sintyslexe R
gdzieke C

i3
sinx2 e x=—+2kn

siny<-lex=—mr+2knr,
2 2

Nierownoéci cosx > a (lub cosx 2 a, cosx < a, cosx < a) —rozwigzujemy podobnie.

=

ra ! ae R
, y=a

_jf

=

i
1
The: 1
1
1

n
Nierdwnosé Zbidr rozwigzan dla xe( -5 %] Zbidr rozwigzan dla x € R

n n ;
tgx>a [I‘;E] [.1-,+er ?+k:r) gdzieke C

n .
tgx2a (x,:E) (x, +krr—+k:r) gdzieke C
tgx<a (—%:x,) [ % krm, 1,+L:r) gdzieke C
tgx<a (—%:.t,) ( % km.x +kn), gdziekeC

NierownoSci ctgx >a, cigx2a, clgx<a, clgy<a

- rozwigzujemy podobnie.




T

® Jezeli ye <—E'?> i xe(-L1),to y=arcsinx & x=siny.
® Jezeli ye (0;mr) i xe(-L1),to y=arccosx & Xx=cosy.
i T .
® Jezeli _ve(—E 7) I xe R.to y=arcigx & x=1gy.
® Jezeli ye (0;r) i xe R, 1o y=arccigx < x=cigy.
: ; - 1 Y
y=arcsinx AT . y=arc cosx
i 'Sh 5 T
) R
D=(-L1) : §/ D=(-11)
| n
nr AT a=(o:nr) =
G: —?;— T i 7 &
2°2 —— roy 1
42 L 1 i ~
P —t—
| 0 ; :
i 0 1 E X i—]
[ A 2
-‘.”‘I- / 4 n
' 172
Y Al
y=arctg x N o y=arcctg x
S 2 | TR e |
) T VY=g %
D=R A B D=R m
O=(-%X x| a =(0:x) C
2'2 3L s s
' 0 'x A 0
v:arc‘%—" E’ X
........... ot P
< T 3
7, -5
3 2

Zwigzki migdzy funkcjami cyklometrycznymi

b4 A
arc cosx = JT —arc cos(— x)= - —aresinx,
i1
arctgx=-arctg(—x)= o arcctgx,
arc tg x +arc tg y = arc tg

arccosx=arcsinvl—x’ =arcctg

1 1
arc tgx =arc cos—J=1=arc ctg —,
14+x° X

arc sin x = arc cosv1l—-x* =

A . n
arc sin x =—arc sin(—x) =5 —arccosx, dla xe(-L 1)

dla xe (-1;1)

dla xe R

X+ y
| —,  dlaxy<l. dlaxeR A yeR A xy#l
— Xy

X

Ji-x'

dla xe {0;1)

dla x#0
X

X
arc tg —=—==, dla xe(0;1)
Vi-x°




Podstawowe pojecia geometrii

Pojecie
pierwotne
i aksjomat

® Pojecie przyjete bez definicji nazywamy pojeciem pierwotnym.

@ Pojecia pierwotne w geometrii, to: punkt, prosta, plaszczyzna, przestrzen.

® Aksjomat to zdanie, ktorego prawdziwos¢ przyjmuje si¢ bez dowodu.

Przyktady aksjomatéw w geometrii

Geomelria ptaszczyzny

Geometria przestrzeni

Przez kazdy punkt ptaszczyzny przechodzi
nieskonczenie wiele prostych.

Przez kazde dwa punkty przestrzeni przechodzi
nieskonczenie wiele plaszezyzn.

Przez kazde dwa rozne
punkty przechodzi

Przez kazde trzy punkty, nie

nalezace do jednej prostej, y ;
przechodzi dokladnie jedna ”

dokladnie jedna prosta. A 3
plaszczyzna.
Przez punkt nie lezacy /__J__,_":-—- Przez punkt nie lezacy na »
na prostej / przechodzi I plaszczyznie « przechodzi A
dokladnie jedna prosta k e dokladnie jedna
rownolegta do prostej / Nl plaszczyznafi rownolegla
(aksjomat Euklidesa). do plaszczyzny a. allp

Figura geometryczna

Figura plaska ® Kazdy zbior punktow plaszczyzny nazywamy figurg plaska.
® Figura plaska jest ograniczona, gdy istnieje kolo, w ktorym ta figura sig
zawiera.
@ Figura plaska jest nieograniczona, gdy nie jest zawarta w zadnym kole.
Figura ® Kazdy zbior punktow przestrzeni nazywamy figura przestrzenna.
p p
przestrzenna ® Figura przestrzenna jest ograniczona, gdy istnieje kula, w ktorej ta figura
sie zawiera.
@ Figura przestrzenna jest nieograniczona, gdy nie jest zawarta w zadnej kuli.
Figurawypukta @ Figure nazywamy wypukia, jezeli kazdy odcinek, ktérego korce naleza do
figury, zawiera si¢ w tej figurze.
Figury ® Figury f; i f, nazywamy figurami przystajacymi (/, = f,), gdy istnieje

przystajace

izometria przeksztalcajaca figurg f; na figurg ;.

Figury podobne

® Figury /, i fy nazywamy figurami podobnymi ( f, ~ f,), gdy istnieje

podobienstwo przeksztalcajace figurg £ na figure f;.




Wspotrzedne punktu, odlegtosc

A, B, C, ... —oznaczenia punktow, A=(x,,v,)—punkt A o wspolrz¢dnych x .y ,.

Wspotrzedne punktu:

na osi na ptaszczyinie w przestrzeni

Z

A=(x,) B={x3.y3)

- W

Odlﬂm @ Odleglos¢ migdzy punktami 4 i B oznaczamy symbolem |AB].

mledzv @ Dla dowolnych punktéw 4, B, C:
dwoma 1° |ABle R, U{0}, 3° |AB|=|BAl,
p““mml 2° |AB|=0 wtedy itylko wtedy, gdy A=8, 4° |AB1‘5|AC|+JCB| (nierownosé trojkqra).

® Punkt C lezy miedzy punktami 4 i B, gdy | 48| = | 4C1+|CBI.
® Trzy punkty A, B, C sa wspélliniowe (leza na jednej prostej), jesli spelniony jest jeden z trzech

Mamkows —— W e ™ v
|4B|=]AC|+|CB| |4C1=|4B|+|BC) [BC|=|BA|+|AC]
na osi na ptaszczyinie w przestrzeni
Z
} ~B=(xg.75) il i s
“ A=(x,,y

|AB}=|-‘3 “-‘AI IABT = 'J(-‘s =Xy .}2 +(¥p— s }: |A3f=\’(—"ﬂ =X )2 +(yg—¥a )1 +(z5—2, ):

Odlegto$¢ punktu od figury

@ Odlegloscia punktu 4 od niepustej figury / nazywamy :
liczbe inf{lAP|: Pe f} ioznaczamy ja |A, f]. A g |A. f|=d
Odleglosciq punktu A od figury domknigtej f jest dlugos¢

najkrotszego z odcinkow AP, gdzie Pe f .

Odlegtos¢ punktu od prostej (pfaszczyzny)

P P
@ Odlegtosc d punktu P od prostej / |P.l|=d
(plaszczyzny @) jest rowna odleglosci tego d
punktu od jego rzutu prostokatnego P’ na ! P
prosta / (na plaszczyzng a). g d =|PP a i
Odlegto$é punktu od prostej na ptaszczyinie Odlegtosé punktu od ptaszczyzny w przestrzeni

P=(xp,¥p.2p)

P' - rzut prostokatny P
na plaszczyzng a

a: Ax+By+Cz+D=0
gdzie A>+B*+C*>0

o Axp + By, +C| |Ax, + Byp +Czp + D)
Jezeli |P,l|=|PP|=d, 10 d=‘7”1_“'_1—- seli UPPl=d  to 0=ttt lh
Al Bl Jezeli |P,a|=|PP|=d,to Ji LB+

I: Ax+By+C=0
gdzie A*+B°>0

P'—'[."p._l'pj




Wektor

=3 - - . - 3
AB. CD..... ii. V, ... — oznaczenia wektorow swobodnych lub zwigzanych (zaczepionych),

[w,] —wspolrz¢dna wektora "

—
. A = poczqtek wektora _.:tB i na osi OX,
/ B — koniec wektora AB. [u,] wspolrzedne wektora u
—» — [IJ ol ]. v i
4 i |AB|, |u| - dfugosc wektora AB, i, u, na plaszczyznie XOY,
.__H .

u . -
© |~ wspolrzedne wektora u
[n'. W, u. ] u,

U,

0 — wektor zerowy
w przestrzeni XYZ.
® Wektorem zwigzanym (zaczepionym) nazywamy uporzadkowana par¢ punktow.
—5
® Wektorem swobodnym wyznaczonym przez wcktoi’ zwiazany AB nazywamy zbior wszystkich
wektorow zwiazanych przystajacych do wektora AB .
® Diugosé wektora (wartos¢), kierunek i zwrot wyznaczaja jednoznacznie wektor swobodny.

Wspotrzedne wektora:

na osi na ptaszczyZnie w przestrzeni
AY
) Yo h--op B=(xp.38) B=(xg.¥5.25)
A i B ’ ﬂ st \
>y Xi \,l/ I A={X4: Va3
X, 01 X > >
4 ) V i X
_____ Vi X
A=(x4.¥,4)
y
— —> -5
AB=[x;-x,] AB=[xy=x,, y5 = ¥4l AB=[xg=x4, 5= ¥ar 25~ 24l
lub lub T
8~ %A
= [ xg=X s
AB=[ 8 :l:| AB= .‘Ib'_)hﬁ
Ya—Ya L
= Zg— I
AB=u= - -
=[""ﬂ_‘t»\]=i"'] AB:J:[-"B""4-,"::_,"4]:]"--".1 AB:‘;=[-"R"I4-."H_."m:R'":a]=[“|-“\--“;]

® Jezeli A=(x,), B=(xz), 0 liczbg u,=x;—x, (miar¢ wektora AB na osi) nazywamy
wspolrzedna wektora A}} na osi.

® Jezeli A=(x,, v, B=(xg. yg). toliczby u, =xz—x,, u,=yg—y, (miary sktadowych
wektora AB na osiach) nazywamy wspolrzednymi wektora AB w ukladzie XOY.

Analogicznie okreslamy wspolrzedne wektora w ukladzie XYZ (skladowe wektora — patrz str 78).

Diugos¢ wektora:

na osi na ptaszczyinie W przestrzeni
zeli Jezeli
Jezeli AB=[xy—x,]| Jezei
— = ) .
=l AB=[xy =Xy ya =34l (‘?=["‘-H.]} AB=[xg—x4.¥5=Ya 25—l (u:lu.-u..u;]}

o 2 2 = 3 3
to |A_é|=|.1'3 x|, | O |AB|=J(.(R-J.‘A) +(yg=ya)» |10 fABl:J(-fn_-ﬁ)—'*'(,\’a_}'_q)z +(zp=24) »

s - _ [ g
] =u| lual = yu +uy (| = yui +u} +ul )




Wektor

Pojecie | W geometrii syntetycznej W geometrii analitycznej na ptaszczyZnie
Rownos$é ® Dwa wektory sa rowne, gdy maja | ® Dwa wektory sa rowne, gdy maja
wektoréw ten sam kierunek, zwrot i dlugos¢. odpowiednie wspotrzedne rowne.

¥
B ‘/7“ / i /" Y
i - 4 ,
-l/ ¢ C
b
lo X
— — E—-[u,.ul] L {u.=p‘
AB=CD u=vée
i" O LT u) = v\
Wektory @ Dwa wektory sa przeciwne, gdy @ Dwa wektory sa przeciwne, gdy
pnaclwna majg ten sam kierunek, rowne ich odpowiednie wspotrzedne sg
dlugosci i przeciwne zwroty. liczbami przeciwnymi.
! B . D
B D i /
4/ f/ */ ¢
S
[0 X
- -
AB=-DC
u=[u, u, B =
- — . ==\ : -
AB, DC - wektory przeciwne. V= [\'._p‘ {“. ==V,
Suma wektoréw
Jezeli
i=la,.a,] i b=[p.b,],
to
c=da+b I
a+b =[a‘ +b,,a, +b_‘,]
Zasada trojkqta
Réinica Roznica wektorow d@ib jest wektor
wektoréw rowny sumie wektora a i wektora
przeciwnego do wektora b .
Jezeli

(i:[(j'“a‘] 1 5=[b..b‘.]9
1o

Ei—!;=[a, -b,,a, —b‘].




® Katem migdzy dwoma niezerowymi wek
torami @ i v nazywamy kat wypukly,
ktérego jedno rami¢ ma kierunek i zwrot
wektora i, a drugie ramig, kierunek
1 zwrot wektora v.

Kat migdzy
wektorami

w geometrii syntetycznej

w geomelrii analitycznej na ptaszczyinie

lloczyn wektora
przez liczbe:

® Jezeli a jest wektorem niezerowym
i ke R\{0},t0 w=k-a jest wek-
torem o wlasnosciach:
1° wlla ,
2° [if=Jkl-fal,
3°dla k >0 zwrot w jest zgodny ze
zwrotem a,
4° dla k<0 zwrot w jest przeciwny
do zwrotu a,
5°dla k=0 wektor k-a jest
wektorem zerowym.
@ lloczyn wektora zerowego przez liczbg
rzeczywista jest wektorem zerowym.

Jezeli d=[a,.a | i keR,

to  k-a=[k-a,.ka,]

@ lloczynem skalamym v dwach
niezerowych wektorow i v nazy-
wamy liczbe rowna iloczynowi
dlugosei tych wektoréw i cosinusa
kata migdzy nimi.

lloczyn skalarny
wektordw

v uov =|ul-|v|-cosax

Jezeli u =|":-“. ] v '_’["_. WV, ]

to HoV=u_ v, +u, v,
Hov R R o

] ¥ Juf +u_f Jvf +v_f

cos(4 (u.v))=

® Jereli ii=0 lubv=0.t0 iiov=0.

® ici=(a) =il

Wektory
prostopadte

@ Dwa niczerowe wektory sg prostopa-
dle, gdy kat migdzy ich kierunkami
jest katem prostym.

@ Wektor zerowy jest prostopadty do
kazdego wektora,

@ Dwa wektory sa prostopadte wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy ich iloczyn skalarny jest
rowny zero.

WLy & iov=0 & uyv +uyv, =0

(Warunek prostopadiosci wektoréw).

@ Dwa niezerowe wektory sa réwnole-
gle, gdy kazdy z tych wektorow jest
iloczynem drugiego przez pewna
liczbg rzeczywistg rozng od zera.

Wektory
réwnolegte

@® Wektor zerowy jest rownolegly do
kazdego wektora.

Jezeli v#0 , t0:

@® Wyznacznikiem wektorow
i=lug i i7=[l".\-".
nazywamy liczbg

u"

d@.i)="

S UV~ UV

My
v

b

\d (i, 7 =l [¥]-sin(< @.7))

iy e M{E:k-x"}v(\‘:k-ﬁ)

® Dwa wektory rownolegle nazywa sig
kolinearnymi.

Dwa wektory sg rownolegle, gdy ich
wyznacznik jest rowny zero.

||V e di,v)=0

{Warunek rownoleglosel wekiordw),




-3 Wektor

lloczyn skalarny w przestrzeni

Cosinus kata migdzy wektorami w przestrzeni

Jezelia=[a,,a,.a.]ib=[b b b ] 10

deb=a,-b,+a, b, +a,b.

Jezelia=[a,.a ,a.]ib=[b,.b.b.] to

b ) dob ~ ab +ab +ab.
cos(3(a.5) (a[1b1 Ja+a +a: -Jbr+b +b;

Warunek prostopadto$ci wektoréw w przestrzeni

Glb esioh=0

a,-b,+a, b, +a.-b.=0

Warunek réwnolegto$ci niezerowych wektoréw
w przestrzeni

Jesli @, b - wektory niezerowe, to
ilbes V a=kb

ke R0}

Kombinacja liniowa wektorow

@® Wersorem osi nazywamy wektor, ktorego dlugosé jest rowna 1, zas kierunek i zwrot jest
Wersory _ . e
osi: zgodny z pewna dodatnig pélosia ukladu wspolrzednych.
na ptaszczyinie w przestrzeni
i =[1,0] - wersor osi OX. i =[1,0,0] - wersor osi OX,
Y j =10.1] - wersor osi QY 7 =[0.1,0] - wersor osi OY.
k= [0,0,1]- wersor osi OZ.
j -
f b -~
° i u
y
Skiadowe 7l d=[a..q,] towektory Jezeli a=[a, .a,.a, . to wektory
wektora a,=a,i i a,=a,j nazy- d,=a,i, G,=a,j i a.=a,k

wamy skladowymi wektora a.

a,,a, — wspolrzedne wektora a.
¥

nazywamy skladowymi wektora a.
a,.a,.a. —wspolrzedne wektora a.

Z

Kombinacja liniowa wektordw

Wektor ¢ =k, -d+k, b, gdzie k,,k, € R nazywamy kombinacja liniowa wektorow aib.

Wektory liniowo zaleine

Wektory liniowo niezalezne

® Wektory @ i b sa liniowo zalezne, wiedy i tylko
wtedy, gdy:

V (3 +k350 A k-d+k,-b=0) .

by kseR
® Dwa wektory liniowo zalezne sa rownolegle,
b6 @25 nbb=—tlia.

k ks

® Wektory ai b s liniowo niczalezne wtedy i tylko

wiedy, gdy:

/\n(klchk‘,f;:ﬁ = k=ky=0),

hjkse




Prosta

Prosta wyznaczaja dwa rozne punkty (plaszczyzny, przestrzeni).

a,b,c, .. AB.CD,.., pr.AB,pr.CD -

oznaczenia prostych

Rownania prostej na ptaszczyinie

Postac rownania

llustracja graficzna - opis

Réwnanie
ogéine
prostej

I: Ax+By+C=0 ,

A, B, C — wspolczynniki liczbowe
rOwnania prostej,

gdzie: A.B.CER, A*+B°>0.

. A C
zeli B20, to I: y=—x—.
Jezeli 0 ymo—k=—
T C
Jezeli B=0, 10 [I: LinE
(prosta | jest rownolegla do OY)
c

Jezeli Bz0iA=0, 10 [:y=—.
=\ ] b 8

(Prosta | jest rawnolegla do OX)

ulv
® Wspolczynniki A i B sq | Lv=[AB]
wspalrzednymi wektora o
- Hiu=[B~A]

prostopadiego do prostej l.

Réwnanie
kierunkowe
prostej

I y=mx+n .,

. A [
dzieem=-—, n=——, gdy B20,
g B B edy

A, B, C — wspolezynniki rownania
prostej w postaci ogolne).

m =g — wspalczynnik
kierunkowy.

@ Réwnania prostej prosto-
padlej do osi OX nie
mozna przedstawic
w postaci kierunkowej.

Réwnanie
odcinkowe
prostej

l: '_“_{..‘1._: 1. gdzie a-b#0
a b
a=-5. b=-X  gdy 4.B.C=0.
A B
A, B, C - wspolczynniki rownania
prostej w postaci ogolnej.

Prosta przecina osie
uktadu wspotrz¢d-
nyveh w punktach
(a,0) i (0,b).

e
o (a.0) )

Rownan prostvch przechodzqeveh przez poczqtek ukladu wspolrzednych oraz prostych

réwnoleghich do osi OX lub do osi OY nie mozna przedstawic w postaci odcinkowej,

Rdownanie
wektorowe
prostej

— - £
I: OP=0F,+t-u

I — prosta przechodzaca przez punkt
P, . 1 rownolegla do niezerowego

N " Fo=(xg,¥
wektora u , pr. PR, llu oraz reR . b=(e20)
> X
@® Kazdy niczerowy wektor rownolegly 5 | o
do prostej nazywamy wektorem o
kierunkowym tej prostej. ulll'i Rel
3 YA
Réwnanie x=xar l
parame- y=y,+bt 5 iz
tryczne
pl’ﬂﬂsl [ - prosta przechodzaca przez punkt Fo=(xp.50) .~
Py =(x,, v,) i rownolegla do — ) >y
niezerowego wektora i =[a, b]. ) -
Rel i=|a,b] wll!




Prosta

Réwnanie prostej Rownanie llustracja graficzna - opis
przechodzacej Aca. S
przez punkt 4 I pey amle=x,) A/ AVA
ptaszczyzny ' |

m— wspolczynnik kierunkowy prostej / >
Rdéwnanie prostej b oy—yy =2,
przechodzacej T xp=xy ‘
przez dwa rézne gdy X, # Xy
punkty 4 i B
ptaszezysny

ki x=a, gdy X, =x3=d B=(xy.y3)
A=(x,.y,)
X
Réwnania _
x=x,+at
parametryczne | o, dla,b,6)
. l: cy=y,+bt
prostej/ T T Rel
w przestrzeni ' o il
gdzie teR 1 a”+b +c” >0
Réwnanie P W . Pel
kierunkowe a b c d=la.b,c]
pros‘ei" gdzie abc#0 . wll
w przestrzeni , ‘
Jesli a=01 bc#0,to | LOX
x=x, @® Wektor u nazywamy wektorem
oraz I {y-y, -2, . kierunkowym, a jego wspotrzedne a, b, ¢
P e wspdlezynnikami kierunkowymi proste;.
Réwnanie : Ax+By+Ciz+D =0 ZT 4 !
krawedziowe "lAx+By+Coz+ D=0 a
prostej/ .

w przestrzeni

gdzie

A'+B +CI>010 A]+B3+C3 >0,

i te rownania nie sq rownaniami
plaszezyzn réwnoleglyeh.

a: Ax+By+Cz+D =0
B: Axx+B,y+Cyz+ D, =0
anf=lI

Rownanie prostej / przechodzacej przez dwa rézne punkty przestrzeni

X=Xa _

l:

Y=Yy _ &=y

XAa—%p Ya~

gdy x #x, iy, #yy 1 Z #3,

Z
TB
A

0

A= ("A‘-"a'::l )
B= (IH._\‘R-:H )

A~ <8 . 1
roOwnania:

prosta AB :

gdzie:

Jezeli x =x, 1y, #y, oraz z, #z,, to prosta AB lezy na
' plaszezyznie prostopadlej do osi OX i opisujg ja nastgpujace

r=x,

Y=Y _ 2=,
Ya=¥s Ia~3in
A=(x4.040.24)
B=(xg.vg.2g)- i

Z




Prosta

Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie i w przestrzeni

Proste przecinajgce sig Proste rwnolegte Proste skosne
@ Prostymi przecinaja- @ Proste pokrywajace sig, to proste, ktore k ® Proste /i k
cymi si¢ nazywamy maja wszystkie punkty wspolne. W przestrzeni
proste, ktore maja .
dokladnie jeden punkt a=b anb=a=b s OOREE
wspolny. $nymi, jezeli nie
® Prostymi rownoleglymi nazywamy proste, ' lezq na jednej
a kr.or; f'ez'a na J??Jhﬂ?;chyml;‘ 1 nile majq [ plaszczy#nie (nie
p punktow wspolnych albo si¢ pokrywaja. erinji plaikib
b - s IHkAlNk=D wspolnych i nie
( =
anb={P} — e sg rownolegle).

@ [P’roste na plaszezyznie moga by¢ rownolegte lub przecinajace sig.
@ Proste w przestrzeni moga by¢ rownolegle, przecinajace sig lub skosne.

Kierunek proslel ® Zbior wszystkich prostych rownoleglych do
prostej @ nazywamy kierunkiem prostej a
1 0znaczamy (a).

# a
-______'_._._-—-—'_'_—-——
._———'--'-_-- (a)

ng pl'ost'cll @ Pckiem prostych o wierzchotku 4 nazywamy
zbidr wszystkich prostych przechodzgcych
przez punkt 4 i oznaczamy (A4). A
()
Réwnania prostych /i k Warunek Warunek ¢ - kat migdzy prostymi /i k
na ptaszczyZnie réwnolegtosci prostopadtosci L Y
(711 k) (1L1k) ¢=4(u,v), gdzie a LI, v Lk
I: Ax+By+C =0 ik el ILkesii LV, a=\"‘"B‘\ !
k: Ayx+Byy+Cy=Q czyli czvli
gdy , Ik < I Lk
e AB,~A,B,=0 AA, +B,B, =0 / k
. 4 . = = = = AN+ s = ¢V Sla,
YAl +BI>0 : 2 ] >y
1L¢i=[A1.B|] cos¢=|E_°f
k L7=[A, B] ] [v]
I: y=mx+n | my—m, P
k: y=mx+n, oy =y my-my =—1 1go= T— cedy @

Odlaﬂh‘ﬂ d=|l. k| - odlegtos¢ prostych rownoleglych /i k.
prostych Jesli I: Ax+By+C,=0i k: Ax+By+C,=0,10: /
réwnolegtych k

d= CI_Cﬁn d
£A1+B‘

Jesli [: y=mx+n,, k: y=mx+n,,10:

na ptaszczyZnie

ny =N, It ki:u

d=1

=
I1+m”




Potprosta, odcinek

potprosta 4B, AB™ —oznaczenia polprostej o poczatku A przechodzqcej przez punkt B.
odcinek AB, AB —oznaczenia odcinka o korcach A i B.
|AB|, |CD|, ... - oznaczenia diugosci odcinkow.

Pétprosta @ Polprosta o poczatku A nazywamy kazda z dwoch czeéci prostej, na ktore punkt 4
dzieli t¢ prosta, wraz z tym punktem. Takie dwie
polproste nazywamy pétprostymi dopetniajacymi sig.

@ Jezeli A lezy migedzy punktami B i C, to:

@ AB™ A AC = {4}
® AB” L AC =

Pélproste dopelniajqce sie: polproste AB™ i AC™ .

Dwie polproste zgodnie zorientowane (o zgodnym zwrocie), np: polproste CB i AB

lub potproste FD i AC ™.

Dwie pélproste przeciwnie zorientowane, np.: polproste CB ~ i BA™ lub

polproste CB™ i FD ™,

—

Odcinek ® Odcinkiem AB nazywamy figure utworzona z punktow 4 i B (zwanych jego
koncami) oraz wszystkich punktow lezacych migdzy nimi na prostej wyznaczonej

przez te punkty. 3 P
_.—-—'—'_._-_-_-_-_-_._._._—-—
® Jezeli A= B, to odcinek AB nazywamy odcinkiem zerowym.

Osie na ptaszczyinie w przestrzeni

! -—
?‘:}m‘ ol AB «__ osie symelrii

" 4 o 3/
V9
osie symetrii

® Na plaszczyznie odcinek niezerowy | @ W przestrzeni odcinek ma nieskoficzenie

ma dwie osie symetrii: prosta, wiele osi symetrii.

w ktérej si¢ zawiera i prosta zwang Osie symetrii, ktore sq prostopadle do
symetralna. odcinka AB, lezq w jednej plaszczyznie

I, k — osie symetrii odcinka AB. zwanej plaszczyzng symetralng odcinka AB.

Symetralna @ Symetralng niezerowego odcinka nazywamy prosta prostopadtg do tego odcinka
odcinka i przechodzaca przez jego Srodek.

@ Symetralna odcinka jest ta osia symetrii odcinka, o

w ktorej nie jest on zawarty. 2. B

@® Symetralna odcinka niezerowego jest zbiorem

symetralpa

wszystkich punktow plaszezyzny, ktorych odleglosci |AX|=|BX|
od koncéw tego odcinka sg rowne.
Stosunek @ Stosunkiem k dwoch odcinkéw niezerowych 8
AB
odcinkéw nazywamy iloraz dtugosci tych odcinkéw ;(Tn: = A ,/C' B
-—

mierzonych ta sama jednostka.




Odcinek, tamana

Twierdzenie ©

Jezeli ramiona kata przetniemy dwoma prostymi rcvwnoleg}ymn to dtugosci odcinkow
wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu kata sq proporc;onalne do dtugosci

Talesa odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu.
Jesh kI, to:
|AB| _|BC |AB| _|AD|
® |4D| " |DE| |4C]~ |4E]
o Bl ABl_[AD|_[BD)
|BC|~ |DE| ® 1ac| " jaE  [cE|
@ Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.
Jezeli proste k i / przecinaja ramiona kata odpowiednio w punktach B, Ci D, E (jak na
rysunku) oraz dlugosci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym ramieniu kata sg
proporcjonalne do dhugosci odpowiednich odeinkéw wyznaczonych przez te proste na
drugim ramieniu, to proste k i / s rownolegle.
Ztoty podziat Jezeli Ce AB oraz {R’I[ Jlﬁ[l to mowimy, ze punkt C dzieli odcinek AB
odcinka w stosunku zlotym. Odcinek AC jest ztota czescia odcinka AB. [AQ—J_S— |AB|.
-1
Liczba jest nazywana liczba ztota. A C B
na osi na ptaszczyZnie w przestrzeni
Srodek S .
odcinka: ¥ B=(x5.v5) =(x5.5:%5)
A=(xy) B=(xg) J
@3 X A=(x,.v,)
e B! 1@ = 5 y dli AS=SB, to:
Jesli AS =SB, to: Jesli AS =SB, to: degll Ad'widiyRo:
X +x §=(x5.95.25)=
S= | AR X, Fx Y.tV X +Xg Vatyg 24tz
{.\'5)( 3 ] (J I}[ LIS 2!) (Azﬂ .128 423]
Podziat ¥ o B=(xg,vp:5)
i Mo ool ®
odcinka e e -
A=(x, ={ M=(xy. V)
w stosunku A ' ! B >
s ol A=(xqy4) |0 X
Jezeli | | ¥a I s Jezeli M € AB i [AM| |AM| _y
MeAB i Jezeli M € AB i 221 | MB|
\MB| | MB| _xa+A-xp
to: Xy =—"———=
X, +A-x 1+
Xy =J___ﬂ _\-‘A‘PA.'_\"E
o | 1+ A L Y s
x =.\',,+3.-.!'ﬂ  yatAdova L rﬁ’
" 1+4 Yu = 1+4 Y} ==A_T 8
1+4
® Lam rywamy figure geometryczna, ktoéra mozna przedstawic jako sumg skonczonego
tamana ang nazywamy hgurg g try J g

ciggu odeinkéw takich, ze kazde dwa kolejne maja wspélny koniec oraz:
~ kazde dwa kolejne i tylko dwa kolejne odcinki majg wspolny koniec,
— zadne dwa nastepujace po sobie odcinki nie sg zawarte w jednej prostej.

Lamana zwyczajna:

Lamana wiqzana:

6 i
zamknigta

arwarita

Ag

As

.“1

ofwarta

@ Odcinki lamanej nazywamy jej bokami, a ich korce wierzchotkami famanej (A, A,,.

zamknigta

A).




Plaszczyzna

a, B, 7,... —oznaczenia plaszczyzn.

Plaszczyzng wyznaczaja: e trzy punkty nie nalezace do jednej prostej,

e prosta i punkt poza tg prosta,

e dwie proste przecinajace sig,
o dwie rozne proste rownolegle.

Rownania ptaszczyzny
Réwnanie llustracja graficzna
Réwnanie @:Ax+By+Cz+D=0, gdzie A’ +8° +C*>0.
® Jezeli D=0, to plaszczyzna a przechodzi przez
Uﬂdlﬂo poczatek ukladu.
ptaszczyzny o Jezeli A=0,t0 x 10X .
o Jezeli B=0,10 allOY.
e Jezeli C=0,t0 2 lOZ.
[A, B, C] — wektor prostopadty do plaszczyzny a.
X V. T T
Rownanie a: a—_+F+F-—l.glet. abc#0,
odcinkowe a.—.-%,b:-%_,:_%.gdy A-B-C-D#0
ph Lol A, B, C, D — wspolczynniki rownania
plaszczyzny w postaci ogolnej.
Plaszczyzna a przecina osie ukladu w punktach:
(a,0,0). (0,b,0), (0,0,c¢).
7 a
Réwnanie R .
X=X Y-y -3 K= (x;,043))
mw a: [o-x y»-n -3(=0. A L-= (20320 22)
pmchlllllacﬂl H=X ¥=N L—§ P "’(f-.l’. z)
przez tl!v £ o
nl'“pﬂ'"ﬂlﬂwe gdzie P=(x, y,z) — dowolny punkt M= (x3 y3.23)
plaszczyzny a.
punkty ¥ P.K.LMea
Wzajemne potozenie dwdch ptaszczyzn
Ptaszczyzny réwnolegte Plaszczyzny przecinajace sig
- B Jezeli plaszczyzny
V4 a=f a i B nie sq

|| @ anpf=0 lub anf=a=4
@ Przez punkt £, =(x,, ¥y, z,) nie lezacy na plaszczyznie @
przechodzi jedna i tylko jedna plaszczyzna rownolegla do
plaszczyzny a.

e

akf = anp=I.

réwnolegle, to ich
czgscig wspolna
jest prosta /.

Jezeli ptaszczyzny dane sg réwnaniami: @: A,x+ B,y +Ciz+ D, =0, B: Ayx+B,y+Cyz+D,=0, to:

o alf & [A,B,C|L[ABC,] , Odlegloéé¢ dwach plaszczyzn rownoleglych a i
A=A =A,
L] a“ﬁ @[A,.B,.C,] I [A:,B:,C:lc d= IDQ—-,D - gdy ‘B=B|=B’2
o a=p[4.8.C] | [42.8,,C,] i plaszezyzmy i 3 ATHBi+C C=C =G,
maja conajmniej jeden punkt wspdlny, @ Jezeli plaszezyzny « i 8 przecinajg sig¢ pod katem ¢, to:
o (kP e |AA; +B,B, +C\Cy|
el e 2, pl, 2
’A1 B, 0 B, G 20 G 4 %0 JAf"'B: +Cy JAQ +B; +C;
- A, B, winke B, G N G, A (Kar miedzy plaszezyznami jest to kqt miedzy wek-
torami prostopadivmi do tvch plaszezyzn).

® Odleglos¢ d punktu By =(x,, ¥y, 2y) od plaszczyzny a okreslonej , _ |Axg+Byg+Czy+D|
rownaniem w postaci ogélnej Ax+ By+ Cz+ D=0 jest rowna:

JAispirc: ¢ Bide d=|R.al;




Prosta i ptaszczyzna

Wzajemne potozenie prostej i ptaszczyzny

Prosta @ Prostg nazywamy réwnolegla do plaszczy- x=x,+at
mwnolagh do zny, gdy nie ma ona panté\'\r wspc_}lnych I: {y=y,+bt, gizie te R,
ta z plaszczyzna lub zawiera sig w tej i )
praszczyzny plaszczyznie. =gt
___,__L-——' a: Ax+By+Cz+D=0
a - Hii=[a,b,c],
lleg & lInex=@ v lca -
alv=[A B C],
® Jezeli prosta jest rownolegla do prostej
zawartej w plaszczyZnie, to jest do tej ® /la < ulv & Aa+Bb+Cc=0
plaszczyzny rownolegla.
=] ‘Ii’rzcri: kqid{y punkt przestrzeni przechodzi nieskonczenie wiele prostych rownoleglych
o danej plaszczyzny.
Prosta ® Jesli plaszezyzna « i prosta | maja @ Jezeli M jest punktem, w ktorym
i dokfadnie jeden punkt wspélny, to prosta / przebija plaszczyzng a, gdzie
przec "alqca mowimy, ze prosta [ przecina (przebija) x=x, +a
(przebijajaca) plaszezyzng . I: +\- =y, +bt, @: Ax+By+Cz+D=0

ptaszczyzng

Ina={M}

=g+t
i Aa+Bb+Cec#0, 10 wspolrzgdne
punktu M =(x,, vy, 2x)
Xy = Xg+aty,
majg postaé: {."n =yot+bty
Ty =T+l
Axy+ By, +Czy+ D
Aa+Bb+Cc

gdzie 1, =

Prosta
prostopadta
do

ptaszczyzny

@ Prosta jest prostopadia do plaszczyzny,
gdy jest prostopadta do kazdej prostej
zawartej w tej plaszczyznie.

@ Jezeli prosta jest prostopadla do dwu,
przecinajacych si¢ prostych zawartych
w plaszczyznie, to jest prostopadia do
kazdej prostej zawartej w plaszczyznie,
czyli jest prostopadta do plaszezyzny.

x=x,+at

I: {y=y,+bt, gdzie reR,
z=g+ct

a: Ax+By+Cz+D=0

i =[a,b,.c], a Lv=[A, B.C],

® /la o uly )

Kat nachylenia ©

prostej do
ptaszezyzny

Jesli prosta / nie jest prostopadia do

! do plaszczyzny a nazywamy kat ¢ utwo-
rzony przez te prosta i jej rzut prostokatny

I"na dang plaszczyzne. | A
I M P .:o
b

(74

-

o

plaszczyzny @, to katem nachylenia prostej

@ Juosh @ jest katem nachylenia prostej /
do plaszczyzny a, gdzie

X=Xy Y=V _I—%

l:

a b c
a: Ax+By+Cz+D=0, 1o
b |da+Bb+Ccl

JA: +B*+C Nat +b 4+

Twierdzenie
o trzech
prostopadtych

@ Jezeli prosta [ jest rzutem prostokatnym
prostej / na plaszczyzng ¢, to prosta k c o
jest prostopadta do prostej / wtedy i tylko
wtedy, gdy jest prostopadla do prostej /"




Kat

$AOB, 4KIM.,..,a, B, 7,... —oznaczenia kqtow. | ¥AOB| — miara kqta AOB.

Kat ptaski Kat skierowany
® Kazda z dwoch czesci @® Katem skierowanym (zorientowanym) nazywamy
plaszczyzny wyznaczonych uporzadkowang parg potprostych o wspolnym
przez dwie polproste poczatku.
o wspolnym poczatku, B
wraz z tymi pélprostym‘i, OA™ — ramie poczatkowe
nazywamy katem plaskim, OB™ — ramie korcowe 0
A

OA™ i OB~ —ramiona kata,
Q — wierzcholek kqta.

o+ =360,

® Dwa katy skierowane o odwrotnie uporzadkowa-
nych ramionach nazywamy katami skierowanymi
przeciwnymi.

Miara stopniowa

Miara tukowa Miara gradusowa

Jednostki miary
kata ptaskiego

1° - jeden stopien.

1
1%to. =

% kata prostego.

@ Radianem nazywamy miarg

1 rad - jeden radian. 1% — jeden gradus.

1% to:
kata srodkowego opartego na
fuku o dhugosci rownej promie-| _I

Stopnie dzielimy na niowi okregu.
minuty: .
1°=60', V.
minuty dzielimy na /
sekundy:
I'=60",

r
@ 1°=— radianow.

n

d

Too kata prostego,

~ 1
. 200 kata pelnego.

=57°17'45".

Kat dwuscienny

® Kazda z dwoch czesci przestrzeni
wyznaczonych przez dwie pétplaszczyzny
o wspdlnej krawedzi k, wraz z tymi polpla-
szczyznami, nazywamy katem
dwusciennym.

@ Polplaszezyzny o i f nazywamy Scianami
kata dwusciennego.

® Krawedzig kqta dwusciennego nazywamy
prosta wspolna dla obu pétplaszezyzn.

krawed: kqta
~ dwusciennego

8

Sciany kqta
dwusciennego

k V.

Miara kata
dwusciennego

@ Miara kata dwusdciennego nazywamy miarg
kata plaskiego, bedacego wspoélng czgscig
kata dwusciennego i plaszczyzny
prostopadtej do jego krawedzi.

Kat
wieloscienny

@ Katem wielo$ciennym (brylowym, naroZzem) nazywamy kazda z czeSci przestrzeni, na
ktére dzieli ja suma skonczonej liczby (wigkszej niz 2) katow plaskich spelniajacych

nastepujgce warunki:
— wszystkie maja wspolny wierzcholek,

— mozna je ustawié w taki ciag, w ktorym kazde dwa sasiednie katy plaskie,
a takze pierwszy i ostatni majq wspdlne ramig i nie leza w jednej
plaszczyznie, a pozostale pary katow majg tylko wspélny wierzchotek,

~ ramig kazdego kata jest wspolne dla dokladnie dwoch katow.

Miara kata
wielo$ciennego

Miara kata wieloSciennego jest rowna stosunkowi pola czgSci wspolnej kata wielo-
$ciennego i dowolnej sfery o $rodku w wierzchotku kata wieloéciennego, do kwadratu
promienia tej sfery. Jednostkg miary kata wielo§ciennego jest steradian.




Kat

Rodzaje katow ptaskich

Kat petny Kat péipeiny Kat prosty Kat zerowy
S 7 b —
0 0 0

@ Kat pelny, to kat, ktére- | @

go ramiona pokrywaja

Kat polpetiny, to kat,
ktérego ramiona sg

® Kat prosty, to kat, ktory
jest potowa kata

® Kat zerowy, to kat,
ktorego ramiona

sig, a jego obszar poOlprostymi polpeinego. pokrywaja sig i ktéry
zawiera wszystkie dopelniajacymi sie. zawiera tylko punkty
punkty plaszczyzny. Miara: nalezace do ramion.
Miara: Miara: e rad = 100%
360°=2mr rad = 400¥ 180°= & rad =200¢ 2 Miara: 0°=0rad=0*
Kat wypukly Kat wklesty Kat ostry Kat rozwarty
0 go 5 S

@ Kat wypukly @, to kat | @ Kat wklgsly a, to kat ® Kat ostry «, to kat @ Kat rozwarty «, to kat
ktory jest figura ktory nie jest figurg mniejszy od kata wypukly wigkszy od
wypukla. wypukla. prostego i wigkszy od kata prostego i mniej-
Miara: 0°<a<180° ZEerowego. szy od poipetnego.

lub @ =360° Miara: 180°< & < 360° Miara: 0°<a<90° Miara: 90°<a<180°
Katy wierzchotkowe Katy przylegte

® Dwa katy wypukle nazy- @ Katy przylegle, to katy
wajg sig k_qt‘arr?: w1e_rzchot- o wypukle, ktore majg
kowymi, Je;ell ramiona b ﬂ jedno ramig wspblne, ;
jednego z nich sa potpro- o a pozostate dopetniaja [N
stymi dopelniajacymi dla sie do proste;j. 0
ramion drugiego kata.

® Katy wierzcholkowe maja ® a=p, y=0¢ @ Suma katéw przyleglych @ a+ f =180°
rowne miary. jest katem polpelnym.

wewnetrzne zewnetrzne
KQW k k k k
naprzemianlegte: f f >?
m m m m
k k k k
jednostronne
m m m m
k k k k
1 1 I l
odpowiadajace
m m

Twierdzenie o prostych przecietych sieczng

@ Proste ki [ przecigte trzecig prosta m (sieczna) sa rownolegle wiedy i tylko wtedy,

gdy rowne sa:

— katy naprzemianlegle wewngtrzne (zewngtrzne) lub

~ katy odpowiadajace.




Kat

Dwusieczna kata

® Dwusieczng kata nazywamy polprosta, ktora dzieli go na dwa ¥AOL= xLOB BI 5§
przystajace katy. (&) Lox(
@ Dwusieczna kata jest polprosta zawarta w jego osi symetrii. A

@ Kazdy punkt dwusiecznej kata wypuklego jest rowno odlegly od

obu ramion kata.

@ Kazdy punkt dwusiecznej kata wypuklego (nie potpelnego) jest

srodkiem okregu stycznego do ramion kata.
® Dwusieczne kgtow przylegtych sa prostopadie.

(o4|=|0,8, |0:C1=|0,D)) ' C

Dwusieczne ® Dwusieczne katow |
6 wierzchotkowych |
w b dopelniajg sig. |
|

|

wierzchotkowych

Jezeli proste: a: Ax+By+C =0
i b: A,x+B,y+C,=0 przecinajq sig, to réwnania
prostych 1 i k, zawierajqeych dwusieczne kqtow
wyznaczonych przez te proste majq postac:

I Ax+By+C _ Ax+By+ G,

VAl+B'  A+B!
ke Ax+By+C _ Ax+B,y+C,
VA'+B] A +B]
Katy w okregu
Kat srodkowy Kat wpisany Kat dopisany

S

® Kat « jest oparty na tuku .JQI,
@ Kat 3 jest oparty na luku ADB.

@ Kat srodkowy w okregu (kole),
to kat, ktorego wierzchotkiem
jest $rodek tego okregu (kota).

tuku ACB.

® 4 ASB - kat wpisany oparty na

® Kat wypukly jest wpisany
w okrag (kolo), gdy jego
wierzcholek lezy na okregu,
a ramionami sg polproste
zawierajace jego cigciwy.

a — kat dopisany
aparty

na fuku ACB

@ Kat dopisany do okregu o(0. r)
w punkcie Ae 0(O,r), to kat
wypukly o wierzchotku 4, ktorego
jedno ramig jest zawarte w stycznej
do okrggu, poprowadzonej
w punkcie A, a drugie ramig zawiera
cigeciwe tego okregu o koncu 4.

® Kat wpisany w okrag jest rowny polowie kata
srodkowego opartego na tym samym fuku.

@ Kat dopisany jest rowny polowie kata srodkowego
opartego na tym samym fuku.

B
A
A C, 2 o
@ Katy wpisane ® Kat wpisany oparty na
oparte na tym G, potokregu
samym luku sg \© jest katem prostym.
rowne. 4 . B

A
4ACB=49AC,B=4AC,B

|« ACB|=90°




Okrag, koto ET:

w geometrii syntetycznej

w geometrii analitycznej na ptaszczyinie

® Okregiem o $rodku O i promieniu

Roéwnanie okregu o Srodku w punkcie

Oquu: r (r>0) nazywamy zbior punktow §=(a,b) i promieniu r>0 ma postaé:
plaszczyzny, ktorych odleglosci 2 2 2
od punktu O sg rowne r. wp  F-ar =y =r
¥+ vy =2ax-2by+c=0,
gdzie: c=a’+b* =1 i a*+b*-c>0.
¥
O - srodek okregu,
r— promien okregu,
0 (O, r) - okrag o srodku O X
i promieniu r.
Koto: ® Kofem o érodku O i P:jomicniu_r Nieréwnos¢ opisujaca kolo o srodku w pun-
. (r>0) nazywamy zbior punktow kcie §=(a.b) i promieniu 7>0 ma postaé
plaszczyzny, ktorych odlegloéei 2 T
od punktu O sa mniejsze od r lub it (x=a) +(y-b)<r’
L X+ v =2ax-2by+c<0,
gdzie: e=a’+b>=r* | @*+b*—¢>0.
¥
O - srodek kola,
r — promien kola,
k(0. r) — kolo o srodku O Y
i promieniu r.
Wzajemne potozenie dwoch okregow
wewnelrznie zewngtrznie wspétsrodkowe
Okregi roztaczne: ’I S ' . .
AB|<|R-r AB|>R+r |ABl=0
O(A, R)l"\O(B, r)=9 e !
r# R
Okregi przecinajace si Okregi pokrywajace si
Okregi, ktdre egi p = Jla mie ; ggi pokrywajace sig
nie s3 roztaczne rASIERSAT |4B|=0, R=r

o(A,R)no(B,r)={K, L}, gdzie
K., L — punkty przeciecia okregéw

o(A,R)no(B,r)=0(A,R)=0(B,r)

Okregi styczne zewnegtrznie

Okregi styczne wewnetrznie

|AB|= R +r

¥

o(A,R)no(B,r)={M} , gdzie M - punkt stycznosci

|AB|=|R-r{>0




1Y Okrag, koto

Odcinki w okregu i w kole

Cigciwa

Srednica

Promien

® Cigciwa okregu (kola) nazywamy
odcinek laczacy dwa dowolne

punkty okregu.

@ Jezeli A,Beol(O,r),to
|[AB|<2r.

@ Srednica okregu (kota)
nazywamy kazdg cigciwe

przechodzaca przez Srodek
okregu (kota).
B
A
@ |AB|=2r.

@ Srednica jest najdiuzsza
cieciwa okregu (kola).

@ Promieniem okregu (kota)
nazywamy kazdy z odcinkow
taczacych $rodek okrggu
z dowolnym jego punktem.

C
B

® (04=j0B|=|oc|=r

£alo hosa, i g, na ki doe kg e s
1 ,
diugoét kaﬂ“ punkty tego okregu.
s ins I - dhugosé tuku ACB
~ dlugos¢ tuku :
P - pole kota o promieniu r.
P=nrr? . "
————————— — |ACB|=1
c
A
{=x-r , gdziex-miara tukowa kqta
srodkowego e opartego na
- | - diugosé okregu o promieniu r. o o )
1=2 { =——-r, gdziea-miarastopniowa
=W 180 kqta opartego na tuku ACB.
Czesci kota i ich pola
Pierscien Wycinek Odcinek

® Pierscieniem kolowym nazy-
wamy cz¢s¢ plaszczyzny ogra-
niczong dwoma wspotsrodko-
wymi okrggami o promieniach
R ir, gdzie r < R, wraz z tymi
okregami.

P - pole pierscienia kolowego
ograniczonego okregami
o promieniach R, r, (R>r).

R-r —szerokos¢ pierscienia,

P=r(R'-r)

® Wycinkiem kolowym nazywamy
kazda z dwoch czesci, na jakie
dziela kolo dwa nie pokrywajace
si¢ promienie wraz z tymi
promieniami.

-]

<

A
P - pole wycinka kota, ktoremu
odpowiada kqt srodkowy a:
gdzie x jest miarq

X
P=—=-r" , lukowq kqta
B srodkowego a.
a ;a_ "] —gd::_ae a Jest n_u‘-ar;
=——r", stopniowa kqta
360° (2 arq

srodkowego

® Odcinkiem kota nazywamy
kazda z dwoch czesci, na jakie
cigciwa dzieli kolo wraz z tg

cigciwa. 3

A

P - pole odcinka kola, ktéremu
odpowiada kqt Srodkowy
(wypukiy) a:
X - |

=—-r"=—r"-sinx ,

2 2
gdzie x jest miarq tukowq kqta
srodkowego, wypuklego a.




Okrag, koto [

Wzajemne potozenie prostej i okregu

Prosta @ Prosta jest zewngtrzng dla okregu, gdy nie ma
z nim punktow wspblnych.
zewnetrzna = _ _ i d=|0k>r
@ Odleglo$¢ érodka okregu od prostej zewnetrzne) o k=0
Jjest wigksza od promienia okregu. o0, r)nk=
Styczna do w geometrii syntetycznej w geometrii analitycznej na ptaszczyinie
okreau: @ Prosta, kiora z okregiem zawartym Réwnanie stycznej k do okregu
ggu: w tej samej plaszczyznie ma jeden srodki, S 5) i (e
punkt wspolny nazywamy styczng o.sro uS=\3,9) tpromienin r
do tego okregu. w punkcie P=(xp, yp) ma posta¢: )
k: (xp—a)(x—a)+(yp=b)(y=-b)=r",
Y
q FP= l.i‘fl.ll--'p]
A\
\k
\\
gdzie |0, k| — odleglos¢ srodka okregu . X
od stycznej k. = . i, |SA 5.4
— punki stycznosci, =r=\,
@ Styczna do okregu jest prostopadia Si d;, tosé punktu S od
do promienia taczacego punkt sty- (S.4 —o SETONC PUBNHLD 0
cznoscei i $rodek okregu. prostej k)
cinki dwoch stycznych poprowadzo-
Twierdzenie ® Odcinki dwéch h dz 4
o odcinkach nych do okre¢gu z punktu zewngtrznego, H“‘m_ P
wyznaczone przez ten punkt 1 punkty sty- “f::¢<
Wﬂmwh do cznosci maja rowne dlugosci. i -
okrggu f |PA|=|PB|
Sieczna ukrguu @® Prosta. ktora z okregiem ma dwa punkty 2
wspolne nazywa sig sieczna. 3
® Odleglosc sieczne] od Srodka okregu B
0 promieniu r jest mniejsza od r. k - 100 <»

@ Jezeli jedna sieczna przecina
okrag w punktach 4 i B, a druga
w punktach Ci D i jezeli obie
sieczne przecinaja si¢ w punkcie P
nie nalezacym do okrggu, to:

® |PAl-|PB|=|PCl-|PD|

Potega punkiuP e

Potgga punktu P wzgledem okregu
o(0, r) nazywamy liczbe

|PO =12

Prosta potegowa

® Jezeli dane sa dwa niewspolérodkowe okregi, to zbiorem punktow, ktore majg rowne potegi wzgledem tych
okregow jest prosta /, ktora nazywamy prosta (osia) po}cgowa tych okrggow.

!




Elipsa, hiperbola

Elipsa

@ Elipsa nazywamy zbiér wszystkich punktow plaszczyzny, ktorych suma odlegloéei od dwéch ustalonych
punktéw £ i F,, zwanych ogniskami elipsy, jest wielkoscia stala i rowng 2a, gdzie 2a >|FF|=2¢>0.

0 5 P k, 1 - osie symetrii elipsy, 2c — ogniskowa,
Ok " S - srodek elipsy, e — mimosrod,
2 k Ay, Ay, By, By — wierzcholki elipsy, 7,17y — promienie wodzqce
A A S F, A, F, F; - ogniska elipsy, punktu P,
! Ay Ay — of duza elipsy, k, k, — kierownice elipsy.
k1 B, ky BB, - os mala elipsy,

IPE|=r  |PR|=r,  |PR|+|PF|=2a  |AA|=2a |BB)|=2b b=va*-c* =-:-<1

@® Dla kazdego punktu Q elipsy 10F] = -IQf&J— =e, gdzidQ k| — odleglosé punktu Q od kierownicy k;,

c

k , Kl
10.k] 0.k |Q.k| — odleglosé punktu Q od kierownicy k, .
o $rodku S=(0,0 o $rodku S=(xg,
Réwnanie (0.0 (5,3
i + (y'b;"-‘)' =1, gdzie a>0 i b>0.
! B,
A =(-a,0) B,=(0,6) F=(-c0) §=(xg, )
4, =(a,0) B,=(0,-b) F,=(c0) F=(xs=c,ys)  F=[(xs+c,y5)
Réwnanie XX VoY _ (%= x5)(x=%s)  o=ys)0=ys) _;
e a b _ _ a’ b
do 8“])8' gdzie P, =(x,,y,) — punkt styeznosci
Réwnania Jeéli érodkiem elipsy jest punkt §=(0,0), to jej kierownice dane s rownaniami:
kierownic 2 :
a ) a
elipsy ky: x=—— i kyrx=—.

C
Hiperbola

® Hiperbola nazywamy zbior wszystkich punktow plaszczyzny, dla ktérych wartos¢ bezwzgledna roznicy

odlegto$ci od dwoch ustalonych punktéw F, i F,, zwanych ogniskami hiperboli, jest wiclkoscia stala
i rowng 2a, gdzie 0<2a<FF,=2c.

p. s — osie symetrii hiperboli, 1, ry — promienie wodzqce punktu F,
O - srodek hiperboli, A Ay - of rzeczywista,
m, n— asymptoty hiperboli, BB, - os urojona,
Ay, Ay — wierzchotki hiperboli, 2c - ogniskowa,
By, B, — wierzchotki urojone hiperboli, € — mimosrod,
F,. F, - ogniska hiperboli, ki, ky — kierownice hiperboli.
[RA=r  |RPl=n

IFA-IFEPI=2a  [Adl=2a [BB)|=2b b=V'-a® e==>I




Hiperbola, parabola g

Réwnanie o0 §rodku S=(0,0) o $rodku S=(xs,¥s)
hi li: ¥ g0 v g
parhnl x__,_y__,=l, gdzie a>01 b>0. (x J:SJ _b ':""') =1, gdzie a>01i b>0.
a b a ¥
rY J
!
n hB|
Po Vs
oA
B,
"| =4 kl
(] Xg i'
S=(xg, vs) - $rodek hiperboli,
A =(-a.0), A, =(a,0) - wierzcholki, F=(—c+x,5¢),
F =(-¢.0), F/, =(c,0) - ogniska (c>0)|  F, =(c+xg,yg) -ogniska(c >0)
Réwnanie PSR o Gamxsx=xe)_Gn=ps)r=ys) _,
stycznej do at b . g B J

hiperboli

gdzie £, = [xu.yn] — punkt stycznosci.

Rdéwnania Jesli $rodkiem hiperboli jest punkt S=(0,0), to:
kierownic ® rownania kierownic maja postac: ® rownania asymptot majg postac:
2 2
i awmp‘o' ky: Fm— i ky: =L m: y‘—*-!l.r i m:y=—x.
hiperboli ¢ c a a
Parabola

® Parabola nazywamy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny rowno oddalonych od
Pl ustalonego punktu F & &, zwanego ogniskiem i od prostej k zwanej kierownica.
k — kierownica paraboli,
m W F - ognisko paraboli, F
|F.k|= p - parametr paraboli, P, k|=|FP| e= Jﬂ= 1,
m — os paraboli, l k[
e — mimosrod paraboli, gdzie |P, k| - adleglosé punktu paraboli P
k W — wierzcholek paraboli, diei ki micy k
! | —stvezna do paraboli w punkcie F,. TR
Réwnanie Y =2px, gdzie p>0. y=ax* :
pambu" p — parametr paraboli. a—wspolczvnnik, gdzie a = .2_ >0,

o0 wierzchotku
w=(0,0)
i osi OXlub OY

! |FA\=|PR|=|P k|
Rbwmanio sty 1., ez
nal 0 para 0 gdzie Fy=(x,, vy) jest punktem stveznosci
Kierownica e R
paraboli 2 4a




Wielokat

@ Wiclokatem, wielobokiem (n—katem lub n-bokiem), nazywamy plaska figure geometryczna ograniczong
lamana zwyczajna zamknigta o n bokach, wraz z nia, gdzie ne N i n>3.

@® Wielokat o n bokach ma n wierzcholkow.

4 £ <& QO 3¢

trafkat

czworokqt szesciokqt osmiokaqt szesnastokat

Przekatna
wielokata

@ Odcinki laczace wierzchotki wielokata i nie bedace jego bokami nazywamy
przekatnymi wielokata.

® Wielokat o n-bokach ma 3 -(n=3) przekatnych,

Katy wielokata

® Katem wewnetrznym wielokgta nazywamy kat, ktérego wierzcholek pokrywa sig
2 wierzcholkiem wielokata, jego ramiona zawieraja boki wielokata i ktérego cz¢s¢
wsp6lna z pewnym otoczeniem kotowym wierzchotka jest rowna czgsci wspolnej
tego otoczenia i wielokata.

® Katem zewnetrznym wielokata nazywamy kazdy kat przylegly do
kata wewngtrznego.

a, B, v, - katy wewnetrzne wielokata,

a', B, y' - katy zewnetrzne wielokqta.

a+a’'=f+p'=y+y=n

Kaqt wewnetrzny & wielokqta, ktory jest wklesly, nie ma kqta zewnetrznego.
@ Suma miar katow wewnetrznych n-kata wypuklego jest rowna (n—2)x .
@ Suma miar katéw zewngtrznveh n-kata wypuklego jest rowna 4x .

Wielokat
wypukly

@ Wielokat, ktory jest figura wypukla nazywamy wielokatem wypuklym.
® Wielokat jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy:

~ wszystkie jego katy wewnetrzne sg wypukle, lub

— wszystkie jego przekatne zawierajg si¢ w tym wielokacie.

Wielokat
wkigsty

® Wielokat, ktory nie jest figura wypukla nazywamy wielokatem wklgstym.

Wlelokql ® Wielokat nazywamy wpisanym w okrag (okrag jest
opisany na wielokacie) wtedy 1 tylko wtedy, gdy wszy-
Wplsaﬂv w 9‘“‘40 stkie jego wierzcholki leza na pewnym okregu.
(:Imﬁ;l:}.“ " @ Na wielokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy,
gdy symetralne wszystkich jego bokow przecinaja sig
w jednym punkcie. Punkt przecigcia sig tych symetral-
nych jest érodkiem okregu opisanego na wielokacie.
WIB‘ﬂkql & Wi;lokqt nazywamy opisanym na okregu (okrag jest 4
wpisany w wielokat), wtedy i tylko wtedy, gdy
lllllsallv na wszystkie jego boki sa styczne do okrggu. B
olu'guu ® W wiclokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy i tyl- O,
(okrag wpisany ko wtedy, gdy dwusieczne wszystkich jego katow
w wielokat) wewngtrznych przecinaja si¢ w jednym punkcie,

Punkt przecigcia tych dwusiecznych jest srodkiem c D
okregu wpisanego w wielokat.




Wielokat foremny

Wielokaty foremne

® Wiclokat, ktorego wszystkie boki sa rowne i wszystkie katy wewngtrzne przystajace, nazywamy wielokatem
foremnym.
P — pole wielokqta,
r—dlugosc promienia okregu wpisanego w wielokqt,
R — dlugosc promienia okregu opisanego na wielokqcie.

® Kazda symetralna boku wielokata foremnego jest osia symetrii tego wielokata.

Twierdzenia _ _ _ i ,
o wielokacie @ Kazda dwusieczna kata wewngtrznego wielokata foremnego zawiera si¢ w osi
f 4 symetrii tego wielokata.
oremnym @® Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisaé okrag. __a
Jezeli bok n - kata foremnego ma dlugoéé a, to promien R 2sin£
okregu opisanego na tym wielokacie wyraza si¢ wzorem: n
® W kazdy wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag. @ x
Jezeli bok n - kata foremnego ma dtugoéé a, to promien r s
okregu wpisanego w ten wielokat wyraza sie wzorem:
@ Kat wewngtrzny n-kata foremnego ma miare: o= {,-,_2}1
n
Rodzaj wielokata Pole (P) Promien okrggu opisanego [Promien okregu wpisaneg
foremnego na wielokacie (R) w wielokat (r)
Trojkat rownoboczny p= ,,-:fi R= ﬁ i "f
Czworokat (kwadrat) P=a’ R “f i %
2 2a
Pieciokat p CAS(5+245) [ P - RN, S
2 v2(5-5) 2W5-245
Szesciokat P= 3a’3 R=a i av3
2 2
Os$miokat P=2a*(1+2) R=a 2?5 r=@
Drziesieciokat po3a’ V5425 = a_il_z@ __aVs+2V5
2 2 2
Dwunastokat P=3a’(2+3) R:@ ’=@

Wielokat gwiaZdzisty

@ Lamang zamknigta utworzona z tych wszystkich przekatnych wielokata foremnego, ktére majq te sama
dlugo$c, nazywamy wielokatem gwiazdzistym.

pieciokqt gwiaZdzisty siedmiokqt gwiazdzisty siedmiokqt gwiazdzisty

@ Wielokaty foremne gwiazdziste o takiej samej liczbie bokéw nie musza by¢ figurami podobnymi.
Uwaga:
Wszystkie przekatne wielokqta foremnego o jednakowej dlugosci nie muszq tworzy¢ wielokqta gwiazdzistego.




-2 Trojkat

@ Trojkatem nazywamy wielokat o trzech bokach.
AABC , trojkat ABC — oznaczenia tréjkqta o wierzchotkach A, B, C.

@ Z odcinkéw o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowaé trojkat, gdy speniony jest warunek: |b—c[<a<b+c

Podziat trojkatow ze wzgledu na ich boki

Tréjkat
réznoboczny

@ Trojkat réznoboczny, to trojkat, ktérego b a
kazdy bok ma inna dhugosé. i i
A ; azh

Tréjkat
réwnoramienny

® Wysokosé h = |CD| trojkata rownoramiennego ABC:
e dzieli podstawg A8 na dwie rowne czesci (14Dl =|DBl),
e dzieli A ABC na dwa tréjkaty przystajace (AADC =ABDC),
e zawiera si¢ w dwusiecznej kata C,
e zawiera si¢ w symetralnej podstawy, ktora jest osig symetrii
trojkata,
o jest srodkowa trojkata.

Tréjkat

@ Trojkat rownoboczny, to trojkat, ktorego wszystkie boki maja rowne diugosci.
@® W trojkacie rownobocznym wszystkie katy wewnetrzne maja miary rowne 60°

tréjkatow

mw“uhom' ® Srodkowe, symetralne, wysokosci | dwusieczne trojkata C
rownobocznego przecinajg si¢ w tym samym punkcie S,
@ W trojkacie rownobocznym srodkowa boku, jego a y
symetralna oraz dwusieczna kata lezacego naprzeciw
tego boku i wysokos§¢ opuszczona na ten bok
zawieraja si¢ w jednej prostej. A o B
® Trojkat rtownoboczny ma trzy osie symetrii, |AB|=|BC|=|CA|=a
Podziat trojkatow ze wzgledu na ich katy
@ Trojkat ostrokatny, to trojkat, ® Trojkat prostokatny, to trojkat, | @ Trojkat rozwartokatny, to trojkat,
ktorego wszystkie katy ktorego jeden kat jest prosty. ktorego jeden kat jest rozwarty.
wewnglrzne sq ostre. B
C & <90, y =| 4BCA|=90°
p <907,
y < 90°, o a
c A 4
® Suma miar katéw wewnetrznych trojkata jest rowna 180°. a+p+y=180° c
ceclly ® BBB. Jeéli trzy boki jednego trojkata sa odpowiednio réwne
b " trzem bokom drugiego tréjkata, to te dwa trojkaty s przystajace.
wania i i . - :
pm ® BKB. Jesli dwa boki i kat migdzy nimi zawarty w jednym
tréjkatow S trojkacie sa odpowiednio réwne dwom bokom i katowi migdzy
C' tymi bokami w drugim trojkacie, to te dwa trojkaty sq
przystajace.
_ ® KBK. Jesli bok i dwa lezace przy nim katy w jednym trojkacie sa
FE- - B' odpowiednio réwne bokowi i dwom lezacym przy nim katom
AABC=AABC w drugim tréjkacie, to te dwa trojkaty sa przystajace.
(5]
cal:hv ® BBB. Jesli trzy boki jednego trojkata sa proporcjonalne do trzech
pﬂdﬂhlﬂl‘m& b g bokow drugiego trojkata, to te dwa trojkaty sa podobne.
A B ® BKB. Jeéli dwa boki jednego trojkata sa proporcjonalne do dwoch

bokow drugiego trojkata i katy zawarte migdzy tymi bokami sg
rowne, to te dwa trojkaty sa podobne.
® KKK. Jesli katy jednego trojkata sa odpowiednio réwne katom
- B’ drugiego trojkata, to te dwa trojkaty sq podobne.
AABC~AABC




Trojkat

Odcinki i linie @® Wysokoscia tréjkata nazywamy odcinek
il'ﬂ i c laczacy w:erzchole!c tréjkata i rzut
w lkﬂﬂ e : prostokatny tego wierzcholka na prosta
zawierajaca przeciwlegly bok.
s . ® Srodkowa trojkata nazywamy odcinek
£ E laczacy wierzcholek trojkata ze Srodkiem
Bl B przeciwleglego boku.
FALRY— L R
A B\ | B @ Symetralng boku trojkata nazywamy
B\ |7 prosta prostopadia do tego boku i
przechodzaca przez jego Srodek.
Twierdzenie @® Kazdy tréjka}t ma trzy ‘\.vys.okt?éci. - -
kosciach @ Prostel. w ktorych zawieraja sig wysokosci tréul;ata, przecinaja si¢ w jednym
0 wysokoscia punkcie. Punkt ten nazywamy ortocentrum tréjkata.
tréjkata - >
Iy "
s
S Tk
c & A P
Punkt P przecigcia si¢ | Punkt przecigcia sig Proste zawierajace
wysokosci w tréjkacie | wysokosci w trojkacie wysokodci w trojkacie
ostrokatnym lezy prostokatnym pokrywa si¢ | rozwartokatnym przecinajg
wewnatrz trojkata. z wierzcholkiem kata si¢ w punkcie P nie
prostego. nalezacym do trojkata.
mlﬂl’dlﬂniﬂ @ Srodkowe trojkata przecinaja si¢ w punkcie S, ktory nazywamy Srodkiem
ciezkosci trojkata. Punkt S dzieli kazdg ze $rodkowych na dwie czgsei, z ktérych
0 irndlmwycll odcinek laczacy wierzcholek z punktem S jest dwa razy dluzszy od pozostatej
"ﬂlkqm: czesci tej Srodkowe;.
w geometrii syntetycznej w geometrii analitycznej na ptaszczyinie
G
Y ('={Ic.,\'(‘]
B, i
\ B=(xg,yp)
B A=(x4,54)
A Ar¥a R
& o 0 X
Jesli § jest srodkiem . ] ”
s ik } @® Jesli S=(x,,y,) jest érodkiem
kata ABC, to: 1)
cigzkosci trojkata N ciezkosci trojkata ABC, to:
|48 |lcsl  |8S]
= = = c=Xatxptic . vz)'ﬁ+_v3+y;
|sa,| |sc,| |sa| ’ B - 3
Twierdzenie @ Jezeli K, L, M sa §rodkami bokow trojkata ABC, to:
o odcinku ° KILIIA.Bl ° Ul»)'ll.-\(‘I * KM IIBC]
faczacym i|KL =3IABI i |LM|=—{AC]| i |KM]=E|BC|
srodki dwdch ;
bokdéw tfﬂlkﬂlﬂ @ Jezeli w trojkacie ABC potaczymy

odcinkami $rodki jego bokow K, L, M, to
K L otrzymamy cztery przystajace trojkaty.

AAMK = AMBL=AKLC=ALKM




Trojkat

qu mwng]mv @ Katem zewngtrznym trojkata nazywamy a'=p+y
ll‘ﬁ kat przylegly do kata wewnetrznego. B'=a+y
ikata . .
® Miara kata zewnetrznego trojkata jest y'=a+B
rowna sumie miar dwoch katow
wewngtrznych do niego nieprzyleglych.
® Dwusieczna kata wewnelrznego G | BD| |BC|
Twierdzenia trojkata dzieli bok przeciwlegly na |AD)| i J|A_C|
o dwusiecznych dwa odcinki, ktorych stosunek
kata w tréjkacie dlugosci jest rowny stosunkowi
q lkq dlugosci pozostatych bokow. B = p
® Jezeli w trojkacie ABC dwusieczna kata . "';-’ |BE] = |BC]
zewnetrznego y' przecina przediuzenie <X |AE] |AC]

boku przeciwleglego A8 w punkcie E, to
odcinki zawarte pomigdzy punktem prze-
cigeia £ i koncami tego boku sa proporcjo-
nalne do bokow przyleglych do kata y. y

Okrag wpisany
w trojkat

Dwusieczne katow wewngtrznych
trojkata przecinaja si¢ w jednym
punkcie, ktory jest srodkiem
okregu wpisanego w ten trojkat.

Okrag opisany
na tréjkacie

Symetralne bokow trojkata przecinaja
si¢ w jednym punkcie, ktory jest srod-
kiem okrggu opisanego na trojkacie.

Twierdzenie
Cevy

Dla dowolnego trojkata ABC i trzech punktow P, O, R

nalezacych odpowiednio do bokow AB, BC, CA takich, ze R
zaden z punktéow P, O, R nie pokrywa si¢ z wierzchol- i
kiem trojkata ABC, zachodzi rownowaznosc: ¢

Proste CP. AQ, BR przecinaja 4 ﬂ BO| |CR|
) N . . l - B
si¢ w jednym punkcie s |PB] : loc ' IRA| wl 4 P

Twierdzenie
Menelaosa

Jezeli trzy punkty P, Q, R nalezg odpowiednio do Y

prostych zawierajacych boki AB, BC, AC R

trojkata ABC i zaden z punktow P, O, R nie 0

pokrywa si¢ z wierzchotkami tego trojkata, a dwa . -
APl A : 7 : B N

sposrod nich naleza do jego bokow, lub zaden

z nich nie nalezy do boku trojkata, to zachodzi R\\.\

rownowaznosc: Als
Punkty P, O, Rsa ., [AP| |BO| [CR|
wspolliniowe |PB| |oC| [RA]

B

Prosta Eulera

o Bap e g ¢ — wysokosci
W kazdym trojkacie Srodek e )
cigzkosci §,, punkt przecigcia — Srodkowe ”"k"‘f
si¢ symetralnych bokéw S, g — symetralne bokow
1 punkt przecigcia wysokosci — prosta Eulera
S, lezg na jednej prostej, ktora  —
nazywamy prostg Eulera
i iS:S:| ™= 2¥3|3.~| s A




Trojkat

Trojkat prostokatny

@ Trojkat prostokatny, to trojkat, ktérego jeden z katéw wewnetrznych jest prosty.

B a, b—dlugosci przyprostokqinych rrofkgra, R - dlugosc promienia okregu
. ¢ — dlugosé przeciwprostokqtnej trojkqta, opisanego na trojkqcie,

a, f— miary katow ostrych trojkqta prostokqinego,  r— dlugosc promienia okregu
a\‘ wpisanego w trojkqr.

a

7 h — dlugos¢ wysokosci opuszczonej na
ch z A przeciwprostokaing c,
. ' b ' ' b
o+ f§=90° %=sma ! :=cosa %:{ga . ;—=ctga
Twierdzenie oW tr:’)j!l:q::ie'gro:m_kamym k!‘.vailrat ;!tlgoéﬂ h]:rze_ci_w- B
prostokgine) jest rowny sumi¢ Kwadralow g0sC1 c
P“aUﬂﬁSﬂ obu przyprostokatnych . <
=a*+b C B A
Twierdzenia ® W trojkacie prostokatnym dhugos¢ wysokoscei e
0 mukogcl poprowadzonej z wierzcholka kata prostego jest row- /1~ a
na sredniej geometrycznej diugosci odcinkow, na
d sredniej j diugosci odcinké h
poprowa zonel ktore dzieli ona przeciwprostokatng. A B B
z wierzchotka h=\JAD[JDB] *=|AD|-|DB| P aB=c
kﬂta pl'DSlOﬂU @ W trojkacie prostokatnym diugosé przyprostokatnej jest srednia geometryczna

dtugosci rzutu prostokatnego tej przyprostokatne) na przeciwprostokatng
1 dlugosci przeciwprostokatnej.
ﬂ=1f1{"[DBI b=,Jc|AD|
® W rojkacie prostokagtnym wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata prostego
dzieli ten trojkat na dwa trojkaty podobne do niego.

AADC ~ AACB ~ ACDB

® W wrojkacie prostokatnym rownoramiennym 4 8C,
gdzie |ACI=|BCl:
=
]AD[:lBD[=|CD[=h=a_:f; i a=p =45

Zwigzki miarowe w trojkacie prostokatnym

Promien okregu L _atb=c

wpisanego 2
i opisanego _P__a I
p a+b+c 2
] a+b+c 2
gdzie p= (pofowa abwaodu tréjkqta)
Pole tréjkata PR A
= — S e
prostokatnego 2 2
PP
P=-2-b tga—ia g

| : ;
P=zczsm2a C




Zwiazki miarowe w tréjkacie

a, b, ¢ - diugosci bokow rojkqta,

h — dlugosc wysokosci trojkqta,

a, B, v - kqty wewnetrzne tréjkata,

R~ dlugosé promienia okregu opisanego na trojkacie,

r—dlugosé promienia okregu wpisanego w trojkat, a+b+c
p — polowa ebwodu trojkata, P= 3

c P~ pole trojkqta

0

Twierdzenie ® W kazdym trojkacie stosunek dlugosci dowolnego
boku do sinusa kata przeciwleglego jest wielkoscig

sinuséw stala i rowna dlugosci $rednicy okregu opisanego na
(Sllﬂl"ll“) tym trojkacie:
@ _or Sl cop =SudR
sino sin 8 siny

Twierdzenie ® W kazdym tréjkacie kwadrat dlugosci dowolnego boku

jest rowny sumie kwadratow dlugosci pozostatych
cosinuséw bokéw minus podwaojony iloczyn dlugosci tych bokow
(Camota) i cosinusa kqta zawartego migdzy nimi.
@ =b +c*=2bc-cosa b =a*+c*-2ac-cosp ¢’ =a’+b*—2ab-cosy

Twierdzenie @ w kazdym trojkacie stosunek roznicy dhugosei dwéch bokéw do ich
sumy jest rowny stosunkowi tangensa polowy roznicy przeciw- C
mnﬂﬂﬂ’ﬁw leglych im katow do tangensa polowy sumy tych katéw,

(Regiomon-
tana a-p a-y B~y
) a-b "5 a-c_'873 b-c 5
a+b . a+p a+c _a+y b+c . B+Y
= g— g—
g 3 £ 3 g )
Promien okregu wpisanego ( r )
Trojkat
&
dowolny A e
[ p
_ 2r
+b+c
A S /f__g “ g R= a b ¢
" 2sina 2sinf 2sin
|ABi=c, |AC|=b, |BC|=a - A ¥
0, (%
Tréjkat L1, _af3
réwnoboczny é 376
av3
h=
A L A B 2 ) A 8
h - dlugosé wysokosci trojkata ‘ v
rownobocznego,
) 2 a3
a — dlugosc boku trojkqta rownobocznego, R= ;‘h = 3
a=|AB|=|BC|=|CA|.




Trojkat

Pole trojkata:

w geometrii syntetyczne
dowolnego : Seistier
a, b, ¢ — dlugosci bokow trojkqta,
a, B.y — miary kqtow
wewnetrznveh,
h,, hy. h. - diugosci wysokosci
tréjkqta poprowadzonych
odpowiednio na boki a, b, c,
R — dlugosc¢ promienia okregu
opisanego na trojkqcie,
r — dlugosé promienia ok
IBCl=a, |AC|=b. |AB|=c. i o
wpisanego w trojkqt,
| 4BAC|=a , | 4ACB|=7y . | 3ABC|=p p — polowa ebwodu trojkqta,
h,=|AE|. hy=|BF|. hc=|CD). P =P, syc — pole trojkqta ABC.
Pole tréjkata Dane
1 ) | : 1 ' dlugosci dwoch bokow tréjkqta i miara
P= Ebc e il B= Eab SINY kata miedzy nimi zawartego
1 | 1 dhugosé¢ boku réjkqta i wysokosci
P= 24 h, = 'g_b' hy= 5 h opuszczonej na ten bok
a+b+c obwod i dlugos¢ promienia okregu
P=pr=—7 wpisanego w tréjkqt
abe dlugosci trzech bokéw tréjkqta i promienia
T 4R okregu opisanego na trojkqcie
o ) ) miary trzech J';qrr;'m' réjkqta i dlugosé
P=2R"sinasin f siny promienia okregu opisanego na tréjkqcie
wzér Herona dlugosci trzech bokow trajkqta
P=yplp-a)lp-b)p-c),
) a+b+c
gdzie p=
2
w geometrii analitycznej
ANY B
A=(x4,v,): B=(x5,¥5), C=(xc,¥¢):
1 - = | [Xg—X4 ¥Vg—¥
4 Py 4pc = P=71d(A4B, AC)|=7| 3
2 2 Xc=Xx4 Yo=Y
C —
0 X
réwnobocznego ¢ -
p_a'V3
a a h=h,=h,=h, 4
| ] av3
A - P=Ea'h. gdzie ﬁ——T




Czworokat

Klasyfikacja czworokatow

Czworokaty

L wipukle
para bokow

niewypukfe
——

nie ma bokow

rownoleglvch

dwie pary bakdwl
rownoleglvch

wszystkie wszystkie
kqry m‘lwnel V boki réwne
-

| J

wszystkie kqry rowne

wszystkie boki rowne

wadraty

Deltoidy

¢ rownoleglych

ma os symetrii, w ktorej zawiera
sig jedna = przekqtnych

(ktore nie sq rombami)

Czworokat wypukty

® Czworokatem nazywamy wielokat, ktory ma cztery boki.
IDBl=e, |AC|=f
? ‘o Suma miar katow wew-

ngtrznych kazdego czworokata
jest rowna 360°,

o+ f+y+8=360°

DB, AC — przekqtne czworokqta,

a, b, ¢, d - dlugosci bokéw czworokqta,

e, [ - diugosci przekqinych czworokqta,

a, B, v, 86— miary kqtéw wewnetrznych czworokgta,
@— miara kqta migdzy przekqtnymi czworokata,
p - polowa obwodu czworokqta,

P - pole czworokqta.

A
Czworokat wpisany w okrag Czworokat opisany na okrggu
@ Czworokat mozna wpisaé w okrag (na czwo- FJRL -
rokacie opisac okrag) wtedy i tylko wtedy, d
gdy suma miar jego przeciwlegtych katow b
wewnetrznych jest rowna 180°, czyli gdy A
a+y=PB+8=180° a B

Twierdzenie Ptolemeusza.

® Jezeli czworokat jest wpisany w okrag, to
iloczyn diugosci jego przekatnych jest réwny
sumie iloczynow dlugosci bokow

® Czworokat wypukly mozna
opisa¢ na okregu (w czworo-
kat wpisa¢ okrag) wiedy
i tylko wtedy, gdy sumy
diugosci przeciwlegtych

|DB|=e, |AC|=f przeciwlegtych. bokow sg rowne, czyli gdy:
ef =ac+bd a+c=b+d
Pole czworokata peies fudng
wypuktego: 2
wpisanego w okrag opisanego na okrggu

P=\(p=a)p-b)p-c)(p-d) .

gdzie p= =

a+b+c+d
=—:r=p'r,

2

a+b+c+d




Czworokat

Trapez

@ Trapezem nazywamy czworokat, ktory ma przynajmniej jedng parg bokow rownoleglych.
@ Wysokoscig trapezu nazywamy odcinek zawarty migdzy prostymi zawierajacymi jego podstawy
i prostopadly do nich.
D= b ﬁ D - para bokow rownoleglvch (podstawy trapezu),
|ABl=a, |CD|=b — dlugosci podstaw trapezu,
|AD{=d, |BCl=c — dlugosci ramion trapezu,

h - dlugosé wysokosci trapezu,

a, f. v, d— kqty wewngtrzne trapezu,

[ACI=e. |BD|= f - dlugosci przekqtnych trapezu,
@ - miara kqta przecigcia si¢ przekqtnych,

@® a+5=180°, f+y=180° A, B, C. D — wierzchotki trapezu,

M. N - srodki ramion trapezu,
C MN — linia srodkowa trapezu,

D b
/\/ m — diugosé linii srodkowej trapezu,
v @ N M. N, - srodki przekatnych trapezu,
M, N p— polowa obwodu trapezu,
B P - pole trapezu
a

A
Linia $rodkowa trapezu Odcinek taczacy $rodki przekatnych trapezu
@ Linia $rodkowa trapezu — odcinek laczacy srodki ach
ramion trapezu. b ® [MlNll: T gdy a>b.
@® MNIIAB ® [MN|=— =
TfapBZ @ Jezeli jedno z ramion trapezu jest prostopadle do D
jego podstaw, to taki trapez nazywamy trapezem
prostokatny  prostokamym. =
@ Kwadrat i prostokat sq trapezami prostokgtnymi. A
Trapez @ Trapez, ktdrego ramiona sg rowne, D_ b = c
nazywamy rownoramiennym. ™~ e
réwnora- o . o , 4 ‘
@ Jezeli trapez rownoramienny nie jest . e ; ¢
miﬂﬂﬂv rownoleglobokiem, to mozna na nim = Sy __!
opisac ok'ra_g.. . . L L& ™ VA %
@ W trapezie rownoramiennym ABCD E q F -
o podstawach AB=a i DC=b, gdy
a>bh, o
: g |AD|=|BC{=c
|BF|=|AE|=2="

=
- | [ACi=[BD}=e
Punkty £ i F sa spodkami wysokosci

poprowadzonych z wierzcholkow D 1 C.

Pole R &
/ a+b)h
trapezu: M \N P=~(-—_,—) P=m-h ,
h -
,-I/ Jo \B gdzie:

E m=|MN|, h= |CE| .]UM|=|MA[ [Nq =|BM :

Uwaga.
Jezeli trapez jest rownoramienny o przekatnych dlugosci e, ktore przecinajg sig pod

: ! b
katem ¢ , to jego pole P= :e‘ sing |




Czworokat

Rownolegtobok

@ Rownoleglobok to czworokat, ktéry ma dwie pary bokoéw réwnolegtych.

AB, CD, BC, AD - boki réwnolegloboku,

AC, BD - przekqtne rownolegloboku,

h, — dlugosé wysokosci poprowadzonej na bok a,
hy, — dlugosé wysokosci poprowadzonej na bok b,
S — punkt przeciecia sig przekqtnych,

e, f— dlugosci przekqtnych rownolegloboku,

a, f— miary kqtow wewnetrznych réwnolegloboku,
@ — miara kqta miedzy przekqtnymi,

P — pole rownolegloboku.

lACI=e, |BD|= f
Bsi=lspi=L,  Jasi=|sci=%

I-' W kazdym roéwnolegtoboku:

e przekatne dziela sig na polowy,

e przeciwlegle katy sa rowne,

e suma miar dwoch kolejnych katow jest rowna 180°,

e punkt S przecigcia sig przekatnych jest srodkiem symetrii tego rownolegloboku.

w geometrii syntetycznej w geometrii analitycznej
Pole réwno- 7€ psaik, YA D C pudtib. iby
legtoboku: P=a-b sina D AR AR
1 . B
=— : : A
i P 2|A.C1 |BD|-sing <L ”
Romb
@® Romb to czwo;okql, ktorego E_ E_E‘, DC, AD - boki rombu,
wszystkie boki sa rowne. AC, BD - przekatne rombu,
D a c d,. d, - dlugosci przekqtnych rombu,

h — dlugosé wysokosci rombu,
r — dlugos¢ promienia okregu wpisanego w romb,
o — miara kata ostrego, jaki tworzq boki rombu,
P - pole rombu.

B ACLBD '@ Romb jest rownoleglobokiem.

| @ Punkt przecigcia przekatnych rombu jest Srodkiem okregu
wpisanego, ktérego promien r jest potows jego wysokosci

| € BAD|=| ¥ BCD|=«,

|AC]=d, d |BD|=d, | ‘ r=%h.

|AS|=|sC] =?l' |BS|=|SD|= @ W rombie przekatne dziela sie na polowy i przecinaja si¢
pod katem prostym.

w geometrii mlotyl:'mel w geometrii analitycznej

o |,E"L

Polerombu: P=ah

|ACHBD| d,-d,
T

P=2a-r

P=

—
P=d(AB,AD)|

P=a*sina




Czworokat

Prostokat

a
N o @ Prostokat to czworokat, ktorego wszystkie katy sa rowne (proste).
S =z m= == e
b b AB, BC,DC, AD - baki prostokqta,
A - B a, b - dlugosci bokow prostokqta,
AC, BD - przekatne prostokqta,
|ACl=|BD|=d d — dlugosc kazdej przekqtne] prostokqta,
@ — miara kqta przecigcia sie przekqinych prostokqta,
DL c R — diugosé promienia okregu opisanego na prostokqcie,
el 8 P — pole prostokqta.

e B ! @ Prostokat jest rownoleglobokiem.

A
v | @ W prostokacie przekatne s rowne i dziela si¢ na potowy.

| @ Punkt przeciecia przekatnych prostokata jest Srodkiem okregu

R "Ed | opisanego na tym prostokacie.
Pole | L.a i
P=ab P=—d"sing P=2R"sing
prostokata 2
Kwadrat
D a C ® Kwadrat to prostokat, ktory ma wszystkie boki rowne.
){\ AB, BC. DC, AD - boki kwadratu,
o . & a — diugosé boku kwadratu,
x AC, BD - przekatne kwadratu,
d — diugosc kazdef przekatnej kwadratu,
A a B r - diugosc promienia okregu wpisanego w kwadvrat,
= R — dlugosé promienia okr¢gu opisanego na kwadracie,
1,_-101"‘"IIBD]" - P - pole kwadratu.
D C @ W kwadracie przekatne sa rowne, przecinaja sie pod katem prostym
i dzielg sig na polowy.
@ Punkt przecigcia sig przekatnych kwadratu jest Srodkiem okrggu
O opisanego, ktorego promien R jest potowa przekatnej kwadratu.
@ Punkt przecigeia si¢ przekatnych kwadratu jest srodkiem okregu
P i wpisanego, ktorego promien r jest polowa dlugosci boku kwadratu.
1 av2 |
d=av2 R=E =3 F———Eﬂ
Pole " - |
P=d’ P==d P=2R? P=4r’
kwadratu -

Deltoid

@ Deltoid to czworokat wypukly, ktory ma o§ symetrii zawierajaca jedng z jego przekatnych.

c
b

4

a

@ W deltoidzie przekatne DB | AC sa prostopadle.
@ Pole deltoidu jest rowne polowie iloczynu dlugosci jego przekatnych.

ACLDB,

\DF|=|FB| |DBI- 1401

P=

ra | —




Przeksztalcenie geometryczne ptaszczyzny — izometria

Przeksztalceniem geometrycznym plaszczyzny @ nazywamy funkcje, ktorej dziedzing i przeciwdziedzing
jest zbior wszystkich punktow plaszczyzny .

Jezeli ¢ jest przeksztalceniem geometrycznym, to kazdemu punktowi X € @ przyporzadkowuje dokladnie
jeden punkt X'e @, co zapisujemy: 6(X)=X",

Punkt Ae @ jest punktem stalym przeksztalcenia ¢, gdy ¢(A)=A.

Przeksztatcenie @ Przcksztaiceniem tozsamosciowym nazywamy takie przeksztalcenie geometry-
tozsamosciowe czne, ktore kazdemu punktowi plaszczyzny przyporzadkowuje ten sam punkt
plaszczyzny (jeshi Xea,to ¢(X)=X ).

Przeksztatcenie @ Przeksztalcenie geometryczne % plaszczyzny a jest izometrig wiedy i tylko
Izomelwme wtedy, gdy dla kazdej pary punktow X,Yea, jezeli F(X)=X"i F(Y)=Y",t0
XY]=|X¥1.

@ Wiasnodci izometrii: e izometria jest przeksztalceniem roznowartosciowym,
e przeksztalcenie tozsamosciowe jest izometrig,
e przekszialcenie odwrotne do izometrii jest izometria,

e zlozenie dwu izometrii jest izometrig.

Niezmienniki izometrii plaszczyzny i przestrzeni.
@ Izometria zachowuje: o wspolliniowoé¢ punktow (wspolplaszezyznowosé
punktow),
e wypuklos¢ figury,
uporzadkowanie punktow na prostej,
rownoleglos¢ i prostopadiosé prostych (rownoleglos¢
i prostopadlos¢ plaszezyzn),

diugosci odcinkow,
miary katow,
pola figur,

e o o o

objetosci figur.
@ Jezeli izometria ma dwa punkty stale, to kazdy punkt prostej wyznaczonej przez
te punkty jest punktem stalym tej izometrii.

@ Jezeli trzy niewspolliniowe punkty A, B, Ce & sg punktami stalymi izometrii .%,
to kazdy punkt plaszczyzny wyznaczonej przez te punkty jest punktem stalym .9

lzometrie ® Izometrie, w ktorej obrazem figury fjest figura f nazywamy izometrig wlasna tej

wiasne figury figury.

0§ symetrii figury i figura osiowo-symetryczna

® Jesli S, (/)= [, 1o prosta k nazywamy osia symetrii figury /.

Figura osiowo-symetryczna to figura, ktora ma os symetrii,

Srodek symetrii figury i figura $rodkowo-symetryczna

® Jezeli S,(f)=/ . to punkt O nazywamy srodkiem symetrii figury /.

Figura srodkowo-symetryezna to figura, ktora ma srodek symetrii.




Symetria osiowa, symetria ptaszczyznowa
Symetria osiowa

1 . A -
® Symetrig osiowg S, wzgledem prostej /, zwanej osig symetrii,
nazywamy przeksztalcenie plaszczyzny (przestrzeni), ktore
A 75 A kazdemu punktowi 4 przyporzadkowuje punkt A" taki, ze:
Rk L -
jezeli Ael 10 §;(A)=A (A=A,
a jezeli Ag [, 10 prosta [ jest symetralng odcinka 44",

B=F§
Punkt A jest symetryczny do punktu 4" wzgledem prostej /,
S,(B)=B'=B jezeli odcinek 44 jest prostopadty do prostej / i prosta /

S(A)=A" S,()=!
przechodzi przez $rodek tego odcinka.

@ Symetria osiowa jest izometrig.

@ Zlozenie symetrii osiowych S;1 5, jest:
® tozsamoscia, gdy k=1, e translacja, gdy [k,

e symetrig srodkowa (obrotem o kat péipeiny), gdy [ Lk.
@ Przeksztalceniem odwrotnym do symetrii osiowej jest ta sama symetria osiowa.

Symetria osiowa na plaszczyinie:

@ obrotem, gdy / # &,

wzgledem osi 0OX wzgledem osi OY wzgledem prostej y= ax
AY AY ks
v(x.y)
o >y (¥3) o=~ == (x,)
ox,y) >
0 -
(x,y)=(x",y") Sy (x,¥)=(x",y) 4’—'_“2“ =y
SOX xyl=lx,y), or X, yI=Lx,¥)}, gd:fe _|;+ﬂ': ]+a;:.
gdzie { X=x gdzie {,l"=+-x f:ijx_ |—d': y
y=—y Y=y 1+a® 1+a’
Symetria osiowa w przestrzeni:
wzgledem osi 0X wzgledem osi OY wzgledem osi 0Z

Soilxvi)=(x.5.2), Sor(x,3,2)=(x', ¥, 7), Soz(x.3.2)=(x', ¥, 2),

x'=x X'=-x xX'==x
gdzie y==y gdzie Y=y gdzie y'=—y
'=-z =z A=

Symetria ptaszczyznowa:

wzgledem ptaszczyzny X0Y wzgledem ptaszczyzny X0Z wzgledem plaszczyzny Y0Z
8 sor(xipz)=(¥, ¥, 2), Sxozlx. y.2)=(x.y.27), Syozl % 3. 2) =[x, ¥, 2),
X=x X'=x xX'=-x
gd:lt' V=y sd:u_; 'V' =—y g{ti”t‘ “J =y
7=-1 ¥=z =z
@ Jezeli w izometrii przestrzeni 1 wszystkie punkty plaszczyzny acr sg
stale, to 1izometria ta jest symetrig wzgledem plaszczyzny a (oznaczamy
A A ja S, ) albo przeksztalceniem tozsamosciowym,

T $ (A At @ Punkty lezace na plaszczyZznie a s punktami stalymi tego przeksztalcenia.
il Jesli Xea,to S,(X)=X i S,(a)=c.




Symetria Srodkowa, translacja

Symetria Srodkowa

@ Symetrig srodkowa wzgledem punktu O nazywamy przeksztalcenie
plaszczyzny (przestrzeni), ktére dowolnemu punktowi P przyporzadkowuje
punkt P’ taki, ze punkt O jest $rodkiem odcinka PP’, Symetrig tg oznaczamy
S, @ punkt O nazywamy Srodkiem tej symetrii.

@ Symetria érodkowa na plaszczyznie i w przestrzeni jest izometria,

@ Jedynym punktem statym symetrii srodkowej jest Srodek symetrii.

@ Symetria Srodkowa plaszczyzny jest obrotem wokol §rodka symetrii o kat 180°.

@ Zlozenie trzech symetrii srodkowych na ptaszczyznie jest symetria Srodkowa.

@ Ziozenie dwoch symetrii srodkowych Sg i Sy na plaszczyznie jest translacja

—5
o wektor 2KL; S, oSy =T .

@ Symetria §rodkowa S, na plaszczyznie jest jednoktadnoscig o Srodku
w punkcie O i skali k=-1.

C’
So(AABC)=AA'B'C’

Symetria Srodkowa wzgledem:

poczatku uktadu wspétrzednych 0= (0,0) punktu A= (a, b) punktu A= (a, b, ¢)
Y [_t‘_‘.j [ (I.}‘. :.']
L. [X.,\'] "‘\.A=[u'b} '.,A:{a‘b.c}
T (4 x 0 N2k X
(x, v) (x.y) )/ (x,y,2)
‘ o Sesalmnd=(2.y2);

S.0(xy)=(x") S'n.hﬁ['t"‘]_[x s SAEP
gdzie {X’= o gdzie {'(= 2a-x gdzie {y'=2b-y
yBy y'=2b-y Z=2c-z

Translacja (przesunigcie rownolegte)

z ¢+ @ Translacja 7o wektor & nazywamy przeksztalcenie plaszczyzny
B ( przestrg)eni). ktére kazdemu punktowi P przyporzadkowuje taki punkt
P’ ze PP'=u . Translacje t¢ oznaczamy T, .
T.(P)= P e PP =ii

@ Translacja jest przeksztalceniem izometrycznym,

@ Translacja o wektor niezerowy nie ma punktow statych.
T-(AABC)=AA'B'C @ Translacja o wektor zerowy jest przeksztaiceniem tozsamosciowym.

=ry
@ Przeksztalceniem odwrotnym do translacji o wektor & jest translacja o wektor —u. =13

@ Zlozenie translacji o wektor a i translacji o wektor b jest translacja o wektor a+b. Tg °TE =T5+5

Translacja ptaszczyzny o wektor 0 =[ab] Translacja przestrzeni o wektor U =[a,b,c]
i
e
. P=(.y) p
u. e ')
.;"=[1 v)
[0 i

Jesli ii=a,b], t0: Jesli i =|a,b,c], to: Y=x+a

T:;[x._v):[.r’,y'], gdzie {"J=x+“ ?},(.r. y,z):[x’.y’.z’).gdzfe y'=y+b

).-'=}’+b Z’="‘+C




Obrot, jednoktadnosé

Obrét

Obrét na ptaszezyinie

Obrét o kat skierowany a dookota poczatku uktadu
wspétrzednych na ptaszczyinie

@ Obrotem dookola punktu O, zwanego Srodkiem

obrotu, o kat skierowany & nazywamy
cenie plaszczyzny, przyporzadkowujgc

punktowi O punkt O oraz kazdemu punktowi

P# O punkt P'aki, ze:
loP1=10P| i |« POP|=0x .
Obrot ten oznaczamy O .

05(P)=F

o P

przeksztal- P'=(x,y)

c

P=(x,y)
o i
Ol"l (x, ¥)=(x, ),

0

gd:llg' {

0)

X'=xcosd — ysino
y' = xsina + ycosa

Jednoktadnos$é (homotetia)

® Jednoktadnoscia J, o srodku O i skali k #0 nazywamy
przeksztalcenie plaszezyzny (przestrzeni), ktore dowolnemu
punktowi P przyporzadkowuje punkt P* taki, ze:

—3 — -3 -3
OP'=k-OP. Jy(P)=P < OP=k OP.

@ Punktem stalym jednokiadnosci jest jej srodek.

@ Jednokladnosé o skali k=1 jest
przeksztalceniem tozsamosciowym.,

® Jednokladnosé o skali k =—1 jest syme
srodkowa.

@ Jednokladnosé o skali A #1 i & #—1 nie jest

izometria.
® Kazda jednokiadno$é o érodku O i skal
jest podobienstwem o skali [k|.

® Przeksztalceniem odwrotnym do
jednokladnosci o §rodku O i skali k jest

jednoktadnos¢ o srodku O 1 skali %
® Joolo=15' .

k>0 k<0

£ 7

— —
OF =k OP. gdzie ke R\{0}

trig

1k

Jednoktadnosé o skali k i Srodku:

0=(0,0) A=(a,b) A=(a,b,c)
Y
AY AY ol
» P=(x.y) o P=lx.y) .‘fy_{x" -
T ,"'P=l.r. vl i o
#'P=(x.y) - . = =
“h=(ab) {Palera) X
0 % ) X ", A=lab.c)

Jolx, y)=(x" ),
x=k-x

dzie
B y=k-y

J:('x._r.z)=(x'.,l-".:’].
x'=k(x—a)+a
y'=k(y—b)+b
=k(z-cl+c

Jixy)=(x,y),

X'=kix—a)l+a
y=k(y=b)+b

gdzie Jl gdzie




Podobienstwo, powinowactwo

Podobienstwo

® Podobienstwem o skali k >0, nazywamy przeksztalcenie plaszczyzny (przestrzeni),
ktére dowolnej parze punktow A i B przyporzadkowuje punkty A’i B’ 1akie, ze

| |A'B]=k |AB].
ﬁ - Jezeli P" jest podobienstwem o skali k i P* (AB)=AF’, 10 |A'B|=k|AB]|.
. 4i Wlasnosci podobienstw:
g e przeksztalcenie tozsamosciowe jest podobienstwem o skali k= 1,
\A'Bl=k-|ABI e podobienstwo o skali k= 1 jest izometria, ’
i e przeksztalcenie odwrotne do podobienstwa o skali & jest podobienstwem o skali —,
e zlozenie dwu podobienstw o skalach k| 1k, jest podobienstwem o skali &, - &, .

@ Podobienstwo zachowuje:
e wspolliniowosé (wspolplaszezyznowosc) punktow,
e uporzadkowanie punktéw na prostej,
e miary katow (podobienistwo przeksztalca kat na kat przystajacy),
@ stosunek diugosci odpowiednich odcinkow.

Flguw @ Jesli istnieje podobienstwo o skali & > 0, przeksztalcajace figurg /na figurg g, to figury /' i g
odobne ' nazywamy podobnymi w skali k i oznaczamy [~ g. Wowczas:
p @ stosunck obwodow figur /i g, podobnych w skali &, jest rowny .

i ich @ stosunek pol figur fi g, podobnych w skali £, jest rowny K.
wiasnosci @ stosunck objetosci bryl £i g, podobnych w skali &, jest rowny &'

Powinowactwo prostokatne ptaszczyzny

5 @ Powinowactwem prostokatnym o osi /i skali k #0
nazywamy przeksztalcenie plaszczyzny, w ktérym

obrazem kazdego punktu P jest taki punkt P', ze
— —
MP =k-MP,
gdzie punkt M jest rzutem prostokatnym punktu P na os /.

P

[ - os powinowactwa | M

—¥ —

MP =k - MP

e 0§ powinowactwa prostokatnego / jest zbiorem punktow statych
tego przeksztalcenia.

e Powinowactwo prostokatne o skali k =—1 jest symetrig osiowg

wzgledem osi powinowactwa. X
e Przeksztalceniem odwrotnym do powinowactwa prostokatnego 1 i
o skali & jest powinowactwo prostokatne o tej samej osi 1 skali I
e W powinowactwie prostokatnym o skali & figura o polu P zostaje 3.
przeksztalcona na figurg o polu [k P. @ Jezeli |k|# 1, to obrazem okregu w powino-
e W powinowactwie prostokatnym obrazem prostej jest prosta. wachwie prostokqtnym o skali k jest elipsa.
Powinowactwo o skali 4 i osi OX Powinowactwo o skali & iosi OY
Y ¥
A=xy)
A=(%7) M=(0.y) A'=(xy)
— - - —
3 MA"=k- MA MA = k- MA
I O I‘f = [I’. {]} ,‘1.
Obrazem punktu A=(x, v) A Obrazem punktu A=(x, y) Pk
jestpunkt A'=(x". ¥') . gdzie { HLTE Jjest punkt A'=(x", '), gd=ie { s
y=ky prey




Rzut rownolegty

Rzut rownolegly na prosta

koo ® Rzutem rownoleglym na prosta / (zwana rzutnia) w kierunku

P rzutowania k (k # /) nazywamy przeksztalcenie plaszczyzny

P ! przyporzadkowujace:

\ R=KR e punktom prostej / te same punkty,
k — kierunek rzutowania e dowolnemu punktowi P& [ punkt P’e [ taki, ze prosta PP’ jest
[ = rzutnia rownolegla do k.

Wilasnosci rzutu rownoleglego na prosta:
@ Nie istnieje przeksztalcenie odwrotne do rzutu réwnoleglego plaszczyzny na prosta.
@ Obrazem prostej w rzucie rownoleglym jest punkt lub prosta.
@ Obrazem odcinka w rzucie rownoleghym jest punkt lub odcinek.
@ Rzut rownolegly zachowuje uporzadkowanie punktow prostej, ktorej kierunek jest rozny od kierunku rzutu.

Rzut prostokatny na prosta

@® Rzutem prostokatnym na prosta / nazywamy rzut rownolegly,
w ktérym kierunek rzutowania k jest prostopadtly do prostej /.

® Odleglos¢ punktu £ od prostej / jest rowna dlugosci odcinka PP,
gdzie punkt P’ jest rzutem prostokatnym punktu P na prosta /.

[
[
[
"
"

d=|P.l| |P.l|=|PP]
Rzut rownolegly na ptaszczyzne
. ® Rzutem rownoleglym na plaszczyzng a (zwang rzutnia) w kierunku
' rzutowania k (k ¥ @) nazywamy przeksztalcenie przestrzeni
\P przyporzadkowujace:
P eR=R e punktom plaszczyzny « te same punkty,
a ".‘ e dowolnemu punktowi P& a punkt P’ a taki. ze prosta PP’ jest

rownolegla do k.

Wiasnosci rzutu rownoleglego na plaszczyzng w przestrzeni:
@ Nie istnieje przeksztalcenie odwrotne do rzutu rownoleglego przestrzeni na plaszczyzne.
@® Rzut rownolegly zachowuje uporzadkowanie punktoéw prostej, ktorej kierunek jest rozny od kierunku rzutu.

@ Rzutem rownoleglym prostych réwnoleglych sa proste rownolegle, jezeli zadna z nich nie jest rownolegla
do kierunku rzutu,

@® Rzutem rownoleglym odcinka A8 jest odcinek 4'B’, gdzie konce A" 1 B’ sa obrazami koncow 4 i B.

@® Rzut odcinka A'B’ jest odcinkiem zerowym wiedy 1 tylko wtedy, gdy odcinek A8 jest rownolegly do
kierunku rzutowania.

Rzut prostokatny na ptaszczyzne

P : @ Rzutem prostokatnym na plaszczyzng ¢z nazywamy rzut rownolegly,
P w ktorym kierunek rzutu jest prostopadty do plaszczyzny .
® Odleglos¢ punktu P od plaszezyzny « jest rowna dlugosci
odcinka PP’, gdzie punkt P’ jest rzutem prostokatnym punktu P na
plaszczyzne .

d=|P.a| |P.al=|PP]




WielosScian

BG, AF,DF ,FE,EG
punkty: A, B,C,D E F,G~-

AE - przekqtna wieloScianu,

— krawedzie wieloscianu,

wierzchotki wieloscianu,

wielokaty : ABCD, EFG, AFD, ABF, BGF, DCEF, BCEG — iciany wieloScianu.

Twierdzenie
Eulera

$cian s spelniaja rownos$é: w—k+s=2.

@® W wieloscianie wypuklym liczba wierzchotkow w, liczba krawedzi £ i liczba

Wielosciany foremne

@ Wieloscianem foremnym nazywamy wieloscian wypukly, ktérego wszystkie Sciany sa przystajacymi
wielokatami foremnymi i kazdy jego wierzcholek jest koncem tej samej liczby krawedzi wielos§cianu.

® Istnieje pieé wieloscianow foremnych: czworoscian foremny, szeécian, o§mioscian foremny, dwunastoscian
foremny, dwudziestoscian foremny.

Wieloscian foremny
o krawedzi a

Siatka wielo$cianu

R - promief kuli opisane],
r-promied kuli wpisanej,
&~ promien kuli styczne| do
krawedzi wieloscianu.

P - pole powierzchni
wieloscianu
' - objetos¢ wieloscianu

R= IRJE P= aJJg
1
=—aV6
12 )
5=tav3 T2
Czworoscian (tetraedr) $ciany - trojkaty réwnoboczne 4
L =—av3
: 2 P=6a’
; r=—a
BRI B
" 2 JE V = ﬂl
d=a—
Szescian (heksaedr) Sciany — kwadraty 2
1
R= 50‘5 P=2a*V3
1
AB» .
St "6 ]
a =
- 3
Oémioécian (oktaedr) Sciany - wojkaty rownoboczne : 2
1
~, R==a3 l+~/§]
lé“' e P=3a*5(5+2+5)
D’ r=%a J1025+1145)
1
V=—a’(15+175)
Dwunastoscian (dodekaedr) Sciany — pieciokaty foremne o= M 4
. LS
) 4\ =av10+2¥5 P=5a*\3
Vq, r=%aﬁ[3+«f§}
N I;{Hﬁ} V=ia’(3+J§)
Dwudziestoécian (ikosaedr) | Sciany - trdjkaty rownoboczne 6= T 12




Graniastostup

@ Graniastostupem nazywamy wieloécian, ktérego dwie $ciany, zwane podstawami, sa przystajacymi
wielokatami lezacymi w plaszczyznach réwnoleglych, a pozostale Sciany, zwane $cianami bocznymi, sq
réwnoleglobokami, ktérych wszystkie wierzcholki sa jednoczesnie wierzcholkami podstaw,

® Graniastostup, ktérego podstawa jest n-katem, nazywa sig¢ graniastostupem n-katnym.

® Wysoko§¢ graniastostupa to odcinek zawarty w prostej prostopadlej do jego podstaw, ktorego koncami sg
punkty wspolne tej prostej z plaszczyznami zawierajgcymi podstawy graniastostupa.

punkiy A, B, C, D, E, A, B,.C,, D,, E, —wierzchotki graniastostupa,
wielokqty ABCDE; AB,C,D,E, - podstawy graniastostupa,

rownolegloboki ABB A, BCC,B,,CDD,C,,... —S$ciany boczne graniastostupa,
h - dtugos¢ wysokosci graniastostupa,

d - dlugosé przekatnej graniastostupa,

a, b, ¢ - diugosci krawed:z{ graniastostupa,

Pp — pole podstawy graniastostupa,

Py, - pole pawierzchni bocznej (suma pél scian bocznych),

Pe
V — objetosé graniastostupa,

2p - diugosé obwodu podstawy graniastoshipa.

— pole powierzchni calkowitej graniastostupa,

Gr aniastostup w @ Graniastoshup prosty to graniastostup, w ktérym krawedzie
pmm 5 boczne sa prostopadie do podstaw.

@ Dlugos¢ wysokosci graniastostupa prostego jest rowna
dhugosci jego krawedzi bocznej.

L V=P-h  B=2ph

graniastostup prosty pigciokqtny

Graniastostup
prawidtowy

@ Graniastoshup prawidlowy to graniastostup prosty, ktérego
podstawy sa wielokatami foremnymi.

[TETEYT: it
—

] Dhugo$é¢ wysokosci graniastostupa prawidlowego jest rowna
e * dhugosci jego krawedzi bocznej.

V=P - h B,=2p-h

*

graniastostup prawidlowy szesciokginy

@ Prostopadloscian to graniastostup, ® Szeécian to prostopadtoscian,
Pﬂlﬂﬂpﬂmtﬂl‘l ktorego wszystkie Sciany s prostokatami. ktorego wszystkie krawedzie maja
P,, =a-b jednakowa dtugos¢ (Sciany sa
P T kwadratami).
¢ P =2ac+ab+bc) — P.=6a’

a

d=vJa’+b* +c° a g3 V=a
V

Yecocancnand

@ Graniastostup pochyly to graniastostup, w ktérym
krawedzie boczne nie sg prostopadle do podstaw.

Graniastostup
pochyty

@ W graniastostupie pochylym dlugos¢ wysokosci jest
mniejsza od dtugosci krawedzi bocznej.

Réwnolegtoscian

® Rownolegloscian to graniastostup, ktérego wszystkie
Sciany sg rownoleglobokami.

V=P, h




Ostrostup

@ Ostrostupem nazywamy wieloécian, ktorego jedna $ciana, zwana podstawa, jest
dowolnym wielokatem, a pozostale $ciany, nazywane $cianami bocznymi, sa
trojkatami o wspolnym wierzchotku S, ktéry nazywamy wierzchotkiem
ostrostupa.

@ Ostroshup, ktérego podstawa jest n-katem, nazywa sig ostrostupem n-kgtnym.

@® Wysokoscig ostrostupa nazywamy odcinek laczacy wierzchotek ostrostupa z jego
rzutem prostokatnym na plaszczyzne podstawy (tzw. spodkiem wysokosct).

punktv A, B, C. D, E, S — wierzcholki ostrostupa,
D wielokqt ABCDE — podstawa ostrostupa.
B S — wierzcholek ostrostupa,

AABS , AAES , ADES, ADCS , ABCS - sciany boczne ostrostupa.
E h - diugosé wy;okajrr' ostrostupa, _

A Py, - pole powierzchni bocznej (suma pol scian bocznych),

P,, - pole podstawy ostrostupa,
Pg — pole powierzchni catkowitej ostrostupa,
P= P,, + £, 3 P V — objetosc ostrostupa.

a - kqt nachylenia krawedzi bocznej DS : ¥~ kat migdzy Scianami bocznymi ABS i CBS
do plaszczyzny podstawy ostrostupa, ostrostupa,
B~ kat nachylenia sciany bocznej ABS ¢ - kat plaski przy wierzcholku ostrostupa,
do plaszczyzny podstawy ostrostupa. . 8- kqt miedzy krawedzig boczng a krawedzig
: podstawy.

Czworoscian D ® Czworoscianem nazywamy ostrostup, ktérego

podstawg jest trojkat.
@ Odcinki laczace wierzchotki czworoscianu ze Srodkami

ciezkodci przeciwlegtych im §cian przecinaja si¢ w jed-

¢ nym punkcie. Punkt ten jest $rodkiem cigzkosci

; czworoscianu i dzieli kazdy z tych odcinkéw, liczac

= od wierzchotka, w stosunku 3 : 1.

B Czworoscian, ktérego wszystkie sciany sq tréjkqtami

réwnobocznymi nazywa sie czworoscianem foremnym.

03"08‘“][] @ Ostrostupem prawidlowym nazywamy ostrostup, ktérego podstawg jest wielokat forem-
ny i ktérego spodek wysokosci pokrywa sig ze $rodkiem okregu opisanego na jego

prawidtowy “podstawie.

e Sciany boczne ostrostupa prawidlowego sa przystajacymi trojkatami réwnoramiennymi.

@ Ostrostup Sciety jest to cze$¢ ostrostupa zawarta
migdzy jego podstawa i przekrojem plaszczyzng
rownolegia do podstawy.

@ Sciany boczne ostrostupa §cietego sa trapezami.
@ Podstawy ostrostupa $cietego sa wielokatami
podobnymi.
1 R, P, — pola podstaw ostrostupa scigtego,
V==hlR+PR+JP R) Ja y
e e L h — dlugosc wysokosci ostrostupa Scigtego.

Ostrostup Sciety




Bryly obrotowe

@ Jezeli figura /i prosta k zawarte sa w jednej plaszczyznie, to figurg otrzymang przez
pelny obrot figury f wokol prostej k nazywamy figurg obrotowa. Prosta k nazywamy

osia obrotu tej figury.

Py, — pole powierzchni bocznej bryly obrotowej,
Pc— pole powierzchni bryly obrotowej,

V- objetosé bryly obrotowej,

(4

ke of obrotu

Przekroje bryt obrotowych:

przekrdj osiowy

przekrdj poprzeczny

Przekrojem osiowym bryly obrotowej nazywamy
czes¢ wspolng tej bryly z plaszczyzna zawierajaca

o$ obrotu,
kca

@ Przekrojem poprzecznym bryly obrotowej nazy-
wamy cz¢$¢ wspolng tej bryly z plaszczyzng pros-
topadla do osi obrotu.

>

- kLo
a
a@
I przekroj osiowy przekrof poprzeczny
Walec @ Walcem nazywamy brylg obrotowa powstala przez obrot Siatka walca
prostokata dookola prostej zawierajacej jeden z bokow
prostokata. Bok prostokata zawarty w osi obrotu jest
wysokoscig walca, a drugi jego bok jest promieniem
pOdsja‘:y walca. h — dlugosc wysokosci walca,
<> 0 r — dlugosé promienia podstawy walca,
C P, — pole podstawy walca,
}{ — pole powierzchni bocznej walca, h
P =nr’ P,=2rrh
P
2nr
P.=2P,+F = 2er(r+h)
V=nrr‘h
gdzie r=|0,A|=|0,D|. h=|0,0,|=|AD|.
przekrdj osiowy przekrdj poprzeczny
Pflﬂhﬂlﬂ kca LS klo
walcaa = 1055 -
- a
= T
h
7 ¥ Z
? przekraf osiowy walca & przekréj poprzeczny walca
Stozek @ Stozkiem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrot Siatka stozka

trojkata prostokatnego dookotla prostej zawierajacej jedng
z przyprostokatnych. h - dlugosé wysokosci stoika,
| - dlugosé tworzqcej stozka,

P =rr P=nrl
P.=P,+ P =nrr(r+l)
V=lxr2h .

3

gdzie: h=|S0|. r=|0A|=|0B|. |=|SA|=|SBf.

r - dlugos¢ promienia podstawy stozka.

—




Bryly obrotowe

rzekrd] osio rzekrdj poprze
stozka: -
! !
= —_—2— @

@® Kat rozwarcia stozka 23, to kat miedzy przekroj '
ramionami trojkata rownoramiennego poprzeczny stoika
bedacego przekrojem osiowym stozka.

Stozek h=|0,0,| @ Stozek Scigty jest to czeéc stozka zawarta migdzy jego podstawg
e i przekrojem poprzecznym wraz z nim. g
QGIQW h k(0. n ), k(Oy,ry) - podstawy stozka scigtego, I=V(R=r)"+h
- r, R — promienie podstaw stozka scigtego, B=n (R+r)1
h - dlugosid wysokosé stozka scigtego, 1 - .
X I - diugosé iworzqcef stozka Scigtego. F= '5’”'( R*+Rr+r’)
Kula

® Kula o srodku O i promieniu R nazywamy zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych odleglosé od
punktu @ jest niec wigksza od R.
@ Kula jest brylg obrotowa powstalg przez obrét pélkola dookola
prostej, w ktorej zawarta jest Srednica tego polkola.
® Sferg o srodku O | promieniu R nazywamy zbior wszystkich punk-
tow przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od punktu O jest rowna R, 2
@ Sfera jest brylg obrotowg powstalg przez obrét pétokregu dookota P=4nR

prostej, w ktorej zawarta jest §rednica tego polokregu. 4 .
O - srodek kuli (sfery). K(O, R) - kula o $rodku O i promieniu R, V= EER
I [0A=R R - promien kuli (sfery), 5(0, R) - sfera o $rodku O i promieniu R.
Czesci kuli
Odcinek ® Odcinkiem kuli nazywamy kazda z dwadch czeéei kuli, na ktore dzieli te kule plaszczyzna
przechodzaca przez jej wnetrze wraz z przekrojem kuli tq plaszczyzna.
kuli Plaszczyzna ta dzieli sfere na dwie cze$ci zwane czaszami kuli.
k(Oy, r) - podstawa odcinka kuli,
r — diugosé promienia podstawy czaszy, r=y(2R-h)h
R - dlugosé promienia kuli, P=2nRh
h - dlugosd wysokesci czaszy,
P - pole powierzchni czaszy, V= 1 trih+ lyf R
V - objetodé odcinka kuli. 2 6

Wyclnlk ® Wycinkiem kuli nazywamy cze$¢ kuli ograniczona powierzchnig kuli i powierzchnig
kuli boczng stozka o wierzchotku w srodku tej kuli.

h - dlugos¢ wysokosei czaszy,

r — dlugosc promienia podstawy czaszy,

R - dlugosc promienia kuli, = g,r R*h
V - abjetosé wycinka kuli. 3

Warstwa ® Warstwa kuli (pasem sferycznym) nazywamy zbiér punktow kuli (sfery) znajdujacych sie
migdzy dwiema rownolegtymi, przecinajacymi kulg. plaszczyznami wraz z przekrojami

kuli kuli (sfery) tymi plaszczyznami,
k(Oy. n). k(Oy,ry) — podstawy warstwy kuli,
ry, 3 — dlugosci promieni podstaw

warstwy kuli, I 5 1 .
h - dlugosé wysokosci warstwy, V==K h+—nmry -h+—nh
R — dlugos¢ promienia kuli. 2 2 6




Kombinatoryka

@® Twierdzenie 0 mnozeniu,

n, sposobow jest rowna myny -...omy .

@ Kombinatoryka nazywamy dzial matematyki zajmujacy si¢ wyznaczaniem liczby elementéw zbiorow
skonczonych utworzonych zgodnie z okreslonymi zasadami.

Liczba wszystkich roznych ciagoéw ( x;, x,, ... x; ) takich, ze element x, (i=1, 2,...,k) mozna wybra¢ na

Wariacja bez powtdrzen

Wariacja z powtérzeniami

@ Wariacja k-elementowa bez powtorzen zbioru
n-elementowego ( k < n ) nazywamy kazdy
k-wyrazowy cigg roznowartosciowy, ktorego
wyrazami sg elementy danego zbioru.

® Liczba wszystkich roznych k-elementowych
wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego
jest rowna:

X n!

V. =m , gdzie k<n, nke N’

® Wariacjg k-elementowg z powtdrzeniami zbioru n-
elementowego nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag,
ktérego wyrazami sa elementy danego zbioru.

@ Liczba wszystkich roznych k-elementowych
wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego
jest rowna:

_k "
Va=n" . gdzic nke N

Permutacje

Permutacja bez powtdrzen

Permutacja z powtdrzeniami

@ Permutacjg bez powtorzen zbioru n-elementowego
A=1a,,a,, ..., a, ; nazywamy kazdy
n-wyrazowy ciag utworzony z wszystkich
elementow tego zbioru, czyli kazde
uporzadkowanie elementow zbioru A.

@ Dany jest zbior A={a,,a,.....a;}. Permutacja
n-elementowa z powtdrzeniami zbioru 4, w ktorej
elementa, wystgpuje ny razy, element a,
wystlgpuje n, razy, ..., element a, wystgpuje n,
razy, przy czym ny + 1y +...+m =n , nazywamy
kazdy n-wyrazowy ciag, w ktérym element g,
wystepuje n, razydlai=1,2. ..., k

® Liczba wszystkich roéznych permutacji bez ® Liczba wszystkich roznych n-elementowych
powtdrzen zbioru n-elementowego jest rowna: permutacji z powtorzeniami opisanych wyzej jest
rowna: '
Pﬂ,,fl_......n, i | n.
" = L
P,=n!, gdzie neN" ntnyb...om!
gdzie n,e N, i=12.....k, n,— liczba powto-
rzen elementu @, € A, m+ny+...+n, =n.
Kombinacje
Kombinacja bez powtdrzen Kombinacja z powtdrzeniami

® Kombinacja k — elementowa bez powtorzen zbioru
n-elementowego ( k < n ) nazywamy kazdy
podzbior k-elementowy tego zbioru.

@ Liczba wszystkich roznych kombinacji
k-elementowych bez powtdrzen zbioru
n-elementowego jest rowna:

n n!
C'k —. - — Ly 2 A e
"k | K (n—k)! ,gdzie k<n, nkeN

® Kombinacja k-elementowq z powtdrzeniami zbioru
n-elementowego A={a,,a,,...,a,} nazywamy
kazdy ciag (k;.k,.....k,) taki, Zze
ky+ky+..+k, =k, gdzie ke N dlai=12,...n.

Oznacza to, ze w danej kombinacji wystgpuje

k, elementéw a,. k, elementdw a,, ...,

k, elementow a, .
Liczba wszystkich roznych k-elementowych
kombinacji z powtdrzeniami zbioru
n-clementowego jest rowna:

n+k-1 n+k-1

—k
C"=( n—1 ]-_-( k ].gdzicn.kEN‘




Doswiadczenie losowe

@ Rachunkiem prawdopodobienstwa (probabilistyka) nazywamy dzial matematyki zajmujacy si¢ badaniem
zjawisk losowych i praw rzadzacych tymi zjawiskami.

n' -dc i I e

Doswiadczenie ® Doswiadczeniem losowym (eksperymentem, zjawiskiem losowym) nazywamy
- - y - - -
losowe takie do§wiadczenie, ktdre mozna powtarza¢ wielokrotnie w jednakowych lub
zblizonych warunkach i ktoérego wyniku nie mozna przewidziec.

Wynik Kazda realizacje doswiadczenia losowego nazywamy wynikiem do$wiadczenia
do$wiadczenia Ibecrogo:

losowego

Zbidr m‘ﬂh Zbidr wszystkich wynikow do$wiadczenia losowego stanowi podstawg do
wnlk“ budowy abstrakcyjnego modelu doswiadczenia.

doswiadczenia

losowego

Czgstosé

@ Jezeli przy n powtérzeniach do$wiadczenia losowego dany wynik A wystapil

wznlgdna k liczb tosci led iku 4
razy, 1o hcz = nazywamy czgsloscig wz ng wyniku A.
mlkﬁw Y N y y czg g wzgledng wy
w do$wiadczeniu @ Czestoéc wzglednag wyniku mozemy obliczy¢ tylko po wykonaniu serii
'uuwm powtorzen doswiadczenia losowego.
Modelowanie doswiadczen losowych
Model Budowanie modeli zjawisk losowych polega na przypisaniu dodwiadczeniu
doswiadczenia losowemu zbioru & o skonczonej liczbie wynikéw, funkcji prawdopodo-
Iosowaﬂﬂ bienstwa P okreslonej dla wszystkich podzbioréw zbioru €.
przestrzeri Pare (Q, P) nazywamy przestrzenig probabilistyczng.
robabilistyczna ; ) . ; -
P Doswiadczeniu losowemu mozna przypisaé rozne modele probabilistyczne.
Doswiadczenie losowe: Model do$wiadczenia losowego:
- wynik do§wiadczenia losowego, — zdarzenie elementarne @,
— zbibr wszystkich wynikéw doswiadczenia — €2 — (przestrzen zdarzen elementarnych),
losowego,
— podzbidr zbioru wszystkich wynikow - zdarzenie losowe — podzbiér zbioru £,
doswiadczenia losowego,
— czgstos¢ wzgledna. — prawdopodobienstwo.




Zdarzenia losowe

Zdarzenie ® Zdarzenie clementarne to pojecie pierwotne w teorii prawdopodobiefistwa.
elementarne
Przestrzen O ® Zbi6r wszystkich zdarzen elementarnych nazywamy przestrzenia zdarzef
zdarzen elementarnych i oznaczamy litera Q.
elementarnych
Zdarzenie ® Kazdy podzbitr przestrzeni zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem
losowe losowym (zdarzeniem).
Zdarzenia oznaczamy literami 4, B, C, ... (lub A, A, A,,...).
® Kazde zdarzenie elementarne we A nazywa si¢ zdarzeniem elementarnym
sprzyjajacym zdarzeniu A.
Zdarzenie ® Zbior Q nazywamy zdarzeniem pewnym.
pewne @ Zdarzenie A jest pewne, jezeli A=) .
Zdarzenie @ Zbidr pusty @ nazywamy zdarzeniem niemozliwym.
niemozliwe 2 ® Zdarzenie A jest niemozliwe, jezeli A=D .
Zdarzenia ® Zdarzenie A'=Q\ A nazywamy przeciwnym do zdarzenia A.
przeciwne ® A=Q\A, ANA'=0, AUA=Q.
® =0, =Q.
® Zdarzenia A i B nazywamy zdarzeniami przeciwnymi, jezeli:
AuB=Q, i AnB=0.
Suma zdarzed Ai B Suma skoriczonej liczby zdarzen A, (dlai=1,2, ..., n)
® Suma zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AUB, | @ Sumga skonczonej liczby zdarzen Ai(i=12,..n)
ktéremu sprzyjaja zdarzenia elementarne w, nazywamy zdarzenie A, UA, U...UA, , ktoremu
sprzyjajace zdarzeniu A lub zdarzeniu B. sprzyjaja zdarzenia elementarne w sprzyjajace

we AUB <& we A v we B
AUA=A, Au@=A AUQ=0Q

przynajmniej jednemu ze zdarzen A;.

lloczyn zdarze Ai B Zdarzenia rozigczne (wykluczajace sig)
® lloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie ® Dwa zdarzenia 4 i B nazywamy wykluczajacymi
AN B , ktéremu sprzyjaja zdarzenia elementarmne sig, jezeli zdarzenie AN B jest zdarzeniem
sprzyjajace zdarzeniu A i zdarzeniu B. niemozliwym, czyli gdy:

WweEANB < weA A we B

ANA=A An@=0 Anf(l=A

AnB=0

Réznica zdarzen Ai B

® Roznicy zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A \ B do ktorego nale7q zdarzenia elementarne @ sprzyjajace
zdarzeniu 4 i nie sprzyjajace zdarzeniu B.

we A\B & we A A we B




Prawdopodobienstwo

Aksjomatyczna @ Niech Q bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych.
definicja Prawdopodobieristwem nazywamy funkcje, ktora kazdemu zdarzeniu A (A cQ)
prawdnpodnhial‘iltwa przyporzadkowuje liczbg P( A), speiniajgca nastgpujace warunki (aksjomaty):
Al. P(A)20 (prawdopodobienstwo jest liczbg nieujemna),
A2. P(Q)=1 (prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1),
A3. Jezeli AnB=Q ,to P(AUB)=P(A)+ P(B)
(Prawdopodobienstwo sumy wykluczajacych sig zdarzen jest rowne sumie
prawdopodobienstw tych zdarzen).

Klasyczna definicja ® Jezeli Q jest skoficzonym zbiorem zdarzen elementarnych w jednakowo
prawdopudohlaﬁﬂm prawdopodobnych i AL, to liczbg

P(A)= A _ _ liczba zdarze elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4
(ﬁl L!FIIBO'I) A)= E = liczba wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia 4.
A —moc zbioru A (liczba elementdéw zbioru A4),
Q — moc zbioru § (liczba elementow zbioru Q).
Wiasnosci prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego @: P(@)=0
prawdopodobienstwa prawdopodop:eﬁst“'o zdarzenia A' przeciwnego P(A")=1-P(A)
do zdarzenia 4: (Ac Q)
prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i B, P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
gdy A, BcQ P(AUB)< P(A)+ P(B)
jezeli AcC B, to P(A)< P(B)
dla kazdego A < €2 zachodzi nierdwnosc: P(A)=1

@ Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia losowego jest liczbq nalezqcq do przedziatu (0:1).

Prawdopodobieristwo ® Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B) zajscia (wystapienia) zdarzenia A
pod warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe:

warunkowe
P(AnB)
P(AIB)=—— i
(AlB) p(B) © 8dzic 4,BcQ P(B)>0.
Prawdopodobiefistwo @ Dia dowolnej pary zdarzen 4, B takich, ze A,BcQ i P(B)>0 zachodzi
iloczynu zdarzen rownosé: P(AnB)=P(A|B)-P(B).
Zdarzenia @ Zdarzenia A, BcQ nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy gdy:

@ Zdarzenia A i B sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z dwu

przypadkow:
1° P(AI1B)=P(A), gdy P(B)>0 ub  2° P(B)=0.

@ Zdarzenia A, A,..., A, < Q nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego k =2, 3, ..., n i kazdego k-elementowego rosnacego ciagu indeksow
1€, <i; <...<i, Sn zachodzi rownos¢
P(A, NA NA N..0A)=P(A ) P(A) P(A)... P(A) .

Twierdzenie @ Jezeli zdarzenia B,. B,,.... B, €2 spelniajg warunki:
o prawdopodobierfstwie 1* BnB,=@ dlai#j oraz i j€ {l.....n},
catkowitym 2°* BuB,uU..uUB =Q

3° P(B)>0 da ief{l.2,..n},
to dla kazdego zdarzenia A € zachodzi wzér:
P(A)=P(A|B,)-P(B,)+P(A|B,) P(B,)+..+ P(AlB,)-P(B,)
Wzir Bayesa (przy zalozeniach tw. o prawdopodobienstwie cal;l:ow."r_vml
P(A|B,)-P(B,)

P(A|B,) P(B,)+..+ P(A|B,) P(B,)’ gdzie P(A)>0, i€ {l,2,...n}.

® P(B1A)=




Prawdopodobienstwo

Schemat Bernoulliego

Préba ® Proba Bernoulliego nazywamy doswiadczenie losowe, w ktérym mozliwe sg tylko
dwa wyniki, bedace zdarzeniami przeciwnymi. Jeden z wynikéw nazywa sig

Bemoulllsuo sukcesem, a drugi porazka.
Schemat ® Schematem N prob Bernoulliego nazywamy doswiadczenie polegajace na
Bemnul"ggo N-krotnym powtérzeniu ustalonej proby Bernoulliego, przy zaloZeniu, ze wynik
kazdej proby nie zalezy od wynikow prob poprzednich i nie wplywa na wyniki
prob nastgpnych,
® Prawdopodobiefistwo tego, ze w schemacie Bernoulliego o ¥ probach sukces
otrzyma si¢ dokladnie k razy (0< k< N) jest rowne:
N —
PN(k)z[ k J p-‘ .q.\ k ‘
gdzie: p>0,4>01i p+g=1,
p — prawdopodobienstwo sukcesu w jednej probie,
g — prawdopodobienstwo porazki w jednej probie.
Na zie @ Jezeli wschemacie N prob Bernoulliego liczba (N +1) p:
p
prawdopodobna ~ nie jest liczba catkowita, to najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow jest
najwigksza liczba catkowita mniejszaod (N +1) p.,
CzDa suKkcesow
w schemacie ~ jest liczba catkowita, to najbardziej prawdopodobne liczby sukcesow sq rowne:
Bernoulliego WeDp=1 1 (NI

Drzewo stochastyczne

@ Drzewem stochastycznym nazywamy graf ilustrujacy przebieg wieloetapowego doswiadczenia losowego.
Wierzcholkom drzewa stochastycznego przyporzadkowane sa wyniki poszezegolnych etapow
doéwiadczenia, a krawgdziom prawdopodobienstwa uzyskania tych wynikow. Suma prawdopodobienstw
przyporzadkowanych krawedziom wychodzacym z tego samego wierzcholka jest rowna 1.

Najprostszy przyktad grafu dwuetapowego doswiadczenia

poczatek B, B' — dwa mozliwe wyniki w pierwszym etapie
d’?i“'ﬂ galqé drzewa 'doéwiadcz.cpia. . . _ . _
krawed? l’*/ A, A'-dwa muzllw.c \_-vymk; w drugim etapie doswiadczenia,
P ¥ p, — prawdopodobienstwo otrzymania wyniku B
\. W pierwszym etapie,
p> - prawdopodobienstwo otrzymania wyniku B’
O, . [t TR S W pierwszym etapie.
q,. ¢, - prawdopodobiefistwo warunkowe otrzymania
a \ (/ wyniku A4 w drugim etapie,
= s, q, — prawdopodobienstwo warunkowe otrzymania
wyniku 4" w drugim ctapie,
= ’ 4 foof immm=—=

ptpa=l q+tq,=1 g, +q,=1

® Galaz drzewa stochastycznego - ciag krawgdzi prowadzacych od poczatku drzewa do jednego z ostatnich
jego wierzchotkow.

Regula iloczyndéw — Prawdopodobienstwo zdarzenia reprezentowanego przez Jednq galqZ drzewa jest
réwne iloczynowi prawdopodobienstw przyporzqdkowanych krawedziom, z ktorvch sklada sie rozwazana
galaZ. Regula wynika ze wzoru na prawdopodobienstwo iloczynu.

Regula sum — Prawdopodobierstwo danego zdarzenia opisanego przez kilka galezi jest rowne sumie
prawdopodobieristw otrzymanych regulq iloczynow dla tych galezi. Regula wynika z twierdzenia

o prawdopodobienstwie calkowitym.




Zmienna losowa

Niech Q bedzie skoficzonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P — prawdopodobienstwem okreslonym na
zdarzeniach w tym zbiorze. Kazda funkcje X okreélong na zbiorze Q, o wartosciach rzeczywistych,
nazywamy zmienng losowa.

X, V,Z,.. lub X, X, X,, .. —oznaczenia zmiennej losowej,

{X = x} - zdarzenie: {we Q: X(@)=x} — zmienna losowa X przyjmuje wartos¢ x,
P(X = x) — prawdopodobienstwo zdarzenia {we Q: X(w)=x},
{X < x} — zdarzenie: {we Q: X(w)<x} - zmienna losowa X przyjmuje wartosci mniejsze od liczby x,
P(X < x) — prawdopodobienstwo zdarzenia {we Q: X(w)<x},
{|X —¢|< &) - zdarzenie: {weQ: |X(w)-c| <€} ~ wartosci zmiennej losowej X rozniq sie od danej
liczby ¢ 0 mniej niz g,
P(X —c|<€) - prawdopodobienistwo zdarzenia {we Q: |X(w)-d<e}.

Zmienna loso- ® Zmienng losowa, ktora ma skonczony (lub przeliczalny) zbior wartodci, nazywamy
skokowa lub dyskretna.

wa skokowa
Rozktad zmien- @ Jeicli zbiorem wartosci zmiennej X jest zbioér {x,, x,, ..., X, }, to rozkladem zmien-
n,l ]m'el nej losowej X nazywamy zbior uporzadkowanych par (x,p),dlai=1,2,..,n,
*ﬂkﬂ“ﬂl gdzie p, = P(X =x,) jest prawdopodobienstwem z jakim zmienna losowa X
przyjmuje wartos¢ X, . P Py ¥ p, =1
Rozktad dwupunktowy Rozktad dwumianowy (Bernoulliego)
® Jezeli zmienna losowa X przyjmuje tylko dwie | ® Jezeli zmienna losowa X przyjmuje wartosci
wm:toéc: x 1.Jr2 z prawdopodobt.cnstwnml k=0.1..n. PIX=K =[: }P* 4™,
pip;,gdzie P(X=x)=p 1 P(X=x;,)=p,
oraz (p, >0, p, >0, pi+ p,=1) , to zbior gdzie 0< p<l1, g=1-p, to zbior
{(x,2, }(x3,p,)} nazywamy rozkladem 2 ' .
n n=| n
o (EFIECP)-(r)
® Gdy x,=1ix,=0o0raz P(X=1)=p nazywamy rozkladem dwumianowym (Bernoulliego).
i A(X=0)=q (p>0,¢>0, p+g=1),t0 - 1
zbiér {(1, p). (0, )} nazywamy rozkladem Gdy p=q= 30 rozktad nazywamy symetrycznym,
zerojedynkowym. gdy p#gq, to rozklad nazywamy asymetrycznym.
Rozktad hipergeometryczny
® Jezeli zmienna losowa X przyjmuje calkowite nieujemne wartosci &, z prawdopodobiefstwami
min—m
k \r—k . y y +
P(X=k)= = , gdzie r<niO<k<min(m,r); m<n; mnre N*,

=
to zbior par (k, P(X =k)) nazywamy rozkladem hipergeometrycznym.

llustracje graficzne rozktadéw

Rozklad przedstawiony Rozklad przedstawiony w postaci Rozklad przedstawiony za pomoca
w postaci zbioru zbioru odcinkow diagramu stupkowego, w ktérym
punktow (x.p,). o koncach (x,.0) i (x.p,). pole i-tego stupka jest rowne p; .

P(X=x)=p P(X=x)=p P(X=x)=p

. - |
: e | fie !_rl—l_h_\ R
HI A l’r r'JI v \ X NI n 1, >\




Zmienna losowa

Wartosé @ Wancrécia ocz;kjwanq zmiennej losowe;j .z’ i(‘:[:no{g[m ére}dniq, wzartoéc}ia
przecigtna, nadziejg matematyczna) o rozkladzie (x. p ), i=1,2,..,n
:::l::'::l"a nazywamy liczbg
EX=xp +x,p,+.+x p..
losowe iRl ek s
I ® E(cX)=c-EX ,
gdzie ce R,
® E(X+Y)=EX +EY,

gdzie X, Y- zmienne losowe okreslone na tym samym zbiorze 2.
Wariancja @ Wariancja zmiennej losowej X o rc:zkladzic {(x,.p,). i=12,..n} nazywamy liczbg
zmiennej px =E[(x -Exﬂ:Z(_r, ~EX) pa
|080W8] i=l

gdzie EX jest warto$cig oczekiwang zmiennej losowej X.
DX =E(X ): -(EX 3. gdzie E(X }2 = .tfp, + x;zp; +..+ .x,fp,, .

Wariancja zmiennej losowej X jest parametrem charakieryzujqcym rozproszenie
rozkladu zmiennej losowej X wzgledem wartosci oczekiwanej EX.

® D’X = p-q wrozkladzie dwupunktowym,

® D’X=np-q w rozkladzie dwumianowym.
Odchylenia @® Liczbe o =VD’X , gdzie D'x jest wariancja zmiennej losowej X, nazywamy
standardowe odchyleniem standardowym zmiennej losowej X.
zmiennej
losowej
Ddchvlenle @ Odchyleniem przecigtnym zmiennej losowej X wzgledem wartosci oczekiwanej
pmﬂl@mﬁ EX nazywamy liczbe d okre§lona wzorem d = E|X - EX]|.
zmiennej ® Jezeli zmienn:l losowa X ma rozktad {(x;, p,). i=1,2,...n},
losowej to d= le, -EX|-p, .

i=l

Mediana ® Mediang zmiennej losowej X o rozkladzie {(x,, p, ), i=1,2,..,n} nazywamy kazda
zmiennej . NPT P(X £x)205
|080ml taka liczbe x, dla ktérej spelniony jest uklad warunkow: {P(X >£)205°
Moda zm]gnnal ® Mody {domingnm) qn_iennej losowej X o rozkladzie {( X P, ), i=1, _2. )
| DSDWGI nazywamy najbardziej prawdopodobng warto$¢ x zmiennej losowej X .

Moda to liczba (liczby) x,, dla ktérej (ktorych) p, 2 p, dlak=1,2, ... n.

Modgq w rozkladzie Bernoulliego jest ta warto$¢ (wartosci) k zmiennej X, ktorej
odpowiada najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie
Bernoulliego.

Zmienna losowa @

standaryzowana

Sl , gdzie X jest zmienna losowa o wartosci

Zmienng losowa ¥ = X
oczekiwanej EX i dodatnim odchyleniem standardowym ¢ , nazywamy zmienng
losowg standaryzowang.

® EY=0,

® Dv=1, (o=1).




Statystyka

Statystyka to nauka zajmujaca si¢ badaniem zjawisk masowych. Zjawisko masowe — zjawisko, ktore moze
wystapi¢ nieskonczong liczbg razy.

Statystyka opisowa zajmuje si¢ zagadnieniami zwiazanymi z gromadzeniem i prezentacja danych oraz
badaniem populacji na podstawie pobranych prob.

Statystyka matematyczna zajmuje si¢ modelami matematycznymi (przede wszystkim teorig
prawdopodobienstwa), ktore stuza do badania zjawisk losowych.

Poréwnanie

Rachunek prawdopodobiernstwa Statystyka

pojeé z rachunku
prawdopodo-
biefstwa

i statystyki

zmienna losowa cecha statystyczna (zmienna)
prawdopodobienstwo czestosc

rozklad zmiennej losowej szereg (rozdzielczy) czgsto$ci cechy
wykres rozktadu zmiennej losowej histogram czgstosci badanej cechy
warto$¢ oczekiwana Srednia arytmetyczna

moda moda

mediana mediana

wariancja wariancja

odchylenie standardowe odchylenie standardowe

Populacja

Populacjg (zbiorowoscia statystyczna, populacja generalng) nazywamy zbior
elementdw, tzw. jednostek statystycznych objgtych badaniem statystycznym.

Préba L

Proba (probka) nazywamy podzbior populacji generalnej podlegajacy
bezposrednio badaniom ze wzgledu na okreslong ceche.

Liczebno$é 2
préby »

Liczebnoscia proby nazywamy liczbg jednostek statystycznych wchodzacych
w sklad proby (liczbg zebranych danych).

Cecha *
(zmienna)

Cecha statystyczna nazywamy wladciwos¢ (wlasnosc), stuzacq do réznicowania
i identyfikacji jednostek statystycznych.

Cechy statystyczne nazywamy zmiennymi i oznaczamy duzymi literami X, ¥, Z....
lub X, X,, X,

Cecha mierzalng nazywamy takg cechg, ktorg mozna wyrazi¢ za pomocy liczb
pochodzacych z pomiaru lub policzenia.

Cecha niemierzalna nazywamy cechg, ktdrg mozna wyrazi¢ jedynie za pomoca
okredlenia stownego.

Obserwacjami statystycznymi lub danymi statystycznymi nazywamy wartosci
zmiennej (cechy statystycznej) zarejestrowane w trakcie badania statystycznego.

Przyktady graficznych prezentacji danych

Diagram stupkowy

Diagram prostokatny Diagram kotowy

':-G;’T I E :

a:
Kazdy rodzaj danych przedstawio- Liczebnos¢ lub czgstosc calej proby Liczebnosc lub czgstosc calef proby
ny jest w postaci stupka, ktérego obrazuje prostokql, a poszczegolne wyrazona jest w postaci kola,
wysokosc obrazuje, ile razy wynik Jjego czesci obrazujq liczebnosci lub ktérego zaznaczone wycinki
pojawil si¢ w probie, czesci okreslonych wartosci obrazujq liczebnasci lub czestosci
zmiennej. poszczegolnyeh wynikow.

Uwaga: Cheace przedstawic graficznie wyniki badan zazwyczaj cze¢stosci wyrazamy w procentach.




Statystyka

Liczebnosé @ Liczbe n, danych przyjmujacych t¢ sama warto$¢ x, zmiennej X nazywamy
wartosci X liczebnoscia tej warto$ci zmiennej.
zmiennej X 7
czﬂ“““ ® Liczbe & nazywamy czestosciq wartosci x zmiennej X,
wartosci x; Nl , s
n; gdzie  n, — liczebno$¢ wartosci x,,
zmiennej X - n — liczebnos¢ danych.
Rozktad ® Rozkiadem czestosci zmiennej X, ktorej zbiorem wartoci jest {x;, %;,.... 5.},
czgﬂﬂfﬁl nazywamy zbiér uporzadkowanych par postaci (,r,. L. ] gdziei=1,2, ..,k
zmiennej T
SZGI'QU Wartoéci zmiennej | x, X, X, X, Szenegél
szczegOlowy
szr.zaqﬂlowy Liczebnoé¢ n, n n, n, n, | liczebnosci
n n, n n
Czgstosé =l B — —+
n n n

IR MR S e 8

Klasyfikacja Klasyfikacja danych statystycznych to procedura uporzadkowania danych,
dﬂl’lyﬂh polegajaca na podziale zbioru danych na przedzialy zwane klasami.
statyst ch Kazdy element zbioru danych moze by¢ zaliczony tylko do jednej klasy.
Dane klasyfikuje si¢ nastgpujaco:
1° oblicza sie rozstep R danych,
2° ustala sig liczbe k klas, R
3° oblicza sig dlugosc b klasy, gdzie b=-k-,

Rom’p danvch @ Ro;stqper_n danych nazywamy rlé'znic_e; migdzy njajwiqks;q Wartoscia X,
R i najmniejsza warto$cia x,,,,, zmiennej (cechy mierzalnej) X,

R= xmﬂ - '\‘mm

Ustalanie liczby Liczbe k klas mozna ustali¢ z zaleznosci:

klas ® 5<k <20, gdy préba n (liczba danych) jest mala (n<30),
k : k=+n lub k= JE . T
@ 2 ( , gdy proba (liczba danych) jest liczna,
lub k<5Inn
albo z tabeli:
Liczebnoé¢ danychn | 30- 60| 60- 100|100 -200 | 200 - 500| 500 - 1500
Liczba klas k 6-8 7-10 9-12 11-17 16 - 25

Liczebno$é klasy @ Liczbe n, danych, ktére nalezq do i-tej klasy nazywamy jej liczebnoscia.

hn; @® Liczbe & (stosunek liczebnoséci n, klasy do liczebnosci n calej proby)
n
ﬂﬂﬂusﬁ klasy nazywamy czestoscia klasy.
cz,smgf ® Czestoscia skumulowang i-tej klasy nazywamy sumg czgstosci tej klasy
i tosci klas poprzednich.
skumulowana et .
Czestos¢ skumulowana i-tej klasy = (f—'—+ L T, ]+1 L T Sl |
n n n n n




Statystyka

Szere
g Szereg rozdzielczy liczebnosci
rozdzielczy .
Liczebno$¢ | Czestosé
Czestosc
Nr klasy Klasy n n i
klasy 5 skumulowana
1 <xm.-n; X g +b) ny Lt ks
n n
2 (X + 55 X i +2b) m L L i )
n n
i (X +(i=Db; X,y +iB) n, = Bty ey
n n
k (X + (k=185 Xy ) n, . 3 1
n
Spen | X2ei
f= P
® Szeregiem rozdzielczym (rozkiadem empirycznym zmiennej) nazywamy zbior
uporzadkowanych par (przedstawionych w tabeli), w ktérych kazde;j klasie
przyporzadkowana jest jej liczebnos$¢ (ewentualnie czgstosc).
® Wykres szeregu rozdzielczego nazywamy histogramem.
Histogram liczebnosci Hi osci
Graficzne stog stogram czestos
pmunucls A\ n; = liczebnoéé A L~ czestosé
szeregu n
rozdzielczego

3

0 — — 0 - — =
&
o | \ Ve fwal Y
kdeaves bdeavaa
Wielobok liczebnos$ci Wielobok czgstosci
AN liczebnos¢ N E‘_ - cz{st(}ﬁé lamana
- qf;mn;nd . n ' =estosci
>¥_ EZENNasct
wielobok %
% liczebnosci 9’ wiclobok
’4 7’ czgstosci
e s

0 -

&mfxl X,

X, X, .. X; ~S$rodki kias

.
-
J‘ih x

:_m]' X Xy X T;":n x

X, X, ... X, - Srodki klas

ELamana liczebnosci (czgstosci) czyli krzywa rozkladu liczebnosci (czestosci), to
linia ciagla laczaca $rodki gomych podstaw prostokatow histogramow.




Statystyka

Miary tendencji centrainej

Moda
(dominanta)

my

® Moda (dominanta) z danych nazywamy t¢ warto§¢ (wartosci) zmiennej, ktora
(ktore) wystepuje najczesciej.

@ Graficzng ilustracjq mody jest punkt (punkty) na osi odcietych, ktéremu (ktorym)
odpowiada maksimum liczebnosci lub czestosci,

@ Wyznaczanie mody = szeregu szczegolowego polega na wskazaniu tej (tych)
wartosci zmiennej X, ktorej (ktorym) odpowiada najwieksza liczebno$¢ (czestosé).

Graficzne | rachunkowe wyznaczanie mody z szeregu rozdzielczego

n, - liczebnosé¢ klasy modalnej,

b n_, - liczebnosé klasy poprzedzajqcej klase
modalng,

n, - liczebnos¢ klasy nastgpujqcej po klasie
modalnej,

b - diugosé klasy,
x, —dolna granica klasy modalnej,
m, - moda.

3
=1

.

]

0

"

.
a

e R e L

~

n,—n,

%o
2n,—(n_ +n,)

m,=x,+b:

Klasa (klasy) modaina — klasa (klasy), ktérej odpowiada najwigksza liczebnos¢
lub czestosé.

Mediana
(warto$é
$rodkowa)

me

@ Mediana (wartoécia srodkowa) cechy mierzalnej nazywamy tg warto$c, ktora
dzieli zbior wartosci danych {x,,X,,..., X, } na dwie czeéci tak, Ze liczba danych,
ktérych wartosci zmiennej sa mniejsze od mediany, jest rowna liczbie danych,
ktérych wartosci zmiennej sa wigksze od mediany.

Wyznaczanie mediany ze zbioru {x, x,,..., x, } uporzadkowanych niemalejaco danych

'rﬂ +xﬂ I
1° n - liczba nieparzysta m, =x,,, 2° n-liczba parzysta m, =T

2

(F1]

Wyznaczanie mediany z szeregu rozdzielczego

Mediang z szeregu rozdzielczego znajdujemy wedlug nastgpujgcego schematu:

1° tworzymy szereg skumulowany liczebnoSci:

Nr ki Klas Liczebnoéé Liczebnoéé
rxiasy y klasy skumulowana klas

I (xmm;xnun +b) n n =fl

2 (an+b;xwun+2b) ny ”I+"‘2=f2

i (2 +0i = Db; X i +ib) r;: n, +rr1+.‘..+nl. = f,

k £ T +k=Db; x ) n'} n +n2+...-|-'nk =n=f;

£

'\ Szereg skumulowany liczebnosci




Statystyka

o+ ny+.4n,

n+1
Mediana 2° okreslamy pozycje mediany: pozycja mediany = >
3° z szeregu skumulowanego odczytujemy klase, w ktorej znajduje si¢ mediana,
Liczebnosé skumulowana tej klasy jest nie mniejsza (wigksza lub réwna) od
pozycji mediany, ktdra jest wigksza od liczebnoéci skumulowanej klasy
poprzedniej.
4° wyznaczamy mediang z jednego z dwoch podanych nizej wzorow:
n+l . n+l
- _fﬂ jl -
@ m,=xy+b——0 , albo ® m,:x,—b-———z—.
Ny L
gdzie:
Xp.x, — konce klasy zawierajqcej mediane,
ny — liczebnosé klasy zawierajqcej medidne,
fo = liczebnosé skumulowana klasy poprzedzajqcej klase zawierajqcq mediane,
gdsie fy <225 f;,
f, = liczebnosé skumulowana klasy zawierajqcej mediane,
b — dlugosé klas.
ﬁre:lnla Wyznaczanie $redniej arytmetycznej cechy mierzainej:
arytmetyczna z n uporzadkowanych
danych zmiennej f:mzl )
X £ TN i & i
Z Szamegn ~ XM tXy cnpt. X n 1
szczegblowego x= _ == oy
: . ny iyt n
zmiennej i=l
ETETRE gdzie m+ny+..4n =n.
zszeregu rozdzielezego | g .p 4F, m+. 4% on, | 2}
X= == Xn ,
a i=l

gdzie liczby ¥,,X,,..., X, sa $rodkami klas, czyli

_ X +x )
X %‘- dlai=1,2, .., koraz n;,ny,...m sa

liczebnosciami klas, ny+n,+..4+n. =n.

Zaleznosci

migdzy moda,
mediang
i $rednia

arytmetyczng

@ Jezeli dla danego rozkladu jednomodalnego spelniony jest warunek:

rozklad jest symetryczny, to X=m, =m,,
X >m, >m,, to ma on asymetri¢ lewa (skosny dodatnio),

X <m, <m,,to maon asymetri¢ prawg (skoSny ujemnie).

Wizor Pearsona;

@ Jezeli dany szereg ma jedng modg i ma nieduza asymetrig (patrz wspolczynnik

asymetrii A ), to:

X-my=3(X-m,).
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Miary rozproszenia danych (miary dyspersji)

Odchylenie
przecigine

® Odchyleniem przecietnym nazywamy $rednia arytmetyczng wartosci
bezwzglednych odchylen od $redniej arytmetycznej.

Odchylenie wartosci zmiennej x, od sredniej arytmetycznej X jest rowne x;—X .

Wyznaczanie |
odchylenia d=— ) [x~ =
przecigtnego z n =
uporzgdkowanych T
dsnmcz}l] = iennl:?' gdy d =0, to wszystkic dane sg rowne Srednie) arytmetyczne)
X —y{x " xJ} {wszystkie dane skupione w jednym punkcie).
el CUTE TR VY I
Wyznaczanie N k
odchylenia A= AT L o T A | =lzn |, -
. o ]
przecigtnego n+ny ..t n 4o e
z szeregu )
szczegblowego. gdzie: m+mt..tm=n.
Wyznaczanie - _ _ i
odchylenia A= ] B ] B W 7 -3 =‘I“Z"'|?: -3
. (1 L]
przecigtnego n+n,ttn i o=
ZATEfogN gdzie liczby X, X,,.... X; sa érodkami klas o liczebnosciach
rozdzielczego. odpowiednio 1, fy .., My, m+ns+.4m =n.
Warlancla @ Wariancja nazywamy $rednig arytmetyczng kwadratow odchylen od Sredniej arytmetycznej.
o? Wyznaczanie wariancji z n uporzadkowanych o= 1 i (x 'x')z
danych zmiennej X ={x.%,.....x,}. n i
- PR k
Wyznaczanie wariancji z szeregu = _lzn (x —%)
szczegdlowego. n &= s
k
Wyznaczanie wariancji z szeregu o? =12" G _?);
rozdzielczego. n ke T
i=l
Odchﬂﬂlﬂﬂ @ Odchyleniem standardowym nazywamy $rednig kwadratowa odchylen od $redniej
arytmetycznej.
standardowe o LT w
p @ Odchylenie standardowe jest rowne pierwiastkowi kwadratowemu z wariancji

o=

Duza wartos¢ odchylenia standardowego swiadczy o duZym rozproszeniu obserwacji,

Odchylenie
wzgledne

(wspdtczynnik
zmiennosci) |,

v=2.100%
X

® Odchylenie wzgledne (wspolczynnik zmiennosci) informuje o tym, ile procent
$redniej arytmetycznej stanowi odchylenie standardowe.

Wspdtczynnik
asymetrii

A

§

charakteryzuje rozklady jednomodalne.

Wspolczynnik asymetrii A, =0
o

Jezeli: @ rozklad jest symetryczny, to 4, =0,
® A >0, to szereg ma asymetrig lewa,

@® A <0, to szereg ma asymetrig prawa.

Jezeli A, <—1 lub A, >1, to rozklad ma duzq asymetrig.




‘¥ Rozkiad normalny

Rozktad
normalny

N(m,o)

@ Rozklad normalny to rozklad cigglej zmiennej losowej X, ktorej ggstosc

okreslona jest wzorem

(x=m)’

= 1 PONIRE 7
=
gdzie:

m — wartosé

oczekiwana,
o >0 — odchylenie
standardowe.,

® P(X-m<o)=0,682.
® P(X -ml<20)=0954.
® P(X-m|<30)=0998,

Krzywa Gaussa jest wykresem gestosci
zmiennej losowej o rozkladzie normalnym.
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@ Jezeli zmienna losowa X ma rozklad normalny N(m, o) (lub inny rozklad ciagly),
to dla kazdej liczby rzeczywistej a jest P(X =a)=0.

® Dla zmiennej losowej o rozkladzie
N(m,o) wartoé¢ Pla< X <b),
gdzie a <b, jest rowna polu obszaru
ograniczonego wykresem funkcji

gestosci, osig X i prostymi
oréwnaniach x=a i x=b.
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ol a b X

Dla zmiennej losowej X o rozkladzie N(0,1) wartosci funkcji ®(r)= P(X <t) dla t2R sq stablicowane.

‘ (1) P (1) ‘ (1) f ®(r)
0,00 0,5000 0,26 0,6026 0,52 0,6985 0,78 0,7823
0,01 0,5040 0,27 0,6064 0,53 0,7019 0,79 0,7852
0,02 0,5080 0,28 0,6103 0,54 0,7054 0,80 0,7881
0,03 0,5120 0,29 0,6141 0,55 0,7088 0,81 0,7910
0,04 0,5160 0,30 0,6179 0,56 0,7123 0,82 0,7939
0,05 0,5199 0,31 0,6217 0,57 0,7157 0,83 0,7967
0,06 0,5239 0,32 0,6255 0,58 0,7190 0,84 0,7995
0,07 0,5279 0,33 0,6293 0,59 0,7224 0,85 0,8023
0,08 0,5319 0,34 0,6331 0,60 0,7257 0,86 0,8051
0,09 0,5359 0,35 0,6368 0,61 0,7291 0,87 0,8078
0,10 0,5398 0,36 0,6406 0,62 0,7324 0,88 0,8106
0,11 0,5438 0,37 0,6443 0,63 0,7357 0,89 0,8133
0,12 0,5478 0,38 0,6480 0,64 0,7389 0,90 0,8159
0,13 0,5517 0,39 0,6517 0,65 0,7422 0,91 0,8186
0,14 0,5557 0,40 0,6554 0,66 0,7454 0,92 0,8212
0,15 0,5596 0,41 0,6591 0,67 0,74B6 0,93 0,8238
0,16 0,5636 0,42 0,6628 0,68 0,7517 0,94 0,8264
0,17 0,5675 0,43 0,6664 0,69 0,7549 0,95 0,8289
0,18 0,5714 0,44 0,6700 0,70 0,7580 0,96 0,8315
0,19 0,5753 0,45 0,6736 0,71 0,7611 0,97 0,8340
0,20 0,5793 0,46 0,6772 0,72 0,7642 0,98 0,8365
0,21 0,5832 0,47 0,6808 0,73 0,7673 0,99 0,8389
0,22 0,5871 0,48 0,6844 0,74 0,7703 1,00 0,8413
0,23 0,5910 0,49 0,6879 0,75 0,7734 2,00 0.9772
0,24 0,5948 0,50 0,6915 0,76 0,7764 3,00 0.9987
0,25 0,5987 0,51 0,6950 0,77 0.7794

Gdy zmienna Y ma rozklad N(m,o), to P(Y < )-)=o(y;—'"],




Zamiana stopni na radiany i odwrotnie

Deg Rad Deg Rad Deg Rad Deg Rad Deg Rad
stopied | radian | stopied | radian | stopiefi | radian stopieri | radian | stopied | radian
0,0175 31° 0,5411 61° 1,0647 I 0,0003 a1 0,0090
20 0,0349 32° 0,5585 62° 1,0821 2! 0,0006 32 0,0093
3° 0,0524 33° 0,5760 63° 1,0996 3 0,0009 33 0,0096
4° 0,0698 34° 0,5934 64° 1,1170 4 0,0012 34' 0,0099
5° 0,0873 35° 0,6109 65° 1,1345 s 0,0015 35 0,0102
6° 0,1047 36° 0,6283 66° 1,1519 6 0,0017 36' 0,0108
7 i 0,1222 37> 0,6458 67° 1,1694 o 0,0020 37 0,0108
8° 0,1396 38° 0,6632 68° 1,1868 8 0,0023 g 0,0111
9° 0,1571 39° 0,6807 69° 1,2043 9 0,0026 39' 0,0113
10° 0,1745 40° 0,6981 70° 1,2217 10 0,0029 40' 0,0116
11° 0,1920 41° 0,7156 71° 1,2392 1" 0,0032 41 0,0119
12° 0,2094 42° 0,7330 72° 1,2566 12 0,0035 42 0,0122
13° 0,2269 43° 0,7505 73° 1,2741 13" 0,0038 43’ 0,0125
14° 0,2443 44° 0,7679 74° 1,2915 14' 0,0041 44 0,0128
15° 0,2618 45° 0,7854 75° 1,3090 15' 0,0044 45' 0,0131
16° 0,2793 46° 0,8029 76° 1,3265 16' 0,0047 46' 0,0134
179 0,2967 47° 0,8203 e 1,3439 17' 0,0049 47 0,0137
18° 0,3142 48° 0,8378 78° 1,3614 18' 0,0052 48 0,0140
19¢ 0,3316 49° 0,8552 79° 1,3788 19' 0,0055 49' 0,0143
20° 0,3491 50° 0,8727 80° 1,3963 20' 0,0058 50' 0,0145
21° 0,3665 51° 0,8901 81° 1,4137 21 0,0061 51 0,0148
220 0,3840 52> 0,9076 g2° 1,4312 22 0,0064 52' 0,0151
23° 0,4014 53° 0,9250 83° 1,4486 23 0,0067 53! 0,0154
24° 0,4189 54° 0,9425 g4° 1,4661 24' 0,0070 54' 0,0157
25° 0,4363 55° 0,9599 85° 1,4835 25’ 0,0073 55! 0,0160
26° 0,4538 56° 0,9774 86° 1,5010 26' 0,0076 56' 0,0163
27 0,4712 57° 0,9948 87° 1,5184 27 0,0079 57" 0,0166
289 0,4887 58° 1,0123 88° 1,5359 28' 0,0081 58’ 0,0169
29° 0,5061 59° 1,0297 89° 1,5533 29' 0,0084 59' 0,0172
30° 0,5236 60° 1,0472 90° 1,5708 30' 0,0087 60" 0,0175
Rad Deg Rad Deg Rad Deg Rad De
radian stopied radian stopier radian stopier radian stopied
0,001 0,06 0,01 0,57 0,1 573 1 57,30
0,002 0,11 0,02 1,15 0,2 11,46 2 114,59
0,003 0,17 0,03 1,72 0,3 17,19 3 171,89
0,004 0,23 0,04 2,29 0,4 22,92 4 229,18
0,005 0,29 0,05 2,86 0,5 28,65 5 286,48
0,006 0,34 0,06 344 0,6 34,38 6 343,77
0,007 0,40 0,07 4,01 0,7 40,11
0,008 0,46 0,08 4,58 0,8 45,84
0,009 0,52 0,09 5,16 0,9 51,57




Wartosci sinusow i cosinusow

1—«:« sin0°+44° —»
v 0 6 12 18 24 300 36 42 48 & 60
%] 0,0000 00017 0,0035 00052 00070 0,0087 0,0105 0,0122 0,0140 00157 0,0175 |89°
12| 00175 00192 00209 00227 00244 00262 00279 00297 00314 00332 00349 |88°
2°| 0,0349 0,0366 0,0384 00401 0,0419 0,0436 0,0454 0,0471 0,0488 0,0506 0.0523 87°
30| 0,0523 00541 00558 00576 00593 0,610 0,0628 0,0645 00663 00680 00698 |86°
4| 00698 00715 00732 00750 00767 00785 00802 00819 00837 00854 00872 |85°
50| 0,0872 0,0889 0,0906 00924 0,941 0,0958 0,0976 0,093 0,1011 0,1028 0,1045 |84°
6°| 0,1045 0,1063 0,1080 0,1097 0,115 0.1132 0,149 0,1167 0,184 0,1201 0,1219 |83°
7| 0,1219 0,1236 0,1253 0.1271 0,1288 0,1305 0,1323 0,1340 0,1357 0,1374 0,1392 82°
82| 01392 0,1409 01426 0,1444 0,1461 0,1478 0,1495 0,1513 0,1530 0,1547 0,1564 |81°
95| 01564 0.1582 0,1599 0.1616 0,1633 0,1650 0,1668 0,1685 0,1702 0,1719 0,1736 | 80°
10° 0,1736 0,1754 0,1771 0,1788 0,1805 0.1822 0,1840 0,1857 0.1874 0,1891 0,1908 | 79°
11°] 01908 0,1925 0,1942 0,1959 01977 0,1994 02011 0,028 0,2045 02062 02079 |78°
122| 02079 02096 02113 02130 02147 02164 02181 02198 02215 02233 02250 |77°
13°| 02250 02267 02284 02300 02317 02334 02351 02368 02385 02402 02419 |76°
14°| 02419 0,2436 0,2453 02470 02487 02504 0,2521 0,2538 0,2554 0,2571 0,2588 757
15°] 02588 02605 02622 02639 02656 02672 02689 02706 02723 02740 02756 |74°
16°| 0,2756 0,2773 02790 0,2807 0,2823 0,2840 0,2857 0,2874 0,2890 0,2907 0,2924 Tan
172 02924 02940 02957 02974 02990 03007 03024 03040 03057 03074 03090 |[72°
182] 03090 03107 03123 03140 03156 03173 03190 03206 03223 03239 03256 |71°
19°] 03256 0,3272 03289 0,3305 03322 03338 0,3355 03371 03387 03404 03420 | 70°
20°] 03420 03437 03453 03469 03486 03502 03518 0,3535 0,3551 0,3567 0,3584 | 69°
21°] 03584 03600 03616 03633 03649 03665 03681 03697 03714 03730 03746 |68°
22| 03746 03762 03778 03795 03811 0,3827 03843 03859 03875 0,3891 03907 |67°
23°| 0,3907 0,3923 0,3939 03955 0,3971 0,3987 04003 04019 04035 04051 04067 66°
24°| 0,4067 04083 04099 04115 04131 04147 04163 04179 04195 04210 04226 |65°
25°| 04226 04242 04258 04274 04280 04305 04321 04337 04352 04368 04384 |64°
26°| 04384 04399 04415 04431 04446 04462 04478 04493 04509 04524 04540 |63°
27°| 04540 04555 04571 04586 04602 04617 04633 04648 04664 04679 04695 |62°
28°| 04695 04710 04726 04741 04756 04772 04787 04802 04818 04833 04848 |61°
20°| 0,4848 04863 0,4879 04894 04909 04924 04939 04955 04970 04985 0,5000 | 60°
30°| 0,5000 0,5015 0,5030 0,5045 0,5060 0,5075 05090 0,5105 0,5120 0,5135 0,5150 | 59°
31°| 0,5150 0,5165 05180 05195 05210 05225 05240 055255 0,5270 05284 0,5299 | 58°
320 05299 05314 05329 05344 05358 05373 05388 05402 0,5417 0,5432 0,5446 |57°
33°| 05446 05461 0,5476 05490 0,5505 05519 0,5534 0,5548 0,5563 0,5577 0.5592 | 56°
34°| 05592 0,5606 05621 05635 05650 0,5664 0,5678 0,5693 05707 0,5721 0,5736 |55°
35| 05736 05750 05764 05779 05793 0,5807 05821 0,5835 0,5850 0,5864 0,5878 |54°
36°| 05878 05892 05906 0,5920 0,5934 0,5948 0,5962 0,5976 0,5990 0,6004 0,6018 | 53°
37°| 0,6018 06032 0.6046 06060 0,6074 0,6088 06101 06115 06129 06143 06157 |52°
38°| 06157 06170 06184 06198 06211 06225 06239 06252 0,6266 0,6280 0,6293 |51°
39| 0,6293 0,6307 0,6320 0,6334 0,6347 0,6361 0,6374 0,6388 0,6401 0,6414 0,6428 | 50°
40°| 0,6428 0,6441 06455 06468 06481 0,6494 0,6508 0,6521 0,6534 0,6547 0,6561 | 49°
41°] 0.6561 06574 0.6587 06600 06613 0,6626 0,6639 0,6652 0,6665 0,6678 0,6691 |48°
42°| 06691 06704 06717 06730 06743 0,6756 0,6769 0,6782 0,6794 06807 0,6820 |47°
43°| 0,6820 0,6833 06845 06858 0,6871 0,6884 0,6896 0,6909 0,6921 06934 0,6947 |46°
44°| 0,6947 0,6959 0,6972 0,6984 0,6997 0,7009 0,7022 0,7034 0,7046 0,7059 0,7071 45°
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Wartosci sinusow i cosinusow

r«(« sin45°+89° —»
v 0 6 12! 18' 24 30 36 42' 48" 54' 60"
45° 0.7071 0,7083 0,7096 0,7108 0,7120 0,7133 0,7145 0,7157 07169 0,7181 0,7193 | 44°
46°| 07193 0,7206 0.7218 0,7230 0,7242 0,7254 0,7266 0,7278 0,7290 07302 0,7314 43°
47°| 0,7314 0,7325 0.7337 07349 07361 0,7373 0,7385 07396 07408 0,7420 0,7431 |42°
48°] 07431 0,7443 00,7455 0,7466 07478 0,7490 0,7501 07513 0.7524 0,7536 0,7547 41°
49°| 07547 0,7559 0,7570 0,7581 0,7593 07604 07615 07627 0,7638 07649 07660 |40°
50°| 0,7660 07672 0.,7683 0.7694 0,7705 0,7716 0,7727 07738 07749 0.7760 0,7771 39°
51°| 0,7771 07782 07793 0,7804 0,7815 0,7826 07837 07848 0,7859 0,7869 0,7880 | 38°
52°| 0,7880 0,7891 0,7902 0,7912 0,7923 0,7934 0,7944 07955 07965 07976 0,7986 |37°
53°| 0,798 0,7997 0,8007 08018 0,8028 08039 0,8049 08059 0,8070 08080 0,8090 [ 36°
54°| 0,8090 08100 08111 08121 08131 08141 08151 08161 08171 08181 08192 |35°
55°| 0,8192 0,8202 08211 08221 08231 08241 0,8251 08261 08271 08281 08290 |34°
56°| 0,8290 0,8300 08310 0,8320 0,8329 0.8339 08348 08358 0.8368 0,8377 0,8387 | 33°
57°| 0.8387 0.8396 0.8406 0.8415 08425 08434 08443 0,8453 08462 0,8471 0,8480 |32°
58°| (.8480 0.8490 0,8499 0.8508 08517 08526 08536 08545 08554 08563 08572 |31°
59°| 0,8572 08581 08590 0,8599 0,8607 08616 0,8625 08634 08643 08652 0,8660 30°
60°| 0.8660 08669 08678 08686 0,8695 0,8704 08712 08721 08729 0.8738 0,8746 | 29°
61° 0.8746 08755 08763 08771 0.8780 0.8788 0,8796 0.8805 08813 0,882]1 0,8829 |[28°
62° 0.8829 0.,8838 08846 08854 0.8862 0,8870 0,8878 0.,8886 0.8894 0.8902 08910 [27°
63°| 0.8910 08918 08926 08934 0,8942 0,8949 08957 08965 08973 0,8980 0,8988 | 26°
64°| 08988 0,8996 0.9003 09011 09018 09026 09033 09041 09048 09056 0,9063 | 25°
65°| 0,9063 0,9070 0,9078 0,9085 09092 09100 009107 09114 09121 09128 09135 |24°
66° 09135 09143 09150 09157 09164 09171 09178 09184 09191 09198 09205 230
67° 09205 09212 09219 09225 09232 0,9239 09245 09252 009259 09265 09272 |22°
68°| 09272 009278 09285 0,9291 09298 09304 09311 09317 09323 09330 09336 |[21°
69°] 0,9336 0,9342 09348 009354 09361 09367 09373 09379 009385 0,939] 0,9397 | 20°
70°| 0,9397 09403 0,9409 09415 09421 09426 09432 009438 09444 0,9449 00,9455 19°
71°| 09455 09461 09466 09472 09478 09483 09489 09494 09500 09505 0,9511 18°
72| 09511 09516 09521 0,9527 09532 09537 09542 09548 09553 09558 09563 17°
73°| 0,9563 0,9568 0,9573 09578 09583 0,9588 0,9593 09598 09603 09608 09613 | 16°
74°| 09613 09617 09622 09627 09632 09636 09641 09646 09650 09655 0,9659 | 15°
75°| 0,9659 09664 09668 009673 09677 09681 09686 09690 09694 09699 09703 | 14°
76°| 0,9703 0,9707 0,9711 09715 09720 09724 09728 0,9732 09736 009740 09744 | 13°
77°| 09744 09748 09751 09755 09759 09763 09767 09770 09774 09778 0,9781 12°
78°| 09781 09785 09789 09792 0,9796 09799 09803 09806 09810 09813 098 16 b
79°| 09816 09820 009823 09826 0,9829 09833 09836 09839 09842 09845 0,9848 10°
80°| 0,9848 09851 09854 09857 0,9860 09863 09866 09869 09871 09874 09877 9°
81° 0.9877 09880 0,9882 0,9885 09888 09890 0,9893 009895 09898 09900 0,9903 8°
82°| 09903 09905 09907 09910 09912 09914 09917 09919 09921 09923 09925 7°
83°| 0,9925 09928 09930 09932 0,9934 0,9936 09938 09940 009942 09943 09945 | 6°
84°| 0,9945 09947 09949 009951 0,9952 0,9954 09956 09957 09959 09960 09962 | 5°
85°| 09962 0.9963 09965 09966 09968 0.9969 09971 09972 09973 09974 09976 | 4°
86°| 09976 09977 09978 0,9979 09980 09981 09982 09983 09984 0,9985 09986 AF
87°| 0.9986 09987 0,9988 0,9989 09990 09990 09991 09992 0,9993 0,9993 09994 2
882 09994 09995 09995 0.9996 09996 09997 09997 09997 09998 0,9998 09998 12
89°| 0,9998 09999 0,9999 0,9999 09999 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0
60" 54 48' 42' 36' 30 24 18' 12 6' 0 Iy
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Wartosci tangensow i cotangensow

< 8 0°+45° —p

v o 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
051 0,0000 00017 10,0035 0,0052 0,070 0,0087 0,0105 00122 0,0140 00157 0,0175 |89°
19| 00175 00192 00209 00227 00244 00262 00279 00297 00314 00332 00349 |88°
20| 00349 00367 00384 00402 00419 00437 00454 00472 0,0489 0,0507 0,0524 |87°
30| 00524 00542 00559 00577 0,0594 00612 00629 00647 00664 00682 00699 |86°
42| 00699 00717 00734 00752 00769 0,787 0,0805 00822 0,0840 0,0857 0,0875 |85°
so| 00875 00892 00910 00928 0,945 00963 00981 00998 0,1016 0,1033 0,1051 |84°
62| 01051 01069 01086 0,104 0,1122 0,139 011157 0,1175 0,192 0,1210 0,1228 | 83°
72| 0,1228 0,1246 0,1263 0,1281 0,1299 0,1317 0,1334 0,1352 0,1370 0,1388 0,1405 |82°
8° | 01405 0,423 01441 0,1450 0,1477 0,1495 0,1512 0,1530 0,1548 0,1566 0,1584 |81°
9° | 01584 01602 0,1620 0,1638 0,1655 0,1673 0,1691 0,1709 0,1727 0,1745_0,1763 | 80°
10°] 0,1763 0,781 10,1799 0,1817 0,1835 0,853 0,1871 0,1890 0,1908 0,1926 0,1944 | 79°
11°] 01944 0,1962 0,198 0,1998 02016 0,2035 02053 02071 02089 02107 02126 |78°
12°| 02126 02144 02162 02180 02199 02217 02235 02254 02272 02290 02309 |77°
13 02309 02327 02345 02364 02382 02401 02419 02438 02456 02475 02493 |76°
14°) 02493 02512 02530 02549 02568 02586 0,2605 02623 02642 02661 02679 |75°
15°] 02679 02698 02717 02736 02754 02773 02792 02811 02830 02849 02867 |74°
16| 02867 02886 02905 02924 02943 02962 02981 03000 03019 0,3038 0,3057 |73°
17| 03057 03076 03096 03115 03134 03153 03172 03191 03211 03230 03249 |72°
18° 03249 03269 03288 03307 03327 03346 03365 03385 03404 03424 03443 |71°
19°] 0.3443 03463 03482 03502 03522 0,3541 0,356 0,3581 03600 0,3620 0,3640 | 70°
20°| 03640 03650 0,3679 03699 03719 03739 0,3759 0,779 03799 03819 0,3839 | 69°
315 03839 03859 03879 03899 03919 03939 03959 03979 04000 04020 04040 |68°
22°| 0.4040 0,4061 04081 04101 04122 04142 04163 04183 04204 04224 04245 67°
23°| 04245 04265 04286 04307 04327 04348 04369 04390 04411 04431 04452 |66°
24°| 04452 04473 04494 04515 04536 04557 04578 04599 04621 04642 04663 |65°
25°| 04663 04684 04706 04727 04748 04770 04791 04813 04834 04856 04877 64°
26°| 04877 04899 04921 04942 04964 04986 0,5008 0,5029 0,5051 0,5073 0,5095 |63°
27° 0.5095 05117 05139 05161 05184 05206 05228 0,5250 0,5272 0,5295 05317 |62°
28°| 0.5317 05340 05362 05384 05407 05430 0,5452 0,5475 0,5498 0,5520 0,5543 | 61°
29°] 05543 0,5566 0.5589 05612 0,5635 0,5658 0,5681 0,5704 0,5727 0,5750 0,5774 | 60°
30°| 0,574 05797 0,5820 0,5844 0,5867 0,5890 0,5914 05938 0,5961 0,5985 0,6009 | 59°
35| 0.6009 06032 0.6056 0.6080 06108 06128 06152 06176 0,6200 06224 06249 |58°
320| 06249 06273 06297 06322 06346 0,6371 06395 06420 06445 06469 0,6494 |57°
33°| 0.6494 06519 06544 06569 06594 06619 06644 06669 06694 06720 0,6745 |56°
34°| 06745 06771 0,6796 0,6822 0,6847 0,6873 0,6899 0,6924 0,6950 0,6976 0,7002 | 55°
35°| 07002 07028 07054 07080 07107 0,7133 07159 07186 077212 0,7239 0,7265 |54°
36°| 07265 07292 07319 07346 07373 07400 07427 0,7454 0,7481 0,7508 0,7536 |53°
370| 07536 07563 07590 07618 07646 07673 07701 0,7729 0,7757 0,7785 07813 |52°
3ge| 07813 07841 07869 0,7898 07926 07954 0,7983 0,8012 0,8040 0,8069 08098 |51°
39°| 0.8098 08127 08156 08185 08214 0,8243 08273 0,8302 0,8332 08361 0,8391 | 50°
30°| 08391 0,8421 08451 08481 0,8511 08541 08571 08601 08632 0,8662 0,8693 | 49°
31°| 0.8693 08724 08754 08785 08816 0,8847 08878 08910 0,8941 0,8972 09004 | 48°
42°| 09004 09036 09067 09099 09131 09163 09195 09228 09260 09293 09325 |47°
43°| 09325 09358 09391 09424 09457 0,490 09523 09556 09590 09623 09657 |46°
44°| 09657 09691 09725 09759 09793 09827 09861 09896 09930 09965 10000 |45°
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Wartosci tangensow i cotangensow

vl o 6 12 18 24 30 36 4 48 5& 6
35°] 1.0000 10035 10070 10105 10141 1,0176 10212 10247 1,0283 10319 10355 |44°
46°| 10355 10392 10428 10464 1,0501 1,0538 1,057 10612 10649 1,0686 10724 |43°
47°| 1,0724 11,0761 11,0799 1,0837 1,0875 1,0913 1,0951 1,0990 11,1028 11,1067 11,1106 |42°
48°| 11106 11145 11184 1,1224 1,1263 1,1303 1,1343 1,1383 1,1423 1,1463 11504 |41°
49°| 11504 1.1544 1,1585 1,1626 1,1667 1,1708 1,750 1,1792 1,1833 1,1875 1,918 |40°
50°| 1,1918 11,1960 1,2002 1,2045 1,2088 11,2131 1,2174 11,2218 11,2261 11,2305 1,2349 39°
s1o| 12349 12393 12437 12482 12527 12572 12617 12662 12708 12753 12799 |38°
50| 12799 12846 12892 12938 12985 13032 13079 13127 13175 13222 13270 |37°
53°| 13270 13319 13367 13416 11,3465 13514 11,3564 11,3613 1,3663 1,3713 1,3764 | 36°
54°] 13764 13814 1,3865 1,3916 173968 14019 14071 14124 14176 14229 14281 |35°
55°] 14281 14335 1,4388 14442 14496 14550 14605 14650 14715 14770 14826 |34°
S6°| 14826 1.4882 14938 14994 1,5051 1,5108 15166 1,5224 1,5282 155340 1,5399 |33°
579| 15399 15458 15517 15577 155637 1,5697 1,5757 1,5818 1,5880 1,5941 1,6003 |32°
s8°| 1.6003 16066 1.6128 1,6191 16255 16319 1,6383 16447 16512 16577 16643 |31°
59°| 1,6643 1,6709 1,6775 11,6842 1,6909 1,6977 1,705 11,7113 11,7182 11,7251 1,732] 30°
60°| 1,7321 11,7391 11,7461 11,7532 1.7603 11,7675 1,7747 11,7820 11,7893 11,7966 1,8040 29°
61°| 1.8040 11,8115 11,8190 1,8265 1,8341 18418 1.8495 11,8572 1,8650 108728 1,8807 |[28°
62°| 1.8807 1.8887 11,8967 11,9047 19128 19210 1,9292 1.9375 11,9458 11,9542 19626 |27°
63°| 19626 19711 19797 19883 19970 20057 20145 20233 2,0323 20413 20503 |26°
6471 2.0503 20594 2,0686 2,0778 2,872 2,065 21060 2,1155 2,1251 2,1348 2,1445 | 25°
65°| 21445 2,1543 21642 2,1742 2,1842 2,1943 22045 22148 22251 22355 22460 |24°
66°| 22460 22566 22673 22781 22889 22998 23109 2,3220 2,3332 2,3445 2,3559 |23°
67°| 23550 23673 23789 23906 24023 24142 24262 24383 24504 24627 24751 |22°
68°| 2.4751 24876 12,5002 2,5129 2,5257 2,5386 2,5517 12,5649 25782 2,5916 2,6051 21°
69°| 2,6051 2.,6187 26325 26464 26605 2,6746 26889 27034 27179 2,7326 2,7475 | 20°
20°| 27475 27625 27776 27929 28083 28239 28397 28556 28716 2,8878 2,9042 |19°
71°| 29042 2.9208 29375 29544 29714 29887 3,0061 30237 3,0415 30595 30777 |18
72°| 3.0777 3,0961 3,1146 3,1334 31524 3,1716 3,1910 32106 3,2305 3,2506 3,2709 &1
730| 32700 32914 33122 33332 33544 33759 33977 34197 34420 34646 34874 |16°
74°] 34874 3.5105 35330 35576 35816 36059 36305 3,6554 3,6806 3,7062 3,7321 | 15°
75°| 3.7321 3.7583 37848 38118 38391 3,8667 3,8947 39232 39520 39812 40108 [14°
76°| 40108 4.,0408 40713 4,1022 4,1335 4,1653 41976 42303 42635 4,2972 473315 13°
77°| 43315 43662 44015 44373 44737 45107 4,5483 4,5864 46252 4,6646 4,7046 12°
78°| 4,7046 4,7453 47867 4,8288 48716 49152 49594 50045 5,0504 5,0970 5,1446 11°
79°| 5,1446 5,1929 52422 52924 53435 53955 54486 5,5026 5,5578 5,6140 5,6713 10°
80°| 5.6713 57297 15,7894 58502 59124 59758 6,0405 6,1066 6,1742 6,2432 6,3138 9%
819 6,3138 6,3859 6,4596 6,5350 6,6122 6.6912 67720 6,8548 6,9395 7,0264 7,1154 8°
82°| 7,1154 7,2066 7,3002 7,3962 74947 75958 76996 7,8062 79158 8,0285 8,1443 T
83°| 8,1443 82636 8,3863 8,5126 8,6427 87769 89152 9,0579 9,2052 93572 95144 6°
§4°] 95144 96768 0.8448 10,019 10,199 10,385 10,579 10,780 10988 11205 11,430 | 5°
8591 11430 11664 11,009 12,163 12,420 12,706 12,996 13,300 13,617 13951 14301 | 4°
86°| 14301 14.669 15,056 15464 15,895 16,350 16,832 17,343 17,886 18,464 19,081 | 3°
87°| 19,081 19,740 20,446 21,205 22,022 22,904 23,859 24898 26,031 27271 28,636 2%
88°| 28,636 30,145 31,821 33,694 35801 38,188 40917 44,066 47,740 52,081 57,290 B
89°| 57.290 63,657 71.615 81,847 95489 114,589 143,237 190,984 286,478 572,957 - 0°
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3 Kwadraty i pierwiastki liczb

X 0,00 0,010 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
1,0 1,00 1,020 1,040 1,061 1,082 L,103 1,124 1,145 1,166 1,188
1,1 1,21 1,232 1,254 1,277 1,300 1,323 1,346 1,369 1,392 1,416
) 1,44 1,464 1,488 1,513 1,538 1,563 1,588 1,613 1,638 1,664
1,3 1,69 1,716 1,742 1,769 1,796 1,823 1,850 1,877 1,904 1,932
1.4 1,96 1,988 2,016 2,045 2,074 2,103 2,132 2,161 2,190 2,220
1,5 2,25 2,280 2,310 2,341 2,372 2403 2434 2465 2496 2,528
1,6 2,56 2,592 2,624 2,657 2690 2,723 2,756 2,789 2822 2856
1,7 2,89 2,924 2,958 2,993 3,028 3,063 3,098 3,133 3,168 3,204
1,8 3,24 3,276 3,312 3,349 3386 3423 3460 3497 3,534 3,572
1,9 3,61 3,648 3,686 3,725 3,764 3803 3,842 388l 3,920 3,960
2,0 4,00 4,040 4,080 4,121 4,162 4203 4244 4285 4326 4,368
2, 441 4,452 4,494 4,537 4,580 4,623 4666 4709 4752 4796
22 4,84 4,884 4,928 4,973 5018 5063 5108 5153 5,198 5244
23 5,29 5,336 5,382 5,429 5476 5523 5570 5617 5664 5712
24 5,76 5,808 5,856 5,905 5954 6,003 6,052 6,101 6,150 6,200
2,5 6,25 6,300 6,350 6,401 6,452 6,503 6,554 6,605 6,656 6,708
2,6 6,76 6,812 6,864 6,917 6,970 7,023 7,076 7,129 7,182 7,236
2,7 7,29 7,344 7,398 7,453 7,508 7,563 7,618 7,673 7,728 7,784
2,8 7,84 7,896 7,952 8,009 8,066 8,123 8,180 8237 8294 8352
29 8,41 8,468 8,526 8,585 8,644 8703 8762 8,821 8,880 8,940
3.0 9,00 9,060 9,120 9,181 9242 9303 9364 9425 9486 9,548
3,1 9,61 9,672 9,734 9,797 9860 9923 9986 10,05 10,11 10,18
32 10,24 10,30 10,37 10,43 10,50 10.56 10,63 10,69 10,76 10,82
33 10,89 10,96 11,02 11,09 11,16 11,22 11,29 11,36 11,42 11,49
34 11,56 11,63 11,70 11.76 11,83 11,90 11,97 12,04 12,11 12,18
3,5 12,25 12,32 12,39 12,46 12,53 12,60 12,67 12,74 12,82 12,89
3.6 12,96 13,03 13,10 13,18 13,25 13,32 13,40 1347 13,54 13,62
37 13,69 13,76 13,84 13,91 13.99 14,06 14,14 14,21 14,29 14,36
38 14,44 14,52 14,59 14,67 14,75 14,82 1490 1498 15,05 15,13
3.9 15,21 15,29 15,37 15,44 15,52 15,60 15,68 15,76 15,84 15,92
4,0 16,00 16,08 16,16 16,24 1632 1640 1648 16,56 16,65 16,73
4,1 16,81 16,89 16,97 17,06 17,14 17,22 17,31 17,39 17,47 17,56
4.2 17,64 17,72 17,81 17,89 17,98 18.06 18,15 18,23 18,32 18,40
43 18,49 18,58 18,66 18,75 18,84 18,92 19,01 19,10 19,18 19,27
44 19.36 19.45 19,54 19,62 19,71 19.80 19,89 1998 20,07 20,16
4,5 20,25 20,34 20,43 20,52 20,61 20,70 20,79 20,88 2098 21,07
4,6 21,16 21,25 21,34 21,44 21,53 21,62 21,72 21,81 21,90 22,00
47 22,09 22,18 22,28 22,37 2247 2256 22,66 22,75 22,85 2294
4.8 23,04 23,14 23,23 23,33 2343 23,52 2362 23,72 2381 23,91
49 24,01 24,11 24,21 24,30 2440 2450 2460 2470 2480 2490
5,0 25,00 25,10 25,20 25,30 2540 2550 2560 25,70 25,81 2591
5,1 26,01 26,11 26,21 26,32 2642 26,52 26,63 26,73 26,83 2694
5.2 27,04 27,14 27,25 27,35 2746 2756 27,67 27,77 27,88 2798
53 28,09 28,20 28,30 2841 28,52 28,62 28,73 2884 2894 29,05
54 29.16 29,27 29,38 29,48 29,59 29,70 2981 2992 30,03 30,14

X 0,00 0,010 0,02 0,03 0,04 0.05 0,06 0,07 0,08 0,09




Kwadraty i pierwiastki liczh

x 0,00 0,010 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
95 30,25 30,36 30,47 30,58 30,69 30,80 3091 31,02 31,14 31,25
5,6 31,36 31,47 31,58 31,70 31,81 31,92 32,04 32,15 32,26 32,38
5.7 32,49 32,60 32,72 32,83 32,95 33,06 33,18 3329 3341 33,52
5,8 33,64 33,76 33,87 33,99 34,11 3422 3434 3446 3457 34,69
5.9 34,81 34,93 35,05 35.16 3528 3540 35,52 3564 3576 3588
6,0 36,00 36,12 36,24 36,36 3648 36,60 36,72 36,84 36,97 37,09
6,1 37,21 37,33 3745 37,58 37,70 37,82 3795 38,07 38,19 38732
6,2 38,44 38,56 38,69 38,81 3894 39,06 39,19 3931 3944 39,56
6,3 39,69 39,82 39,94 40,07 40,20 40,32 4045 40,58 40,70 40,83
6.4 40,96 41,09 41,22 41,34 41,47 4160 41,73 4186 41,99 4212
6,5 42,25 42,38 42,51 42,64 4277 4290 4303 43,16 4330 4343
6,6 43,56 43,69 43,82 43,96 44,09 4422 4436 4449 4462 4476
6,7 44,89 45,02 45,16 45,29 4543 4556 4570 4583 4597 46,10
6,8 46,24 46,38 46,51 46,65 46,79 4692 4706 4720 4733 4747
6,9 47,61 47,75 47,89 48,02 48,16 4830 48,44 4858 48,72 48,86
7,0 49,00 49,14 49,28 49,42 49,56 49,70 49,84 4998 50,13 50,27
7,1 50,41 50,55 50,69 50,84 50,98 51,12 51,27 5141 51,55 51,70
7,2 51,84 51,98 52,13 52,27 5242 52,56 52,71 5285 53,00 53,14
7,3 53,29 53,44 53,58 53,73 53,88 54,02 54,17 5432 5446 5461
74 54,76 54,91 55,06 55,20 5535 55,50 5565 5580 5595 56,10
5 56,25 56,40 56,55 56,70 56,85 57,00 57,15 57,30 5746 57,61
7.6 57,76 57,91 58,06 58,22 5837 58,52 5868 58,83 5898 59,14
T 59,29 59,44 59,60 59,75 5991 60,06 6022 6037 60,53 60,68
7.8 60,84 61,00 61,15 61,31 6147 6162 61,78 6194 62,09 6225
7,9 62,41 62,57 62,73 62,88 63,04 6320 6336 63,52 63,68 63,84
8,0 64,00 64,16 64,32 64,48 6464 64,80 6496 6512 6529 6545
8,1 65,61 65,77 65,93 66,10 66,26 6642 66,59 66,75 6691 67,08
82 67,24 67,40 67,57 67,73 6790 68,06 6823 6839 6856 68,72
83 68,89 69,06 69,22 69,39 69,56 69,72 6989 70,06 70,22 70,39
84 70,56 70,73 70,90 71,06 71,23 71,40 71,57  7L,74 7191 72,08
85 72,25 72,42 72,59 72,76 7293 73,10 73,27 7344 73,62 73,79
8.6 73,96 74,13 74,30 74,48 74,65 74,82 7500 7517 7534 7552
8,7 75,69 75,86 76,04 76,21 76,39 76,56 76,74 7691 77,09 77,26
8.8 77.44 77,62 77.79 77,97 78,15 7832 78,50 78,68 7885 79,03
8,9 79,21 79,39 79,57 79,74 7992 80,10 80,28  BOM46 80,64 80,82
9,0 81,00 81,18 81,36 81,54 81,72 81,90 82,08 8226 8245 82,63
9.1 82.81 82,99 83,17 83,36 83,54 83,72 8391 8409 B427 R4.46
9,2 84,64 84,82 85,01 85,19 85,38 8556 8575 8593 86,12 86,30
9.3 86.49 86,68 86,86 87,05 87,24 8742 8761 8780 8798 88,17
9.4 88,36 88,55 B8, 74 88,92 89,11 89,30 8949 B96R  B9B7 90,06
9.5 90,25 90,44 90,63 90,82 91,01 91,20 91,39 91,58 91,78 91,97
9.6 92,16 92,35 92,54 92,74 9293 93,12 9332 9351 93,70 93,90
9,7 94,09 94,28 94,48 94,67 9487 9506 9526 9545 9565 9584
9.8 96,04 96,24 96,43 96,63 96,83 97,02 9722 9742 9761 9781
9,9 98,01 98,21 98,41 98,60 9880 99,00 9920 9940 99,60 99,80

x 0,00 0,010 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
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Kwadraty, szeSciany i pierwiastki liczb

n "2 -J; n! 2/;; n "2 Jl_; ﬂa i/;
1 1 1,000 1 1,000 51 2601 7,141 132 651 3,708
2 4 1,414 8 1,260 52 | 2704 7211 140 608 3,733
3 9 1,732 27 1,442 53 | 2809 7,280 148 877 3,756
4 16 2,000 64 1,587 s4 | 2916 7348 157 464 3,780
5 25 2236 125 1,710 55 | 3025 7416 166 375 3,803
6 36 2449 216 1,817 S6 | 3136 7.483 175616 3,826
7 49 2,646 343 1.913 57 | 3249 7,550 185 193 3,849
8 64 2,828 512 2,000 s8 | 3364 7,616 195112 3,871
9 81 3,000 729 2,080 59 | 3481 7,681 205379 3,893

10 100 3,162 1000 2,154 60 | 3600 7,746 216 000 3915

11 121 3,317 1331 2,224 61 3721 7,810 226 981 3,936

12 144 3464 1728 2,289 62 | 3844 7,874 238 328 3,958

13 169 3,606 2197 2,351 63 | 3969 7937 250 047 3,979

14 196 3,742 2744 2410 64 4096 8,000 262 144 4,000

15 225 3873 3375 2,466 65 | 4225 8,062 274 625 4,021

16 256 4,000 4096 2,520 66 | 4356 8,124 287 496 4,041

17 289 4,123 4913 2,571 67 | 4489 8,185 300 763 4,062

18 324 4,243 5832 2,621 68 4624 8,246 314432 4,082

19 361 4,359 6859 2,668 69 4761 8,307 328 509 4,102

20 400 4,472 8000 2,714 70 | 4900 8367 343 000 4,121

21 441 4,583 9261 2,759 71 5041 8,426 357911 4,141

22 484 4,690 10648 2,802 72 | 5184 8485 373 248 4,160

23 529 4,796 12167 2,844 73 | 5329 8544 389017 4,179

24 576 4,899 13824 2,884 74 5476 8,602 405224 4,198

25 625 5,000 15625 2,924 75 | s625 8,660 421875 4217

26 676 5,099 17576 2,962 76 | 5776 8,718 438 976 4,236

27 729 5,196 19683 3,000 77 | 5929 8,775 456 533 4,254

28 784 5292 21952 3,037 78 | 6084 8,832 474 552 4273

29 841 5,385 24389 3,072 79 | 6241 8,888 493 039 4,291

30 %00 5477 27000 3,107 80 | 6400 8,944 512 000 4,309

31 961 5,568 29791 3,141 81 6561 9,000 531441 4,327

32 1024 5,657 32768 3,175 82 | 6724 9,055 551 368 4,344

33 1089 5,745 35937 3,208 83 | 6889 9,110 571 787 4,362

34 1156 5,831 39304 3,240 84 7056 9,165 592 704 4,380

35 1225 5916 42875 3,271 85 | 7225 9,220 614125 4,397

36 1296 6,000 46656 3,302 86 | 7396 9,274 636 056 4414

37 1369 6,083 50653 3332 87 | 7569 9327 658 503 4,431

38 1444 6,164 54872 3,362 88 7744 9,381 681472 4,448

39 1521 6,245 59319 3,391 89 7921 9,434 704 969 4,465

40 | 1600 6,325 64000 3,420 90 | 8100 9,487 729 000 4,481

4] 1681 6,403 68921 3,448 91 B281 9,539 753 571 4,498

42 1764 6,481 74088 3.476 92 8464 9,592 778 688 4514

43 1849 6,557 79507 3,503 93 | 8649 9,644 804 357 4,531

44 1936 6,633 85184 3,530 94 | 8836 9,695 830 584 4,547

45 2025 6,708 91125 3,557 95 9025 9,747 857 375 4,563

46 | 2116 6,782 97336 3,583 96 | 9216 9,798 884 736 4,579

47 | 2209 6,856 103823 3,609 97 | 9409 9,849 912673 4,595

48 | 2304 6,928 110592 3,634 98 | 9604 9,899 941 192 4,610

49 | 2401 7,000 117649 3,659 99 | 9801 9,950 970299 4,626

50 | 2500 7,071 125000 3,684 100 | 10000 10,000 1000 000 4,642




