1. Elementy logiki matematycznej

Przedmiotem logiki matematycznej jest badanie tzw. wyrazen logicznych oraz metod rozu-
mowania i sposobow dowodzenia uzywanych w matematyce, a takze w innych dziedzinach,
w ktorych matematyka znajduje zastosowanie np. w fizyce, w informatyce, w automatyce itp.

ZDANIA LOGICZNE

Podstawowym pojeciem logiki matematycznej jest pojecie zdania logicznego (krétko: zda-
nia).

Zdaniem logicznym bedziemy nazywaé kazde zdanie oznajmujace (orzekajace), ktéremu
mozna przypisa¢ dokladnie jedna z dwoch ocen: prawda (1) lub fatsz (0).

Przyklad. Rozwazmy nastepujace zdania:

5 gest liczbg niewymierng.
Jutro bedzie wtorek.

Czy teraz pada deszcz?
To bardzo ciekawe!
Polska graniczy z Francjq.

Zauwazmy, ze pierwsze, drugie i piate z powyzszych zdan sa zdaniami logicznymi, natomiast
trzecie i czwarte zdanie nie sa zdaniami logicznymi.

Zwr6éémy uwage na to, ze zdaniu logicznemu przypisuje sie tylko jedna z dwoch wartosci
(ocen). Dlatego tez logike, o ktérej méwimy, nazywamy logika dwuwarto$ciowa. Niekiedy
uzywa sie réwniez logik dopuszczajacych wiecej niz dwie wartosci logiczne, ale nie bedziemy
zajmowac sie tego typu logikami.

W dalszym ciggu wyktadu zdania logiczne bedziemy oznacza¢ matymi literami: p, q, r, a,
b, ....

W logice mozemy budowaé¢ zdania ztozone taczac zdania pojedyncze przy pomocy spojni-
kéw, ktore nazywamy funktorami zdaniotwérczymi (spdjnikami logicznymi). Uzywamy
5 podstawowych funktoréw zdaniotworczych, zwanych: negacja, alternatywa, koniunkcja,
implikacja i r6wnowaznosciag.

H symbol \ nazwa spojnika \ zapis \ tresc¢ H
~ negacja ~p nieprawda, ze p
\% alternatywa | pVyq p lub q
A koniunkcja pAq piq
= implikacja p=q jezeli p, to q
& réwnowaznos¢ | p < q | p wtedy 1 tylko wtedy, gdy q




Uzywajac spojnikow logicznych mozemy wykonywaé¢ dziatania na kazdej skonczonej liczbie
zdan. Otrzymujemy w ten sposob rézne wyrazenia logiczne, zwane réwniez formutami.
Wartosé logiczna formuty zalezy od watosci logicznej zdan sktadowych.
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Wyrazenia logiczne (formuty), ktére sa prawdziwe bez wzgledu na to, jaka wartosé logiczna
maja zdania sktadowe, nazywamy tautologiami lub prawami logicznymi.

Oto przyktady kilku najczesciej uzywanych tautologii:
e [~ (~p)] & p (prawo podwbjnej negacji),
pVq) < (¢Vp) (prawo przemiennosci dla alternatywy),

(
e (pAq) < (gAp) (prawo przemiennosci dla koniunkeji),

(pVq)Vr]<[pV(qgVr)] (prawo tacznosci dla alternatywy),

[(pAq)Ar] < [pA(gAT)] (prawo tacznosci dla koniunkeji),

bA(gVr)<[(pAq)V (pAr)] (prawo rozdzielnosci koniunkeji wzgledem alternatywy),

pV(gAT) < [(pVq) A (pVr)] (prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji),

(p=q) & [(~ q) = (~p)] (prawo kontrapozycji),
e [~ (pVg)]eI[(~p)A(~q)] (prawo de Morgana),

o [~(AQ]e [(~p)V(~q)] (prawo de Morgana).

FUNKCJE ZDANIOWE. KWANTYFIKATORY.

Funkcja zdaniowq jednej lub wigkszej liczby zmiennych okreslong na pewnym zbiorze do-
puszczalnym nazywamy wyrazenie zawierajace zmienne, ktére staje sie zdaniem (prawdziwym
lub fatszywym), gdy w miejsce zmiennych podstawimy dowolne elementy z tego zbioru.

Funkcje zdaniowe bedziemy oznaczaé przez: f(x), p(z), f(z,y), g(x,y, z), itp.



Przyktad. Rozwazmy nastepujace funkcje zdaniowe:

x jest rzekg w Polsce.
> +3=4.

W przypadku pierwszej funkcji zdaniowej zbiorem dopuszczalnym jest zbior nazw wszystkich
rzek na $wiecie, natomiast dla drugiej funkcji zdaniowej zbiorem dopuszczalnym jest zbior
wszystkich liczb rzeczywistych.

Na funkcjach zdaniowych wykonujemy takie same dziatania jak na zdaniach, a ponadto

uzywamy uogolnionej alternatywy zwanej malym kwantyfikatorem i uogoélnionej koniunkcji
zwanej duzym kwantyfikatorem.

H symbol \ nazwa \ zapis \ tres¢ H
maly kwantyfikator istnieje takie z, ze f(z)
V V f(z) lub
(szczegotowy) ' dla pewnego x zachodzi f(x)
duzy kwantyfikator dla kazdego z zachodzi f(z)
A\ N f(z) lub
(0gdlny) ’ dla wszystkich x zachodzi f(x)

Wyrazenia logiczne zbudowane z funkcji zdaniowych i kwantyfikatoréw podlegaja prawom
logicznym podobnym do praw rachunku zdan. I tak np. prawa te mowia, o mozliwosci prze-
stawiania duzych kwantyfikatoréw i o mozliwosci przestawiania matych kwantyfikatorow. Na

przyktad
AN f@y) = AN f),

V'V @) =\ fy).

Do najwazniejszych tautologii rachunku kwantyfikatorow zaliczaja sie prawa de Morgana,

ktore majg postac
~ N f@) =\ ~ @),

~\ f2) = N\ ~ fla).



Oto kilka innych przyktadéw praw rachunku kwantyfikatorow:

VA fay) = AV Ffay),

ZBIORY LICZBOWE

Bedziemy postugiwac si¢ nastepujacymi zbiorami liczbowymi.
Symbolem N oznaczamy zbiér liczb naturalnych, czyli

N=1{1,23,4,...}.
Przez 7 oznaczamy zbiér liczb catkowitych, czyli
Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,4,...}.

Symbolem Q oznaczamy zbiér liczb wymiernych. Przypomnijmy, ze liczbg wymierng
nazywamy kazdg liczbe, ktérg mozna przedstawi¢ w postaci 7, gdzie m € Z i n € N. Zatem

Q:{%:mEZ A nEN}.

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy symbolem R.
Zauwazmy, ze

NCcZcQcR.

Dopemnienie zbioru liczb wymiernych Q do zbioru liczb rzeczywistych R, czyli zbiér Q' =
R\Q, nazywamy zbiorem liczb niewymiernych. Do oznaczenia zbioru liczb niewymiernych
uzywa sie réwniez symbolu IQ. Przyktadami liczb niewymiernych sa: v/2, v/3, 7, v/5 — /7.



Niech a,b € R.
Symbolem [a, b] oznaczamy przedzial domkniety o koncach aib (a < b), natomiast przez
(a,b) oznaczamy przedzial otwarty o konicach a i b (a < b). Zatem

la,b] :={x eR:z>a N z < b},

(a,b) :={x €R:x>a N z <b}.

Ponadto symbol [a,b) oznacza przedzial lewostronnie domkniety i prawostronnie otwarty,
natomiast (a,b] oznacza przedzial lewostronnie otwarty i prawostronnie domkniety o koncach
aib(a<b).

Uzywamy réwniez przedziatléw postaci

[a,+00) :={x e R: x> a}, (a,4+0):={z €R:z > a},
(—o0,a] :={zr eR:z < a}, (—00,a) :={reR:z <a},

(—o0,+00) =R.

2. Funkcje

POJECIA PODSTAWOWE

Zat6ézmy, ze dane sa dwa niepuste zbiory X i Y.

Jezeli kazdemu elementowi z € X przyporzadkowujemy doktadnie jeden element y € Y, to
méwimy, ze na zbiorze X zostata okreslona funkcja (lub odwzorowanie, lub przeksztalce-
nie), odwzorowujaca zbiér X w zbior Y.

Funkcje oznaczamy zazwyczaj przez f, co zapisujemy nastepujaco
f: X—=Y

i czytamy: f odwzorowugje zbior X w zbior Y. Zbiér X nazywamy wowczas dziedzing funkcji
f, natomiast zbior Y nazywa sie przeciwdziedzing funkcji f.

W celu zdefiniowania funkcji nalezy podaé jej dziedzine X, przeciwdziedzing Y oraz przepis
na przyporzadkowanie f, co zapisujemy y = f(z). Zapis y = f(x) mozna odczytaé nastepujaco:
y odpowiada elementow: x w odwzorowaniu f. Dlatego tez y nazywamy obrazem elementu
xr w odwzorowaniu f.

Przy zapisie y = f(x) zmienna z nazywa sie zwykle argumentem funkcji f, zas y nazy-
wamy wartoscig funkcji f.



Zbi6r
G(f) = {(z, f(2)) - w € X}

nazywamy wykresem funkcji f.

Niech teraz f : X — Y oraz niech dane bedg zbiory A C X i B C Y. Zbior f(A) zdefinio-
wany nastepujaco

f(A) ={f(z) :z € A}
nazywamy obrazem zbioru A w odwzorowaniu f. Zbiér f~!(B) okreslony jako
f7YB) ={r € X: f(zx) € B}

nazywamy przeciwobrazem zbioru B w odwzorowaniu f.

Zauwazmy, ze f(A) C Y, natomiast f~!(B) C X, tzn. obraz zbioru jest podzbiorem prze-
ciwdziedziny, a przeciwobraz jest podzbiorem dziedziny funkcji.
Zbiér f(X) (obraz dziedziny) nazywamy zbiorem wartosci funkcji f.

W przypadku gdy f(X) = Y, funkcje f nazywamy odwzorowaniem na lub suriekcja.
Czyli

f jest suriekcja <—= A V f(x) =y.
yeY zeX

Funkcje f : X — Y nazywamy réznowartosciowa (lub iniekcja), jezeli spetniony jest
nastepujacy warunek

N Fl)=f(z) = o=,

T1,r2€X

lub réwnowaznie

/\ vy # vy = f(x1) # f(22).

r1,r2€X

Funkcje f : X — Y, ktora jest roznowartoéciowa i jest odwzorowaniem na (inaczej: jest
iniekcja 1 suriekcja) bedziemy nazywaé odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym (bi-

jekcja).



Jezeli f: X — Y jest bijekcja, to funkcje f~!:Y — X okreélong nastepujaco

nazywamy funkcja odwrotng do funkcji f.

Niech teraz dane beda trzy niepuste zbiory X, Y, Z oraz dwie funkcje f: X — Y
ig:Y — Z.
Ztozeniem funcji f i g nazywamy funkcje h : X — Z, okreslong w nastepujacy sposob

Ztozenie funkcji f i g oznaczamy symbolem g o f. Zatem

(g0 f) (@)= g(f(x)),
przy czym funkcje f nazywamy wowczas funkcjg wewnetrzna, a g funkcjg zewnetrzng.

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze aby mozliwe byto ztozenie funkcji f i g, zbiér wartosci funkcji
wewnetrznej musi zawieraé sie w dziedzinie funkcji zewnetrzne;j.

Bardzo prosta konsekwencja podanych definicji jest nastepujacy fakt.

TWIERDZENIE. Niech f : X — Y bedzie bijekcjg. Wowczas zachodzg nastepujgce row-
nosci

(fof™)(z)=nx, (fof)(x)=a



