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Wstep

W ciagu wieloletniej pracy dydaktycznej, zarowno w szkolnictwie $rednim, jak
1 w szkolnictwie wyzszym, miatem mozliwo$¢ dokona¢ wielu spostrzezen dotyczacych
sposobOw nauczania matematyki.

Obserwacje dotyczace sposobow podawania materiatu przez nauczycieli szkot
srednich 1 akademickich na bezposrednich zajgciach oraz analiza podrecznikow szkot
srednich i wyzszych sklonita mnie do opracowania specjalnych metod nauczania pew-
nych dziatow matematyki.

Wieloletnie stosowanie tych metod w pracy z uczniami upowaznia mnie do
stwierdzenia wniosku o duzej skutecznosci tych metod.

Trudnosci w opanowaniu materiatu z matematyki przez uczniow szkot srednich
sa na pewno wielorakie i powodowane r6znymi przyczynami. Niemniej jedna z nich
1 wcale nie najmniejsza jest brak umiejetnosci rozpoznania problemu na etapie poczatko-
wym 1 umiej¢tno$ci wyboru wiasciwych metod do rozwigzania problemu.

Opracowane podreczniki z reguty daja mozliwo$ci poznania teorii 1 podstaw me-
rytorycznych matematyki. Niemniej jednak stosowana najczg$ciej stara zasada ,,powta-
rzanie jest matka studiow” nie zawsze daje najlepsze rezultaty. Moze kto$ catymi dniami
1 cate zycie goni¢ po boisku za pitka, ale mistrzem od tego biegania nie zostanie. Bez
watpienia lepsze rezultaty osiagna¢ mozna stosujac odpowiednie metody treningu.
Oczywiscie geniusze sa wyjatkami.

Pogon za ilo$cia rozwiazywanych zadan, co mozna obserwowa¢ w szkotach, jest
czgsto bezsensowna. Mozna byto zauwazy¢, ze w dawnych liceach matematyczno-fi-
zycznych 1 przy realizacji obecnego programu rozszerzonego preferowano czgsto ilo$é
zadan, a nie jakos$¢ stosowanych metod. Oczywiscie nie we wszystkich szkotach.

Analiza tych problemoéw i bardzo duze doswiadczenie w pracy dydaktycznej
i pedagogicznej sktonity mnie do proby opracowania wskazéwek metodycznych, ktore
z jednej strony ulatwitlyby uczniom rozwiazywanie zadan i ograniczylyby ich ilos¢,
z drugiej za$ strony moze cho¢ dla czgsci nauczycieli bylyby przydatne.

W opracowaniu niniejszym nie sa przedstawiane problemy teoretyczne. Wrecz
przeciwnie, zaklada si¢ znajomo$¢ materialu okres§lonego w programach 1 zawartego
w odpowiednich podrecznikach szkolnych na odpowiednim poziomie.

W wyjatkowych przypadkach podawane sa znane np. wzory celem zwrdcenia
uwagi na mozliwosci ich odpowiedniej interpretacji 1 tatwiejszego stosowania.

Metody zastosowane w tym opracowaniu wynikaja ze spostrzezenia, ze w wielu
partiach materialu mozna poda¢ 1 opracowa¢ modele tematycznie grupujace problemy
odpowiednich zadan. Modele te ulatwiaja rozpoznanie problemu matematycznego posta-
wionego w danym zadaniu i zastosowanie specyficznych dla danego modelu metod uta-
twiajacych rozwiazanie zadania.

Operowanie roznymi modelami do rozwiazywania zadan nie jest w matematyce
nowoscia. Znana jest dobrze np. klasyfikacja typéw rownan rézniczkowych w matema-



tyce wyzszej albo modele problemowe w rozwiazywaniu zadan w statystyce matema-
tycznej. Brak jednak opracowania i stosowania takich modeli w matematyce elementar-
nej i1 brak klasyfikacji praktycznych metod rozwiazywania zadan powoduje duze utrud-
nienia dla uczniow.

Aby pomniejszy¢ te trudnosci 1 aby rozwiazanie zadania nie bylo tylko dzietem
przypadku, w pracy tej podane zostaly modele ulatwiajace praktyczne rozwiazywanie
zadan w niektorych dzialach matematyki elementarne;.

Poszczegdlne modele i odpowiadajace im metody zostaty zilustrowane rozwiaza-
nymi przyktadami. Wszystkie rozwazane przyktady oraz zamieszczone na koncu opra-
cowania zadania sg oryginalnymi zadaniami autorskimi. Przyktady i zadania w
zbiorze zostaty ulozone w taki sposob, zeby mozliwie w najlepszym stopniu ilustrowaty
wlasciwosci poszczegdlnych modeli 1 zastosowanej metody.

Celem utatwienia Czytelnikowi lepszego zrozumienia poszczego6lnych modeli
1 sprawniejszego operowania podanymi metodami zastosowana zostata jednolita nume-
racja poszczegdlnych ustgpow, Zadan w zbiorze, Odpowiedzi i Wskazdéwek. Na przy-
ktad, jezeli Czytelnik chce poglebi¢ zrozumienie Modelu 3T podanego w ust.1.3. to pod
tym samym numerem 1.3. znajdzie Zadania do samodzielnego przerobienia i oczywi-
scie pod tym samym numerem 1.3. Odpowiedzi. W przypadku wystapienia wigkszych
ktopotow (albo dla samego sprawdzenia si¢) moze pod tym samym numerem 1.3. przej-
rze¢ Wskazowki lub Rozwigzania.

W pracy przyjgto nastgpujace oznaczenia:

*  Modele T - modele rownan (nieréwnosci) trygonometrycznych,
*  Modele P - modele rownan algebraicznych z parametrem,

* Modele W - modele rownan (nierdwnosci) wyktadniczych,

* Modele L - modele réwnan (nierownosci) logarytmicznych.

Oznaczenia te maja na celu tatwiejsze korzystanie przez Czytelnika z tego opra-
cowania i po rozpoznaniu typu zadania tatwiejsze dobranie odpowiedniej metody poda-
nej w wybranym modelu. Latwiejsze tez bedzie korzystanie ze wskazowek.

Warto podkresli¢, ze opracowanie to nie moze (i nie ma takiego celu) zastapic¢
podrecznika czy zbioru zadan, ma tylko ulatwi¢ rozwiazywanie wielu pdzniejszych
1 bardziej uwiklanych zadan czerpanych z tak licznych, dostgpnych na rynku ksiggar-
skim i uzywanych w szkotach zbioréw zadan.

I temu wtasnie celowi poswigcone jest to opracowanie.

Dr Kazimierz Nitkiewicz



1. Modele rownan trygonometrycznych (MODELE T)

Uwagi wstepne. Przy rozwiazywaniu np. tozsamos$ci czy rownan trygonometrycznych
uczen czg¢sto nie umie wybra¢ odpowiedniego wzoru. Rozne sa tego przyczyny, ale czg-
sto jest to powodowane brakiem zrozumienia ,,mechanizmu” specyficznego dla danego
wzoru. Problem ten dobrze moze zilustrowaé nastepujacy przyktad.

Zadanie: Sprawdzi¢ tozsamosci:

sin 2x sin x X
— = Igx 2. — - Ig—-
1+ cos2x 1+ cosx 2

Czgsto uczen rozwiazuje zadanie 1, ale drugiego nie potrafi. Thumaczy to tym, ze pamig-
ta wzor na sin2x i cos2x, a do zadania drugiego wzoroéw nie pamigta. Jest to niestety
wynikiem formalnego traktowania w szkole tematoéw lekcji. Dla ucznia inny temat to
,Funkcje podwojonego kata”, a inny ,,Funkcje polowkowego kata”. Dlatego tez wielu
ucznidéw nie zauwaza tego, ze oba zadania problemowo sa identyczne. W obu przypad-
kach wystarczy zastosowa¢ mechanizm przej$cia od dowolnego kata do kata dwukrotnie
mniejszego!

Celowe byloby zwracanie wigkszej uwagi na mechanizm wzordw, a nie tylko na
argumenty alfa, dwa alfa, p6t alfa itp. Mozna np. wzory te traktowac¢ jako metody przej-
scia od dowolnego kata do dwukrotnie mniejszego kata lub na odwrot:

. /4

1) sinly = 2s1n?cos? gdzie W - dowolne wyrazenie
w
2tg —

2) cos = cos’ - sin> L 3) g = ——2_

2 2 1- ng K

2

4) 1+ cosW = 2c0s2% 5) 1- cosW = 2sin2%

Umiejgtno$¢ rozwigzywania rOwnan i nierownosci trygonometrycznych, oprocz
zrozumienia mechanizmow wzordw, wymaga zdolno$ci do rozpoznania typu postawio-
nego w zadaniu problemu.

Analizujac roznorodnos¢ réwnan trygonometrycznych mozna wsérod nich zauwa-
zy¢ zadania wyrdzniajace si¢ specyficzng problematyka. Bedzie to wyraznie pokazane
w ponizej podanych modelach. Trzeba jednak wyraznie podkresli¢, ze wszystkie mode-
le sprowadzaja si¢ w koncowym etapie do modelu wzorcowego, z ktorego (i tylko
z tego) mozna przej$¢ do réwnan algebraicznych!

Mozemy $miato stwierdzi¢, ze nie mamy wzor6w na rozwiazanie rOwnania try-
gonometrycznego. Musimy go zamieni¢ na rdGwnanie algebraiczne.



1.1. MODEL 1T (wzorcowy)

Podstawa modelu wzorcowego jest rownos¢ tego samego typu funkcji trygono-
metrycznych. Z rdwnos$ci odpowiednich funkcji wynikaja réwnosci ich argumentdéw, co
w konsekwencji daje odpowiednie rownanie algebraiczne.

1) sinW, = sinW,

1%) W, =W, + 2kn lub 2% W =n-W,+2kn
2) cosW, = cosW,

1%) W, = W, + 2kn lub 2% W,z -W,+2kn
3) 1gW = gWy s W, = W, + kn

4)  ctgW, = ctgW,; W, = W, + kn

gdzie k jest dowolna liczba catkowita. Argumenty w zalezno$ci od warunkéw zadania
mozna wyraza¢ w mierze stopniowej lub tukowe;.

Przyklad 1a. Rozwiaza¢ rdwnanie: sinx = - sin 5x

Rozwigzanie: zamieniamy - sin 5x na sin(- 5x) korzystajac z nieparzystosci funkcji
sin x i otrzymujemy réwnanie wzorcowe SIn x = sin(- 5x)
Stosujac wzory 1.1%) 1 1.2*) otrzymujemy odpowiednie rownania algebraiczne:

1) x=-5x+2kn lub 2) X=T+ S5x+ 2kn

z ktorych znajdujemy rozwigzania rownania.

. L . . m m
Przyklad 1b. Rozwiaza¢ rownanie: sin(x + E) = cos(2x - g)
Rozwiazanie: korzystajac ze wzoréw redukcyjnych zamieniamy np.
) n n , , , , n n
sin(x + g) na cos(g- X) i otrzymujemy réwnanie: cos(g- x) = cos(2x - E)

Stosujac wzory 2.1%*) 1 2.2%*) otrzymujemy rownania algebraiczne:

m

n o Texzoe-Tiom oww 2) Loxz-oxeDiom
6 6 6

m
6
z ktorych znajdujemy rozwiazania zadania.

Uwaga: Jezeli rownanie ma postac: f (W) = liczba to zamieniajac liczbg na funk-

cj¢ odpowiedniego argumentu otrzymujemy zadanie wg modelu 1T. Oczywiscie moze-
my w tym przypadku skorzysta¢ wprost ze znajomosci wlasnosci danej funkcji.



1.2. MODEL 2T

asimW + bcosW = 0 gdzie a i b sa rozne od zera

Postacia tego modelu jest kombinacja liniowa funkcji sinus 1 cosinus tego same-
go argumentu przyréwnana do zera.

Najprostsza (lecz nie jedyna) metoda rozwiazania tego typu réwnania jest po-
dzielenie obu stron rownania przez jedna z funkcji np. przez cosW , otrzymujac w ten
sposob rownanie z Modelu 1T typ 3 (lub 4). Nalezy z naciskiem podkresli¢, ze dzielenie
to jest w tym modelu dopuszczalne, poniewaz zadna z funkcji nie moze tu przyjmowac
warto$ci zerowej! Latwo to uzasadnié, sprowadzajac do sprzecznosci.

Przyklad 2. Rozwiaza¢ rownanie: 3sin6x - +/3 cos6x = 0
Rozwiazanie: dzielac np. przez cos6x otrzymujemy réwnanie wzorcowe z modelu 1T

1g6x = ?3 1ze wzoru 1.1.3 otrzymujemy rownanie algebraiczne

6x=l+ km  stad x=l+ kl
6 36 6

Uwaga: W przypadku, gdy a= b= 1, mozna do rownania wzorcowego przejsc,
tez stosujac wzory redukcyjne.

1.3. MODEL 3T

asinW+ bcosW = ¢ gdzie a, b, c s3 rézne od zera

Najprostszym sposobem przejscia od Modelu 3T do modelu wzorcowego jest zastoso-
b

wanie metody kata pomocniczego. Polega ona na przyjeciu np. za — = g0 przy czym
a

kat § moze byé w prostych przypadkach podany z pamieci, w innych przypadkach
z tablic lub kalkulatora albo wyrazony przez funkcje odwrotne.

Zastosowanie tej metody sprowadza lewa strong rownania po fatwych przeksztat-
ceniach do postaci:

asinW + bcosW = ~la’ + b> sin(W + ¢ )

a stad otrzymujemy rownanie wzorcowe:

sin(W + § )= ——<

Uwagi:
1) Jezeli ¢ =0 rownanie nalezy do Modelu 2T.
2) Zaréwno w Modelu 2T jak i w Modelu 3T lewa strona rownania jest wielomia-
nem jednorodnym, w ktorym sin W i cos W wystepuja w pierwszych potegach.
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3) Jezeli a= b= c=1 rownanie mozna tez tatwo rozwiazac stosujac odpowiednie
wzory (patrz: Model 5T).

b
4) W modelu tym mozna za % lub — przyjaé zaréwno 8¢ jak i cigf .
a

5) W kazdym z tych przypadkéw sprowadzamy tego typu rownanie do postaci po-
danej w modelu wzorcowym.

6) Do rownania z tego modelu mozna tez zastosowac¢ metod¢ podang w Modelu 6T,
ale trzeba si¢ liczy¢ z wystapieniem czasem bardzo uciazliwych rachunkow
(patrz uwagi do Modelu 6T).

Przyklad 3. Rozwiaza¢ réwnanie: 3sin2x+ /3 cos2x = /6

Jest to réwnanie typu z Modelu 3T. Najtatwiej mozna go rozwiazaé stosujac wzor na
przejscie z Modelu 3T do rownania wzorcowego.

m
Podstawiamy np. za 73 = tgh , stad otrzymujemy ¢ = rE stosujac podany w modelu

wzor (lub wykonujac samodzielnie przeksztatcenia) otrzymujemy:

V2

m . m LI
in2x+ —)= —, stad sin(2x+ —)= sin—
sin(2x 6) 5 a ( 6) 2
a po zastosowaniu wzorow z Modelu 1T i rozwigzaniu rownan algebraicznych otrzymu-
jemy odpowiedz:
m
1) x= —+kn 2) x:ln+kn
24 24

Oczywiscie mozna tez, zamiast korzysta¢ z gotowego wzoru przejécia do rdwnania
wzorcowego, zastosowac przeliczenia, ktére umozliwily otrzymanie tego wzoru.

Sposéb ten jest zilustrowany na tym samym przyktadzie ponize;.

3sin2x+ +/3cos2x= /6  podstawiamy NCE 3tgd
otrzymujemy:

m
3sin2x+ 31gf cos2x= /6 gdzie ¢ = o

po prostych przeksztatceniach otrzymujemy jak poprzednio rOwnanie wzorcowe:

sin(2xt ¢) = %
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