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Wstep

Decyzje ekonomiczne
a badania operacyjne

Kazda dziaialnodd ludzka, w tym gospodarcza, wigZe sig z planowaniem, organizo-
waniem, realizaciy i kontrolowaniem wykonania zbioru dzialan. Dzindalnosé ta jest
podporzadkowana okre$lonemu celowi (celom) i wymaga dysponowania zasobami
finansowymi i materialnymi oraz zasobem informuocji. Nastepstwem obserwowa-
nych obecnie znmian gospodarczych jest zwickszajaca sig zloZonod$¢ dzialad. Klasy-
czne sposoby zarzadzanin, oparte na intuicji 1 do§windczeniu, stajq sic coraz niniej
efeklywne. W zwigzku z czym obserwuje si¢ wzrost zapotrzebowania na metody
usprawnigjgee len proces, Mozliwodei usprawnient upatruje sig w stosowaniu metod
ilo§ciowych.

Badanin operacyjne mozna zdefiniowad joko zespdl modeli | metod po-
szukiwania optymalnych rozwiazan (tj. decyzji najpelniej realizujgecych preferencje
decydenta) w danych warunkach ekonomicznych {(sytuacjach decyzyjnych). Ze
wzgledu na przedmiot badani zalicza sig je do nauk o zarzgdzaniu, nitomiast stoso-
wane metody, ktdrych celem jest kwantyfikacin 1 obiektywizacja procesu decyzyj-
nego oraz wszechstronna analiza konsekwench podjetych decyzji, wymagajg zasto-
sowania programowania matematycznego i informatyki. Jest 1o interdyscyplinarna
dziedzina wiedzy prébujaca tnczy¢ podejScie charakterystyczne dia nauk humanis-
tycznych z metodami typowymi dia nauk przyrodniczych, Interdyscyplinarnoéé ta
jest zaréwno silg, jak i przyczyng trudnoSci natwry metodycznej i praktycznel,

Przedmiolem zainteresowania badafl operacyjnych jest proces decyzyjny. Do-
konujac jego analizy, postugujemy sie modelami i metodami matematyczonymi
(analitycznymti), heurystycznymi oraz symulacjy komputerown. Koniecznodcig
slaje sig operownnie duzymi zbiorami informacji, ktérej zgromadzenie, maguzyno-
wanie, przetworzenie oraz dystrybucje ulatwia technika komputerowa,
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Zakres badan operacyjnych

Poczatki badan operacyjnych siggajy okresu przed 11 wojng Swiatowi. Za ich
prekursordw uwaza sie Kantorowicza, jednego z pierwszych laureatéw Nagrody
Nobla w dziedzinie ckonomii i von Neumana, Lworce teorii gier | podstaw informa-
tyki. Nazwa badania operacyjne preyicla sie podezas [T woiny Swintowej 1 akres-
lada zbiGr metod zwiazanych z analizowaniem i planowaniem operacjt wojskowych.

Budania operacyjne bardzo §cifle sa zwinzane z programowaniem malemalycz-
nym i tcoria podejmowania deeyzji. Trudno wyznaczy¢ wyraine granice miedzy
tymi dyscyplinami. Réznice migdzy nimi sprowadzaja si¢ do innego rozloZenia
akcentdw. Programowanie matemalyczae zajmuje si¢ gldwnie konstrukejy t analiza
wlagciwogei algorytiméw rozwinzywania okredlonych klas problemow optymaliza-
cyjnych, badanin operacyjne budows modeli rézaych sytuacji decyzyjnyel,
a teoria podejmowania decyzji — wypracowaniem odpowiednich regut decyzyj-
nych na podstawie analizy wiadciwoscei konkretnych (mmniej lub bardziej sfor-
malizowanych) modeli podejmowania decyzji. Niekiedy e rzy nazwy traktujemy
joko synonimy.

Badania operacyjne pozostajg w bliskim zwigzku z ckonomiy matematyczng
i ekonometrig - dziedzinami wiedzy, kidrych przedmiotem Zainteresowan jest
ilodciowy opis rzeczywistoici gospodarczej. Ustalenia tych nauk w postaci zalez-
noéci ilodciowych (ilodciowych praw ekonomiczaych) wykorzystywane sq do po-
dejmowania optymalnych decyzji, gléwnie mikroekonomicznych. Wyrdinikiem
i ambicjy badad operacyjiych jest aktywne podejicie do procesu decyzyjnego, jego
analiza i usprawnianie.

Metodologia postepowania

Proces modelowania mozemy wyobrazi¢ sobie jako badanie wiasciwosci ukladu

elementéw o zlozonych powigzaniach, kidry zachowuje sie w sposob celowy.

Warunkiem usprawnicnia procesu decyzyjnego jest przeprowadzenie analizy

i obicktywnej oceny podejmowanych decyzji. W tym celu wypracowana zostada

metodologia postepowania charakterystyczna dla badan operacyjnyech,
Sprowadza sic ona do nastepujacych ctapdw:

1y sformulowanie problemu decyzyjnego, czyli sporzadzenie uproszczonego {o-
graniczonego do istotnych elementéw) stownego opisu fragmentu interesujace]
nas rzeczywisto§ci gospodarczej (sytuacji decyzyjnej);

7y budowsa modelu matematycznego sytuacji decyzyjnej;

3) wybdr lub opracowanie odpowiedniego algorytmu wyznaczania rozwigzania
optymalnego lub przyblizonego problemu optymalizacyjnego;

4y pozyskanie i przetworzenie informacji niezbednej do ustalenia {oszacowania)
warloéci parametréw problemu optymalizacyjnego;
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5) implementucja i przetestowanie algorytmu oraz rozwigzania zadania optymali-
zacyjnego dla danych rzeczywistych:

6) analiza wrailiwosci rozwigzania zadunin oplymalizacyjnego;

7y werylikacja modely;

8) wdroZenic rozwigzania.

Proces wspomagania decyzji nie sprowadza sie do wykonania prostej sekwencji
wymicnionych krokow. Zazwyczaj skonstruowany na poczatku model nieadekwat-
nic opisuje rzeczywistose, » czego wynika polrzeba (nieraz wielokrotnego) powrotu
do drugicgo kroku.

Najtrudnigjsze jest wdroZenie rozwigzania. O kofdcowym sukcesie decyduje
gotowosé decydenta do zracjonalizowania swoich dzialan i przeprowadzenia
— niekiedy trudnych — zmian organizacyjnych.

Typy modeli i zadai

Decyzje mozemy podejmowaé w warunkach deterministycznych (pewnofci) lub
niedeterministycznych {ryzyka i niepewno$ci). Podzial ten prowadzi do wyréz-
nienta modeli:
1)} deterministycznych,
2) niedeterministycznych

— stochastycznych,

— podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci.

O modelu deterministycznym méwimy wowcezas, gdy podejmujemy decyzje
w warunkach pewnosci. Zakladamy, Ze parametry modelu sa znane i stale.
Oznacza to, Zze rozwigzanie optymalne — jezeli model realistycznie odzwicrciedla
proces decyzyjny — mozna zasadniczo utoZzsamial z decyzja optymalna, Uzasad-
nione jest takze — jezeli nie wiaze si¢ to z nadmiemie wysokimi kosztami
— wyznaczenie rozwigzania optymalnego.

Q modelu stochastycznym mowimy wiedy, gdy podejmujemy decyzje w wa-
runkach ryzyka, Zakladamy, Ze nicktére parametry modelu sy zmiennymi
losowymi o znanym rozkladzie prawdopodobienstwa. Wynik decyzji jest wy-
pa’dkowq drzialan podjetych przez decydenta i czynnikdéw losowych. Nie mozna
wowczas utozsamiadé rozwinzania optymalnego z decyzia optymalng, gdyz w mo-
mencic podejmowania decyzji nie wiemy, jakie warlo$ci przyjmuja parametry
modely, kidre sy realizacjumi zmienaych losowych. Nie zawsze wydaje sig zasadne
ponoszenic zbyt duzych koszidw na poszukiwanie rozwinzania optymalnego.

O podejmowaniu decyzji w warunkach niepewnosci mowimy, gdy parametry
modelu moga przyjmowaé rdzne wartodei w zaleznodci od tego, jaki wystypi stan
oloczenia (natury). Prawdopodobienistiwa wystapienia tych stanéw nic sg znane,
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Czesto podejmujuc decyzje, musimy braé takze pod uwage intencjonalne
dzinlania purtnera (przeciwnika), Proces decyzyjny mozna w lym przypadku opisad
za pomocy modeli teorii gier, ktdrej tworcami byli von Neuman, Morgenstern
i Nash.

Mozemy podzieli¢ decyzje na operacyjne | strategicene. ICryterivm jest hory-
zont czasu. Podzial ten prowadzi do wyrdinienia modeli operacyjnych oraz
strategicznych.

O medelach operacyjnych mowimy wowczas, gdy podejmujemy decyzje
o krotkim horyzoncie czasu, zazwyczaj cechujgee sig duzym stopniem powtarzak-
nosci.

O modelach strategicznych mowimy wiedy, gdy podejmujemy decyzje o dale-
kosigznych nastepstwach. Konstrukejn tych modeli napotyka wiele trudnoSci
zwinzanych z kwantyfikacjy slabo ustrukeurzlizowanego procesu decyzyjnego.
Kwantyfikacja pozwala na systematyczny przeglad mozliwych do podjecia dzintan
i umozliwia — czesto niestety przyblizong — analize konsekwencii rozpatrywa-
nych decyzji. Analiza wrazliwodci pozwala na lepszy wglad w dynamike procesu
decyzyjnego i ocene nastepstw podjecia decyzji bardziej precyzyjna niz w przypad-
ku metod ezysto intuicyjnych.

Problemy decyzyine (optymalizacyine) mozemy podzieli¢ ze wzgledu na liczbe
kryteridw oceny na problemy optymalizacji jednokryterialnej oraz problemy
optymatizacji wielokryterialnej.

Problemy optymalizacji jednokryterialnej opisujg sytuacje, w kiorej decydent
przy podejmowaniu decyzji kieruje si¢ jednym kryterium. Sa to sytuacje typowe dla
dziatan rutynowych. W przypadku decyzji strategicznych, slabo ustrukturalizowa-
nych, podejmowanych przez ciala kolegialne, trzeba wykorzystaé problemy op-
tymalizacji wielokryterialnej.

Ze wzgledu na typ relacji zachodzacych miedzy wielkodciami, na ktdre decydent
ma wplyw (zmiennymi), wyréiniamy problemy liniowe oraz problemy nicliniowe.

Do niedawna najczefciej wykorzystywano modele liniowe. Rozwdj teorii
programowania nielinjowego oraz wzrastajace mozliwoéci obliczeniowe pozwalajy
na zastosowanie modeli nieliniowych umozliwiajycych bardziej realistyczne mo-
delowanie zloZzonych procesdw decyzyjnych. )

Ze wzgledu na typ zmiennych decyzyjnych wyrdiniamy problemy ze zmien-
nymi ciaglymi i problemy ze zmiennymi dyskretnymi.

W przypadku zmiennych cigglych wyznaczenie rozwigzania jest o wiele
lstwigjsze anizeli w przypadku zadad ze zmiennymi dyskretnymi.

Wybér postaci analitycznej modelu jest kompromisem migdzy wierno§ciy opisu
przez model realiéw procesu decyzyjnego a mozliwosciami wyznaczenia w rozsid-
nym czasie i przy akceptowalnych kosztach rozwigzania optymalnego. Niekiedy
uzyskanie rozwigzania optymainego jest niecelowe lub zbyt kosztowne — ograni-
czamy sie wiedy do wyznaczenia rozwiazania przyblizonego (suboptymalnego).

Zastosowanie modetu w prakiyce wymaga opracowania algorytmu pozwalaja-
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cego nit Wyzhaczenic rozwigzanin optymainego lub przyblizonego. Jest to proces
kosztowny i czasochlonny, co sklania — jezeli jest to mondiwe do sprowa-
dzenin poddawanego analizie zagadnienia do zadaf, dia kidryeh takie algorytmy
~ostaly opracowane i oprogramowane. W e sytuacji zupelnie naturalny jest wzrost
zainteresowania nienlgorytmicznym podejiciem do wyznaczanin rozwigzai, czer-
pincym inspiracje z nauk biologicznych, Tym nowym Kierunkom badai, tj. sztucz-
nym sieciom neuronowym, algorytmom genetycznym i inteligencji roju, po$wig-
cono ostatnie dwa rozdzialy ksiazki.

Badania operacyjne 1 komputery

Szyblki rozwdj badash operacyjnych w drugiej polowie XX w. mozliwy byl dzicki
rozwojowi informatylki. Praktyczne problemy, ktdre cechuja sie duza liczby zmien-
nych decyzyjnych i parametrow, nie moga by¢ rozwinzywane recznie — konieczne
jest uzycic whidciwego sprzgtu | oprogramowania.

Odpowiednie aplikacje sa czegsto tworzone specjalnie na zamdwienie klienta
i w duzym stopniu dostosowane do jego dokladnie zdefiniowanych potrzeb. Do
rozwigzywania najczedciej spotykanych problemdw moina jednak uzywad oprog-
ramowania dostgpnego na rynku,

Powszechnie dostgpnym narzedziem jest Solver, bedacy skladowa MS Excel.
Umozliwia on rozwiazywanie zadad programowania liniowego 1 nieliniowego
o stosunkowo duzych rozmiarach. Niestety nie najlepiej radzi on sobic 2z progra-
mowaniem calkowitoliczbowym 1 binarnym. Przykladem innej aplikacji tej samej
firmy jest MS Project wspomagajacy zarzadzanie projektami. Stosunkowo dobrze
rozbudowany modul zwigzany z badaniami operacyjnymi (Opcerations Research
— OR) znaleZé mozna w pakiecie SAS, bedacym bardzo rozbudowana aplikacja do
gromadzenia 1 analizy danych. Moduly OR sy réwniez obecne w zintegrowanym
systemie zarzadzania przedsigbiorstwem SAP.

Uklad pracy

Ksigzkn, ktéra oddajemy do rak Czytelnika, jest podwigcona badaniom operacyj-
nynt. Jest to w zamyéle autordw przystepny podrecznik dla studentdw wydzialdw
zarzgdzania 1 ekonomii uezelni ekonomicznych, technicznyeh, uniwersytetéw oraz
licznych niepanstwowych szkol biznesu. Moze takZe zainteresownd praktykéw
pragnqcych stosowaé metody badafd operacyjnych w procesic podejmowania
decyzfi. Dla zrozumienia trefci ksiazki wystarczy znajomo$é matematyki na
poziomie wykindéw w uczeliach ckonomicznych.

Podrecznik skiada sig z 15 rozdzialow, z ktérych kazdy jest poSwigcony
okre§lonej klasie zagadnien oraz sposcbom ich rozwinzywania, Po opisie zagad-
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pienia jest sformutowany jego model nudemutyczny oraz podana metoda roz-
wigzania. Rozwuzanta teoretyczne si Hlustrowance preykindami ficzbowymi. Kazdy
rozdzial koriczy sig bibliografin oraz pytaniami kontrolnymi, pozwalajneyni
Czytelnikowi acenié stopien przyswojenia materiaiu.

Ksinika powinna by¢ czytana w caloser kolejnymi rozdzialami, mozna jednak
takde studiowad wybrane rozdzialy z osobna.

Qddany Pasistwu do studiowania podrgcznik jest cennym uzupelnieniem dwach
prac ¥ zakresu badad operacyjnych wydanych w ostainich latach przez PWE:
ksigzki T. Trzaskalika, Wprowadzenie do budmi operacyinyveh z kemputerem,
(2003 r.) orax ksinzki Decysje mencdierskie z Excelem, pod redakcjy T. Szapiro
(2000 r).

Autorami niniejszego podrgcznika sy pracownicy Katedry Badan Operacyjnych
Akademii Ekonomicznej w Poznaniu. Ksigzka nawigzuje ulkdadem i stylem do
podrecznika Badania operacyjne, pod redakcjy. E. Ignasiaka, wydanego trzykrotnie
przez PWE (w latach 1996, 1997, 2001,

Przedwczednic zmarty w 2003 r. Profesor Ignasiak byl nie tylko wspdlautorem
i redaktorem tego podrecznika, ale naszym nauczycielem i przelozonym. Ksiazke t¢
dedykujemy pamicei Profesora Ignasiaka.

Rozpziar 1

OPTYMALIZACJA

1.1. Modelowanie
probleméw decyzyjnych

W wiclu réZnych sytuacjach podejmujemy decyzje. Syluacje te nazywamy sylua-
cjami decyzyjnymi, a osobg podejmujgea decyzje — decydentem. Warunki,
w jakich dziala decydent, nic pozwalaja na wybdr dowolnej decyzji. Decyzje
zgodna z warunkami ograniczajacymi nazywa sie decyzja dopuszczaing.

Nie kazda decyzja dopuszezalna jest réwnie dobra. W §wictle celéw, jakie sobie
stawia decydent, jedne decyzje mogsg by¢ lepsze, inne gorsze. Stad problem wyboru
decyzji najlepszej, zwanej decyzja optymalng, Wybdr decyzji optymalnej wymaga
przyjecia okre§lonego kryterinm, wedlug ktérego oceniamy decyzje jako lepsze ub
gorsze. Kryterium to nazywamy kryterium wyboru (oceny).

[ Przyrrap 1.1 ]

Mozemy podjaé jedng z trzech decyzji inwestycyjnych. Naklady inwestycyjne oraz
oczekiwany roczny zysk osiagniety z tych inwestycji pokazano w tablicy 1.1. Kiéra
z trzech decyziji jest optymalna?

TABLICA 1.1
Naklady i zyski dla trzech decyzji
Decyzjc A B C
MNaktady inwestycyjoe (min zb) 40 50 30
Zyski (min zl) 8 4 6

Na pytanie to nie mozemy odpowiedzieé, gdyz nie zostalo przyjete zadne
kryterium wyborn. Jezeli kryteriom oceny bedzie minimalizacja nakladdw, to
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najlepsza decyzjy jest decyzjn C. Jedli natomiust juko kryterium wyboru przyj-
miemy maksymalizacje zysku, to najlepszy decyzjy jest decyzja A. W preypadku
maksymalizacii stopy zysku najlepszymi decyzjomi sa A § C.

Opis okredtone] sytuacji decyzyjnej nazywamy problemem (zagadnieniem)
decyzyjnym. Dalej bedziemy rozpatrywaé tylko takic sytuacje, w kiérych warunki
ograniczajace, kryterium wyboru i decyzje dajy sie opisaé w jezyku matematycz-
nym. Zapis problemu decyzyjnego w jezyku matemaiycznym to formulowanie
modelu matematycznego. Model matematyczny problemu decyzyinego nazywa-
my zadaniem decyzyjnym,

Warunki ograniczajyce najezeSciej sy opisywane za pomocy ukladéw réwnan
lub nieréwnoéci. W réwnaniach tych (lub nierdwnaoScinch) wystepowaé bedy pewne
wielkogci dane, zwane parametrami, oraz wielkodcl, ktore nalezy ustalié, zwane
zmiennymi decyzyjnymi.

Oprocz warunkdw ograniczajacych, w zadaniu decyzyjnym moga takZe wy-
stepowa¢ warunki znaka zmiennych (np. warunek nicujemnosei) lub typu zmien-
nych {(np. waranek ich cigglodci, calkowitoliczbowosci fub binarnosci).

Decyzje dopuszezalne utozsamiaé bedziemy z takim ukladem wartodci zmien-
nych (ukiadem liczb), ktére speiniajn wszystkie warunki opisujace badung sytuacje.
Role kryterium wyboru bedzie pelni¢ pewna funkcin zmiennych decyzyjnych
mierzaca cel, ktory chee osiagnaé decydent. Funkcje ta nazywa si¢ Iunkcja celu.

Wybor decyziji optymalnej polega na ustaleniu takiej decyzji dopuszczaluej,
przy ktorej funkeja celu osiggn warto$é najkorzystnicjszi, tzn. w zaleznodei od
badanej sytuacji warto$¢ minimalng lub maksymalna.

Jezeli przez D oznaczymy zbidr dopuszczalnych decyzji, przez x dowolng
decyzje, a przez f— funkcje celu, to zadanie decyzyjne mozna zapisaé nastgpujaco

znajdé taka decyzig dopuszezalng x" & D, Ze:
Foy=max{f(x)jxe D}, gdy maksymalizujemy funkcje cely,
I fex") = min {f{x)jxe D}, gdy minimalizujemy funkcje cefu,
Czedeic {!ﬂle mniej dokladnie) zapisuje sig to w postaci:

- f{x)y— min
dla xe D.

Sy — max
din xe D

Opisanie sytuacji decyzyjng] w jezyku matematycznym ma na celu sprowadze-
nie problemu wyboru nujlepszej decyzji do rozwigzania pewnego jednoznacziie
okreslonego zadania matematycenego. Aby rozwigzanie takiego zadania rzeczywis-
cie pozwolile ustalié najlepsza decyzje, trzeba je wk sformulowad, zeby dokladnie
opisywato dang sytuacje decyzyjni.

W tym celu naleZy ustalic: _
1) jakie wielkodcl majy by¢ wyznaczone i odpowiednio je oznaczy¢ (tzn. nalezy

podaé zmienne decyzyjne);

e
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2) jukie wielkodci sy danc (okreSlié parametry zadania);

3) jakie ograniczenin musi spelnicé dopuszezalna decyzja i sformulowac je w po-
gtaci rownafd lub nieréwnofei, wigzye zmienne deeyzyjne (zapisal warunki
ograniczajace);

4) cel, jaki chee osiagnac decydent oraz sformulowaé funkcje zmiennych decyzyj-
nych okreslajacy poziom realizacii celu (podaé funkeje celu).

Jezelt w zadanin decyzyjnym funkcjn celu oraz warunki ograniczajice sa
tinjowe, to zadanie takie nuzywamy liniewym zadaniem decyzyjnym (1.Z2D),

1.2. Przykiady liniowych
zadat decyzyjnych

1.2.1. Zagadnienie diety

W pewnej stoldwee studenckiej mamy do dyspozycii n véznych produktéw
spozywezych P, P, .., Py, Kidrymi mozna 2ywi¢ studentdw. Z produktow tych
dietetyk ma sporzadzic dietg, tzn. ma okreshic, ile kazdego produkiu ma dziennie
spozyé jeden student. Wymaga sig, aby dziennu dawka Zywnosci dostarczala
okreslony ilosé takich skladnikdw odizywezych jak biatko, weglowoduny, tuszeze,
witaminy, sole mineralne itp, WeZmy pod uwage m skladnikow odiywezych 5, Sy,
oo S Zoldzmy, ze kazdy student powinien otrzymad co nyjmniej &) jednostek
sklndnika S, b jednostek skladnika S,, b, jednostek skladnika S,. Poniewa?
nadmierne spozycie niektdrych skladnikdw moze byd szkodliwe dia zdrowin, stad
zadamy, aby zjadano ich nie wiece} niz o), b, ..., d,. Znamy zawartosc
poszezegblnych skiadnikéw w kazdym produkcie. Oznaczmy przez a;; ilodé i-tego
skindnika w jednostee j-tego produktu. Informacje te przedstawiono w tablicy 1.2.

Chcemy takze, aby dieta byla urozmaicona, tzn. aby nie ograniczala si¢ do kilku
produkiow (np. chleba, kapusty i sera). Mozna to uzyskaé, okre§lajyc minimalne
i maksymalne iHofci poszczegdlnych produkidw w diecie. Znamy iakie ceng
kazdego produktu. Oznacamy przez: ¢; — ceng j-ego produkiv, g, — minimalng
ilod¢ j-tego produklu w diecie, /i, — maksymalng o8¢ j-tego produktu w diecie,

Nalezy ustalié taki plan Zywienia studentéw, aby koszt diety byl minimaliny,
przy spelnienin wszystkich postawionych ograniczes.

Zanim wyznaczymy oplymalng dietg, musimy sformulowaé liniowe zadanic
decyzyjne opisujace powy7sza sytuacje decyzyjng. Zmiennymi decyzyjnyni, czyli
wielkodclami do ustalenin, bedy ilodci poszczegblnych produkidw w diecie.
Oznaczmy przez x; ilodé j-tego produkin w diecie.

Skladnika 8, w produkcic P, dostarczymy a,,x; jednostek, w produkcie Pa
— aj2%; jednostek itd. Ogdlem we wszystkich produktach zawartyeh w diecie
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TABLICA 1.2
Muaciere zawartodei
skludnikdéw odizywezych

P P o P,
5, gy dyz ay,
S5 13 fias . y,
S b | g | ]

spelntala stawiane ograniczenia, musi zachodzié:
r
b, Slz‘;f«'y-\‘j < d,.
j=

Poniewa? podabne ograniczenia dotyczy takie pozostalych skladnikéw odZzyw-
czych, mozna to ogdlnie zapisa¢ w nastepujacy sposdb:

1
b =< Zn,-j_\}- =d (i=1,2,.., m.
i=l

lHos$¢ kazdego produkiu w diecie nie moze byé mniejsza od ilosei minimalne
oraz wigksza od ilofci maksymalnej, co zapiszemy w postaci ograniczenia;

GEx< (i=1,2, .., 0.

Koszt wyzywienia jednego studenta wynosi:
1
_Z,cj-xj.
i=t

Model matematyezny. Problem wyznaczania optymalnej diety sprowadza si
do znalezienia takich wartodci zmiennych decyzyjnych x,, x3, ..., x,, aby:

i
2.¢jx; - min, (1.1
j=1
przy ograniczeniach
1]
b, < _zla,-j.\} sd; (i=1, ..., m, (1.2
J =

(=1, .., n). (1.3)
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Jest to liniowe zuadanie decyzyjne, gdy? funkeja celu (1.1) oraz warunki
(1.2)-(1.3) sa liniowe. Rozwigzanie spelniajgee warunki (1.2)—(1.3) jest rozwig-
zaniem dopuszczalnym problemu. a rozwigzanie spelnigjgee takze warunek (1,1
— rozwigzaniem optymainym. Poniewai w zadaniu (1.1)—¢1.3) wszystkie zmienne
sy ciagle, stad zadanie jest zadaniem programowania liniowego (PL).

1.2.2. Zagadnienie ustalania
planu dzialania

W zakladzie mozZna produkowac n wyrobéw. Do produkcji tych wyrobéw potrze-
ba 1 rodzajéw Srodkéw. Zaklad dysponuje okre§lonym zasobem kazdego Srodka
produkeji. Wiemy, jaka jest norma zuizycia kazdego Srodka produkcji. Niektére
grodki (jezelt jest ich zbyt duzo) mozna latwo sprzedaé, Takze brakujace ilosci tych
grodkéw mozna dodatkowo zakupi¢. Znamy ceng zakupu oraz sprzedazy kazdego
grodka ,,mobilnego™.

Dla kazdego ,,mobilnego” $rodka produkcji i kazdego wyrobu znamy ma-
ksymalny popyt. Nalezy ustali¢ taki plan dzialania dla zakladu, aby osiggany
dochod byl maksymalny.

Przez dochdd zakiadu rozumiemy réZnice miedzy przychodem ze sprzedazy
wyprodukowanych wyrobow oraz zbednych drodkéw a wydatkami poniesionymi na
dodatkowy zakup potrzebaych Srodkow.

Niech M bedzie zbiorem numerdw Srodkéw ,,mobilnych”, czyli takich, ktére
mozna dodatkowo sprzedaé lub kupié, a N - zbiorem numeréw pozostatych
$rodkow ,.niemobilnych”, ktérych ilodci nie mozna zmienié,

Parametry modelu matematycznego beda nastepujgce:

a; -— ilo$¢ i-tego $rodka produkcji zuZyla na wykonanie jednostki J-tego wyrobu,
by — posiadany zuas6b i-tego érodka produkciji,

¢; — cena sprzedazy jednostki j-tego wyrobuy,

P — cena sprzedazy jednostki i-tego srodka,

ki — cena zakupu jednostki i-tego $rodka,

& ~— maksymalna ilo$é j-tego wyrobu, jakg mozna sprzedad,

d; — maksymaina iloi¢ i-tego drodka, jaky mozna sprzedad.

Zakladamy ponadto, 2e cena sprzedazy i-lego drodka musi byé mmniejsza od
ceniy jego zakupu:
i<k (e M),
Zmiennymi decyzyjnymi w tym zagadnieniu sg:
% —— wielko$¢ produkeji (sprzedazy) j-tego wyrobu,
¥ ~— wiclko§¢ sprzedazy i-tego $rodka »mobilnego”,
g ~— wielkodé zakopu i-tego §rodka wmobilnego”.
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Model matematyczny zagadnienia wyboru optymalnego planu dziatania spro.
wadza sie do znalezienia takich wartofei zmicanych x;, v 7, aby:

Ecj.\'j + 2, PiYi— chi:,- — max, (t.4)
Je=1 ieM ieal g8
przy ograniczeniach:

ax <b (ie Ny, (1.5)
i=1

Dy yi—n < by (e M), (1.6)
i=t

0= y<g (G=1, ....m), (1.7
0y <d {ie M), (1.8)
=20 (ie M) (1.9)

Zadanie (1.4)—(1.9) jest liniowym zadaniem decyzyjnym (LZD), gdyZ zardwno
funkcja celu (1.4) jest liniowa, jak | warunki ograniczajace (1.5)—(1.9) sa nierow-
noéciami liniowymi. W tym zaduniu wszystkie zmienne sy ciagle, a wigc jest.to
zadanie programowania Hniowego (PL).

Funkcja celu (1.4) postulyje, aby dochdéd — beducy réZnica miedzy przy-
chodem ze sprzedazy wyrobdw oraz zbednych érodkéw produkeji a wydatkami
poniesionymi na zakup dodatkowych érodkéw — byl muksymniny Warunek {}.5)
zapewnia, ze dha kazdego $rodka ,,niemobilnego™ zuzycie nie przekroczy posiada-
nego zasobu. Natomiast warunek (1.6) gwarantuje, Zze dla §rodka ,,mobilnego”
lgczne jego rozdysponowanie nie przekroczy ilosci, jaka bedziemy dysponowali

Warunki (1.7) i (1.8) zapewniaja, Ze nie wyprodukujemy wiccej wyrobow ort
nie sprzedamy wiccej zbednych Srodkéw niz jest 1o mozliwe ze wzgledu na
ograniczenia popytowe.

W opisie sytuacji przyjmuje sig, ze jezell nastepuje sprzedaz zbednego Srodka
produkcijt, to rownoczednie sie go nie kupuje, i na odwrdl, Przy zaloZeniu, Ze cena
sprzedazy zbednego Srodka jest nizsza od ceny jego zakupu, model (1.4)~(1.9)
prawidlowo opisuje dang sytuacje decyzyjna. Jezell to zalozenie nie bedzie
spetnione, w zadaniu (1.4)—(1.9) bedzie oplacalny zakup Srodkow w celu tCh
dalszej odqprzedazy Aby to wykluezyd, nalezy dodatkowo zadal:

nyj=O (IE .ﬂ/[) t !

Zadanie ?dwmnuace nieliniowy warunek (1.10) jest juz nieliniowym mdamem
decyzyjnym (NZD).
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1.3. Postacie zadah
programowania liniowego

Formulowane w popizednim podrozdzinle modele matematyczne byly liniowymi
sadaniami decyzyjnymi. Jezeli w zadaniu decyzyjnym wszystkie refacje sy liniowe
oruz wszystkie zmienne sy ciagle, 1o takie zadanie nazywamy zadaniem pro-
gr.mmwnnm liniowego (PL).

Ogdina postad zadania PL jest nastepujaca:

Zcf.xj—aumx {min), (1.1
j=t
Za,-,»; b (i=1,2, ..., m, A
j=1
Qaps b (i=mal, o p), (113
j=l
E(f,‘j.\j = b, (f=P -+ lv feen r}w {lvfil)
j:
.x,z;ﬂ U=I1 21 vres ”l)v (I'IS}

gdzie n; <.

Kazdy wektor zmiennych decyzyijnych x = (x,, x5, ..., 1.}, spelninjgey waranki
ograpiczjyee (1.1E)~(1.15), nazywamy rozwinzaniem dopuszezalnym zadania
PL. Rozwigzanie dopuszczalne, dia ktdrego lunkcja celu (1.26) osigga muksimum,
{minimum) nazywamy rozwiazanicem optymalnym.

Parametrami w tym zadaniv sa ¢, byoraz a; (i=1, 2, ... rj=1,2, .., 0
Parametr ¢; nazywamy j-tq waga funkcji celu, parametr b, — i-tym wyrnzem
wolnym, a parametr a; — wspolczynnikiem macierzy ograniczei stojicym w i-tym
wierszu i j-tej kolumnie,

Istotne znaczenie przy formulowaniu zadait PL, a takie przy ich rozwigzywaniu

maja dwie postacie szezegdlne — tzw. postad standardowa i postad kanoniczna.

Zadaniem PL o postaci standardowej nazywamy zadanie, w kidrym wszystkie
ograniczenia sg nieréwnosciami typu < dla zadaf na maoksimum badZ nierdwnos-
ciami typu = dla zadad na minimum oraz wszystkie zmienne muszy byé nic-
jemne,

Zadaniem PL o postaci kanonicznej nazywamy zadanie, w ktérym wszystkie
warunki ograniczajgce sy réwnaniami oraz na wszystkie zmienne sy nalozone
warunki nieujemnodci.
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Zudaniem PL. o postaci stundardowej sa wiee zadani

3 "

S — mas, 2oy~ min,
,’l N
e

i=1
i I
Z;uu GEh (=120 .., m), _Z[u,-j.\'j Zh (=52, ..., m),
i= i=
= (j=1.2, ... m). =0 (j=1.2....1)

Nicrownodé < dla zadania na maksimum oraz nierdowno$¢ = dia zadania ny
minimum mzywamy nieréwnosciami typowymi,

Podstiwowynm zabicgiem stosowanym przy rozwigzywaniu zadait decyzyjnyely
Jjest sprowadzanic ich do réwnowaine], lecz wygadniciszej ze wzgledéw numeryesz!
pych postaci. Dia zadania PL rozwigzywanego metods simpleks bedzie to postag
[cnQNICAIEL.

Aby uzyska¢ rownowazng dla danego zadania postac kanoniczng, nieréwnosci
sprowadzamy do rownodci, wprowadzajiyc tzw, zmienny swobodna. Z kazdym
wartnkiem w poslaci nierdwnoéci zwigzana bedzie wiadciwa temu warunkowi
zmienna swobadna réwnowazaca jego sirong lewa z prawg. Zmienne te do funkgji
celu wehodzg 7 zerowymi wagami.

Jezelt w o zadaniv PL jest nierdwnoéé typu <, to zmienna swobodng x,,, = 0
pzhaczamy jako:

1
X4 D -*Jlga,‘j.\}.

Jezeli natomiast w zadaniu PL jest nierdwnogé lypu 2=, to zmicnng swobodng

iz 0 definiujermy juko:

i
Nyai T Z;“"fxf - by
=

{ Przyxran 1.2 1

Mamy nastgpujace zadanie PL:

e

2y, + 4xy + 2xy; — max,
2y, + 3x, ka3 = 3,
gy + 2+ 30 £ 5,
Ay <0, X3 = 0.

(1.16)

Aby zadanie to zapisa w roéwnowaine] postaci kanonicznej, nalezy obydwie
pierownodcl sprowadzic¢ do réwnodci oraz na wszystkie zmienne nalozyé warunki
picujemnosct. W tym celu wprowadzamy zmienne swobodne x, i x5, a takie

J
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Réwnowaing posta¢ kanoniczng zapiszemy wigc nastgpujico:

o)+ 4x3 — x5+ 24y + Oxy + Oy — max,
2]+ 3k = xE) + e =+ O =3,

4] + 2vg = x5 + 3+ 0 +a=35,
l X, x5, x4 o x5 20

Jezeli mamy zadanie PL z funkciy celu:

i
ZC,--‘}' w3y max,

j=1

10 réwnowaine mu bgdzie zadanie z funkcejy celu:

i(—ﬂj)-‘}' —3 JRii.
=1
1.4. Dualnosé

1.4.1. Reguly tworzenia zadania dualnego

Z kazdym zadaniem PL sprzeZone jest pewne inne zadanie PL, zwane zadanicm
duainym. Jezeli zadaniem pierwotnym (ZP) jest zadanie:

rjg;cf"i — Max,
Tax b (i=1,2, .., m), (1.17)
J=

=0 (=12, .., n),

to zadaniem dualnym (ZD) bedzie zadanie:

{ m
Eb,-y; —» ntin,

j=1 )

szta,j_\fj 2 (=12, ..., (1.18)
=0 (i=1, 2, ..., m).

Z relacii zachodzgecych migdzy zadaniem pierwolnym a zadaniem dualnyn
wynika, ze:
1} w zadaniu dualnym jest tyle zmiennych, ile nieréwnosci w zadaniu pierwotnym
(kazdemu warunkowi ZP odpowiada jedna zmienna ZD):
2) w zadaniu dualnym jest tyle warunkéw, ile zmiennyeh w zadaniu pierwotnym;
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3) wagi funkcjf celu zadania pierwotnego sy wyrazami wolnymi w zadaniy
dualnym;

4) wyrazy wolne zadania pierwotnego sy wagami funkeji cely w zaduniu dualnym;

5) macierz wspélezynnikow zadania duainego jest transpozycjy macierzy wspdl-
czynnikéw zadania pierwotnego;

6) jezeli zadanie pierwotne jest na maksimum, to zadanic dualne jest na minimum,
i odwrotnie. ’

1.4.2. Twierdzenia o dualnosci

nigdzy rozwigzanimmi zadania pierwotnego (1.17) 1 zadania dualnego (§.18)
zachodza zaleznodci, klore mozna sformulowad w postaci nastepujycych twierdzert.

O istnienin

Zauwazmy ponadto, ze jezeli zadunie pierwotne jest w postaci standurdowej, to
zadanie dualne jest takze w postaci stundardowej. Jezeli natomiast zadanie pie
wotne nie jest w postaci standardowej, to dualne takze nie bedzie w postaci stan-
dardowej (ZD odbiega na tyle od postaci standardowej, na ile odbiega od niej ZP),

W przypadku ogdlnym stosujemy ponadto nastgpujace dodatkowe reguly
tworzenin zadania dualnego: :
1y jezeli w ZP -ty warunek jest rownodcia, to odpowindajaca mu zmienna nie ma

ograniczef; :
2) jezeli w ZP i-ty warunek jest nietypowi nierdwnodely, to w ZD zmienna y; < {;
3) jezeli w ZP na zmienng &; nie nalozono ograniczed, to j-ly warunek ZD jest

réwnoscia;
4) jezelt w ZP zmienna x; < 0, to w ZD j-ty warunek jest nietypows nierownodci

Jezeli ZP 1 ZD maji rozwinzania dopuszezalne, to obydwa maja rozwigzania
optymalne. Jezeli natomiast chocinZ jedno z nich nie ma rozwinzania dopuszczal-
nego, to obydwa nie majy rozwigzai optymalnych.

Jezeli X,, X3, .., X, jest rozwinzaniem dopuszezalnym zadania prymalnego, 2 vy, ¥a,
ooy ¥y rOzwiazaniem dopuszezalnym zadania dualnego, to miedzy wartogciami
funkeji celu zachodzi nierdwnosé:

" At .
2oy < 2biye (1.19)
i= i
Dla rozwigzait dopuszezalnych warto8é funkcji celu ZP nie moze by¢ wigksza
od wartodei funkeji celu ZD,

[ Przykeap 1.3 1

Nalezy utworzyé zadanie dunlne do zadania pierwotnego:

zadanie pierwotne: zmienne dualne: O optymalnosei
6x, + Bx, — max, W =0, {eze?!'ti::smviejq dwa takie rozwigzania dopuszczalne ¥y, ¥, ... X, (ZP) 1 ¥), ¥a .oy
dx, + Gx, < 10, v, — dowolne, Y (ZD), ze:

(ZF)

it

3.\'] bt 2—\‘2 = 4, g - _
PIYAEPIA (1.20)

2.1'| + 2-\.2 = 2;
x, — dowolne, ¥, €0,

v, < 0.

| ) to obydwa rozwigzania sg rozwigzaninmi optymalnymi.
7adanie dualne bedzie mialo trzy zmienne i dwa warunki ograniczajace {pozi
warunkami znaku):

5

14y, + 4y, + Zy; — min,
4y, + 3y, + 27, = 6,
Gy + Yo+ 2y3 = 8,
yi =0, dowolne, y; < 0.

O rownowadze

Jezeli vy, o, ..., 3, jest rozwinzaniem dopuszezalnym ZP oraz ¥, Yo, ..., Y. jest
_Fozwuzaniem dopuszezalnym ZD, to aby te rozwigzania byly rozwinzaniami
:optymalnymi — wystarcza, Ze spelnione beda nastepujace warunki:

_Eiaax; <b;=y=0, (.20
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Ht

Dty > == 0, (1.22
i=1

"
v, >0 ﬂ_zlu,-j_vj- =h,
i=

L

N> 0= av=c (1.24)

i=l

7 lwierdzenia o rdwnowadze korzystamy w celu sprawdzania optymalnodei
znanego rozwigzania dopuszezalnego tub do znalezienia rozwigzania optymalnego
dla przypadku szezegdlnego, gdy zadanie PL ma tylko dwa warunki ograniczajace

1.4.3. Interpretacja ekonomiczna
zadania dualnego

Przyjmijmy, Ze zadanie pierwotne (1.17) opisuje problem maksymalizacji przy
chodu osiagancgo z produkcji n wyrobdw. Zuzycie srodkéw produkcii nie moZe;
prackroczyd zasobdw, jakimi dysponujemy. Niech waga ¢ oznacza ceng j-tego
wyrobu, wspolezynnik a; — wielkodé zuiycia i-tego $rodka na produkeje jednostki
j-tego wyrobu, wyraz wolny &, — zasGb i-tego §rodka produkeji, a zmienna x
— wielkos$¢ produkeji j-tego wyrobu.

Aby nieréwnosct w zadaniu (1.18) mialy sens, zmienng w interpretujemy jako
ceng i-lego drodka produkcji. ZaldZzmy, ze konkurent chee naby¢ od producemta
grodki produkeji. Jaka ceng powinien zaoferowaé? Z pewnoéciq cheialby odkupié

1

§rodiki produkcji najtanicj. Proponuje wice, aby suma b,y cryli wartodé funkcj
=1

celu zadania dualnego, byla minimalaa,

Konkurent musi sig liczyé z faktem, ze jezeli zaoleruje producentowi zbyt nisks
ceng, 1o ten §rodkéw tych nie sprzeda, Cena za niska to aka, kiedy przychéd z
sprzedazy $rodkdw produkeji bylby niZzszy od przychadu, jaki producent moze
uzyska¢ kierujac je do produkeji. Gdyby producent sprzedal §rodki niczbedne do
produkeji jednostki j-tego produkin po cenach y; (i = 1, 2, ..., m), whwezas dostal

by za,-fy,-.
i=1
Oplaci sig wige sprzedad $rodki, jezeli:

,MZ'G;;.V; ze¢ (J=1,2,..,n. C{1.25

Warunck (1.25) to ograniczenie zadania dualnepo. Zadanie dualne jest wie
zadaniem, jakie powinien rozwiazaé konkurent pragnacy naby¢ $rodki produkceji o
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producenti. jezeli cheialby dzialad racjonalnie § liczy na racjonalne zachowanic
roducenta.

Jak wynika z twierdzenia 1.3, optymalpa wartofé¢ zmiennej y; okredla, o ile
werodnie (zmnicjszy sig) praychod. jezelt zwickszymy (zmniejszymy) zasob i-lego
grodka produkeji o jednosike, Ten wniosck jest prawdziwy, gdy zmiany mieszczy
sig W dopuszezainych granicach i dotyczy tylko jednego Srodka. Zmienna dualna
okredln wigc zgodnie z ncoklasyczng teorig ekonomii kraficown produktywnosc
jednostki i-tego §rodka.

Jezeh produklywnodc i-lego Srodka wyznaczona przez optymalne v, rdwna sig
10 zI, a cena ¢; po jakiej nabywa producent i-ly Srodek wynosi 8 zl, to oplaci
sie tak zwickszy¢ zasdb i-tego Srodka az nastapi zréwnanie warlodei y; z warto$-
cia ¢, Jezeli natomiast ¢; wynosi 12 zb i po tej cenie mozna spizeda¢ jednostke
i-tego érodka, to przy v; rownej 10 zi nalezy zmmiejszy¢ zaséb i-tego Srodka, gdyz
wigce] zyskamy przeznaczajac jednostke i-tego édrodka na sprzedai niZ do pro-
dukeil.

Dosy¢ oczywisty tre¢ ekonomiczng maja w tef syluacji warunki (1.21)—(1.24)
twierdzenia o rownowadze:

1) jezeli zuzycie i-lego §rodka produkcji jest mniejsze od posiadanego zasobu, Lo
wycena (kraficowa produktywnoéé) jednostki i-tego Srodka jest zerowa;

2) jezeli wartos¢ Srodkdw zuzytych na wytworzenie jednostki j-tego produkiu jest
wicksza od jego ceny, to produkcja tego wyrobu jest zerowa;

3y jezeli wycena i-tego Srodka jest dodatnia, to zuiycie $rodka musi byé rowne
jego zasobowi;

4} jezeli produkecja j-tego wyrobu jest dodatnia, to wartaéé §rodkdéw zuzytych na
jednostke j-tego produktu jest réwna jego cenie.

1.5. Metoda geometryczna

Zadanie PL moze mie¢ rozwinzania dopuszczalne lub byé zadaniem sprzecznym,
niemajagcym rozwinzania dopuszezalnego. Jezeli zadanie PL ma rozwigzania
dopuszczalne, to zachodzi jedna z trzech mozliwodci:

1) jest jedno rozwinzanie oplymalne;

2} jest wiele rozwigzad optymalnych;

3) brak rozwigzania optymalnego.

ZnaleZé rozwigzanie optymalne lub pokazaé, ze zadanie go nie ma jest bardzo
latwo w przypadku dwéch zmiennych. Stosujemy wéwezas metode geometryczna,
Ze wzgledu na to ograniczenie nie ma ona duzego znaczenia praktycznego, ma
natemiast ogromne walory dydaktyczne. Pozwala doskonale zilustrowad procedurg
znajdowania rozwigzania optymalnego. Istote tej metody wyjadnimy, rozwinzujac
przyklad liczbhowy. ' ’

{




28 Optyaabizneia lingonwvs Metonda simpleks 20
[ —
ey RYSUNEK 1.1
I Przyxran 1.4 L . -~ Metoda geomictryczna
Rozwazmy zadanic PL z dwoma zmiennymi: . 4
(FCY 4x, + v, — max, \ -
() 2y —x, €2, h
(n X <3, \ :
() 2Zx+x = 2, JC‘ AN

(V) x5, =0 B{2.5 3) It

Aby rozwinzaé zadanie PL metody geometryczny, rysujemy ukiad wspotrzed
nych, na osiach vy, x; nanosimy jednostki. Nastepnie rysujemy proste odpowindajg
ce poszezegbinym nierdwnosciom zadania. Z nieréwnodciy (1) jest zwigzana prost
o rewnaniu 2x, — x: = 2, Znaidujemy jej punkty przeciecia z osig vy {v, = 1) ora
osia ¥; (x» = —2). Poniewaz nieréwnosei (I) odpowiada pGlplaszezyzna punkidy

lezacych zaréwno na tej prostei, jak i na lewo od niej, o obszar ten zaznaczamy ' x : 1 >
strzalkg. Z kolei nanosimy proste odpowiadajice nierdwnosciom 11§ 115 Warunks 3 4 5 M x
nienjemnodci zmiennych zaznaczamy, umieszczajac strzatki na osi x, (dia x, = O)
i osi 12 {dla x, = 0). Uzyskujemy w ten sposob pigé pdiplaszezyzn. Czesé wspdin \

' \FC

polplaszezyzn, czyli zbidr punkiéw o wspdhrzednych (v, x2) spelniajacych wszy
kie warunki ograniczajace jest zbiorem rozwigzai dopuszezalnych, Zbidr ten 1
wielokat A, B, C, D). Na rysunku 1.1 zaznaczamy go jako obszar zakreskowany

Aby znaleZé rozwiazanic optymalne zadania PL, przyjmujemy dowolng, lec
dogodng warto§é funkeji celu, np. 8, i rysujemy prosti 0 rownaniv 4y, + 2x; = 8. N
rysunku 1.1 zaznaczono jg jako prosiy przerywani (FC), Jest 1o izokwantay, czj
linia tych samych wartodci celu. Jezeli weZmiemy wieksza wartodé funkeji cely, t
uzyskamy prosta réwnolegly, ktéra bedzie lezala powyzej prostej (FC)Y'. Jeie
przyjmiemy mniejsza wartod¢, 1o nowa izokwanta bedzie lezatn ponizej prost
{FC). Jezeli izokwantg (FC) przesuniemy réwnolegle w gorg, to bedzie onu styczh
do obszarg rozwigzan w punkcie B (2.5; 3); w tym punkcie osiaga ona wartod
najwigksza w zbiorze rozwigzan dopuszczalunych (ZRDj). Punkt B o wspdlrzedn
X =12,5, x; =3 jest rozwiazaniem optymalnym zadania (FC)—(1V). Aby znaleZ
wspblrzedne, rozwigzujemy nastepujacy ukbad rownant:

_ Problem znajdowania rozwigzania zadanta PL metody geometryczng sprowadza
sig do:
1} wyznaczania pélplaszezyzn odpowindajncych poszezegélnym nierdwnodciom;
2) znalezienin czedci wspdlnej din wszystkich pélplaszezyzn, czyli ZRD;

3) wyszukaniu w ZRD rozwinzania najlepszego dla przyjetej funkeji celu.

i Jezeli ZRD jest zbiorem pustym lub zbiorem nicograniczonym w kierunku
WZrostu wartosci funkeji celu dla zadania na maksimum hub spadku dia zadania na
mimmum, to zadanie nie ma rozwigzania optymalnego,

?._t| - -\_'3 = 2:
Xy =3

1.6. Metoda simpleks

tymainym bylby kazdy punkt na odeinku [4, D].
_ ct(fda simpleks jest podstawowi metody znajdowania optymalnych rozwigzan
:Zacllzm programowania liniowego. Jest to metoda ogdlna, pozwaluj-qcu rozwigzad
azdc‘: zadunie PL. Polega ona na sekwencyjnym, &cisle okreSlonym przegladzie
rozwinzaf bazowych, )

' tzokwanty 0 wy?zszej wartodet funkeji cedu Tey poniZej tylko w przypadku, gdy obydwic wa
ujemne,
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1.6.1. Rozwigzanie bazowe zadania PL

Rozwigzanic bazowe jest zwigzane z postaciy kanoniczna. Zoalézmy wige, Je Jang
jest zadanie PL o postaci kanonicznej:

CX — IMux,

Ax=h,

x =0,

adzie:

A - mucierz wymiwrowa wspdlezynaikow (m - 1),
X — n-wymiarowy wektor zmiennych,

b — m-wyminrowy wektor wyrazéw wolnyceh,

¢ — n-wymiarowy wektor wag funkeji celu?,

Niech B oznacza macierz kwadratowy ni-tego stopnia skiadajaca sie z m lini
wo niezaleznych kolumn macierzy A. Wyznacznik tej macierzy jest oczywisc
vozny od zera:

det {(B) = (.

Macierz B nazywaé bedziemy baza, jej kolunny — kolumnami bazowym
a pozostale kolumny macierzy A — kolumnami nicbazowymi. Zmienne zwigzang
z kolumnami bazowymi nazywamy zmiennymi bazewyini, a pozostale zmicnn
— zmiennymi niebazowymi. Oznaczamy przez Z, zbidr zmiennych bazowyc
a przez Zy — zbidr zmiennych nicbazowych. :

Z kazdy bazg B ukladu Ax = b jest zwigzane rozwigzanie bazowe. Jezeli uk
Ax =D jest niesprzeczny oraz n > m, to uklad ten ma nieskoficzenie wicl
rozwiazai, ale skoficzong liczbe rozwigzait bazowych. Uklad m réwnan z 1 zmi

1!

. . R . .
nymi ma co najwyzej ( ) = —————e rOZWIRZAN buzowych,
i ml (- uyl

1.6.2. Postaé bazowa zadania PL

Kazde} bazie B odpowinda ckre$lony podzial zmiennych na zmienne bazoy
i niebazowe oraz zwigzane z nig rozwiazante bazowe. Przy dancj bazie B wek
zmiennych X oraz macierz wspéleczynnikéw A mozna przedstawic jako:
A=(B, N).

X = (X Xns

* Wektory x 1 b s wekiorami kolumsowymi. a wektor ¢ — weklorem wierszowym,

Metoda simpleks 31

wowezas uklad rownaf Ax = b zapiszemy w postaci:

By + N = b, (1.27)

Mnozac lewostronnie uldad (1.27) przez B, otrzymujemy postaé bazowa:

i‘\.“ + “IXN = b‘, (1-28)
gdzie:

I1=B"8,

W= BN,

h'= B"lb.

Z postaci bazowej (1.28) latwo mozna odezylaé rozwigzanie bazowe:

.
xn:b,xN=0-

Jezeli dla danej bazy B:

X“ o= ];‘lb ; Ov

to rozwinzanie bazowe jest rozwiazaniem dopuszezainym.

Dwie bazy B | B’ nazywamy bazami sasiednimi, jezeli sig réinig tylke jedng
kolumna macierzy A. Podobnie dwa rozwigzania bazowe bedziemy nazywali
rozwinzaniami sasiednimi, jezeli beda sig rozni¢ tylko jedng zmienna bazowa.

Przechodzenie w metodzie simpleks od jednego rozwigzania bazowego do
drugiego, sasiedniego w sensic rachunkowym, polega na przeksztaiceniu ukladu

“réwnan (1.28) od jednej postaci bazowej do drugiej. Oczywiscie najlepiej, gdy

poczatkowa postad kunoniczna jest lukze postaciy bazowa.

1.6.3. Idea metody simpleks

Zaslosowanie pelnepo przegladu zbioru rozwinzad bazowych jest nieefekiywne

ze wzgledu na lezbg tych rozwigzad oraz wielkodé kazdego ukladu réwnan,

jaki nalezy przeksztalcad. Jezeli n =20, a m = 10, to rozwigzai bazowych moze

o [20
byé (10) = 184 756. ,

W metodzie simpleks stosujemy przeglad ukierunkowany zbioru! rozwigzan

bazowych. Przechodzimy od jednego rozwiagzania bazowego dopuszezalnego do

drugicgo, o ktérym wicmy, ze jest nic gorsze od poprzedniego. Pomijamy wiec

-r_c_a;wiz;zunia bazowe niedopuszczalne oraz te, ktére sa gorsze od aktualnie rozpat-
Tywanego,

Przeglad ukierunkowany zbioru rozwiazan bazowych zadania PL w melodzie

stmpleks sprowadza sie do realizacji nastepujacych krokéw {jezeli zadanie ma

Zwigzanic optymalne):
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Krok A. Wyznaczamy rozwigzanie wyjiciowe, dopuszezalne i bazowe.
Krok B. Sprawdzamy. czy aktualne rozwinzanie bazowe jest optymaine. Jezeli tak
to koniec obliczei, Jezeli nie, lo idZ do kroku C,
Krok C. Przechodzimy do sasiedniego rozwinzania bazowego, o kiorym wiemy, 3
jest nie gorsze od poprzedniego i wracamy do kroku B.

1.6.4. Tablica simpleksowa

Postaé bazown wraz ze wszystkimi elementami niezbednymi do oceny, cz
rozwigzanie bazowe jest optymalne, czy iez nie jest, wyg godnie zapisa¢ w posta
tzw. tablicy simpleksowej = [r,;]. Elementy j-tej kolumny tablicy s:mpleksowcj
oraz kolumny wartoéci zmiennych bazowych definiujenty nastepujico:

- - - = —
Il.j fl,u
h B'A; frg B8 'b
= = s
fm,j !m. i
T T T A - T - 1.
to,; ¢;— B IAj fu.0 eB7'b

gdzie A, to j-ta kolumna macierzy wspolczynnikw Al
Uklad réwnan (1.28) mozna wige zapisad:

Xy =to— Z, t,,_r (=12, ...,m)

gdzie x, to zmienna bazowa zwiazana z i-tym wierszem tablicy simpleksowej
Wartod¢ funkeji celu wynosi:

= lfm) + z !l]j“\-j‘
je Zy

Wskaznik krylerium optymainofci, stojacy przy j-tej zmiennej, oblicza
w nastgpujgey sposob:
Zc = g (1.

fe Xy

ty; = €5 — cgB” A—c

Element 1; > 0 oznacza, o ile zmniejszy sie wartogé zmiennej bazowej X
jezeli zmienna niebazowa x; przyjmie wartodé jeden. Podobnic, element r; <
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e
okredha, o He zwiekszy sig warto$¢ zmienne v, gdy zmienna niebazown x; przyj-

mie warto§¢ jeden.

1.6.5. Poczatkowe rozwigzanie bazowe

Aby rozwigzaé zadanie PL metody simpleks, nalezy je sprowadzié do postuci
puzowej Z nieujemnym wektorem wyrazéw wolnych b. Przyjmujac, ze zmiennymi
bazowymi §a zmienne zwigzane 2z wektorami  jednostkowymi, uzyskujemy
pardzo latwo pocziatkowe rozwigzanie bazowe:

= h, %= 0.

Jezeli i-ty wyraz wolny jest ujemny, to przemnazamy odpowiadajace mu i-te
réwaanie obustronnie przez {~1). Gorzej jest, gdy macierz wspdlezynnikéw postaci
kanonicznej nie zawiera macierzy jednostkowej. Mozna wéwcezas:

1) 1k przeksztalcié uklad réwnai, stosujac reguly metody eliminacji Gaussa, aby
zawieral on macierz jednostkowy;

2y sztucznie utworzyé taka macierz, uzupelniajac macierz wspdlezynnikéw A
o odpowiedniy liczbe brakujucych wektoréw jednostkowych.

Bedziemy stosowali ten drugh wariant procedury. Jest to metoda sziucznej
bazy. W §lad zo wprowadzonymi wekiorami jednostkowymi rozszerzamy lislg
zmiennych o tzw. zmienne sziuczne.

Waga przy zmiennej sztucznej jest taka, 7e nicoplacaine jest pozostawienic tej
zmienne] w rozwigzaniu optymalnym. Jest to bardzo duza liczba dodatnian din za-
dania na minimum oraz liczba wjemna i duza co do modulu w zadaniv na mak-
simum,

Stosowanie zmicnnych sztucznych jest chwytem rachunkowym majacym na
cehu szybkie uzyskanie poczitkowego rozwigzania bazowego. Wprowadzajac e,
uzyskujemy nowe, réwnowazne, pomocnicze zadanie PL. Optymalne rozwinzanie
zadanin pomocniczego wyznacza optymalne rozwigzanie zadanin poczatkowego,
jezeli wszystkie zmienne sztuczne w rozwigzaniv optymalnym sq zerowe, Jezeli
natomiast chociaz jedna zmienna sztuczna jest dodatnia, to poczatkowe zadanie jest
sprzeczne.

1.6.6. Kryterium simpleksowe i reguly
przeksztalcef postaci bazowej

Z kazdy zmienng X; zwigzany jest wskaZnik kryterium optymalnodel 1, WskaZnik
ten dla zmiennych bazowych zawsze jest zerowy. Natomiast dia zmiennych nie-
bazowych wskaznik 7, okresla, juk sie zmieni warto§é¢ funkceji celu, jezeli zmien-
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na x; przyjmic warlosc jeden, a warlodei zmiennych bazowych zostany odpowied-
nio zmienione w celu zachowania dopuszezalnodel rozwigzania.

Za pomocy kryferium simplels moZna ocenid:
1) ezy rozwigzanic bazowe jest optymalne;
2) kiora zmienng nicbazowsy oplaca sig wprowadzic do bazy:
3) czy istnigje jedno czy wigcej rozwigzai optymalnych.

1.6.6.1. Kryterium optymalnoéci

Danc rozwigzanie bazowe jest optymalne, jezeli wskainiki keyterium simpleks dig

zmicnnych nicbazowych sa:
I} niedodatnie w zadaniu PL na maksimum, czyl:

=0 (je Zy)
2} nieujemne w zadaniu PL na minimum, czyli:

20 (e Zy.

1.6.6.2. Regula wyboru zmiennej
wprowadzanej do bazy

Jezeli dane rozwiazanie bazowe nie jest optymalne, 1o istnicje chociaz jeden
wskaznik optymalnogci dodatni dla zadania na maksimum fub ujemny dla zadania
na minimum. NaleZy ustalié¢ zmienna niebazows, kidrej wprowadzenie do now

bazy spowoduje najwicksza poprawe funkejl celu.

Dla zadania na maksimum bedzie to zmienna 1, o maksymalnym wskaZnik

optymalnosel, dla kidrej:

by, = max {fy; ]/ € Zul.

Dia zadania PL na minimum bedzie to zmienna x; o minimalnej wartod

wskaznika optymalnosci, dla ktérej: -

g, =min {lje Zy).

1.6.6.3. Repula wyboru zmicnnej
usuwanej z bazy

Majac ustaiong zmienng wprowadzana do bazy, musimy wyznaczy<¢ zmiens
usuwang z bazy tak, aby nowe rozwigzanie bazowe pozostalo dopuszczalne. Bedz

to Zmienna X, dla kidrej:

. e
—=min {5 > 0.
Lk T

(1.30)
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Wybdr innej zmienngj niz v, powoduje uzyskanic nowego rozwigzania bazo-
wego, ktdre bedzie niedopuszczalne. Brak w f-te} kolumnie tablicy simpleksowej
elemeniy dedalniego to sygnal, ze zadanie nie mo rozwigzania optymalnego
i nalezy przerwaé obliczenia.

Jezeli jest wigeej zmiennych spelninjaeych albo warunek (1.30), albo warunek
{1.31), albo warunek (1.32), to zawsze wybicramy zmienna o najniZzszym numerze.

1.6.6.4. Reguly wyznaczania
nowej tablicy simplelksowej

Majac ustalone zmienny wprowadzang i zmienna usuwang z bazy (odpowiedniy
kolumne i wiersz nazywamy kolumna i wicrszem centralnym) przechodzimy do
nowej bazy I zwigzanego 2 iiq nowego rozwiazania bazowego x'. Nowej bazie
odpowiada nowa tablica simpleksowa T'=(t;], kidrej elementy ustalamy na
podstawic lablicy T wedlug wzorow:

rold G=0. 1, ..., m,

ok
h=ty—taty G AR =00 1 . m). (1.33)

_ Przeksztatcajoc clementy starej tablicy T wediug podanych wzordw, otzynujemy
- w nowej tablicy T' wektory jednostkowe dla nowego zestawu zmiennych bazowych.

1.6.7. Degeneracja rozwiazania bazowego

1 t
Degener um rozwigzania bazowego zachodzi, gdy chociaz jedna ztigfing bazowa
jest zerowa. Wowezas moga wystapié tzw. martwe kroki, w kiérych p1zcchodz:my
od jednego rozwigzania bazowego do drugiego zwigzanego z lym samym punktem
Wartodei zmicnnych nie ulegaja w tym przypadku zmianie. Podobnie Jjak warlogé
funkeji celu, ktéra sig nie poprawia. Teoretycznie mozliwe jest powstanie cyklu,
-czyli ciagn rozwiazan, kidry bedzie sig stale powtarzal. Na szezeicie z praktyce
_degeneracja rozwigzania bazowego albo znika, albo kolejne rozwigzanie zdegene-
Owatle okazuje sig rozwigzaniem optymalnym,

{ Przykeap 1.5 )

Roz.wiau‘zmy zadanie PL:

3xy 4+ 2, = max,
2x; + 3x, 5 12,

2, < 6, (1.34)
Xy X2 = O.
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wprowadzajae zmienne swobodne x| x,, sprowadzamy to zadunie do rowng
p L b5 81
waznej postaci kanonicznej:

1y, + 20+ 0xy + 0%, -2 max,
24, + 3+ a4+ Oy = 12,
2x, + 0%z + Ox3 + x4y = 6,

Xp Kz X3 X = 0.

Postné kanoniczna jest zarazem postacina biazows generujaca poczatkowe
dopuszezalne rozwinzanie bazowe. Jezeli zmiennymi bazowymi bedy zmienn
swobodne x; 1 X, z wektorami jednostkowymi:

i 0

A= ol A= 1

o7 ukladu réwnait (1.35) latwo uzyskaé poczathowe rozwigzanie bazowe x';

Ay = Ez, Xy o= 6

= Xg =4,
Wyjdciowej postaci bazowej odpowinda poczatkown tablica simpleksowa T
(tablica 1.3):

TABLICA 1.3
Tablica simpleksowa T'

¢ o2 0 0
. zintennn q xe on I
bazowa b
0 X3 2 3 { 0 H
0 Xy 2 0 0 i 6
S 0 0 08 0 |xwd
oy 1 2 0 0| o0

7 tablicy simpleksowej T' odezytujemy rozwigzanie bazowe x'. Pamigtamy, &
smienne niebazowe sa zerowe: x; =x,=0, 1 wartodci zntennych bazowycl
otrzymujemy z kolumny by

=12, X3 =6, Xy =0

X3
Aby sprawdzié, czy rozwinzanie x' jest optymalne, musimy najpierw obliczy
pm’amatry:

.= Z il

T iéZy

1 nastgpnie wskaZniki kryterium optymalnodci £y, = ¢; — ;.
4
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Rozwiazanie x' nie jest optymalne, gdyi ry =3, 1, =2, cuyli sa dodatnie,
a zadanie jest na maksimum. Zmienng wprowadzang do bary bedzie zmienna x,.
2 zmienng usuwana z bazy bedzie zmicnna vy, gdyz 6/2 < 12/2. Element 1y, = 2 jest
¢clementem centralnym  przekszialcenia simpleksowego. Nowq postaé bazowl
zawiera tablica 1.4

TABLICA 14
Tablica simpleksowa T2

G i 2 ¢ G
Zinienni B
Sl pazowa | Tt 0
0 X3 0 3 1 =1 4
? il 1o 0 123
i 30 0 32 fad
o a1 0 -3z 9

Elementy tablicy simpleksowej T uzyskujemy na podstawic wzoru (1.33).
Nujpierw ustalamy elementy wiersza centralnego, a nastegpnie elementy wierszy
pozostatych. Nowe rozwigzanie bazowe $h =3, 0 =6,1=9, 5 =x, =0 nie jest
optymulne, gdyZ fi; = 2 > 0. Zmienna x, musi byé wprowadzona do bazy, z ktérej
usuwamy zmienni x;. Nowg postaé bazowsn odpowiadajaca nowej bazie przed-
stawiono w tablicy 1.5.

TABLICA 1.5

Tabliea simpleksowa T¢

€ 3 2 o 0
Zmienna b;

| buzowa | T 1 s
2 Xy 0 1 3 ~1/3 2
x) 1 0 0 £z 3
EX 223 56 | xd
oy 0 0 -3 -%6 | 13

‘Rozwigzanie bazowe x: v/ =3, 2y =2, xy=x,=0, x, = I3 jest rozwigzaniem
optymulnym zadanin (£.33), a tym samym i zadania (1.34). Z koiicowej tablicy
simpleksowej latwo takze odezytaé rozwigzanie optymaine zadania dunlnego:
M=z = 23, yu = 7y = 5/6.

Z interpretacji zmiennych dualnych wynika, Ze zwigkszenie wyrazu wolnego b,
0 jednostke spowoduje wzrost funkeji celu o y, = 2/3.
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| rozwigzania optymalnego lub powodujye jego zmiang w sposdb przewidywalny.
' A n‘ali?k; lego Lypu nazywiimy analiza przedzialows,

1.7. Analiza postoptymalizacyjna

1.7.1. Idea analizy 1.7.2. Analiza wektorowa

Analiza postoptymalizacyjna (zwana czesto analizgy wrazliwoesei) jest to anadiy
prowadzona po uzyskaniu rozwigzania optymalnego. Chodzi w nigj o ustalenie, jak;
zmienl sig rozwigzanie optymaine i jakie bedy tego skutki, jezeli zmienig sie
parametry zadania. Zachodzi jeden z trzech przypadkow:
1} rozwigzanic oplymalne sig nie zmienia (zmiany parametrow sy nieistoine),
2y rozwiazanie optymalne zmienia sic w sposob przewidziany (zmiana parame
row jest istotnal,
3} rozwigzanie optymalne zmienta sig w sposéb nieprzewidziany (zmiana par
metrdw jest nadmierna), co wymaga rozwigzama zadania jeszeze raz, choci
nie zawsze od poczytku.

W analizie weltorowej zastepujemy wyiSciowy weklor paramelrow nowym
welktlorent. Intercsuje nas pytanie, czy rozwiszanie optymalne nie ulegnie zmianie
lub jezeli si¢ zmieni, to czy zmieni si¢ takie jogo struktura (uklad zmiennych
bazowych i niebazowych). Obliczenia prowadzimy na podsiawie koficowej tablicy

- simpleksowej.

1.7.2.1. Zmiana wektora wag

Jezeli wyjéciowy weklor wag ¢ zastypimy nowym wektorem ¢, to dla rozwigzania
z koicowej tablicy simpleksowej liczymy nowe kryterium optymalnodei:

Jezeli zapiszemy zadanie PL w formie macierzowo-wektorowej: : t pr . : :
l d ) ! =% 4= z,: £y { (1.37)
e L
CX —> Mmax. i i
Ax <D, (1.36) ~ Jezeli speniony jest warunck: :
x =0
- A <0, (1.38)

. . . . B . . . Y JeZ
to widzimy, Ze rozwigzanic optymalne x" zadania (1.36) zalely od macierg 1

wspolczynnikow A, wektora wag funkeji celu ¢ oraz wektora wyrazow wolnych
Wyrdzniamy trzy przypadki:
Iy zmieniajy si¢ parametry w co najmniej dwdch zbiordw danych: A, b lub ¢
2) zmienia sig jeden wekior:
— wag funkcj celu ¢,
— wyrazow wolnych b,
— j-ty wekior macierzy wspélczynnikéw A
3) zmienia sig jeden parametr; -
— j-ta waga funkcji celu ¢,
— -ty wyraz wolny b,
-— wsptlczynnik a; macierzy ograniczefi A.

to rozwigzanie optymalne si¢ nie zmicnia. Jezeli natomiast warunek (1.38) nie jest
speiniony, 10 rozwiazanie optymalne sic zmienia. Aby ustali¢ nowe rozwigzanie
optymalne, musimy wykonad co najminiej jedna iteracje simpleksowa, przyjmujac
za punkt wyjscia koficows tablice simpleksows i nowe kryterium optymalnosei.

1.7.2.2. Zmiana wektora wyrazdw wolnych

Tezeli wektor wyrazdw wolnych b zastepujemy wektorem b’ to nowe rozwigzanie
bazowe generowanc przez dotychczasows baze B ustalamy zgodnie z wzorem:
xp=B"'b". (1:39)
: .. Jezeli spelniony jest warunek:

W pierwszym preypadku zminny parametrow sg tak duze, Ze zazwyczaj n y
potrafimy powiedzied, jakie bedzie nowe rozwigzanie optymaine bez rozwigzania Xn =0, (1.40)
zadania od poczatku. W drugim przypadku interesuje nas pytanie, czy zastapien
wyjbciowege wektora parametréw zmieni rozwigzanie optymalne, czy tez ni
Analize prowadzong w Lym przypadku nazywa si¢ analiza wektorowg. W tzecin
przypadku, gdy zmieniamy wartoéé jednego parametru, mozna stosowad te san
procedury, co w analizie weklorowej. Zazwyczaj jednak pytamy sig jeszcze o ¢
w jakim przedziale moze sig zmienia¢ dany parametr, nie powodujac zmiad

‘o nowe rozwigzanie bazowe jest dopuszczalne, a tym samym jest takze optymalne.
Nie zmienia sie bowiem kryterium optymalnoéci. JeZeli natomiast warunek (1.40)
nie jest spetniony, to rozwigzanie bazowe jest niedopuszezalne, czyh zmiana
rozwigzania optymalnego jest nieprzewidywalna. Aby wyznaczyé nowe rozwiaza-
- hie optymalne, trzeba wykonaé co najmmniej jedna Heracje tzw. dualnej metody
. simpleks,




40

Oprymalizacs liniowa

1.7.2.3. Zmiana wektora

! macierzy wspdlczynnikow

t 4 1

Jezeli wyjiciowy weklor A;, zastypimy weltorem A}, to sprawdzamy j-ly warunek
zadania dualnego:

i

.Z;“"'i-"ti' = ¢ (141
i

r . jest spelniony, wowczas rozwinzanie h i
Gdy warunek (1.41) jest spel y ozwinzanie optymaine x% n
ulega zmianie, Jezeli natomiast:

41

2l < ¢,
i=1

to rozwiazanie optymalne sig ziienia.

{ Proviiap 1.6 )

Rozwaimy zaduanie z przykiadu 1.5, nadajac mu nastepujaca interpretacje ekono
miczna. Firma moze produkowad dwa wyroby W, i W., wykorzystujac przy ty
dwa Srodki produkeji S i S.. Ceny sprzedazy wyrobdow wynosza: ¢ =3 Lys. z
;=2 tys. zl. Znamy normy zuzycia tych Srodkéw dotyczgce poszczegdlnyelp

wyrobdw oraz ich zasoby:

A'=

JEET (V]

Nalezy ustali¢ plan produkcji maksymalizujucej przychdd. Rozwiazanie op
tymaine tego zadania zawiera tablica 1.5: =3, 5 =2, ;= 0, 0, =0, xy = 13, czy
nalezy produkowaé trzy jednostki wyrobu W, dwie jednostki wyrobu W,, zuzyci
Srodka 8§ 15, jest pelne, a przychéd wynosi 13 tys. zh Zmienne dualne y =2/3 orz_i
¥a = 5/6 odpowiadajy wycenie jednostki, odpowiednio, Srodka S i Sa.

Po pierwsze, natezy ustalié, czy dla nowego wektorn cen ¢’ = [2, 4] rozwigzan
optymalne ulega zmianie, Obliczamy zgodnie z wzorem (1.37) nowe wskainil
kryterium optymalnodcei: :

fhy=0—[1/3.4+0-2}=—4/3 <0,
ths=0—[(=1/3)-4+1/2-2] = 1/3 > 0.

Poniewaz wskaznik #,, jest dodatni, lo rozwigzanie optymalne ulega zmianie
Po drugie, trzeba okresli¢, jakie bedzie rozwinzanie optymalne, jezeli zmieni
sig zasoby Srodkéw i wektor b’ =[9; 12}7

Analizy postoptymalizacyjia
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Macierz B' przedstawiono w tablicy 1.5 (5. 37) w kolumnie x; 1 x,. Nowe
rozwigzanie bazowe ustalamy zgodnie z wzorem (1.39):

r.\’]

Xy = =

Poniewaz nowe rozwigzanie, gencrowane przez aktuaing baze B, jest niedo-
puszczalne, stad zmiana rozwigzania jest nieprzewidywalna,

Po trzecie, nalezy sprawdzic, czy produkeja wyrobu Ws z cena sprzedazy ¢ =2
oraz z wektorem norm zuzyeia Ag=[2; 1], bedzie oplacaina.

Sprawdzamy zgodnie z wzorem (1.41), czy dla nowego wyrobu odpowiedni
warunek zadania dualnego jest speiniony:

0o 1 (9 e
V3 —13jpiz] |-t

2.2/3+1-5/6=13/6>72.

Wartodé Srodkéw produkeji przypadajaca na jednostke nowego wyrobu Wi
(13/6 tys. zb) jest wigksza od jego ceny (2 tys. z1), a zatem produkeja Ws jest nie-
oplacalna. Tym samym rozwigzanie optymalne nie ulega zmianie.

1.7.3. Analiza przedzialowa
Celem analizy przedzialowej jest ustalenie dopuszezalnych przedzialéw zmian

parametry, przy kiérych rozwigzanie optymalne zadania nie zmienia sie lub
zmienia sig w-sposdb przewidywalny.

1.7.3.1. Dopuszczalny przedzial
dla zmian wagi funkcji celu

. Oznaczmy przez Ac; = ¢f — ¢; zmiang j-lej wagi funkeji celu, Dopuszczalny prze-

dziat dla Ac¢; mozna wyznaczyé z ukladu nierdwnodei:

T2 (e Zy

ub bezpodrednio na podstawic nastepujacyeh wzorGw:

I} dla wagi niebazowej:

=0 < Ay S~y (1.42)
) dla wagi zmiennej bazowej:
masx Lop [, R
d ;:—UE:‘ZN. I > 0p < Acyy < min r——gjeZN, rk.j<0J. (1.43)
¥ (%]
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Dia zadunia na minimum zamiast wzordw (1.42) 1 (1.43) stosujemy wzor, poniewaz zakup érodka S, micei si¢ w dopuszezalnym przedziale, (0 na kazdej
zakupionej jednostce firma traci (5/6 ~ 1), czyli zakup jest nicoplacalny.

Po trzecie, firma zwicksza iodc drodka S5 o 8 jednostek (Ab;=8). Nalezy
astali¢, o ile zwigkszy sie przychod | jakie bedzie nowe rozwigzanic optymalne,

" Pponiewaz dopuszczalny przedzial wynosi:

—ty = Ay < 400,

I

fai o . . LTI
max b—”ifje Zoo i < (}J‘ < Aeyy, < min l;vf—lje Loty tej = (}J.

b L

-6 < Ab £6,

1o zmiana Al =8 nie miedci sig¢ w tym przedziale. Zmiana rozwigzania optymal-
1.7.3.2. Dopuszczalny przedziat nego nie jest wige przewidywalna, Przychod zwickszy sie w tym przypadku o co
zmian wyrazu wolnego ' najmniej:
Intcresuje nas ustalenie takicgo przedzialu zmian wyrazu wolnego, przy Kidryr Axg=yy - Aby=5/6-6=15 tys. zl.
rozwinzanie optymalne zmienia sig w sposob przewidywalny, czyli zmieniajy sig
wartodct zmiennych bazowych, natomiast nie zmienia sig skiad {struktura) zmie
nych bazowych i niebazowych. Dopuszezalny przedzial obliczamy z nierdwnodc

B'h =0, (144

Dokladnej zmiany przychodu w tej sytuacii niec moZna podaé, Mozna natomiast
uzyskaé wiele istotnyeh informacji, ale wymaga to wyznaczenia dopuszezalnych
. przedzialow zmian dla samych zmiennych, co jest juz bardziej skomplikowane.

gdzie b = b, + Ab, a AD; 1o zmiana wartodci i-lego wyrazu wolnego. POLECENIA | PYTANIA KONTROLNE

Co 1o jest decyzja (rozwigzanie) optymalne?

Zamiast rozwiazywaé uklad nieréwnodct (1.44), wygodnicj jest zastosowacs . e T
¥ ( Yg AN Jakie dane (paramelry) wystgpuja w zagadnieniv diety?

R

wzOor: \ s . .
Kiedy model malematyczny sytuacji decyzyjnej jest zadaniem PL?
—I b Iakie sq zasadnicze réznice migdzy postacia standardowy a postacia kanoniczna
max {—— |1, , > 01 < Ab; £ min 7——] f, < ()J, zadania PL?
ko, R, Kiedy graficznie w R? poznajemy, Ze rozwigzanie bazowe jest zdegenerowanc”?

Jakie trudnosci powoduje degeneracja w metodzie simpleks?
Jak poznajemy w metodzie simpleks, ze zadanie jest sprzeczne?
Jakie 53 zasadnicze roZnice migdzy analiza wektorowsn a analizgq przedzialowg?

gdzie /; to numer kolumny, w ktérej w pierwszej tablicy simpleksowej stal i
wektlor jednostkowy.

ga = o A

{ Przykean 1.7 ]

Rozwazamy ponownie zadanie z przykladéw 1.5 1 L6,
Po pierwsze, nalezy ustalié, o ile moina zwickszyé ceng wyrobu Wi, 1
powodujge zmiany rozwigzania optymalnego. '
Dopuszezalny przedzial zmian dla ceny wyrobu W, wynosi:
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-2 £ Acq £ 5/2,

czyli cena wyrobu W, moZe wzrosngé maksymalnie o 2,5 tys. zl
Po drugie, firma zamierza dokupié 3 jednostki Srodka 8, placac 1 tys. zl
jednostke, Czy ten zakup jest dia firmy oplacalny?

Dopuszezalny przedzial zmian dla wyrazu b, wynosi:

—6 < Ab) £ +o0.
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¥l

Z-"s,»': b; (j=1, ... 1k (2.3)
i=1

Rozpziar 2

ZAGADNIENIA

>0 (i=1t, omj=1 ... 0 (2.4)

Funkejn celu (2.1) minimalizuje lgczne koszly transportu, warunck (2.2)
zapewnia, #e kuzdy dostawca wySle tyle 'Lowaru, ile ma, o warunek (2.3) wymusza,
aby kazdy odbiorca dostal tyle towaru, ile flhce-

Zadanie (2.1)—(2.4) jest lintowym zadaniem decyzyjnym, a wigc mozna je roz-
winzaé metody simpleks. Ze wzgledu na specjalng strukwre macierzy ograniczen,
lepiej stosowaé specjalne aigory_imy stuzaece ro:zwia;gnniu ZZT i zagadnied pokrew-
nych. W nastepnym podrozdziale przedstawimy jedny z bardziej popularnych
" metod — metode potencjalow.

2.1. Zamkniete zagadnienie

fransportowe 2.2. Metoda potencjaléw dla zamknietego

Mamy m dostawedw i 2 odbioreéw jednorodnego dobra. Znamy podaZz kazdep zagadmema trasportowego

dostawcey, popyt kazdego odbiorcy oraz jednostkowe koszty transportu od dostaws
c6w do odbiorcow. Nalezy ustalié taki plan przewozu lowart od dostawcow dk
odbiorcéw, aby hjczne koszty transportu byly minimalne.

Jezeli w zadaniu transportowym laczna podaz jest réwna ficznemu popytowi
takie zdanie transportowe jest zamkniete (zbilansowane). W przeciwnym przypic

Metode potencjaléw sprowadza si¢ do realizacii nastepujgcych krokdw:

Krok I. Wyznaczamy wyjdciowe rozwiazanie, dopuszczalne i bazowe.

Krok 2. Sprawdzamy, czy aktualne rozwiazanic jest optymalne. Jezeli tak, to
: koniec obliczeft. Jezeli nie, to przechodzimy do kroku 3.

ku zadanie transportowe jest otwarte. Krok 3. Ustalamy tzw. {ras¢ centraling 1 tworzymy schemat poprawy rozwiyzania.
Oznaczmy przez: Krok 4. Na podstawie ustalonego schematu poprawy wyzniuczimy ROWE [0zwig-

a; -— podaz i-tego dostawcy (i=1, ..., m), : zanie bazowe i wracamy do kroku 2,

b, - popyt j-tego odbiorcy (=1, ..., n). )

¢; - jednostkowy koszt transportu od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy. Realizujgc podane kroki, uzyskujemy ciag rozwigzai, z ktdrych kazde jest

bazowe, dopuszczalne i nie gorsze od poprzedniego, a ostatnie bedzie optymaine.

- Metoda polencjulow jest szezegdlnym przypadkiem metody simpleks. Omdw-

my teraz dokladnie kolejne kroki.

Krok 1. Wyznaczenie rozwinzania wyjéciowego. Im lepsze ustalimy rozwig-

zanie wyjiciowe, tym szybciej uzyskamy rozwinzanie optymalne. Rozwigzanic

wyjSciowe mozemy wyznaczyé, stosujic rézne procedury. Jedny z nich, stosun-

owo prosta i dajacy dobre wynikd, jest metoda minimalnego elementu macierzy

(MEM). Polega ona na tym, Ze:

1} w macierzy kosztow transportu C = [¢;] szukamy elementu minimalnego, czyli
trasy o najnizszym koszcie;

2)-dla tej trasy ustalamy maksymalny przewéz, jaki moze byé zrealizowany ze

+ wzgledu na podaz i popyt;
3) nastepnie aktualizujemy (zmniejszamy) podnz odpowiedniego dostawcey i popyt
odpowiedniego odbiorcy (o wyznaczony przewdz);

Zbilansowanie zadania oznacza, Ze laczna podaz jest shwna lacznemu popylowi

z::,-:zbj.
i=1 j=1
Wprowadzimy zmienne decyzyjne x; -— ilo§¢ dobra przesylana od i:écg
dostawcy do j-tego odbiorcy. Model matematyczny zamknietego zagadnic
transportowego (ZZT) formuiujemy nastgpujaco:
ZnajdZ takie wartodci zmiennych xy, aby:

i "

> zc,-,-x,-j -3 min,
i=1j=t

"
Zx,-j = g (i=1, ..., m),
j=t

—



—
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S ;
Trasy LWOIZice cykl €y cechujemy na przemian znakami .+ i ,,~). Na trasach
ze znakicm ,,+ " (oznaczmy ich zbidr przez L') zwickszamy przewaozy, na trasach ze
“akiem ,— (oznaczimy ich zbiér przez L7) zmnicjszamy przewozy.

Nustepnie wybieramy spoidréd iras, na ktorych zmniejszamy przewozy, lrasg

£y gy o minimalpym przewozic:

Xpg = D {ayli, e L7} (2.8)
Nowe rozwiazanie bazowe wyznuczamy zpgodnie z wzorem:

Xy Xy dia <i, jre L7,

X+ Xy dia i, j> el 2.9
dia pzostalych tras.

4) macierz € akwalizujemy, usuwajue z nicj wiersz badZz koluming, KiGrgj
odpowiada zerowu podaz lub zerowy popyt,
3) wracamy do fozy | i rozpoczynamy dzialania w ,zrcdukowane]” macier
kosztow,

Jezeli podezas poszukiwania wyjSciowego rozwinzania buzowego zeruje sig
jednoczesnie podaz i popyl, to rozwiazanie bazowe bedzie zdegenerowane, Wy
kreglamy wowezas wiersz z zerowy podaza. pod warunkiem, Ze nie jest 1o osta
dostepny wiersz. Gdy wybrany element jest ostatnim dopuszezalnym elemente
macierzy, woéwezas koficzymy postegpowanie (wykreslamy wiersz i kolumne jedng
czeénie). Jezeli jest wiceej elementéw minimalnych, to wybieramy pierwszy z nic
W ten sposéb po n o+ m—1 clapach wyznaczamy n -+ m -1 tras bazowyc
Pozostale trasy sa niebazowe, a wiec charakleryzujy sie ZETOWYI Przewozam

Krok 2. Sprawdzanie, czy rozwigzanie bazowe jest optymalne. Aby spray
dzié, czy akiualne rozwigzanie bazowe jest optymalne, ustalamy na podstawie irg
bazowych takie wielkoSel o, ..., o, f1. ..., f,. aby:

-.xi:i =
Xy

Nowy zbidr bazowy B’ r6zni od poprzedniego zbioru B tylko jedng trasa

Lazowq. W miejsce trasy {p, g, kKora usuwamy z bazy, wchodzi trasa {k, .

. Uwaga: Koszt jednostkowy ¢y, preewdz x;, wskaznik optymalnosci A bedzie-

'y zapisywaé w polu odpowiadajacym trasie (i, j) zgodnie ze schematen:

i+ =0y L jye B, (%

4
edzic B to zbidr tras bazowych dia aktualnego rozwigzania.
Poniewaz wielkoSci o; oraz f; jest s+ n, a tras bazowych n+m—1, 1
umownic mozemy przyjaé, e o, = 0. Wartodci pozostalych wielkodci ustalani
rekurencyjnie, korzystajac z wzoru {2.5).
Nastgpnie dia tras niebazowych liczymy wskazniki kryterium optymalno$

Przewozy x; wpisujemy tylko dla tras bazowych, natomiast wskainiki A tylko
:dla tras niebazowych.

Ar‘j =g Oy — ﬁj < jyeN, (2
gdzie N oznacza zbior tras nicbazowych. Jezel: [ Przykeap 2.1 |
Ayz0 (i, jreN, ) Trzech dostawetw dostarcza towar trzem odbiorcom. Podaz dostawcéw, popyt

odbiorcéw oraz jednostkowe koszty transportu (w zi) zawiera tablica 2.1, Nalezy:
1) ustalié taki plan przewozéw, aby laczne koszty transportu byly minimalne;
2} odpowiedzied, czy rozwigzanie optymalne ulegnie zmianie, jeieli na trasie
{3, 2> koszty transportn beda mniejsze o 2 zl

to dane rozwiazanie bazowe jest oplymalne.
A,-J mowi nam o ale zwm:l\szy sie wa:tosc funkcji cch JCLC]I zwsgkszym
pozostaiych trasach tak, aby rozwiqzanic pozo.sluio nadal dopuszczaine.

Krok 3. Poprawa rozwinzania. Jezeli rozwiagzanie nie jest optymalne,
szukamy trasy nicbazowej <k, [>, dla ktdrejp:

Ay = min {AGL [ e N

Zauwazmy, Ze laczna podaz réwna sie lacznemu popylowi, a wige mamy do
czynienia z zadaniem zamknigtym. Rozwiazanie wyjSciowe wyznaczamy meto-
dy MEM. W macierzy kosziéw C szukamy minimalnego clementu. Jest to ele-
ment ¢ 4=2. Na wasie <1, 3) umieszczamy wiec maksymalny przewdz
*i.3 -.mm{20, 20} = 20. Nastepnie aktualizujemy podaz a; = 20 — 20 = 0 oraz po-
yt by =20 - 20 = 0. Z uwagi na to, ze zaréwno ,zeruje sie podaz”, jak i popyt,
ykre§lamy wiersz.

‘Elementem minimalnym w macierzy zredukowanej jest ¢, , =4. Na trasic
2, 1> umieszezamy x;, | = 18 i wykre$lamy kolumne ,, 1™, Koic_]nyml minimalnymi

Trase t¢ nazywamy {rasa ceniraina. Generuje ona nowe rozwiazania bazow

Trasa centralna <&, [> wraz z clementami zbioru B tworzy cykl Cy,, czyli drog
zamknieta, Kidra ma:
1) parzysly liczbe tras;
2) dokladnie dwa elementy w kazdym wierszu i kolumnie, przez kidre przechodz
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ad 1. Minimalny przewdz na trasuch oznaczonych znakiem .~ wynosi:
TABLICA 21 TABLICA 2.2
Dane liczhowe Rozwigzanie bazowe X' - min{18, 20} = 18,
ity 2 3 d Bl g | 32 ] 20 a . a wigc na srasach {woﬁr'z,:}cych cykl zmieniamy przewozy o 18 jednostek. Nowe
i ' I N ' rozwinzanie bazowe X2 zawiera tablica 2.4, Koszty zinniejszajy sig o 5+ 18 =90 2L,
1 7 4 2 20 S 4 * o czyhi WynosZi K*=K'— AK' =392 - 90 =302 zl.
TP 30 -3 |- 20 Rozwigzanie X7 takze nie jest optymalne, gdyz A, o= —1. Cykl Cy » jest podany
,, 4 g i3 | a0 a0 P 5 13 0 w tablicy 2.5 Poniewa? minimalny przewdz na trasach oznuczonych symbolem ="
- iy 121 wynosi:
5 1t 8 20 a0 P s 6 - 2= 2
3 [ 2 001 20 ol @ min{20, 2} =2,
i g | 32 | 20 i 4 5 2 to na trasach tworzacych ten cykl zmieniamy przewozy o 2 jednostki. Nowe
i T ! ) } rozwinzanic X° podane w tablicy 2.6 jest optymaline. Minimalny koszL transportu

K3 = 300 Zi.

elementami sa: €22 = 5, €3,3= 8, c3.2= 11. Wyjiciowe, bazowe rozwiazanie X' z

wiera wblica 2.2, Koszt transportu K'=2-20+4-18+5-12+11-20+8.0 (o TABCA S Rozwianis basowe X'
Aby sprawdzi¢, czy rozwiazanie o jest optymalne, wyznaczmy wartodcl o, * - Ol s | a2 | 20 o
spelniajuce warunek (2.5) ' 4
. N y 20 7 4 2 0
o, =0, ﬂg-‘“:t’lg—a;:iim@mi 8 2 18
ﬁ3ﬂc”~—a‘-—2-—0x2, ‘Zzzf-‘z‘:—ff:=5“5=0» 20 4 3 i3 ;
ty=Cya— Pa=B8-2=6 [31':(-'2.1‘“2:4"”034- - * B L 3010
Zapisujemy je w wierszu W7 oraz kolumnic Lo wotablicy 2.2, Nastep 20 > 18 11 b 5 G
liczymy Ay zgodnie ze wzorent (2.6). Wartoé¢ wskainikow optymalaoéci zapisu
my w lewym, dolnym rogu pol niebazowych. : 7 B B 2

Poniewaz A, .=—1, Ay =—5, 10 rozwigzanie nie jest optymalne. Trasu ctny

tralng jest trasa {3, 1), kidra generuje cykl €, podany w tablicy 2.3. :
ad 2. Jezeli na trasie <3, 2) obnizymy koszty o 2 zi, czyli ¢i2=9,t0 Ajp=—1

i tym samym rozwigzanic X* nie bedzie optymalne. Koszly zmniejszaja si¢ co

TABLICA 2.3 TABLICA 2.4 ) A
Schemat zmiany Rozwinzanie bazowe X najmniej o 2 zh, co latwo sprawdzic, jezell poprawimy rozwinzanie X° przy
B T zmienione) macierzy kosztow C'
iloig |3z L 20 )
;i
- + 20 4 2 0 R . . .
2 | 2 2.3. Zagadnienie poérednika
. _ w0 P 3 13 o ‘
Py I an |11 Pofrednik nabywa towar od mr dostawcow, przewozi 1 sprzeduje go # odbiorcom.
20 11 8 6 Znamy:
- J ' ) - . . . 3 -
14 2 { a; . — maksymalng ilo&¢ towart, jukq mozna Kupi€ u f-lego dostawcy {jego podaz),

b; — maksymalng iloSé towary, jaki mozna sprzedat j-temu odbiorey (jego popyy,
k —- ceng zakupu u i-tego dostawy,

=]

gl -t s
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e

) — veng sprzedazy f-temu odbiorcy, Krok 3. Rozwigzanie jest optymadne, jezeli:

¢; — Jednostkowy Koszt transportir na trasie do /~tego dostawey do f-lego odbior

Ay €0 (GLpEN

Nalezy ustalié tuki plan zakupdw, transportu i sprzedazy, aby dochod posred

P i
nika byl maksymalny. i Przvkean 2.2 }

p———— T

‘posrednik kupuje towar od dwdch dostawedw i sprzedaje go trzem odbiorcom,
Padaz dostawcOw, popyt odbiorcow, jednostkowe koszly transportu, ceny zakupu
u dostawcdw oraz ceny sprzedazy odbiorcom {tys. zl) przedstawiono w tablicy 2.7
(FO 1o fikcyjny odbiorca, a FD to fikeyjny dostawea):

1) ustalié taki plan zakupu, przewozu i sprzeduzy, aby dochéd podrednika byl
© maksymakny,

2) dla optymalnego rozwiazania ustal przychdd, koszt zakupu, koszl transportu
i dochod.

Dacliid = proyelidd ze sproedady — koszt cakupu — kosat transportu.

Zakladamy, Ze pofrednik nic tworzy zapaséw, a wige zakupiona tloi¢ toway
jest réwna ilosct sprzedanej. Oznaczmy ponadto przez:
Xy~ wielko§¢ przewozu na trasie . />,
ey — dochod jednostkowy z trasy (i f), dy=p—ki—cy

Model mtematyczny zagadnienia posrednika mozna zapisad nasigpujgeg
znajdi takie wartoSci zmiennych xy;, aby:

woon __ﬂd 1. i
2 Dy = max, (2.1 TABLICA 2.7 TABLICA 2.8
felj=] . . il > .
Dane liczhowe Rozwiazanie hazowe X ;
i
2y S =1, m), (2.1 bl e | o | ok s s PO 4
=l ) & 50
n . 5 ; S ?' D (] H
,-:Zr‘)y <bh U=looam, (2.1 w5 | 386 2 8| 12|-5 |-4 '
. s 1. ” 3 -3 3 3 0 4
x; 20 (f=1, ..,mj=1, .., 0. (. 3] 9 - 4 9 Wiy |2 i8] 12
Funkgja cetu (2.10) maksymalizuje dochédd podrednika. Warunek (2.11) zape 2 15 14 16 I:S) 0 . U[ 03 0 8 —4

nia, ze od kazdego dostawey wywozi sie {i kupuje) nie wigeej niz wynosi je
podaz. Natomiast warunek (2.12) gwarantuje, 2e kazdemu odbiorcy dostarcza sit
{1 sprzedaje) nie wigeej niz wynosi jego popyt. Plan przewozu okreSla jednoznac
nie plan zakupu i sprzedazy.

Zadanie (2.10)~(2.13) jest liniowym zadaniem decyzyjnym. Mozna je ro
winzaé¢ metoda potencjaldw. Wymaga to nastepujacych zabiegdw.

gl 4 5 7 4

Aby rozwigzaé zadanie podrednika sprowadzamy je do ZZT, wprowadzajac
fikcyjnego dostawce z podaza a, = 45 oraz fikeyjnego adbioreg z popytem by = 50,
Bochody jednostkowe dla tras | fikeyjnych” sg zerowe. Natomiast dochody jedno-
stkowe dia tras ,rzeczywistych” sa nastepujace:

dy=15—6~5=4, d,=14-6-3=5d;=16-6-8=2,
dy=15-9-9=-3, dyy=14-9-2=3, dp=16-9-4=3,

Krok 1. Sprowadzamy zagadnienia do ZZT poprzez wprowadzenie:

1) fikeyjunego dostawey z podaig a,,, = ij;
=1

2) fikcyjnego odbiorcy z popytem b, ,, = 2a; . .
) YInes Y % popy el fgfa - W tablicy 2.8 dochody jednostkowe sy podanc w lewym, gérnym rogu kaz-

dego pola. Rozwigzanie wyjéciowe wyznaczamy, stosujac metode maksymal-
nego elementu macierzy dochoddw. Przewozy zostuly podane w tablicy 2.8
Wfp_rawym, dolnym rogu kazdego pola. Aby sprawdzié, czy wyznaczone 1oz- i
Wiazanie jest optymalne, liczymy zmienne o, f; tak samo jak dla ZZT oraz
ustalamy A; (w lewym, dolnym rogu kazdego pola dla tras niebazowych).

3) zerowych dochodéw jednostkowych na trasach od fikeyjnego dostaw

oraz do fikcyjnego odbiorcy. ‘

Krok 2. Wyznaczamy rozwigzanie wyjéciowe, stosujagc metode maksymalne
elementu macierzy, czyli rozwigzywanie zadania rozpoczynamy od tf
najbardziej dochodowych.
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Poniewaz A, =2, o rozwigzanie X' nic jest optymalne. Dochéd D' =4 N
+5- 12+ 3 - 18 = 146 tys. z}. Kazda jednostka towaru przewozona po trasie (2
zwicksza dochéd o 2 tys. zl. Ciekawa jest interpretucja przewozu na trasie {3,
¥,4= 38 okrefln, ile dobra zakupiono, przewozi sie i sprzedaje.

Schemat zmiany rozwigzania jest podany w tablicy 2.9. Dla tras OzZhnczon
symbolem ,,~" minimalny przewéz wynosi min{i2, 12, 7}=7.

Na trasach eyklu C, ; zmieniamy przewozy o 7 jednostek. Nowe rozwinzy
jest optymalne. Zawiera je tablica (2.10).

2.4. Zagadnienie transportowe
z ograniczong przepustowoscia tras

. n dostawcow i # odbiorcow. Znamy podaz dostawcdw, popyt odbiorcow
__.arny Itkowe koszty transportu dla poszezegblnych tras. Przepustowose pewgych

gdmj},s,_ﬁch tras jest ograniczona. Nalezy ustali¢ plan dostaw minimalizujacy
b WSZYSin -

0 transportu. i . . )
hoszstzoﬂygmmy z tych samych oznaczen, co w podrozdziale 2.1, Oznaczmy po

TABLICA 2.9 TABLICA 2.10 dto preez: ' | -
Schemat zmiany Rozwinzanie bazowe X* § — zbior tras ograniczomy przepustowoscia,
\ : §¢ trasy <4, J.
+ - RN 1 s | O, y — przepustowose trasy {0
: a; - = 40 i ' »
T 5 T CZaléimy takze, 2e:
* - 20 2 0
- = S T 2 ib (2.14)
-3 i3 3 0 a = &ty
- + 30 —_a | = | - ’ |
= ! = : . Zadanie decyzyjne polega na wyznaczeniu x; w taki sposob, aby:
o o 0 0 o .
45 [=2 3 0-3 asf ~* 5 & : (2.15)
—— S e, —> min,
i 4 5 5 2 =1j=1

2
inj < a; (1’ = ], vy ”l), ("'16)
1

m

Z rozwigzania latwo odezytaé, ze od dostawey 1 posrednik kupuje 20 jednost Sy = b (=1 ) (2.17)
Xy = U o ly vy ]
I

8 od dostawey 2 -— 25 jednostek. Natomiast odbiorcy | sprzedaje on 15 jednost
odbiorcy 2 +— 12 jednostek, a odbiorcy 3 — 18 jednostek.
]
ad 2, ) . : :
Przychod ze sprzedazy: P=15. 15+ 14. 12 + 16 - 18 = 681 1ys. zl,
Koszt transportur K, =5 15+3-5+2.7+4-18=176 tys. zi,
Koszt zakupu: K. =620+ 9. 25 =345 tys. zI,
Dochéd posrednika: D =P — K, — K, = 681 — 176 — 345 = 160 tys. zl.

< hy i, jre H, (2.18)
=0 =1 .Lamji=1LLn) (2.19)

Zadonie (2.15)—(2.19) rozwigzujemy, stosujac cdpowicdnio zmodylikowang
metody potencjaiow. Modyfikacji ulega:
. procedura wyznaczania rozwigzania wyjécioweg'o;

procedura sprawdzania optymalnodci rozwiazanin;

3) procedura zminny rozwiazania.

Doch6d poSrednika mozemy obliczyé takie bezpoSrednio, opierajuc sie . . . '
funkeji celu (2.10): : TZZT i zagadnienie poSrednika zawsze majq rozwigzania do;uusz;zahw, dintego
wyjciowe rozwigzania latwo wyznaczyé. Gdy niekidre trasy s mc.d(’)puszc?‘alu?
hub majy ograniczony przepustowodci, wowcezas zadanie moze m'c .m‘tcc mzwu}zun
dopuszczalnych tub mied rozwiazanie dopuszcalne, lecz trudniej jest dla jnege
Wyznaczy¢ rozwigzanie poczatkowe. MoZoa w takim przypadku zastosowal dwa
podejscia:
1) procedure zmodyfikowana;
2) procedura uogdlniona.

[

D=2 Ddyxy=4-15+5-15+3-7+3. 18 = 160 tys. zL.

i=1j=t
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Procedura pierwsza polega na podziale macicrzy kosztow C na kilka P ]’ Pravk y) ‘[
muacierzy 1 rozpatrywanie ich w odpowicdniej kolejnosci. Stosujemy jg fip3 et PRIYKEAD 2.3
w dwuctapowym zagadnieniu transportowym. W naszym przypadku bezpiecm”‘;
jest zastosowad procedure drugg.
Procedura uogdlniona polega na tym, ze:
1) szukamy minimalncgo elementu macierzy kosztow;
2) na wybrangj trasie wmieszezamy maksymalny przewdz, na jaki pozw
akluaing podaZ, popyt i przepustowoié trasy.

2y cukrownier Ci G G dostarczaja cukier do dwéch hurtowni Hy i Ho.

: dolnodci produkeyjne cukrowni {1ys. i), popyt hurtowni {tys. 1), jednostkowe

Koszty transportd (min zi) dia poszczcgé!n.ych iras oraz _;c-:dnostkowc koszty

,'pmdukc-ji zmienne (min zl/tys. 1) w cukrowniach zawiera tablica 2.11.

5 Hurtownia M, wymaga, aby dostawy z cukrowni C; nie przekroczyly 60% jej

popytu- Ponadto zdolnodci produkcyjnc_wszystkich cukrowni muszg byé wykarzys-
el l te (i J i ane W €O najmnicj 60%. Nalezy ustalié taki plan produkcji i dostaw, aby laczne

Jezeli na'd.anc‘] trasie {f, j>€ H musimy umieicié przewdz wigkszy od jepq aszty produkcji i transportu byly minimalne.

preepusiowosel;

S TABLICA 2.11 TABLICA 2.12
i v Dane liczbowe Rozwinzanie bazowe X’
to zmieniamy koszt tej tragy: Zdol- | ¢ osaty b; o
Nnoscl
ey = B (2 cyine a] a; 60
a wigc nadmierny przewdz zostaje obeigzony karg (M —— dostatecznie duza liczb: ' a 0.9 0 16
I of 0,7 0,2 40 0,7 40 0
P T - . . . , 9,3 24191 16
Jezeli rozwigzanie bazowe X zadania (2.15)—(2.19} jest niezdegencrowane, '
wszystkie rasy dziclimy na : L2 Lo 0 24
1) bazowe I rodzaju (B"), dla ktérych 0 < Xy < G 04 08 60 0.8 a0 16 24 !
2y bazowe 1 rodzaju (8%, dla kiérych x, > /iy o It A
3} niebazowe I rodzaju (MY, dla Ktorych x;=0; b2 L5 4810 40
4) niebuzowe I rodzaju (N, dia kidrych x, = 4, G 0,6 0.9 109 6.6 1o v24 | 10 56 0 o1
]
WskaZzniki optymalnodci A, liczymy wedlug wzoru:
Popyt 60 80 B; ~7.9 0,9 -9,1 —
AU == O o= /)",—. (2

Jezeli rozwigzanie buzowe X zadania (2.15)—(2.19) spelnia warunki:
Zbilansowane zadanie wymaga wprowadzenia fikcyjnego odbiorey (FO) 2 po-

B =, ylem 60 1 zerowymi kosztami. W kazdym wierszu do koszitéw transportu sg
Ay 20, L, j>e N, ' (2. odane koszty produkcji (zob. tablica 2.12). Trasy w kolumnic FO oznaczajg
N - iewykorzystane zdolnoéci produkeyjne. Poniewaz nie mogy by¢é one wigksze od

A; €0, {, jye N° @ 0% I, . . = .
i . e zdolnogci, stad trasy te maja ograniczone przepustowoscl zapisane w Drawymn,

6rym rogu odpowiednich pdl w tablicy 2,12, Wynosza one kolejno: 16, 24 1 40.
akze trasa (3, 2> ma ograniczong przepustowodd, gdyz co najwyzej 60% dostaw,
zyli 48 tys. t moZe pochodzi¢ z cukrowni Cy. Trasy bazowe typu B! zaznaczamy *,
typu B® — ¥ Przewozy X3 = 16 oraz x; =24 (w tablicy 2.12) sa na irasach
alezacych do zbioru N2

(o rozwigzanic X jest rozwigzaniem optymalnym,.
W przypadku zadania na maksimum zamiast warunkéw (2.23) 1 (2.24) mam}

Ay <0, hjyeN, @

Ay 20, <h>e N (2.26)
' a frasie <3, 2> przewdz x3, = 56 przekracza przepustowosé tej trasy frp; = 48.

Wyznaczone w tablicy 2.12 rozwigzanie wyj§ciowe jest niedopuszczalne, gdy? -




56 Zypadnienia ransporeowe

Dlatego trasie tej przydziela sig karny Koszl o3, = [0, Obcinza on preewozy wieks
od przepustowosci. Dla tak uzyskanego rozwiyzania zadania pomocniczego spry
dzamy, czy jest spelnione krylerium optymalnodci. Nie jest ono spelnione dia
{1,3>€ N oraz trasy (2, 2> e N'; A,y = 9,1 méwi nam, e zmniejszenie preewe;
o jednostke na trasie {1, 3> zmnigjszy koszt 0 9,1, Poniewaz max {9, i;lmS,t{[j
=9,1, to trasy centralng jest trasa {1, 3). Cyk! zmiany rozwiazania generoy
przez {1, 3) jest podany w tablicy 2.13.
Na trasach tworzacych cykl zmieniamy przewozy o 8, zdyZ min {16, 20
oo} = 8. Nowe rozwinzanie X°, juz dopuszezalne, zawiera tablica 2.14, Kr}it‘g
rium optymalnoSei nie jest spelnione dia trasy {3, 2
Trasa centraing jest trasa (3, 2> e M. Cykl zmiany rozwinzania przedstaw
w tablicy 2.15. Poniewaz min {48, o0, 8, 12} = 8, to na trasach cyklu zmienigy
przewozy o 8.

TABLICA 2,13
Schemat zmiany

TABLICA 214
Rozwinzanic bazowe X°

by FO
+ =z 60 80 o
ty 60
1,4 0.9 o 16
40 0
0.2 ‘32 '8
12 16 0 24
- + 60 0
*36 0.7 0 24
1,2 15 4810 40
100 0
24 10.6 48 *28
B 12 |- 09 0

Nowe rozwigzanie X°, juz optymalne, ukazuje tablica 2.16. Nie jes
Jjedynym rezwigzaniem optymalnym, gdyz A, = 0. Laczne koszty produkeji i tr
portu wynosza 168 min zi. Cukrownia O, produkuje 40 tys. t, €, — 36 ty
a C; — 64 tys. L. ‘ '

3 ‘

— T | b, FO
1 - 60 50 a,
” “, (4]
"] B 0.9 b 16
40 0
0.8 40 |0.6
" 13 o 0 24
_ N 60 0.6
L 36 L1 0 24
: 12 15 48f0 40

Zagndiiende transportowe 2 kryteriom cnsu 57

e

TABLICA 2,10

‘ABLICA 213 . .
1A Rozwinzanie bazowe X’

gehemat zmiuny

160 }
24 it ‘36

A, 0.6 09 | -6

2.5. Zagadnienie transportowe
z kryterium czasu

amy m dostawedw | n odbioredw dobra, ktdre szybko powinno byé dostarczone

dbiorcom. Znumy podaz dostaweéw, popyt odbiorcéw oraz czasy dostawy od

idego dostawcy do kazdego odbiorcy. Nalezy ustalié taki plan dostaw, aby

ajdiuzszy czas dostawy byl minimalny,

Oznaczmy przez:

-— czas dostawy dobra od i-iego dostawey do j-tego odbiorcy,

f— zbidr tras o dodatnich przewozach w r-tym rozwigzaniu bazowymn,
(<P, jolxg > 0).

thiadamy takie, ze

X{t;1<, j> e Fr} = min, (2.28)

o (i=1, ..., m), {2.2%)
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i 2 TABLICA 2.18
. TABLICA 2,47 . B -
2.\-U = b (j=1, ..., n), { '-])ranc liczbowe Rozwigzanie bazowe X!
i=| : -
, . b,
1 =0 (f=1, .,m =1, ..., 0. { {as |18 | a; = R RO
) — | 0 i ]
Zadanie (2.28)-(2.31), ze wzgledu na funkeje celu, nie jest zadaniem!p 7 14 6 o 25 511 o
Metode potencjaléw mozna wykorzystaé tylko podrednio. e 0 0 a
Wyznaczamy dopuszezalne rozwigzanie bazowe X', np. metodg MEM. Dla y H] 4 3 201, 0 20 -1
rozwipzania ostalamy maksymalny czas realizacji dostawy T" o 0 0 a
9 10 5 o ) i3 7 -1
7= max {10 jye Frh —— -
B 10 1 |
Nastepnie definiujemy macierz kosztéow K7 = [4]7], gdzie:
a, jcze]i f'} < 7“‘,
SN jezeli f; = 7", 2 '
‘i 10 j'>z‘cli rU > T ( TABLICA 2.19 TABLICA 2.20
, Je if - cliemat zmiany Rozwigzanic bazowe X*
Wyznaczamy warlodei zmiennych o oraz f; spelninjace warunek: - ¥ u bl os 18 | 37 o
i
o+ fl; =k {, e B. { 10 0 10 |o o
2519 5
Obliczamy wskaZniki optymainosci: an 1° 0 ] o
. : * - ole |- 20
A,', = [\:,'j -0~ ){jj- (2 o l 5
20 {2 15 12 0
Jezehi dla ostatnicgo rozwigzania bazowego X"
. : g | o i 0
Ay =0 i, j>e N, 2,

i

1o rozwinzanie jest optymalne. Maksymalny czas dostaw wynosi 77

TABLICA 2.21 TABLICA 2,22
chemat zmiany Rozwinzanie bazowe X°

[ Przyxrap 2.4 ]

Trzy mieczarnie dostarczajg mieko do trzech supermarketéw. Znamy by as 18 | 37 o

mleczarni, popyt supermarketow na micko oraz czasy dostawy mileka (w god &

poszezegbinych dostawedw do odbioreéw (tablica 2.17). Trzeba ustalic taki A - 10 ! AL L 0

dostaw, aby najdluzszy czas dostawy byl minimalny. _ 25110 5
Stosujac klasyczna metode MEM, wyznaczamy rozwigzanie wyjsciowe - + a0 |10 |0 u 0

dane w tablicy 2.18). Dia rozwigzania X' ustalamy najdiuiszy czas do§ 2 18 e

7' =muax {7, 14, 3, 10, 5} = 14, Zpodnie ze wzorem (2.32) definivjemy macie an {10 M 0 0

kosztow K' (tablica 2.18). CRE 30
Poniewaz rozwigzanie X' nie jest optymalne, 1o poprawiamy je zgodnie B 1 0 0

schematem podanym w tablicy 2.19. Nowe rozwigzanic zawiera tablica 2.20
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Rozpziar 3

PRZEPLYWY
W SIECIACH

Dia rozwinzania X' najdiuzszy czas dostawy 7°=max {7, 6, 3,10, 5} =
Definiujemy nowy mucierz kosztow K* (podang w tablicy 2.20), Rozwu.[zame
jcst mcoptynmlnc Schunat Ama‘my iOIWh[!.dEH.l pOddﬂO w 1dbiic.y 2 '3’! N’

rium optymatnosc: T‘ =7 jest mmmmlnym czusem [th/..lc_;t :m;d}u/s/q dosty

POLECENIA [ PYTANIA KONTROLNE

{. Co trzeba zrobi¢, aby moc rozwinzad otwurte zagadnienie transportowg
pomocy metody potencinldéw?

2. Iiedy w zagadnieniu podrednika wprowadzamy [ikeyinego dostawe lub fik
nego odbiorce oraz z juky podazy lub popytem?

3. Co to jest zmienna bazowa oraz zmienna niebazowa Il rodzaju?

4, Jak uwzgledni¢ w zagadnieniach transportowych rozwigzywanych m
potencjnidw, Ze pewne trusy sa niedopuszczalne? :

5. O czym méwi wskaZnik kryterium optymalnoici A;=2 dla zagadmcyf
podrednilka? '

6. Kiedy zagadnienie transportowe ma zawsze rozwiazania dopuszezalne i
wyznaczy€ rozwiizanie poczigtkowe?

3.1. Sieci

-praktyce gospodarczej znaleZd moZna wiele zagadnien, kidre dadzq sig modelo-
aé za pomocy sieci lub, ogdlniej, graféw. W czasie dotvchezasowej lektury
stelnik zapoznat sig juz ze szezegolnym przykladem zagadnienia sieciowego,
im jest zadanie trunsportowe, omdwione w rozdziale 2. Przykladem zastosowai
eci jest rowniez analiza czasowa przedsiewzigd, o kidre] bedzie mowa w roz-
ziale 7. Stanowince szezegblny typ grafow drzewa majy zastosowanie w modelo-
niu deeyzji sekwencyinych (zob. rozdzial 10).

Wyobrazmy sobie sie¢ polaczed réZnych punltdw geogralicznych zu pomm,q
iezek (drog). Sciezki te miejscami si¢ przecinaje. a pewne ich fragmenty s
polne, Nujkrotsze, niepodziclne fragmenty Sciezek nazywamy lukami (_kmw«;—
ziami) sieci, a punkty, w ktérych si¢ lgcza — wezlami (wierzcholkami) sieci.
ktadamy, ze uki sa zorientowane, tzn. Ze dla kazdego z nich mozemy okresli¢
ipoczqtkowy i wezel koficowy. Wezel, ktory nie jest koricem zadnego tuku
wiec taki, z ktérego luki tylko ,,wychodzq™) nazywamy Zrédiem. Wezel nic-
acy poczatkiem Zzadnego tukn (o wiec taki, do ktérego luki wylacznie ,,wcho-
zzi_”) nazywamy ujSciem. W opdlnym przypadku sie¢ moze mie¢ wicle Zrodel
iele uifé. W dalszej czedet rozdzindu skoncentrujemy sig wylaeznie na sieciach
ednym Zrodlem i jednym ujsciem.

W zaleinodci od zastosowart lukom i wezlom mozna przypisaé etykiety bedace
czgfeie} liczbami (w takim przypadku nazywane sa one czesto wagami).
Przyklad sieci z jednym #rédiem, jednym ujsciem, etykietami przypisanymi
zlom i wagami przypisanymi wierzeholkom przedstawiono na rysunku 3.1, Luki
reprezentowane przez strzatki, a wezly — przez kolka,

W tym rozdziale omdwione sy trzy zagadnienia zwigzane z sicciami: problem
ksymatnego przeplywu, problem najkrotszej drogi i problem przeplywu o mini-
alnym koszcie (ten ostatni jest w istocic uogélnieniem zadania transporlowego).
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RYSUNEK 3.1

ozngezenia
fect wadinmy nastgpujace
Przykiad sicci Wpro

_ calkowity przeplyw,
;_ przeplyw wzdluz luku (1, v).
L maksym‘ilny dopuszcminy przeplyw wediuz huku (1, v), czyli przepus-

,

[

. 4owosc fuku (& )

0y y — max,
N Y= 2 Nar  HE VINMs, 1),

Ceg N T e N

X = Vs (3.1
vE N*{s)
Z ‘Yl'f = y’

g N

AY0 < 5 S e (1, vYE LN

Coau

jego rozwigzywania. Calo§é jest zilustrowana przykiadem. W podsumowani aczny odplyw - odia i laczny napiyw do ujécia sy réwne i'gcznemu
preedstawiona lista wybranych zastosowai. . : plywowi w sieci. Wreszeie warunek (4) oznacza, Zc przeplyw wzdiuz dowol-
Jezeli nie bedzie napisane inaczej, to sie¢ oznacza bedziemy przez N, zbi ﬂe‘ga tuku nie moze przekroczyé maksymalnej dopuszezalne] wartodel 1 nie moze
wezldw przez VW), zbidr lukdw natominst preez E(V). Poszezegolne wezly . '
czad bedziemy malymi literami, w szczegdlnoéei Zradiu preypisana bedzie litéra
a ujdcie — litera 7. Luki oznaczaé bedziemy najczesciej jako pary wezloy -(Cs
ciaz nickiedy przypiszemy im odrebne oznaczenia), Zhidr wezlow sysiadujacy
2 wezlem o skiada sie z dwéch zbiordw: N* (1) oznacza zbidr wezidéw Koiicz
luki, ktére rozpoczynajq sig w i (czyli zbior nastepnikéw wezia ), a N(u)
wezlow rozpoczynajgcych luki koficzace sie w o (czyli zbidr poprzedn
wezla 1), Odnoszae sig do rysunku 3.1: VIN) = {a, b, & d}, E(NY = {(a, ), {
(h, ) (b, ), (¢, d)}, s=a. t=d, N'(@)=1{b, ¢}, N{b)y={c, d}, N*(c)
Nl =@, N(ay =1, N(b) = {a}, N(c) = {a. b}, N(d) = (b, c].

jalne metody. Jedna z nich, algoryum Forda i Fulkersona, opiszemy w tym
rozdziale. Zanim jednak przejdziemy do opisu algorytimu, wprowadzimy kitka
bednych definicji | sformulujemy jedno twierdzenic konieczne do zrozumienia
sady jego dzialania.

3.2. Zagadnienie maksymalnego

prze pIY wu - Przekréj sieci, przepustowosé przekroju

rzekrGj sieci to zbidr lukdw dzielacy zbidr wezléw V(N) na dwa podzbiory
N) FV(N) takie, ze kazdy luk przekroju ma wierzeholek poczatkowy w V (N}
OB_COWy w V(V), a ponadto s V,(N} 1 re V(N). Przepustowoiciy przekroju

azywamy sume przepustowodci lukéw tworzaeych ten przeked). )

Rozpatrzmy nastepujacy problem. Nalezy przeslaé jak najwicksza iiodé pev
dobra ze Zrddia do ujécia sieci. Przesylane dobro moze zostac rozdzielone, t
mozna jego czedd transportowad wybrany §ciczka, reszig zad ])OZObldlymE
kazdego luku znana jest jego maksymalna przepustowosc.

DEFINICIA 3.1 \
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RYSUNEK 3.2
Przykladowe przeplywy

Kazdy przekréj ma 1g windciwodé, Ze po usunieciu z siect nalezgeyeh do
lukow dia dowolnej pary wezlow n i v takich, Ze ne VAN) i ve VIN) nie igt
§ciezka z 1 do v. Przykindem przekroju w sieci na rysunku 3.1 jest zbidr ks ..
{{a, b), (¢, d)}. Gdyby wagi przypisane poszezegdlnym fukom zeplczentow'ﬂ
przepustowodci, wowezas przepustowosé przekroju wynositaby i, + fiy =
= 10. Odpowiednie zbiory wezldw sy okredlone nastepujaco: VIN) = {a
VANY = {b, d}. Zavwuzimy. 7e istnieje Sciezka luczaca wierzehotki ¢ i b (kra
(b, €)): nie jest to jednak fcieika z ¢ do b, lecz w przeciwnym kierunku.

( DEFINICJA 3.2
Sied rezydualna

Sie¢ rezydualna to sie¢ N7 o tym samym zbiorze wezidw, co sie¢ N i zbmr
lukéw wiworzonych w nastepujacy sposob:
e jezeli dla fuku (u, v) sieci N jest spelniony warunek x,, = 0, to w sklad 5
N* wchodzi tylko luk (, v), a jego przepustowos¢ w sieci rezydualne
rowna b, =, :
v jezeli dla tuku (u, v) sieci MV jest spefniony warunek x,, = I, to w sklad s
N wchodzi tylko luk (v, 1), o jego przepustowosé w sieci rezydualnej:
réwna f,, = . :
o jezeli dla tuku (i, ) sieci N jest spelniony warunek 0 < x,, < /1, to w sk
sieci N wchodzg oba ki (i, v) 1 (v, 1), a ich przepustowodci w
L rezydualnej sa réwne, odpowiednio, /1), = h,, — X, Jlo = X0

RYSUNEK 3.3
Sieé¢ rezydualnn

h

Jak tatwo zauwazyé, sie€ rezydualng mozna zdefiniowaé réwnowainie
inaczej. Kazdemu lukowi w wyjiciowe] sieci przypisujemy luk o przeci
zwrocie, i przepustowoscet dla wszystkich deliniujemy zgodnie z ostatnim w
Nastepnie usuwamy wszystkie luki, kiérych przepustowosdé jest rowna 0.

Przyimijmy, ze przeplywy w sieci z rysunkn 3.1 sy okreilone nastepu
(liczby w nawiasach na rysunku 3.2).

Wéwcezas sie€ rezydualna prayjmie przedstawiona na rysunku 3.3 postaé (li
przy hikach oznaczajn zmodyfikowane przepustowoici).

Scie?kg; powigkszajacy mozna zdefiniowad tez bez wprowadzania pojecia sieci
rezydualnej: jest o Sciezka w wyjSciowe] sieci nickoniecznie zachowujaca zwroty
lukéw, przy czym przeptywy na fukach wchodzgeyeh w jej skiad, ktéryeh zwrot
zgodny z jej kicrunkiem, sq mniejsze od przepustowodcei, a przepltywy na fukach
hnclzqcych W jej skiad, ktérych zwrot jest przeciwny do jej kierunku, sa wicksze
W takiej sytuucji przepustowodé éciezki jest definiowana jako minimum
Sposrad przepustowedei wszystkich lukdw o zgodnyeh zwrotach pommnicjszonych
przeplywy i przeplywdw na wszystkiclh lukach o przeciwnych zwrotach.
Jedyna Sciezky powickszajaca na rysunkach 3.2 i 3 3 jest Sciezka (a, ¢, d). Jej
CPUslowost jest rowna min{h,,, .} =min{4, 4} =

( ; DEFINICIA 33
Sciezka powickszajaca, przepustowosé Sciezki powigkszajacej

Sciezka powiekszajaca to dowolna sciezka w sieci rezydualnej faczaca Zrodh
z ujéciem. Przepustowosc¢ éciczki powiekszajuce] jest réwnn najmniejszej spo
l\éréd przepustowosci wszystkich tukéw wcehodzacyeh w jej skiad. '
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Po zaznajomieniv sig z najwainicjszymi pojeciamt mozemy  sformulo
twierdzenie, na ktorym opiera sig algorytm rozwigzywania zadania maksymaln
przeplywu,

O maksymalnym przeplywie i minimalnym przekroju
(Ford i Fulkerson, 1955 ")

Zalozmy, 2e dana jest sie¢ N. Nastgpujace trzy warunki s rownownzne:

s najwickszy przeplyw w N jest rdwny y;

o przepustowo$c najmniejszego przekroju w N jest réwna ¥,

+  zadna sied rezydualna N okreslona przez sie¢ N i przeplyw v nie
sciezki powiekszajace;.

fdea dziajania algorytmu powinna byé juz jasna dla Czylelnika. W kolej
krokach znajdujemy §ciezki powigkszajuce, zwiekszajuc przeplyw wzdluz k
7 nich o maksymalng mozliwa warto$¢, czyli o jej przepustowosé. Nalezy przy
pamigtaé, ze powigkszanie przeplywu wzdluz dciezki powigkszajace] w i
rezyduainej jest rownowazne z powigkszaniem przeplywow w wyjsciowej sie
jukach o zwrotach zgodnych ze §ciezka i zmniejszaniu przeplywdw na
o przeciwnych zwrotach. Jezeli w ktoryms kroku nie mozna wyznaczyé Se
powigkszajacej, oznacza to, Ze osiagnicly zostal maksymalny mozliwy praeph

Metode wyznaczania §ciezki powigkszajace] zaproponowali Edmonds i Ka

Przed jcj wprowadzeniem oryginalny algorytm Forda i Fulkersona mog

chowywaé si¢ niecfektywnie nawet w przypadku bardzo malych zadan.
Algorytms generowania fciezki autorstwa Edmondsa i Karpa wykorzy

cechowarnie wezlow. Kazdemu wezlowi v sa przy tym przypisane dwie etyl

p(v) oznaczajica jego poprzednik i d(v) oznaczapica maksymalne mozliwe 2wl

szenie przeplywu. Przepustowosc Sciezki powiekszajacej jest rowna d(1).
W kazdym kroku rozpatrywane sg trzy zbiory wezlow:

V, — wezly ocechowane | sprawdzone,
V, —- wezly ocechowane i niesprawdzone,
V, — wezly nicocechowune.

Algorytm Forda, Fulkersona, Edmondsa i Karpa moina zapisad nnsi@pu:
Algorytm 3.1. Algorytm FFEK

Krok 1. Niech V, =@, Vo= {5}, Vo= V(NN {s}. Niech p(v}= w0 dla kai
ve V(N). Niech d(s) = o oraz d(vy =,~" dia kazdego ve Va.

' W swojej pracy Ford | Fulkerson [1969] posaukiwali w istocie minimatnege przekrofd
maksymalnego przeplywu. Mialo to swoje uzasadnienic w militarnych zastosowaniach ich bad

Zagbnienic waksymalnego przepiywu 07

[
jezeli Vo = @, stop. Nie ma Sciezki powigkszajucej. Aktualny przeplyw jest
najwigkszy. minimainy przekrdj sklada sie z lukdw, kidrych jeden wezet
snajduje si¢ W zbiorze V), a drugi w zbiorze Vi, Jeieli V, 2@ i re V,,
przejdd do kroku 3. Jezelt re Va, przejd? do kroku 4. .
Krok 3. Niech v oznacza pierwszy wezel ze zbioru Vo, Sprawdé go w nastepujgcy
: sposob. Najpierw sprawdZ wszystkie poprzedniki ve V, wezla v, Jezeli
1, > 0, podstaw pd= 07, d) = min{d(v), x,.} i preesun v z Vi na
koniec V.. Nasigpnie sprawdZ wszystkic nastepniki we V; wezla v, Jezeli
Koy < Mo pOdstaw p(w) = 07 d{w) = min{d(v), h, ~x.} | przesui
w z ¥y na koniec V. Po sprawdzeniu wszystkich susiaddw wezla v przesun
p z V> na koniec V. Wréc¢ do kroku 2.

:Kmk 2.

Kok 4. Niech & = d(1). Sciezka powiekszajaca jest okredlona przez ciag wezlow 1,

pi), p(p(H), .. 5 (W odwrotnej kolejnodci). Zmied przeplywy na lukach

wchodzacyeh w sklad Sciezki powigkszajucej zgodnic z zasadami:

Iy jeseli zwrot luku jest zgodny z kierunkiem Sciezki, zwicksz przeplyw
na tym fuku o J;

2} jezeli zwrot fuku jest przeciwny do kicrunku dciezki, zmniejsz przeplyw
na tym luku o 4.

Wraé do kroku L.

‘Dziatanie algorytmu zostanie zilustrowane przykladem liczbowym.

-
b Przykeap 3.1 |

Dzialanie algorytmu FFEK

iech dana bedzie sied jak na rysunku 3.4. Wyznuczy¢ maksymalny przeplyw
vaga: s =a, t=f).

RYSUNEK 3.4
Przykladowa sieé

b 8

d

Y
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Ireracje algorytmu zostaly zapisane nizej. W kazdej ileracji etykiety we
zostaly naniesione na rysunek i przedstawione w tablicy. przy czym na rys
znajduja sic tylko ostateczne wartodei etykiet. W ezgdcei iteracii do tablicy i rysus
dolaczono rowniez zwigzly komenturz.

Iteracja 1.

TABLICA 31

Podzbiory zbioru wezléw i etykiety weztdw w trakeie iteracji 1

Wiersz V) V, V, I b I o ¢
! {-} {o} Hbhede om0 E) A7
2 (a2} {b, ¢} {d, ¢, f} (= o, 10) Ha, 12) ] (= =) | (=)
3 e, b} e dloe} 1 (— o) P e, 10) | (o, 12) | (6, 8) | (A7)
4 {a, b, ¢} {d, ¢} 3] (= o) [{a, 10} i (a, 12X | (5, 8) th, N
5 {a,. b, c, d} | {e. f} {-} (= ooy | ta, 1Y jla, 1Y | (W 8) | (B T)
6 {a, b, o, d} | (e )} {~} (= o) o, 1O | (a, 12 | (B, B) (h, 7)

Wiersz 1 (Xrok 1. Ustalamy poczatkowe wartodei etykiet. V, jest zbiorem pu
jedynym elementem V. jest 5 = @, pozostale wezly sa elementami.
Wiersz 2 (Krok 2). V, nie jest zbiorem pustym, wige kontynuujemy. Poni
t=fe V,, przechodzimy do kroku 3. (Krok 3) pierwszym weg
w V, jest o, Nie ma on zadnych poprzednikéw w V;, Ma dwa nastep
w Vi bic. Skoro x,, =0 < I, = 10, ustalamy p(#) = a i d(b) = min
Nop— Xen} =min{co, 10—0}=10. Przesuwamy b z V; na Kkonie
Skoro x,. =0 < f,. = 12, ustalamy p{c) = a t d{c) = min {d(a), I, —
=min{o0, 12-0} = 12, Preesuwamy ¢ z V3 na keniec V,. Przenq
az Vs do V) 1 wracamy do kroku 2,
Wiersz 3 (Krok 2). V. nie jest zbiorem pustym, wige keatynuujemy. Poni
t=fe V,, przechodzimy do kroku 3. (Krok 3) pierwszym we
w V¥, jest b. Nie ma on zadnych poprzednikéw w Vi Ma dwa nastg

i
5

i

Xpe =0 <y, =7, ustalamy pley=5 1 {e)=min{d(b), . —%x
=min {10, 7-0}=7. Przesuwamy ¢ z V., na koniec V, Przeno$
bz V, do V; t wracamy do kroku 2.
Wiersz 4 (Krok 2). V, nie jest zbiorem pustym, wige kontynuujemy. PonieW
t=fg V,, przechodzimy do kroku 3. (Krok 3) pierwszym wezh
w V, jest ¢, Nie ma on zadnych poprzednikdéw ani nastepnikow .
Przenosimy ¢ z Va do V) i wracamy do kroku 2. '
Wiersz 5 (Krok 2). Vo nie jest zbiorem pustym, wigc kontynuujemy. Pon
{=fe Vi, przechodzimy do kroku 3. (Krok 3) oierwszym wezl

Zupasdnivnie maksymalbego proeplywes 6

w V, jest d. Nie ma on zadnych poprzednikdow w Vy. Ma jeden nastepnik
w. Wy fo Skoro xy = O < Jrye= 12, ustalamy p{f) =d 1 d() = min {d(d).
Byp— Xar} = min {8, 12 — 0} = & Przesuwamy f 2z Vi na koniec V.. Przeno-
simy d z V2 do ¥y i wracumy do kroku 2.

76 {Krok 2). V2 nie jest zbiorem pustym, wiec kontynuujemy. Poniewaz

{=[E Va, przechodzimy do kroku 4. (Krok 4) 6 =d(f) = 8. Sciezka
powigkszajuca jest postaci (w odwrotnym porzudku): £, p(f) =d, pld) = b,
pib) = a. Poniewaz wszystkie luki wchodzace w jej sklad maujq orientacie
zgodna z kierunkiem $ciezki juko calodci, zwigkszamy przewozy na nich
wszystkich o 8.

RYSUNEK 3.5
Ostateczne wartosci etykiet w iteracji 1

L1 3
{a, 1) 4(0) ‘_(b &)

10}

(. 8)

(o) o

20
) 8{)

{0}
(ur, £2) . 7)

RYSUNEK 3.6
Ostateczne wartodel etykiet w iterncji 2
{a, 2 (e, 5)

8(8)

(a, 12} (5. 2)
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TABLICA 12

. . c s : ) - s wecie] ieracji (wiersz 4} po rtaz pierwszy pojawin sie cechowanie
Podzbiory zbioru wezlw i efykicty wezldw w teakeie iteracji 2 W uzeciej ieracji . P Y Ppojwi sig i

:wicrzcholka Lwstecz”: pierwszym elementem Vs jest o majycy jeden poprzednik

Wherss v v v : h : 4 : S w Vi b Poniewaz g, =8 = 0. podstawiamy plby=d i d(b) = min {d(d), 3} =
t {—} {e} |lvecdies JY oy L (= =) | Gme =) B (= =) ] (== | (= min{3, 8}=3.
E fer) thoeh 1o ddoes /T fm o | a2 [ I | (= = | (== | (= .
. ) , Heracja 4
3 {a, 1r) {c. ¢} (e, ) (= ey | a2y flas 12) ] (= =) | ( 2)
4 choe L d —_— .2 2| @ s | RYSUNEK 3.8
o brcl be- D o IR I ‘ ( Ostaleczne wartodcl etykiet w iteracji 4
5 | tebieiey] {don {-} (= om) | e, 2) e 12) ] e 5) ] (D) . 1) (e 1)
0 {er boos e} | 4o ]G -} {=s o} | Cer, 2} { (. 23] (e. ) (b, 2

12(12)
Iteracia 3. LogLo)

RYSUNEK 3.7
Ostateczne wartosei etykiet w iteracji 3

{ed, 2} (c. 5}

{e, 5)

b 8(&

_12(8)

10036

)

i \ +
TABLICA 3.4
Padzbiory zbioru wezldw i etykiety wezléw w trakeie iteracji &

12(h v, Vs Vs a b C d ¢ Vi
{1 la} [boesdie N o) (== [ == | (== | (= o) ] (=)
{a} {c} {bodoe,fli |~ @8 |3 (=—
{a, c} {d, ¢} {0 1} (o ) | @8 e ) e | (=)
{a, ¢, d} fe, b} 113) (=, oo} i {d, 1Y § (a, 8) {c, I} {c. 5) | {~ =)
TABLICA 3.3 {a, c,d e} | {b. 1} {-} ooy [ [ a8 | (o) | &5 | (e
Podzbiory zbioru wezlow i etykicty wezlow w trakdie iteracji 3 {a, c.dy ¢} b (B 1) {~} ()| @ )| (0,8 ] ()| (e.5) | (e 5)
Wiersz Wy Vs v, o D o i ¢
! {-1 {a} f{boeidoe, il o)) (= =) | (= =) | (==} | (== T
dcja 5.
2 {e) {c} {bod, eo f) Pt= o) (= =) 1{a, 12) ] (= =} | = =)
3 {a, ¢} {d, ¢} {h, 1) (= oo} | (= =) i{a. 12) 1 (e, 5) | {e, 5) ._Pcdobnic jak w dwdch poprzednich, pojawia sie cechowanie wezin , wstecz”
4 | A{aveod) [{e. b g} {-} (— o) | € 5) [(a, 12§ (o, 5) | (¢ 5) Viersz 4). Tym razem luk (b, ) wehodzi w skiad $ciezki powigkszajaceij, a wice
3 (e, d) (e b f} (-] = o) | w5 1] @5 | s od koniec ieracji przeplyw wzdhuz tego luku zostaje zmnicjszony o d(fy = 1 jed-

Ostke,
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: RYSUNEK 3.10
Ostateczne wartodei etykiet w iteracji 6
(=) {~ -}

(\ (7}
b

RYSUNEK 3.9
Ostateczne wartodel etykief w iteracji 5
(o, ) (o, F

0

3

12123

(=)
)

12¢4%) 12(16)

{a, 2) ==

TARBLICA 3.6

TABLICA 3.5 . PR : . - .
Podzbiory zbioru wezléw i etykiety wezldw w irakceie iterncji 6

Podzbiory zbioru wezlow i etykicty wezldw w trakcie iteracji 5

Wiersz Vi Va v, a b c d ¢ Wiersz ¥\ Vs V, a b ¢ ) e Y
! {-} fa} fiboeode - o} | (=) | =) | (== =) {a} fadefo| =) | =2
N {a} ) |waenieeomlca @ || o {a) {e} [bhdefli(—o)| ==y &2) =)= )
{a, ¢} {1 (bhhde it | @) =) (=) [ (=)
3 {a, c} {«d} e f) || =1 @3) | e,y ] (=) (e, ) (-} den oo lealanlealealea
4 {a, ¢, d) {H} {e. f} {—, o) | d, 1) (a1, 3) {c, 1) (= =)
5 {a, e, d, b} {e} {n (— o) | D) (. 3) {c, 1) b, D)
6 lla e db el 1 - | @y | @ | @b o Opisane wyzej zadanie maksymalnego przeplywu ma wiele prokiycznych
' _ _ ] b | e Zastosowad. Plerwsze z nich to oryginalny problem rozwiazany przez Forda
7 _fecdbd 0 ) Cowm b || eh | ® : Fulkersona. Mieli oni za zadanie okredli¢, w jaki sposdb najskuteczniej spara-

.

lizowaé ruch pociggéw po wschodniej stronie Zeluznej Kurtyny (ak widac,
rozwigzali raczej problem minimalnego przekroju niz maksymalnego przeplywu).
Idac dalej tym tropem, mo#na zastosowad zadanie maksymalnego przeplywu do
yznaczania skabych punktow tzw. waskich garde! w sieciach komunikacyjnych
W iteracji 6 (wiersz 4) okazuje sig, ze niemozliwe jest wyznaczenie kole tﬂfi("rkf)l‘illir{ikacyjnych. }.ch‘ znajonu_)é_c‘: moze pt?zwoiié z jednej strony na zwigk-
dciezki powigkszajacej. Zbior V, jest pusty, natomiast fe Vi Wynika stad ?l‘kl? F}ezpseczeﬁstwa sieci, z drugiej za$ na elektywne zwigkszenie jej przepus-
uzyskany przeplyw y = 20 jest najwigkszym mozliwym. Przeplywy wzdluz hu towodci.
rowne sq liczbom w nawiasach na rysunku 3.10. Minimalny przekrd] tworza i Zagadnienie maksymalnego przeplywu moze réwniez postuzy¢ juko zadanie
o poczatku w V, i koricu w Vi, a wige {a, b}, (¢, d) i (¢, ¢). Oczywidcie algo _mocmcze W pmblc.mdch innego iypu Jako I‘l’\jW'lLIl]B]bZG mluy wymxemc_
FFEK wskazal tylko jeden przykiladowy minimalny przekr6j, znalezienie inn
(o ilc istniejn) pozostawiamy Czytelnikowi. :

Interacja 0.
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3.3. Zagadnienie najkrotszej drogi

Problem najkrdtszej drogi jest jednym z najlepiej znanych | najdokladnicj zbag
nych zagadnien optymalizacji na sieciach. Jego wazno$é bierze si¢ nie tyl"
z bezposdrednich zastosowan, lecz takze 2 fakiu, ze zagadnienie lo jest podpro
mem w bardziej skomplikowanych zagadnieniach optymalizacyjnych.
Zalozmy, ze kazdemu lukowi sicei (i, v} przypisana zostala jego dlugoié Nu
Problem polega na znalezieniu najkrdtszej drogi ze Zrédia albo do ujscia, albo N
wazystkich (poza Zrddiem) wezlow w sieci. Moina przy tym wyrdinié (g
przypudki:
1) diugodci wszystkich hukéw si nieujemne;
2) w sieci wyslepuja luki o ujemnych dhugodciach, nie tworzg jednak Zadne;
cylklu o ujemnej dlugodel;
3) w sieci wystgpuja cykle o ujemnej dlugosci.
W trzecim przypadku rozwigzanie problemu najkrotsze drogi jest niemozli
Drugi przypadek jest uogdlnieniem pierwszego. Ponadto rozwiazywanie tego ty
problemdw bgdzie niezbedne w dalszej czesci rozdezialu. Z tego e powg
zajmiemy si¢ tylko tym drugim przypadkiem. Interesowal nas przy tym bedz
odnalezienie najkrétsze drogi ze Zrodia do wszystkich pozostalych wezlow.
Oznaczmy przez 407 najkedtsza odleglodc ze Zrédia do wezla v, Wéwe
wadanie wyznaczenia najkrotszej drogi moZna zapisaé nastgpujaco:

(0) Md(n)+ 2, d(v) = max,

e WM}
(1) dQy —du) < i, ), (uyye E(NV,

(2) disy=0.
W modelu (3.2) M oznacza odpowiednio duzg liczbe. Warunek (2) oznacz

ze odleglodé ze Zrddla do 4rédla wynosi 0. Warunki (1) lacznie z funkeja cel

oznaczajy, ze dystans od Zrodia do dowolnego wezia musi byé nic wieksz
dystans mierzony dowolng droga, z drugiej jednak strony maksymalny mo?
(czyli ostatecznie réwny najmniejszemu spodréd dystanséw mierzonych roin
drogami). Wysoka waga funkcji celu przy zmiennej reprezentujicej odleglosé
njdcia zapewnia, zc odleglod¢ do ujscia bedzie rzeczywidcie minimalna (w przyp

ku przypisania wszystkim zmiennym jednakowych wag zadante mogloby mi

nieskonczenie wicle optiméw, w ktdrych wartoSei zmiennych réznilyby si¢ o8
liczbe: w takie] sytuacii poszukiwane rozwigzanie byloby jednym z nich, ale
mozna by jednoznacziie okredlié kidrym). '
Podane zadanie jest zadaniem programowania liniowego. Ze wzgledu jedna
swéj sieciowy charakter ma specyficzng postaé macierzy ograniczeri i rozwiaz

nie go ogblnymi metodami nie jest efektywne. Zauwazmy tez, Ze rozwigzall

deyzszegO zad : R . L
seodla do pozostatych wezlow. Rozwinzujace je, nic otrzymamy jednak odpowiedzi,

zej '
sbdrozdziatu prze

irotko jako & -
wolywaé jako do algorytmu BMEP. Jego iden polega na sprawdzaniu w kazdym

croku, cZy istnicje mozliwosC skrocenia drogi do ktdregokolwick wezla poprzez
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ania pozwala jedynie stwierdzié, jaukic sa najkritsze odleglogei ze

gre luki tworza ﬂﬂjkl‘f’iﬁzft droge?. .Z tych tez powodow dla zagadnienia najkrot-
drogl opracowano wicle specjalnych algoryiméw. W dalszej czelci tego
dstawiony zostanie jeden z nich, auwlorstwa Bellmana § Moore’a,
Fnicjszymi poprawkami d’Escopo i Papego. Algorytm ten jest czesto okreslany

o] s ) . . .
P jgorytm Bellmana, W dalszej czgfci bedziemy sig do niego od-

rsiane jego poprzednika na dotychcezasowej najkrdtszej Sciezce. Informacje na
emat poprzednikéw i dystansow sy przechowywane przy uZyciu dwdch etykiet
srzypisanych kazdemu w@zlo\%"i vi d(v) reprezentujacej dystans i p(v) reprezen-
iHjace] poprzednik. Wierzcholki, kiore nalezy jeszeze sprawdzic, sy przechowywa-
e w kolejce Q. Algorytm BMEP mozna zapisa¢ nastgpujaco.

( \ Algorytm 3.2. Algorytm BMEP ‘ '
i

Dla wszystkich wezléw ve V(N) przyjmij p(v) =.~", dla,'w*u;zys{kich

wezlow ve VINN{s} podstaw d(v) = oo oraz d(s)={0. Niech Q= {+}.
Krok 2. Jezeli @ =3, stop. Otrzymane rozwiazanie jest oplymalne. Najkrotsza
: odleglo$é do kazdego wezla v jest reprezentowana przez d(v), a najkedtsza
Sciezka przez ciag wezlow v, p(), p(p(v}), ... 5 (w odwrotnej kolejnoscei).
Jezeli @ # &, przejdZ do kroku 3.
. Usud pierwszy wezel v z . Wykonaj krok 4 dla kazdego nasigpnika
v wezla w1 wroé do kroku 2.
lezeli d(v) = H{u, v)+d(n), podstaw d(v) = {u, v)+du) t przyimij
p{n) = 1. Ponadto, jezell vé O:
1)} to w przypadku, gdy v nalezal do 0 w kiérej§ z poprzednich iteracji,
dodaj v na poczatku @;
2) to w przypadku, gdy v jeszeze nie nalezal do ©, dodaj v na kosicu Q.

rok 1.

Drzialanie algorytmu zilustrowano przykladem liczbowym.

{ Preykeap 3.2 ]

Drialanie algorytmu BMEP

jScia i pozostatych wezlow (uwaga: s =q, 1 = f).

to minnowicic tuki, dia kidrych warunki z grupy (1) si niewinzace (spetnione z nicréwnodcin).

‘Eg"ch dana bedzie sie€ jak na rysunku 3.11. ZnaleZé najkrotsza droge ze irddia do

-* Dokiadniej, jeste§iny w stanie okreglié tylko, ktdre uki na pewno nie naleZa do najkrdtszych drog.
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! RYSUNEK 3.11
Prrykladowa sicé

ot

Ponizej przedstawione zostaly wszystkie iterncje algorytmu w wersji tabel;
rycznej (dla kazdej z nich podano postaé kolejki @ oraz wartodci etykiet wezié
Poszezegdlne kroki zostaly opatrzone komentarzami.

TABLICA 3.7
Kolejka i etykiety weziéw w algorytmie BMEP

Tteracja o a b ¢ d ¢ f
0 {a} =0 (=) | (—oo) § (= w} | (= ) | (- o)
1 b, ¢} - (a, 533 (a, 6) (—, o} | {— =) | {— o)
2 {c, d, ¢} {—, ) {a, 5) {a, 6) (b, 10) h, 10) (=, o)
3 {d, ¢} {—, {a, 53 (o1, ) (b, 10) h, 10) {—, o)
4 {e, [} -0 (a, 5) (a, 6) | (b, 10) | (b, HO) § {d, 15}
5 {e. f} - O {a, 3) (e, 4 (b, 10y | b, 10) | {d, 15)
6 | =0 | @3 | ed | (&8 | (b 10) | (415
7 n -0 {a, 5 (e, &) {c. 8) (b, 1) | {d, 13)
8 {-} -0 {a, % (e, B €8 | w10y | (d 1B

.. Tteracja 3 (kr oki 2

Iteracja 7 (kroki 2

Zopadnicnic najkrarsze] dengi 77

niewaz b nic nalezal jeszeze do kolejki @, untieszezamy go na jej kon-
cu. Skoro d(e)= oo > Ha, )+ d(a) =6+ 0 =06, podstawiamy dle) =6
i p(e) = a. Poniewaz ¢ nie nulezul jeszeze do kolejki Q. umieszezamy go
na jej koilcu. Wracamy do kroku 2.

Iteracja 2 (kroki 2—4). @ jest niepusty, wige kontynuujemy. Usuwamy b, pierwszy

element &, Wezel b ma dwa nastepnikic d i e. Skoro d{d) = oo = I{h, d) +
+ d(b)y =5+ 5= 10, podstawiamy d{)= 10 i pld)=b. Poniewai d nic
nalezal jeszeze do kolejki @, umieszczamy go na jej korfcu. Skoro
dieY= oo = 1D, e)+ d(h) =35+ 5= 10, podstawiamy d(e) = [0 p(e) = b.
Poniewaz e nie nalezal jeszcze do koleiki @, umieszezamy go na jej
korficu. Wracamy do kroku 2.

—4). @ jest niepusta. wiee kontynuujemy. Usuwamy ¢, plerwszy
element . Wezel ¢ ma dwa nastepniki: d it e, Skoro d(d) = 10=1(c, d} +
+dlcy=4+ 6=10, nic nie zmieniamy. Skoro d(e)=10 < e, e)+
+ d(cy =6+ 6 =12, nic nie zmieniamy. Wracamy do kroku 2.

teracja 4 (kroki 2—4). (O jest niepusta, wige kontynuujemy. Usuwamy d, pierwszy

element 0. Wezel  ma jeden nastgpnik: /. Skoro d(f) =0 = I{d, ) +
+ d(ey =5 + 10 =15, podstawiamy d(f) =15 1 p(f) = 4. Poniewaz [ nie
nalezal jeszeze do kolejki O, umieszezamy go na jej koncu. Wracamy do
kroku 2.

: Iterdc;‘l 5 (kroki 2-4). (2 jest niepusta, wigc kontynuujemy. Usuwamy e, pierwszy

element Q. Wezel ¢ ma dwa nastepniki: ¢ i /. Skoro d{ey =6 > e, ) +
+ die) =6+ 10 = 4, podstawiamy d(c) = 4 i p{c) = e. Poniewa? ¢ nale-
zat juz do kolejki @, umieszczamy go na jej poczatku. Skoro d(f) = I5 =
=He, fY+ d{e}=5+ 10 =I5, nic nie zmieniamy. Wracamy do kroku 2.

. Tteracja 6 (kroki 2—4). Q jest niepusta, wiec kontynuujemy. Usuwamy ¢, pierwszy

element 0. Wezel ¢ ma dwa nastgpniki: d 1 e. Skoro d{d) = 10 > I{e, o) +
+ d{¢) =4 + 4 = 8, podstawiamy d(d) =8 i p(d) = ¢. Poniewaz d nale-
zal juz do kolejki @, umieszczamy go na jej poczatku. Skoro d{e) =
= 10 ={c, e) + d{¢) = 6+ 4= 10, nic nic zmieniamy. Wracamy do kro-
ka 2.

—4),  jest niepusta, wige kontynuujemy. Usuwamy «, pierwszy
element (. Wezel  ma jeden nastepnik: f. Skovo d{fy =15 > 1{d, /i +
+ d{dy =5+ 8= 13, podstawiamy d(f) = 13 i p(f) = d. Poniewaz [ naledy

juz do kolejki @, nie musimy go do niej dodawad.
fteracjn § (kroki 2—4). Q jest niepusta, wigc kontynuujemy. Usuwamy f, pierwszy
element Q. Wezel f nic ma nastgpnikow, wige wracamy do kroku 2.

Tteracja O (krok [). Nadajemy poczatkowe wartoel etykietom wierzcholk
fteracja 9 (krok 2; nie ujeta w tablicy). ¢ jest pusta, wige algorytm koriczy swaje

Jedynym elementem @ jest a.

Iteracja 1 (kroki 2—4). O jest niepusta, wigc kontynuujemy. Usuwamy a, pierw
(i jedyny) element Q. Wezel @ ma dwa nastepniki: b i ¢. Skoro d{
= oz > Ha, b)Y+ dla)=5+0=35, podstawiamy (B =51 p(b)=a..

dzialanie. Jak widaé, dilugo$é najkrdtsze] drogi ze Zrddia do ujscia
wynosi d(r) = d{(f)= 13, a sama najkrétsza droga jest postaci (w odwrot-
nym porzadku): 1=f, p(fi=d, pld)=c, p(c)=¢, pley=b, pB)=a=s.

—
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Odnatezicnie najkiotszyeh dedg do pozostalych wezlow 1 odezytanie g
dlugodei pozostawiany Czytelnikowi.

Probiem najkrotsze] drogi ma liczne zastosowunia, Najbardzic] oczywi
i naturalne jest — rzecz jusna — odnajdywanie najkrotszych polyczeit w siecia
kamunikacyjnych i telekomunikacyjnych. Nie jest to jednak jedyny sposéb je
wykorzystywania w praktyce. Zadania znalezienia najkrotszej drogi pajawiajy sie
m.in. wosystemach rozpoznawania mowy 1 podezas segmentacji obrazow, MQEQ
rowniez zastosowanie jako zadania pomocnicze w innego lypu zagadnieniac
optymatlizacji na sieciach, Przykladem takicgo zagadnienia jest problem przeply I
o minimalnym koszcie, opisany w kolejnym podrozdziale. :

ture 1

3.4. Zagadnienie przeplywu
o minimalnym koszcie

Zagadnienic przeplywu o minimalnym Kkoszcie wiaze sie w pewien  spos
z zagadnieniem maksymalnego przeplywu, opisanym w podrozdziale 3.2. Podob
jak tam, dana jest sic¢ N, a dobro transportowane jest e Zrodla do ujécia. Dang
tez maksymalne przepustowosci i, poszczegdinych ukow. Roznica polega na tym
7e tym razem nie poszukujemy maksymalnego przeplywu, ale staramy sig znal
przeplyw o okrestonej z gory wislkoded y' i minimalnym koszcie, Dane si przy t
koszty jednostkowe ¢, odpowiadajace poszezeg6lnym lukom (i, v). Oznacz
przez v, przeplyw wzdluz luku (i, v). Zadanie przeplywu o minimalnym kos
mozna wowezas zapisac nastepujaco:

() Co Xy —> TN,
(z, vye WINM}
h Y= D New  HE VNN, 1),
e N rE N7 -
(2) Z Ly & .V" (
e MR
(3} z K =Y
ve N
4y 0 <€ x,, <Ny, (1, vye E(N)

#

Aby powyzsze zadanic mialo przynajmniej jedno rozwinzanie dopuszcz
(a co za tym idzie, aby posiadalo rozwigzanic optymalne), pozadany przeply¥
nie moze przekraczaé maksymalnego przepiywu w siect .

Zaprezentowany model opisuje zadanie programowania liniowego. Zadan
podobnie jak w dwaéch poprzednich przypadkach, ma specyficzna, sieciowsy st

“szajacych © o L - .
fogé wyznaczania jciezek nie jest przy tym uzalezniona od porzadky w zbiorze

: Hw
-;ggoczym role odleglodei pglnia jednostkov:'e koszty. Najkrotsze ;Scieiki sa
wyznaczane W sieci rezydualnej kons[:'uf)wnfaej Juk w przypadku algorytmu FFEK,
przy czym koszty jednostkowe ocjpowmqucc nowo powstalym lukem sg wy-
gnaczane zgodnie ze wzorem: ¢, = ~c,. Algorytm Busackera-Gowena (BG)
mozna wigc zapisad nastgpujaco:

79

Zogadnienie przeplywa o minimabnymn koszeie

jego 1-ozwi:;zy_wzmile ogélnymi nlmlod'zunE PL jest nicefekiywne. W dalszej
czeéci 1ego poedrozdzindu jest ;)rzc_ds’lawtony Jjeden spodrdd specjainych algorytmoéw
ozwinzywania tego typu zugudxjucn._ metoda Busackera-Gowena.

Idea metody jest zwigkszanie przeplywu wzdluz kolejnych dciezek powigk-

jak najwieksza ilo$¢ (réwna, oczywiscie, ich przepustowosci). Kolej-

(jak touma miejsce w przypadku algorytmu FFEK), ale od ich diugosci,

Algorytm 3.3. Algorytm BG

. Przyjmij aktualny przeplyw rowny y i aktualny skumulowany koszt C=0.

Niech N' = N. PrzejdZ do kroku 2.

. Jezeli y =y', stop. Wyznaczone rozwigzanie jest optymalne. Optymalne

przeplywy sq réwne przepustowoiciom lukéw ze zbioru E(N"NE(N),
a minimalny koszt jest réwny C. Jezeli y < y", przejdZ do kroku 3.

. Jezell w sieci N° nie istnicje Zadna §ciezka ze #rodla do ujécia, stop.

Zadanie nie ma rozwigzan dopuszczalnych, W przeciwnym razie znajdZ

w N" najkrotszy dciezke P, biorge koszty jednostkowe w miejsce odleglo-

Sci, Niech 6 =min{min{/l,, : (u, Ve P}; ¥y —y). Zmodyfikuj sieé¢ N°

wedlug nastepujacych regul (modyfikacji podiegajg wszystkie tuki naleZg-

ce do £ i luki do nich przeciwne i tylko one):

1} jezeli dia pewnego luku {u, v)e P, (4, vie E(N) i {v, 1) ¢ E(N"), dodyj
luk (v, ) do N” i podstaw: Il =l — 8, h), =6, ¢, =—c,; jezeli po
wykonaniu wymienionych dzialad ., = 0, usun vk (u, v) z N7

2) jezeli dla pewnego luku (i, vie P, (u, v)e E(NY i (v, wye E(N),
podstaw: I, = Iy, — &, I, = ., + &; jezeli po wykonaniu wymicnionych
dziatait /i, =0, usui tuk (u, v} z N™;

3) jezeli dla pewnego tuku (1, v)e P, (v, u)e E(N) i (v, u)¢ E(N"), dodaj
luk (v, ) do N” i podstaw: .= h,, =8, I, =6, ci, =c..; jezeli po
wykonaniv wymienionych dzialad &), = 0, usuit luk (o, v) 2 N”;

4} jezeli dla pewnego luku (u, vye P, (v, tye E(N) i (v, u)e E(N),
podstaw: ., =, — 8, Iy, =, + 8; jezeli po wykonaniu wynienio-
nych dzialad &y, =0, usun huk (2, v) z N”.

Podstaw y =y + 6. Podstaw C = C + L4, gdzie L oznacza dlugoéé P. Wraé

do kroku 2.

‘Dzialanie algorytm BG ilustruje nastgpujacy przyklad liczbowy.
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RYSUNEK 3.13
Sied¢ rezydunlng po pierwszej iteracii
(2. 1)

Dzialanie algorytmu BG

S . - {8, -1}
Niech dana bedzie sie¢ juk na rysunku 3,12, Wyznaczy¢ przeplyw o minimalnyg

koszcie 1 wielkodcl ¥" = 12 (uwagn: s=a, f=j, pierwsze liczby w nawiasac
przepustowodci lukéw, drugie to jednostkowe koszty).

RYSUNEK 3.12
s Przykladowa sieé

(1o, 1)

L}

Kiok 2. y =8, C=24. Skoro y < y", przechedzimy do kroku 3.
rok 3 N‘s}krotam Sciezkn: (@, ¢, d, b.e, ). L=7
§=min{min{lt,e, fep ft M N}, ¥ —y}=min{min{7, 8, 8 8, 6},
12— 8) =4. Skoro (a, c)e N i (¢, a)y¢ N, dodnjemy (¢, a) do N” i pod-
stawnmy o= =—2, ,=8=4, I .=h,—38=3. Skoro (¢, e N
i (d, ©)¢ N°, dodajemy {d, ¢) do N° i podstawiamy ¢, =—c,=—3,
!1,',,. =8=4, My=hy—8=5.Skoro (b, dye Ni{b, e N, podstawiamy
Nhy=hg+ 0 =06, It =hy— & =4 Skoro (b, e}e Ni(e, by¢ N7, dodajemy
{e, &) do N* i podstawiamy ¢y =~cp, =1, i, =d=4, hy,=h, —~d=4
Skoro {e, f3e N i (f, e}¢ N, dodajemy (f, ¢) do N' i podstawiamy
cr=—cy=—L i, =8=4l,=l,~58=2 Podstawiamy y=y + d =8 +

o

+4=121 C=C+ 0L=24+4-7=52, Wracamy do kroku 2.

Tteracja 1.

Sieé¢ rezydunlna ma postaé jak na rysunku 3.12.

Krok 2. y=0, C=0. Skoro y < y", przechodzimy do kroku 3.

Krok 3. Najkrétsza dciezka: (a, b, d, f) L=73,
§=min{min {M,, Iy h,,.f} y -y} = min{min{8, 10, 8}, 12-0}
Skoro (a, BYe N i (b, a)¢ N°, dodajemy (b, @) do N* 1 podstawig
Cro=—Cop=—1, lp,=8=8, hy=h,—d=0. Skoro hh =0, usm
(a, b) z N™. Skoro (b, dye N i {d, by¢ N°, dodajemy (d, by do N”
stawiamy chy=—chg=—1, fipg=0=28, hp,= Iy~ 6 =2. Skoro (4, f)
i {f, dy¢ N, dodajemy (f, dy do N' i podstawiamy c},,-——c:,y
hpg=8=28, Iy =y —&=0. Skoro hye =0, usuwamy (d, /) z N
stawiamy y=y +6=0+8=81 C=C+ 5L =0+ 83 =24 Wracamy
kroku 2.

:apja 3.

e¢ rezydualng po drugiej iteracji przedstawia rysunek 3.14.

ok 2. y= 12, C = 52. Skoro y =y, stop. Optymalne przewozy réwne sa przepus-
towoscmm na dodanych lukach, a wige x, =8, x,. =4, xg=4, v.=4
Xu= 4, Xyp= 8, K=

Podstawowe zastosowanie zagadnienie przeplywu o minimalnym koszeie znaj-
je w optymalizacji decyzji transportowych. Do mniej tradycyjnych zastosowan
) liczyé nalezy optymalizacje czasu przesylu danych w zloZonych sicciach teleko-
freracjn 2 mumkacyjnych i odeczytywanie obrazéw w niektdrych typach urzidzed do prze-

Sie¢ rezydualna, po pierwszej iteracji, przedstawia rysunck 3.13.
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RYSUNEK .14
Sie€ rezydualna po drugiej iteracii
(6. 1)

(4,1}

. 53

POLECENIA T PYTANIA KONTROLNE

Wymient i scharakieryzuj elementy skiadowe sieci.
Stormuluj zagadnienie maksymalnego przeplywu.
Precdstaw algorytm FFEKL

Sformulu) zagadnienie najkrdlsze] drogi.

Przedstaw algorytm BMEP.

Sformudu} zagadnienie przeplywu o minimalnym koszcie,
Przedstaw algorytm BG.

SO
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Rozoziar 4

OPTYMALIZACJA
WIELOKRYTERIALNA

4.1. Matematyczny model
sytuacji decyzyjnej w przypadku
istnienia wielu kryteriéw oceny

wantyfikacja preferencji decydenta w postaci jednej funkcji celu (kryterium
‘ptynm]izacji} prowadzi do konstrukcji modelu przybierajacego postad problemu
fogramowania matematyeznego. W wiekszodei przypadkéw decydent, podejmujgc
ecyzje, pragnie w maksymalnym stopniu zrealizowaé jednoczesnie wiele celow’.
rzykiad stanowi sytuacja, w ktérej nalezy dokonaé wyboru najlepszego wyrobu ze
bioru wyrobow, z ktdrych kazdy jest scharakteryzowany przez wiele cech. Czesto tez
ecyzie sy podejmowane przez ciala kolegialne. W tym przypadku potrzeba
wzglednienia przy podejmowaniu decyzji wielu kryteriéw oceny jest oczywista.
Jezeli przy podejmowaniu decyzji kierujemy sig¢ jednym luyterium, to kon-
truvjemy model syluacii decyzyjnej t podejmujemy prébg wyznaczenia roz-
azania optymalnego (lub przyblizonego) otrzymanego problemu programowania
tematycznego, kidre moze stanowié podstawe do podjecia decyzjit tym lepsza,
m-mode] wierniej odzwierciedla realin procesu decyzyjnego. W przypadku
Stnienia wielu kryteridéw oceny nie istnieje jednoznaczny, powszechnie akcep-
owany sposéb wyznaczenia rozwiazania .optymalnego”. Mozna wskazaé wiele
_fpd wyznaczania lakiego rozwigzania. Ich charakterystyczng cechy jest koniecz-
$¢ uzyskania od decydenta informacji na temat waznoSei kryteriow, kidra nosi
harakter subicktywny, co ma istotne konsekwencje natury metodycznej i praktycz-
&f". Oznacza to bowiem, ze zaden z zaproponowanych sposobdw wyboru nie jest
jakimkolwiek sensie .lepszy” od pozosialych. W sensie ezysto praktycznym

ierowanie sic przy podejmowaniu decyzji jednym przez nikogo nickwestionowanym kryterium
Y. do rzadkodei 1 jest charakterysiyczne dia dzialalnodci o rutynowym charakierze.

‘Moina dommniemywad, Ze jedug 2 prayezyn pojawicnia si wiclu metod wyznnczania Lnailep-
20" rozwinzania byla praba zobiektywizowania procesu jego wzyskania,
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- omawiajac wybrane metody programowania wielokryterialnego rozpatrzymy
. i ikfel }

: rzypadki: ' - ‘ o |
C?@?g’io”e kryteriow decydent nie okre§hil preferencji miedzy celami;

. ‘ . ror - .. . ) . )
preferencie zostaly podune w postaci informacji o koniecznym poziomie reali-
.zacji kazdego Z celow; |

referencje zostaly okredlone w postaci funkejl uzytecznodes;

1cje zostaly podane w postaci hierarchii celdw,
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prowadzi natomiast do stwierdzenia, ze dwaj decydenci dysponujacy tym sam
zasobem informacii obiekiywnej (bardzic] precyzyinie i realistycznie: potenciy
ogdinie dostepne]) mogy podjud rdézne decyzje i Zadnemu z nich nie bedzie mogy
postawié zarzutu, ze podjela przez niego decyzja jest blednu. Nie istnieja zabj
matematyczne mogiee zmienié ten stan rzeczy, gdyiz subiektywizm stap
immanentng ceche decyzji wielokryterialnych.

W rozdziale dokonamy przeglndu wybranych, najezescicj spotykanych muefg
wyznaczaa ,,najlepszych” decyzji w przypadky istnienia wielu kryteridw ocep;
Przeglad ten nie jest w zadnym stopniv kompletny. W zamierzeniu m
adzwierciedlad podstawowe idee, a nie koncentrowad sie na opisie metod, kt6
ze wzgledu na niemozno$é obiektywizacji procedury wyboru najlepszej dec
pojawilo sig bardzo wiele. ‘

Bedziemy zakladaé, ze kaZdemu celowi odpowiada kryterium pozwalaj
na pomiar stopnia jego realizacji. Kryteria te przyjelo sie okre§laé mianem kg
feriéw czastkowych. Przyjmujemy zalozenie, ze decydent, podejmujac decy
dopuszczalng x =[x, ..., x'e D, chee w maksymainym stopniu  zrealizoy
cele fi, ..., feo Zakindamy, ze cele te sg mierzalne, t). ze moga by¢ wyra
przez funkeje liczbowe. Przy tych zalozeninch ocenn decyzji dana jest pr
wekior ocen cz:}stkowyc!a Y = [Ax), ..., fx(x)T e S, gdzie S to zbidr ocen. W zbi
rze D nalezy wyznaczy¢ .najlepszy” decyzje ze wzgledu na rozpatrywany z
kryteridw. Zbidr D okredla sig mianem przestrzeni decyzyjnej, a zbiér § — pr
strzeni kryteriainej.

Zbidr decyzji moze byé zbiorem dyskretnym lub cigglym. W drugim przyp
sensownie jest zalozyé jego zwartosé (tf. domknictos¢ i ograniczono$d). Jes
zbidr decyzji jest zbiorem dyskretnym, to jeste$my zainteresowani problem
wyboru ,,najlepsze]” decyzji, posoriowaniem elementdw zbioru badZ dokonani
ich uporzadkowania®. Nasze zainteresowania skupimy przede wszystkim na pie
szym z problemdw, tj. na problemie wyboru.

W przypadku gdy zbidr decyzji nie jest zbiorem dyskretnym, proponuj
wiele strategii postgpowania. W rozdzinle ograniczymy sig do krétkiego opisu
wiclokryterialnego programowania liniowego (metody ADBASE) oraz mel
ktérych istota sprowadza sig do transformacji problemu z wieloma kryteriami
problemu z jednym kryterium, tj. do problemu programowania liniowego.

y: preferet
“Analizajac kazdy Z przypadkow, bedziemy (Jezeli zachodzi taka potrzeba)
okonywac rozroznienia miedzy sytuacja, w kidre] zbidr decyeji jest zbiorem
kretnym oraz kiedy nim nie jest,

4.2. Optymalno$é
w programowaniu wielokryterialnym

alozmy, Ze kazde z kryteriow czastkowych jest mnksymaiingune. P‘m\iiemy,. ze
'ec'yzja“ x' jest lepsza od x* ze wzgledu na kryterium f;, jezeli fi(x") >"fi()§_}' I(u'{.cla
decyzji opisana jest przez weklor ocen, a wigc ich pordwnywanie moani
prowadzi¢ do poréwnywania wekiordw ocen w przestrzeni kryterialnej. W prze-
eni tej okreSla si¢ relacje preporzadku, wymagajac, aby byla ona zwrotna
zechodnin, Definiujac tg relacje, korzystamy ze skladowych wektordw ocen
(0O, oo f(3O]7 Jezeli y' = ¥7, to powiemy, Ze y' jest nie gorszy od ¥ Jezeli
¥4, to wektory (a mowiac SciSle decyzje korespondujace z nimi) sy rownie
obre’,

Innymi slowy, ze wzgledu na zbidr kryteriéw f;, ..., [ decyzja x' jest nie gorsza
dx2 jezeli fix') = fi(x™, i=1, ..., K, a decyzja x' jest réwnowazna decyzji X7,
el filx) =fi(x®), i=1, ., K.

‘Powiemy, Zze wektor ocen y' dominuje wektor v, jezeli y' jest nie gorszy od y*
az istnieje co najmniej jedna skiadowa wektorn ¥’ wieksza od odpowiadajacej jej
adowej y*, tj. jezeli:

) > £(x) dla wszystkich i =1, ..., K, A0
Y > fi(x?) dla co najmniej jednego i '

¥ W przypadku istnienin wielu kryteridw oceny wybdr . najlepszej” decyzji nie jest proce
chiektywnym. Dlatego sensowniej jest niekicdy ograniczyé sie do posortowania elementSw zbiory,
przydzinhu decyzji do pewnych z gory okreftonych kategorii (ze wskazaniem — o ile jest to mod
wew ocHeglodel migdzy nimi) lub jego uporzadkowania, 4. do podzintu decyeji ra klasy decyzji ¢
dobrych. Pomoc w artykulownniu preferencii, ich modelowaniu oraz realizacji analitycznej
wspoinaginia decyzji jest udziclany przez analityka. Wybdr nalezy do decydenta. Z tego wigi
procedury oferownne przez progrumowanie wielokryteriaine powinny pojecioweo byé tak prost
osoba niemajaca preygotowania fornudnego mogl je $windomie stosowaé — samodziclnie |
wspodlprucy z anulitykiem.

cieli w zbiorze kryteridw nie jest mozliwe okreSlenie dla decyzji x', x* zadnej
ych relacji, powiemy, Zze si one niepordéwnywalne,

Decyzja moze polegaé na okredleniu wartodei wspotrzednyeh wektora (np. w przypadku problemu
boru optymalnego asortymentu produkeji) lub tez nu wyborze pewnego elenentu ze skodczonego (na
b zbioru, W pierwszym preypadku do oznaczenia decyzji bedziemy uiywaé pogrubiongj czeionki.
i Relacie .nie porszy od” oraz réwnewniny™ s zwrotne i przechodnie.
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W realnych sytacjach decyzyjnych rzadko wdarza sie, aby istnial taki wely
vcen, kiory dominuje wszystkie pozostule wekiory, 4. teka decyzjn ¥y e D,
kidrej wszystkic Kryteria czastkowe osiggaju jednoczednic swoje maksima (w g ol
nym preypadku optima). Decyzja fepsza ze wegledu na jedno krylerium b

Loptymalny”, zastepujye kryterium optymalnodei znane z analizy jednokryterigly
tzw. optymalnosein w sensie Pareto.
Niezdominowanym welitorem ocen nazywamy iaki wektor ocen, ki

zbior rozwinzai dopuszezalnych, kidrych wellory ocen sa niczdominowane. §
wige takie rozwigzania, ze nie istnigja inne rozwiazania umozliwiajyce popr
wartofei jednego 2z kryteriow bez pogorszenia warlodcl co najmnaiej jedn
2 pozostalych kryteridw. :

Rozwiazania niezdominowane w przestrzeni keyterialnej nazywad bedzi

decyzji. Proponowane sposoby postepowania opiszemy w podrozdziale 4.37

b Dimga zaleta jest o, e wyznaczajae decyzje Pareto-optymalne ograniczamy sig do op
pordwaywania, co oznacza, Ze pomiar nasilenia kazdej cechy mode by¢é dokonywany na skali p

rowwnywanic, Nie moZnn powiedzicd, Ze decyzin A jest dwa mzy lepsza od B, jezeli wartoS¢ prayp
cesze deeyzil A just dwa razy wicksza od wartofei przypisanej cesze decyzji B, Aby mozna byb
tylko pordwnywad nasilenie cechy, leez takze stwierdzié, ile mzy nasilenie cechy jest wigksze, t
postuzyc sie skaly interwalows. Wartosé liezbowa okreslajnes nasilenie cechy jest proporcjonuhif
fei nasitenia. Przykladem pomiaru na skali iMerwalowej jest pomiar zysku wytiZoncgo w jcdno§
pieniginych,
T Cegsto oczekuje sig, 2e programowanie wielokryterialne pozwoli na podanie procedur o
tywizujycyeh proces podejmowania decyzji przy wiclorakodei celéw. Oczekiwania te sy bezzasa
wazgledu na keniceznodé postugiwania sig informacjs noszacy nickiedy wysoce subiekiywny ch
w celu wybora najlepszej decyzji ze zbiorn deeyzji nicporownywalnych. Subicktywizm ten nicii
slabodein programowania wielokryterialnego ~— proba kwoantyfikacji unaoczria probicmy sprowad s
decyzjt do pordwnywalnesdci bedgee konschwenciy subicktywizmu, :

e

‘qablicy 4.1 pedano zyski i udzial w rynku, jaki firma spodziewan sig ostaggnad,

stosujuc wybra

:Dia strategii C i E nie mozna wskazaé strategii lepszych ze wzgledu na jedno
terium, a nie gorszych ze wzgledu na drugic. Sa one Pareto-optymalne.

! Sposob wyznaczania decyzjt sprawnych (przypadek ciagly) ilustruje preyklad 4.5.
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PrzykraD 4.1% |

ne strategie marketingowe. Wyznaczmy strategie Parclo-optymalne.

TABLICA 4.1
Qcena steategii marketingowych ze wrzgledu
na zysk i udzial w rynkun

. Strategic marketingowe
Kryieria
A n C D E
Zysk Gmin zb) (fy) 4 3 4 2 3,5
Udzial w rynkua (%) (f3) 30 30 &) 30 50

RYSUNEK 4.1
Wyznaczanie strategii Pareto-optymainych
w przypadka istnienia dwédceh kryleriow oceny

A
Sikx)
P f
50 ] L4
40 o€
£
30 4 . of o
P
L/ Fl -
4 ¥ [ T -
2 3 4 FACY]
Uowonog o Wapdlrzedne kuzdepo 7 punktiw sy dune precz wartodei krytericw
czgsthowych charakteryzujucych poszezepdine strategic (przy sporzadzaniu rysun-

ku wykorzystano przestezen kryterialog), Oba krytesin ss muaksymalizowane. - !
Striteginmi Pareto-optymalnymi sy C i £,
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Pozostale strategie to strategie zdominowane. Dia kuzdej ze strategii zdomiy CL. RYSUNKU 4.3
nych mozna wskazad lepsza od niej strategie ze zbioru strategii Parcio-opf
nych. Na przyklad stralegic C i [ sq lepsze od strategii 8. Nie kazda ze s
Pareto-optymalnych musi dominowaé strategie zdominowang. Strategin 4
dominowana przez C, ale nie przez E. 7

Alternatywnym sposobem prezentacji relacji preferencii jest diagram Hassg
Jest to graf, ktérego wierzcholki reprezentujy decyzje. Jeieli decyzja X domigj
decyzje Y, od wierzcholka reprezentujacego pierwsza z nich kreslimy luk pr
dzgey do wierzcholka reprezentujacego drugg decyzje. Jezeli decyzje sq niepg
nywalne, o odpowiadajace im wierzcholki nie sy polyczone lukiem. Z dec
Pareto-optymalnymi korespondujy wierzcholki, do ktdrych nie dochodzy
tuki. Opisana wyzej reprezentacja relacji preferencji jest niezbedna, jezeli Wékig
ocen decyzji zawierajn wiecej niz dwie skladowe. Rysunek 4.2 przeds 4]
diagram Hassego dla zbioru strategii marketingowych z przykladu 4.1, 0

C. Wazystkic decyzje sy Parcto-optynilne

A
£ix)

®e

®

4

S

Na rysunku 4.3 przedstawiono przypadek, kiedy istnieje jedna decyzja Pareto-
ymalng, decyzje Pareto-optymalne sa podzbiorem zbioru decyzji dopuszezal-
th oraz zbiory decyzji dopuszczalnych i Pareto-optymalnych si¢ pokrywaja. Zalo-
atio, Ze kryterin czastikowe sgq maksymalizowane. Z rysunku wynika, Ze optymalnodé
sensic Pareto nie pozwala na ogdl na jednoznuczny wybdr ,.najlepszej” decyzji.
sicczne jest zalem zawgzenie tego zbioru do zbioru jednoclementowego.

RYSUNEK 4.2
Diagram Hassego
dia stratepii marketingowych z przykiadu 4.1

4.3. Postepowanie w przypadku
nieporownywalnosci decyzji

ec niepordwnywalnosei decyzji Parelo-optymalnych nie mozna powiedzied, 7e
a'z nich jest lepsza od drugiej. W takiej sytuacji proponuje si¢ wiele strategii
powania majacych na celu wybdr ,najlepszej” decyzji. Wprowadzajae dodag-
we warunki, zawezamy zbidr decyzji Parcto-optymalnych do jednego punktu
Zéamianego z tzw, decyzja kompromisowsn. Problem optymalizacii wielo-
rialnej staramy sig sprowadzi¢ do problemu optymatizacji jednokeyterialnei,
vujac funkcje nazywana metakryterivm (keyterium zastepezym), w ktdrej
jemy wszystkie kryteria czastkowe., Mozemy takze wyznaczyé decyzje najbur-
ziej zblizona do idealu, tj. najmniej oddalong od tzw. punktu idealnego.

RYSUNEK 4.3
Wlhasnosdci zbioru steategii
Pareto-optymalnych

A, Jedna deeyzia jest Pareto-optymaing B. Dwie decyzje sq Pareto-optynal

A A
S ® A ® 4.3.1. Maksymalizacja celu gléwnego
P @ tmaciy o wymaganiach dotyczucych realizacjl celéw moze przybierné dwie
. * o
® gramczen z gory lub z dolu na poziomy realizacjt celéw,
ektoru-wzorca, tj. wektora postulowanych pozadanych pozioméw realizacji

iy el6w.

pr—}
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dzie-Ci jest postulowany wartodcig funkeji celu ¢'x dia i-tego kryterium
ustkowego. & (:ll wekitorem wag stojycych przy zmiennych odpowiadajgeych
s krylerium . )

W cclu spi'owndzemlu'pmhicmu (£.0)(4.8) do problemu liniowego wprowa-
1y zmicnni y spelninjaci warunki:

Rozwazmy picrwszy preypadek. Jedno z kryteriow crgsthowych trakisiey
juko cel gléwny, postulujac jego maksymatlizacje”. Cheue wwzglednic pozos
kryteria czastkowe, zadamy. aby kazde 7 nich zostalo zrealizowane w minimy
satysfakcjonujacym stopniu. Przyjmujac. #e [ jest celem glownym, a ff
celami pobocznymi, otrzymujemy nastgpujacy problem oplymalizacyiny
Si(x) — max,
xe D,

Jixy= b, i=2 .5k

Y b i=k+l, o K

gdzic Dy ..., by 51 wymaganymi poziomami realizacji celow czastkowych, C
k, sa maksymalizowane, natomiast cele by + 1oy K — minimalizowane!t

oSy i= I, . K, (4.9)
w<y i=1 K (4.10)

A azne warunkowi ; b ; i
k6re:sa rownowiazne w wunkowi i:nlmxx c'x — ] € . Nastepnie wyznaczamy

i

min, (4.11)

Nadanie #; zbyt duzych (w przypadku maksymalizacji) fub zbyt m
(w przypadku minimalizacji) warlodci — co oznacza probe uwzglednienia'w
liwic duzym stopniu kryteridow czastkowych — prowadzi do nadmiernego ogl
czenia zbioru D, czego komsekwencja jest zmiana rozwinzania optymalne; )'ﬁ
sprzecznodé problemu (4.2)—{4.5). Zawezenie zbioru D nie zawsze musi Spowd
wid zmiane rozwigzania optymalnego problemu (4.2)—(4.5). Prowadzi ongj
zmiany tego rozwigzania, jezeli w wyniku zawgzenia zbioru D otrzyman
wigzanic optymalne przestalo byc dopuszezalne.

W drugim przypadku postulat wyznaczenia decyzji, dia ktorej wartosci
riow czastkowych w mozliwie niewielkim stopniu odbiegaja od wartodci p
nych, prowadzi do sformulowania tzw, problemu programowania celowego
wadzajacego sig do zastapienia wielu kryteriow czastkowych jednym kry
puzywanym metakryterium (krylerium zaslgpezymy). Diatego problem ten z
oméwiony w nastgpnym punkcie.

Niekiedy proponuje sie, aby funkcja celu minimalizowala maksymain
chylenie wartofei kryterium czastkowego od jego wartoéci pozadanej w zbif
kryteriéw czastkowych. Rozwazmy wersje tego problemu, ktora jest latwo spigy
dzi¢ do problemu programowania liniowego:

;er‘iami — jest 'zdolny do przypisania ukladowi wartodci osiaganych przez te
ria dffl.[{zideJ decyzpi dopuszezalne) jednej wartodci liczbowe] nazywanej
cznosciq. !
nymi slowy, zaklada sie, ze decydent jest zdolny do wskazania funkeji'®:

ulfi(%), fox) o Sr(xD] (4.12)

bZ mtmc'rycznugo punktu widzenia nie jest istotng, czy zbidr O just okredlony przez nierGwnosci
c2 2 - e Za - Sali .. : ) .
mi,';‘nﬁ; :y l;zc[laxw? mwm?.sc-Ax = b. lezeli problem jest w postaci standardowej, to — wprowadzajae
mne swobodne § przepisujac im zerowe wagi - uzyskujemy problem w postaci kononicznej
o ;;’:J‘\l:y::“und" {47 .wnnmklem (4.3) orzymujemy ogdiniejszy wersje problemu, w przypndkl;
aczenie rozwigzunia optynninego moie byé wysoc i ,

; H sove klopotliwe, zwluszezs i

?ﬁ"st wypukla {zob, rozdz. 5). ¢ podivee. swluszcz gdy funkela

[ I i “Zaklad: implicite. o funkcin 1z istpied :
max _lL-\ Cial —>min, wdamy implicite, Ze funkcjn 1z istnieje. Niech w zbiorze D preferencie decydenta bedy
I

=1 .. K o ane LS .
1h:§c; " ;L 11 .pomfjcq :‘Ll'.u.._n 8. RE[{IC_‘]c te nazywamy racjonadng, jezelh ma ona wlasnodci
o . i;‘p';:c .ip jjnodci 11 zwralnodci) i przechadniodci. Funkeje # 1 D — R nszywumy lunkeja uzyteczno
zemujien relacie preferencit S, jezel dis 7 . ! .
AL . jezeli dia kaidych x, ye D zachodzi a8
. memuc > prefer S e K X, zachodzi xSy — w{x) = u(¥).
0. koniecznym istnienis funkefi uiytecznofci reprezentujncej velacie preferencii Gccyde(;ll'\

cinicnic 2z nig wi AW raci S
z]agcg:a:i‘;t;_ praez niy warunkdéw racjonainosci (zob. {Trzaskalik, 2006, 5. 64—661). Jeich np
iniulalwi ;C:_III‘GWMIET wowarunkach ryzyka i wekiory ocen niezbyt sic od siebie réznisce nie sg
1‘:':\\4[1;2 f::‘ iniowaaie funkcji uZzytecznodei nie jest mozliwe. Istotnie, decyzie x, v, ze D moga
/ s108¢, 2e dla de ant; zie x i i X e :
wan; :rsdt‘ I?{L!dlsll dbcz‘dulm‘dccch X iy oraz y iz sq nicrozréinialne, ale decyzju x jest
o ud £ Relacja preferencil nie jest racionalna w sensi 5o PRI A
L . 2 ! @ W sensic wyzc g i, ©
Sinicnic funkeji wiytecenote, yzej podanej definicji, co implikuje

I —
* Kierunck optymalizacii jest nicistotny. Jezeli cheemy, aby funkeja, ktors nia byé minimali
byta maksymalizowana, 10 wspdlczynniki stajace przy zrviennycl wysiarezy pomnozyc przez
W Cule 1o okredla sic mianem pozioméw aspiracii, a prablem (4.2)-(4.5) — probleme
satyslakcjonujuacych pozismow kryteriow.
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kt6rej maksymalizacia jest réwnowazna wyznaczeniuv najlepszego rozwiazy Meialcryicfi“m przyjmuje postaé:
wzgledu na wszystkie kryteria. Funkeje t¢ nickiedy nazywa sic metakrytey) ]
! ¥
ZH’,‘ . f‘;(x), xe [ (4.16)
4.3.2.1. Wazona suma kryteriéw czastkowych i=l
niewaz F(x), i= 1, ., K onie majn miana, metakryterium mozna stosowad
zypadku kryteriow wyrazonych w roznych jednostkach fub na réznych skalach
iczbowych. »
Metakryterium stanowi syntetyczny miernile satystakeji, osingajac wartos¢
ng 1w punl\ue X (jezeli taki punkt istnicje), w kidrym wszystkie kryteria

kowe osiagajil swoje maksimi czqsti\owe tzn. ich stopnie realizacji sy

Funkejn metakryterium przybiera nastepujacy postac:

X
#(x) m‘ﬁz{w.-f}(x),

gdzie w;, w; 2 0, i=1, .., K nuzywane sy wagami; okreflajy one wag
znaczenie preypisywane i-temu kryterium czgstkowemu, a ich wartodci sqw s

subiektywny okre$lane przez decydenta. 1. Istotnie, w punkcie X, m(x) =20 =1 (2 uwagi ni unormowinie wag).

Wﬂe fe

eli istnieje takie X e D, ze dia tych i, dla ktérych w, > 0, fi(%) = 0, to m(%) =
'Za}owmc, ze f7 > O jest niekiedy krepujgce. Ponadto nie jest mozliwe uwm!c;-
enie w metakryterium kryteriow, ktére sa minimalizowane, Rozwigzaniem tego
jemu jest bardziej elastyczna definicja realizaci celu czastkowego.

Niech f;* oznacza minimakng wirtos¢ /~tego kryterium osiagang w zbiorze D

poddaje sig 3e zab:egowz normqhzac_jl przyjmujge, ze®

ZW = I,

i=

Warunkiem sensownodci tego podejéein jest wyrazenie wartoSci kryt
czastkowych w tych samych jednostkach pomiaru i na tej samej skali hczbow
niestety znacznie ogranicza zakres jego stosowalnofci,

min{fi(x)}, i=1 ., K x&D. 417
xe D

“Stopiert realizacji I rodzaju i-tego celu czastkowego F(x) przez decyzje xe D
przypadku maksymalizacji wyznacza sig wedlug wzorw:

)1 i
R

e wzory {4.18) wynika, ze 0 S R < | i=1, ., K, xe D; F{X)=0 dla
iego X, dla kidrego f;(X) = /7" oraz F(X) = |, dia wakiego X, dia kidrego fi(X) = f7,
znacza, Ze stopieft realizacji celu czastkowego I rodzaju jest wielkodciy
norimowanyg na przedziale [0, 1]. Zauwazmy, Zze nie wymaga sie juz spelnienia
pujacych warupkow filx) 2 0, f7 = 0, i=1, .., K, xe D,

W przypadku minimalizacji i-tego kryterium stopied reatizacji 11 rodzaju 7 (x)
ponuje sie wyznaczaé wedlug wzorn':

4.3.2.2. Wazona suma stopni realizacji

kryteridéw czgstkowych i=1, ... K xeD. (4.18)

Probg rozwigzania problemu nieporéwnywainodci skal liczbowych i jednoste
maksymalizacja wazonej sumy stopni realizacji celéw czastkowych.

Zaldzmy, ze wszystkie kryleria czastkowe sa maksymalizowane, a zbidr D
niepusty. Oznaczmy przez f; maksymalng wartoS¢ i-tego kryterium osugga
w zbiorze D: -

j‘;‘ = max {f;(x)}y i=1, .. K.
e D

Zakladamy, ze f7 >0, fi(x) 2 0, i= 1, ..., K, xe D, £ 1)
=fi ZJiX) Lo
Zdeﬁniujmy wielkosé 7 f( ) fi—fr .19

I'

gji | rodzaju i-tego celu czastkowego preez decyzie % Jest ona wiel
bc:rwymmrow'g, UnOrmowaiky na przedziale {0, 1]. Zalozenie, ze f} > Q zap
wykonalnoéé dzielenia przez fi.

Mozliwa_jest takn madylikacjn stopuia realizacii 1 mdzzlju, aby byl mozliwy pomiar stopnia
Xy ;
L £ f xY
fommowany w przedzizle {0, i} stopiet renlizocji, kidey ma jednak t¢ niepozadunn ceche, e
wystarczajaeo réznicuje warinnty decyzyjne dln duzyeh”™ £, o nadmiernie din £ bliskich €.

1cji wopraypudku mininudizacji. Zastgpujac =0, 0=, L K, otrzymujemy

Y Dualej bedziemy zakladaé, 2¢ wagi zostaly poddune zabiegowi normalizacii,

—
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:ii;Lit swiadczy o o tymh Z¢ diny bunk oferuje depozyty o zbyt malej dochoedo-
wo:,ci dObi@i)llOHL uskug j{,‘;i mutkcupinwmm. i siupu.n bupacuc,,nt,gwa niewielki"’
Cele czastkowe si] wyrazone w réinych jednostkach, distego — bpmi‘ld?.l_;q(,
ankmtT hankdow — korzystamy 2z metakryterium {(4.16) wyznaczajac warto§é m(x)
la kazdego Z bankéw. a nastgpnie porzadkujemy je na skali preferencii od naj-
}’, zego do NAjgOrszego.

" Korzystajac ze wzort (4.15), wyznaczamy maksymalne wartodei Eaiyu.mow
-mstkowych fi, =1, .., 3 osiagane w zbiorze D: f] =5, f7=1000, /3
nastepnie l\onsimu}cmy macierz stopni realizacji | rodzaju celow c"'lstkowych

{ablica 4.3).

Ze wroru (4.19) wynika, Zze 0y <L i=1 L Ko Xxe Dy
takiego X dla kidrega fi{(R)Y = /7 oraz 7(8) = | dla takiego X, dla [duruu. )y 1R )

- .
P Preykean 4.2 !

Zagadnienie wyznaczania rankingu bankdw,
Kazdy z bankdw oceniany jest ze wzgledu na nastepujace kryteria
1) wysoko$é oprocentowania depozytow rocznych o zmiennej stopic proc
wej (%)
2y liczbe plucowek:
3) poziom bezpieczedslwa szacowany przez ckspertéw w skali od | do
(1 oznacza najnizszy, a 10 - najwyzszy poziom bezpieczenstwal,

TABLICA 4.3
Stopnie realizacii I rodzaju celow czastkowyceh
dla bankéw 2 przykladu 4.2

Pierwsze kryterium ocenia zyskownodé inwestycji, drugie — dostepnodc u Stopnic Banki
trzecie — poziom bezpicczeistwa inwestycji. realizacji A B c D r "
F{x) 0.9 1 .95 } t (L6
TABLICA 4.2
: Falx . 3 . 2
Oceny baukdéw ze wzgledu na kryteria czastkowe Falr) ! 2 0.6 0.4 o o,
Py (¥ 0.8 0,6 | 0.7 o, ;
) Banki ) 3 0.2
Kryteria 3 7 C ) i mx) 0.9 0,76 0,89 0,82 — bes
Al 4.5 5 4,75 5 5
fxv) E 000 200 | 600 400 100 -Ze zbioru bankéw eliminujemy bank £ z uwagi na niespelnienie warunku
st 8 6 1o 7 5 ealizacji drugiego kryterium w wymaganym stopniw. Ranking bankow przedstawia

ig nastgpujaco: A — C = D - B,

Stopieq realizacji celu czastkowego mozna wyznaczad, stosujac wiele formul.
orzadimy ranking bankdéw, korzystajac ze wzoru (4.18).

‘Wyznaczamy, stosujac wzdr (4.17), minimalne wartogci kryteridw czastko-
chf", i =1, ..., 3 osiaganc w zbiorze D (pomijamy bank E): f;" = 4.5, f3" = 200,
=6, /1—fi"=05, fi-fa" =800, fi ~fi =4

Macierz stopni realizacji I rodzaju celéw czastkowych przybiera postaé
rzedstawiona w tablicy 4.4.

pos,?uenolnym ky ylulom przypisano ndbl@puﬂcc wag:. 0.6, 0,2, 0,2 5
SporzadZzmy ranking bankéw, uwzgledniajac tylko te, dla kiorych siop 3

" realizacji celéw czastkowych sa nie mniejsze od 0,7, 0.2, 0.5%.
Uwzglednienic w rankingu tylko tych bankéw, w przypadku ktdrych sto
realizacji celdow czastkowych sa nic mnigjsze od wymaganych, ma nasigpy]
interpretacje ekonomiczng. Jezeli stoprie realizacji celow czastkowych si

- Wydaje sig, 2e nicco arbitralna eliminacja pewnych bankéw nic jest wiladciwa, gdyZz za-
wanie metody rangowania powinno doprowadzié do wnieszezenia ich na kodcu rankingu, Poglyd
st nicstety bledny, W przypadku poslugiwania sie stopniem realizacjt 1 roduaju nie napotkamy
nego probiemu -— najstabsze banki beda wmicszozone na koiicu rankingu. W przypadicn wykorzys-
i stopnix realizacji II rodzaju niewyeliminowanie hankéw odstajacych” prowadzi do znuicj-
‘wzglednyeh réznic miedzy bankami, dia ktérych wartosdci kryteriow czastkowych réZnia sie

micznie. Poweduje to, Ze waga odpowicdniego kryterium czastkowego zostaje w 111{._;'1wuy sposdb
ZU!I.I

¥ Istniejy zasadniczo dwic metody wyznaczanin wag. Jedna 2 nich, metoda delficka, polega
wycenie przez ekspertdw, Druga, czesto stosowana w badaniach marketingowyci, sprowadza’
wyzniaczenia wag na podstawie opinii klientow pytanych o walnosd poszczegoinyeh k
Zazwyczaj opinie kHentdw zblera sig, praeprowadzajae badania ankictowe.
W Zanwaiimy. #¢ nawet to sformulowanie nic jest zbyt precyzyjne, jeieli sposdb wyznits
wirtosel stopnia realizacii celu nie zostal zdefiniowany.
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TABLICA 4.4
Sposab wyznaczania stopni realizacji H rodzaju
ceféw czasthowych dia bankow v praykladu 4.2

ych ai niekorzystnych warunkach., Wiaczenie takiego banku do rankingu w spo-
&b nigpozadany wplywa ni warlofci stopai realizacji celéw czastkowych, znie-
raleajac uzyskane wyniki. Latwo sprawdzié, ze jezeli stopien realizacii celu

Stopnie Banki Jilv) . N
realizacii 1 P c ) " Czrls[kowegojcst WYZIICZANY 26 WZOIU™—=, 10 Zawyzenie wartodei f; prowadzi do
S0
1lx) 0 ! e ! 0.6 Janizaniz ZaroWno wiclkodei Alx) = ASY a bunkdw, w przypadku kidrych stopies
Fafx) ! 0 t2 174 0.2 T
7 () " o | 14 0 te lizacji celu czastkowego nie osigga maksimum, jak i do zanizania réznic mu,cfzy
) 03 06 0.5 07 N ;, Jezeli warto§¢ metakryterium jest wyznuczana za pomocy wzoru (4.16), ¢
\ X 3 - Ckryterium czastkowe w maniejszym stopniu wplywn na ustalenie I\()Ic,mosu

kow w rankingu, Wynika stad, Ze konstrukeja zbiora poréwnywanych obiek-
w ekonomicznych powinna byé poprzedzona przeprowadzeniem szczegdlowej

Ranking: D—-B-C—A.
nalizy merytor yeznej.
Ranking moze by¢ przeprowadzony przy zastosowaniu rozrych formul, '
rych kazda ma swoje wady t zalety. Trudno generalnie uznad, Ze wybrana forpy
goruje nad pozostalymi, z czego wyanika, Ze ustalanie rankingu jest obag i
duzym stopniem arbitralnodei.
Sposéb wyznaczanin stopni realizacji celéw czastkowych wedlug for'
(4.18) faworyzuje wzgledne roznice kosztem wartodei absolutnych, co
w sposéb niepozadany znieksztaleaé ranking w przypadku, gdy rdinice wzg &
osiggajg niewielkie wartodel dla kryterivm, ktéremu przypisano duzy wage -
nymi stowy powoduje to przecenianie malych réznic.

Jest rzeczy oczywisty, Ze wybdr kryteridw czastkowych bywa arbitralny i — co
alezy wyrainie podkre§lic — nie musi weale wynikaé z cheei manipulowania
yaikami.

- Przedstawione postgpowanie znajduje zastosowanie w wylanianiu zwycigzey
rzciargéw“’. Wskazane wyzej mankamenty wyznaczania rankingu na podstawie
odelogii proponowane} na gruncie programowania wielokryterialnego sy dzie-
Ziczone Preez procedury przetargowe odwolujace sig do metod bazujacych na tym
ejéciu.

Przykiad 4.2 ilustruje zastosowanie omawianych metakryteriéw w przypadku,

nych kryteriom czastkowym. Ze wzgledu na subiektywizm zwinzany z
znaczaniem tych wartodci pojawia sig moziiwoéé manipulowania wynikami
oczywiste, ze jezeli istnicje bank, ktory jest najlepszy ze wzgledu na wsz)
kryteria czastkowe, to znajdzie si¢ on na pierwszym miejscu w rankingu nie
nie od struktury wag. Niemniej jednak manipulujuc wagami, mozna zna g nych pozxomow auahmc;: celow ;:uowac]n do i?w prol)lunu pmg,mnmw ania
wplynaé na ranking.

W przykladzie bank, dla ktérego stopnie realizacji kryteridw czastikow

mniejsze od wymaganych, zostal wyeliminowany z rankingu i postepowanie, (4.20)
budzi zastrzezen't. Niekiedy jednak z rankingu tezeba takze wyeliminowad
oferujacy np. znaczaco wyzsze od rynkowych oprocentowanie depozytow, .21

waz moze to windezyé nie o dobrej, lecz 0 jego trudnej sytuacji finansowe] DR 30 (4.22)

¥ Czylelnik zechee sporzadzic¢ ranking bankdéw, kerzystajne ze stopnin realizacji celu IT 1
wweglydniajae wszystkie banki i poréwnaé wyniki. Poueznjuce jest preedledzenie, w juki sposis
ronking wplywa nieusunigeie banku, ktéry ze wzgledu na jedno kryterium czastkowe odbiegi W
in minus od pozostalych bankéw. Nicusunigcie banku £ prowadzi do zmmnigjszenia roZnic
wartofciami stopni realizacji H rodzaju migdzy pierwszymi czterema bankami. Maiejsze 2rézn
jest réwnowaine z mniejszym wplywem rozpatrywanego keyterium na pozycje banku s orar

£ et ep e e e nands T . N .

W):'Al'l.lt.zdth. stopaie reahizic celdw czystkowyeh, w zaicinodei od kierunku optymakizacii,
K‘Z}";uu sig ze wzorw (4,18) lub (4. 19).
Amlizowany problem przypomina problem (4.6)—(<.8). Zumiast minimalizowad myjwigksze, co
Wartagei bezwzgledne], odchylenie, mininmbizujemy wazony sume odehylen,
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Nie musi by¢ ona réwnit optymalnej wartofci j-lego kryterium osiagalnej w zh ;- e ( _ : J . e e

rze D okreslonym przez warunki (4.21)-(4.22). Istota podejscia polega na wy_bﬁ*
takiego wektora x& D, dia kidrego odchylenia warlodel crastkowych funkejiga
¢x od wartosei postulowanych (pozadanych) ¢ 54 mozliwic malc‘. Jezeli istn
wki punkt Xe D, e CR = o F =1, o Ko to (4.20) osigga w punkeic optymal
ktorym jest %. wartoéé rowng €.

Problem (4.20)—(4.22) jest problemem programowania nieliniowego. Po de
naniu prostych przekszlalced moZna go sprowadzi¢ do problemu programow
liniowego.

Zdefiniujmy zmienne:

eli x° jost rozwiazanienm optymalnym problemu (4.20)—(4.22), to (x". ¥, 27) jest

Zwinzaniem optymalnym problemu (4.23)-(4.26) i vice versa.

Raznice €'X— o nie si wigtkaéciami bezwymizrowymi. co prowadzi do nie-
zgo&fncs‘ci skai liczbou"ych lul‘)‘ Jednostetf. .Odchyleniu nigdzy wartodcig kryterium
stowego dla danej decyzji a wartodcia wzorca nie sa poréwnywalne. Zimia-
jednostek, W klérych. WYIaZa -si:; Wll'i'loﬁé kryterium czastkowego, prowadzi
fsp'oséb nicjawity do zmiany wagi P::zy;nsyw;mej temu kryterium. Ponadto odchy-
: feniom in plus 3 in minus od wartodci pozadanej przypisywana sg le same wagi*,
v, = max {0, ¢x— Cinls 2

H]

max {0, ¢ — ¢'X}.

{ PrzykLaD 4?3~1

Rozwazmy wieclokryterialng wersje klasycznego problemu wyboru optymalnego
rtymentu produkeji (zob. rozdzial 1). Za optymalny plan produkcji uznamy
i-plan, ktory jest technologicznie dopuszezalny i gwarantuje mozliwe najmniej-
odchylenia wartodel kryteriow czgstkowych (zysku, przychodu itp.) od warlosci

Eatwo zauwazyd, Ze:
|e'x — ol = vt @ Qi+ & jest zawsze nieujemne),
¢x ~ ¢ = ¥ — & (jest speinione dla dowolnych €% — cip)s

Vie T F 0, yu= a.

prowadZmy nastgpujace oznaczenia:

25 4] — wektor cen zbytu (tys. zl),

1152} - wekior zyskdéw jednostkowych (iys. zl),

100, ¢4 = 50 — pozadana wielko$é przychodu i zysku (tys. zl),

Nieréwnodel y, 220, i=1, ... K wynikajg wprost z definicji zmienny
Jezelieix—co= 0, loy=cx—cy 2 0,ay= 0, z czego wynika, ze y;z;= 0.:de
cx—ce<0 oy=0azg=cy— ¢'x > 0, a wigc takze w tym przypadku y

Z przytoczonych zaleznoéci natychmiast wynika, Ze dla ¢'x -~ ;.0' ¥ :
= C'X — ¢y Natomiast gdy X —cpy <O, oy + 5= —¢'x — ¢y, co implikuje ré\'\{
fe’x — ool =3+ 2. PO elementarnych przeksztalceniach otrzymujes‘ny rg’}Wn
¢'x — ¢ = ¥; — T Ostatecznie problem (4.20)—(4.22) przybicra postac:

— macierz nakladéw jednostkowych surowcdw niezbednych

do wylworzenia wyrobdw (kg/sztulke),

K
3wy + 5) > min, — mozliwosci przerobu surowcdw (kg),

i=1

0.8, wy= 0,2 — wagi przypisywane przez decydenta odchyleniom od war-
todci pozadanych; im wicksza waga, tym mniej pozadane
adchylenie,

— wektor okredlajacy wielkodé produkcji wyrobdw (sztuki).

Ci}\: — ¥+ L= C, i= E, ceen ]{,
Ax < b,

x=0, v, 20 i=1 ., K.

Warunki wz; = 0 zostaly pominigle — W przeciwnym przypadk&i oirz,
problem nie byltby problemem PL. Latwo jednak dowieéc, /,c jezeli (x, ¥
rozwinzaniem optymalnym problemu (4.23)—(4.206), to yizi=0,i=1 =

Teoretycznym uzasadnieniem wykorzystywania pomacniczego I?x"o‘hicn}
wego do wyznaczenia rozwigzania optymalnego problemu wyjsciow
nastgpujace twierdzenie. .

problemem tym mozna si¢ jednak uporaé, zastgpujac wyradenie sy + 5) wyrazeniem

. _d'.- 20, /; 2 0, d;+ I > 0. Mozna dowiesé, zc takie w tym praypadku, jezeli (x7, y°, 2°) jest
.

hiem optymalnym pomacniczepo problemu liniowego z funkcia celu 3 (dy, + 5’1,:) - min,
X

*

ﬂm.nkach (4.24)—(4.26), to vz =0 i= 1, .., K.

o
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Problem (4.20)-(4.22) przyjmuje postac:

4.3.3. Programowanie leksykograficzne
0,8)2x, + 5x5 + dvy = 100+ 0,20, + 1 .5x, + 45— 50| = min,
2y + x4+ 3y < 106,

X+ 2 + 3y = 150,

X3, X Xy = 00

i"ﬁ'ma Sié &lpOrZ:ldkow;mia kryteridw od nyjwazniejszego do najmniej waznego.
£ " P - - L -
"ch_?- pedzie i-tym €O do waznodci krylerium, a D; zbiorem decyzji (skodczo-

T - . - . - .
Hilub pieskonczonym), dia ktérych to kryterium osiaga optimum, Proponuje sig
Sstgpujacy algorytm wyznaczania najlepszej decyzji.

-owadzeniu zmiennych swobodnych oraz zmiennych: : , . .

Po wp renny Y : Y Algorytm 4.1. Algorytm programowania leksykogralicanego
v, = max {{, 2x, + 55, + 4y, — 100},
= max {0, x, + 1.5x; + vy — 50},
7 = max {0, 100 — 2x, — 5x, — 4,3},

zp = max {0, 50 —x; -~ 1,58, —x3],

_Wybierz kryterium o aktualnie najwyzszym priorytecie (na poczatku
bedzie nim f;) t wyznacz zbior D, Jezeli i-te kryterium jest maksyma-

5
1

&
H

lizowane, to £ = 1.\': max f;(x) J' W przypadku minimalizacji kryterium
ey
otrzymujemy nastepujace zadanie programowania liniowego:

=1

0,8(y, + z;) + 0,2(y2 + 22} — min, Dy={¥: min j,-(f\‘)J- Dia i=1 prayjmij Dy=D.

2x; + Sxy + 4 Y + z = 100, Jezeli i = K (wszystkie kryteria zostaly rozpatrzone) lub { < K i D; jest
I+ LS+ X, - + 2= 50, jednoelementowy, stop. Zbidr D; uznaje sig za zbidr rozwigzaid optymal-
2 + X+ 3xs + X, = 100 nych, W przeciwnym przypadku, 4. gdy i < K {nie zostaly rozpatrzone
e ; | szystlie kryterin) oraz 3 jest wieloelementowy {mozna go ograniczyé,
X)) F 2+ Ay + X = 150, wszystkie kry ) i v { 20 og y

wykorzystujac pozostale kryteria), podstaw i; =7 + 1 | przejdZ do kroku 1.
Xis e Ny 2 0’ ,v]! y'.!! FATR] 2 0.
Algorytm ulega zakoiiczeniu, gdy zbidr D, jest jednoelementowy i zbidr kry-
i6w nie zostal wyczerpany (i < K), D, jest jednoelementowy i wszystkic kryteria
ostaly rozpatrzone (/ = K) lub tez po rozpatrzeniu wszystkich kryleridw Dy jest
eloclementowy.

- Wada preedstawionej propozycji jest to, ze zbidr D, staje sie jednociementowy
tozpatrzeniu pierwszych 2-3 kryteridw; pozostale kryteria nie maja wplywu na
trzymane rozwigzanie. Dlatego proponuje si¢ modyfikacje polegajaca na tym, aby
bioru D; nie tworzyly te elementy x& D, _,, dia ktérych f; osiaga optimum, lecz te,
vktérych — w przypadku maksymalizacji kryterium — zachodzi nieréwnoSé:

z (L= dafy, (4.27)

dzic d; jest wspolezynnikiem tolerowanych odchylen wzglednych unormowianym
Jrzedziale [0, 1. Jezeli o, = 0, to Zadne odchylenia nic sa tolerowane.

Nawigzmy do uwagi odnoszacej sie do problemu niezgodnogei skal liczbo
lub jednostek, Gdyby zyski zostaly wyrazone nie w tysigcach zl, ale w zl, w
funkeja celu zadania wyjsciowego przyjelaby postac:

0,8]2x) + 5x, + 4xy — 100]+ 0,2] 1000x, + 1 50035 + 1 000x; ~ 50 000| — min

Funkcja celu pomocniczego zadania liniowego nie ulega wprawdzie z
ale drugi warunek ograniczajacy trzeba zastapic warunkiem: '

§ 000x, + 1 500x; + 1 000x; — v; + 7 = 50 000,

co prowadzi do zmiany rozwigzania optymalnego pomocniczego zadania lini

Podany przykiad jest dod¢ trywialny i nieco sztuczny. Zauwaziny, 2e
padku wyrazenia kryteridw czastkowych w roznych jednostkach nastepstw
whéciwego ich doboru nie sy lak ewidentne. Jezeli np. jedno kryteriu
wyrazone w zlotych przychodu, a drugie w udziale w rynku”, to w ogdle
powiedzicé, czy dobdr jednostek jest whisciwy w tym sensie, ze niejaw
faworyzuje jednego z kryteriéw. Z przykladu jasno wynika, ze problen -y
nienia jednostek pomiaru nie jest trywialny, a .niewladeiwy” ich dobdr.
— niekiedy w sposdb niezauwazony — wplywaé na uzyskiwane wyniki.

Prawa strona (4.27) jest nieujeming, zalem korzystajne z tej nieréwnodci
plicite zaklada sie, 2e fi(x) 2 0, 7=1,.., K, xg D*, Jezeli zalozenie to jest nie do

3 . - . - . 1

* Elemesty zbioru xe £, dla ktdryeh fi(x) < 0, nie mogg by¢ wyeliminowane bez wzgledu na
rtodel przyjmowane przez d, co pozoslaje w sprzecznodei z celem pray§wiecnjicym wprowadzeniu
diczynnikéw tolerowanyel adchyless.
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TABLICA 4.5

preyiveia, nicrdwnosé (4.27) proponuje si¢ zustapid nicréwnodchy: :
Oceny sokowirowek

U 2 —d =) ' :
i =1 i =/ ) Sokowirdwka h S A
Dla o, = 0 prawa strona nicréwnodei (4.28) jest rowna j',-‘ {zcrowa tolepg 170 1 |

a dia o, = [ réwna sie f]7 {colkowita tolerancja). " 2243 ” 5
Jeieli krylerium jest minimalizowane. korzysta si¢ z nieréwnodci: 1 150 " 5
Sy S ST df7 - 17 4 150 5 4
L. .. . . vt : 5 250 | G

Dia of; = 0 prawa strona nicrdwnosci (4.29) jest réwna f77, a dla o= [ 16w 6 (90 o 3

Niekiedy postutuje sig, aby d; dodatkowo spelnialy™ nierdwnosdci o 2
fe=2, ... K. Nierownodc te zapewniajy, 2e im mniej wazne Kryterium, tym wighd
odehylenin od maksymalne] (minimalnej) wartodel funkeji celu mogg byé ¢
wane. Algorytm. w Klorym zbiory D, wyznacza sig korzystajac z nierdy
(4.27)~(4.29). nosi nazwe algorytmu programowaniza leksykografieznego
iaksacjn hierarchizacji waznodei celow™.
4.3.4. Minimalizacja odlegloéci

od punktu idealnego

{ Przyirap 4.4 1.

W tablicy 4.5 podano oceny szeSciu sokowirdwek z punkiu widzenia { . ) L o ) . )
kryteriow uszercgowanych od najbardziej do najmniej waznego: ceny (f), e ki Nxech fiy o Jr beda maksymalnymi waz'toscsamiKfunkcp fir o Sy osiaganymi
wnadci pracy {f2) oraz glognodci (fy). Efektywnodé pracy (ilosC i jakosé w biorze D Oznacza to, ze istniejy takie X°, ..., X% e D, ze:
kanego soku) i gloénoié byly oceniane przez klientéw w skali od 1 do
| — najlepsza (najcichsza), 6 -— najgorsza (najglodniejsza)®. Wspdlczyn
tolerancji sq rdwne ¢, =02, ¢, =03, 1 =04.
Wszystkie kryteria sy minimalizowane™, eliminacjt dokonujemy zatem k
tajac ze wzoru (4.29), Zhiér Dy =D = (1. 2, 3, 4, 5, 6}. Wyznaczamy miniI
warto$é pierwszego kryterium w zbiorze Dy f7 = 150. Zbidr 1, skinda sig
mentow, dia kidrych spelniana jest nierdwno$é filx) < /7 +d (Y =) =

&) =17, FED =1, o [i&) = fr (4.30)
Nie wynika z tego, Ze w zbiarze D istrieje takie x", dla kiérego:

=11, LY =12, o (50 = fr (4.31)

Mozna jednak postulowad wybdr takiej decyzji x e D, ktéra leiy' Hajblizej”
kiu idealnego M o wspohzednyeh f7, ..., fx | uznaé jg za optymalna.
Punktem optymalnym bylby taki punkt x"e D, dla kitorego wyrazenie:

drugiego kryterium jest réwna 3, a maksymalna 5. Wyznaczamy zbidr Da, it
pod uwage clementy nalezgce do D). ktére spelniajn nieréwnodé folx) <
wodol fy = f1 =34 0.3(5 -3} =3,6. Zbiér . jest zbiorem jednoclemento
Dy = {1}. co konczy posigpowanie. :

’ ]fp
1] o ?
. (X7) - (XY 7 > 1 32
¥ Zatorenic o preyjmuje sie zasdwno w przypadku maksymalizacii, fok | minimalizacs LA j;{\ ] Il (4.32)
* Zaproponowana relaksacin nie gwarnntuje, 2e wszystkie kryteria bedn rozpatrzone.
28 z i a4 . v . AT , . . ;. {5 . . . . . . . . . ' .
Glosnoest | efektywnosé pracy mozna zmierzy¢ w sposob obicktywny, ale oceny ¢ nig AEa minimum?’. Zazwyczaj przyjmuje sig, Ze p =2, co oznacza minimalizacje

pokrywad sig z subiektywni oceny klientdow, Na przyklad poziom halasu mierzony w dB 1
postrzegany jako muoief lub bardziej ucigdliwy w zaleznodei od ilofei skladowych lmrmom
i nicharmonicanych w widmic déwigku, Dlatego nic zawsze jest celowe — nawet jezeli jest o Azl
— karzystanic z obiektywnych micrnikdw cech.

 Ze sposobu zdefinfowania skali pomintowej wynika, #v kryteria drugie | trzecio
malizowane. :

Jedeli x"e D, to (4.32) jest réwne 0, a x" =x".
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RYSUNEK 4.4
Sposéh wyznaczania punkiu idealnego

- 4.4. Liniowe problemy wielokryterialnego
A, Maksima czystkowe znajdujy siv w punk- 3. Maksima czystkowe pokrywajy sie - pOdejlnowallla deCYZJI
tach A i B, Punkt ideaslny M nie jest dopuse- ideslny M jest dopuszezainy
czalny. Strzalki pokazujn gradient funkcji

§

f'jﬁ,waimy problem tzw. wekiorowege programowania linlowego:

s @39
/ e b, (4.34)
(4.35)

7aklada sie, Ze wszystkie kryteria czastkowe sy funkcjami liniowymi, a C jest
qcierza wspolczynnikdw kryteridw czastkowych, ktorej wiersze korespondujiy
boszczcgc’)lnymi kryterinmi. Funkcja celu postutuje maksymalizacje wektora ocen
astkowyeh. Wyznaczanie rozwiazait optymalnych problemu (4.33)—(4.35) vtoz-
mia sie z wyznaczeniem wszystkich rozwigzan sprawnych. Dowodzi sig, Ze
nichazowe rozwiazania sprawne sy kombinacjami wypuklymi™ sprawnych roz-
wiazaii bazowych, wobec czego problem poszukiwania rozwinzan wekiorowo
optymainych problemu (4.33)—(4.35) sprowadza si¢ do efektywnego sposobu
yznaczania bazowych rozwinzaft sprawnych. W celu wyznaczenia pierwszego
winzania sprawnego, kiérym w szczegdlnodci moze byc pierwsze bazowe
wigzanie dopuszezialne, mozna zastosowad metode Bensona,

-
|

X,

C. Izokwanty réwnolegle. Punkt idealuy nie D. Nie istaicje punke, w Kidrym przecin
istnigje

Xy

7hiér baz sprawnych jest skonczony. Kazde dwie bazy sprawne moZna otrzymac,
enernjac ciag sasiednich baz sprawnych.

| Zbidr bazowych rozwiazail sprawnych jest podzbiorem wszystkich rozwigzad
azowych (4.34)—(4.35), kiérych liczba jest skoficzona. Wynika stgd skoficzonosc
zhiory bazowych rozwigzan sprawnych, Generowanic sysiednich baz sprawnych
olegn na wymianie w bazie jednej zmiennej. Metoda realizujaen te idee jest
DBASE™. Poniewaz zbior bazowych rozwiazail sprawnych jest zazwyczaj liczny,
oponuje si¢ jego ograniczenie przez zastosowanie metod filtracji rozpinajacej
b zacie$ninjacej™. Wykorzystujac przykiad 4.5, naszkicujemy idee lezace u pod-

U w a g o Sporzadzajae rysunck preyjeto zatuzenie, 2o zardwne warunki ogamiczajace, juk | fankeja cehr 54 1}!}!\(}

Punkt M nalezy do D, jezeli istnieje taki punkt, w ktorym wszystkie kryfel
czastkowe osiagaja swoje maksima (optima). W przeciwnym razie punkt ten [eal
poza zbiorem D. Obie sytuacje ziustrowano na rysunku 4.4 (A i B).

Punkt idealny nie istnieje, jezeli:

1) izokwanty sa rownolegle i sig nie pokrywaja (rysunek 4.4C);
2) istnieje wigcej kryteriéw czastkowych (rysunek 4.41).

pd} 0 v v v N . .
Kmubinacjn wypuklsy rozwinzas X', .. X" nazywamy rozwigzanie v = g, + ... + g, gdzie

"

0 i=1, .,n0 u=t

. i)

B Opis metody w liternturze polskici moina zmalezé w [Trzaskalik, 2006, s, 21-29]. Znajduje si¢
m takZe krdtki apis metody Bensona,

i "““ Procedury filtracji sa heurysiycznymi algorytnmi wspomagagicymi decydenta przy wyborze
pwiizanin koficowego ze skoficzopego zbioru rozwhizan o duzej hezebnodel. Filtracia rozpinajaen
Zwaky ne wybdr rozwinzaft sprawnych, ktorych wzajemme odleglodei sq nie maiejsze od zadanych
1zez deeydenta. Odlegioéein moze byé np. odlegioéé cuklidesown. Istota postgpowania sprowadza sig

W drugim przypadku tylko w wyjatkowej sytuacji bedzie istnial pun
w ktdrym przecinuja sie wszystkic izokwanty przechodzice przez punkty kores
dujace z optimami czastkowymi.
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TABLICA 4.6
Jednostlowe naklady surowcow
niczhedne do wytworzenia
wyrohéw A i B

staw programowania wektorowego oraz filtracji. Nastepnic pokaZemy sposép, 1
stepowania prowadzicy do maksymalizacji celu glownego oraz zastosowanic mej
krylerivm w przypadka cigglym. Przykind zakofezymy opisem sposobu wyznacz

nia punktu idealnego i punktu dopuszezalnego najbardzicj zblizonego do ide i Wyrahy
Surowee

Decyzje podejmowane w kazdym przedsigbiorsiwie sa wypadkows gry A B
réznych grup intereséw. Wiaseiciel jest zainteresowany maksymalizacjn zysy $i 2 3
menedzer maksymatizacjy preychodu (2 uwagl na prowizyjny system wynagr §2 2 ]
dzed, uwzaleZniajacy je od przychodu). a pracownicy z oczywistych wzg,igdgw
maksymalizacja liezby roboczogodzin.

Rozwazmy wieclokryterialng wersie problemu wyboru optymalnego asortyme; - Wyznaczmy plany produkcji maksymalizujace zysk, przychod oraz liczbe
tu produkeji, sprowadzajycego sie do wyboru asortymentu produkceji c!opuazczal ; shoczogodzin. Jezeli plany te si¢ pokrywaja, postepowanic ulega zakorczeniu.

nego ze wzgledu na mozliwodei przerobu surowcdw i maixsymdixzu;qwgo

Problem sprowadza si¢c do wyznaczenia maksiméw nastgpujacych funkeii:
stepujaee kryteria czastkowe: zysk, przychad oraz liczbe roboczogodzin®

(x) = 2x; + 2xy, {4.36)
l(x) = :8_\} + 6.—\.2, {4.37)
(x) =X+ 5.1‘2, (4.38)

,,,——-,L s e T e e

i Przykrap 4. SF\?

Firma wylwarza dW"} wyroby -— A i B. Ceny zbytu wyrobdw wynoszy géie zbiér rozwinzait dopuszezalnych D jest dany przez ograniczenia:
i 6 zifsztuke, a zyski jednostkowe — 2 2zl w przypadku kazdego wyrobu oL

wylworzenia jednostki wyrobu A powrzebna jest jedna roboczogodzina, w
bu # — picé roboczogodzin. Do produkeji wyrobdw wykorzystuje sig dwa surg
w- 81 1 §2. W oluesie planistycznyvm mozna przerobié 18 ¢ surowea S17o
12 t surowea S2. Naklady surowcdw niezbgdne do wytworzenia jednostki wyrob
(kg/jednostke) podano w tablicy 4.6.

[ (4.39)

+

Ze wzgledu na jednostki, w kidrych wyraZzono zmienne decyzyjne, pierwsze
wa kryteria sa wyrazone w tys. zl, a ostainie w tys. roboczogodzin. Latwo
prawdzié, ze maksima czastkowe sie nie pokrywaja. Funkcja £, osigga maksimum
‘punkcie B o wspdlrzednych [4,5 31", f; w punkeie C o wspdlrzednych {6 017,
, w punkcic A o wspdlrzednych [0 6], co pokazano na rysunku 4.5%. Maksima
jteridw osigganc w zbiorze danym przez (4.39) sg nastepujuce: /i = 15, f2 = 108
=30,

Optima czastkowe nie pokrywaja sie, a zatem zbidr rozwigzad sprawnych nie
est jednoclementowy™. Konieczne jest zastosowanie jednej z metod, opisanych
punktach 4.3.1—4.3.4, w celu jego zawezenia do zbioru jednoclemeniowego

Zmiennymi decyzyjinymi sq wielkodei produkeji kaidego z wyrobdw,
ulatwienia obliczen przyjmijmy, Ze zostaly one wyrazone w tys. sztul?®®

cji IdLIL.‘:ilM}‘\LL‘; dLLydull ;)odd_;c rogwiizinie (wckmr) i ocnl\u_u_ wyznaczenia zadanej
rozwinzin (wektordw) ledgeyeh najblizej zadanego rozwigzania. W obu przypadkach rola an
polega nie na zasugerowaniu konkretnego rozwigzania, ale na wskazaniu zbioru deeyzji odznaczajy
sig podidanymi cechanmi (zob. [Trzaskalik, 2006, s. 30-33]).

M Ta, ezy dane kryterium ma byé maksymalizowane ezy et minimalizowane, zalezy od kontéks
ckonomicznego, Przyjecic w przykladzie, 2e liczba roboczogodzin jest minimalizowana,
ruw:mm.lum_ z nicowzglednicniem intereséw pracownikdw.

2 Pray ik zdeliniowasnyeh zmiennyeh lewe strony nierdwnosel (4.39) sg wyrazone w lon.acl
sprawia, Ze nie ma poirzeby mmodenia prawych siron przez 1000 w celo zapewnienia 1_1,0_
jednostek. Rozwigzania optymalne formulowanych zadan optymalizacyinych nie musza by
kawitoliczbowe. Proponuje sig wowcezas obeigeie czedc ulamkowej. Jezeli wspélczynniki macierz,
liczbaumi nicnjemnymi, nie prowadzi to, ze wegledu na zwrol nicréwnodci, do pojawienia sig rozy
niedopuszezalnych, aczkoiwick uzyskane w ten sposéb rozwigzanie calkowitoliczbowe nie mu
aptymaine. Jezeli skladowe wektora x sy ,duzymi” liczbami, nic powoditie to wystapienia znac
blgdow.

W celu wyznuczenia rozwinzanin optymainego modna zastosowaé algorylny programowanis
owitoliczbowego (zob. rozdzial 8), ktdre jednak cechuja sig maly efektywnosciy i rozwigzywanie
difi 6 duzych rozmiarach natealin istolne przeszkody natury obliczeniowef, Ieh zastosowanie jest

7 Wszystkie rysunki ilustrufice zastosowanie metod opisanych w punktach 4,3,1-4,3 .4 w preypad-
Clﬂglym wykenano w przestrzeni decyzying.

Pm}’pm‘mnmny‘ ze rogwinzania nazywamy Parcto-optymalnymi, pdy korzystamy z przestrzeni
TYth!ncJ, a sprawnymi — w przypadku przestrzeni decyzyjnej. W przypadku cigglym wygodnicj jest
Usliowaé postgpowsmic, korzystajac 2 przestrzeni decyzyine).

2k konieczne, gdy zmicnne mogg prayjmowad ,male” wartodci, w szezegdinodei wartodei binarme.
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RYSUNEIC 4.5
Muksymalizacje celu gléwnego zapewniajacea realizacjg eeldw czastkowycelh

w satysfakcjonujacym stopniu :

pazowych rozwinzal sprawnych realizuje — jak wezedniej wspomniano
elds .

meloda ADBASE. . .
owiedzmy, Z€ decydenta interesujy dwa sprawne rozwigzania bazowe lezijce

A, Optima ezasthowe znajdujg sig w punk- B. Zaznuczono nowy zhidr roxwigzan dopi Shized [_O?\_vi:.!zﬂ"]ia Ay =, Xq o 3. Metody filtracji zacieéninjocej wyznaczmy te
tach A, 8, C. Liniami kropkows i - st dodaniu wirunks 2 ’ . ; 1 SA al P P .
ach / O pyeh powstaly po e iqzania, zakladajac, ze odleglod¢ miedzy nimi jest odlegiofciy euklidesows.

narysowano  izokwianly  odpowiada- i (4.41). Punktem optymalnym jest pug
Face kryteriom czgstkowym. Strzalki
okredlajn kierunki gradientow kryte-
riow cristkowych

coltosci miedzy bazowymi rozwigzaniami  sprawnymi korespondujacymi
£= - - .
S okiami A, B, C a rozwigzaniem podanym przez decydenta sy rdwne™

2 ] -3 2 5.
A A - 47+ (6—3)
X, X2 :
G
7 3 3 & 3,61
(6:__4)'-,*. ({)-—-*) =~ 2,01,
9 punktami polozonymi myblizej punkiu wskazanego przez decydenta si BicC.
“ P - .. . .t
PRI Rozwazmy teraz zagadnienie maksymalizacji celu gléwnegoe przy zaloZeniu,

cele poboczne musza by¢ zrealizowane w minimalnym, satysfakcjonujacym
opniu.

{ Przvkran 4.6 {cd. 4.5)‘}

znaczmy plan produkcii maksymalizujacy zysk przy zaloZeniu, Ze przychdd nic
oie by¢ mnicjszy od 60 tys. zl (zachowanie wymaganego udzialu w rynku),
czba roboczogodzin nie mniejsza od 15 tys. {(wynegocjowany przez zaloge
inimalny poziom zatrudnienia). Jest to problem, przed ktérym stoi wiasciciel,
6ry — realizujac wlusny interes — musi uwzgledni¢ interesy sil istnicjacych
przedsigbiorstwie. Postulat realizacji kryteridw czastkowych w stopaiu nie
iejszym od wymaganego mozna zapisa¢ w postaci nastepujucych nierdwnoscei:

3| T
k| 6 9. 12

A

wyznaczajacego ,najlepszy” plan produkeji. Niiej pokazemy, w jaki s
zastosowaé przedstawione metody w przypadku, gdy zbidr rozwigzail ni
zbiorem dyskretnym. Postepowanie rozpoczynamy od zilustrowania sposob
stosowania metody filtracji zaciedniajncej.

Eatwo sprawdzié, Ze optymalnodé w sensic Pareto nie pozwala na
optymalnego planu predukeji dla dowolnego, dwuclemeniowego podzbioru kryig
ridw, Rozwazmy pierwsze dwa Kryteria, Zbior rozwigzan sprawnych .lcf
odeinku BC. Przechodzac z punktu B do C podwyzszamy warlo§¢ pier
kryterium i obnizamy wartosé¢ drugiego kryterium. Zbidr ten jest iieskoiiczol
nie pozwala na wyb6r ,najlepszego” planu produkeji. Czytelnik zechce sprawizl
ze w przypadku pierwszego i trzeciego kryterium zbidr rozwigzar sprawnych dify
jest przez odcinek AB. ;

Rozwiazania sprawne moga lezeé nie na odeinku, ale na lamanej. Z
sytuacja mamy do czynienia w przypadku, gdy kryteriami czastkowymi sa kr
drugie i trzecie. Zbiorem rozwigzan sprawnych jest lamana ABC. Latwo spri
7e w przypadku rozpatrywania wszystkich keyteriéw zbiorem rozwiazan spmj
jest takze lamana ABC, a sprawne rozwiagzania bazowe korespondujg z punk
wierzchotkowymi A, B, C. Efektywny numerycznie sposéb wyznaczania WSZyss

i+ Gx, = 60 (D, 10) (3'/5, 0), {4.40}
3%y 2 15 (0, 3y (15, &) (4.41)

W celu wyznaczenia optymalnego planu produkeji maksymalizujemy (4.36) pray
runkach (4.39) uzupelnionych o warunki (4.40)—(4.41). Rozwigzaniem optymal-
ym jest, jak latwo sprawdzid, punkt B{4,5, 3}, co ilustruje rysunel 4.5B. Zauwuimy,
chocinz zbidr rozwinzan dopuszezalnych ulegh ograniczeniu, to rozwigzanic opty-
ne nie uleglo zmianie, co oznacza, Ze uwzglednienie przez whadcicielu kryteriow
stkowych nie ograniczylo mozliwodci maksymalizacji zysku.

Powiedzmy, Ze zaloga wynegociowala poziom zatrudnienia, mierzony liczbg
boczogodzin, nie mniejszy od 25 tys. Zastepujgc warunck (4.41) warunkiem:

Yr 2= 25, (4.42)

3 N e . : i
Wyznsczajie odlegiogel cuklidesowe, blerzemy pod uwage tylko wartodci wmicunych x,, v

a—
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otrzymujemy zadanie, Korego rozwigzaniem optymatnym jest vy =2, x,

..Mﬂksymalizujqc (4.44) przy warunkach (4.39), otrzymujemy rozwigzanic
Zysk odpowindujacy nowemu planowt produkeji wynosi 13%; tys. zl w

ne [0 6} stopnic realizacji celow czastkowyeh sy odpowicdnio rowne

preypadku ograniczenic zbioru rozwigzan dopuszezalnyeh pociagnelo z D+2-6 F-0+5-6
Zmiang rozwinzania optymalnego, gdyz poprzednic rozwigzanie optymalne ug i G =8 30 -

whasnose dopuszezainosci, co zechee sprawdzié Cuytelnik sporzadzajae odp
dni rysunck. ’ Sinpieri realizacii celu czgstkowego mozna zdefintowad na wicle sposobdw.
_ o ) o . hiewai W przykladzie /7" =0, /= 1, .., 3. to w przypadku maksymalizacji zasto-
Mozna w tym momencie sformulowad uwage ogodlne} natury: préba uwzg] swanie stopni realizacji T 1 II rodzaju prowadzi do otrzymania identycznych
nienia w zbyt duzym stopniu interesOw uczestnikow procesu decyzyjnego 1y L

doprowadzi¢ nie tylko do ogruniczenin mozliwosei realizacji celu, ktdry ‘
uznany za cel glowny, lecz takze do sprzecznodci zadania.

yhikow. ) ) . o
‘Kolejnym sposobem wyznaczenia ,.najlepszego” planu produkeji jest zastoso-
anie algorytmu programowania leksykograficznego z relaksacja hierarchizacji

ainodct celow. |

go postad wazonej sumy kryteridw oraz wazonej sumy stopni realizacii ‘éalg _ f, -
czastkowych. . { Pravkrap 4.8 (cd. 4.5) )

wyjmujac, Ze najwazniejszym kryterium jest maksymalizacja zysku, wyznaczmy
plan produkcji maksymalizujacy liczbe roboczogodzin, zapewniajacy, ze zysk dia
fego planu nic bedzie odbiegad o wigeej niz 20% od maksymalnego osingalnego

A Praviian 4.7 (cd. 4.5)'\;

Zakladajac, Ze kryteria maksymalizacji zysku i przychodu sy tak samo wazni

sumg kryteridow. Metakryterium przyjmuje postad:
[ i Skorzystajmy z nierdwnosci fi(x) 2= (1 — d)) f]. Podstawiajac fi(x) = 2y, + 2y, uzys-
5(1\', + 2va) + 5 18x) + 6xy) = 10x, + 4, kuj_emy nieréwnosc:

2y 4+ 2 = 12, (4.45)

Zbidr D, otrzymujemy, doliczajac do ukladu nierdwnodei (4.39) nierdwnoéé

4.45) i w tak okreélonym zbiorze poszukujemy maksimum drugiej co do waznosei
unkeji, §. f3. Latwo sprawdzié, ze jej maksimum znajduje sie w punkcie
wspdlrzednych [0 6)7. Punkt optymalny zostal wyznaczony, co koiiczy po-
tepowanie, ktore Hustruje rysunek 4.6A.
.Osobliwodceia uzyskanego wyniku jest to, ze druga co do waznosci funkeja
flerium jest realizowana w uzyskanym punkcie w 100%, a picrwsza w 80%. Przy
aldZeniu, 2e maksymalne odchylenie nie moze przekroczyé 10%, . 2e d, = 0,1,
ierdwnos$¢ ograniczajaca zbiér D przyjmuje postaé 2x; + 2y, = 13,5, a funkcja
i osiaga swoje maksimum w punkcie o wspéhrzednych [2,25 4,517

optymalne [6 0Y, kidremu odpowiada wartoéé funkcji celu réwna 60. Zauw
ze wartodci (g trudno nadaé sensowna interpretacje. Ponadio, zastosow
metakryterium moze budzié zastrzezenia z powodu niezgodnych skal lezbo
Co prawda zysk i przychod sa wyrazone w tych samycl jednostkach, ale pon
dokonuje sig za pomocy réznych skal liczbowych: zioty zysku ma zupelni
znaczenie ekonomiczne niz zloty przychodu. Diatego zakres stosowalnodc
metakryterium jest bardzo ograniczony,

Pragnge uwolnic¢ si¢ od problemu niezgodnodet jednostek i skal liczbo
proponuje sig¢ maksymalizacje wazonej sumy stopni realizacji celéw czastkow
Zalkladajac, Ze wagi pierwszego i trzeciego kryterium sy jednakowe, wyznaczm

Na zakonczenie przeSledimy sposéb wyznaczania punktu idealnego. Zakiada-
C, Ze decydent jest zainteresowany maksymalizacja zysku i liczby roboczogodzin,
yZnaczmy punkt idealny oraz punkt dopuszezalny polozony najblizej punktu
dealnego,

czastkowego § rodzaju. Metakryterium preyjmuje postad:

P 2y + 2y | x + 5%

5,\'["‘94\:2
2 15 2 307 60
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. RYSUNEK 4.6
Hustracja dzialania algorytmu leksykograficznego
oraz sposobu znajdowanis punldo idenlnego

{ Przvirap 4.9 (cd. 4.5) 1

W celu wyznaczenia punktu idealnego M znajdujemy wspOlrzgdne punkiu,:

. . . . . anin wpraypadhu B. Punkt A jest punkiem idenlnym, lezneym pozi

- AP frprg. - o - . JR W . et e stracja pgs[*pl}\v 1113 ) ! -

ly].“ p”«eund},‘i{ S1e ‘l.‘T.Ole!nty. pazedmcﬁi,‘i’tc praes o'p'um.a’cz‘.istkofwe 1\0}'& l'J'S‘;msc;:\vnlliﬂ algorytmu  programo- :/.hmf'c;u rozwigzan ch}[ms:r.c:fd,lhaych. anlomt-

dujace z tymi/krytertami. W tym celu wyznaczamy rozwigziiie ulclactu row " in leksykograficznego. Zaenuceo- jae jego szawe na odeinek AH, olezymujemy
. ) 1 zmodyfikowany Zbidr rozwinzai punkt O

2x; 4+ 2. =15, . epuqzcz:lln)fd‘- Optimum  znajduje

X+ 5_\.2 = 30, iaw puztkcic A
ktérym jest x, = 17/, xo =5

W celu wyznaczenia wspdtrzednych punktu O nalezgcego do zbioru roz
dopuszczalnych i polozonego najblizej punktu idealnego nic ma polrzeby
znaczania minimum funkeji (4.32) na zbiorze danym przez (4.39). Z rysunk
wynika, ze punkt O musi lezeé na odcinku AB. Rzutujemy zatem punkt M7
odcinek, kreslge prostopadly do tego odcinka przechodzaca przez punkt M. Ra
nanie prostopadiej wyraza sig wzorem 2, —3x, =2 17y =3 - 5%y =— 135 Wsps

rzedne poszukiwanego punktu otrzymujemy z ukiadu réwnai: A [‘(‘) !

2%, = 3y = — 13, R

2x; + Bxa = 18, < | » »
kiorego rozwigzaniem jest x, = 1,2185, x; = 5,1875. ) 6 7 ) o "

Celem tego rozdzialu byta prezentacja idei lezacych u podstaw konst
metod programowania wielokryteriainego. Czyteinika blizej zainteresow:
tymi metodami oraz mozliwoSciami ich zastosowania w proaktyce odsylan
Literatury. '

7 uwagi na charakter podrecznika ograniczono sig do opisu wybranych
programowania wielokryterialnego, koncentrujac si¢ na zagadnieniu wybor
gajacym na wyznaczeniu najlepszego wariantu decyzyjnego. Pominigto probie
sortowania polegajacy na przydziale wariantéw decyzyjnych do okredlonych'z
kategorii oraz problem porzadkowania sprowadzajacy sig do podzialu wariani
kiasy wariantéw réwnie dobrych. Istotnym nieoméwionym problemem jest
ryzyka na proces podejmowania decyzji. Ryzyko prowadzi do nierozrozni
zblizonych do siebie wariantdw decyzyjnych, ktéra moze byc modelowan:
zastapienie kryterium tzw. pseudokryterium. W podreezniku zdeliniowano A
relacje dominacji, nie uwzgledniajac mozliwo$ci modelowania preferencii. dec
denta za pomocy dominacji stochastycznych. Bardzo skrétowo potraktowald
problem pomiaru i wyboru wiadciwej skali. Istotnym pominietym zagadnicnien
jest kwestia oceny stopnia racjonalnodci preferencji decydenta, Zapropono
postepowania pozwalajacego na ujawnienie nieracjonalnych preferencji or:
gorytméw prowadzacych do wyboru sensownych decyzji.

‘Wicle z omawianych metod ma wersje dinlogowa”, umozhwinjgen decyden-
i stopniowe dochodzenie do najlepszego rozwinzania (np. metoda Bipolar).
yntetyczny opis wymienionych zagadnief oraz przyklady zastosowail zaintercso-
any Czytelnik znajdzie w pracy T. Trzaskalikn {2006}

POLECENIA T PYTANIA KONTROLNE

:Omowié problem subicktywizmu w programowaniuv wielokryterialnym.
‘Zdefiniowaé optymalno&é w sensie Pareto, Dlaczego na ogdi nie pozwala ona
na wybdr najlepszej decyzji?

Oméwié problem nieporéwnywalnodci skal liczbowych i jednostek. Jakie
sposoby postgpowania proponuje si¢ w przypadku wystapienia nieporownywal-
nodct?

‘W jaki sposob mozna zdefiniowad stopien realizacji celu w przypadku mini-
malizacji i maksymalizacji? Jakie ograniczenia wigzi si¢ 2 wykorzystywaniem
‘stopnin realizacji celu I rodzaju?

‘Na przykladzie wyznaczania rankingu bankéw wskazac na problemy doboru
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Rozpziar 5

" PROGRAMOWANIE
INIELINIOWE :

obicktdw do analizy. Uzasadni¢ koniecznodc wstepnej climinacji obiekf
z rankingu na podstawie analizy merytorycznej. :

6. Jakie zaloZzenia trzeba preyjaé, konstruujace funkeje uzylecznosdei? Dhicye;
Jest mozliwe zdefiniowanie funkcji vzytecznodei, gdy decydent dzialg:
runkach ryzyka? '

7. Przedstawic idee algorylmu programowania leksykograficznego. Na
polega wyiszo$¢ wersji algorytmu z relaksacja hierarchii waznodcei celg

8. Omowid zagadnienie wybory decyzji najbardziej zblizonej do ideat,
i diaczego nie istnicie punkt idealny?

9. Zdefiniowaé problem wekiorowego programowania liniowego.

10. Przedstawic ideg filtracji rozpinajiacej i zaciedniajace).
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5.1. Wprowadzenie

pracowanic kompleinej teoril programowania liniowego i efektywnych flEgOl‘}’E“
4w wyznaczania rozwiazan optymalnych zadat PL o duigj liczbie zmiennych
arunkéw ograniczajacych oraz latwodé implementacji zaproponowanych al-
orytméw sklaniala do sprowadzania problemdw decyzyjnych spotykanych w dzia-
oéci gospodarczej do tego typu zadai. Od dawna wskazywano na mankamenty
o podejécia, argumentujic, 2ze prowadzi ono do konstrukeji modeli nadmiernie
roszczonych, o watpliwej wartodci praktycznej. Obecnie obserwuje si¢ powolne ;
dejécie od paradygmatu liniowodci. Przyczyny tego stanu rzeczy maja charakter ‘
wro techniczay, jak § merytoryczny. Rozwdj teorii programowania nieliniowe-
woctjacy opracowaniem i implementacja akceptowalnie efektywnych algoryt-
w wyznaczania rozwigzaf optymalnych i przybiizonych wiclu klas problemdéw
gramowania nicliniowego spotykanych w praktyce oraz powszechna dostepnosc
nkietéw obliczeniowych pozwalajacych na wyznaczanie rozwiazan zadad o du-
ch rozmiarach, przyczynia sie do rosnacej popularnodci tych metod. Dazenie do
listyeznego modelowania zjawisk gospodarczych o rosmgcej zlozonodci takie
ia do odejscia od paradygmatu hniowosci.

W rozdziale przedstawiono metody wyznaczania rozwiagzai oplymalnych
rzyblizonych (suboptymalnyeh) klas problemoéw programowania nieliniowego L
njczedciej spotykanych w zastosowaniach praktycznych. Dokonujac doboru metod
yznaczania ekstremum wybrano te, z ktorymi z nojwickszym prawdopodobicii-
m zetknie sie Czytelnik, rozwigzujyc problemy optymalizacji nieliniowej za
nocg dostepnych na rynku pakietéw obliczeniowych. W ostatnim podrozdziale
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Anulize wiasnoSci i metod rozwingzywania problemdw programowania nig
wego poprzedzimy omdwieniem zalet t ograniczed paradygmatu liniowosc]

Rozwazmy liniowy wersje problemu wyboru optymalnego asortyme
produkcji'. Polega on na wyznaczeniu asortymentu pr odul\cj: maksymalizujag
przychéd (zysk) producenta, dopuszezalnego ze wzgledu na dostepnosé Sradi
produkgji (ich mozliwoSci przerobu) oraz mozliwodci zbytu, wymagane prope,
migdzy wylwarzanymi wyrobami itp.

WprowadZmy nastepujice oznaczenia:

eliniows wzgledem wielkofei sprzedazy.

jezeli zysk calkowity dany jest przez wzor (5.1), to zysk jednostkowy nie jest

¢; — cena zbytu (zysk jednostkowy) wyrobu j, j=1, ... n, ezny od wielkos$ci produkcii, co pozostuje w sprzecznodel zardwno z teorig
b; — zapas (mozliwofci przerobu) drodka produkeji i, i= I, ..., m, kroekonomii, jak i wynikami badait empiryczaych, gdy? implikuje niewystepo-
a; — naklad /-tego Srodka produkcji na wytworzenie jednostki wyrobu j, anie efektu korzy$ci skali, sugerujae, Ze zysk mozna osiagna¢ przy dowolnej skali
x; — wielkodé produkeji wyrobu . rodukeji. Tymczasem problem mozliwodct osiggnigein przez przedsigbiorstwo

elkoéci produkeji pozwalajuce} na osigganie zysku stanowi jedny z istotnych
. P arier wejcia na rynek, a korzydci skali sy waznym czynnikiem sprzyjajucym
jaca postat: | snopolizacii.

- Liniowoéd warunkdw ograniczajacych implikuje, 2ze naklady $rodkoéw produkeji
q: proporcjonalne do wielkosci produkcji, co oznacza stalo§¢ nakladéw jedno-
tkowych niezaleznie od skali produkcji. W wielu branzach zaloZenie to jest
ysoce nierealistyczne. Jego uchylenie prowadzi do nieliniowych ograniczen.
Reasumujac, paradygmat liniowosci zaklada, ze:

naklady oraz wyniki sa proporcjonalne do stopnia aktywnodci gospodarczej,
zmienne mogg przyjmowaé dowolne wartodci (sq ciagle)?,

interakcje miedzy zmiennymi sg addytywne?,

_ZCJ-A} — max, -

J=l

Za,jxj b, i=1,..,m,
J=1

=0, Jj=1, .., n

Ostatnie z zaloZzed oznacza niemoznodé modelowania efeltdw substytucii
komplementarnoici®.

wigeej Srodka produkceii niz mamy do dyspozycii. Interpretacja warunkéw niet
nodci {5.3) jest oczywista.

* Przyjeeie zalozenia, #e zmienne mogq preyjmowaé tylke wartodei calkowite, prowasdzi do
oblemu progrimowania liniowegoe w liczbach catkowityeh (zob, podrozdzial 8,8).

¥ Dznacza te, ze np. w problemie (5.1)—(5.3) zmiany zapotrzebownnia na srodki produkeji i znviany
Zychodu zufezsy Hntowo od zminn wielkodet produkcH poszezegdinyeh wyrobdw: zapotrzebowanie na
dki produkeii (przychdd) jest sumn wyjdciowego zapotrzebowania {(przychodu) i przyrostu.

! Efekt substytucji pelega na mozliwodci wylworzenin danego produktu za pomocy roznyel
mbinucji Srodkdw produkeji, np. robocizny i surowen, W oprzypadku problemu PL jednostkowe
khady Srodkéw produkeji sa stale, co wyklucea mozliwosé modelowanis efekin substytueji, ndyz dany
rodukt jest wytwarzany za pomocs jednej kombinaci frodkéw produkefi okredlone] przez pakindy
dnastkowe.

Efekt komplementarnodei polega na tym, Ze jeden produkt modan zastapié dregim: istnieje wicle
Szykéw débr (wyrebow) o jednakowej uzytecznodei (przynoszacych identyczny przychtd fub zysk).
rzypadiu problemu (5.1)—(5.3) istnieje tylko Jednn kombinacja wielkosci produkcjt muksymalizuja-
Peyehiod (pomijamy preypadek istnienia wielu rozwigzai bazowych).

zy nie wywiera wplywu na ceng¢ wyrobu, Liniowa funkcja celu opisuje:
przychdd producenta w przypadikn konkurencji doskonatej. Jezeli cena zbytn z
od wielko$ci sprzedazy, jak to ma miejsce w przypadiku oligopoln lub mono
przychod jest nieliniowa funkcja wielkodet produkeji.

Niech cena zbytu bedzie malejyca funkcja wielkoscl sprzedazy postaci

a;
Cj=k}+“”£‘" aj>ov kj}O, j=],

'J:‘;,

' W rozdzinle ! zostaln przedstawiona najprostsza linfown wersja probleimu, Dla z‘xcho
cigglofet rozwazan preytasczamy jego liniown wersje.
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5.2. Wilasnosci probleméw
programowania nieliniowego

cli fjest ciagla, a zbiér D zwarty (domkniety i ograniczony), to funkcia fosiaga

Dana jest przestrzen R, zbidr D < R oraz funkcja £ D — R. Probl : . : ;
jest g i ja f em opty minimaing i maksymalna w pewnym punkcie tego zbioru®.

lizacji polega na znalezieniu takiego punkiv 8" e D (jezeli taki punkt istniej
ktdrego f(x") =< j(x) dia kazdego x& D. Zbidr rozwigzan dopuszezalnych:
zhiorem punktdw spelninjycyeh uklad nierdwnodei i réwnat: g,(x) €0, 7= [,
hixy=0, i=1, ... my Jezeli warunki w postaci rGwnan i nierdwnodci nj

ot
Problem programowania nicliniowego z ograniczeniami {(problem optymaliza-
warunkowej) przybiera postac:

slgpuji, to problem nosi nazwe problemu bez ograniczedt (problemu optymal) —3 min, (5.7
1 T ALIEA S o c vy . — et - . . PO DI & }
cji bezy JIUIII\O“LJ.), a D =R W przeciwnym przypadlku okredla sig go miafie g0, F=lhy e i (5.8}
problemu optymalizacji z ograniczeniami (problemu optymalizacji w ] 59
kowej). Jezeli jedna-z funkeji f, g i=1, . o, By i= 1. .., s, jest A =0, 1= 4 e M ©-)

nieliniowa, to problem optymalizacji nazywamy problemem optymalizacj

Zagadnie:1ie polega na wyznaczeniu minimalnej wartodei funkcji f (kresu
liniowej. Bedziemy zakladaé, ze funkejn f oraz funkcje g, i= 1, .., 4

nego lub minimum lokalnego, w kiérym funkeja osiaga najmniejszq wartos¢) na
srze danym przez (5.8)~(5.9). Rozsadnie jest przyjaé, #e kres ten istnigje.
nie, jezeli rozpatrywany problem stanowi model zagadnienia ekonomicznego,
 jezeli zostal on wlasciwie skonstruowany — funkcja kryterium powinna na
hiorze rozwigzan dopuszezalnych przyjmowaé skoriczone wartodci. Wystgpowa-
ieostrych nieréwnodci zapewnia wdwezas, Ze funkeja osiaga kres dolny.
edziemy dalej zakladaé, ze zbidr rozwinzat dopuszezainych problemu (5.7)—
5.9) jest niepusty, tj. ze problem jest niesprzeczny. Zalozymy réwniez, Ze zbidr
‘jest ograniczony. Jezeli konstruujac model sytuacji decyzyjnej otrzymujemy
blem sprzeczny, §wiadczy to zazwyczaj o probic uwzglednienia zbyt wielu ogra-
yel, Nieograniczonosé zbioru rozwinzan dopuszezalnych sugeruje nicuwzgled-
nie w modelu istotnych ograniczen. Nieograniczono$é zbioru rozwigzan do-
tzalnych moze (choé nie musi) prowadzi¢ do braku skoriczonegoe ekstremum.
tacja laka jest dowodem bledéw popelnionych w procesie modelowania,
W' procesie modelowania istotne jest dokonanie sensownego kompromisu
gdzy wiernofcia opisu przez model sylaci decyzyjne] (nadmierna wiernodc
wadzi do konstrukcji modeli o bardzo duzej zloZonodci) a mozliwoiciami
dtywnego wyznaczenia rozwigzad optymalnych (co sklania do budowy modeli
byt skomplikowanych). Warunkiem latwego wyznaczenia rozwigzania op-
Zasgadnicnie pOSZUkE\VH]]ia warlosci miuimalnej lub mui{symulncj dane f[]nk Ly} fym nego jes{ koi}strukcja pr{)bfc]‘nu, dla k{érego opracowano CECE({}/‘VHC aigory{_
na danym zbiorze nie zawsze jest dobrze postawione. Kweslie t¢ w nie ' uzyskiwania rozwigzan optymalnych zaimplementowane w powszechnie do-
przypadkach rozstrzyga nastepujace twierdzenie. ;

dolny. Iezeli dla kazdepo x€ D zachodzi nieréwnosé fi{x) = f(X). powien
w punkcie X funkcja ma miewladciwe minimuam globalne. W przypadkua

trywialnym.
Problem minimalizacji bezwarunkowej sprowadza si¢ do poszukiwani
malnej wartosci funkeji o wartodciach rzeczywistych, tj. do problemu®™

Ax) —» min, xe R".

Funkeja f wartosé minimalng wmoie osiggaé w punkcie wewnetrznym lub brzegowym zbioru D,
lerwszym przypadku, jegeli funkeja jest rézniczkowalna, wartodé pochodnych czistkowych jest
m punkeie réwna zeru. W punkcic brzegowym pochodua nie jest okredlona, aczkolwick wiasnic
punkcie funkcja moze osiagaé najmniejsza wartoéé, Przykind stanowi wypukla, malejaca funkcja
zmieancj okreslona w przedzinle e, b1, Chociaz w punkcie b pochodna jest nieckreslona, wlagnie
nkeja osiaga minimum.

rdwnoznaczni 2 minimalizacjy funkeji — £ Dlatego na poczatku podrozdzialy moéwi sic o p
optymulizacii.
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stgpnych pakietach obliczeniowyeh’. Celem rozdzialu jest zapoznanie C Zalamy, e funkeja f jest rézniczkowalna w R, natomiast wektor V/(x") =

nika z ideami najczelciej wykorzystywanych algoryimdéw i zwrdcenie uwagl o T

- . . P N . - Iy, B ] N ar g f .
pulapki czyhajyce na uzytkownikéw powszechnie dostepnych pakietéw g f L= Jest nazywuny gradientem funkeji f w punkeic x% Gradient
lizacyjnych. % i, )

gzuje ni kierunek, w kiorym przyrost wartodet funkeji jest najszybszy.

W dulszyeh rozwazaniach ograniczymy sie zasudniczo do zagadnien;
szukiwania minimum funkeji o okre§lonych wiagciwogciach. Niech D < g
zbiorem wypukiym. Funkcje o wartodciach rzeczywistych nazywamy funk
wypukla na zbiorze D, jeieli dla dowolnych x', x*e D i dowolnego «elff!

RYSUNEK 5.1

Wykresy funkceji niewypukiej i wypuklej dwdéch zmicnnych

zachodzi nierdwnodc: kel mis Uzy minimi, w o lym jedno globalne. B. Funkejn ma judno minimum lokal-
N ; . . s ie just to funkeji wypukln. Warstwice sy zhiora- ne bedier minimum  globalnym,
Sl X'+ (1 —a) X o fIx)+ (1 — o) - f) i punkedw, w kideyeh Tonkeja osinga te samg Funkeja tu jest fuskejs wypukly
art0dé

Funkcja o wartodciach rzeczywistych jest nazywana Scisle wypukla® w zbig;

o A M . Minim Minimus globalne A
D, jezeli dla dowolnych x' 2 %%, x!, x*e D i dla dowolnego ae (0, ) zge okitlne *
nieréwnosé”: Ninimum glcbalpe
fla-x'+ (1 —a) - %) <o f(xH+ I —o) fx).
Na rysunku 5.1 A przedstawiono warstwice niewypullej, & na rysunku 5
puklej funkcji dwdch zmiennych.
nie). Funkcja liniowa jest zardwno funkejn wypukly, jak i wklesiy. B
wklgslogel funkeji f sprowadza sie do badania wypukiodci funkeji —f p > N >
X, 1

Przy badarliu wypuklodci funkcji bardzo uzyteczne jest zalozenie o jej 16
kowalnosci. : :
o alézmy, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalnn w R, Macierz:

7 Poszukiwanie rozwinzunia eptymalnego nie zawsze jest celowe, zwlaszeza gdy wymaga pol

nia dutych nakluddw obliczeniowyeh. W wigkszodei przypadkéw spotykanych w praktyce p ('.32/ 3"'_/‘
wania decyzji wartodci parametréw modelu sy znone tylko z pewnym przyblizeniem, c::G v ov v ix
z niemoznodci (pracochionnod§el) wyznaczenia ich dokladnych wartdSei tub dzinlania w wari S L
ryzyka czy tei niepewnofci {zob, rozdzialy 9 i I1). Dintego cresto zadawalamy sig wyzng (xu) = :
rozwinzanin preyblizonege (suboptymalnego). Rozwigzasie takie moins otrzymad, stosujae & a;’f azl,.

heurystyezne (zob. rozdzial 15), lub modyfikujac metody doktadne. Wyznaczenie rozwinzania
tynmlnego za pomocy adpowiednio zmodyfikowanych metod dokladnych pozwala na wydatne
szenie nukindSw obliczeniowych w poréwnaniu z nakladami niezbednymi do wyznuczenin rozy
optymalnego.

" Pojecic wypuklodei funkeii ma sens, jezeli joj dziedzina D jest zbiorem wypuklym, W
nym preypadku mogs istnied tokie x', x¥e Do (0, 1), 2e isinicje punkt ax* + (1 —e)X* ¢ D, W
Flex' + {F — a)%?] nie jest okreSlona. Przypominnmy, Ze zbidr D jest zhiorem wypuklym, jed
dowolnyeh X', X¥*e D ex' — {1 ~@)x"e D, 0 < « < 1. Oznacza to, 2e dowolne dwa punkty nale
zbioru moina policzyé odeinkiem, ktdry w ealodei zawiera si¢ w tym zbiorze,

? W przypadku wypuklej funkefi jedne] zmiennej wykres takiej Funkeji nie jest poloZon
odcinka laczicego x' z x* W przypacku funkeji Scisle wypuklej wykres ten jest polozony pon
odcinka. :

dx,dx, o ox,dv,

wa sie hesjanem funkeji.

__@cch S bedzie dwukromie rézniczkowalna w R, Jedna z metod pozwalajg-
b na stwierdzenie wypuklogci funkeji jest zbadanie okreslonosci jej hesjanu.
nkcja jest wypukla w otwartym (4. niezawierajgcym punkidw brzegowych)
ls'tlle D wtedy i tylko wiedy, gdy din knzdego xe D jej hesjan jest nieujemnie
Slony.
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win kwadratowego., Zaklada sig, ze funkcja f jest wypukly funkceig

Jezeli dla kazdego x & £ hesjan V{x) funkeji £ jest dodatnio okreSlony, to f nkgi gl'allli"V‘
ta jest dcigle wypukla. ZaloZenie o otwartodcei zbioru jest niezbedne, gdyz hey Fwadratow, 2 funkcje g, /= b ... iy sg funkcjami liniowymi, a wiee wypuklymi,

jest okre$lony w punkcic brzegowym zbioru. o 'mpilixujc wypuktosé zbioru D. Zagadnienie sprowadza sig do poszukiwania
aum wypukie] E'unkcji kwadratowej na zbiorze wypuklym.

Problem programowinia kwadratowego przyjmuje postac:

5.3. Klasyfikacja problemow

. . g s 'ix‘“Ex — min, {5.12)
programowanta lllellllIOWif:gO 2

Proponuje si¢ wiele klasyfikacji problemdéw programowania nieliniowego. Be
my wyrézniaé dwa podstawowe Lypy problemoéw programowania nieliniswg Ny
tj. problemy programowania  wypuklego | problemy programowania 'nj gdzie €= {ep wn ¥ =11 %t ) wew X=0000 -\',-.}"-
puklego. Szczegdlnym przypadkiem problemu programowania  wypukle est macierza okredlong nicujemnie'’, co gwarantuje wypukiosé skladnika
kidrego sprowadzié mozna wiele zagadnied z zakresu analizy decyzyjne; dratowego funkefi C}h’ . Poniewuz funkcja liniowa jest wypukla, a suma
problem programowania 5\\\!‘1(;1‘1;0-‘\;@0“' : «cji wypuklych jest funkcja wypukla, to (5.12) jest funkcja wypukia.

Probiem programowania wypukdego polega na minimalizacji funkcji Problen programowania kwadratowego ma wiele waznych zastosowait prak-
lej (maksymalizacji funkeji wkleslej) na zbiorze wypuklym, Niech f g, i = |
oraz h, i =, ...y beda funkejami wypuklymi. Dowodzi sie, Ze zbiory okredlin;
przez nierdwnosé g(x) = 0 oraz rownanie /;(x) = ¢ s3 woéwczas zbiorami w
lymi. Poniewa?, cze$é wspolna zbioréw wypuklych jest zbiorem wypuklym
dany przez ograpiczenia (5.8)~(5.9) jest wypukly. Zalozenie o wypukliosci fu
cii fjest bardzo uzyleczne, gdy? ulatwia wyznaczenie minimum globalnego.
waz minimum lokalne wypukiej funkeji £ na zbiorze wypuklym D (jezeli istn
jest w tym zbiorze jej minimum globalaym. wyznaczenie minimum glob
sprowadza si¢ do znalezienia minimum lokalnego lub (jezeli minimum ta
istnicje) kresu dolnego.

Algorytmy poszukiwania minimum funkcji ciaglych (ewentualnie mi
cingle pierwsze i drugie pochodne) pozwalaja jedynie na wyznaczenie mini
lokatnego. Jeich [ jest Funkeja wypukla, to problem wyznaczenia mmrmgé
globalnego redukuje si¢ do o wiele prostszego problemu wyznaczenia minj
lokalnego.

e D=1brs e I A=layl | Ee=leg)

3, np. zagadnicnie zaladunku z kwadratowa funkcjy kosztu, nicliniowe zagad-
: ie poércdnik‘l sg mnadnieniami progmmowaniu kwudratowcgn Do probiemu

Stwierdzenie, czy funkcja celu jest wypukla, moze niekiedy by¢ klopotliwe"
sto jednak wypuklosé funkeji gwarantuja zalozenia przyjmowane przy kon-
wkeji modelu matematycznego sytuacii decyzyinej. W wiclu przypadkach zasad-
est przyjecie zaloZenin, Ze funkcje kosziu oraz zysku jednostkowego sy
Ksztaline'®. Nickiedy wypuklosé funkcji wynika z wlasnodci statystycznych

! Macierz kwadratowa A, jest okreslona dodatnio wiedy i tylko wiedy, gdy M, > 0, M. > 0O, ...,
AL okreslona vjemnie wiedy i tylke wiedy, gdy M, < 0, A1, > 0, M, < 0 ..., pdzie:

Warted¢ minimalna funkcfi moze byé osiggana w punkeie brzegtj o Gy,
(w szczegdinodel w wierzeholku zbioru rozwigzan dopuszezalnych, jezeli og g M= det P
czenia sy liniowe) lub wewnetrznym, W przypadku problemu PL warto$¢,
G oy,

osiggana w punkcie wierzcholkowym. Jezeli zbidér D dany jest przez ograniczen)

liniowe, ale funkcjn celu nie jest funkcja linfows, Lo warto$é minimalna nicimy znncm wyznacznik, & M, — minory gldwne macicrzy A,

by¢ osiggana w punkcie wierzcholkowym (w ogodinosci punkcie brzego ! Jeseli macierz B lc‘*‘ dadatrio 01\“-‘40“-‘ to X"Ex JW hmkbm su‘-ib wypuklu.
Szezegdinym przypadkiem problemu programowania wypuklego jest pr

4. s - . N . . . .

.Fﬂnk{.‘j:[ U-ksztaltng nuzywamy funkcje wypukin jedncj zmienncj okreslong na pewnym

Uziale, osingajacy minimum wewmisz lego przedziafu. Nawwa pochodzi od ksataltu wykresu

. Suma funkeji wypuklych {w szezegdinodei U-ksztaltnych) jest funkejy wypukly. 2 tego fak

Korzysta sie, konstrugjac funkcie celu wiclu zagadnied optymalizacyjuych,

" Peddzial ten wynika ze speeyfiki metod wyznaczania mininam globainego. Zwigzly pe
metod rezwinzywania probleméw programowania nicwypuklego moina znaleic np. w [Grab
1980].
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modelowanych proceséw. Na przyklad macierz kowariancji (zob. rozdziat 1
nieujenmnie okreslona, co gwarantuje wypuklodé funkeii kwantyfikujycej
mierzone warlancja.

Jezeli funkcja Lagrange’a osiyga minimum w punkcie X, to'®:

iy -

e 5.21
Vf(:’d)-&—'_;l,-Vh,-(x)_u' »

warnnek (5.21) jest warunkiem koniecznym (ule nie dostatecznym) istnienia

qmum lokalnego funkcji L. Jezeli X spelnia jednoczednie (5.19), to w tym
mm:cm;'é takze funkcja f moze osingaé minimum lokalne. Rozwigzanie optymalne
un ;L x"e D problemu (5.20) wyznacza rozwigzanie OPlyraaztlne x* prob[euu}
5'13}—{5.19). Wyznaczywszy‘ punkt?'. vdla ktorych zachodzi (5.21), nalezy zbadad
kiérym z nich funkcja f osigga mintmum,

5.4. Problem Kuhna-Tuckera”

Rozwazmy nastepujacy problem programowania nieliniowego:

J{x} — min,

gx)=0, i=1, .., m,

it

i

i Przykean 5.1 L

h{xy=0, i=1, .., i,

, el
.o . . ) pzwazmy zadanie' '
gdzie f, g4, i=1, ., my, h(x), i=1, .., my sq okreslone w R", Dz

(x;. Xy =247 + 343 ~> min,
Nie si znane metody analityczne (zob. podrozdzial 5.5) WYZRaczani
tremum funkeji wielu zmiennych przy warunkach ograniczajacych. Zamin
wigzywaé problem programowania nicliniowego z warunkami ogranicz
mozna wyznaczy¢ rozwigzanie optymalne rownowaznego problemu niezaw
cego tych warunkdéw, Problem pomocniczy konstruuje sie w ten sposob,
rozwigzanie optymalne (jezeli jest rozwigzaniem dopuszezalnym problem
§ciowego} wyznacza rozwinzanic optymaine problemu wyjsciowego. Probl;
pomocniczy otrzymuje sig, tworzge tzw. funkcje Lagrange'a. :
Rozwaimy problem:

y, Ty Xy - 1= 0.
Funkeja Lagrange’a przyjmuje postaé:
x, A) =00+ A(x) = 207 + 33+ 2x, + x5 — 1),

W celu wyznaczenia punktu, w kidrym moze znajdowaé sie minimum, wyzna-
iamy pierwsze pochodne i przyrdwnujemy je do 0. Aby otrzymné rozwigzanie
worzonego ukladu réwnan, dodajemy réwnanie /iy, M=y +n-1=0.
aL(x, A)

e =dx, + A =0,
'ax] !

h(x)=0, i=1, .., m. (5100 aL(x, 2)_

J(x) — min,

6.\'2 =+ /1 = O,
Zoddzmy, ze fi fy, i= 1, ..., m s réZniczkowalne w R". Funkeje: '
Xy, X=X, + % — 1 =0.

Hl:

L(x, ) = f(x) +Ii§a,-n.-(x>

Rozwigzantem ukladu réownan jest 5 = 0,6, §, =04, I=—24,

nazywa sig funkeja Lagrange’a.

* Przez ¥ oznaczamy punkt, w ktorym potencjalnie znajduje sie minimum (spetniony jest warunek
onitczny istnienin minimum}, o prrez 87 —— punke, w kiérym mirimum (globalne) jest osingane
spelniony jest warunek dostateczny ).

- Witpliwoéé moZe budzié symacia, gdy minimuom Jest osiagane w punkcic brzegowym zbioru
anege przez (3.09) pochiodna funkgji £ w tym punkeie nie istnigje. Niemnicj jednuk w preypadiu
inimalizacii ¢5.20) zakladn sig rduniczkowalnoié wszystkich funkeji w RB7 i przy tym zalozesin
Yinacza sie minimum L.

1" Bedzienmy rozrazniaé problem od z2adasia. O zadaniu méwimy, gdy parametrom zostaly nadine
ankretne wartodei, Zadanie jest szezegdlnym przypadkiem (instancjy) probiemu,

W kazdym punkcie xe D, . spelniajacym (5.19), L(x, L) = f(x). Wyznac:
minimum globalnego funkeji nalezacego do D jest rownoznaczne z WyzZnacze
minimum (globalnego) funkeji £ Zugadnienie minimalizacji (5.20) nazy'
problemem Lagrange’a, a 4, noszg nazwe mnoznilkkéw Lagrange’a.

BOW literaturze problem ten okredla sie nickiedy mianem problemu Karush-Kuhna-Tuek
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Hesjan'™ D e ( St w}m . )
V2 3 4 0 Kuhna-Tuekera
V-L(x, A) .
06 el % jest minimum lokalnym problemu (5.15)— (5.17) oraz punktem regularnym,

jest dodatnio okredlony, adyi: stnieja liczby And= 1, ,omy b fi, i=1, .., m, takie ze:
e E restony. geyz: , s

40 (1() + 2/1 Ve (X) + Zxr V(%) =0, (5.22)

=4 6=0-0=24 >0,
06 1T -

|£§} = 4 - 0.. i
e %) = 0, i=1, ... my, {5.23)

co oznacza, ze w punkcie [0,6 0,4]" lunkcja L(x, 1), @ wicc i f(x), istolnie os o, Q=1 o, 1. (5.24)
minimum — z uwagi na wypuklod§é funkceji — globalne.
Warunki nieujemno$ei nakiada si¢ na mnozniki odpowiadajace ogranicze-
am nierdwnodciowym. Warunki (5.22}~(5.24) noszg nazwe warunkow Kuhna-
uckera, kiotko warunkéw K-T. Sa to warunki konieczne. Pomijajgc warunki
(x) < 0. i=1, .., my, ottzymujemy problem Lagrange’a™.

Kolejne twierdzenie olredla warunki wystarczajyce Kuhna-Tuckera.

Wyznaczenie punktu, w kitorym moze znajdowad sie minimum, wymagal
rozwigzania ukladu réwnad lintowyeh, W ogdlnym przypadku (4. dla doweln
funkcji f1 h,) olrzymujemy uklad réwnan nieliniowych, kiérego rozwiazanie:
byé bardzo trudne, co implikuje maly praktyczng przydatnos¢ wyznaczania
mum funkejt w sposéb analityczny.

Rozwazmy obecnie przypadek bardziej ogdlny, kiedy u"mmuemd mogal
tukze nieréwnosciami.

Dia dowolnego xe D zdefiniujmy zbidr aklywnych ograniczeri nierdwnoici
wych A(X)= {i:g;(x) =0} oraz zbiér kierunkow D(x)= {de R": Vg(x)'d
ig A(x), V() d =0, f=1, ..., m}.

Punm Xe D :mz,yw.uny u_g,uiarnvm Juch de chwolm.go k:clunku ds bt

2
seli funkeja fjest wypukda, funkeje g, =1, .., s sa wypukle, a /i, (=1, ..., 11,
Jiniowe®', to kazdy punkt, w kiérym sg spelnione warunki konieczne K-T jest
inimum globalnym,

{ Przvikrap 5.2 }

kidrej pewna poczz;tkowa czes$é zawiera sie w [
Nizej podajemy warunki shuzace do sprawdzenia regularnosci.
Warunki regularnodci: : a .
1. Warunek Karlina. Jeieli g, i=1, .., m sa wypukle, I, i=1, .. 1 %) = 247 + 43 — min,
liniowe, to kazdy punkt xe D jest punltem regularnym, 10 47) =21+ 2~ 10 <0,
2. Warunck Slatera. Jezeli funkcje g, i = 1, ..., my sa wypukle, I, i =, ... 1 J 2(3‘1' x)=x 4+ x5 <4,
lintowe oraz istnigje punkt x taki, ze g~(x) <0, i=1, . ,m i (X X X)) =3x, 4 x— 1 =0,
i= L, ..., 1ia, t0 punkt xe D jest punktem regularnym. : e
3. \‘Vﬂl‘ill]ds liniowej niezaleznodci, fezeli w punkcie x gradienty Vg (x), {67 = ’)"' . Ve (x)y=
oraz Vh{x), i = 1, ... my tworzg ukiad wektoréw liniowo niczaleznych, to p : X3
x jest punktem regularnym.

zwazmy zadanie:

2‘(_
. V(X)) = 2:" . Vh(x)=

I

. - L . . s 19
Niech mnch'f’ g i = | - my, i= 1, o, iy beds rGiniczkowalne w RK® Waranki konicezoe i wystarczajgce Kulmi-Tuckera formuluje sig prey rodnych zalozeniach,
; Yiﬂczyilsmy niajprostszg wersje twicedzenin, pomijajae warunki konicczne i wystarczajace drugiego

it}

Z.u:w-mny, Ze w punkcie X spelniajacym warunki konicczne K-T pochodne czastkowe VI
kt‘-_ufm{_ ulegaja wyzerowaniu,

J{.st o sownoznaczne ze spelnieniem warunku Karlina.

# Badajuc okredlonodé hesfanu pomijamy zntienne A,
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ﬂypnfﬂiéw niec sg znune metody wyznaczania ekstremum funkejt za pomocy
OrOW okrestujacych w sposdb juwny zaleznosé miedzy wspélzednymi punkitu,

Warunki K-T przyjmujy postacé:

Jlil Hl‘! 4 . .- ;-
, . s\ i 2y 3 0 oW . : e
Vi{x)+ ZZ.-V&’;(‘\') + Ellth,-(-\') =15 "+ Ay I + Aa 9 "o I 1 = ol yktorym funkeju ostaga ekstremum. o wartodciinmi parametrow (wapoOlezynnikow
5 | et 2v, 2x ; . e - . 7
i i a3 2 wjicych prey zmiennych). W otakim przypadke (spotykanym zazwyczaj w prak-

}"lgl(x) = ;\4(-\_] + Xy ‘0) = O,
Az.&’z(x) = ;Lg(.\'? E Y _\‘% — 4} = {),
A=0, i=1, 2

yee) korzystamy 7 {nc{m! numerycznych _puzvyulzg!qcych w s';pnséb ieracyjny
QyzmlCZ}’é roZwWigzane :K)pi_ymulnc lub rnzw:_zlz:m:c niezbyt ud nicgo odlegle. idea
stepowania sprowadza sig do wyznaczenia rozwigzania poczatkewego i po-
rawy tego rozwigzania do momenta uzyskania rozwinzania optymalnego fub
rzyblizonego (suboptymalnego). Realizacja nuszkicowanego postgpowania wy-
aga WYZICHENIR dopafszczaincgo rozwigzania wyjsciowego (punktu startowe-
0), poprawy ego rozwigzania w kolejnych krokuch i okreslenia tzw, Kryterinm
zsfopu, ktore umozliwia stwierdzenie, czy aktualne rozwigzanic jest rozwiyzaniem
ptymalnym lub wystarczajaco bliskim rozwinzaniu optymalnemu™,

Poszukujac optimum funkeji (zardwno w przypudku oplymualizacji bezwarun-
owej, jak 1 warunkowej). stajemy przed nastepujacym dylematem: czy skorzystac
algorytmu pozwalajicego na wyznaczenie ekstremum lokulneso szervokiej klusy
roblemdw, ale by¢ moie malo efekiywnego w konkretnym praypadku, czy tez
ostuzyé sig algorylmem opracowanym specjainie w celu wyznuczenia aptimum
roblemu nalezgcego do pewnej waskiej klusy, ale potencjainie bardziej efektyw-
ym, gdyZ korzystajacym z informacji zawartej w szczegdlnej strukturze proble-
. Wyb6r nie jest weale oczywisty | czesto przesadzajg o nim wzgledy praktycz-
. . dostepno$c pakietu obliczeniowego realizujacego mozliwy do zastosowania
gorytnl. Z tego powodu wybor pada czesto na algorylm niewyspecjalizowany,
mozliwiajacy wyznaczenie ekstremum szerokiej klasy problemow.

- Opracowano wiele metod wyspecjalizowanych wyznaczajgeych minima lokal-
e probleméw szczegdinie czesto spotykanych w prakiyce. Do tlego rodzaju
zagadnied mozna zaliczyd przede wszystkim problem programowania kwadralowe-
g0; Algorytmny te sq w wigkszogei przypadhow zmodylikowanymi wersjami metody
simpieks [Grabowski, 1980, rozdz, 14].

Metody niewyspecjalizowane wymagajq ciaglodel (niekiedy rozniczkownl-
béci) funkeji kryterivin i nie korzystajy z informacji zawurtej w szczegdlnei
kturze problemu. S to kiasyczne metody iteracyjne, pozwalajice na uzyskanie
stremun lokalnego z zadany dokladnodciy zalezng od nalkiadu obliczeniowego
(lofei krok6w), jaki jestedmy golowi zaakceptowad.

Mozna dokonaé nastepujacego ich podzialu [Wit, 1986]:

metody bezgradientowe: korzysta sie wylgcznie z warlodei funkejt (nie jest
wymagana jej rdzniczkownlnogé):

Otrzymalifmy uklad czierech rdwnan z pigeioma niewindomymi. W eel
znaczenia rozwiazanin tego ukladu dolaczamy do niego réwnanie 3 + ;-
Jednym z rozwigzaf jest ¥ =~ 0,27, §, = 0,18, 4, =24, =0, i = 036, W na

minimum jest jednocze$nie warpnkiem dostmecznym, a minimum lokals B
minimum globalnym, co bezpodrednio wynika z twierdzenia 5.3. Hesjan

Podobnie jak w przypadku problemu Lagrange’a, podstawowa trudnosé nalj
numerycznej uzyskania rozwiazania oplymalnego na drodze analitycznej polegiii

liwia bezpodrednie zastosowanie warunkdéw K-T do poszukiwania minip
funkeii nieliniowej przy warunkach ograniczajgcych?. Natomiast latwo jest 5P
dzi¢, czy w danym punkcie X sq spelnione warunki K-T. Uldad (5.22)<
redukuje sig bowiem niezaleznie od postaci analitycznej funkeji £l g, 7= 1,
I, =1, ., b, do ukladu rdwnad liniowych; wielkodet VF(x), Vg (x), Vi (x)

ukiadu réwnai (5.22)—(5.23), trakiujac A, i gy jako niewiadome i sprawdzic,

spelniajn one (5.24).

5.5. Algorytmy wyznaczania
ekstremum lokalnego

Ekstremum funkeji (w przypadku optymalizacji bezwarunkowej i warunk ‘.15}3
mozemy wyznaczaé, stosujac metody analityczie badZ numeryczne. Przyk’ladgﬂ

1 Ukiad réwnai (5.22)—(5.23) jest linfowy tylko wiedy, ady funkejn £ jest funkejn kwa
ag =1, oy il i=1, L, my su funkejami lintowymi.

* Sformulowanic warunkow K-T din konkretnego typu problemu prowadzi zazwyczaj do
nienia stunowigcege punkt wyjfcin do epracowanin algoryimu wyznaczafacego minimun

" Przykladem algorytmu reabizujncego naszhicowang idey jest aigorytm simpleks. Punkiem
owym jest wyjiciowe brzowe rozwinzanic dopuszezalne. Kryteria ustwania i wprowadzania
teanyel do bazy pozwalaja w koleinym kroku preefic do buzy nie gorszej od juz uzyskancj, a kryteria
Plll:ks wnodliwingy sprawdzenie, czy uzyskane rozwigzanie jest optymalne. Petniy zatem roly
Tk stope.

charakeer, pomijany.

sz [
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'Re-lsumujqc, postgpowianic mozna ujud w postaci nastgpujycej sekwencji kro-
A

‘:k {, Wyznacz punlkt startowy x" 1 podstaw A =0,

dkﬂ SprawdiZ, czy W punkcic x* funkcja osiaga minimum. Jezeli tak, stop.
W przcc:wnym przypadku przejdZ do kroku 3,

: k 3, Wyznicz d* i 1. u nastepnie przejdZ do punkiu x**%: = x* + r,d*, Podstaw
pro= ko4 11 wrod do kroku 2,

funkcjiz
3) inne metody: Rorzystaja 7 wartodei pochodnych wyzszego rzedu,

Wyhdr metody zalezy od wladciwoscl funkeji | dodwiadezed numerye
okreslajgeyeh jej efektywnodé w przypadku wyznaczania optimum proble
danej klusy. Na prostych preyliadach dokonamy ilustracji sposobu duialanig
branych metod. Omawiane pracedury obliczeniowe zostaly zaimplement
w powszechnie dosiepnych pakictach obliczeniowych. Wyznaczanie minimum funkeji wiclo zmiennych redukuje ste do sekwencyj-

nego rozwiazywania problemow 2z jedny zmienny:

5.5.1. Wybrane metody gradientowe minimalizacj (xt ¥ 1, d') — min,
w problemach programowania nieliniowego : <t <l

bez Ograniczeﬁ ie [, cznuczi maksymalna wartodé £, x*, d* sg dane (4. s3 one parametrami),
Iko 4 jest zmienng™.

Rozwazmy problem optymalizacii bezwarunkowej: . :
Slosujac pakiety obliczeniowe niezwykle rzadko udaje sie dokladnie wy-
aczy¢ wartoS¢ minimum ze wzgledu na dokonywanie obliczedt w arytmetyce
koficzonej dokladnodci oraz kumulacje bledéw?. Dlatcgo praponuje sie rézne
r; keyleria stopu. Zakoriczenie postgpowania moze nastepowac np. kiedy w kolejnych
ricjach poprawa wartosci Tunkcji jest mniejsza od zadanej. Czesto w pakietach
sliczeniowych okredla sie maksymalng liczbe iteracji, po ktdrej algoryum ulega
oficzeniy, a ktdry uzytkownik, w celu vzyskania rozwigzania blizszego optymal-
mu, moze zmienic.

Sposob wyznaczania d' zalezy od wiasnoci funkcji. Jezeli funkcja jest roz-
czkowalna, to w celu wyznaczanin kierunku spadku korzysta sig najezedcie
radientu. Jezeli funkeja jest tylko ciggla, trzeba uciec sic do innych metod™.

fix) —» min.

Bg,dm,my z.akladac_ /Lj_]csﬁ iun[\c;q uq"lq. Istnieje wiele metod wyzna

punktu star mwuro. smmmy sie w kazdym kroku p[/ybllzye do minimum, przesy

wiajac sie w obranym zgodnic z pewnymi regulami kierunku, n(uywanym ke

kiem poprawy. Innymi slowy. konstruujemy sekwencje punkiow {x*} = R*

stepujycy sposob:

1} w punkeie x* wybieramy kicrunek dbe R

2y okre§lamy warto§é wspdlczynnika 7; regulujacego dlugosé kroku; nada
si¢ taka wartodé, aby spelniona byla nieréwnodc: '

Fixt 4 dhy < f(xN.

% Tylko w szezepdlnych preypadkach udaje sig w sposab analityczny wyznaczyé minimum funkeji
nej zimiennej. Istnicje wiele prostych i uniwersalnych metod wyznaczania minimum takicj funkeii,
preeszukiwanie dychotomiczne, metoda zlotego padzinlu, przeszukiwanie z uiyciem wspolczyn-
w Fibonacciege oraz meioda bisekeji | Newtona, Wymaga sig jedynie, aby w dostatecznic duzym
pioczeniu minimum funkejo byla wypukia — nickoniceznie rézniczkowakna (tylko ostitnia 2 wyinienio-
- metod wymags rdzniczkowalnodel funkeji), Opis algorytméw wyznaczanin minimum moznn
iless w kazdym podreczniku metod optymalizacji nieliniowej.

¥ Opis probleméw numerycznych stanowi domeng metod nneryeznych, Zainteresowany Ceytel-
tiik'g opis tych probleméw znajdzie w kazdym podreczniku z tej dziedziny. Stosujuc opisane nizej metody,
emy olrzymud rozwinzanic dowolnie bliskie rozwigzaniu apiymalnemu.

2 Przykladami takich metod sy meteda cyklicznego przegladu wspdliegdoych oruz aigorytm
oke-Jeevesa (zob. np. [Brdys, Ruszezyniski, 985, Wit, 1986)). ldea metod polegn na systematycznym
gladzie kierunkéw, w kidrych wartodé funkeji maleje i przejfeiu do kelejnege punkiu, Preejeie
kpuje w kierunku zapewniajucym maksymalny spadek wartoci funkcji.

a nastgpnie przechodzi sie do kolejnego punkiu:

X =xF 4 dh

Wektor ¢ nazywamy Kierunkiem spadku (poprawy) funkeji £ w punke
jezeli istnicje takie 1, > 0, ze dla kaidego 1,e (0, ] f(x + £, d%) < f{x). Prol
sprowadza sig do wyboru takiego 4, dla kidrego spadek warto$ci funkeii
maksymalny. Nadanie 7, niewladciwej wartodci prowadzi do sytuacji przedsta
aych na rysunku 5.2. Jezeli wektor d ma niewlasciwa dlugosé, to z pun
przechodzimy do x% lub x* zamiast do x'.
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RYSUNEK 5.2 S
{ Przvkean 5.3 L

_'-.._'l—"—-_‘
S oo e byt o~ wEqripe™ v . el cii skt -_ : 8 . J— e . 2 . .. . . .
A, Dobde (Hugn.\u. W}.I\lul.l. o, ,.me..slr’/.q.fum_ : 8. Sposab koastrukeji wektora preesunig ozwaZITy zaddme,] (X, Va) =07 + 435 — min. Minimum Rmkc” Zil'di(hl_](: sie w punk—
wektor przesunigein d jest zhyt dlugi. Na- ) T ot h ‘
stgpstwem jest oddalanie sie od minimuny Dhugos¢ wukiora just Fowik ,;[T i

zamiast przeiéé do x', przechodzimy do x'.

: . L A . duzych co do wartodei bezwezglednef
Jezeli wektor just zbyt kedtki, nastepuje pregj-

pochudnych crgstkowych wekior ten jé

deie do x* Nadajue odpowiedniy wartosé 1. ) N : . 7
JAlugi”, stud potezebn kontroll jego . . N I TR s R .l . 2y 21
eliminujemy problem niewlidciwej disgodei s ep Lo d Niech punktem startowym bedzie x = crd” = — V" = ¢ e =l_,
kroku L= —=
A Mininum A I w2t 1 —2¢
: (] S s
A2 !d() =X - FV (X ) = —_ = .
| . + 4 | —2 —2r
[} . HA ] o : 2 . I . L.
‘Tak wiee minf(x"+ %) =min[(1 —=20%]; = Dokonujyc podstawienia
t=0 >0 2
i . . oo ] 1 2x 0
B 1/2, otrzymujemy x' = x"~ V(") = N R = )
I 2{ 2,y
T (b
“Minimum zostalo uzyskane po wykonaniu jednej iteracji™. Mozna dowiesé, e
= przypadku funkcji kwadratowej zastosowanie metody najwigkszego spadku
A Ll T T . P R rnresEe - L .
. T . egulowany dlugodcia kroku pozwala na otrzymanie rozwiazania optymalnego

ednym kroku.

5.5.1.1. Metoda najwiekszego spadku 5.5.1.2, Metoda Newtona-Raphsona

Zalézmy, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w R" {dokladniej: ma
ochodne czgstkowe drugiego rzedu w R"). W metodzie Newtona-Raphsona cigg
nunltdw (x*} uzyskuje sig, stosujac wzér

b= VYTV (x), (5.30

Zatézmy, ze funkcja f jest funkejy jednokrotnie rézniczkowalng w R" (dokl
majacy pochodne czastkowe pierwszegpgo rzedu w RY). Startujac z punktu %%
struujemy ciag {x*}, korzystajac ze wzorw:

xk + 1: = xk _ Vf‘(xk) . : .
. gdzie VA (x*)"' oznacza macierz odwrotng do hesjanu funkcji f w punkcie x*.
= xf -, VN,

i PRZY#LAD 54 B

gdzie 1, wybiernmy w ten sposéb, aby minimalizowa¢ wyraZenie Fx* - 1,Vf( i
1, > 0. Wersja metody dana przez (5.29) nosi nazwe metody z regulowil ana jest funkcja f(x), %) =x%+a3 — 2v,x, i punkt startowy x°= 21, Fix") = 1
diugoscin kroku™, L ) ) 3 '
keja osinga minimum niewlasciwe dla Y=l oy =—x; f(X)=0. W celu

Cynego wyznaczenia minimum, stosujemy wzor (5.30).

M Wekior preesunigein &F = —VF(xY). Naszym celem jest zmniejszenie wartodei funkejl, p
my sig wiee w kierunku przeciwnym do gradientu. Z tego powodu £, moze przyjmowaé tylko
doduinie. Gdyby t, przyjmowalo wartoiei ujenme, preesuwalibyémy sie w kierunky, w ktoryt
funkgji rosnie. :

o . . . .
W celu uproszezenia zaupisu pominigto indeks doliny pray .
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2, = 20 o]y osiagnienty stosujac dowaolny algorytm z regulowany diugodci kroku, zaleiy

Gradient funkcji jest rdwny Vf(x) = . Wykonujemy itcracjel i poru punktu startowego’!,

2, — 2y ;

rytmu Newtona-Raphsona: - Metody ileracyjie poswibiyjy na wyznaczenie minimum lokalnego, Wartodei
b~ B SOkl - . H ¥ - H NP icY A G
ki W minimach fokalnych mogy sig od siebic znacznie réznié, w szezegdlinodei
5 5 y 5 943 : ﬁic odbiegad¢ od minimum globalnego. Nierozpoznanie struktury zadania moze

2 2y, — 2 2 -2 2+2 ! Lo . . . : ;
X = X V(R = . - N ] v - 15 e 7ol adzié do wzigein minimum lokalnego za globalne. czego nastepstwem moze

: va — 2y, K 2 3-2¢

uzyskanie razwigzania odleglego (w sensie warlodci funkeji celu lub wartodci

{13
e - . 3
iennych) od minimum globalnego™.

Wyznaczamy rozwhizanic optymalne zadania:

minf(x" + @ e min 202 + 207+ B3 =207 =22+ 203 - 20} =Y,
r=0 [N ]

5.5.2. Idea metod minimalizacji
w problemach programowania nieliniowego

Podstawinjae = '/, do formuly rekurencyjnej. otrzymujemy: z ograniczeniami

X't = X0 V) = 20 =2 - 2', ’ 1 Obecnic poczynimy kilka uwag nu temat :&;posoi.)u wyznaczania optimum w przypa-
: 3 41 2 2, - problemdéw z wasunkami ograniczajgcymi. Rozwazmy problem (5.7)—(5.9).
Wyznaczanie minimum tego problemu moZna sprowadzié do wyznaczanizx mini-

& wige punkt lezacy na jednej z prostych wyznaczajucych rozwigzania optymaly éw kolejno rozwiazywanych pomocniczych probleméw bez ograniczen.

Z przykladu wynika, 2e w celu stwierdzenia, czy wyznaczone melo \ kibre oznaczmy przez x*. Nastgpnie modyfikujemy parametry problemu pomocni-
czego w taki sposdb, aby ciag {x*} rozwiazait optymalnych rozwigzywanych pro-
funkeji kryterium.

W przypadku funkecji nieograniczonej z dolu Heracje bylyby kontynu
w nieskoitczonosé. W prakiyee, prébujae wyznaczy? rozwigzanie problemu:
ograniczony funkeja celu za pomoca pakietu optymalizacyinego (Solvera), ngj
cigj otrzymamy komunikat o braku zbieznodci rozwigzania do optimum. -

Jedno z podejdé polega na zastapieniu problemu z ograniczeniami problemem
malizacji bezwarunkowej przyjmujacym postaé tzw. funkeji kary. Im bardziej

Intuicja podpowiada, Ze im blizej minimum sie znajdujemy, tym mnicjs foblemu wyjsciowego, tym funkeja a przybiera wigksze wartoci. Sekwencyjna
wartosct prayjimua pochodne czastkowe, z czego wynika, Ze wektor przesunigCiitlgiies.  modyfikacja parametréw funkeji kary zapewnia, 7e w kolejnych krokach otrzymu-

ma mnicjsza diugodé. Oznacza to, Ze zmiany wartodei funkeji w kolejnycl
cjuch staja si¢ cornz mniejsze. Uzasadnia to korzystanic z kryterium stopu
lujucego zakoiczenie obliczed w praypadku, sdy zmiany wartodci funkeji sa
sze od pewnej, wystarczajgco malej, dodatniej stale]. Latwe jest takze uzas
zakonczenie obliczel po wykonaniu pewnej, wystarczajgco duzej, liczby- it
(kryterium czgsto wykorzystywane w pakietach optymalizacyjnych). Jezel
blizanie sic do minimum jest (w sensie zmian wartodci funkeji celu czy t
godci kroku} coraz powolniejsze, to po wykonaniu odpowiednio duzej liczb
cji mozenty oczekiwad, ze zmiany wartogei zmiennych (wartoscei funkeji) kolejnytl
iteracjch bedy juz bardzo male i bliskie wartodciom przyjmowanym w rozwidza 1
optymalnym.

Stosujac dowolny algorytm iteracyjny z regulowany dlugoscia kroku
chodzimy w kolejnym kroku do rozwigzania, w kiérym funkeja kryterium
muje mniejsza wartodé. Jezeli funkcja ma wiele miniméw lokalnych, to to

emy rozwinzania w coraz mniejszym stopniu naruszajgce warunki dopuszezalnodci

it nie jest wypukla, jest wielokrotne powtarzanic procedury poszukiwania mininam tokalnego. Przy
dym powiérzeniv korzysta sic z innego (np. losowego wygenerowinego, spelninjacego worunki

lgoryimow genetycznych (zob. rozdziul 15) w celu sprawnego wyznaczenia minimum globalnego
unkefi nicbedaeef funkeja wypukly. Trudnogé wyznaczenia minimum dowolnej funkcii saklady istotne
kiyczne ograniczenia na proces modelowania. Mozna zawsze zadaé pytanie, jaki sens ma konstrakcja
delu. wicrnie odzwicrciedlajicego realin procesu decyzyjuego, skoro wyznaczenic rozwigzania
Ymﬁlncgf) bedzie trudne tub niemozlive, R ‘

2 Caytelnika zainteresownnego wiasnosciuni opisywanych metod, np. problemami doboru punkty
_G!\{Cgﬂ. rodzajami i szybkofck zbieinofci — ze wrgledu na wysoce specjalistyczny charakter tych
nieh — odsylamy do literatury zumicszezonej na koscu rozdziatu, t

s T o . B Pt E
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;;-popll]“”‘o{;é i'u.nkcji u.lam?kowcj. w z.dccydowzme_i wigkszoder praypadkow

sadne jest przyjecie ZZliUZl—iﬂl‘d o pr'uporc_}(maino.f;ci wynikow do nakludow, co

zasadnia Hniowosc Wu!'lfl‘ﬂ\'OW Ugmm({zzl_;z}f:ych.

Problem minimalizacji (maksymalizacji) funkcji wlamkowej przy liniowych
sepinch nosi nuzwe problemu programowania hiperbolicznego (ilorazo-

pgranic . L )
e Problem ten moze byc 2zt pomocy prostych przekszialeen sprowadvzony do

).

blemu programowania liniowego,
Problem programowania hiperbolicznego przyjmuje postac:

Metody kierunlkow dopuszezalnych sprowadznjy sie do wyznuczenia do
czalnego rozwigzania wyjiciowego i poprawy lego rorwigzania polegajye
przejfeiv do lepszego | zarazem dopuszezainego rozwinzanin wadluZ (2w, ki
ku dopuszezalnego, tj. inkicgo kierunku, Kidry zapewnia, 7ze nic opuscimy zh
rozwinzal dopuszezalnych. Sposob wyboru kierunku oraz dhlugosci kroku zaje
konkretnej melody™, Wiele metod optymalizacji bezwarunkowej moze by¢ zmg
fikowanych w ten sposob, aby moizna bylo je wykorzystaé do rozwigzywi
problemdw programowania nieliniowego z ograniczeniami™

—» min, (3.30)

5.6. Wybrane problemy programowania
nieliniowego sprowadzalne
do problemu programowania liniowego

(5.32)
(5.33)

[

W wielu przypadkach udaje sig sprowadzié problem programowania nielinig
do réwnowaznego problemu programowania liniowego. Rownowaznoéé polegal i
tym, Ze znajac rozwiagzanie optymalne pomocniczego problemu liniowego, moj
wyznaczy¢ rozwiazanie optymalne wyjéciowego problemu nieliniowego.
Przedstawimy dwa — czesto spotykane w praktyce modelowania pro
programowania nielintowego sprowadzalne do problemu programowania lini
a mianowicie problem programowania hiperbolicznego oraz problem z maksim

W celu wyznaczenin rozwigzanic optymalnego (5.31)—(5.33) tworzymy po-
‘piczy problem programowania liniowego, ktérego rozwigzanie optymalne
viekszodci przypadkow) pozwala wyznaczyé rozwigzanie optymalne problemu

: - x; | {
iech S=dx+d, > 0, y={v. .. ]/, = ——, yy=—=—-1 vk
NECC i ¥ =1y wal' W dx + d, Yo ST dx+ d, wynika

kryteria. W drugim przypadku dazymy do maksymalizacji wartoSci kryt
czastkowego osiggajgcego w zbiorze kryteridw minimalny wartodé. Do wym
nych probleméw moina sprowadzié niektdre z zagadnieri programowania wie

Po wykonaniu prostych podstawici problem (5.31)-(5.33) mozemy sprowadzié
asigpujacego problemu programowania liniowego:

terialnego, w szczegdlnodei dwukrytleriowego {zob. rozdzial 4). (5.34)
o i (5.35)

5.6.1. Programowanie hiperboliczne. : (5.36)

Wiele zagadnien ekonomicznych, w szczegolnosei z zakresu planowania | ; (5.37)
L s (5.38)

cji, sprowadza si¢ do wyznaczenia planu maksymalizujacego (badZ minimal

cego) wartos¢ pewnego wskaznika (np. rentowno§é brutto tub netto). Tluma
a {5.34) wykonujemy nastepujacy ciag przekszialcesi:

W Wyzmczajae jege dlugodé musimy zadbac o to, uby nie opuiei¢ zbioru rozwitzan dopusz 1 A% + d d
M Modyfikaeje polegaja nie tylko m odmieconym niz w preypudku optymalizacji bezwurinsd <o . ¥(dx + dy) +cy Yoldx + dy) = ¢y +
dx + d, dx + o dx + d, o

wyznaczenit dlugoici wektorn przesunigein, ale na zaproponowaniu postepowania, jezel
wartodel funkeji jest mozliwy tyltko wowcezas, gdy poruszamy sie wzdlug brzegu zbiora D C
zatnteresowanego sposobem postepowanin odsyluny do literatury,

- ) S
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. .. 1 . 515 wProdeZi‘m)’ nowe zmienne w celu sprowadzenia rozwazanego zadania do
a nastgpnic podstawiajic i J(“l=.‘-’n‘ uzyskujemy (5.35) Jania pmgrnmowmﬁu liniowegon., Dla utrzymania jednolitodei zapisu zmienne

stawiajy sig nastepujaeo: L X Zastapiono ZImIennymi Vi, .. Ve, 4= Vi J=3, .. 6.
[ 1+ 3y, — Max,
AX < D e Ay(dx +dy) <D ¢ Ay € b <> Ay < by, Yo

dx + ), By, — V3 — 10y, =0,
Warunek (5.36) otrzymujemy. dokonuwjac ponizszych przckszateen: ; Sy TN =10y, = 0.
X | dx + d — 3z + Vs ~ vy =0,

dy + dyv,=d + cf, = = i R TSV
Yo den = C i vy Cdx + dy A% + dy Yo 32"" 0.
= 2yy=1,

Dodatnase v, wynika wprast 2 delinicji (podobnie juk nieujemnodé wektoryy
Opisany sposob postepowania okredla sie mianem metody Cilﬂ!']lcSZP-C(}épe
Problemu (5.34)—(5.38) nie moina rozwigzad metody simpleks z uwag
warunck (5.38). Wygodniej jest zustapié go warunkiem:

vy =0

i sprawdzi¢, czy w rozwigzaniu optymalnym (5.34)-(5.38") warunek (5.38
spelniony. Jezeli w otrzymanym rozwigzaniu v, = 0, problem (5.31)—(5.33) n
rozwinzania optymalnego (zob. twierdzenie 3.5).

D PRZYKEAD 5.5 e

Dane jest zadanie programowania hiperbolicznego:

1‘-:-__ 12
A+ 3aa = 10
3y, - = 10,
AV CAVE-N I
2y, + Sx. < 35,
Xy, s = O

—r Max,

[RY]
-

je
2y, + 3+ 3
-

’zeli D« @1 funkcja celu ey + quyy jest nieograniczona od dolu, 1o fuz?kcja celu
5.31) jest takze nicograniczona od dolu,

Sprowadzamy zadanie do postaci kanonicznej:

2y, + 36+ 3

— max, £ Bl
3y + 2wy~ 12 B L 5|
N3 —-n = 1}, '_._'ieli problem (5.34)~(5.38") jest sprzeczny, to problem (5.31)~(5.33) jest takze
3y, — . -y = 10, sprzeczny.
Zv) — 3%, + s =1t Wynika stad, ze rozwigzanie optymalne problemu (5.31)—(5.33) istnieje'wlec}y
2xy + 54y + 5, =35, ylko wiedy, gdy istnieje rozwiazanie optymalne {y', yp) problemu (5.34)-(5.38"),

Xia emea Xp = 0. akie e y(‘il > .

o : oo YT, R
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W wigkszoSci problemodw spotykanych w prakiyce jest spelniony wg POLECENIA | PYTANIA KONTROLNE

dx + dy > 0, co zabezpiecza przed wysiqplenu,m braku skoficzonego eksuem i
Znzwyczaj w rozwigzanin optymabnym (y7, w) problemu (5.34)~(5.387) y;
wmozliwin wyznaczente rozwigzania oplymalnego problemu wyjiciowego,

mowxc_ wady paradygmatu liniowodci, Podad konkretny prayklad z ekonomi.
‘definiownd  ter miny: minimum lokalne, minimum globalne, kres dolny,
fuuijd wypukla, funkeja wklesta, Podaé Hustracje geometryczng dia funkeji
cdneJ i dwieh zmiennych.
-pm_]dc klasyfikacje problemdéw programowania nieliniowego. Dlaczego w za-
stosowaniach istotng role odgrywajy problemy programowania wypuklego?
7definiowadl problem programowiania kw: adratowego.
Oméwié problem Luagrange’a | Kuhna-Tuckera, Wskazaé réznice miedzy tymi

5.6.2. Maksyminowa funkecja celu

Dany jest problen:

: & . , )
min {€°X + ¢4y} > max, pwbicmilml-

R P

Wskazaé réznice migdzy metodami analitycznymi a numerycznymi wyznacza-
Ax=bh, nia rozwiazad optymualnych problemdw programowania nieliniowego.
x> 0. Omowic¢ dzialanie metody najwiekszego spadku § Newtona. Na ezym polega

wyzszo§¢ metod z regulowuny dlugodcia kroku? Sporzadzié odpowiednic

Rozwazmy ciag problemdw: rysunki
N~ max, Xg= min (€% + ¢, Ax=D, x=0, Uzasadni¢ posiugiwanie si¢ omawianymi kryteriami stopu.
k=l s Na czym polega trudnodé wyznaczenia rozwiazinia optymalnego (minimum
Xp ~» MAX, X, < min {¢"X + ¢k Ax=b, x=0, globalnego} w przypadku, gdy funkcja celu nie jest funkcjg wypukla?
k=1 Oméwié sposGb wyznuczania rozwiazania optymalnego problemu programo-

Xy =y max, xS xX+eoy k=1, ...8  Ax=b, x40, waniz hiperbolicznego. Kiedy na podstawie rozwigzania probiemu pomocni-
. R . . czego nje mozna wyznaczyd rozwigzania optymalnego problemu wyjdcio-
Pierwszy z nich jesl inaczej zapisanym problemem (5.39)—(5.41). Przy pr £ » * Pty g0 P ¥l
cit od drugiego do trzeciego problemu zbidr rozwigzai dopuszczalnych
poszerzeniu, nie ulega natomiast zmianie zbidr rozwiazan optymalnych.

Ostatecznie problem (5.39)-(5.41) mozemy zastapié¢ réwnowaznym (ze

du na zbiér rozwigzad optymalnych) problemem programowania liniowegd

wego?
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X — max,
Y- <o k=1, .., 8

i warunkach (5.40)—(3.41). Na xy nie nakiada sig warunkéw znakowych, po
¢*x + ¢y jest nieograniczone co do znaku®
Stosujac elementarne przeksztalcenia, mozna w identyczny sposdb sprowi
do problemu PL problem: o ‘ .
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min {c X+ o] 2 MAX,
k=1,

przy warunkach (5.40)—(5.41).

¥ Problemu (5.42)—(5.43) nie mozemy rozwigzywaé metody simpleks, gdyz na jedng 2¢
uych nie zostal naloiony warunek nicwjemnodci. Zostepuine wmienng X, zmicnoymi X
Xy = x5 — Xg. sprowadzamy rozwazany problem do problemu, w kidrym na wszystkic Zmient
nalozony warinek nieujemnofei. ;




Rozpziar 6

PROGRAMOWANIE
DYNAMICZNE

6.1. Istota programowania dynamicznego

Zasada optymalnosci Bellmana

Zalozmy, ze dysponujemy pewng sumg pienigdzy, Kidra mozemy przeznacy
trzy réznc projekty. Przewidywane zyskd z realizacji tych projektow zale
rodzaju projektu oraz od wielkedci funduszu przydzielonego na jego wyko

{rysunck 6.1}

Zalezaloby nam na takim rozdzieleniv posiadanych Srodkéw miedzy projek

RYSUNEK 6.1
Przewidywane zyski dia trzech projekiow

Zysk

Projeke it

Projeki I

Projekt |

Y

Kwota zainwestowana

143

o duzo czast. Zdecydowanie szybcic | sprawniej poradzimy sobie z tym

dz

02?0/,;;1;{ te znajduja wizs.f;.nic: zastosowaitie w problemach kombinatorycznych.
he efcktywne. gdy? zamiast ?,mu.dncgo had'fmia wszy{sticich mozliwych warian-
",{rykorZ)’SWW““C si odl‘m\w?d.mc r()\ynanm funkeyjne, kidre zostang szeze-
polowo omowiane w d‘.ah,/jc‘_]— LthLll mi,dz‘mﬁz.n o

. ‘Programowante dynamiczne wspomaga zarzadzanie procesami wicloetapowy-
harakterystyczne dla metod programowania dynamicznego jest to. Zc proces
iib problcm) zostaje podzielony 31:3 I"a;?y. Faza nic musi weale oznaczaé poczgthku
wego okresu. Okresla ona raczej pewien ctap w naszych rozwazaniach, np. nowy
iant rozwigzania (dotychezas pominiety) badZ wprowadzenie nowej zmienncj.
gramowanic dynamiczne niekoniccznie dotyczy wige zadan rozwijajacych sig
sasie. Zagadnienia, do kidorych stosuje sie programowanie dynamiczne i traktuje
czas jako zmienny podstawowa, sa np. zwigzane z ustaleniem wieloletniego
i inwestycyjnego, ze sterowaniem zapasami czy {ez z opracowaniem cyklu
ontéw 1 wymiany urzgdzen produkeyjnych [Lesz, 1968: Tizaskalik, 2003].
micnione zagadnienin winZy sig¢ z procesam decyzyjnymi, kidre sq z natury
Kécta;mwa. Jezykiem programowania dynamicznego opisywane sg tez zadania,
torych procesu w ogdle nie ma, a zamiast nicgo kilka zjowisk wyslepuje
wnoczednie. Poszezegdlne zjawiska sy wprowadzane do obliczedt po kolei, co
wia, ze wspomiany .proces” staje sig wylgcznie procesem myglowym. Do tej
porii zagadnien mozna zaliczy¢ muin. zadania przydziatu zasobu®, problem
jdtuzszej lub najkrotszej drogi w sieci®, analize czasowo-koszlowy przedsiewzigé
Hindelang, Muth, 1979; Robinson, [975], zagadnienie zaladunku czy ez zagad-
nie dylizansu {Kukula, 1996]. RoéZnorednodé zadan, do ktérych sy stosowane
tody programowania dynamicznego, sprawia, Ze czesto nie moga byé one
ozwigzywane wedlug jednego schematu’. Nie istnieje tez mozliwoéd ich jedno-
PO zapisit,

Stosujac programowanie dynamiczne, nie szukamy maksimum (minimum)
keji wielu zmiennych, lecz staramy si¢ rozwiazaé ciag podzadai polegajacych
wyznaczeniu ekstremum funkeji jednej zmiennej (chociaz nie weiaZ tej samej).
Istnicja metody umozliwiajace obliczenie ekstremum funkcji wielu zmiennych,
klasyczne metody rachunku réZniczkowego. Polegaja one na ustaleniu wzoréw

2 Dotyczyé one mogy np. zisilania 2 jednego Zrodls urzaduen polaczonych réwnolegle, alokacii
tpitntu w réinych drodkach masowego przekazu na skuteczng reklame nowego produkiu czy tez
msowania praedsigwzieé inwestycyjnych (zab. [Kukula, 1996, s, 205-209]).

? Zob. odpowicdnio podrozdziaty 7.2 i 3.3, Stosujuc CPM w cele wyznaczenia Sciedki krytyczne)
Bitluzsze]), okredlamy tew. momenty zajscin zdarzed. Sposob ich ustalania preypoming wiagnie tok
gpowanta przyjety w programowaniu dynamicznym (por. {Lesz, 1968, s. 29-33]).

i Ciekawostky jest to, 2e kakzde zadanic z zakresu programowania lniowego mozng rozwinzaé za
moe metad pragramowania dynamicznego {zob. {Lesz, 1968, s, 97-102].

s . e o S, e

Llement, stosujac metody programowania dynamicznego, kidremu poswigcono’
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na pochadne czystkowe tej funkeji wzgledem wszystkich zmiennych po kolej [ ( ' . ) .

przyrownaniu tych pochodnych do zera. Okazuje sig jednak, Ze olrzymanielrd
winzania, dla ktérego gradient jest zerowy, stanowi warunek konieczny, leczi
dostateczny dia istnienta ekstremum. Pochodna jest rowna zeru nie tytko w piig
tach, gdzie wystepuja ekstrema, lecz takze w punkiach siodlowych. Kolejne gp:
niczenie rachunku rézniczkowego wynika z tego, ze w wielu syluaciach
szukujemy ekstremum w pewnym obszarze ograniczonym, i tymczasem przy
nujuc pochodne do zera, otrzymujemy ckstrema fokalne. Nie znajdujemy natop
zazwyczaj wartodci najmniejszych lub najwigkszych polozonych na krancie
interesujacego nas obszaru., Wreszeie, rachunek rézniczkowy traci No znaczepigh
gdy mamy do czynienia z funkcjami nierézniczkowalnymi (np. funkejq schodkowy
badz z muksymalizacjy na zbiorach niecinglych. Chociui -achunek réznicz]
jest bardzo pomocnym narzgdziem, istniejq problemy optymalizacyjne, kté:
z uwagi na swéj charakter — powinny zostaé rozwigzane metodami program
nia dynamicznego. Pokonujiy onc bowiem wymienione wyzej trudnoici.
Metoda programowanin dynamicznego polega na ustaleniu ekstreméw
pomoca szeregu rownaii rekurencyjnych, pozwalajacych przejsc z jednego eta)
kolejnego. Przy wyprowadzaniu tychze rownan korzystamy, niezaleznic od sp
bu rozwigzywania danego problemu, z nastgpujacego twierdzenia. i

Wlasnosé Markowa

‘ln—ggéé funkeji celu w zadaniv N-ctupowym jest suma wartodei uzyskanych
zezegdlnyeh etapach, a wartoi¢ uzyskana w A-tym etupie zualezy od stunu
poprzednim oraz od decyzji podjete} w k-tym etapic. Nie zalezy natomiast
a system doszed| do etapu k- 1,

L pos
"ctzlpit’-»
’ofl' tego, juka drog

6.2. Zagadnienie optymalnego
rozdziatu zasobu

Zagadnienie optymalnego rozdzialu zasobu dotyczy sytuacii, w kidrej mamy do
yspozycji okredlona ilodé jakiego$ zasobu®. Moze on by¢ uzyltkowany na rozimaite
posoby. Kazde mozliwe zastosowanie nazywac bedziemy dzinlalnodeig. W wyniku
Gerowania calosci §rodka badZ jego czedei do wybranej dzintnino$ei pojawin
¢ przychod mierzony 11561{01aiecz:1ic w jednostkach pienieznych®. Jego wielkose
Yalezy od ilodci zuzytego érodka 1 od rodzaju dzialalnodei, do ktorej zostal
kigrowany.

Omawinne zagadnienie analizowane jest przy nastepujacych  zalozeniach
Bellman, Dreyfus, 1967}

} rozdzial zasobu dokonywany jest w jednostkach catkowitych;

y przychody z poszezegdinych dzianlalnogei zmierzyé mozna ta samg jednostky
- THiury,

y przychdd z dowolnej dzialalnodci jest niezaleZzny od ilodei zasobu skierowanego
do inngj dzialalnodci;

) przychod calkowity, . uzytecznod¢ calego procesu alokacji, jest suma przy-
choddw czastkowych rozumianych jako uzytecznosci pochodzace z kolejnych
"dzinlnlposei.

S

Zasada optymalnosci Bellmana

Strategia optymalna ma ¢ wlasnodé, Ze niezaleinie od pocziatkowego s
i poczatkowej decyzji pozostale decyzje musziy stanowié strategie optymalng)
wzgledu na stan wynikajacy z pierwszej decyzji.

Zgodnie z ta zasada, ciag decyzji X}, X3 ... Xy bedzie optymalny strategl
w procesie N-ctapowym tyltko wtedy, gdy ciag decyzji x5, X5, .., Xysy bedzic oply)
malng strategia w procesic N — l-etapowym. Stralegiy nazywanmy funkeje,
kazdemu stanowi dopuszezalnemu, w jakim moze znaleZd si¢ proces, przyp
kowuje pewna decyzje dopuszczalng. Strategia optymitina natomiast przypot
kowuje temuz stanowi decyzje optymalng i pozwala wygenerowaé optym
reatizacje procesu, czyli taki cilag stanéw i decyzji, kiory optymatizuje war
funkeji celu, Kierowanie sic powyzszy zasada znaczaco przyspiesza dojéci
optimum,

U podstaw procedury programowania dynamicznego lezy jeszcze jedna ¥
nodé, ktéra umozliwia podejmowanie decyzji w procesic N-elapowym. '

Niech g;(x;) oznacza funkcje mierzaca zalezno§é przychodu (zysku) z j-tej
zialalnodci od ilodci przydzielonego jej érodka (x)". Interesuje nas taki rozdziat

¥ Na preykisd sile robocza, pienkydze, maszyny. pojazdy, surowiec.

preeduty wyprodukowanych przez nic wyrobiw, ale mogy tez wytworzy¢ inne arzadzenia produkeyjne
i zaowocowind wzroster wydajnodel przedsiebiorsiwa.

__7 Ustalenie postaci funkeji g;(x) jest dos€ skamplikowane, n czasem wrecz niemoziiwe. Dlatego
netedy programowania dynamicziiego sy c2esto metodami numeryeznymi, czyli tkimi, w kidrych
unkeje sq podawane nie w postaci ogdélnego wzora analitycznego, lecz w formie wartofel w tabeli,
iblicowany just oczywifcie tylko pewien okreslony zbiér wartodel funkeji odpowisdajacy skon-
ronemu zbiorowi arguinentow, wyrazonemu enzwyczaj w Herbach calkowitych.

& Na preyklud wykorzystane maszyny mogi wplynaé na przyrost posiadanych pienigdzy 2 tytidu

——
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i i e 5 Lo . T 7o v Oozmcza alokacie przeprowadzon: —tej drzilalnosei
zasobt migdzy N dziatalnodel. Kiory maksymalbizuje preychad (zysk) calkoy, zyjmiemy. Ze X, oznacra alokacje przeprowadzony w A-tej dz

: : . Jeiel pr
hediey funkejs & vmicanych:

oraz, 26

£ X RN (6.4)
fo pozostala ilogé¢ zasobu (v — x ) warto zuzyé w 1'uki spos{)b. aby dala um!c.symain_)(
przychad (zysk) z pozostalych (A — 1) dziulul_nuég. ;-6wn:y.{k" o — —\';-): W Ee; syluacjt
sczatkowe skierowanie zasobu . do k-te drinlalnodei zaowocuje przychodem

i
Rix,, van ) x_},,I,g_,-(.\j,-).
=

pray waruntkach

cu]kowilyn} V\’ynOSZQCy n:

AN s {6.5)

Wyrazenie (6.5) wynika z wiasnosci Markowa oméwionej w podrozdziale 6.1,
Nalezy oczywifcie ustali¢ taky wartodé x,, ktéra maksymalizuje funkcje (6.5).
Dochodzimy zatem do podstawowego rdwnania funkeyjnego:

sed, j=1020 LN

Warunek (60.2) wynika 2 tego, 7ze wielkos¢ zasobu, kiora mamy do dyspoz oii
Jest ograniczonat I wynosi «. Warunek ten zostal celowo zapisany w post;
nierownodci, gdyz muaksymalizacja przychodu moze, lecz nie musi ozhaczag!
watkowitego zuZycia dostepnej ilosci zasobu, Zagadnienie oplymalnej alok g};@“
Yusobu mozna réwniez rozpateywad przy zalozeniu, ze posiadany zaséb na
w pefni wykorzysta¢. Wowczas wyrazenie (6.2) zapisujemy jako réwna
W przypadku tak postawionego problemu otrzymane rozwigzanic optymalne ok:
si¢ racjonaine tylko wiedy, gdy funkcje przychoddw (zyskow) calkowityceh
poszezegoinych dzialalnodel bedy monoloniczne (rosnace).

Symbol d; oznacza dziedzing zmienncj v, czyli jej skonczony zbidr sta
dopuszezalnych. taki Ze d; & << d}, d} > . Zbiér ten sklada sie najezedcie] z nieuj
nych wartosei calkowitych. Jezeli zbiory stanéw dopuszezalnych (d)) trzech zm
nych niezaleznych (x;) su piecioelementowe, tj. kazda zmienna moze przyjaé
réznych wartosel, to proces maksymalizacji dla ¥ =3 zmiennych prowadzi
wyboru spodrdd 5V = 5' = 125 roznych mozliwosci, przy zalozeniu, ze pomijamy,
warunek (6.2). Lista kombinacji zaweza si¢, gdy z gory okreslamy maksyms
kiczng wielkosé zasobu do rozdzialu,

W kontekscie zagadnienia rozdzialu zasobu zasada optymalnosci Bch:_a
ktdre) dokfadna tre$¢ przytoczona zostala w podrozdziale 6.1, glosi, ze!

()= max {gdv) +fiv—x), k=2, N, ‘ {6.6)

LEE=SU R A

X8 dy i
gdzie fi(x) oznacza maksymalny przychod (zysk) 2 rozdzialu co najwyzej x Jﬂdﬂ?-
stek zasobu miedzy k dzialalnoget®. Réwnanie funkeyjne dla etapu k=1 przyjmie

postac:

Fl) = | mnax gt} 6.7

ed,

{ Praverap 6.1 b

Samorzad wojewddziwa zamierza uruchomi¢ maksymalnie pigd punltdéw infor-
acji turystycznej w trzech miastach A, B i C. Koszt miesigcznego utrzymania
jednego punktu wynosi 20 tys. zi. W tablicy 6.1 podano szacunkows miesigczng

TABLICA 6.1
Livzba turystow korzystajacych z oferty

wybmlli.{;my _iu‘kqs poczatkows Yvartoéc’: R to nie rozpatrujemy JHL w:-;zy’sl‘_ ch_ — — ————
strategit mozhiwych przy danej wartedel xy, aie tylko te strategic, kidre sq Liczba .Pl"“-}tfow korzystajieych 2 oferty ystycene; ;
optymalne dla procesu o N— | etapach, przy zasobach réownych x—xy (zo _“"‘f“j‘f"-")_ : = -
[Bellman. Dreylus, 1967]). Praypomnijmy, Ze o lwierdzenie pozwala na dek turystyezndl 4 ;
pozycjg zadania wyjiciowego na ciag powigzanych ze sobgy prostszych zadad, k 0 35 45 50 i
nalezy rozwiazywal po kolei. Na podstawic optiméw warunkowych dia’ ! 80 15 95
szczegdinych etapdw moina ustalic optymalne rozwigzanie zadania (6.1)—(6 2 100 105 110 :
W zagadnieniv rozdzialu zasobu zakladamy, ze alokacje sq dokonywdn 3 115 130 115

pojedynczo. Na kazdym etapie podejmowana jest decyzja dotyczacy jednej dzia
nadel przy réZnych mozliwych stanach ukladu. Stanem ukladu na f-tym etapit
ilos¢ srodka, jaka przeznaczamy do rozdzialu miedzy dzialalnosci rozpatry
na etapte 1, 2, ..., k. Stan ukladu x moie przyjaé wartoéci ze zbioru {0, 1, ..

* Przykiadowo, din funkeji f4(x) nalezy pordwnad nastepujnce sumy: g2(0) + fi{a), g2(1) + fifx ~ 1),
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liczbe tt.z.rystéw, ktdrzy przy danej liczbie punkidw informacyjnych skorz 0) + ga(0) =35+ 45 = 80, Xa(0) == 0,
z atrakeji turystyeznych przygotowanych przez samorzad. Szacuje sie, 3 (0) =& )

: [22(0) + i1 = O] _
=My + filh = D

[
|
g:(0) + £,(2 = 0) { 60}
55+

turysta przynosj miesigezay dochdd réwny | otys. zE Samorzad zastanawia §
punktéw informacji twrystyeznej powinien uruchomié w poszezegblinych mig
aby calkowity zysk miesigczny byl maksymalny. Koszty uruchomienja py
informacyjnych mozna pomingé. ‘

‘ Zanim r-ozwiqiemy problem za pomocy programownnia dynamicznego, p
niSmy uvstali¢ wartodei zyskdw g;(x;) dla wybranych argumentow’.

45 + 60} .

=10 N Xaf{ly=0,
55 > SJ‘ 1 5 \_( )
45 +

0

115, xa{(2) =1,

i

= maxd ga(1) + fil(2— 1)y = max &0
gD+ H2-D) 635 + 35

A0+ i3 -0 (45 + 60
TABLICA 6.2 eAD+ABG-DL_ 33+ 60( 125 {3y =12
Zyski dia poszezegélnych minst A2+ /(3 -2) A% 65 + 60 - w3 =2,
B - — q
Liezba punkiow Zyski {ays. zl) 223 + [1(3 — 3} 70 + 35
infm‘imlcji. A I I 'gz(()) + fi(d-0) 45 + 60)
turystyeznej P grta) ) g+ it =D _ max 55+ 60| _ 130 ) =3,
o s 5 = A2y + fild — 2} 65 + 60 ! -
3 : 5
| 60 55 75 (82(3) + /14 = 3) 70+ 60,
2 60 65 70 (2A + A5 —-0) (45 + 60)
3 55 70 55 : e (D+ G- _ |35+ 60| ey
5) = Mmax ¢ o2+ Fi5 =D L 130, x(5)=3.
[£2(3) + f:(5 — 3)] 70 + 60

Kazde miasto potraktujemy joko odrebny dzialalnodé. Liczba dzialal
decyduje o liczbie etapow, stad w rozpatrywanym zadaniu mamy do czyn
Z trzema etapami.

Etap 1. Ustalamy mozliwy zysk na podstawie réwnania (6.7), zakladajy
punkty informacyjne uruchomione zostana jedynie w miedcie A.

Wartosci xi(x) okre$lajg, jakie Srodki, czyli ile punktdw informacyjnych nulezy
fuchomié w miedcie B, zakladajac, e w obu miastach {4 i B) moze pojawié si¢ co
najwyzej x punktow oraz ze do koiica procesu bedziemy postgpowali w sposob
optymalny. Na razie nie wiemy, ile ostatecznie punkiow zostanie uruchomionych
cznie w miastach A 1 B, poniewa? nie rozpalrzylidmy jeszcze trzeciego — ostat-

Ji0) = :(0) =35, x(0) = 0, niego ctapu. Diatego tez rozwiazania optymalne wyznaczone zostaly dla réznych
Si(1) = max{g (0}, g,(1)} = 60, () =1, pozioméw x. Poczawszy od wartodci f3(4) liczba mozliwych kombinacji nie l‘(')':':‘l}ie,
Fi(2) = max {g (D), g.(1), g.(2)} = 60, =1, - sdyz w poszczegdlnych miastach dziataé moga maksymalnic trzy punkty infor-
3) = max 0y, gD, 2 - L acyjne ) .
_?E"r;"m’lxg‘f‘g(); ?51; f,lz,);' gigii Zg' \ES;_ ll’ Dokonune obliczenia mozna przedstawié w tzw. tabeli mozliwych zyskow
1 = md UL gl 29(2), 2y = O}, X =1,

{tablica 6.3). _

Ustalanie zyskéw w tablicy 6.3 odbywa si¢c w nastepujacy sposéb:

W pierwszej kolumnie zakindamy, Ze — niezaleznie od facznej liczby punktow
informuacyjnych uruchomionyeh w obu miastach — w miedcie B nie bedzie uni
jednego takiego punktu, Zyski stanowia zatem sumg g4(0) oraz fi{x -0}

W drugiej kolumnie przyjmujemy, Ze w mieicie B dziala¢ bedzie dokiadnie
‘jeden punkt informacji turystycznej. Skoro w drugim wierszu rozpatrujemy
sytuacje, w ktorych lacznie w obu miastach samorzad uruchomi maksymalnie
“jeden punkt {x = 1), to zysk wyniesie g.(1}+/{0) =55+ 35 =90 W trzecim
wierszu sa przedstawione zyski dla réznych kombinacji zaktadajacych urucho-

Si(5) = max{g(0), g.(1), £:(2), g,(3)} =60, Xi(5) = 1.

Etap 2. Korzyfsquc ze wzoru (6.6), ustalamy zyski dla sytuacji, w kto
samorzad uruchamia punkty informacyjne w miastach A i B: :

¥ Na przyklad uruchomienie trzech punkidw wmiedcie A pryniesie zysk: g (3) = 151 -3+
=55 tys, zl. W omawisnym przykindzie zbicr standw dopuszezalnych dls kaddej dzialalnose
4-¢lementowy.
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TABLICA 6.3
Tabela moiztiwych zyskiw {etap 2)

TABLICA fia
Tabela mozliwych zyskow (ctap 3}

gl | 43 55 65 H Ll 560 75 Hh 55
. o X
fitx) ¢} 1 2 3 FAEY! { I 2 3
X v
i

as 0 80 — - — 80 5] 130 - — — |
60 1 Hs 90 — — HIS I I55 155 — -
af) 2 105 115 100 o 115 2 165 150 150 —-
6l 3 105 115 125 105 125 3 175 190 75 135
60 4 105 115 125 130 130 4 180 200 185 160
6O 5 105 115 125 130 134 3 180 265 Y5 170

mienie co najwyzej dwdch punkidw. Poniewaz wiadomo, ze w drugiej k
nie na pewno jeden punkt bedzie obstugiwal urystdéw w miedcie B, to to
punkt moze zostad otwarly w miescie A (zyski wyniosg 55 + 60 = 115),
natomiast zdecydujemy si¢ uruchomié maksymainie trzy punkty informag
przy czym jeden bedzie dzinlal w miescie B, to okaze sig, Ze tylko jedenpis
warto otworzy¢é w miescie A (calkowity zysk tym razem rownicz wyniesl
55+ 60 =115) itd.

minie odpowindajy maksymalnym zyskom z tablicy 6.3 powickszonym o kwoltg

(jczywiécie. aby dojé¢ do rozwigzanin optymalnego, wystarczy zastosowad
no:z proponowanych sposobéw generowanin wynikéw posrednich. Mozna
at maksymalne wartodci zyskdw dla kolejnych pozioméw x badé skorzystad
zapxsu tablicowego. Oba podejicia prowadzy do tej samej odpowiedzi™.

7 rownaf f1(5) = 205, xy(5) = 1 wynika, ze maksymalny zysk z tytulu urucho-
a nie wiecej niZ pigciy punktéw informacyjnych w miastach A, 81 C wynosi
tys. zl, przy czym strategia optymalna zaklada, e jeden z tych punkidw nalezy
homic w miedcie C. Pozostale cztery punkty warto przydzielié miastom A 1 B.
4] ﬂ’lﬂ[d otrzymane w etapic 2: fa(4) = 130, x3(4) =3 sugerujy, ze trzy punkty
rmacyjne powinny powstaé w miedcie B. Ostatni punkt przypadaie miastu A
J=60, x)(1) = 1). Oplymalny strategic mozna zapisaé w nastgpujacy sposdb:
1.

,t(}sujqc zapis tablicowy, z kolei, nalezy kierowad sig wartodciami pogrubiony-
mirPoniewas w sumie mozna uruchomié maksymalnie pigé punkidw, interesowad
bedzic wiersz x =35 (tablica 6.4), w ktdrym najwickszy zysk (205 tys. zi)

Maksymalne wyniki otrzymane w kolejnych wierszach tablicy 6.3 od
daja wyznaczonym wczeSniej wartodciom f5(x). W ten sposéb otrzymujemy s
tegie, kidre dia danej liczby punktow informacyjnych () gwarantujg maksy
ny zysk.

Etap 3, Ustalamy zyski przy zalozeniu, ze mozliwe jest uruchomienie pu
informacji turystycznej we wszystkich trzech miastach. Rozpatrywane s
procesu stanowi juz ostatni ctap obliczen, zatem tym razem interesowaé nas
tytko poziom zyskéw dla liczby punkiéw podane} w trefci zadania (x = 5)

g:‘(?; :?8 : ?; ;2 * Eig awia si¢ dla x; = 1. Aby ustali¢, ile punkidow nalezy uruchomi¢ w miastach A i B,
J{5) = max ‘%322) +‘/.3 52y = Max {0 *+ I:75 =205, (8) = 1. arczy spojrzeé na wyniki przedstawione w tablicy 6.3 (etap 2) i w wierszu v =4
22(3) +;fzé5 m g) e : E;S Uszikad najwicksza warto§¢ (1300, Wartodé ta znajduje sic w kolumnie od-

owiadajacej sywiacji, w kidrej samorzad uruchamia trzy punkty w miedcie B.
zy sposob odezytywantia rozwinzania optymalnego jest juz nam znany.

Tablica 6.4 zawiera informacje o zyskach dla réinych poziomdw
Zavwazmy, Ze gdyby w miefcie C nie zostal wruchomiony zaden punkt
z tego tytulu byl zerowy (gi(0) = ), to wartodci f3(x} w kolumnie x,=0:
rowne maksymalnym wynikom z poszczegéinych wierszy tablicy 6.3, W.zy
z tym, Ze nawet przy braku punkiow informacyjnych w miescie C sumorzad

" Warto réwniez dodad, ze rozpatrywanie dzistalnoSci (w tym praypadka minst} w innej kolejnodct
, €, A} nie wplywa na koricowe rozwigzaaic. Takic same rezuitaty otrzymamy przy kazdej innej
eJ"pﬁCi obliczes, pdy: w zagadnicniv rozdzisle zasebu optymalizacjs nastepuje sekwencyjnie
owolnym porzictku. Wiageiwose ta pie jest jednak ogdlne. Ceesto charokter ograniczed danego
it narzuca podejicic tytko w jednym lub kilku porzadkach ¢por, [Faure, Kaufimann, 1968, s. 42]).
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TABLICA 6.5

« ge decyden bedzie zainteresowany ustalenicm optymualnej strategii dla
Tabeln mozliwych strategii jazacs

Inej ilogci Srodka, Na podstawic wyminréw tablicy 6.2 wnioskujemy. Ze liczba
0 i

Liczba b} ;=2 k=1 oW informacii turystyczne] uruchomionych w sumic we w.f;zymkich trzech
punkidw (x) x4 ARy aalx} Ay £alx) Filx) \ach nie moze p:'zc.i{mczyé ‘dzicwigciu, a w poszezegdlnych miastach moglyb'y
4 0 15 0 0 0 130 awic sig €O najwyzes tezy lilki(‘i punki)./. Zapi'emnf()wunu nwm(iu ;)r()gmmuwzm'm
! " 60 0 105 . 55 ynamifiz“ego {tzw. lncmcia og(_')ln‘u.) p(.)zw‘uiu mmf: wyznuczyc’ .(')plym;‘ﬂny pl;m
2 | &0 | 115 | 120 Kacji- ady wicikosis :/An‘sobu“m‘c .;c.t';t ‘z 2ary okz'cslunu; \Z\/ysiusu?/ i.ytl\o‘u%ml;f,
; | o . o | o 'apﬂch 172 wartodel E‘uni{c.yl:/,(.\'} i) dlax =‘6. 7.8.9. 4 w .c-:idpac ‘3'_/,(_\‘1)'} i
4 ] 60 3 130 . 200 2.3, 4, 6,7, 8, 9. Strategia optymalng bedzie plan spelniajgcy warunek:
3 I 60 3 130 1 265 max (A}

P
a gl Syahol & ozaaezs oot A X — Jiczhe Ao uruel iy : I
syt 11 £ty st 1405 i o i oy e S Metoda ogolna nie jest skomplikowana. Jednak wraz ze wzrostem rozmiarow
l nia staje si¢ ona dos¢ czasochlonna. Dhego gdy jest taka mozhwosc, stosuje
ewne metody uproszezone, kidre rowniez sy procedurami dokladnymi. Oka-
o sic bowiem, Ze problemy alokacyjne, w ktérych calkowita wiclkod¢ rozdziclo-
4 zasobu moze by¢ dowolna, prodeiej jest rozwigzywal za pomoca tzw. metody
tremow lokalnyeh. Zaklada ona wybdr maksymalne] wartodei funkeji gi{vp)
selnic dla kazdej dzialalnodci. Wartodé ta okredla optymalng ilo$é zasobu

owanego do poszezegdlnych dzialalnodei.

Koncowy wynik mozna tez odczytaé bezposrednio z tabeli mozliwych sty af
(tablica 6.5). Stanowi ona zestawienie rozwinzui optymalnych dla réznych
mow posiadanego zasobu (x). Tuky tabele mozna uzupelnic dopiero po otrz
wynikow z poszezegdlnych etapéw. ‘

Zgodnie z zasady optymalnofei Bellmana, w przypadku trzyetapowego
nienia maksymalizacji, odczytanie wyniku, dla danej wartosé x, polega na z
niu odpowiadajacej jej wartodci v w kolumnie x3(x). Nastepnie nalezy od
Xy spoéréd wartodci xo(y), wiedzac, e pozostala wielkoéé zasobu wynosi {
Na koniec wystarczy wyznaczydé optymalng alokacje w procesie jednoetn
przy wielkodci érodka wynoszacej (x — x; — x2)''. Z tablicy 6.5 wynika, Ze gy
samorzad mogl uruchomié tylko jeden punkt informacyjny, to w miedcie Cpo
nien dzialaC co najwyzej jeden taki punkt, a zatem przy v = | istnieja przyna
dwie strategie optymaine: (x,, xa, 0) oraz (x;, X, 1). Jezeli przyjmiemy, Ze
x =0 oraz x;=1. Jezeli natomiast x;=1, to pozostale zmienne bed
X =y = 0. Miesigezny zysk bedzie maksymainy, gdy samorzad wruchom
informacyjny w miescie A lub C. W przypadku realizacii strategii (1, 0, 0
obliczamy w nastgpujacy sposdb: :

R(1, 0, 0) =g (1) + g2{0) + £3(0) = 60 + 45 + 50 = 155,

padkach zyski sa identyczne: fi{5) = f3(6) = 205 tys. zl. Poniewaz szdsty punkt
ormacyjny nie przyniesie dodatkowych zyskéw, mozna stwierdzi€, ze pierwszy

TABLICA 6.6

Strategia (0, 0, 1) wiaze si¢ oczywidcie z tokim samym zyskiem: Metoda ekstremdw lokalnych

R, 0, D=g{0) + g0) + g3(1) =35+ 45+ 75 =155, Liczbu punkidw Zyski (tys. zb)
. ; informmneji
Omowiony przyklad dotyczyl sytuacji, gdy maksymalna ilo§¢ zasobu surystycrnej A 7 c
nalezy rozdzielic, jest z géry narzucona, ¢co wynika z réwnania 6.2. Moze sig . - p ”
1 60 55 75
Y WyrnZenin {x—x;) oraz (X —x; - x) opisujn zaleznoéé migdzy stanem proeesu m- a [{i] 65 76
RHSICPIW&':D EU‘[}E' a stanem procesu nn poczgtke etapu bieZacego i podjety decyzjn, Nazywan 3 55 70 cs
funkejany przejicia, .
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I 54 Programowanic dynasmicane .
Reasumijac, w xugudn_ieniu I’UZdZ‘I‘dkE zisobu metode ogdlng oraz metode
%kéW kraicowych stosujemy. gdy ilo$é drodka jest 2 gory okreslona badz
ﬁ‘wolna patomiast metoda ckstremdw lokalnych jest przydatna tylko w tym

Drugg czgsto stosowany procedury uproszevony jest metoda zyskéw
cowych®, ktdra pozwala wyznaczyd optymalny pr‘/,ydziul‘ zzl’r()w:m .wéwcmsj
dysponujemy dowohy itoscia srodka, jak | wiedy. ady Zatsob 'srod‘ku jcsl’d::my___
metody mozna korzystad jedynie wowcezas, gdy dla kazdej dzialainodei fyp @%{
zyskow kraicowyeh jest nierosngea'™, S

fugin przypadk}:. ) ‘

W p;‘zcclsmwmnych preykladach liczbowych zadbano o sprecyzowanie e
sialu czasowego, kidrego dotyczy zaréwno naklady. jak i zyski. Gdyby jednak
yzonl gkonomiczny nic zostel wyraznie okreflony, ustalone rozwigzanie op-
malne mogloby by¢ nie do konca jasne dla decydenta {zob. [Faure, Kaufmann,
9681)- . . . _ _ : :
W rozdziale zajeliSmy sie wylacznic jednowymiarowymi procesami alokacyi-
ymi, czyli takimi, w ktorych rozporzadzamy tylko jednym zasobem i mamy tylko
dno ograniczenie dotyczyce tego zasobu {wzdr (6.2)). Zainteresowanych wieko-
ymiarowymi procesumi alokacyjnymi odsylamy do pracy [Bellman. Dreyfus,
967). Ponadto nalezy podkreslic, Ze w pracy omdwiono jedynie deterministyczng
ersje alokacji zasobow. W literaturze znaleZé moina opis modeli probabilistycz-
ych programowania dynamicznego, majacych zastosowanie m.in. w zagadnieniu

et ol
] 4

kLAD 6.3 (cd. 61)

Sprawdimy zalem, czy w rozpulrywanym cadaniu mctoda e znalazlah
stosowanic. Dla kazdej dzialalnodei obliczamy zyski kradcowe (tablicy

.t Przy

zgodnic ze wzoreny:

gl = gy - gl — 1)y e {dy v 1ody+ 2, 0 d] ).

TABLICA 0.7
Metoda zyskow kradcowych

Liczba punktiw Zyski kradcowe (tys. 21 yzdziale zasobu {Wagner, 1975]. Skorzystanie ze stochastycznej odmiany metody
informacji gramowania dynamicznego jest konieczne wowezas, gdy zysk wynikajucy ze
lurystyczncy A 8 ¢ derowania danej ilodci Srodka do konkretnej dziafalnoscei jest opisany za pomocy

t 25! 10° 25° niennej losowej.
2 o° Iy -5
3 -5 5% ~15
POLECENIA I PYTANIA KONTROLNE

Dlaczego problemy kombinatoryeczne warto rozwigzywaé metodami programo-
“wiania dynamicznego?

. Kiedy mamy do czynienia z wieloetapowymi procesami decyzyjnymi? Od
“czepo zalezy liczba etapéw w zagadnieniu optymalnej alokacji zasobu?

“Jak brzmi i do czego sluzy zasada oplymalnodci Bellmana?

-Jaki cel stawiamy w zagadnieniu optymalnego rozdzialu zasobu?

- Jaka jest réznica migdzy zbiorem standéw dopuszczalnych dla poszczegéinych
“dzialalnodci a zbiorem standw ukladu dla kolejnych etapéw?

Iakie informacje mozna odezytaé = tabeli mozliwych strategii?

Wyinieri i porédwnaj metody znajdujace zastosowanie w zagadnieniu optymal-
nego rozdzialu zasobu,

Warnnek jest spelniony. Mozemy wige preystapié do ustalenia rozwi"_
optymalnego. Gdy ilog¢ zasobu jest dowoinla,- naie:?,y' kolejne jedqoslk.i e.
przydzielad tam, gdzte zyski kratcowe sa nnjw:fykszu i tak dlu.go3 2 pojaw
ujemne wartodei. Obecnosc zerowego zysku l(r;mcowggo przy jukiejkolwie
jalnogci oznacza, Ze istnieje wigcej niz jedna strategia optymalna: (1, 3,1
(2. 3, 1 . 3 _

Jak juz wspomniano, metoda zyskdw kraicowych moze znsiz‘lplc metode 0gdl
P,-ggmmowanin dynamicznego rowniez wiedy, gdy ilodé Smdkz.\j;csl Ll?li‘lIO.I‘lil
o = 4. Z tablicy 6.7 wynika, Ze pierwszy punkt nalezy uruchomic¢ w miedcie 4,
__w micécie C (lub odwrotnie), a trzeci | czwarty — w miedcie 8. Oto rozwig
optymalne: v, = Lhaa=2,0=1 R, 2, =g, {1+ g2} + g2(1) =60+ 65 %
= 200 tys. zl
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Rozoziar 7

ANALIZA SIECIOWA
PRZEDSIEWZIEC
% bty

7.1. Sieciowe modele przedsiewzieé

Przez przedsiewziecie rozumie sie zorganizowane dzialunie ludzikie, z wWyroz-
pionym poczitkiem 1 koficem, zmierzajace do osiggniccin okredlonego celu
i zawarte w skoriczonym przedziale czasu. Realizacja przedsiewzigein (projekiu)
wigie si¢ zazwyczaj z koniecznodciy wykonania wigcej niz jednej czynnodci.
Nicktore z nich sq wyKonywane réwnolegle, pozostale natomiast mogi rozpoczad
si¢ dopicro wowezas, gdy zakoriczone zostam) inne dzialania. Przykladem przedsie-
wzigcia jest proces rekrutacji kandydatéw na studia. Wymaga on sprawnego
dziatania uczelni oraz potencjalnych studenmtéw. Rekrutacja powinna przebiegad
fcisle okreslonym czasie. Rozpoczyna si¢ ona po przeprowadzeniu egzamindéw
maturalnych, a kofczy na tyle wezesnie, aby kandydat przyjety na studin mégl je
tozpoczad wraz z poczatkiem roku akademickiego, Czesé prac realizowanych przez
kemisje rekrutacyjna moze przebiegad réwnolegle (niezaleznie), a pozostale czyn-
nofei komisja powinna wykonaé w odpowiedniej, zaplanowanej kolejnodei, czyli
sekwencyjnie (np. ogloszenie listy rankingowej ma sens dopiero po zlozeniu preez
kandydatdéw formularza zgloszeniowego).
-Planowanie 1 kontrole realizacii przedsiewzie¢ wspomée mogy sieci, ktére
lanowiy graficzng reprezentacje czynnosci wchodzacych w sklad projektu oraz
leznodei strukturalnych miedzy nimi, czyll kolejnedel ich wykonania zgodnie
technologicznymi wymaganiami procesu pracy’. Sieé tworzy uporzgdkowany
bisr weziow (wierzcholkéw) oraz lukéw. Dwiema najezeSeiej spotykanymi
echnikami sieciowymi sq

i . . . ’ P .

Metody phmowanin sieciowega znaluzly poczathowo zastosowanie w amerykodskim przemysle
brojentowym do koordynacji dostaw poszezegotnyel przedsiebiorstw wykonujacych czefei skladowe
kiet | Poluris™ oruz SPrECHl wWojennego.
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[} AOA (uctivitics-on-ares), gdy czynnodei reprezentowane sij 7 pomocy jy Kazdy wierzcholek otrzymuje odrebny numer, stanowigey liezbg calkowity
a zdarzenia za pomocy wezkow® — tak skonstruowana sicc nosi nazwe p (L 2, e i)W tuki sposoh. Ze zdarzenie poczgtkowe przyjmuje numer |,
crynnoiei: koncowe — i ijezelt (AL f> oznacza crymiodc, to @ < j (zdarzenic bedace

poczatkiem czynnosci powinno mied numer mnicjszy niz zdarzenie, ktore
koficzy ¢ cynnosé).
Nulezy w miare moztiwosci unikad sytuacji, w kiérej luki przecinajy sic ze soba.

2} AON (activitivs-on-nodes), gdy wezly ukizuja czynnoscei. a tuki relacje pog

W pracy wykorzystamy technike AOA,

RYSUNEK 7.1
Niepoprawny wykres sieciowy

[ DEFINICIA 7.1

Graf nosi nazwe sieci czynnosed, jezeli jest gralem:
«  skierowanym {skladajacym si¢ z polgczen o okre§loncj orientacii),
= antysymetrycznym (zloZzoaym z drég umozliwiajgcych przejScie tylko wj
nym kierunku: od wezla poczgthewego do koitcowego),
= spéinym (laczacym wszystkie wezly i huki),
P ‘my[\hcmym (po/bdwmnym nhwodu zamkn:glego wewnatiz sieci’),

Na rysunku 7.1 zilustrowano przyklad sieei typu AOA obarczonej trzema
ledami. Naruszone zostaly reguly opisane w punkcie drugim, pigtym oraz
;_r;éstym. Po pierwsze, sied ma dwa zdarzenia koticowe (2 i 4}, Po drugie, istniejg
wie czynnosci (A i B), ktdre majg wspdélny poczatek i koniee, Kazdy 2 nich moZna
pisa¢ symbolem (1. 3%. Nie sa one wigc rozréiniane przez komputer stosujacy
azewniclwo czynnadci oparte na numeracji wezlow. Po trzecie, czynnodc (3, 25
i .spcinm warunkn § < j. Aby usunaé wymienione biedy, konieczne jest wprowa-
zenic dwéch czynnosci pozornych (fikeyjnych), oznaczonych w sieci przerywa-
ym1 strzalkami. Czynnosé fikeyina nie wigZe sie z realizacjy jakiegos konkretnego
_'ti‘mw I?zn:k: niej jest moa.hwe uwzglednienie w gralie wymaganych relacji
qprzedzama oraz przestrzeganie zasad drugilej, trzeciej, czwartej | piate].

Rysunek 7.2 przedqmwizl popmwnq wez's'j@ sieci Wprowadzono dodatkowe

cych w ski ‘sd przudmgwmecm oraz Abl(_)ili cz,ysmoscn bczpos:cdmo je poprzgzs

dzajacych. Prey konstrukeji sicei nalezy pamigtal o nastepujacych zas adac

1. W celu zachowania przejrzystosé sieci pelne nazwy czynnofel (np. zamles},%"
czenie informacii o rekrutac)i na studia stacjonarne na stronie inlerne
uczelni) mozna zastapi¢ kolejnymi literami aifabetu lub symbolem
gdzie i 1o numer zdarzenia rozpoczynajacego dana czynno$c, a j
zdarzenia koAczacego tg czynnosé.

2. Sieé zawiera dokladnie jedno zdarzenie poczatkowe i jedno zdarzenie kot
Zd(HZLI'IiL pocqukowe grafu nie _}e,st pop: zedzone aadnq u.ynnobu‘;, ay

zdarzenia w sieci, % wythk:cm pocmlkowcno i konwwwo powmﬁ . 1
poczatkiem 1 koficem co nujmniej jednej czynnodci. -
3. Do zdarzenia rozpoczynajicego dang czynnodé powinny dochodzic jedynie
czynnofci, ktdre bezpodrednio ja poprzedzaja.
4. Dwie (lub wigeej) czynnoici moga rozpoczaé sie od tego samego zdarz a‘t
tylko wéwezas, gdy majy identyczny zbidr czynnosel popwccizaj‘u,ych.
5. Dwau dowolnie wybrane wezly moze kiczyé bezposrednio co najwyzej je

gnnoéci CiD wysicpujzg depiero po zakoiiczeniu czynnoici A i B. Taka relacje
tcpstw'a mogla zagwarantowac jedynie czynno$é pozorma p,. Narysowanic tej

RYSUNEK 7.2
Poprawiony wykres sieciowy (AOA)

2 W przypadku techniki AOA zdarzenie wozsanifune jest 2 wyslijplenien pewnego zdcium
stany, natomiast czynnodé jest zadanicnr, ktdre musi by¢ wykonane migdzy dwoma zelarzenid

Y Rysowanic sieci typu AON jest prostsze niz techinika AOA ue wzgledu na brak ¢z
pozornyceh, o kidrych bedzic mowa w dalszej czedci rozdztalu, Jeduak znacznie kitwicj pracprow
obliczenin zwinzane z analizy czasows przedsiewziecia dia sieci typu AOA (podrozdzial 1.2)

4 Pojawienie sig petli lub cykiu oznaczatoby, 2e czynnodel sic sy wykonywane jednor:
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koficowe (czyli takie, do kidrego stizalki jedynie dochodzy). Ceynnosé p,
rdwnie dobrze mieé przeciwny zwrot, poniewaz w przypadku drugiej o
fikeyjnej chodzilo wylacznic o doprowadzenic™ zbednego zdarzenia kog
do innego, ju? istniejacego, zdurzenin Kofcowego, Wowezas ostateczny
cholkiem kofcowym byloby zdurzenie kohczgee czynnosS¢ C, a numer
ostatnich zdarzest musialyby byé przestawione®. Zauwazmy, ze lukéw C oy
mozna bylto bezpodrednio (twn. bez czynnodel pozornej) doprowadzic do 2dj

kolicowego, gdyz zusada opisana w punkcie platym zndw zostalaby ng 1

Trzeci wymieniony zarzul dotyczyl numeracji zdarzei, ktdre tym razem poniiail

ano zgodaie z instrukeja.

Strukturg gralfu sicciowego narysowanego dia tego samego przedsi
lecz techniky AON, prezentujemy na rysunku 7.3, Obok modeli sie
bedacych jednym ze sposobdéw prezentacji struktury projekiu. znane g
wykresy Guntla {podrozdziat 7.2) oraz macierze powinzai (macierze incyd
w kidrych 17 oznacza pn}qczenit_ miedzy poszezegdhiymi wierzcholkam
narysowanego technika AOA,
stawiono macierz powigzas dE«.l przedsiewzigeia opisanego na rysunku 7

RYSUNEK 7.3
Wykres sieciowy (AON)

TABLICA 7.3
Macierz powinzan

R o e 1l lal4|s
tlol 1|1 [olae
alojo|1tolon
sdolotlole

A . W a{oflololel

! s{ojoloie|o

1 - %

W przypadku bardziej zlozonych przedsigwzieé omdwiony niZej

generowania siect typu AOA moze okazaé sie bardzo przydatny..
Algorytm 7.1, Generowanie sieci typu AOA

Krok 1. Wypisad zbiory czynnosci poprzedzajacych, ich niepuste czgfei wspol
zbi6r wszystkich tych czynnosei, ktdre nie wystapily w zadnym zbiorze
stepnie kazdemu utworzonemu zbiorowi przypisaé wierzcholek siec

% Cuynnofei fikeyjne odgrywajn niezwykle istoing role, lecz zaleca sig, aby sie¢ zaw
najennigj lakich czynnodei. Nudmiernn liczba czynnodci pozorych przediuis czas oblic
padrozdzialy 7.2 1 7.3).

. it

t L7 — brak polyczenia. W tablicy 7.1 ‘Ji
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o 2 NarysowaC luki odpowiadajace czynnodciom tak, aby rozpoczynaly sie od

zbioru ich poprzednikow, a koiiczyly w najmnicjszym zbiorze zawicrajy-

ey nuzwe danej czynnodci. Czynnodei bez poprzednikow Zaczynaji sig
od zhiorn pustego.

i 3. Jezeli dany niepusty zbior zawiera si¢ w innym zbiorze, wprowadzié
czynno$¢ pozorng zwrdcong w kierunku bardziej Heznego zbioru,

4, Jezell dwa zbiory polaczone sy wigeej niz jednym lukiem, dolyczyé
czynno$¢ fikeyjna. Ponumerowad wezly tak, aby dla kazdej czynnosci
zdarzenie rozpoczynajuce mialo numer nizszy niz koficzace. Liczba
wezystkich zbiordw wyznacza lezbe zdarzes,

{ Pravkiap 7.1 L

itanie algorytmu zitustrujmy przykladem. Dane o pewnym projekeie zawiera
jiea 7.2

TABLICA 7.2
Czynnosci wehodzace w skind przedsiewzigein

- Crymnnodei A B C D £ F

Czymiodel poprzedzajgee —— —_ — A C ta, B C n

ok 1. Oto zbiory poprzednikéw: {A, C}, (A, B, C}, {B). Czedciq wspding
zbiordw {A, C} {A, B, C} jest zbiér {A, C), ale 1en juiz zostal
wymieniony. Dla pozostalych par zbioréw cze§é wspdina jest pusta
badZ juz zostala uwzgledniona, Zbiér czynnodei, ktére nie pojawily sie
w Zadnym z podanych zbiordw, ma postaé {D, E, F).

KIOI{Z i 3. Rysunek 7.4 przedstawia luki odpowiadajgee czynnosciom A—F ors

i dolgezone czynnofcei fikeyjne. .

RYSUNEK 7.4
Rysowanie sieci (kroki 1-3)
4.

A
{<] (A, B, Cl =g | D E, )
v

(B
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Krok 4. Ze wrgledu na pojawienie si¢ dwoch lukow o wspéhnych zhig
poczatkowym i kotficowym., dodajemy kolejna czynnoié POz
Zbiory zastgpujemy odpowiednio ponumerowanymi wezbaumi (rys
nek 7.3).

- oméwienie procedury opartej na Sciezce krylycznej wymaga jednoczesnego

wbmwadzcnia kitku istotnych pojed.

; DEFINICIA 7.2 3

RYSUNEK 7.5
Rysowanie sieci (krok 4)

.cici“ﬂ' jest kazdy cigg kolejno nasigpujacych po sobie czynnodci, J

f”r  DEFINICIA 7.3 3

ciezka pelna to taka Sciezka, kidrej pierwsza czynnosé zaczyna si¢ w zdarzeniu
poczatkowym, a ostatnia koAczy sie w zdarzeniu koficowym sieci. J

{—_f DEFINICIA 7.4 h

Czas trwania czynnosci to naklad czasu potrzebny na jej realizacje®. J

7.2. Metoda $ciezki krytycznej (CPM)

Znajac czasy irwania poszczegdinych czynnosci, mozemy wyznaczyé najhkrot-
y czas realizacji przedsiewzigeia (77). W tym celu wystarczy zastosowaé jedna
astepujacych metod:

Na podstawie modelu sieciowego obrazujacego strukture przedsigwzigcia
oszacowanycl normalnych (nominalnych) czaséw trwania czynnosci wchodzacyehs
w jego sklad mozZna przeprowadzié analize czasowa, kidra udzieli odpowieds)
nastgpujice pytania; ;
1) kiedy najwezesniei rozpatrywane przedsicwziecie zostanie zrealizowane?
2) opdinienie ktorych czynnodei przesunie moment zakonczenia inwestycji
3) Kkigre dzialania mo2na wykonaé wolniej badZ rozpoczaé pééniej, nie opéin

przy tym realizacji calego projektu?

etoda I

“wypisaé wszystlkie Sciezki peine,

obliczyC czas trwania (czas przej$cia) kazdej Sciezki przez dodanie czaséw
trwania wszystkich czynnodci na niej lezacych,

‘wybrad e Sciezke (Sciezki), ktdra charakieryzuje sie najdiuzszym czasem
- trwania.

mosé odpowiedzi na te pytania pozwoli komisji rekrutacyjnej rozpoczaé prac
tyle wezednie, aby lermin wywieszenia listy oséb przyjelych na uczelnie zod
dotrzymany. ;

Metoda Seciezki krytycznej (critical pail method, CPM), wspomaga wi
analizg czasowa przedsigwzigcia. Metoda a zostala wprowadzona w Sta
Zjednoczonych w latach 19356-1957. Stwmowi ona wynik wspslpracy kone
chemicznego du Pont de Nemours (MLR. Walker) oraz koncernu fabryk elektro
nych maszyn matematycznych Remington Rand Univae (J.E. Kelley). Stosow
CPM pozwala rozpoznaé ,,waskie gardla” odpowiednio wczc.éni'cj, przyczyn:_&
sig tym samym do ograniczenia przestojéw i do zwigkszenia oszezednosci. Z CP
mozna Korzystad wdwezas, gdy wszystkie czynnosci wehodzace w skiad plﬂrjo‘w?ﬁ
nege projekiu sy rzeczywiscie realizowane, a ich czasy trwania majy charakier
deterministyczny.

L Jest rzeczi oczywista, Ze przedsiewzigeie moZna uznaé za zakofczone w mo-
encie, w kidrym dobicgla koica realizacja wszystkich czynnosci wchodzgeych
jego sklad i, wiadnie dlatego, najkidlszy czas wykonania inwestycji jest
eterminowany przez czas {rwania najdluzszef, a nie najkrétszej Sciezki. Przy
okazji warto dodaé, ze w omawianym zagadnieniu nojdiuzsza fciezka weale nie
musi zawiera¢ najwigkszej liczby fukow!

_" Zakladumy, e czas rwania czynnodci jest mozliwy do ustalenia no podstawic norn pracy, cykli
rmatywiych, dlugoletnich dogwiadezed itp. Czas trwania jest wysazany w neutralnych (kolejiych) lub
;Cildarzowych Jjednostkach czasa, W pierwszym  przypadiu terminy poczgtku i Kofea trwanin
yanodel sy okredlane w adniesieniu do terminu rozpoczecia projekiu, K. w datach wzplednych. Ufecie
kalendarzowe oznacza podanic korkretnef (kalendarzowej) daty realizacii dzinlania. Naturalne Jednostki
2350 powinny byd dla calego planu jednakowe (np. roboczogodziny, dini robocze). Ich wielkodé zatesy
i_ﬂ‘ od charakicru przedsigwzicein i preewidywanego czasu jego trwania,

i
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Metoda 1
Gdy liczba §ciezek w grafie jest do§é duza. ustalenie najkrotszege 5
realizacji przedsigwzigcia na podstawic najwezesniejszych mozliwych (1)
péiniejszych dopuszezatnych (r7) momentéw zajdcia zdarzei, moZze byg
czasochlonne: :

ﬂujwczes’;nicjsxy moment zajdcin n-tego zdarzenia, cayh T,
czas trwinii czynnodei (i, /> {parametr zadania),
2bidr czynnosci dunej sieci.

-,

eed PrzYEEAD 7.2 4

P=max{fy 4+ ) =2, Ln ' 5 ; ; dei
‘ m;m(“ i T m. rzem wprowadémy dodatkowo czasy trwania poszezegdlinych czynnoscei

dniach). W przypadku czynnofei fikeyjnych czas ten bedzie rowny zeru (rysu-

fdzm: darzeni satk . sci. ki6re kofcza sic zdarzeniem i /7.6). Z tablicy 7.3 wynika, ze w grafie znajduja sie dwie Sciezki o najdiuzszym
- Z “”‘f’“e poczairowe _inlm‘;“’m‘ LOnCE St wdds ’ ie trwanin: (A—py—FE) oraz (B—pi—£). Najkrétszy czas realizacji przedsie-
1, — cras trwania czynnoici <k, 1. :

wriccia wynosi F1 dni.
f=max{iy— 1), f=n—1, .. 1, .
k RYSUNEK 7.6

. Sieé¢ czynnosci wraz 2 ich czasem trwania
gdzie: ..

k — zdurzenie koficowe czynnofci rozpoczynajacych si¢ zdarzeniem i

ry, — czas trwania czynanodci {/, £).

Moment t to moment zajécia i-lego zdarzenia, w ktdrym najwezeini
czone zostang wszystkie wchodzyce do niego czynnosci. Wartosci 17 wyznaczl
w sieci metoda ,.krok do przodu”. rozpoczynajac od zdarzenia poczatkowegos
ktérego 1) =0, a skoficzywszy na zdarzeniu n. Nujwczednicjsze mozliwe n
zajécin zdarzen sy podawane po nawiasach otwierajucych. Z kolet ¢
moment, w ktérym najpézniej ukoiczone by¢ musza wszystkie czynnoic
dzice do i-tego zdarzenia, aby nie opdZnit si¢ moment realizacji calego p

o e : T s _ TABLICA 73
wziecia w stosunku do najkritszego mozliwego czasu jego l‘eaitzz}cp (7). W Sciezki pelne sicci
17 wyznaczamy w sieci metody Jkrok do tylu”, rozpoczynajac od zd e = STe T = ——
koficowego, dla ktorego f, =1, 1 koficzic na pierwszym zdarzeniu. Najp6Zni 5 Sciezki —Ppi— ~Pr—pa— - —p—E | B-py— -
dopuszezalne momenty zajSeia zdarzedt sy podawane przed nawiasami zamy. 3‘1’1‘ Czas trwania 8 4 10 11 I 9

mi. Wystgpienie zdarzenia koficowego jest rOwnoznaczne z zakonczeniem: prz
. - - o ; x
siewzigeia, stad: T =1, = . -

Metoda It
tosci pozwoli przeprowadzié doglebna analize czasowa przedsicwzigeia,
odpowiednie zadanie programowania liniowego: W tablicy 7.4 przedstawiono sposéb 1 kolejnodé obliczania poszczegdlnych
t, — min,

t v + *
fj"‘fj 2 [ijv <I' J)E U’ ! <-]‘ . -
-0 I_! -1 2 " : Bfajscin ostatniego zdarzenia rowniez dochodzimy do wnioskuy, ze realizacja przed-
= T - £ A

1; v Ea e

?

gdzie: . . : ! Dodajmy, 2¢ niepoprawna numeracin wezlow {zob. podrozdzint 7.1} move skutkowad blednie
;;, ~— najwezednigjszy mozliwy moment rozpoczgcia CZynioscl iy 2 ICzonymi momentami zdarzed. Jezell £ #£ 0 lubfi w przypadku chociazby jednego wicrzcholke
L — najwczes’;niejszy mozliwy moment zakonczenia czynnnici SR 1 to wartodel w nawinsach powinay byé ponownie obliczone w celu wykryein bledu.

puw—
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) ' 'E‘ABL[C;‘: 74 i Wykoi/}’“‘““" zapasu warunkowegoe danego dzialania {wzdr (7.8)) nie zmic-
Wyznaczanie momentéw zajdeia zdarzen 13 zapasdw czasu czynnoict poprzednich znajdujaeych sig na tej samej ScieZee
LEtagr 1 A s f I A n
: “_ 1. (7.8}
Wazor H=0 ]+ (max{{s+ 0 [HE T max { (s + L) 4 Lis)) max{{rf + 1, 4
(i + 1) Us A+ £ 185 + 1 Niezalezny zapas czasu (wzér (7.9)) informuje o rezerwie, ktdrej wykorzy-
- OIS A6 .
wplywu na zapas jukiejkolwiek innej czynnodcel
Wartogc 1] s max {2, 4} =4 4 max{4, 4} =4 max (10, 11,9 slanie nie ma wply apus J i ] cry
N ? H_ {
o= max {0, (¢ — 17—t} (7.9
Etap 2 I I I I !5’ % g=m { S
. | " Czynno$é charakteryzujaca si¢ zerowym zapasem calkowitym prayjmuje miano
Wit fm b |t =t (OO {UE — ) [ miEn {4 — fan) =tz min ({3 - ¢5) zynnosc krytyczaej, gdyz jukiekolwiek wydiuzenie jej czasu rwania opdinia
) (43 135} (3 = 1)y - moment zakoficzenia inwestycji. Pozostale zapasy czasu czynnodci krytycznej sg
Whastasc 11 4 min{d, 6} =4 [min{5, 4} =4 4 nin{2, G, 0} skie ZErOWE. Cing czynnodcei krytycznyeh, rozpoczynajucy sie zdarzeniem poczil-

siewzigcin wymaga przynajmaiej 11 dni, przy zaloZeniu, iz wszystkie czyn

zostanyg wykona

Obliczone momenty pozwalajg lakie wyznaczyé rOZne zapasy Czasl
poszczegdlnych dzialan. Calkowity zapas czasu, okredlony za pomocy row
(7.G), venacza, o ile czas trwania czynnosci i, /> moze by¢ wydluzony:
moment jej rozpoczecia opdZniony, aby najkrétszy czas realizacji przedsigwzi

sig nie zmienil:
H

. _
Ty =

r=ty

Zapas swobodny dangj czynnodci (wzdr (7.7)) moze byc wylcos:rysmn

RYSUNEK 7.7
Sieé¢ czynnosci wraz z ustalonymi momentami
zajscia zdarzen

2,4) R
EHXN

ne zgodnie z planem®

wplywu na zapasy czynnofci lej samej $ciezki:

1
i

===ty

* Oczywidcie w prakilyce planidet momentom zajécia kolejnych zdarzed praypisujay konkrelr

kalendurzowe (np.

15 czerwen 2009 1),

owyn, a kofczacy w zdarzeniu koiicowym, tworzy Scieike krytyezna. Skoro
siezka la nie ma Zadnej rezerwy, oznacza to, Ze nie istnieje w grafie droga diuiej
5d nigj trwajaca. Czas przejScia Sciezki krytycznej jest najdiuzszy i decyduje
terminie korcowym calego przedsigwzigcia. JeZeli czas dyrektywny (o kitdrym
dzic mowa w podrozdziale 7.4) jest rézny od najkrétszego czasu realizacji
edsicwziecia ustalonego na podstawie najwczesdniejszege momentu zajécia
arzenia kofncowepo, io catkowity zapas czasu czynnodei lezqeych na najdiuiszej
siezce w sieci nie jest zerowy, lecz nadal mniejszy niz rezerwy pozostalych
zynnodci. Dlatego ogdlniejsza definicja Sciezki krytycznej brzmi nastepujgco: jest
o droga o najmniejszym catkowitym zapasie czasu. CPM polega wiadnie na
identyfikowaniu $ciezek krytyczaych w celu:

¥ ustalenia najkrétszego czasu wykonania projekiu;

" wyznaczenia rezerw dla czynnosci lezacych na pozostalych Sciezkach;
cumozliwienia kontroli realizacji tych czynnodci, od ktdrych bezposrednio
zalezy moment zakonczenia inwestycii.

_Zap'lsy czynnoéci zawiera nbiicn 7 5. Warto mmacyyé, Ze czyxmoéé pozorna,

TABLICA 1.5

Zapasy czasu czynnoéci
Czyunosci A B C D E F " P P
Zapas catkowity it R 2 1 a 2 2 ] 0
Zupas swobodny 0 Q o 1 0 2 2 0 Q
Zapas warunkowy iy 0 2 1 1 2 0 0 0
Zapas niezaleiny 0 0 0 1 0 2 0 0 0

.D . - . ae . T "
Zapus niezalezoy jest cugdciy skladowa zapasu warunkowego, a wige jezeli gif = 0, to na pew-
=0,




168 Analiza sieciowa preedsigwzipe Mutoda suiezhi keytyemnej 169

RYSUNEK 7.8
Sied czynnodei z wyrdznionymi
Sciezkami krytycznymi

i nEWE zdarzenia krytycznego, Rozpatrywany model sieciowy stanowi dowdd
‘1o, Ze -nie kazdy ciag zdarzen krytycunych tworzy sdciezke krytyczng (zob.
endrickson, Au, 1989; idikiewicz. 1967]). Drogi A~D i B-F, chociaz zawiernjy
e gdarzenia krytyczne, nie sy weale najdluzszymi §ciezkami wsieci.

Na kontec €80 podrozdzintu warto jeszeze zapoznaé gie z inng forma graliczne]
Prezcm'lcjt struktury przedsigwzigeia, Majace dane czasy tr waitia poszueuulnyuh
ynn(lb(.l, n'ijwcfesme_;sn, mozliwe momenty zajScia zdarzed je rozpoczynajucych
2 ich colkowite zapasy czasu, moiliwe jest skonstruowanie harmonogramu
ntta (Gamntt chart; 1 ysunek 7.9). W odrdznieniu od modelu sieciowego, wigze
on ze skaln czasu., Dlugoéé lukéw przedstawinjacych kolejne czynnodci jest
fym przypudku zalezna od ich czaséw trwania. Linia przerywana dotyczy
tkowitego zapasu czasu dunego dzialania, a poczatek strzalki przypada na
oment ¢, Harmonogramy maja jedng istotng przewage nad wykresami sieciowy-
gdyz ukazuja, kidre czynnoici sq realizowane w danym momencie'".

W analizie czasowej przedsigwzigé najwicksza role odgrywaja c*ﬂkmy
zapasy czasu. Ponizej zamieszczono dwie isiotne informacje o tej k'ste
zapasow: _
|. Znajomoéé catkowitego zapasu czasu dangj czynnodci ma znaczenie wo

ody pragniemy zbadaé wplyw wydluzenia jej czasu trwania na moment:

RYSUNEK 7.9
Harmonogram Gantta

czenia inwestycji. W przypadku przyspieszenia wybranego dzialania ug ,
nowego czasu realizacii przedsiewziecin na podstawie calkowitego o
skréconej czynnodcei jest niemozliwe. Wiemy, ze np. wydluzenie czasu.t ”
czynnoSci € o 5 dni spowoduje opGinienie realizacji projekiu o] @
(AT = Aty = zZia=5—2=3, T = |4 dni). Nie jestedmy natomiast w. # R SR
ocenié skutkdéw skrdcenia czasu trwania czynnosci £ o 3 dni, biorac pod nwaj F 5 @
jej calkowity zapas czasu. Moina by wysunaé preypuszezenie, Ze skows Lo MEREIAR ALREE
czynnoéé E nalezy do obu {czyli wezystkich) istniejacych, najcdtuzszych Scickely E 7 -
w sieci, to jej przyspieszenie pocingnie za soba skrécenie tych drég o 5 p (t)’
a tym samym zakoficzenie calego przedsiewzigeia o 3 dni wezeéniej. Nie on SRR
jednak prawda, poniewaz najkrotszy czas realizacji inwestycji wyznacza el 2 Jol
zawsze przez diugosé Sciezki krytycznej, a po skrdceniu czynnodct £, -
pojawi sie jedna zupelnie nowa Sciezka krytyczna A~D, trwajgea 10 d a 4 »
2. WydhliZenie czasu trwania czynnodci krytycznej o k& jednosiek po y p:
opdinienie realizacji inwestycji o tyle samo jednostek. WydluZenie »
trwania czynnodci niekrytycznej {/, > o k& jednostek powoduje opbin vl 2l s e tlstelslatlolselulelin

momentu zakoficzenin przedsigwzigcia o max {0, & — zj;} jednostek,

Opréez zapasdw ustalanych dia czynnodei, mozna rowniez wyznaczyé
zdarzen zgodnie z formula:

1" e . . " . . e " .
Gidwnym mankamentem pierwotnej wersji wykreséw Gantta jest brak informacji o zaleznos-
ch; jakie istniejn mivdzy czynnofcinmi, W poZnigjszych wersineh zuezglo takZe umicssezad

Dll‘l'ﬂ'itjr.. dotyezgee §cietki krytycznej, catkowitych zapaséw czasu dzinla, a nawet zaleznosci miedzy
nhankan,

Ly=1t]—t.

Jezeli dia i-tego zdarzenia L;= 0, to jakiekolwick opdinienie momentd
wystapienia powoduje wydiuzenie czasu realizacii calej inwestycji. Takie zd
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7.3. Technika oceny
i kontroli programu (PERT)

daie: czas optymistyczny realizacji czynnofci w okoliczno$ciach sprayjajacych.
“_ czas najbardzie] prawdopodobny realizacji czynno$ei w warunkach nor-
3 malnyeh,

Omowiona w podrozdziale 7.2 metoda Sciezki krytycznej nalezy do grupy czas pesymistyczny realizacji czynnosci w warunkach nicsprzyjajucych.
deterministycznych, ktére moina stosowad wowezas, gdy czuasy rwinia POk
golnych czynnosei sa dokladnie znane. Zdarza si¢ jednak, 7e precyzyine ust; eIiI
crasow realizacji dziafain przed rozpoczeciem inwestycji jest niemozliwe!!.
czas w celu przeprowadzenia analizy czasowej przedsiewzigeia, nalezy skopy St
z metod niedeterministycznych (probabilistycznych, stochastycznych), np,. ;

Rewnanie (7.11) ma sens', pgdy @ < m < b. Stopier nicpewnofci zwigzany
rzewidywanym czasem realizacji czymnodei i, j>, a wynikajacy z rosinicy

jedzy czasem oplymislyczaym i pesymistycznym, moina zmierzyé warianc:

=)

z
niki oceny i kontfroli programu (program evaluation and review teg (9;‘_’) . (7.12)
PERT), ktdra trakiuje czasy trwania poszczegdlinych czynnosci i monmenty L6

zdarzen jako zmienne losowe o okreslonej funkeji gestosci prawdopodobieristyals Skorzystajmy 2 sieci omowionej w podrozdziale 7.2. Dla przykladowych war-
Technika ta powstala w [958 r. w zwigzku z programem budowy rakiety ; a, m i b w tablicy 7.6 podano oczekiwune czasy trwania czynnosei (w dniach)
ktory obejmowal prace perspektywiczne, badawcze, konstrukcyjne i produke raz wariancje (w dniach do kwadratu) i prawdopodobne odchylenia (w dniach)
Dzicki zastosowaniu tej metody, program wykonane w ciagu 3,5 roku, a nie !
pierwotnie zaplanowano — w ciagu 5 lat.
Powr6cmy na chwile do przywolanego juz dwukrotnic przykiadu rekr
kandydatow na studia. Chocisz uczelnie przeprowadzaja rekrutacje regul
{zazwyczaj co roku), mozZe wystapid taka sytuacja, ze na skutek decyzji min;

TABLICA 7.6
Qezekiwany czas trwania oraz wariancja dla poszezegdlnyeh czynnosci
1 I soiny Y

nych, zmian organizacyjnych wewnatrz szkoly badZ nowej strategii innych Czas mg;:;,m Czas Czaus Wactancia | Odetivlenie
stanowigeych dla niej konkurencjg proces rekrutacyiny przebiegaé bedzie in nuodei| optymistyczny prm;{m‘lmciogny pesymistyczny | oczekiwany ar(:‘::)uqa dc (azr)um_
niz w ubieglych latach, co utrudni dokladne ustalenie czasdw trwania poszézepd () m (& (r) )
nych czynnodci. W takim przypadku PERT okazuje si¢ niczwykle Ccnhy’y%f )
narzgdziem. Metoda ta pozwala odpowiedzie¢ m.in. na nastepujace pytani . ! 2 3 2 179 13
1) jaki jest oczekiwany czas realizacji calego projekiu i jego warinncja? N i 4 4 0 0
2) jakie jest prawdopodobiefistwo wykonania przedsigwziecia w zadanym ¢z : 3.23 ! 33 b !
2 25 G 3 4/9 213

Procedura ustalania Sciezki krytycznej na podstawic PERT jest podobna; 2,5 2,5 2,5 2.5 6 0

kiory stosuje sie przy CPM, ale tym razem wszystkie obliczenia opieraja sig: I 2 3 2 19 13

normunym, lecz na oczekiwanym czasie realizacji czynnosei (1) WYZNac;
wedlug wzory (7.11). Formula oczywiscie nie dotyczy czynnosci fikcyjnyc :
Ustalone na podstawie czaséw f, oczekiwane momenty zajscia zdarzed przed-

a -+ dnr+ B e
m wiono na rysunka 7.10,

Iy = 6 v

 Zwiaszeza gdy dana czytinosé nie byta uprzednio realizowana. Realizacia przedsiewzigd / o0 Z prakiyki zarzadzania projekicm wynika, e fakiyerny czus realizacfi czyunodci ceesto
maze nuin. od pogody, sprawnego spregu, dyspozycyjnoict pracownikow, a te czynniki 51l : kracea wartogé podawany jako najbardzicj prawdopodobng, pdyz ludzic mujy tendencje do
W ezasic. : q}_ﬂiﬁgn optymizimu w swoich szacunkach. Stad, formuly (7.113 opiera sig na statystycznym rozkls-

" Warte jednak zaznaczyd, Ze PERT pod wazgledem struktury logiczne] modelu sic 163, ktérego cechy charakierystyczng jest odehylenie krzywej bedacej praficznym obrazem funkcji
zuliczana jest do metod analizy sieciowej typu DAN (deterministic avolysis nenwvork), p SBESIEtc v prawo. Takie odchylenie sprawia, 2o obliczony oczekiwany czas trwanin czynnesci jest
wtrakeie realizachh praedsigwziccin wszystkie czynnndel przedstawione w sieci sy reall 'badz wigkszy od najbardziej prawdopodebnegs, a to z kalei pozwala uzyskaé czas opzekiwany na
W przypuadku stochastycznej strukiury logiczaej tytko czesc czynnodel przedstawiona w sieci mie bardziej zblizonym do rzeczywistego. Szezegdlaym przypadkiem asymetrycznego rozkladu 3
lenym prawdopadobieistwem wigkszym od zera, bierze udzial w realizacii przedsigwzigeia Jymetryczny rozkiad nermalny, !
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(I
warianeje najpoZnicjszych momentdw zajfein zdarzen ustalamy, kumulujac
ancje czasow Lrwaniil czynnodel poczawszy od koncn grafu, przy czym vy = 0:

RYSUNEK 7.10
Sieé czynnosci wraz z oczekiwanymi momentini :
zajein zdarzen ; ?\ warl
{3.5.3.5) (3.5.3.5) jr=max (v + vk P= o=l (7.14)
gdzsc
. zdarzenie koficowe czynnofci rozpoczynajucych sig zdarzeniem i,

wﬂl"tﬂﬂde czasu trwania Cl.y!'i['lDbCE (I, )’;

(6,5, 6,5}

TABLICA 7.7
Wariancje momentow zajSein zdarzen

Zdarzeric t 2 3 4 5 G

: v ] 1 i ] 1A
Z diugodei Sciezel keytyezaych (C—p—D, B—p,—E) wynika, Ze najwcezesni e 13 | 40 | 49 | 1m 0 Iy
oczekiwany czas realizacH przedsiewzigcia wynosi T, = 6,5 dnia. W zwigzku 2
ze Sciezki krytyezne zostaly wyrdinione, to biorac pod uwage oczekiwane
trwania czynnodci (obarczone odchyleniem standardowym), nie moZemy
stuprocentowej pewnodci co do ich ostatecznej diugoSei. Nie wiadomo réw
czy wymienione drogi okazg si¢ rzeczywiscie najdluzszymi §ciezkami w sieci
bardziej, Ze czasy trwania poszczegdlnych Sciezek nie réZnia sic bardzo od sie
Dlatego tez powinniémy okre§lié mozliwe odchylenie rzeczywistego mom

zakodczenia inwestycji od momentu oczekiwanego. W tym celu nalezy najp
obliczy¢ wariancje oczekiwanego czasu realizacji projektu przez zsumoy
wariancji czasdw realizacji czynnodci wchodzacych w skiad ciezki krytyczne%
a nastgpnie z otrzymanego wyniku wyciagnaé pierwiastek. Gdy graf sklada §
z kilku Sciezek krytycznych, woéwcezas prawdopodobny bligd zwiazany z cz
wykonania przedsiewzigeia oblicza sic na podstawie tej Sciezki, dla ktore_;
wariancji jest najwigksza:

Obliczone wariancje zamieszezono w tablicy 7.7. Znajac czas oczekiwany rea-
acji projektu oraz jego odchylenie standardowe, mozna okre$li¢ prawdepodo-
bienstwo zakosiczenia projektu w deowolnym zadanym czasie (7). Wystarczy
wyznaczy¢ paramelr z, ktory jest niezbedny do odnalezienia wartodel tego praw-
spodobienstwa w tabeli dystrybuanty rozkladu normalnego'?

T.:_T;l

St

{(7.15)

Przypusémy, Ze interesuje nas realizacja przedsigwzigcia w ciggu 8 dni:

; Obliczonej wartodei odpowiada prawdopodobienistwo na poziomie 0,8944.
Na ogdl, gdy warto§¢ prawdopodobieistwa lezy ponizej 0,25, program obar-
ony jest znacznym ryzykiem. Wartofei lezace miedzy 0,25 a 0,6 odpowiadaja
zyku normaknemu i §wiadcza o dobrym bilunsie zasobow. Wynik przekraczajacy
60% moie oznaczaé zaangazowanie nadmicrnych rodkdéw.

Nu podstawie wzoru {7.15) dochodzimy réwniez do wniosku, ze czas niczbedny
- zakorficzenia projektu, ktory bedzie dotrzymany z prawdopodobiesstwem 0,99,
yrosi 9,3 dnin. Gdy wymagany przez odbiorce termin wykonania jest krétszy niz
zwala na to dopuszezalne ryzyko mierzone prawdopodobiedistwem (np. 0,25),
konieczna jest kontrola sieci i zbadanie mozliwodci skrécenia czaséw trwania

Sy, = Nmax {{ve + vp)y (v + vp)) = \/max{(i +4/9), (0+0)} = 1,202.

Skoro oczekiwane czasy trwania czynnodci oraz calego projekiu zawie
w sobie jakad doze niepewnosei, to bledem obarczone sy rownieZz momenty zajs ;l
zdarzen. Wariancje najwezesnicjszych momentéw wyznaczamy, kumulujac
riancie czasOw trwania czynnofci poczawszy od Zrodla grafu, dla kidrego v

vi=max{v;+ v}, (=2, .., n, ¢
gdzie:
k — zdarzenie poczatkowe czynnoéci, ktére koiiczg sie zdarzeniem /,

v, — wariangja czasu trwania czynnodei <k, .

: Przyjmuje sig, 2e szukane peawdopodobienstwo ma chasnkterystyke rozkladu normalnego,
iewnz fakiycene czasy realizacji odbiegajy od obliczonyeh czasdw oczekiwanych zgodoie z tym
khadem,

" W omawiane] metodzie ustalons dropa krytyczns wykazuje tylko nujwicksze prawdopud
stwo zostania nin w stosunku do innyeh drdg, ktérych szanse sy mniejsze. Nie nalezy zatem bagateli
deiekek podkrytycznych {subkrytycznych), czyli dciezek, kidrych calkowity zapas czasu jest bliski




s e T oy TETT T [ T o i

174 Analizu sieciows proadsivwzigd Anliza czisowo-kosslowa 175
: S——

ipwestord fub odbiorcy okresu wykonywania tego projektu. Potrzeba przyspieszenia
anlizacji p:'zcdsie\yziccia. przy jednoczesnym dyzeniv do minimalizacji kosztow
tezpodrednich (:LWEe_gzzmyci_a z konkretng czynnogein)'®, pociaga za soba koniccz-
Jasé pmcpmwadzcma analizy czasowo-kosziowej. Zaklada ona, Zc skrécentu czasu
aalizacii inwestycji towarzyszy wzrost koszidw bezpodrednich. Niezaleznic od
etody przyjetej przy ustalaniu momentu zakolficzenia inwestycji (CPM, PERT),
m proces skracania czasu realizacji przedsigwziecia przebiega podobnie. Diatego
v W Lym podrozdziale przedstawiona zostanie jedynie analiza CPM-COST. Roz-
rzymy dwa nasigpujace praypadki:

} decydent minimalizuje czas realizacji przedsiewziecia (7)), majac na wzgledzie
~ dostepne $rodki (K, kiére moie przeznaczyé na akeeleracje (budget problem):

Do wad analizowancj metody nalezy zaliczyé trudno$ei w szacowaniu pari
réw oruy probabilisiyczny i subicktywny charnkter otrzymanych wynikéw. Pop
wybdr rozkiadu prawdopodobiedstwa wedlug funkcji f# dla czasdw trwania o
nosci zostal podyktowany przede wszystkim intuicja. Wreszeie, zgodnie 2 {y
dzeniem centralnym (zob, [Bladowski, [1970]), sumowanic kolejnych wag
tosowych dotyczacych czynnoset fezgeych na §ciezee keytycznej w celu o;{mg;c-

wyrazonego odchyleniem standardowym jest dopuszezalue, jezeli zalozymy
czynnodei sy niezalezne od siebie. Tymezasem graf przedstawia wzajemne po
zania migdzy dzialaniami. co przeczy temu upraszezajacemu zalozeniu. Dodaj _'
Ze rozpatrywanegj technice towarzyszy ryzyko nadmicrnego koncentrowania si
czynnodeiach krytycznyeh i zaniedbywania pozostalych czynnodei, kidre w rze
wistodci moga sie na tyle opd#nié, ze spowodujy wydiuZenie czasu realiy
inwestycji. Z drugiej jednak strony PERT vwzglednia kitka wariantow czaso
co pozwala zarzgdzad projekiem w warunkach niepewnoéci. PERT przypor
metode dciezki krytycznej (podrozdzial 7.2). W obu przypadkach mamy

T(X) — min, (7.16)
CKX) < KO (7.17)

-gdzie X = [ve Yo oo x0T to wektor czaséw wykonania czynnodci danego
przedsigwzigein;

- decydent dazy do realizacji inwestycil w czasie nie dluzszym niz zadany czas
wane i niezmienne. a zaleznodci migdzy nimi sa stale, co wrudnia elastycznels : dyrektywny (7). przy czym zamierza to uczyni¢ jak najtaniej (deadline
reagowanie na zmiany sytuacji w czasie realizacji projekeun'®. Stosowanie wy problem):

nionych technik zmniejsza ryzyko przekroczenia budzetu i termindw wykon

przedsigwzigcia. K(X} ~> min, (7.18)

Xy < T {(7.19)

Przedmiotem naszych zainteresowan bedy zmiany czasu trwania czynnofci
charakierze dyskretnym. Koszty skrdcenia danego dzialanin o kazda kolejna
cdnostke moga wzrastaé z lg sama () bads r6Zng predkodcia (). W tym
Zaléimy, Ze znany jest juz moment zakoficzenia prac komisji rekrutacyjnej majge jerwszym przypadku koszt jednostkowy (tzw. sredni gradient kosztu) ustalié
i0Zna w nastepujacy sposéb;

L8 L
ke — kel

7.4. Analiza czasowo-kosztowa

zostaje nagle decyzjn o koniecznodci wezedniejszego zakorniczenia prac, co 2

moze narazié uczelnie na dodatkowe wydatki'”. Uczelnia_powinna skrdcié czagt S W' T {(7.20)
f f,{}—rf;!}- ¢ L :
zakoniczenie rekrutacji 1 z kidrymi sq zwigzane najnizsze koszty skrocenin’ dzie: '
Okazuje si¢ zalem, Ze oprécz analizy czasowej przedsiewzigcia, I€ — wzrost kosztu zwigzany ze skréceniem czasu czynno$ci i, > o jedngy
waznym zagadnieniem jest aspekt ckonomiceny realizacji projektu i mozli jednostke,

~— normalny czas trwania czynnodci G, D,
i — graniczny czas trwania czynnoSci i, f),

modyfikacji modelu przez kompresje sieci wynikajaca ze zbyt dlugieg

' Mozliwosdé wiclowarinntowego ustalenia zaleznofei migdzy zdurzeninmi w tef swmcj sictci;
swobodnego dobicrania w toku realizacji projekws tnnych drdg postgpowania nid pierwotnic u
dujn sieci stochastyczae, ap, sied typu GERT (graphical evaluation and review technique).

T Wyditki te mogg pojawié sig, gdy w cclu szybszej readizacji prac konieczne bedzie posz _
skindu osobowego komisji rekrutacyjnej. Jezeti dojdzie do wydluzenia czasu pracy czlonkéw komis
poinycl: goduin wicczornych, uczelnia poniesic wyizsze oplaty za energie elekiryczn itk

™ Do kosatéw bezpogrednich nalegq koszty robovizny, muterialow, naklady no urzadzenia
Dq“kb’}'jiw oriaz koszty skedcenin czasu czynuofci, Obok koszitow bezpodrednich wyréinia sig koszty
ednie, do kidrych zaliczyé moina Koszty administracyjnc, podatki, kary umowne zwiizane
! edotrzymanicm ustalonego terming wykonania pracy. Koszty poSrednie dotyczy przedsiewzigein
A0 calodci,
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kj; — koszt bezpoSredni zwiazany z realizacjy czynnofci {/, /> w czasie < T {7.38)
malnym, . . (7.39)
kjj — koszt bezpo§redni zwigzany 2 realizacjy czynnofci <, /> w czasie _1320 . )
meznym. , < P, {jre U {7.40)
Czas graniczny jest definiowany jako najkrétszy moiliwy ze wzgle i€ - Ghjret. (7.41)
technicznych i technologicznych czas na wykonanie danego dzinfania. g . Rozne koszty skrocenia (H):
Modele (7.21~7.27) i (7.28-7.34) dotyczy minimalizacfi ezasu przy d ’y
koszcie : -
X kv — min. (7.42)
Identyczne koszly skrécenia (I): 2“2; o
t, — min, L>yi2 .. 2 v L jye U (7.43)
H H H P""
LEIG—y;+ L L, jre U. > 1l — 2}’5} + 1 i, j>e U, (7.44)
[] = O. ) ret
. 0. (7.45)
.z'."'uy,-f < K <7 (7.46)
- A (7.47)
f- f 20 4 . “ )
n ik - ee {0, 1}, {.jre U, (7.48)
Vi £ Py, i, fre U : dzie
e N, {i, jre U { () moment zajcia i-tego (j-tego) zdarzenia,

- liczba zdarzeq,
. — liczba jednostek czasu, o jaka nalezy skedeié czynnodé (i, fD,
— zbidr czynnosel danej sieci,

Rdzne koszty skrdcenia (11):

¢, — ntin.

yhE iz .=y K e U ' ( — liczba czynnosci,
Py — jednostkowy koszt skrécenia czynnofei i, />,
== 2yh+ 1, G, e U — dostepne Srodki,
p=l — maoksymalna liczba jednostek, o ktéry skrocenie czasu trwania czynnodci
=0, (i, j> jest mozliwe (réznica migdzy czasem nosmalnym a czasem gri-
m Py nicznym),
ij; p;]kf}.’ﬁ’ﬁ < K - { — zmienna przyjmie warto$¢ 1, gdy czynnodé <, j> zostunie skrécona
po raz p-ty,
;20 — koszt skrdeenin po raz p-ty czynnodci {, j>,
yhe {0, 1}, (i, e U -~ czas dyrektywny.

Warunki (7.22), (7.30), (7.36) oraz (7.44) dotycza struktury sieci, Dzigki
‘y_m;':eniom (7.29) i {7.43) czas trwania czynnodci mozna skrécié po raz p-ty tylko
tedy, gdy zostal on juz skedcony (p— 1) razy. W przypadku malych graféw
Ozwigzanie opisanych zadad nawel za pomocy komputera moze okazad sig
ardziej pracochionne niz ustalenie optymalnego wyniku na podstawie algorytmu
mpresji sicci. W literaturze znaleZé moina uproszezone procedury przyblizone
z algoryimy dokladne, lecz bardziej zlozone. Najprodeiej jest wykonaé kroki
dprezentowane na rysunku 7.11.

W przypadku minimalizacji kosztu przy zadanym czasie nalezaloby rozwi
zadanie (7.35—-7.41) lub (7.42-7.48).

Identyczne koszty skrocenia (1):
Ué.ﬁﬁu; —3 min. (
G-yt i, jre U [
t =0. gy

e
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Przyblizony algorytm kompresji sieci

START

RYSUNEK 7.11

A4
Wyznaceyc nie
podsiee  j
krytycrng
A4
Preyspieszyd
Ustali¢ wyintenionym
prackroje - przekrojom
dia postacs - lipezne kosaty
keytyczng) skrdcenia

Przekrojem podsieci krytycenej jest kazdy minimalny zbidr lukéw,
kiore przechodza wszystkie gciezki krytyczne (por. podrozdzial 3.2)° W
przekroju wechodza jedynie czynnodci rzeczywiste, a nie fikcyjne. '

Osiggnigcie celu jest réwnoznaczne z otrzymaniem rozwiszania zadania (7

—~(7.17) lub (7.18)—(7.19}.
Z opisu metody wynika, ze:

1}

inwestycji;

2) kazde skrocenie momentu zakofczenia przedsigwzigein moze
kszialt podsieci krytycznej, czyli na lczbe §ciezek krytycznycly;
3} Sciezka krytyczna moze przestac byé krytyczna, jezeli nie zachowi w nas

iteracyi Zerowego zapasu czasu;

4) skracanic czasu realizacii przedsiewziceia sukcesywnie o jedna jednostke jest
konieczne, zwlaszeza gdy w sieci wystepuje kilka Sciezek krytycznych,__jséz"é

akeeleracje dziala.
U]

dciezki sieel (por. podrozdzial 3.2).

STOP 7alhamys
' 9 dni.

tak

Cry cod
zostal osiggnicty

Wybraé najtanszy
technicznic mozliw
wariunt i skrdcié cas

Lewasin wybranyo)
czynnosel o jedng
jednostkg

W oanalizic czasowo-kosztowej przekrdj konstruujemy tytko dins zhioru dciciek keytycanyhs
Natomiast pray ustabaniv maksymalnego przeplywu przekrdj tworzymy, biorqe pod uwage WS

coas T Lo . - S e,

Analiza causowo-kosztowa

i79

R —

Ty
nd PrRZYREAD 7.3 0

RYSUNEK 7.12
Wyjsciowa sieé {T7 = 11)

14@ (<. 4)

(11, 11

i 1
TABLICA 7.8
Koszly skrécenia ezasu trwania dzialai o kolejne dni

Czynnosei A B c o E
Koszt skrécenia o pierwszy dzied (k) 2 4 I 5 2 2
Koszt skrécenin o drugi dzied (k) e 6 — 5

‘Oto koszt skrocenia odpowiadajacy przekrojom wyznaczonym
tycznej zawicrajacej dwie Sciezki (A—p—E 1 B—p;—E):

o ky=2+4=06

W wyniku przyspieszenia projektu do 10 dni wedlug tanszego wariantu
dcenie czynnosci E o 1 dzieft) pojawia sig w sieci trzecia iciezka krytyczna:

ncza, s dangj czynnosci nie mozna juz skrocid,

ze czas trwania inwestycji opisanej na rysunku 7.12 nalery skrdcic

‘Koszly realizacji przedsiewziecia wynosza 100 tys. zl, a koszty skrdcenia
ys. z1) poszczegolnych czynnoéci o kazdy kolejny dzied podano w tablicy 7.8%,

dla podsieci
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RYSUNEK 7.13
Sied po picrwsezej Heraeji (77 = 10)

.40 {5, 4)
2 )L
L S, Do

P ()

y sa rozpalrywane ziiany czasu realizaci przedsigwzigeia o charakterze
kretny Diatego ez rozwigzania lezace na poszezegdlnych {fragmentach
wej, Z wylaczeniem wyréznionych punkiow. sy jedynie przyblizeniem tych
aikow, kiore moglibySmy uvzyskaé, rozputrujge problem w wersji ciagle).
dQ}J’ldﬂym przebiegu krzywej czasowo-kosztowej decydujy funkcje koszidw
| fgeenia przyspieszonych czynnosei. . - . ' o
mowiony przyklad pozwala wyciggnyl jeszeze dwa inleresujuce wnioski
zaprezentowanego algorytmu. Po pierwsze, w przypadku tej metody
ieje mozliwoddé otrzymanin w danej iteracji podsieci krytycznej o mnigjszej
e sciczek krytycznych niZ w iteracji poprzedniej. Po drugie, skrécenie czasu
tizacji przedsigwzigcia o jedng jednostke nie musi oznaczad, ze wszystkie naj-
ze drogi zoslang takZze dokladnie o te wielkos¢ skrcone. Wystarczy przyjuc
losenie, 7¢ nalezy je przyspieszy¢ o przynajmniej jednz jednostke®’.

Opisany algorytm jest dosé skutecznym narzedziem kompresji sieci. Istniejg
dnak nawel prostc preyklady, na podstawie kiorych mozna wykazaé, Ze pmccdum
aje gorsze wyniki niz model optymalizacyjny {zob. {Gaspars, 2006]). Wedlug
Sedstawionego algorytmu skrdcenie czasu wykonania przedsigwzigeia opisanego

W prac

(e, 1

£o}

th ="
-"

W dalszej kolejnoSci skrécente czasu trwania czynnodci A i £ Dkazu
najtaiisze:

—ky+ki=2+4=6
ki +ki=2+3=5
~kh+ kE=5+3=8

Eaczny koszt skrécenia przedeiewziecia z 11 do 9 dni wynosi 24 5=7
Wybdr przekroju A + £ zmienia podsieé krytyczna. Skrécenie tych czynm
o jeden dzied powoduje przyspieszenie Sciezki A—p—F od razu o dwa cln
samym droga ta przestaje by¢ krytyczna!

RYSUNEK 7.15
Przyklad, w ktérym stosowanie
prezenfowanego algorytmu
nie prowadzi do eptimum {T7 = §)

(3, 5) {10, I0)
RYSIINEK 7.14
Krzywa czasowo-kosztowa
A 3513}
C2[H EX[2]
=T 120 (6
223 us
w03 b
B2z 1O 167 wm D6 (7.7
A g7 105 162 o0 "
- 100
EER r T T T T »
7 8 9 34] 11 12 : ¥ W Gteraturze moZna znale?é opis procedury, zgodnic z ktdrg dciezki krytyczne powinuy by

Cazus realizacii (w dnisch) . ! ] nénic skracane kazdorazowo o dokladnie jedng jednostke {por. {Biadowski, 1970; Grucza, Ogonek,
ki, 2003, IdZkiewicz, 1967; Kaufmann, Desbazeille, Ventura, 1964; Kopanska-Brédka, [9US;
ukaka, 1996)). Goybyémy anatizowany przyklad prébowali rozwinzaé ty metods, okazaloby sie, e
‘rozpateywinych w drugiej iteracit warlantdw skrdcenia czasu realizacii przedsiowzigeia bylaby
nigjsza, pdyz wybrany preekrdd A + B, kidry wigzal sig ze skréeeniem czasu trwania Sciezki A—p—E
ecej ni2 Jedng jednostke, nie bylby tym mzem w ogsie briny pod wwage, Ograniezanie si¢ przy
borze najtasiszego wariantu do kombinacii skracajacych wszystkie drogi krytyczne o doklndnie jedng
Ifﬁﬂqslkc moze skutkowad uzyskaniem rozwigzania, dis Kidrego Kezne koszty skrécenin sy zhaezeic
e #iz wynikaloby to z rozwigzanin optymalnego, o czasem nawel niemozsodein wyznaczenia
zwinzaniy dopuszczalnego, mimo 2e takie istnicje.

Krzywa czasowo-kosztows obrazujaca laczne koszty bezpodrednie dinr
wartofci T przedstawiono na rysunku 7.14. Krzywa ta zawiera rowniez info
o koszcie, gdy T'= B dni. W trzeciej iteracit, gdy dciezki krytyczne to A-D, B
i 8~F, warto skorzystaé z przekroju D+ B, gdyz pozostale przekroje
A+ E+ F, D+ E+ F saniedopuszezalne. Z uwagi na czasy graniczne, dalsz
canie nie jest mozliwe.
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na rysunku 7.15 do 8 didi (tym razem koszty skrécenia podane w nawiasach kw

bliczeﬂio“’y‘:h (zob. [Philtips, Dessouky, 1977: Siemens, 1971]), inne — opierajg-
towych s stale, a czasy graniczne wynoszi. odpowiednio, 2. 1, 1, 3, o

sig pa prog:’zunowa_niu miematycznym — wyrmagajy zastosowania komputera
: . [Kelley. 19611). Nic wszystkie metody dajy zawsze najlepszy wynik (zob,
towad bedzic 5 tys. «t Tymezasem okazuje sig, Ze wystarczy skrocié tylko dzig :
A1 E, aby uzyskad ten sam efekt przy nizszych kosztach {w sumie 4 tyg.3

Rozwigzanie optymaine zaprezentowanego problemu uzyskaliby na pewng

Sicmens, 19711 _ .
Wezystkie wymicnone metody opracowano z myéla o malych projektach.
Analize czasowo-kosztows wigkszych przedsigwzied warlo przeprowadzid, korzys-
1) Fulkerson i Kelley, kiorzy problem kompresji sicci sprowadzili za p e ze specjalnych programdw komputerowych (zob. [Liu, Burns, Feng, 1995]).
programu dualnego do zagadnienia maksymalnego przeplywu w sieci®i i . W pracy uwzgledniono jedynie koszty bezpodrednie (KB). W przypadku kosz-
2}y Siemens, dla ktérego punkiem wyjdcia nie bylo iteracyjne skracanie “ﬁjdlu '%‘ t6w posrednich (KP) zaleznodé czas—kaszt jest odwrotna. Krétszemu terminowi
szych Sciezek na podstawie przekrojow, lecz ustalenie czasu, o kidry : Jikoficzenia inweslycji towarzysza nizsze koszly posrednie. Przebieg catkowitych
§ciezka powinna by¢ przynajmniej skrécona, aby czas dyrekiywny! kosztow (KC) jej realizacji mozna opisa¢ np. funkcjq paraboliczny, kidrej ekstre-

osiagnigty ™, um oznacza optymalny harmonogram prac 2z punktu widzenia minima}if,acji fqcz-
3) Phillips 1 Dessouky, tworey koneepeji minimalnego ciecia w grafie (min; ch kosztow (rysunek 7.16). '
. 1
ent)?, - i

7.5, Analiza zasobowa

RYSUNEK 7.16
Krzywe kosztow przedsigwzigeia

Zaiszmy, Ze znany jest harmonogram prac komisji rekrutujacej kandydatéw na
tiezelnie. Okazuje sie jednak, Ze plan ten nie jest mozliwy do wykonania, poniewaz
zba dostepnych komputerdw, przy ktérych czlonkowie komisji mieliby praco-
aé, jest niewystarczajaca. Jezeli nie ma mozliwoéci dostosowania wyposazenia
zelni do potrzeb komisji, to konieczna jest weryfikacja czasu i kolejnosei realiza-
planowanych dzialafd, ktéra najczeéciej wiaze sie z op6Znieniem momentu za-
kofczenia prac.
- Przyklad ten néwiadomil nam, Ze planowanie sieciowe, przeprowadzone przy
lozeniv, Ze po pierwsze liczba osdb oraz urzadzen produkcyijnych potrzebnych do
realizacji projekiu nic stanowi ograniczenia i, po drugie, pracownikéw mozna
awsze zwolnié z pracy lub przydzielié do innych zajed, moze byé potraktowane
ako zagadnienic czysto leoretyczne, pozbawione praklycznego zastosowania.
Dlitego tez warto przeprowadzi¢ analize zasobown przedsiewziecia. Przez pojecie
a’st;bu rozumieé begdziemy zardwno sprzet, urzadzenia, jak i materialy, silg
czg, powierzchnie, przestrzen produkeying oraz $rodki finansowe. Z uwagi na
titnia wymieniona kalegorie przyjelo sig traktowaé analize czasowo-kosztowa
zob. podrozdzial 7.4) jako element analizy zasobowej. W literaturze znaleic
motaa modele minimalizujace czas realizacji projektu przy limitowanych zaso-
ch. Ze wzgledu na binarny charakter i duzg liczbe zmiennych w tych modelach,
leca si¢ zastapienie zadania optymalizacyjnego odpowiednim algorytmem, ki6ry
Zwala wygenerowad zadowalajace rozwiagzanie.
W celu obnizenia ilodci zuzywanego zasobu do poziomu jegoe dostepnodci {d),
ystarczy czasami opéZnié moment rozpoczecia niekiérych czynnodcei niekrytycz-
fyeh w granicach icl: zapasu, bez naruszenia terminu kofcowego.

g

Y

2 przyjeli ond, ze koszt skréeenia caynnodel w zadaniu plerwotnym odpowioda przepus
juku w zadania duslnym.

2 Algorytm Siemensa jest algorytmem przyblizonym. Goyal udoskonalil go w 1975 1

> Cigciem grafu nazywamy taki zbior lukéw, Ze po jepo usunigciu graf rozpada sig na co il
dwic skindowe. Minimalne cigeie to cigcie o minimalnej liczbie lukéw. Koncepcja minimalneg
jest dodé prosta i zapewnia dojécie do optimum, Stanowi ona uproszezons wersje algorytmu Ful
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{ PrzykeaAp 7.;?} _

Rysunek 7.17 przedstawia dzienne zapotrzebowanie na robotnikéw dia posy
n)-rch czynnofci (A~D) wehodzieyel w skiad pewnego przedsiewzipciy
wiersz zawidra informacje o lyeznym dziennym zapotrzebowaniu (2) przy
niu, Ze wszystkie dzialania {7, /> rozpoczynaja sig w momencie /- :

;r'yiyc?-ﬂ)'d‘ W grunic:ncii _ich_ zupusu, a si_:‘uklm‘.u sfcci {czyli kolejnodc dzialan)
s realizacii przedsigwzigeia nie ulegajg zmianie, to usmloqcmu frmono-
mowi prac odpowiada krzywa skumulowanego zapotrzebowania (573, lezgen
pszarze niedzy frzywymi Pt P7 (rysunck 7.19), IQreywe dotyeza sytuseii,
ér'cj wszystkie dzialania zaczynujy sie. odpowiednio, w momencie 1" 11", Noszy
‘pazwe eSsOgramit.

PI“lfzfe'fltfﬁi:;gj"w py YSUNEK 7215 - 4 Praviran 7.5 1o
S7CZ an dopuszezaliny o )
D s)sts | 1 D 5T 7 zaldzmy, 7e reui::z.ugu przcds:g\u‘sc‘cm opas:mego TH] ry.su{ﬁu; 7.20 wymagt
e NEREN - AR sdego dnia konifrﬁ:tnq hczb‘y pracownikow (podnfse_] w nawiasie !cwudratowym),
EREE] e 20 sita robocza, keory dysponuje wykonawca, wynosi 6 oséb dziennie (¢ = 6). Tym
z e RN S 4 =S I sem moment zakoficzenia inwestycji bedzie musial zostaé przesunigty przynaj-
A gL ld 14, A 4144 14y mniej o 4 dni (z 12 do 16 dni). Skorygowany plan dzialania przedstawiono na
Driea [ 1 2|3 [a|s |6l7]g Daich [ 1 1213 14|54 sunku 7.21. Zoawiers on dodatkowe czynnofei rzeczywiste, oznaczajace okresy
z 71799 fT1|z2]2 z AR ERENEREN sekiwania, oraz czynnodci pozorne, okredlajace kolejnodé nastepowania po sobie

nnogei, do ktorych potrzebne sq te same Srodki produkeyjne, Wprowadzenie
zynnosci pozornych®™ sprawia, Ze niektSre czynnodci dotychezas réwnolegle
p. A i B) staja sig czynnofciami szeregowyni, a o~ z kolel — zmienia przebieg
rogi krytycznej vzaleznionej teraz nie tylko od wymagan technologiczuych, lecz
7e od mozliwoSci realizacji programu przy deficycie zasobdw potrzebnych do
o wykonania, Czynnos¢ B, okredla liczbe dni, kidre nalezy odezekaé zanim
icownicy zakoricza czynno$é A i bedn mogli rozpoczadé czynnodd B (opisang
ukiem B4}

Prz;fpuéémy, ze dysponujemy jedynie 7 robotnikami (d = 7), co ozna
w t:'zecm} i czwartym dniu realizacji przedsiewziecia Jjest ich za malo. Okazy
ie op(‘)i‘mc-nie momentu rozpoczeeia czynnodei D o dwa dni Zmniejszy szczyl
zatrudnienie, nie wydiuzajac przy tym realizacji samej inwestycji (rysune ]
Jezelt w celu dostosowania zapouzebowania na §rodki produkeyjne do
nej iloSei dochodzi do opdinienin momentow rozpoczecia niektérych cz

RYSUNEK 7.19
Esogram

RYSUNEK 7.20 RYSUMEK 7.21
Pian niedopuszezalny Plan dopuszezalny

D9 £2,213]
: »{ 21—

SZ

£3[4]

P ; Kolejno§¢ przydzialu ograniczonego $rodka produkeyjnego, minimalizujacy

'y

——
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TABLICA 7.9 .
Procedura rezdzialy srodla

ne o najminiejszym zapasie ezasu: jeseli dwic czynnodei nickrytyezne I
sam . zapas, o pierwszenstwo  prayznaje si¢ tej, ktora wykazuje wi Mozliwe Status o " Zaporzecbo- | L  C7y pnosel
ZL!]JOU‘ZC!JOW{H]ic: L‘Z)‘”“Qﬁl:i AliHUS CZYNROACEH wanic alejnose mrf.yli;u%xl;.t..
PR . LYy UALa
2) czynnodel jui rozpoczele sy prioryielowe; by
3) ceynnodei, kidre w danym przedzisle czasowym nie otrzymaly przy A keytyczna ; 5 I A
N . . . . iekrytycznda, Zapis = = 2
czekajy pa swojn kolejke w nastepnych przedzialach czasowyeh; p £) B niekrytyczna, zapas 4
czasowy koficzy sie w dniu, w kidrym wykonano ktérgkolwick z czy, yrok B """i’“: zialal do O 4 2 g
. . - CEYLYCZIN 2 |
ajucych przydzial, 5 do 9) C rytyczna 2
nijacych praydzia D nickrylyczna, zapis = 5 3 3
RYSUNEK 7.22 krok 2] w toku 4 i B
. LT : zapas zmalat do | 3 3
Dzienne zapotrzebows a sile o 9do 1)} D wapas zma
ipoirzebowanie na sile robocziy e krytyczna p 2
Liczba roboinikow d = 6 pracownikow vV krok D zipas zmadal do 0 3 2
__________________ - 11 do 14) £ krytyczna 4 E
6 D zapas zmalal do ¢ 3 1 D
5
4 anfach naleZalo ustalic optymalny harmonogram prac przy zaloZeniu, Ze tylko
o zaséh jest ograniczony. Sposéh rozwigzywania problemow, w kidrych mam
3 3 g I d Y P Y
zynienia z nieréwnomierna podaza®™ lub z kilkoma deficytowymi Srodkami
5 produkeyjnymi, przedstawili muin. Bladowski [1970} oraz Hendrickson i Au
98). Po czwarte, pominieto przypadek, w kiérym przedsigbiorstwo realizuje
I nolegle wiecej niz jedno przedsigwzigeie, korzystajac z tych samych zasobdw
ab: [Id7kiewicz, 1970]). Po pigle, zaprezentowane przyklady dotyczyly zasobn
Zapotrzehowanie awialnego (sila robocza), czyli takiego, ktéry po wykonaniu danej czynnosci
st.przydziclany kolejnym dzialaniom. Problemem alokacii zasobdw nieodnawial-
ych-zajal sig rowniez Bladowski [1970]. T po szdste, oméwiono jedynie zagad-
. . ) . . ) fichie minimalizacji czasu {rwania przedsiewzigcia przy danym limicie zasobdw,
. Dzialanie algorytmu cE'm omawianego przykladu IEl_.lsifktjc tablica 7.9.'W: rigim réwnoleglym celem mogloby byé réwnomierne rozmieszezenic zasobGw
dziennego zapotrzebowania na silg roboczyg przedstawiono na rysunku 7.2 zasie realizacji projektu przy zadanym terminie zakodiczenia inwestycji.

a ograniczonym zasobem jest np. sila robocza, to mozna sprobowad 05ZACOY il

czasy twania czynnodci, przyimujac, e dane dzialanie wykona mniej osobji

POLECENIA 1 PYTANIA KONTROLNE

C_zym rgini sie teclhnika AQA od techniki AON?
akimi wilasnodciami charakleryzuje sie sie¢ czynnosdci?
k przedstawinmy w sleci czynno$é pozorng? Jaki jest jej czas trwania? Jaka

czone zgodnie z planem. :
oia odgrywa role w analizie czasowej i zasobowej?

W pracy skoncentrowano sig jedynic na wybranych problemach dotyczil
analizy zasobowej. Po pierwsze, rozpatrywano wylacznie sytuacje, w ktdr
trwania czynnodci jest dokdadnie znany. Po drugic, przyjeto, Ze dostepnosc
produkeyjnych jest stala w czasie realizacji przedsigwzigcia. Po irzccie,‘_:

Sytuacjs taka moze mie¢ miejsce, gdy drodkiem produkcyjnym jest np. cement dostarczany ni
We partiami, co kilka dni
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Rozhziar 8

OPTYMALIZACJA
DYSKRETNA

4. W jaki sposéh mozna wyznaczy¢ najkrdtszy czas realizacii przedsiew
Rozpatrzy¢ problem dia wersji deterministycznej i mduunumstycmq

5. Czym charakleryzuje sic $ciezka krytyczna?

6. Jak zmiana (wydluzenie bad? skrécenie) czasu trwanin czynnodei mOZe
mid na moment zakonczenia przedsigwzigcia? Analize przeprows
czynnodei krytycznych i niekrytycznych.

7. Iakie problemy optymalizacyjne sq najczeéciej rozpatrywane w analizi
wo-kosziowej oraz w analizie zasobowej przedsigwried?

8. Jukie informacje mozna odezytad 7 kizywej czasowo-kosziowej dla cay
i din przedsiewziecia?

9. Kidre czynnofci majay pierwszedstwo przy alokacji ograniczonego
produkeyjnego?

+
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BIBLIOGRAFIA 8.1. Wprowadzenie

t wiele sytuacji decyzyjnych, kiérych nie moina opisaé uzywajac tylko zmien-
ych cinglych. Zwiazane jest to z nieciagloSeiq wielu proceséw ekonomicznych,
amochod do miejscowosei M jedzie jeden, dwa lub trzy razy. Robotnika mozna
ydzieli¢ do stanowiska §), Sa, Sy lub 8,. OkreSlony projekt inwestycyjny jest
lizowany lub nie. Zaklad produkeyjny jest lokalizowany w ol\msionym miejseu
srod wielu mozliwych.

Zadamy wige, uby pewne wielkodci, kidre mamy WYZNaczyc (zmicnne decyzyj-
g), przyjmowaly wartosé ze zbioru dyskretnego, np. ze zbioru liczb catkowitych
ib ¢ zbioru liczb binamyeh {0, 1}.

Zagadnienie decyzyjne, w kidrym chociaz jedn: wmienna decyzyjna przyjmuje
riofci dyskretne, nuzywamy dyskretnym zagadnieniem decyzyinym. Model
ematyczny opisujacy te sytuacje nazywamy dyskretnym zadaniem decyzyjnym.
W rozdziale tym ograniczymy si¢ do oméwienin zagadnies dyskretnych,
ktorych wszystkie relacje zachodzace miedzy wiclkodciami sy liniowe. Sigd
mulowane zadania sy zadaniami programowania dyskretnego liniowego
L). Wéréd nich mozemy wyrdZnic trzy grupy zadai:

zadania programowania calkkowitoliczbowego liniowego (PCL), gdzie wszys-
tkie zmienne sq liczbami calkowitymi;

zadania programowania binarnego liniowego (PBL), adzie wszystkie znvien-
He 5y binarne;

Zadania programowania mieszanego liniowego (PML), gdzie czesc Zmiennych
o zmienne ciagle, czedé — zmienne calkowile, o cze$¢ — zmienne binarne.

Formuiujemy model matematyczny w postaci zadania PDL, w kidrym niecigg-
lose zmiennych powoduje, e rozwinzuje sic ono w ogblnym przypadku trudniej niz
eidania PL. Mozna wyréznié dwa zasadnicze podejicia do rozwiazywania zagad-
dyskretnych:

——
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Optymudizacia dysheers

. Opisand syltuﬂf:_j.g latwo wogolnic. Mamy 1 stanowisk i n pracownikow. Ziamy
macicrz wyd'n.mo.s'{:[ W =§“"“ifjl‘ gdﬂc_""ﬁ Jest wydajnodeia j-tego pracownika na
Stym sinnowl.&iku pracy. NaleZy wvstali¢ taki przydzial pracownikéw do stanowisk,
y wydajnost catego zespolu byla maksymalna, a kazde stanowisko obsadzone
ez jednego pracownika.

b)) formuolujemy model matematyczny w postact zadania PDL, Kére nastep;
rozwiizujemy metodami ogdinymi;

2) zagadnienia 0 szezegdlnej struktinze rozwigzujemy bezpodrednio specialn
algorytmami przystosowanymi do struktury zagadnienia. '

Picrwsze podejScie trudno stosowad, gdy model matematyczny w p
zadania PDL prowadzi do zadania o duzych rozmiarach (kilka tysigey zimienny
i warunkow), a taka sytuacja wystepuje czgsto przy optymalizacji dyskretngj

Uniwersulng metody rozwigzywanta zagadnien dyskretnyeh jest metogd
dziaku i ograniczed. Mozna jiy stosowadé zardwno w jednym, jak i w dpy
podejfciu, Przy rozwigzywaniu zadan PCL moZemy takZze korzystad z me
odci¢é. W przypadku podejscia drugiego. oprocz metod dokladnyceh, stosy
czesio algorytmy prayblizone (heurystyezne), pozwalajuce uzyskad rozwigzan
suboptymalne. W rozdziale tym przedstawiamy kilka podstawowych zaga
dyskretnych: problem praydzialu, problem lokalizacji produkeji, problem ust
harmonogramu realizacji prac, problem komiwojazera, problem rozwdzki. N
nie omdwimy ide¢ metody podzialu i ograniczen oraz jej zastosowanie d
wigzywania zadania PCL | problemu komiwojazera. Na koniec opiszemy algo ; "
Johnsona dln ustalenia kolejnodei obrébki i detali na dwdoch maszynach, :

8.2.1. Liniowy model matematyczny
'pmwadzimy zmienne decyryjne:

1, gdy pracownik j jest przydziclony do i-tego stanowiska,
0, w przypadke przeciwnym,

Problem optymalnego przydziatu mozna sformulowaé w postaci nastgpujacego
niowego zadania decyzyjnego: znajdZ takie wartodei zmiennych Xy albry:

WXy — ax,
T (8.1

8.2. Zagadnienie przydzialu

S (l‘ =1, ey II), (82)
1 Praviean 8.1 1 :
Na wydziale obrobki mamy cztery obrabiarki i czterech robotnikdw, kidrzy m y=1 (=1 .., m, (8.3)
abslugiwad. Zuamy wydajnosd¢ kazdego robotnika na poszezegdinych obrabiark
Wydajno§¢ g okredla liczba detali, kidre dany robotnik moze wykonad e{0, 1} (=12, 0, j=1,2, .., n). ’ (8.4)

olueslonej maszynie. Przedstawiamy je w tablicy 8.1,
Zadanie (8.1)—(8.4) jest zadaniem programowania binarnego liniowego (PBL).
nkeja celu postuluje maksymalizacje lacznej wydajnoéei calego zespolu. Waru-
k.(8.2) zapewnia, Ze na kazde stanowisko bedzie przydziclony tylko jeden
cownik. Natomiast warunek (8.3) wymusza, aby kazdy pracownik byl przy-
zagiony tylko do jednego stanowiska. Zadanie optymalnego przydziaiu, mimo e
estklasycznym problemem programowania dyskretnego, moze byé rozwigzywane

TABLICA 8.1
Macierz wydajnosci

wy | R1 ] R2 | R | R4

M1 6 8 10 5 ) .
t_czdunu programowania liniowego (metoda simpleks lub metods potencjatdw).
sz |1 , 9 p clerz wspllezynnikéw tego zadania jest tzw. macierzy unimodularna, czyh

k:_p zc kazdy jej podwyznacznik stopnia m jest réwny —1, 0 lub 1, a wektor
20w wolnych jest calkowitoliczbowy., Dowodzi sie, ze w tej sytuacji kazde
ZWigzanie bazowe (a wigc réwniez rozwiazanic optymalne} bedzie spelniato
arunek catkowitolezbowosci.

A3 10 5 8 9

M4 3 i2 1 O
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iy Kszinltowanie sig tego kosztu w z:zieinm..fufi od wielkodei produkeji przed-
wiono na rysunku 8.1, Zakladumy zaleznodé liniowy migdzy tymi wicelkosgciami.
yakiadach nowyceh lub modemizowanych koszt calkowity skiada sie » kosztu
ennego oraz Kosztu stalego. Koszt staly to glownie amortyzacja nakladéw
estycyjnych. Zudeznodd kosziu produkeji od rozmiaréw produkeji zobrazowano

8.2.2. Kombinatoryczny
model matematyczny

Mozna je sformulowac¢ w nieco innej postaci. Niech v={(v,, v, .., v,
dowolng permutacja liczb 1, 2, .., n. Przyjmijmy, Ze zupis len oz
stanowisko pierwsze jest obsadzone przez pracownika o numerze v, siaj

rysunkt 8.2.

S RYSUNEK 8.1 RYSUNEK 8.2
Kosziy W zakladzie ,starym” Koszty w zakladzie ,,nowym”
rozwigzaniem dopuszezalnym zagadnienia przydziatu, Zbor wszystkich periny
(rozwinzaf) oznaczymy przez .
Niech dalej f(v) bedzie wydajnodcein zespolu dia rozwiazania dopusze;
Zagadnienie przydziale mozna w tej konwencji zapisa nastgpujaco: znapd
obsade stanowisk (taka permutacje v7), aby: ;

vie D,
FOT Y= max {[f{v)jve D).

Zapis (8.5)~(8.6) jest typowy dia tych problemdéw dyskretnych;
problemamni kombinatorycznymi. Zbér rozwigzan dopuszezalnych jest sko
o §cidle ustalonej liczebnodci (dia zagadnienia przydzialu n! elementéw), o
dopuszezalng mozna latwo okreélié,

Ze wzgledu na strukture zagadnienin przydzialu istnieje wiele efekty
specjalnych metod jego rozwigzywania. Nie bedziemy sie nimi zajmowaé, dym zakladzie. Wiemy, jaka jest cena sprzedazy towaru kazdemu odbiorcy oraz
fajac Czytefn§k11 do literatury (zob. np. [Ford, Fulkerson, 1969; Gale, 196

B T 1

A
Iy

A’i

Y
Y

8.3. Zagadnienie lokalizacji
produkeji

rzez dochod rozumiemy rdZnice miedzy przychodem ze sprzedaZy towardw
kosztami produkeji powigkszonymi o kosety transporiu,

rzyjmijmy oznaczenia

zbidr punktéw, w kiorych moze by¢ prowadzona produkeja,

zbior ,istniejacych” punkiéw produkeji (stare i zmodernizowane zaklady),
zbidr ,,potencjalnych” punktdw produkeji, w ktérych sy lokalizowane nowe
zaklady,

popyt j-tego odbiorcy,

poczytkowa zdolnosé produkeyjna (podaz) i-tego punktu (ie M),

nowa zdolnos¢ produkeyjna (podaz) i-tego punktu (i e A,

R wielko§é Srodkdw, jukie mozemy przeznaczy¢ na inwestycje,

Ll ‘wielko$¢ nakladdw, jakie przeznaczamy na inwestycje w i-tym punkeie,
Jjednostkowy koszt zmienny w i-tym punkcie, gdy produkujemy .stary”
technologia,

Firma produkujaca jednorodny produkt {(np. piwo, cukier) ma mr 2
z ktérych towar dostarczany jest do n odbiorcéw. Znamy popyt kazdego®
byczna zdolnos¢ produkcyjna zakladdw nie pozwala pokryé zapotrzeb
odbiorcéw. Stad przewiduje sie rozbudowe mocy produkcyjnych przezib
nowych zakladow lub modernizacje juz istniejacych. W starych zakladach:pr
cja jest prowadzona wediug ,starej” technologii, a w zakiadach now,
zmodernizowanych wedlug ,,nowej” technologii. Dia kazdego ,.istniejace
~potencjainego™ punktu produkcji potrafimy okredli¢ poczatkows Iub no
noéc produkeyjna.

Koszt calkowity produkeji (K) w starym zakladzie ograniczamy do
zmiennego (K.), gdyZ koszt staly produkeji (K,) od nas jui w tym momel
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¢; — jednostkowy koszl zmienny w i-tym punkeie, gdy produkujemy o w funkeji celu (8.7) pierwszy czion okredla przychod ze sprzedazy towary
technologiy, ' Apiorcont, drugi czlon — Lkoszty stale produkeji, ktére ponosimy, jezeli sa

s;  — koszt staly (amortyzacja) w o i-tym punkeie, jezel byly prowadzops “owadzone inwestycje, trzeci czion — Koszt zmienny predukeji wedlug |,stare”
westycje. “hnologii, czwarty czlon — koszt zmienny produkcji wedlug howej” techno-

¢y — Koszl jednostkowy transportu od i-tego punken do j-tego dostawey 5 ostatni czlon — laezne kosezly transportu,

py — cena sprzedazy jednostki towaru j-temu odbiorey. ‘warunek (8.8) zapewnia, Ze na inwestycje nic przeznaczymy wiecej Srodkéw

posiadamy. Warunki {8.9) i (8.10) gwarantujy, 2e produkcja wedlug ,,nowej”
-hnologii nie przekroczy nowej zdolnodci produkcyjnej, a produkejn wedlug
arej’ technologii nie przekroczy poczatkowej zdolnodei produkeyjnej oraz

WprowadZmy nastepujace zmienne decyzyjne:

JI, gdy w i-lym punkeie budujemy nowy zaklad lub modernizujemy

yi= l(} w przypadku przeciwnym. ydwie technologie nie lJ_n;daz rcakiz.oYvum;z jednoc:.zcs';nic w iym szn:nym za}.{!afizic.
_ T o .. . . e g .. Warunki (8.10)—(8.13) zapewniajg, Zze z kazdego punkin nie wywieziemy
S w3c%§\'osa’:‘p s’ociukc.;:“w '".Lym punlccu’:. wedlug | starc) '“Lcc.hnoiogu”(,%: jecej toware niz wynosi jego produkcja oraz kazdemu odbiorcy dostarczymy nic
& -— wiel kodé produkeji w i-tym punkceie, wediug Rnowej” lcchnoiogu (ie ¢ o towaru iz wynosi jego popyl. Warunck (.14) wyraza niepodzienode
x; — wietkodd przewozu towart od i-tego punkiu produkeji do j-tego odb 1ecey

Bicktéw inwestycyjnych.

' Zagadnienie lokatizacji produkcji mozna rozpatrywaé w wersyi uproszczonej,
dy nie ma Zadnych starych zakladéw, a za kryterium oceny przyjmiemy mini-
wlizacje facznych kosziow produkeji i kosztow transportu.

Zagadnienie lokalizacji mozemy rozwiazaé, stosujac podejécie 1 lub po-
gjécie 11 W przypadku podejécia I powaznym utrudnieniem sa rozmiary zadania.

Model matematyczny zagadnienia rozmieszezenia produkcji sprowad
do nastgpujacego zadanin: ZnajdZ akie wartoSei zmiennych decyzyjnye
X & vy, aby: :

1 n
> (pj z’.\‘,}] wlz.\}y,- - C.X; —‘zﬁlrc,‘.\',- -3 Zc',j,\',j — Tax,
E e

Jj=1 [ g A fe it i 8=

przy warunkach: 8.4. Zagadnienie wyznaczania

harmonogramu realizacji prac

ezwaziny pewien wariand zagadnienia harmonogramowania prac zwiazany z mi-
malizacja zalrudnionych robotnikdw.

Firma ma wykona¢ m prac w okresie 7 dni. Dla kazdej pracy znamy czas
niezhedny do jej wykonania oraz liczby potrzebnych robotnikéw. Zakladamy, Ze

X iy (ie M,
<

a{l —v) (e M),

z_\‘jj w.{ X + .\7,‘ (fE /‘JI);

i=1 3 migjetnodei niezbgdne do wykonania poszezegdlnych czynnodci sa zblizone, wiec
n gy je realizowac ci sami robolnicy. Zbiér prac jest zbiorem zaleznym, co

Xy SN (ie M), nicza, ze zakoficzenie pewnych prac warunkuje mozliwo$é rozpoczecia nastep-
f=1 ch, Dana jest wige okredlona relacjn poprzedzania P.
zx,,- < by (=1, .., m, ] Nalezy ustali¢ taki haf'monogrun} ‘rcalizacji prac, aby liczba robotnikéw,
i Ktérych firma musi zatrudnié, byla minimalna.
yie {0, 1} (i M), Oznaczmy przez:

) C-— nwmer dada (f=1, ..., T),

N Koy 2O e M j=1 ., n). ¢ — numery prac (i, k=1, ..., m)},

- — liczbe robotnikdéw niezbednych do wykonania i-tej pracy,
—— czas niezbedny na wykonanie i-lej pracy,
-— zbi6r dni, w jakich moze byé rozpoczeta i-la praca.

Zadanie (8.7)—(8.15) jest zaduniem PML, gdyz czedd zmicnnych to zm
ciggle, a czedc to zmienne binarne. Wszystkie warunki i funkcja celu sa li
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Zuklndnmy. 7e zbim'y T; sy tak nE\:eslone e sp{:hmu.[ og *nmcvcnm W)’m — (8.16)

7y _wanmk:tch:

zawierad w1q,u._] niz _]Ed 2N d/.u.n P:zyjmxjmy pmmdlo e k I/dd ;)mm raz ; =] (i=1, ..., m), (8.17)
czeta jest realizowana bez przerw, przy tej samej 1 niezmienncj w czasi
robotnikéw. Liczba zatrudnionyeh robotnikéw nic ulega zmianie w calyny gked - St i S ‘Zj.\'ﬁj {okye P, (8.1%)
Jezeli parn prac i, k> e P, to zakonczenie czynno§ci i-ej umo.chww : ; et
czecie czynnodet &-tej. i(ﬂ‘f 3 ,\',»,-J {(p=1, ... T, (8.19)
Aby sformutowaé model matematyczny, musimy operowad zmiennym v / ’
narnymi.
Wprowadzimy zmienne decyzyjne:

(i=1, ..., 1),
{0, 1} je T, {8.20)

gdy i-ta praca jest wykonywana w j-tym dniu, = catkowite. (8.21)

¥y = . . . . T
N 0, w przypadkn przeciwnym Tadanie (8.16)—(8.21) jest zadaniem PML. Funkcja celu (B.16) minimalizuje
tub L Haube zatrudnionych pracownikow., Warunek (8.17) zaklada, 7ze kazda praca musi
‘ : zgmzpocz‘gc sie raz. Warunek (8.18) gwarantuje, ze &-ta praca aie rozpoczinie sig

gdy i-ta praca jest rozpoczynana w j-tym dniu, zednie niz zostanie zakoficzonn praca /-ta, jezeli ta ostatnin poprzedza pracg

Xy = ej. War unek (8.19) zapewnia, ze w kazdym dnin zapotrzebowanie na robotnikéw

0, w przypadku przeciwnym.
' preyi P ’ azone przez prawa czeél nierdwnofci) nie przekroczy liczby zatrudnionych

ownikow.

‘Waznym problemem sy rozmiary zadania (8.16)—(8.21). Jeieli przyjmiemy
ficzebno§¢ zbioru P, |P| = 2m, a liczebno§¢ zbioru 7; jest réwna §rednio |7} = 0,27,
adanie bedzie minlo L(z)=m - 0,27+ | zmiennych oraz L{w)=T+m + 2m

Pierwszy typ zmiennych, chociaz ulatwia sformulowanie modelu, prow:
zadanin © wiekszych rozmiarach niz drugi yp zmiennych. Dalej bg
korzystali z tych ostatnich. WprowadéZmy dodatkowy pomocniczy 7m1e1m'1
zyjnn vy, ktdra oznacza liczbe zatrudrionych robotnikow.
Sformulowanie modelu matematyeznego dla tak na pozdr prostego zagadnign
jakie rozpatrujemy, nie jest sprawsg latwa, dlatego przedstawimy najpierw
wyjaéninjace kolejne zapisy. ‘
Zanwazmy, Ze w p-tym dniu sa wykonywane nie tylko prace, kidre w tym

sie rozpoczely, lecz takie wszystkie prace rozpoczete wezedniej i niezakofcz
tego dnin. Praca i-ta bedzie realizowana w p-tym dniu, jezeli: :

Z xp=1..

po<jsp i . B . N . .,
f . zwvaimy klasyczny problem optymalizacjt dyskretnej. Komiwojazer wyrusza

bt m =30 oraz T=30 mamy 601 zmiennych oraz 190 warunkdéw. Zadanie
mozna rozwigzaé, stosujgc jeden z ogbinych algorytmdw metody podzialu i ogr

8.5. Zagadnienie komiwojazera

Stad 2, [n,- 2 .\',-}) okredla, ilu robomikow potrzebuje firma w p-ty!

i=l o rJ, <jfsp
Poniewaz kazda praca rozpoczyna sie raz, czyli:

Dxg= 1,

jie T

ide z miast ma byé odwiedzone tylko raz w dowolnej kolejnosci.

Sfornutujmy ten problem bardziej formalnie. Dany jest zbiér miast oraz
leijemna, kwadratowa macierz odleglodci (kosztu, czasu przejnzdu) C=|cyl,
cizge ¢, okredia odleglodé (koszt lub czas przejazdu) migdzy minstem / a miastem J.

to EJ\‘,J, wyznacza dzieft, w ktdrym rozpoczyna sig i-li praca.
je¥;
roga zamknieta, zwana dalej marszruta, sklada sie z n odecinkdéw, ktore

ywaé bedziemy trasami. Poniewaz marszruta nie moze zawieraé trasy {J, i,

Ustalanie harmonogramu realizacji prac sprowadza si¢ do wyznaczenia
: C przyjimujemy, 7e ¢;=o0, dla i=1, 2, ., n

wartodci zmiennych x; oraz y, aby:

b

e e AT



gt ) ag? " ! e e

198 Cayodizacin dyskrewns Zaganlnienic sozwozki 199

Liczba rozwigzan (marszrut) w zagadnieniu komiwojazera jest rdwng (n
Dla = 10 mamy juz 91 =362 800 rozwinzai. Przeglad zupeiny zbiorn w
znulezienia rozwigzania optymalncgo jest cfektywny tylko dla matych n(y

zadanic (8.22}—(8.27) jest zadaniem PML o duzych rozmiarach. Liczba
miennyeh 1o
{Z) =n+nln— 1=,

zadania PDL.
Niech V bedzie zbiorem wszystkich tras, a x; — zmienng binarng,’
przyjmuje wartodci:

liczba warlnkow to:
(w) =20 + =1y —(r— 1y =20+ (5~ )%,

Cpla =10 mamy wice {00 zmiennych oraz 10t warunkéw. Zadania o tak
wzych rozmiarach trudno sig rozwigzuje, dlatego opricowano wiele specjalnych
gorytmow rozwigzania zagadnienia komiwojazera, oparlych na modelu kom-
natorycznym.

I, gdy marszruta zawiera trase {, /D,
Y70, w prezypadku przeciwnym,

a g jest zmienna, Kiora kazdemu miastu przyporzadkowuje ticzbe calk Niech miasto .17 bedzie umownie punklem startu, a v = (1, Vo oo Pyot)
0[\1C\Ll|alf.u.[ l\O]L]ﬂ()"sL odwiedzania tcgo mmsm prey Z.r.iiOLClNLI e punklem st i owoluq pei‘ﬂ}u[ﬂCjii ticzh Eul{u]'ainych 2, 3‘ veus 1. PCY!“UHECjﬂ Vo= (p“ Va, Vg, \:4) = (3.

P:oblemem kmqumaem sprawdza sig do nastepujacego zdania: wyznag : pmﬂdu si.uiu
takie wartodel zmiennych x; oraz o, aby: Moclcl l\ombumma ycmy mozna sformulowad nastepujgco: znajd? taky permuta-

>, Cpy = min,

hjre ¥ },-}= min{f(v)IVE D], (8.23)
" -

= ] fom 1, zie: . -
=Y v — zbidr wszystkich permutacii,

¥y — diugosc marszruty dia permutacji v.

H
2.\',) = (=1, ..., 1)
Fwl

oty sn-~l (=12, . 0 f=2,3 .m0 1 %)), 8.6. Zagadnienie rozwozki
=20, 5eC (j=1, .., n),

v e {0, 1) (i jre V)

2esto mamy do czynienia z sytuacja, kiedy pewien jednorodny produkt musi by¢
zwieziony od producenta do wielu jego odbiorcow. Z cukrowni rozwozimy
yprodukowany cukier, z mleczarni masio lub mleko, 2 browaru — piwo itd,
Niekiedy mamy sytuacje odwrotna, zwlaszeza w przemyéie spoZzywezym zakupio-
surowiec od wielu jego producentéw, trzeba przewieié do zakladu, w kidérym
stapi jego przerébka. Tego typu zagadnienie nazywamy zagadnpieniami rozwéz-
wo-przywozowymi. Dla uproszczenia rozwazan przyjmijmy, Ze dalej omawin-
y tylko zagadnienie rozwozki.

Funkcja celu (8.22) minimalizuje diugosé marszruty. Warunki (8.23) i.(8
zapewniaja, ¢ komiwojazer przez kaidy punkt przechodzi dokladnie jeder
Niestety nie gwaranlujg one, Ze z wybranych » tras tworzymy  tylk
marsziwte. Niekiedy uzyskuje sie kitka podeykli. Tworzenie podeyklt w
warunek (8.25). "

Jeieh przyjmicmy, Ze punktent startu jest miasto o numerze ,,17, (o zmier Zaktadamy, ze jest baza bedgca miejscem produkeji jednorodnego towaru oraz
przypisuje kolejno odwiedzanym miejscowoscia coraz wyzsze liczby catkowiciags posloju parku lransportowego. Zakladamy dalej, ze dana jest liczba pojazdéw

Dia rozwigzania dopuszezalnego, np. (1, 4, 5, 3, 2, 1), zmicnne z.
kolejne wierzcholki, przyporzadkowujgc im warlodei: 2, =0, z,=1, z5=2,
I = 4. Oczywidcie miasto startu nie moze mieé drugiej cechy ,,57, dlatego
(8.25) nie dotyczy tras wchodzgeych do miasta | startowego”, czyli 17

ednakowej ladownodct. Znamy popy! kazdego odbiorcy oraz macierz odlegloéci
874U przewozu, czasu przewozu) miedzy wszystkimi punktami odbioru.

Zakiadamy, zZe popyt kazdego odbiorey jest mmiejszy od ladownodci pojazdu,
aczne zapotrzebowanie wszystkich punktéw odbioru jest mniejsze od ladownoéci
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calego parku transportowego. Przyjmujemy, 2e towur jest dostarczony do odh -, (8.35)
w okresie planistycznym (w dniu, tygodniu) przez jeden pojuzd. : Jor

Nulezy ustalic taki zbidr marszrul, aby: ’ =S+ by e P (8.30)
1) popyt kuzdego odbiorcy byl zrealizowany przez jeden pojazd; S
2} ladownod¢ kazdego pojazdu nie byla przekroczona; =3b (8.37)
3) diugos$¢ wszystkich marszrut byla minimalna. Ko T

. x (>

WprowadZmy nastgpujuce oznaczenia: <hi KLjoew. (.38
P — zbi6r wszystkich punktow odbioru, =0 (i j> e ¥, (839
P z'biér wszxstkic‘:h punku’)\’v odbiﬁ?m i dostawy, {0, 1} (i, j>e v, (8.40)
n — liczba odbiorcédw (punktéw odbioru), ’
V — zbor wszystkich polyczed miedzy punktami, zadanie (8.23)—(8.40) jest zadaniem PML., gdy? czedé zmiennych jest ciygh,
m — liczba pojazdow, 1¢i¢ to zmienne binarne. Wszystkie warunki i funkcje celu sy lintowe.
f — ladownodé¢ kazdepo pojazdu, ‘Funkeja celu (8.31) minimalizuje dlugos$é wszystkich marsziut {przebytej drogi

& — popyt j-tego odbiorey,
¢; — odleglodd od punktu 7 do punktu j (dlugodé wasy <7, jON.

P={1,2, ...n}h P=1{0.1, .. a}
Ve {0, D) je PAai #j).

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami dane te musza spelniaé warunki:

ojazddw). Warunki (8.32) 1 (8.33) zapewninja, Ze dia kazdego odbiorcy wiezdza
wyjezdza jeden pojazd. Warunki (8.34) i (8.35) wymuszaja, aby z bazy wyjechalo
do niej wrécilo dokladnie m pojazdéw. Warunek (8.36) zapewnia, Ze w kazdym
inkcie zostawimy tyle, ile wynost jego popyt, a warunek (8.37) pozwala wywieid
azy tyle towary, ile wynosi laczny popyt adbiorcéw. Warunek {8.38) zapewnia,
o'z kazdej trasie przewieziemy nie wigeej towaru niz wynosi ladownod¢ pojazdu.
ezeli danej trasy pojazd nie pokonuje, to przewdz towaru na tej trasie jest zerowy.
"Wninym problemem sg rozmiary zadanin (8.31)—(8.40). Bedzie ono miulo
{z)=2u{n + 1) zmiennych oraz L{w}=3n + n{n + 1} + 3 warunkdw.

Pla n =30 mamy 840 zmiennych oraz 483 warunki. W praktyce kazdy punkt
ta tylko bezpodrednic polgczenie z kilkoma najblizszymi sasindami. Jeieli przyj-
iemy, ze $rednio jest ich 5, to zadanie redukuje si¢ do wymiardw:

n
Zb_,- < mf,
J=

b,<t (jeP).

Dla kazdego pojazdu wyznaczamy jedny marszrute; Icznie bedzie ich
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
xy; — ilo§¢ dobra przewozZona na trasie <, /D, (}=2-5-21 =210,

I, gdy pojazd przechodzi z miasta /| do miasta j (pokonuje trasg ¢ (¥)=3-20+5-21+3 =168

)l.. .
Y10, w przypadku przeciwnym. -

Musimy wowczas nicco zmodyfikowaé warunki: po trasach wychedzacych
-bazy moZe przechodzié wiecej niz jeden pojazd.

Zngadnienie rozwdzki mozna rozwigzad metodami ogdinymi opartymi na meto-
¢ podzialu 1 ograniczen badZ specjalnymi algorytmami suboptymalnymi.

Zadanie decyzyjne bedzie minto postaé: znajdZ takie warto§ci zmiennygh
Xy oraz vy, aby: ‘ :

2, cyyy = min,
C.jreV

przy warunkach:

8.7. Idea metody podzialu

2y =1 (je P, 1 ograniczen

ie P

f;_:zr'-‘Ji‘jz : e P i ‘.ii dyskretnych zadan decyzyjnych podstawows 1 uniwersalna metody ich roz-

Ny, =m igzywanin jest metoda podzialu i ograniczen.

er ' ) Metoda ta nie jest dcidle ustalonym algorytmem postgpowania podobnym np. do
!

e
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Funkcje w okreslona na rodzinie 27 podzbiordw zbioru D nazywamy funkeja

metody simpleks [ub metody potencjuldw. Jest o raczej okreflone POdLJh{n
- raniczajaca. jezeli spelnia nastepujyce warunki:

roewigzywania pewne klasy (dyskretnych) zadan optymalizacyjnych,
Aby wyjasni¢ ideg metody poduiaty i nummu(,n rozwazmy dyskretne zadah

: amin P a zadania P
decyzyjne o postack: znajdé takic rozwigzanie x°, aby: ja zadania £ dla zadunia P

e D 3y xe Dy < D= [0 < wlDy), S 2 (DY),
;f'(\")—‘m'm{f'(r)! ve D) by D © Dy = D=wila) s w(D) | wdDy) 2 wiDy),
SN T ARER LA A Q) Dy = {(xje D= {(2) —.f(-")» (D) = fix).
fub:
‘e p Wartosci, jakie przyjmuje funkcja ograniczajgca w dia poszezegdlnych pod-
e b,

Biorow zbioru £ nazywamy ich kresami gérnymi (dolnymi).

warunki (w)—{c) nie okreslajq bezpodrednio funkeji ograniczajgcej w. Przy
yhorze konkretnej postaci funkcji w musimy braé pod uwage jeszcze dwa
ostulaty:

latwod¢ wyznaczania jej warlosci, czyll kresow gérnych (dolnych) dla po-
szezegdinych podzbioréw;

dokladnosé, ¢ juka kresy gérne (dolne) szacujy warto§é funkeji f2

SOy =min{f{x)|xe D}

Ounaczmy zadanic (8.41) symbolem 2, a zaduanie (8.42) symbolem P
Jezeli zbidr rozwigzan dopuszezalnych 2 jest niewielki (zawiera }\:Ik':d?:esui‘%
lub kilkaset elementow). to najprodcie} zastosowad przeglad zupeiny tego
caylic
[} wygenerowad wszysikie jego elementy (rozwinzania);
2} ustalié wartod Tunkcji celu f{xv) dla kazdego rozwiazania;
3) wybrad rozwigzanie maksymalizujgce fub minimalizujace wiarto8¢ funkeji celi

Efektywnod¢ metody podzialu i ograniczen zaleZy od jokodei oszacowas, kidre
talamy dla poszezegolnych podzbiordw. Im te oszacowania z gory (z dohr) war-
&ci funkeji celu f sy dokladniejsze, tym mniej potrzeba podzialéw, a tym samym
ybcicj mozna znalei¢ rozwiqzanie optymalne zadania P(P’). Funkcja w, ktérej
artoci latwo ustalic, daje na ogdl gorsze oszacowania niz funkeja, ktdrej wartosci
swyznaczane bardziej pracochlonnymi metodami. Konieczny jest pewien kom-
promis migdzy prostota a dokiadnodcia.

. Lo . . R “1dealna bylaby taka funkeja ograniczajaca w, aby:
podzbiory rozwigzai i je ewentualnie odrzuci¢ lub czasowo pomingé bez _
rozwigzania optymalnego, (D) =max{f()|xe 1} dla Dy e G,
Zbidr [ dzielimy stopniowo na coraz mniejsze podzbiory, dla ktdrych licZym : zic G jest zbiorem wszystkich podzbioréw zbiora D.
1) w zadaniu na maksimum P kres gdérny, czyli oszacowanie z gory w e
hmixcp cciu dia lozwnimn nnlcncych do dancﬂo podzb:om W tym przypadku rozwiazanie optymatne moze by¢ uzyskane bardzo szybko.
Niech G, bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw aktywnych w r tym kroku

obliczert. Zbiorem perspektywicznym w r-tym kroku jest taki zbiér D, dla ktdrego:

v.(Dl,) =max {w{D)|D, € G} dla zadan na maksimum

mozliwe i celowe. Podzbidr, kiéry ulegt podzialowi, nazywamy podzbi
biernym. Nalomiast podzbidr, ktéry nie zostal jeszcze podzielony, naz
podzbiorem aktywnym. Te ostatnie podzbiory dzielimy na:
13 podzbiory otwarte, kidre mogy ulec podzialowi;

2) podzbiory zamknigte, ktére nie ulegaja podziaiowi.

Dy} =min{w(D)|D, € G’} dla zadai na minimum.
Jezeli znajdziemy aki podzbiér Dy i zwiazane z nim takie rozwigzanie 3, Ze:
Diaw (D) = f(3),

zbi6r D, zamykamy, gdyz nic zawiera on lepszego rozwigzania od ¥, a element
azywamy rozwigzaniem lokalnie najlepszym.

Kidre z podzbiorow otwartych wybierzemy do podziale w danyny’
obliczent, zulezy od ich kresdw gémych (dolnych).

i 5 ¥
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podzial zbioru D na coraz muigjsze podebiory moZna przedstawic w postaci
. drzewa podzialu. Z dowolnym /-tym wezlem (wicrzcholkiem) dizewn sy
igzane: zbidr Dy, zzulfimc PL! jezo rozwigzanie optymalne v, kres gérmy w (D).
Dia kazdego podzbioru Dy kres gorny ustalamy zgodnie z wzorem:

Proces podzialu zbioru D kontynuujemy tak diugo, az znajdziemy p
perspektywiczny zamkniety, Wynika to z twierdzenia 8.1.

Jezeli podzbiorem perspektywicznym jest podzbiér zamkniety D, z el
najlepszym X7, to " jest optymalnym rozwinzaniem zadania P(P').

xhs jezeli wektor wag e nie jest catkowitoliczbowy,

n) = . . ) 8.47
D))= Ny jezell wektor wag ¢ jest catkowitoliczbowy. ( )

bior D, zamykamy, jezeli:
rozwigzanie optymalne zadania PL jest calkowitoliczbowe; wtedy w(D)) = cx’;
“ypior rozwinzad dopuszezalnych [); zadania PL) jest pusty, to wmownic

S =w(D)y = max{w(D)| Dy e G} = max [F(OHx & N} 'przy}mlljcm)" ze w{D)) = —co.

W wyniku » podzialow zbioru D uzyskujemy 2r jego podzbiordw. Jezeli
Gdzbiorem perspektywicznym r+ I jest podzbidr otwarty D, o dzielimy go na
a podzbiory Dh. ) oraz Do, . Podstawg podzialu jest pierwsza zmienna
rozwiazanin optymalnym x? niespelninjyca warunku catkowitoliczbowodci,
Wl6zmy, Ze jest to zmienna x,. Wéwezas:

8.8. Metoda podzialu i ograniczen

dla zadain PCL

Jezeli mamy zadanie PCL; )< <t < NG + 1,

€X — max, = {xlve Doax £ N(xDY,

Ax < b, = rlxe Doax, 2 N+ H

x =0, Otrzymujemy wige dwa nowe zadania: P¥*! oraz P¥*? zwinzane z lymi
x — wektor catkowitaliczbowy, zbiorami. W drzewie podzialu pojawis sie dwa nowe odpowiadajice im wezly.

ptymalne rozwinzanie zadat PL wyznaczajg kresy gdérne nowych podzbioréw,
§rod podzbiordw aktywnych wybieramy podzbiér perspektywiczny o maksymal-
m kresie gornym.

Proces podziatu kontynuujemy tak diugo, az znajdziemy podzbiér perspek-
wiczny zamkniety. Zwigzane z nim rozwigzanie calkowitoliczbowe jest roz-
inzaniem optymalnym zadania PCL.

fezeli zwigzany 7z tym podzbiorem kres gorny jest réwny —oo, to zadanie PCL
ma rozwiazania optymalnego.

lo najproiciej] proébowaé rozwigzaé to zadanie, pomijajac w nim warungk
kowitoliczbowoscei (8.46). Uzyskane w ten sposéb zadanie PL (8.43)—(84
liniowa relaksacja zadania PCL, Jezeli zadanie PL nie ma rozwigzania o
nego, to zadanie PCL takZe go nie ma, Jezeli rozwigzanie optymalne zad
spelnia warunek catkowitoliczbowodci, to jest ono takze optymalnym roz
niem zadania PCL, - o

Jezeli rozwinzanie optymalne zadania PL nie jest catkowitoliczbowe, t
zastosowaé metode podziatu i ograniczed. Dalej omdéwimy dokladnie te
padek. ’

Oznaczmy przez:

{ Przykran 8.2 ]

D — zbidr rozwiqzan dopuszczanyeh zadania PL, zwazmy naslepujace zadanie PCL:
D — Zhibr }"?zyumzz}fa dopuszczuinyf:h za‘dzuuﬂ PCL, . : T (8.48)
Xy — wartos¢ lunkcji celu dla rozwigzania optymalnego zadania PL,
N(xg) — najwigksza liczba calkowita nie wicksza od x,, : 1+3%, <6, {8.49)
D ={xAry < b x=0), : ‘ 126 < 8, (8.50)
D = {xlx e D, x ~ wektor calkowitoliczbowy}, 0> 0, (8.51)
D o D,

» — catkowite, (8.52)

max{cx|x € D} < xy = max{cxlr e D}.
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Nastgpnie wybieramy trasg centraling o maksymalnym koszcie reaygnacii, Trasa
ralna <k, £ jest podstawa podzialu zbioru D na dwa podzbiory:

vjve Dk > e Tt}
qvive DAk 1> ¢ T,

¢ T(v) jest zbiorem lras tworzgeych marszrute v,

fezeli inderesuje nas rozwigzanie przyblizone, ktdre w NAJZOISZYM pry
rozni sig wartodciy funkeji cele od rozwigzania optymalnezo o &= I, to
rozwigzaniem jest punkt v o ktdrym juz po pierwszym podziale moZna.
dzied, Ze jest rozwigzimiem dopuszezalnym zadania PCL o dokladnosci p =
pa Lym ctapie podziaiu zbiorem perspekiywicznym byl zbidr D, a:

W)= = 15— ld= <p=1,
r podzialow otrzymujemy 2 podzbioréw D. Jezeli podzbiorem
rspektywicznym 7+ I jest podzbiér otwarty D,, dzielimy go na dwa podzbiory

i Dy ‘ .
Kres dolny dia zbioru D, ustalamy zgodnie ze wzorem:

8.9. Algorytm Little’a
dla zagadnienia komiwojazera

Do wyznaczenia hajkrotszej drogi zamknigtej, czyli marszruty, mozemy wykd
ta¢ algorytm Little’a, kiéry nalezy do klasy algorytméw podziafu i opranj
Wyznaczenie drogi najkrotszej nastgpuje przez ustalenie tras, z kidrych o
skiada. Dalej omdéwimy tylko nowe, specyficzne dla algorytmu Little’a cle
Standaryzacja macierzy odicglosci polega na takim jej przeksziatceni
w kaZdym wierszu i kazdej kolumnie uzyskaé co najmnicj jedno zero, a wszy
jej elementy pozostaly nieujemne. W tym celu wyznaczamy element mini
w kazdym wierszu macierzy C: '

W celu ustalenia kresu dolnego dla zbioru D, tworzymy macierz zredukowang
rzez nastepujace czynnoSci:

-z macierz € wykredlamy k-ty wiersz i I-tg kolumne;

blokujemy trase umozliwiajgca powstanie podeykii;

“dokonujemy slandaryzacji tak uzyskanej macierzy C,.

Kres dolny dla D

. . = DY+ 5 5
a; = min{cy} =1, .., ) Dy) =w{D) + )
! dzie s, jest sumq wspdlezynnikéw standaryzujacych macierz C,.

oraz liczymy dla kazdej kolumny wartosé: ) ) . ) . .
Jezeli w wyniku r+ 1 podzialu dzielony jest podzbiér D, na podstawie trasy

entrainej {v, 1), to:
,(D2r+2) =W (D:) + dl'. 1)
D2F+|) =W (D:) + 8.,

b= min{c; — a;} (=1, .., .

Elementy macierzy standaryzowanegj C' = {c;] sa réwne:
ci=cCy— i by i . . - ‘ o
Sposréd podzbioréw aktywnych wybieramy podzbiér perspekiywiczny o mini-
nym kresie dolnym. Jezeli jest on otwarty, to go dzielimy, ustalajac nowg trase
tralng i kresy dolne dla nowych podzbiorow.
Gdy zbibr perspektywiczny jest jednoelementowy, wiedy zamykamy go i kos-
ymy obliczanie. Zbidr perspektywiczny jednoelementowy zawiera ‘optymalne
ZWigzanie {minimalna droge). Zbiorowi temu odpowiada zkedukowana macierz
gloici o wymiarach [2x2}.

Suma wspolezynnikéw «a; oruz b, wyznacza kres dolny zbioru wszystkic
rozwigzan D: .

113 L

H’(Dt;) = ngfr- +‘21bj-
i= Jj=

W macierzy C' mamy co najmniej n clementéw zerowych, Dia kazdej

nzerowe]” ustalamy koszt rezygnacii z niej. Dia trasy (g, p) jest on réwny
minimalnych elementdw w g-tym wierszu i p-lej kolumnie, czyli:

[ Przvkran 8.3
andlowice pewnej firmy ma odwiedzié klientow znajdujacych sig w czterech
lastach 1 wréci¢ do siedziby firmy, ktéra miedci si¢ w poblizu miasta ,,1”. Macierz
legiosci C podana jest w tablicy 8.2. Macierz odleglodci nic jest symetryczna,

. ' M i
= MTHN{C,; -+ M ).
(/‘q‘,, Pep { .kr} P, { l.p}

QOczywidcie pomijamy sam element ¢ = 0.
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a trasy niedopuszezalne (i, /> zostaly zablokowane przez przyjecie, e ¢
Kolejnoié odwiedzanych miast jest dowolna. Nalezy wyzniaczy? najkrotsz;
zamknigty przechodzaey przez cztery miejscowosel.

Najpierw standaryzujmy macierz C. Wspélczymniki a; 1 b; zostaly'|
w tablicy 8.3 wruz z macierzy €. Suma wspoiczynnikdw standuryzujacych
C to y=71, sigd kres doiny zbioru D wynosi w(f) =21 Wynika wiec;
istnicje droga zamknigta, marszruta o diugodci krotszej od 21,

TABLICA 8.2 TABLICA 8.3
Macierz C Maciers
S 2 3 4 A 2 3
1 i
I o 3 8 5 1 o i 4
2 10 | oo 10 8 2 2 0y 1
3 fl 5 o H 3 [ o o
4 4 11 5 o 4 o 7 o
b, 0 0 1

Dla tras zerowych w macierzy C' liczymy koszty rezygnacji. Zostal
podane w tablicy 8.3 powyzej zmodyfikowanych odlegtodei. Maksymalny
rezygnacji réwny 3 jest dla dwdéch tras: (2, 45 1 (3, 2%, Juko centraing wybie
pierwsza z nich (2, 4). Trasa (2, 4} jest podstawa podzialu zbioru D n
podzbiory D, i D,. Zbidr D, sklada sie z drog przechodzacych przez trasg ¢
a zhior D,
zbioru D zawiera rysunek 8.5. No tym drzewie zapis
tworzgce zbior D» nie zawierajy odeinka {2, 4).

Kres dolny zbioru D, w(D;) =21+ 3 =24, Aby ustali¢ kres dolny pod
D,, usuwamy z macierzy C” wiersz ,.2” i koluning A7 oraz blokujemy trase &
przyjmujiac, ze ¢, 2 = 0. Element blokujacy mozliwoéé tworzenta podeykl
umieszczamy tak, aby w macierzy zredukowanej w kazdym wierszu ik
kolumnie by! jeden symbol ,,00”. Macierz C] jest podana w tablicy 8.4.°Su
standaryzujacych wspdtczynnikéw macierzy C, jest zerowa, st

w(Dy) =21 +0=21.

z drog, kiére nie przechodzy preez odeinek (2, 4. Drzewo pod 2‘1{?

{2745 oznacza, i€

Zauwazmy, ze s, =dy =0, czyli suma wsplezynnikow standaryzuj:
macierz C, jest rowna kosztowi rezygnacji trasy blokowanej (4, 25. Dl
.niezerowej” koszt rezygnacji jest zawsze rdwny zeru (dlatego ich nie liczy
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RYSUNEK 8.3
Drzewo podzinlu zbiorn rozwiyzan

24

€2, 43 1 L,
Bt 13, A, o,
:
{3,325
- Y
i 25 D,
4
TABLICA 8.4
Macicrz C)
? SN 1 | 3 | g
i -
f H o o 4 0
] 3 6 o s 0
‘ g foo|w |0} o
L 0 0 0 0
3
. Mamy aktualnie dwa podzbiory aklywne D, i Dy; jako zbidr perspektywiczny
A 3 s . - . . - -
bieramy zbior o minimalnym kresie, czyli D,. Odpowiada mu macierz stai-
aryzowana Ci.
W macierzy €| dla tas zerowych liczymy koszt rezygnacii oraz ustalamy koszt
symalny, kidry jest rowny 6 dla dwoch tras <3, 251 {4, 1), Jako trase centralng
2 bieramy pierwsza z nich {3, 2} i zbiér D, dzielimy na dwa podzbiory: Dy i Dy.
2

Obliczmy dia nich kresy dolne:

(D3} =21 + 4 =25,
(Dy=21+6=27,

gdyz koszt rezygnacji 7 trasy ¢4, 3>, ktéry musimy zablokowaé, wynosi dy ;=4

1 Z trzech podzbioréw aktywnych D;, D, i D, juko zbior perspeklywiczny
ybieramy zbidr D,, dia kidrego w (D) = 24 jest minimalne.
- Nie znamy zwiazanej z nim macierzy Cs, wiec bierzemy macierz C' zwinzani
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ze zbiorem D, kidry jest poprzednikiem D, w dizewic podzialu, W tej m
blokujemy trase {2, 4. przyjmujac ¢, , = M (gdzie M to duza liczbay, i dok
nit jest standaryzacja. Macierz Ci podana jest w tablicy 8.5. .

Dla tras . zerowych” ustalumy koszt rezygnacji. Dia kilku tras ko
maksymalny, wiec wybieramy pierwsza z nich, czyli trase (1, 4) i zbig
dzielimy na dwa podzbiory: Dy t Dy, oraz Hezymy dla nich kresy dolne:

wis) =24 + | =25,
WDy =24 + | =25,

TABILICA 8.5 FTABLICA g,
Macierz C; Macierz )
R N
~ 1 2 3 E i
; \ ] a, i \‘ |
| o 1 ¢ o 4] 1 [
a ! ) o M I 4 0 cc‘
3 6 | 0w | 0 b | o
4 o 7 o o e
p,olo | ool 2|3

Aktualnic mamy trzy podzbiory z minimalnym kresem dolnym D, D i Dgilak
perspektywiczny zbidr wybieramy zbidr najmniej liczny, czyli D, (jest
Jjednoclementowy}, i go zamykamy. Uzyskaliémy rozwiazanie optymalne
sig ono z tras: (2, 43, (3, 23 oraz {1, 3D, ¢4, 1}. Te dwie ostatnie tras
tujemy z tablicy 8.6, ktéra zawiera macierz Cj. Optymalna-droga to {1, 3> y
(2,43, €4, 1> o dlugodcei 25. Handlowice moze odwicdzadé miasta w kolejnosel

ST 3T 2T AT Tub L3 00 A 17 Siedziba [irmy jest bowiem w ‘pobliz

miasta ,, 17

8.10. Algorytm Johnsona dla ustalenia
kolejnosci obrébki detali

Z rozwazan zawartych w podrozdziale 8.4 wynika, ze harmonogramowanie pra b

w przypadku ogéinym jest problemem trudnym do rozwigzania. Saije

b
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Przyjmijmy, Ze namy wydzial oprfibki, na Kiorym n detali ma przejsé proces
robki na dwoch obmbuu'lwchz_ nijpierw na M,, a po{em ni Mz.. Zn‘umy czus
“sbki kazdego detalu na kazdej maszynie. NaleZy ustalic takg kolejnosé obreébki
Jetali, aby czus wykonania calej partii byl minimalny.

‘OQznacznty prae

czas obrobki j-tego detalu na maszynie M,

czas obrobld j-lego detalu na maszynie M.

jech v = (v Voo o v,) oznacza dowelng permutacje liczb naturalnych 1, 2,
. Jeielis
Vi, ¥ Ve Va) ={4, 2, 1, 3},

.acza to, 2e jako pierwszy jest wykonany detal o numerze 4, a polem detal

umerze 2, nastgpnie o numerze I, a na kolcu o numerze 3,

‘Do wyznaczenia optymalnej kolejnosci obrébki stosujemy algorytm Johnsona,

ry polega na realizacji nastepujacych krokdw:

ok 1. Przyimij r=1, s =n,

rok 2. W aktualnej macierzy czaséw obrébki znajdZ minimalny element. Jezeli

jest 1o ©zas ay. W v, =k oraz r = r+ L. Jezeli natomiast jest to czas by, (o

vy, =k Oraz § =y,

k 3. Dokonaj redukcji macierzy czasdéw, wykredlajac 2 niej k-ta kolumne. Jezeli
zredukowana macierz nie zawiera Zadnej juz kolumny, przejds do kroku 4.
W przeciwnym przypadky wroé do kroku 2.

ok 4. Koniec procedury — zostala ustalona optymalna kolejnosc.

[ Previeap 8.4
eé detali ma przejsc proces obrébki na dwéch maszynach: M, i M,. Czasy obrébki
wiera tablica 8.7. Nalezy ustali¢ taka kolejno$¢ obrébki, aby laczny czas
opania byl minimalny.

TABLICA 8.7
Macierz czasdw obrabki

Detale 1 2 3 4 5

£ 16 | 3|6

W

M,

4 1! 7

2%
[*]
wn

M,

leragja |, r= 1, y= 5. Minimalny czas by =1, vy=4, s=5—1=4 kolejnodé czast-
kowa v= (v, vy, va, vy, vy ={(, , , , 4). Usuwamy z macierzy czaséw

i
q
i
i
1
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lteracja 2.

Iteracia 3.

[teracia 4.

lteracja 5.

kolumne czwarly, co zaznaczamy w polu (2, 4% malg cyfra w.
ghrnym rogu.
W zredukowanej macierzy czasow minimalny czas b, =72, v;

Czym réznt sie zagadnienie roxwozki od zagadnienia zwdzki?
Czy do ustalenia optymalnej kolejnodci obrobki mozna stosowad algorytm
podzialu i ograniczen? Jak woéwczas dzielimy podzbiory perspektywiczne?

ey
=4 — 1 =3, Usuwamy kolumne pierwszy, a kolejnosé czastkg
={,,, 4N
W zredukowanej macierzy mamy dwa minimalne elementy a;
by =4. Wybierzemy pierwszy z nich: v,=2, r=1+1=2.7
kolumne drugy, kolejnodé czastkowa v = 2., ..1,4).
W zredukowane] macierzy czasdéw minimalny element by =
s=3—1=2. Usuwamy kolumne trzecia, & kolejnosé
va2, 3,1, 4). :
W zredukowanej macierzy minimalny element o5 = G, v» = 5. Usii
kolumne piata, kKoleinosé zupelna v = (2, 5, 3, 1, 4). Poniewaz
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ktéra jest optymaina. Wykres Gantta dia optymalne; ner HM., 1980, Badania operacyine, PWE, Warszawa,

v (2, 5.3, 1, 4) zawiera rysunek 8.6. kaczny, minimalny cza
wynosi 26 godzin,

RYSUNEK 8.6
Wykres Gantta dia optymalnef koleinosei obrabki

A, D: ] b I Dy } o ; D, !
I 1 v AS [y
1 ¥ A .
F ] " ',\ \~
; 1 E o K
H H \ ‘. \
: [ f | 4
M, i 1 1 i
T T T | T T Y T T T T T
2 4 [¢] 8 10 12 td 243 18 24} 23 24 26

chlonna, albo gwarantuje tylko rozwiazanie przyblizone.

1. Jukie sa dwa podstawowe podejécia do rozwinzania problemow dysk
2. Co zasadniczo rézni liniowy model zagadnienia przydzialu od lin
meadelu zagadnienia komiwojazera? :
3. Od czego zalezy efektywnosé metod podzialu i ograniczen? _
4. Jak mozna wykorzystaé algorytm Little'a dla wyznaczania rozwinza
blizonych o zadanej doktadnoéci.

POLECENIA I PTANIA KONTROLNE
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PROGRAMOWANIE
W WARUNKACH RYZYKA

Progrumm\'anicm w warunkach ryzyka nazywamy procedurg wyznaczania
y tylmmci decyzji w owarunkach ryzyka, stosujac modele oraz metody for-
optymaine; -

. )

W podejmowaniu decyzji w warunkach ryzyka mozemy stosowac znane jui
odele i metody, np, zadanie PL., metode simpleks, metode geomelryczna. a takie
1 . . .

adele ornz metady specyficzne dla tej klasy problemdw.

9.2. Problem ogrodnika

9.1. Wprowadzenie — ryzyko decyzji

| Przykrap 9.1 )

Dgrodnik posiadajacy 4 ha ziemi specjalizuje si¢ w uprawie pomidoréw (P) i cebuli
(C). Plony zalezg od stanu pogody. Zostaly wyréznione trzy stany pogody: §1, 52,
. Dla kazdego stanu ustalono plony pomidordw i cebuli (w tfha). Znamy
awdopodobienistwo wystapienia stanu pogody (tablica 9.1). Znamy takze ce‘ne
rzedazy | kg pomidordw — 3 zt oraz | kg cebuli — 2 zh Ze wzgledéw

W dotychczasowyeh sytuacjach decyzyjnych zakladali$my zazwyczaj, ze
mujemy decyzje w warunkach pewnogei. tzn. ze wynik podjetej decyzj
pewny, w postaci SciSle okredlonego czasu, zysku, kosziu, przychodu iid,
W rzeczywistoSci wynik podjetej decyzji zalezy od stanu otoczenia, ktér
nazywac bedziemy stanem natury. Dla rolnictwa takim naturalnym stanemn ;
jest stan pogody, dia przedsigbiorcy — stan gospodarki, dla inwestora lokujaceggls
swoje pieanigdze na gieldzie — sytuacja na gieldzie. S

bocizny zwigzany ze zbiorem pomidordw wynosi 25 roboczogodzin na 1 ha,
naktad robocizny na | ha zbioru cebuli 50 roboczogodzin., Ogrodnik moze
okresie zbiorn przeznaczy¢ maksymalnie 150 roboczogodzin. Cheialby on

a DEFINICJA 9.1

Z podejmowaniem decyzji w warunkach ryzyka mamy do czynienia wowcza

gdy wynik podjgtej decyzji nie jest jednoznaczny i zalezy od tego, jaki wysty

stan natury. Zakiadamy, ze potrafimy okreslié mozliwe stany natury i znam
lmoZemy oszacowal prawdopodobieristwa ich wystapienia.

TABLICA 9.1
Dane Hezbowe

. Stany o Plony z I ha

[ DEFINICIA 9.2 pogody ) P c
Z podejmowaniem decyzji w warunkach niepewnosei mamy do czynien 51 0,2 o0 80
wowcezas, gdy wynik podjetej decyzji zalezy takie od stanu natury, ale 52 0.5 60 50
kznamy prawdopodobieristwa wystapienia stanéw natury. 53 0.3 30 40

Jak latwo zauwazyé, plony obu rodtin sa zmiennymi losowymi o znanym
uzkladzie, czyli mamy do czynienin z podejmowaniem decyzji w warunkach

yka. Nie wiemy, jaki przychéd osiagnie ogrodnik w przyszlym roku. W tej
Yiacji kryterium wyboru optymalnej decyzji moze by¢ maksymalizacja oczeki-
Viiego przychodu.

{ DEFINICIA 9.3

Model matematyczny opisujacy sytuacfe podejmowania decyzji w warun
Uyzykzt nazywanmy modelem stochastycznym.
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7
RYSUNEK 4.1

Gzmaczanly przez E{P) oczekiwany plon pomidorow {(w t/hay, a prz Metodss geometryerna i zadania PL

_— oczekiwany -plon cebuli {(w t/ha): v

. A
E(p)=90-O,2+60-0,5+30v0,3:E8+30+9=57, 5
E(@):80-0,2+50-0,5+4{)A0.3"_~:E6+25+12553. - (3

Oznaczmy dalej przez x, obszar uprawy pomidorow (w ha), a przez x =
uprawy cebuli (w ha). Wowcezas oczekiwany przychod mozemy zapis

¢ E(P) e B{C x;=3-57x + 2-53x..

¢ BP)-x = oczekiwany przychod z uprawy pomidoréw.
l_y:_.-!—l . L hat = tys. =1,

It | oha
A3 1Y

cego zadania:

fex) =171+ 106y, — max,

przy warunkach:

X+ X = 4,
25x, + 50x; < 150,

x <3 : miennej wydajnoéci, lecz takze zmiennej ceny warzywa. Z reguly im nizsze plony,
wyzsza cena i odwrotnie.

"W tablicy 9.2 su podane przychody z | ha dla poszczegdlnych standw pogody
bu upraw {w tys. zb). Rozklad prawdopodobienistw nie ulega zmianie.
‘Oczekiwany przychdd (wtys. z 1 ha) dla obydwu warzyw wynosi odpowicdnio:

Py=90-0,2+ 180-0,5+ 15003 = 153,
C)=120-02+ 10005+ 120- 03 = 110.

Ay, A2 = 0.

Zadanie (9.1)—(9.5) jest zadaniem PL 7z dwoma zmiennyni decyzyjnym
iatwo rozwinzaé metoda geometryczng {rysunek 9.1). . i

Optymalnym jego rozwigzaniem jest x, =3, xp=1, flx) = E71, 3+ 1
— 513 + 106 = 619, czyli ogrodnik powinien uprawiac 3 tm pomidoréw, 1 'h_‘.
a woOwczas oczekiwany przychdd wyniesie 619 tys. 21, Jaki bedzie
rzeczywisty przychod ogrodnika zalezy takze od tego, ktory stan pogody x
; TABLICA 9.2

Si: 3.90-3+2-80-1=970,
Przychody z 1 ha dla poszezegdinych stundw pogody

§2:3-60-3+2-50- 1 =640,

£3:3.30.3+2.40 1= 350, Stany Rozl»'chld o .
) s howad prawdupo- omidory ebulu
Najwyzszy przychod bylby dla stanu pogody S1 (970 tys. zi), a najmnie pogody dobiefistwa
stanu 83 (tylko 350 tys. zb). o L si 0.2 1-90= 90 | 15-80=120
Cena sprzedazy ksztaltuje sig na rynku i zalezy od wielkosci podaz‘y L 52 0.5 A 60 = 180 5 50 = 100
O ile popyt jest raczej stabilny, o tyle poduz zalezy od decyzji ogrodnik 3 . oA 5. 30 = 150 .40 = 120

stanu pogody, ktdry wplywa na Sredni plon. Nie tylko plon jest zmienng
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Oczekiwane przychody z fha sa nieco inne niZ w plerwszym praypadkyg
pomidordw 153 tys. zb {wezednief 171), a dla cebuli 110 tys. 2zl {wezesnie
Funkcja celu w zadaniu mialaby postaé:

Do wyznuczeniu optymalnej decyzji wykorzystany byt deterministyczny aparat
staci gadat PLt metody geomelryczne). W dalszej czeéei rozdzialu omowimy
dnienia podejmowania decyzjt w warunkach ryzyka, wymagajuce juz innego

Jak fatwo sprawdzié, rozwigzanie optymalne dla funkeji celu (9.6) nj

; & 9.3. Zagadnienie gazeciarza
zmianie. Jest nim nadal punkt A(3, 1) z oczekiwanym przychodem I‘(')Wn'j*m

153 .34+ 1101 =459 + 110 = 569, Gozeciarz kupqu w hurtowni pewna liczbg gazet w okre§lonej cenie.” Nastgpnie

edaje je nabywcom po wyzszej cenie. Gazela nic sprzedana jest zwracana do

pwni po cenic zwrotu, nizszej od ceny nabycia. Liczba pazet, jakﬁ nabywa

arz, jest dowolna, a wielkodd sprzedazy zalezy od popytu na gatety, kidry

zmiennq fosowil o znanym rozkladzie.

ezeli gazeciarz kupi zbyt malo gazet w stosunku do popytu, 1o traci na skutek

vykorzyslnncj mozliwosci. Jezeh kupi zbyt duzo guzet w stosunku do popyiy,

‘na gazetach, ktore nie zostaly sprzedane. Naleiy ustalié, ile gazet powinien

F@p;é gazeciarz, aby oczekiwany dochdd ze sprzedazy byl maksymalny.
ZIACZANY PIZ2ei;

— ceng zakupu gazety,

— ceng sprzedazy gazety nabywcom,

Dila punktu B8(2, 2) oczekiwany przychad wynosi:
1532+ 110-2=306+220= 526

i jest nizszy o 43 tys. zl od maksymalnego, oczekiwzmcgo'przychedu. _
Rzeczywisty przychdd zalezy jednak od stanu pogody i dla obu decyy
podany w lablicy 9.3.

TABLICA 4.3
Przychody dla dwich rozwinzan

Pig‘{)"[}l’y Funkt A3, 1) Punkt 82, 2 ‘— ceng zwrotu gazely do hurtowni,
podaz gazet {liczba gazet zakupionych przez gazecimza),
S1 270 + 120 = 390 180 + 240 = 420 popyt na gazety (zmienna losowa dyskretna),
52 540 4 100 = G40 360 + 200 = 560 prawdopodobiefstwo, Ze zmienna losowa X przyimie wartodé x, czyli ze
53 450+ 120 =570 | 300+ 240 = 540 popyt bedzie réwny x,
) - dystrybuanta rozkiadu, czyli prawdepodobiensiwo, ze zmienna losowa X
E(Przychéd) 569 526 przyjmie warto$é nie wieksza od x:

F{xy=PX < x).
Zauwazmy, ze dla decyzji A réznica miedzy skrajnymi przychodami wy Zakladamy, Zze ceny spelninjy warunek:
250 tys. zl, a dia decyzjii B tylke 140 tys. z}, czyli ryzyko podjeciad
optymalnej A jest wicksze niz ryzyko zwiazane z decyzja B. Ponadio di
pogody St lepszy decyzja jest decyzjn B, Przynosi onu 420 tys. zl, gdy dec
tylko 390 tys. zl
Z tego zadania wynika:
i) mimo Ze model I jest nadal uproszczonym obrazem podejmowania de
w warunkach ryzyka, jest to obraz znacznie blizszy rzeczywistodei;
23 model 1 prowadzi do wy2szepo oczekiwanego przychodu, ale o bardzo
roznicy migdzy skrajnymi realizacjami (970 — 350 = 620);
3) jezell przyjmiemy, ze stan pogody wplywa na plony roflin, a te na cen
dazy (cena roénie, jezeli wydajno$é malcje), to radykalny spadek zmi
wyniku dla modelu I jest oczywisty.

<C| < Ca.

Gdyby c3 > ¢, woéwezas gazeciarz zarabialby na kazdej gavecie, a optymalna
gazet musialaby by¢ rowna maksymalnemu popytowi na nie.
azeta sprrzedana przynosi zysk:

L2—Cp
Omiast na gazecie, ktéra nie znajduje nabywcy, gazeciarz ponosi strate:
C.l = f.'].

Jezeli  to minimalny, a N o maksymalny popyt na gazetly, to wéwezas D =
a1, .., N} jest zbiorem mozliwych realizacji zmiennej losowej X.
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Oznaczmy jesucze preez:

ez, ¥} — dochdd osiggany przez gazecinrza, jezeli posiada o gazet, g pép- ej gazety jest rowny:
rowny -t ' e D+ B = Fo— Di=h— b+ 9)F(z~ 1)
olz, X) = bz, dia z =, Otezynwijemy w o ien sposob wzor rekurencyjny:
bx—s(z—x), dla 2> x, .
. . =dz—-DHb—(b+F -1 (z=n+1, .., N, (9.11)
dtzy  — oczekiwany dochod gazecinrza, jezeli posiada z gazet: :

; Gry pozwala ustali¢ dochdd osingany z 2 gazel, jedeli znamy dochdd 2 (z— 1)

»
d{zy= g [y — s(z = ) Iplx) + 2,_[):/3(.1’}.

= Dn. 9.12)
Procedurn druga jest inny formy (bardziej oszezedna) przegladu zbioru wszyst-
kich mozliwych rozwigzaf. Nie musimy znaé muacierzy dochodéw. Najmmniej
scochlonna jest jednak procedura trzecia.

Jezeli clicemy maksymalizowaé oczekiwany dochod gazeciarza, lo otﬁzy
my nastepujgee zadanie: znajdZ takie °, aby: .

d(z"y = max{d{z)}z € D}.

Zadanie (9.9) mozna rozwiazac, stosujac jedn z trzech procedur oparlych ng Procedura trzecin — wzér analityczny. Zauwazmy, Ze z-ly gazele warto
) maclerzy dochodc?w; byé, jezeli oczekiwany dochdd, jaki ona przynosi, jest nieujemny, czyli:
2y wzorze rekurencyinym, : _
b+ ) F(z— 1)y = 0. (9.13)

3y wzorze analitycznyn,
Gazety dodatkowej (z -+ [} nie wurto kupowné, jezeli nie przynosi ona oczeki-
nego dochodu, czyli:

zgodnie ze wzorem (9.7). Jezeli nie ma dodatkowych ograniczen, zakres b+ M) <0, (9.14)

nodei podazy i popytu jest taki sam,
QOczekiwany dochdd dia i-tego wariantu podazy obliczamy wedlug wzor
wynika z réownania (9.8 o

Przeksztadenjac nierdwnosc (9.13) i (9.14), ourzymujemy:

b

-1y <
) b+y

< A (9.15)

N-nsl

d= 2 dyp; (=1 v Ne=n+ 1), L . )
U B Wielkod¢ z spelninjaca ten warunek jest optymalng podaza gazet.

f PRZYK;;AD Q.Zﬂ‘i

e.cilurz w ciggut ostatnich 10 tygodni badal, jaki byl popyt na tygodnik . Zorza™,
; E_nka obserwncji sg zawarte w tablicy 9.4. Cena zakupu Zorzy” ¢, =3 zl, cenn
zedazy ¢, =15 zl, cena zwrotu c; =0zl Nalezy ustalié, ile gazet powinien
sezakupic gazeciurz, aby oczekiwany dochéd byt maksymalny,

adzie: .
d;, — oczekiwany dochdd dla i-tego wariantu podazy,

d; — dochéd osingany dla i-tego wariantu podazy 1 j-tego wariantu popy
p; — prawdopodobiefistwo zajicia j-tego wariantu popytu. )

Nastepnie znajdujemy ten wariant podazy, dla ktdrego oczekiwany doch
maksymalny.

Procecura pierwsza 10 kompletny przeglad mozliwosci — jest prosta i0
Przy wigkszej liczbie realizacji zmiennej losowej X, metoda bedzie jedn:
ucigzliwa, np. jezeli X ma 100 realizacji, to macierz dochodéw ma:

TABLICA 0.4
Popy! na gazety w kolejnych tygodninch

[100x 100]. Lepiej wiedy zastosowaé procedure druga lub trzeciy. Tydzied ! 2 3 4 5 6 7 4 A 0
- 0 3 x H aall ieks daz -
Procedura druga wzdér rekurencyjny. Jezeli zwickszymy podi Popyt sz | 12 > 0 - - ” = - - -

do z gazet, to dodatkowa z-ta gazeta przyniesie stratg s, gdy bedzie zbe
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Najpicrw ustalamy na podstawic danych z tablicy 9.4, e popyt przyj
warlofet 2 przedzialu 110, 15] © okredlamy. w ilu przypadkach popyL g
konkretng wartof¢ z tego preedzialu. Nao podstawie tych ustalen fagwe
oszacowad razklad prawdopodobicistwa p(y) oraz dystrybuante rozkingy,
(tablica 9.5).

_poniewaz maksymalny oczekiwany dochéd d(12) = 22, czyli optymalng podazy
el jeg[ o= I2. Przy lej optymalnej podazy w konkrcmyni dniu nie wiemy, ile
yynosi dokfacmi.c ’duchod gazeciarza. Mozna tylko podaé, 7e wyniesid on: 14 zl
prawdopodoblcnstwcm 1 19 2l z prawdopodobiedstwem 0.2 oraz 24 z
rawdopodobienstwen 0.7,

Procedura druga — wzdr rekurencyjny. W otym przypadku stosujemy wzory
g.11) i (9.12). Oczekiwany dochdd dia kolejnyeh wariantéw podazy wynosi:

48

TABLICA 9.5
Rozkiad prawdopodobieistwa popyiu

Popyt (x} o 2] 83 p 14| s (10 =210 =20,

Liczba przypadkow ! 2 3 2 I l (1) = 20+ 2-5-0,1 =215
Pl a1 |02 {03 o2 | or | od (@2)=21,5+2-5-0.3=22,
N (13y=20+2-5-0,6=21,

Fixy 00 L a3 | oa | os | 0w |0 (4)=21+2-5-0.8= 19,

(15)=19+2-5-09=16,5.

Sy to oczywiscie le same wartofci, kiére uzyskano na podstawie macierzy
achoddw, a zalem 7" = |2,

Latwo mozemy ustalic, ile srednio tracilby gazeciarz, gdyby stosowal nieopty-
alng polityke zakupu, kupujac stale np. 18 gazet. Dia z > N korzystamy ze wzoru:

Wyznaczamy jednostkowy dochéd hre=cy~cy=5~3=2 oraz jedno 7 = d(N) = 5(z — N). (9.16)

straty s =, —e3 =3 — 0 = 3,
Procedura pierwsza — nucierz dochodéw. Ustalamy dochody dia kazdegol Ka:&d;.z gazeta ponad maksymalny popyt jest zbedna, czyli generuje strate s.

amy wige:

w lablicy 9.6. W ostatniej kolumaie zumieszezono oczekiwane dochody dia [8)= 16,5~ 3(18 ~ 15) = 7,5.

wartasei podazy. ‘ 5

Oczekiwana strata wyniesie w tym przypadku:

TABLICA 9.6

Macicrz dochodiow

”(:") O 182 103 | 62 5 0l | 01 OC:{‘:L‘:I‘;]’S“Y “Procedura trzecia — wz6r analityczny. Liczymy iloraz:
) St | u |z | ] e ] s d(z) )

e = (0,4
14 20 20 20 20 24 20 20 +5 243
I 17 12 | 22| 2| 22 24,5 : ,
12 4 19 24 5 " 24 22 Poniewaz dystrybuanta rozkladu jest taka, ze:
13 11 16 21 26 26 26 21 K04 <0,6=F12) = "= 12,
14 3 [3 18 23 28 28 19 : ,
5 5 o 5 a0 | as 30 16.5 plyn*{ahm podaz wynosi [2 gazet,

ezeli gazecimrz stale nabywa 12 gazet, popyt na gazety zostal dobrze oszaco-

Ny, jego rozkiad nie ulega zmianom w czasie, ceny nie zmieniaja sie w czasie, to
ilkenastu tygodniach Sredni dochdd gazeciarza powinien dazy¢ do wartodci
czekiwanej. Im diuzej optymalna strategia bedzie realizowana, tym réznica
;dzy obiema warto§ciami bedzie coraz mnicjsza,

Przykladowo oczekiwany dochdd dia podazy rdwnej 13 liczymy

d(13)=11-01+16-0,2+21-03+26-(0,2+ 0,1 +0,1)=21.
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— pczekiwana strata, jezeli zapas jest rowny z:
D={m n+ 1, . N-1.NJ,
S = kl.
Sy = kz - kl.

Kitéry z trzech opisanych procedur stosujemy, zalezy od rozminrde. pe
ornz informacji, jakie cheemy dodatkowo uzyskad. Jezeli n = 10, N = 50, i
wygodnie ustali¢ optymalng podaz, stosujac wedr analityezny. W tym przy
jednak klopotliwe jest obliczenie oczekiwanego maksymalnego dochod
Mozemy go ustali€, generujnc odpowiedni wiersz macierzy dochodéw,
liczac d(2") lub stosujac wzér rekurencyjny dla ustalenia kolejnych d(n), 4
e 2.

Jezeli £ = 15 i zalezy nam na okreéleniu poziomu maksymalnego oczel
go dochodu, lepiej zastosowaé do wyznaczenia d(z) wzdr rekurencyjny nj
szy sposob. Gdy z” =40, wowcezas wygodnie] skorzystaé z pierwszego g

Model matemuatyczny zagadnienia gazeciarza obejmuje wiele innych’
decyzyjnych. Na przykiad znamy koszt 4 produkeji 1t chleba w piekar
sprzedazy ¢, i cene zwrotu c.. Popyt na chleb jest zmienng losowy,
przypadku problem piekarni bezpodrednio nadaje sig do zastosowania op
modelu i mozemy skorzystac¢ z podanych procedur.

Niekiedy jednak sytuacje decyzyjne maja tylko zblizong postaé dc
gazeciarza 1 wowezas musimy zmodyfikowaé sam model, a takZe podane p
rozwinzania, i

: sz—x) diaz>x
9=10 dlaz=x {9.17)
slx—2) dlaz<x

N

): sz =P+ Z $2x = D). (9.18)

x=n

Problem decyzyjny sprowadza sie do znalezienin takiego zapasu z°, aby:

=min{fiz)ize D}. (9.19)

Zadanie (9.19) mozna rozwigzac, podobnie jak zagadnienie gazeciarza, stosujac
na z trzech procedur opartych na:

macierzy strat;

wzorze rekurencyjnym;

wzorze analitycznym.

9.4. Zagadmeme ustalania Optymalnej

dura pierwsza — macierz strat, Macierz strat ustalamy, obliczaj
IICZbV CZ(;SCI zamlennych Procedura pierwsza macierz strat, Macierz strat ustalamy, obliczujyc

trite: dia kazdego wariantu podazy i popylu zgodnie ze wzorem (9.17). Nastepnie
zymy oczekiwang strate:

(=1, .. N—-—n—-1), {9.20)

zmienng losowa o znanym Iub dajacym sie oszacowad rozkladzie. Okre
popyt na czedci zamienne, kiory takze jest losowy. :
Oznaczmy przez:

oczekiwana utrata dla i-tego warianto podazy,
strata dla /-tego warlantu podaZy i j-tego wariantn popytu,

— liczbe a o s .

X liczbe awarii (popyt na czeici; jest to zmienna losowa, dyskre prawdopodobiefistwo zajécia j-tego wariantu popytu.
plx) — prawdopodobieiistwo, ze liczba awarii (popyt na czcsca) rown.
z — wielkodé z £ : . P . . -
“ . ape ﬁsut(pod azy) czelci, Na koniec ustalamy z', dla kibrego oczekiwana strata jest minimalna.
i — minimalny popyt na cz,q:sci, ) rocedura druga — wzir rekurencyjny. Jezeli zwiekszymy zapasy czesci
N — maksymainy popyt na czeéci,

| . 5 . . . (Z“ I) do z, to z-ta czeS€ przynosi strate s,, gdy podaZ jest nadmierna.
D — zbsér mozliwych realizacii zmiennej losowej X,
p Koszt bveia iedne: - ! v kupuicmy i pozosmfych przypadkach zmniejsza ona strate o &, Oczekiwana strata z dodat-

i ~— Koszt nabycia jedne] czedei zamiennej, pdy kupujemy _n ¢j z-tej czedci wynosi:
Z Mmaszyni,

ks - koszt nabycia czedci, gdy element ulega awarti, (e= D=l = Flz = Dl = =82+ (5, + 5)F(z — 1).
8 - gtrata jednostkowa z tytulu nadmiaru czeScei,
8y - strata jednostkowa z tytulu niedoboru czedci,

s(z,x) — strata, jezeli zapas rdwny jest z, a popyt wynosi X, (9.20)

—
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Dla pierwszego warinmu (2 = i)
N

Juny = 2.'.'3(.\‘ — )y,

A =a

.obliczyé, dia jakich wartodcei &, ten zakup jest optymalny, jezeli koszt &, jest
5 udny do ustafenia. a pickarnia nabyla 2 sterowniki,

Rozklad prawdopodobicfistwa | jego dystrybuante przedstawiamy w drugiej
: : : - ; £ tcy 9.7,

Mujic ustalone oczekiwane straty din wszystkich wariantow podazy, sy Scl tablicy 9.7
= minimalizujacych e straty. B
Procedura trzecia — wzér analityczay. Nabycie dodatkowej z-tej czef
oplacalne, jeZeli nie zwigksza to oczekiwanej straty, czyli:

=& {8+ - 0.

d 1. Ustalamy straty z tytulu nadwyzki i deficytu czesei:
k=300, s2=ky =k =500 - 300 = 200.

Wygodnie w Lym przypadky zastosowad procedure pierwsza, a wice tworzymy
acicrz strat i liczymy oczekiwane straty dla przewidywanych wariantéw podazy.

Nabycie nastepnej (z + ) czedci jest nieoplacalne, jezeli nic zmnicisza to: .
Y pneg ] i J g warte $q one w lablicy 9.8,

czyli:
=82+ {5 4+ )2 = 0.

TABLICA 9.8
Macierz strat

Popyt Ocezekiwana
Flz—- 1Y < N = (o). Podng v ! 2 3 strata
Sy 3 ! 0 200 400 600 26(3
Wartos¢ o spelniajaca warunek (9.25) wyznacza optymalng wielkos ! 300 0 200 400 210
' 2 600 | 300 0 | 200 310
3 00 600 300 0 510
- { Przvkiap 9.3 )

Piekarnia kupuje piec dao wypieku chleba. Cennym i waznym elementem teg
jest sterownik. Niestety ulega on awariom. Awaria wymaga wymiany zej
sterownika na nowy. Koszt nabycin sterownika, gdy kupujemy go razem z.
wynosi &y =300 zL Jezeli nabywany jest osobno, w momencie awarii,
wynosi k; = 500 zb. Producent przebadal 100 piccow tego samego Lypu i zal
wowal rozklad awarii, ktéry zostat przytoczony w tablicy 9.7.

Poniewaz:

{fiz)} =210 = z =1,

lezy wige kupié¢ jeden sterownik w momencie zakupu pieca, a minimalna
zekiwana stratn wyniesie wowezas 210 zl

2. Koszt przestoju picca latwo uwzglednié, modyfikujgc strate 5.

TABLICA 9.7 - kp—ky 4+ 5=500~-300+ 1 000 = 1 200.

Rozklad prawdopodobiciistwa awarii sterownika

Liczbn awarii 0 : 5 3 Fqsujqc procedurg druga, liczymy oczekiwane straty dla kolejnych wielkoéei
Zy:
Liczba przypadkiw 30 0 20 20 :: )
0-03+1 200-0,3+2400-0,2+3600-0,2=1 560,
»{x) 0.3 0.3 0,2 a,2
=1560—-1200+ 150003 = 8§10,
f{x) a3 0.6 0,8 [0

D=810-1200+ 1500-0,6=510,
2)= 3510~ 1200 + 1 500 - 0,8 = 510.
Nalezy:
1) wyznaczy¢ optymalny podai sterownikdw i minimalng oczekiwana s ‘
2) podaé optymalny zapas, jezeli dodatkowo natezy uwzglednié koszt.pr
picca z tytulu awarit 5= 1000 21 (o ile wzrasta minimalnn oczekiwans

W tym przypadke mamy dwa rozwigzania optymaine. Nalezy zakupié 2 fub
wniki. Oczekiwane straty wynoszg:

D=f(3)=510 zt.
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Minimal-nu oc?:e.kiwunu strata wzrosia Lu o 300 zL ) Ei@tnie klientéw moze byé obsluzonych w systemie w jednosice czasu.
Ad 3. Jezeli pominiemy koszt przestoju picca (s), to wzdr analityczny op A ywno¢ przeplywu klientow w systemie obslugi charakteryzuje parametr:
kosztami zakupu &k, | &, mozemy zapisal w postaci: BT _

k: - k; (928)
Fz-1) = —'"1‘— < I(z).

eacli # > 1, to kolejka ciggle rodnie.

ggulamin tworzenia kolejki najezeseiej kieruje sie zasady — pierwszy, kiéry

ychodzi do kolejki, pierwszy z niej odchodzi. Gdy klient oczekujacy w kolejee

“ozcza system obstugi, méwimy wowezas o rezygnacji z obslugi. Przelew, czyli

; e owa obslugi, wystepuje wtedy, gdy w kolejee brakuje miejsca 1 system
Przeksztaleajae warunek (9.27), uzyskujemy: . yenuje z przyjecia zgloszenia.

750 < ks < 1 500. Kendall podal symbolike stuzacy do identyfikacji poszezegolnych systemow

) Crasowej obslugi. Zgodnie z ty symbolika system masowej obslugi oznacza sig jako

, pdzie:

typ rozkladu na wejdciu, czyli przyjec,

typ rozkladu na wyjdciu, czyli rozklad czasu obslugi,

liczba kanaléw obslugi.

Przy z=2 i k, = 300 warunek (9.26) zapisujemy nast¢pujico:
ka — 300
F(H=0,6< —;7:—

= F(2)y=078.

Zakup 2 sterownikéw jest optymalng strategia, jezelt koszt nabycia stes
miedci sie w przedziale {750, 1 500}

9.5. Systemy masowe] ObSil’lgl Jezeli X =M, ¥Y=M, c =72, to mamy sysiem z dwoma kanalami, gdzie proces
pszent jest rozkindem Poissona, a czasy obslugi sg okreflane przez rozkiad
ykladniczy.

Ze wzgledu na Hezbe zgloszed systemy dzielimy na:

systemy z nicograniczong liczby zgloszen;

systemy z ograniczong liczbg zgloszef,

Kanalem obslugi moze byé okienko na poczcie, w banku, kasa w
samoobstugowym, dystrybutor na stacji benzynowej, stanowiska obstugi
mycia samochoddw.

Jezeli klient udal sig do sklepu samoobslugowego, to po wybraniu towi
do kasy. Mozliwe sa dwa przypadki. Pierwszy — przed kasg nie ma kolejk
jest natychminst obstugiwany oraz drugi ~— przed kasa jest kolejka, klien
sie na jej koficu i czeka na obstuge. Kolejki stojace przed kasami mogq mi
diugosci w zaleznosci od liczby oséb wiiczajacych sig do obstugi, liczby ¢z
kas, §redniego czasu obstugi klienta, ;

Jezeli jest wiele czynnych kas, znikajg kolejki, ale wiasciciel pono
koszty oplaty personelu. Jezeli jest malo czynnych kas, pojawiajj sig
Wiadciciel ponosi woéwezas straty, gdyz cze§é klientow rezygnuje 2z zakupd
i przenosi sig do konkurencji. Malezy ustnlic¢ taky liczbe kanalow obslughs
laczne koszty oczekiwania 1 obstugi byly minimalne.

W kazdym systemie obslugi spotykaja si¢ dwa strumienie:
1) strumien zgloszer;
2) strumien obslugi.

Ze wzgledu na liczbe kanaldw obslugi rozrdznia sie:
systemy jednokanalowe;
systemy wielokanalowe.

Ze wzgledu na zachowanie si¢ zgloszed, systemy masowej obstugi dzielimy na:
systemty ze stratami;

systemy bez strat;

ystemy z ograniczona kolejka;

systemy z ograniczonym czasem przebywania w Kolejee,

‘Af pierwszym przypadku (1) system nie przyjmuje zgloszenia, jezeli kanaly
tete, W odrugim przypadku (2) przyjete sy wszystkie zgloszenia. W przypadku
;gloszeniu przyjimowane sg tak dlugo az kolejka nie przekroczy zadanej
“gos':ci, a w preypadku (4) — do momentu, gdy czas przebywanin w systemie nic
ckroczy zadanego czasu pobytu.

ystemr M/A/1 bez strat sklada sie z jednego kanalyu, o wykladniczym czasie
slugi oraz nicograniczonym strumieniu zgloszed zgodnym z rozkindem Poissona,
eli kanal jest zajety. tworzona jest koleika.

Strumien zgloszeri charakteryzowany jest przez parametr 4, ZWan
przybycia. Stopa przybycia jest to §rednia (przecigtna) liczba Klientdv
zglosili sie do systemu w jednostce czasu (w godzinie, dniu). Strumieiio
charakteryzuje parametr g, zwany stopy obslugi. Stopa obslugi ok

<
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System ten charakleryzuje sie nastepujacymi wiclkosciami asobowym;

[} Srednin liczba os6b w systemic:

L=
TR

2) drednia liczba 0s6b w kolejee (dlugosé kolejki):

At A
[‘* I s T2 e
- Ay

%y

3) drednia liczba osob w obsludze:

Qczywiscie:
Ly=L+ Ly

Podobne charakterystyki dotyczg czasu:
1) dredni czas przebywania klient w systemic:

L
T
2} $Sredni czas pobytu w kolejce:
}L Lj

.
’ plpe— 2y
3) dredni czas obslugi:
I
Ty ==
i
Oceywiscie:

=T+ Ty

Czas pobytu w systemic 7, nie obejmuje calego czasu pobytu klienta w.
gdyZ pomija sie czas krazenia micdzy regalami. Podane wzory dotyc:
systemu obslugi M/M/1. Dla innych przypadkéw wiclkodci te liczymy

bardziej skomplikowane wzory'.

Optymalna liczba kanaléw. Systemy obstugi moga mied kilka
obsiugi wige powstaje pytanie, ile ich wybudowaé lub uruchomié, aby cal

obslugi dziatal efekiywniej.

¥ Wigee] o tyeh wzorach t innych przypadkach systeméw misowej abslugi znajduje $ig
Szapire {2000, rozdzial 9] oraz Jaworskiego (1999, rozdzial 16].

[ s Eom - PR T T
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Qznaczmy Przcz

stratg, jaka ponosi system obstugi, jezeli klient przebyws w nim preez
: jcdnostkc czasu.,

xoszl ntrzymania kanalu obslugi w jednostce czasu.

W systemach obslugi wielokanalowej tworzy sie jedna, wspdlng kolejke (tak

czesto na poczeie, w bankach) lub tworzonych jest tyle kolejek, ile jest

inych kanaléw obslugi. Rozwazmy przypadek drugi. Do kazdego z kanaléw

adzie sic W jednostee czasu zglaszalo A/x klientéw. Kazdy kanal jest elementar-
systememn obslugh, powigzanym przez zgloszenia, kidre sy kierowane do

zczegoinych kanaldw zgodnie z zasada minimalizacji kazdej kolejki,

Srednia liczba 0s6b w [-yin systemic elementarnym wynosi:

Alx

= A (9.37)
.edniu liczba o0s6b w calym systemie obstugi jest nastepujaca:
x A
_ ;I%? YISy (9.38)
Laczny koszt systemu obslugi skladajacegoe sig z v kanaléw to:
Al
X} = bm + px. (9.39)

)= min{K{x)|x e D}, (9.40)

udanie (9.40) mozna rozwiazad, stosujac:
rzeglad zupelny zbioru D;
schunek rézniczkowy dla wyznaczania minimum funkeji K(x).

( Przykrap 9.4 ]

ermarketl posiada 6 kas. W ciqgu godziny §rednio zglaszalo sig do kas 60
ientéw, czyli 1 = 60. Sredni czas ich obslugi wynosi 2 minuly, tym samym jeden
A (jedna kasa) moze obslugiwadé w ciagu godziny przecigtnie 30 klientow
=30). Strate, juka ponosi hipermarket z powodu pobytu klienta w systemie przez
zing, ocenia sig na 12 21 Koszt uruchomienia kasy wynosi 10 z} na godzing.
?\Iale:‘r,y po pierwsze ustalic, ile kas uruchomié, aby system obslugi generowal
Imalny koszt.
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[ tak, aby kolejki stale nie roslty, spelniony musi by¢ warunek: cedni czas pobytu kdzr.Et._] osoby w systemie wynosi 4 minuty, w Lym 2 minuly

ea O W kolejece, 2 2 minuty w kasie,

A 60
=T 0k 5 pp trzecie, ze wzgledu na niskie place personelu, p = 10 zi, udalo si¢ zatrudnié
A-p sl 3 kasjerki. Nalezy wyznaezy¢ charakterystyki osobowo-czasowe.

czyli x > 2. Stad 3 kasy sa minimalng liczby kanaldw, jaka nalezy ur

Obliczmy, stosujac wzér (9.39), §redni koszt dla 3. 4, 5 oraz 6 kanaléw A 69 =6 - 6 - T = 1 _ ! _1 cayni
60 2k 30-20 7 3 7 T u—Aly 30-60/37 10" 6 min,
K3)=12+  ——+ 103 =102 2z},
@ (30— 60/3) “ . . o, 4 . .
Alx 20 / 9 Li 43 t czyli
60 : ___Lji.ia.ﬁ;éf.‘ Lk=-i-=],_‘)3, Tk:ﬁm:@;:ﬁ' 4}’
K@) =12 ————+ 10 - 4 = 88 2, ' 2 : Ly 60/ min,
®) (30— 60/4) “
60 ; _99—’) Lfmg:(}()’] TM_LH‘{L_ 2/3_m£_ czyli
KG) =12+ sy + 103 =00 2L : =no30 7 T3 T A T 603 307 2 min.
n 60 !
K(6)=12 . 30 - 60/6) +10 -6 =96 zl Po czwarle, ile warto dodatkowo zaplacié cezwarte] kasjerce? Poniewaz

(3)=102, a K(4) =88, wicc oplaca si¢ dodathowo zaplacié co najwyzej 14 zh
Poniewaz minimalny koszt wynosi 88 zI, to optymalny system obsiug1 ‘po pinte, trzeba okredlié charakterystyki czasowo-osobowe systemu dia 6 kas.
sig z czterech kanaldw (kas).

Po drugie, trzeba ustali¢ charakterystyki osobowo-czasowe optvm'tlnega 3

3 1 I I
temu obstugi. ) ) ; dgq_=3, _.i:—-::)-, Ty=or—— = czyli 3 min,
Dia calego systemu obslugi skladajgcego si¢ z czterech kanalow: : 3010 6 2 30-10 20
L. = A = 60 s A 51 L,mi T_I 60 1 -
Top— Al 30 -00/M4 =1, s el T T e czyli 1 min,
Alx G60/4
L= 1 BT TR 0_. o2l T_1/60_£ ol 2 i
1 60 5 S ETY =3/ T 3y czyli 2 min.
=lm—=17,
Lo o 30

czyli w kazdym momencie w systemie obslugi przebywajy $rednio czter
w tym dwie stoja w kolejkach, a dwie sq obslugiwane w kasach.
Bla syster?u clementarnego:

Widzimy wiec, ze podwaojenie liczby czynnych kas z 3 do 6 zmniejsza liczbe
0s0b w ay.siemle z 6 do 3, w kotejl ach z 4 do 1, natomiast ich czas pobytu

4 ‘ 1 1 1 :
U ' = — = = — ié i !
L= 7 L, T 30604 15 czyli 4 min, : POLECENIA I PYTANIA KONTROLNE
, , Co 1o jest podejmowanie decyzji w warunkach ryzyka?
L=2-0s5, Tkz_k_-m?_,_éxi’ czyli 2 min, Jaka jest zasadnicza ré2nica miedzy podejmowaniem decyzji w warunkach
4 Alx 15 30 tyzyka i w warunkach niepewnosci?
! J'Li'kie kryterium stosujemy, podejmujac decyzje w warunkach ryzyka?
. 2 N " i "92 B _1__ oy Kiedy §redni dochéd bedzie bliski oczekiwanej wartodci dochodu?
Li===0,5, Ty = o= = o, czyli 2 min. . . . . -
4 Ay 15 30 kie parametry poczatkowe, a jakie widme wystepujg w zagadnieniu gazeciarza?

s SRS
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6. Co pozwala wyznaczy¢ wzdr analilyczny, o co wzor rekurencyjny v

nicniu gazeciarza?

7. Jaka bedzie rzeczywista strata przy zakupie optymalngj liczby cze
ntiennych?

- Znamy Koszt zakopu czedcl zuniennej w warankach normalnych, gy
awarii tej czefel oraz Hezbe zakupionych czeéei zamiennych, Co mMoZna:y
iz jakicgo wéwezas wzoru nalezy skorzystad?
9. Jakie na ogdl rozlklady przyjmujemy w zagadnieniu ustalania liczby ¥

obslugi? '

1. Czy z podanych w ksiazee wzordw mozna korzystaé, jezeli rozpalrujem

kanatdw obslugi, ale z jedny centralng kolejky?

B, Jakie wnioski wynikaja z charakterystyk osobowo-czasowych rozwazar

systemus obslugi, jezeli zwickszymy liczbe kanaléw z 4 do 67

Rozpziar 10

DRZEW A
DECYZYJNE

oo
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tym rozdziale podrecznika s przedstawione zagadnienia zwiazane z drizewami
ecyzyjnymi. Stanowin one wygodne narzedzie analizy i podejmowania decyzji
varunkach ryzyka. Ryzyko w tym kontekicie oznacza, 2e decydent nie ma pelnegj
iedzy o tym, jakie bedy rezultaty jego decyzji ani tez nie ma pelnej kontroli nad
ymi rezultatami. Jest jednak w stanie okre§lié mozliwe stany otoczenia oraz
rzewidywane nasiepstwa swoich decyzji w zaleZnodci od zaistnialych okolicz-
oéci, Zna réwnicz lub potrafi oceni¢ prawdopodobiefisiwa zaistnienia poszczegdl
vch zdarzes.

‘Aby zilustrowac istotg i zastosowanie drzew decyzyjnych, posluzymy si¢ na
oczatek prostym przykiadem problemu decyzyjnego.

(PRZYKLAD IO.ﬂ

an Nowak wybiera si¢ w najblizszy poniedzialek w interesach do Paryza. Ma
ndzieje zalatwic wszystkie sprawy zwiazane z podpisaniem pewncgoe kontraktu

jeden dziedt i wrdcié do Warszawy w drode. Moze on pojechaé swoim
mochoden, co bedzie wigzato sie z kosziem 1200 z1 lub polecie¢ samolotem linii
OT. Bilet w jedna strong na lot z Warszawy do Paryza kosztuje 650 zi, PrzZy czyin,
§li kupuje sie bilet od razu w obie strony cena wynosi 1000 zl. Oplata zwiazana ze
itang terminu lotu wynosi 100 zt. W miedzyczasie pan Nowak dowiedzial sig, ze
go:dobry kolega w érode bedzie wracal samochodem do Polski i mogiby go
bra¢, Pan Nowak chetnie skorzystalby z okazji, gdyby udalo mu sie zaiatwié
szystkie sprawy w jeden dzien tak, aby w drode¢ méc udaé sie w podrdz powrotna.
n'Nowak bedzie zainteresowany poniesieniem jak najmniejszych kosziow
Wzanych z podréza.
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W przedstawionej sytuacji pan Nowak na etapie planowania podrozy de,
ma do wyboru trzy warianty decyzyjne:
1} jechué swoim samochodem,
2) odbyé podréd samolotem (kupic bilet na samolot w obie strony);
3) kupi¢ bilet na samolot tytko w jedny strong, liczic, 2e przy szczefliwym
okolicznodel uda mu si¢ zalatwié interesy w jeden dzied i wrécié 2
Lwokazja”.

Drzewo decyzyjne stanowi szczegdlng forme grafu. Skladn sie z galezi oraz
o Wezly dzic;:iimy na wezly decyzyjne oraz wezly losowe, przy czym te
wsze reprezentufiy warianty pozostajgce pod kontroly decydenta {decydent ma
bodny wybOr decyzji), natomiast wezly losowe reprezentujy rozgalezienia
Jace pozit kontroly decydenta (wyznaczane przez czynniki zewnetrzne), Galezie
Snaczamy tiniami, wezly decyzyjne kwadratami, a wezly losowe kotkami.
cowe gatezie drzewd mujg przypisane, wyraZone ilodciowo, rezultaty badanego
-casn (korzySci badZ koszty). W kazdym wariancie sq one zalezne od sekwencji
dgij\‘VﬂﬂyCh decyzji oraz zaistnialych okolicznoici zewnetrznych.

Drzewo decyzyjne opisujuce przytoczony w przyktadzie 10.1 problem pana
awaka mialoby nastgpujuca postad (rysunek 10.1).

W przypadku pierwszego wariantu pan Nowak bedzie uwolniony od nig
noSci zwiazanej z zalatwianiem spraw w Paryzu i koszt podrzy begdzi
i staly (1200 zl). W dwdéceh pozostalych przypadkach koszt bedzie zalezny
czy Pan Nowak zalatwi wszystkie sprawy w jeden dzief, czy tez bedzie zm
wracaé poiniej.

Opisany problem moZna przedstawié¢ w postaci tabeli ponoszonych ko
gdzie w wierszach mamy mozliwe warianty decyzji, natomiast w kolurinag
zdarzenia niezalezne od decydenta: przebieg negocjacii, zalatwianie form *
(tablica 10.1). E

RYSUNEK 14,1
Drzewo decyzyjne probiemu pana Nowaks

F 200

X, — wiasny
samochdd

e Zalatwignie spraw

w jeden dzien
X, — bilet LOT 650

TABLICA 0.1
Macierz kosztow (z1)

- - w jedng strong
. . . Powrdt w terninie! ~ o
Wyszezegdlnienie Powrdt w Srodg poiniciszym Z — Zalatwicnic spraw
W teriinie pdzniejszym ' 00
Jechaé samochodem 1200 | 200
: ) i — Zaolutwienie spraw
Kupi¢ bilet na samelot w jedng strong 650 | 300 .o 1?; -L‘P
: . eden dzjen
Kupié¢ bilet no samolot w obie strony 1 000 I 100 X —bilet LOT 1 000
w abie strony
Z ~ Zalatwienie spraw
W terminie pozniejszym
L 1100

10.2. Struktura drzew decyzyjnych _
Poruszajac sie¢ wzdiuz galgzi drzewa decyzyjnego od lewej do prawej strony,
zemy przefledzié caly strukture problemu decyzyjnego. Galezie wychodzace
wezlow decyzyjnych sy mozliwymi wariantami dzinlania, natomiast wezly
owe oznaczajy niepewny | niczalezny od decydenta stan otoczenia, ktory
ekiada sie na wynik decygji.

‘Jeselt zostanie wybrana decyzia X, {podréz wlasnym samochodem), to — bez
gledu na to, ile beds trwaly negocjacie i zalatwianie formalnosei — koszt
rozy wyniesie 1200 zl. Z poczatkowego wezla decyzyjnego wychodzi jedna
¥4, na kidrej korcu przypisano koszt zwigzany z wyborem tego warianiu.

W przypadku wyboru decyzji X, (zakup biletd LOT w jedng strong) koszty
rnsportu zaleza od tego, czy pun Nowak zalatwi wszystkie Sprawy zwigzane
ontraktem w jeden dzicit. Niepewnodé obrazuje wezel losowy, z ktérego odcho-

Przedstawienie problemu decyzyjnego w postaci jednej tablicy decyzyjnej mo
by¢ nicjednokrotnie trudne, a czasem wrecz niemozliwe. Chodzi w szezegolno
o Idase decyzii sekwencyjnych (wieloctapowych) podejmowanych w8
niepewnoéei, a wige takich, gdzie decydent podejmuje wiele powigzanych:
decyzji uzaleznionych od nieznanych standw oloczenia, czy tez skutkdéw we ]
podjetych decyzii. Drzewa decyzyjne (dendryty) stanowia wygodny forme prze

stawienia problemu decyzyjnege w warunkach ryzyka, jego analizy oraz sa
rozwigzania. Maja one szczegdlne zastosowanie do probleméw bardzi_
budowanych, gdzie analiza dwuwyminrowa (stany—decyzje) jui nie Wys
a zastosowani¢ samych formul rachunku prawdopodobierstwa okazuje 1
malo czytelne!

——
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dzg dwie krawedzie prezentujace dwie mozliwe do zaistnienia sytuacje (W op
Jezeli uda sie zalwwic wszystkie sprawy w jeden dzief. to w drodze powrotip
Nowak moze. nie ponoszac dodatkowych kosziow, skorzystaé 2 uprzejr
znajomego. Jesli ten wariant si¢ nie powicdzie. bedzie musial dokupic jeden
lolniczy za 650 zl.

Wreszeie w przypadku X (zakup biletw LOT w abie strony za 1000 z1)
nie uda sig zalalwic wszystkiego w jeden dzied i trzeba bedzic zmienié date
wigze sig z dodatkowym kosztem w wysokogei 100 zh :

Ogbina regula analizy drzew decyzyjnych m()\j\d. ze decyzjg optymnh-u} wy-
scza Sies pokonujac t¢ sami droge. co przy budowic drzewa, tylko w przeciwinym
srunkil. poczynajac od koficdw galgzi drzewa dia kazdego wezla losowego
Jicza siE wirloéé oczekiwani spodziewanego kosztu (straty, korzyéci), natomiast
azdym wezle decyzyjnym wybiera sie minimalny koszt (minimalny strate ub
gnaksym“]“ﬁ spodziewany korzySc) oraz galaz, kiora pozwala na jej uzyskanic.

| W przedstawionym przykladzie dla kazdego wezla losowego manty obliczone
szckiwane Koszty transportu oraz wskazang decyzje (galaZ), kiéra prowadzi do
siagnigcia minimalnego kosztu (rysunek 10.2).

- Warto§é oczekiwana Kosziu transportu jest wyznaczana wedlug formuly:

10.3. Maksymalizacja oczekiwanej korzysci

s end oy o . =975,
(minimalizacja oczekiwanego kosztu)

W[ -

i
Clxy) = 650 - 5+ 1300

. 1 1
W przypadku problemu podejmowania decyzji w warunkach niepewnodci (xc) = 1 000 - 5% L 100~ 77 1 050.

wykorzystaé rachunek prawdopodobienstwa dla wyboru decyzit optymalnej
zbedna staje sig wowezas znajomosc rozkiadu prawdopadaobielstwa zaistiieni
okredlonych stanéw otoczenia lub jego zalozenie. Mozemy micé wigc do czy
7 szacowaniem prawdopodobiensiwa na podstawie rozkladu czestosci 0
wystepujacych w przesziosci badZ 2 prawdopodobiefstwem subiektywnym
fanym przez grupg respondentow, zespdl ekspertdw lub przez samego decydentaiiss

Przypuéémy, zc pan Nowak ocenia, iz prawdopodobiefistwo zaistnieni
dego z rozwazanych warlanléw sytuachi jest takie samo i wynost 0,5 (brak info
¢ji o wielkosei prawdopodobieistwa intuicyjnic mozna zastapi¢ zalozeniem
kiadzie jednostajnym)'. Jesli odpowiednie galezie wychodzuce 2 wezlow los
oznaczymy prawdopodobieristwami (juk na rysunku 10.2), to dia kazdej podit
decyzii x; bedziemy mogli wyznaczyé oczekiwany koszl wedlug formuly

Koszi w przypadku decyzji X, przy przyjetych zalozeniach jest pewny i wynosi
200 z1. Problem wyboru optymalnej decyzji sprowadza sig wOwczas do znalezie-
takiego dopuszczalnego wariantu decyzyjnego xj, dla kidrego:

C) = min {EC()). (10.2)
dzie:

C — wartosé oczekiwana Kosztu,
— zbiér dopuszezalnych wariantow.

RYSUNEK 0.2
Analiza decyzyjna dia problemu pana Nowaka

" 1 200
EC(x) = ‘EIR,,,;,., j=A, B, C, v
¥ . iy
gdzie: .
EC(x;) — warlo§¢ oczekiwana kosziu w przypadku podjecia decyzji. 4. (;S 650
Ry — koszt ponoszony w przypadku podjecia decyzji v, § zaistnienia X, ’
" . s 1]
warianiu sytich, 975 975
i — prawdopodobieiistwo zaistnienia i-tego wariantu sytuacji. zZ | 300
0,5
L : . L. o 3 X liig 1 000
Zgodnice z regulny Bayesa (nazywang takze regula totalnej ignorancyl, zasudg braku dosta c 0E
racji Jub reguky zupelnei niewiedzy) wszystkie zdarzenia losowe zawierajace dokiadnic Jedno '
clementarne sa jednakowo prawdopodobne, a wigc! 1050
i L Z
¥ Pl = pdzie f= 1,2, o o Q= {w, @ tidy, ). 1100
ane £l i 0,5
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RYSUNEK 0.3

Z przeprowadzone] analizy decyzyjnej wynika, 2e pun Nowak powinien v i
Drzewo decyzyjne dia problemu Kierownika hurtowni

podréz samolotem i zdecydowad sig na kupno biletu tytko w jedng strop
riant Xy). Pozostale warianty decyzyjne charakieryzuja si¢ wyZszym oczekiy
kosztem podrozy (blokujemy gatezie decyzyjne im odpowiadajace znakier

X, pie zamawiad

sprzglu

Papyt 1 = 100 szuk 5000
0,5

10.4. Decyzje sekwencyjne
w warunkach niepewnosci

X — zamowié 100 sztuk
9 (MY

Popyt s = 200 szuk

9 000
Decydent, rozwazajge konkretny problem, czesto zdaje sobie sprawe, ze zadg 03 '
ograniczy sie do podjecia jednej decyzji i oczekiwania na jej elekty. Nier_zagk Popyt 5= 100 szuk
mamy do czynienia z ciagiem decyzjt, przy czym kolejne decyzie sq podejm . 0.3 -t
w nowej sytuacji oraz na podstawie coraz bogatszego zbioru danych. Z Ko = zamwic 200 sztuk
sytuacji decyzyjnej sa efektem dzinlania zaréwno czynnikow zewnetrznyc
Popyt =200 szuk 15 000

i wezedniej podjetych decyzji. Optymalizacja w zakresie wieloetapowego p
decyzyjnego musi obejmowac caly zloZona strukturg wariantdw decyzyjnyc
bér okreslonego wariantu decyzyjnego na danym etapie moze uniemozliwi
innego wariantu na dalszych etapach). Dila zilustrowania zustosowaniz
decyzyjnych do wicloetapowych proceséw decyzyjnych przefledZmy prz

4,5

TARBLICA 10.2
Dane historyezne dotyczace pogody w paddzierniku
i w sczonie zimowym

{PRZYKI;AD 10.2 } Wyszezegitnienie Mrozsr:h;:mcznu Lagadna zima
Roc?_w:qzr:\y pi_obi((;n"} decyzyiny k‘:ex:ow‘mku pewnej hurtowm._Wc wrzesniu mu Zimny puidzicrnik (5 5
podjué decyzje dotyczicq zamdwienia u producenta nart 1 butdw narcia Cicply paidziernik 12

Popyt na sprzet narciarski jest wielkodeig nieznang i czynnikicm wprowadza
element ryzyka do dzialalnodei hurtownika. Rozwaza on zamowienie 100
200 sztuk sprzetu po cenie 540 zl za kompiet. Kierownik moze takze weal
zamawiaé sprzetn. Zakladomy, Ze kierownik hurtowni ustalil ceng sprzedaz
poziomie 630 zb. Niesprzedany sprzet narciarski moze by€ wyprzedany po sez
po cenie 440 zl. llustracje problemu oraz jego analize przedstawiono za pol
drzewa decyzyjnego zamieszezonego na rysunku 10.3. '

: Kierownik hurlowni przypuszcza stusznie, 2e popyt na sprzet narciarski bedzie
zalezal od warunkow pogodowych w miesigcach zimowych. Przy mroinej i $niez-
fiej zimie wzrasta szansa na wigkszy popyt, ktory — jak zaklada kierownik
wyniesie co najmniej 200 sztuk. Szacowana cena zbytu wynosi 690 zi.
W.przypadku zimy lagodnej hurtownik zaklada, Ze popyt wyniesie ok. 100 sztuk,
cena sprzedazy — 620 zh Wybdr optymalnej decyzji w tym momencie moze si¢
odbywad w po:‘zz{dku sekwencyjnym (elapowym), co pokazano na drzewie decy-
zyinym {rysunek 10.4).

W pierwszej fazie kierownik hurtowni decyduje o tym, czy podejmowal
iatalno$é, a jedli tak, to czy zlozyé zamdéwienic natychmiast, korzystajac
promocyjnej ceny (wariant B i ©), czy tez wykorzystaé dodatkowe informacje
tyczace pogady, kitdre bedy dostepne pod koniec pazdzicrnika, wstrzymujac sig
zaméwieniem (opcja D). W razie wyboru tego wariantu, w drugiej fazie, na
podstawie posiadanych informacji o pogodzie w paZdzierniku (kiéra decydent
nuje za zapowiedZ zimy) hurtownik decyduje o wielkodci zamoOwienia, Decyzja

Przy zalozeniu jednakowych prawdopodobienstw dia warianiéw popyd
townik powinien zaméwié 100 sztuk sprzetu i moze liczy¢ na 9000 zl doch:

Zalozmy dalej, ze hurtownik moze odlozyé decyzje o zamdwieniu sprzgty
ciarskiego do korica paZdziernika. Wéwczas méglby nabyé sprzet po cenie
za komplet. Dodatkowe kierownik hurlowni moglby zastosowaé zuuwaZona|
siebic regule, ze w 15 na 20 przypadkéw po zimnym paZdzierniku (§
temperatura  ponizej 53°C) nastgpowaln mroZna i $niezna zima, w przect
natomiast sytuaci, po cieptym pazdzierniku w 12 na 20 przypadicéw nastgpg
lagodaa zimu. Zebrune dane zostaly zamieszezone w tablicy 10.2.
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o odloZeniu decyzji wymaga jednak analizy dostepnych danych i proguozy, KMO
sig bowiem okazad, ie zwlekanic ze zlozeniem zamowienia jest nicoplacy
wzgledu na rosnacy ceng, po ktdrej hurtownik moze towar zakupié u produg
W drugicj fuzic problemu ostateczny wynik (osiggnicty dochod) jest obare
ryzykiem, Kkidrego #rédel trzeba upmirywad w polwierdzeniu przyjetej e

rognozowania pogody,
& =

Dia okreSlenia prawdopodobieistw wystapienia poszezegdlnych syluacj

wych wykorzystamy rachunck prawdepodobicistwa.

RYSUNEK 144

Drvewo decyzyjne dla problemu kicrownika hurtowni

A

T T e e

Diveyzje sekwencyjne w warunkach nicpewnuosei 245

: Wp;'owadz:uy nastepujace oznaczenii

W _ zdarzenie polegajyce na wystapieniu zimnego pazdziernika (drednia tem-
! peratura ponizej 5°C),

zdarzenic polegajuce na wystapieniu cieplego paddziernika ($rednia tem-
peratura nie niZsza niz 5°C),

zdarzenie polegajace na wystapieniu mroZnej i $nieznej zimy?,

zdarzenie polegajace na wystapieniu tagodnej zimy.

2ol

—

[

Obliczamy prawdopodobienstwo a priori tego, 2¢ §rednia temperatura paZdzier-
a bedzie wynosila ponizej 3"C (zimny paZdziernik) oraz tego, ze Srednia
mperatura nie spadnie ponizej 3°C (cieply paZdziernik). Na podstawie danych
storycznych z tablicy 10.2 mamy:

o]

20
- A, x-——:O,S_
Wy =P(Wa) = 7o

b \rlz

P5

”l

I#, — zitmna
Jesiel

Ay odlozye
zamdwienic

—

H, — ciepla
Jjesien

Ay — zamowicnie

e

n= {00
Nastgpnie mozemy obliczyé prawdopeodobicfistwa warunkowe tego, Ze po
= 200 imnym paZdzierniku wystapi mroZna i dnieZna zima:
15
n=100 21W)) P{Z, n W) _ 40 _ 075
YT pow) 05 7
1 = 200 -T analogicznie:

Z, — mrozna zima

(Z,/W,) = 0,25,

AN

100 sztuk

Ap = zamowienic

p

Z,— lagodna zima:

(Z,/Ws) = 0k,
(Z,/Wy) = 0,6.

‘Analize decyzyjng tego rozbudowanego drzewa zaczynamy od koficow galezi.

Z, — mroZna zim

sk w weile losowym P7 obliczamy wartodé oczekiwana dochodu wedtug

200 sztuk

Xy — zamdwienie

P

Z, — hagodna zima”

Dy =075 12000 + 0,25 - 5 000 = 10 250,

wezla fosowego P8 obliczamy warto$¢ occzekiwang dochodu:

Z, — mrozna zima’

Dy = 0,75 - 24 000 + 0,25(-8 000) = 16 000 itd.

Kierujue sig kryterium maksymalizacji korzyéci (dochodu), w kazdym weile

AN

100 sztuk

X — zambwicnie

P9

ONFONNORS OO

Z, — lagodna zima

ceyzyinym wybieramy maksymalng warto§é oczekiwana dochodu. I tak w wez-
ch decyzyjnych P3 i P4 mamy: .

Z, — moZna zima

Dy=max {10250 16000} = 16 000, |
Di=max{7 800 4 800} =7 800, -

200 sztuk

P10

Z, ~- lagodna zima ;

2 Preyjeto, 2c mrofna i dnieiny zima oznacza co njmnicj 50 dni wrzymwjicego si¢ Snicgu przy
cmnych temperaturiich w sezonic (od 15 grudnia do 15 marea).
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P(R,/Z,) = 0,8, P(Zy) - P(R/Z:) 042506

)= = ~ 0,357,
P(R,/ 7)) = 0,2, (2R = TR 0,715 !
P(R\/Z) = 0.6, PZ) - PURYZ) 057502
P(R/Z,) = 0.4. 7,/R2) = PUGL) Too2’s T

WielkoSci P(R,/Z,) oraz P(R./Z,) odzwierciedlajq jnkod¢ prognoz stacji) . : P(Z) - P(Ra/Zy)  0.425-04
rologicznej. Obserwacja pogody w poprzednich latach pozwala stwierd 5 p(Z,/R2) = P(R4) = 0.285 = 0,596.
prawdopodobiensiwo wystapienia mroZnej i $nieznej zimy wynosi 0,57 ' B
tablica 10.2), stad: .
P(Z)) = 0,575,
P{Z,) = 0,425,

Aktunlizujoc informacje uzyskane na podstawie spodziewanych prognoz stacji
teorologicznej, kierownik hurtowni mdgl narysowad drzewo decyzyjne takie,
ok na rysunku 10.6. Z przeprowadzonej analizy wynika, 2e zlecajye sporzadzenie
gnozy stacji meteorologicznej uzyskal on dodatkowe informacje na temat nie-
ewnej sytuacji. Dzigki temu wzrdst jego oczekiwany dochéd z 11 900 2! (wlasne
pserwacje pogody w puidzierniku) do 16400 21 (prognoza meteorologiczna).
rzyrost {en jest czedciowo spowodowany Korzystniejszg censy zakupu sprzetu
czwigzku z mozliwodcia wezedniejszego jego zamdwieniz, Nowe informacje
gwolily z wigksza precyzja oszacowad szukane prawdopodobiesistiwa, Wyrazne
ickszenie kwoty potencjalnego dochodu moge mieé¢ znuczenie w przypadku
damentalnej decyzji, czy w ogdle rozpoczynaé dzialalnoéé handlows w nad-
hodzacym sezonie. Przedsigbiorca bowiem w zwinzku z niepewna sytuacjn moze
twicrdzi¢, ze kwota potencialnego zysku jest zbyt mala, aby pokryé podejmowane
yzyko dzinlalnodcei (awersja do ryzyka).

Wartos¢ informacji zdobytej dzigki zleceniu prognozy mozna wyrazié przyros-
m oczekiwanego dochodu. Zilecenie prognozy dlugookresowej byloby uzasad-
jone z ekonomicznego punkiu widzenia, jegli jej koszt nie wynidslby wiecej niz
rzyrost oczekiwanego dochodu, a wiee ok, 4500 =zl

Warto jeszeze zauwazy¢, ze bez wigledu na to, co pokaze prognoza diugo-
kresowa sporzadzona przez stacje meteorologiczng, przedsigbiorca powinien
odiaé decyzie vy (zamdwienie 200 sztuk sprzetu). A zatem wynik prognozy nie
gdzic mial wplywu na decyzje hurtownika. Dochodzimy tutaj do drugiego
fotnego czynnika warunkujgcego optymalne pozyskiwanie informacji w sytuacji
iepewnosci: pozyskanie danej informacji jest korzystne i uzasadnione wtedy
tytko wiedy, gdy moze ona w istotny sposéb wplynaé na rzeczywiste decyzie
ecydenta.

Zatem, postepujac racjonalnie wiadciciel hurtowni powinien, bez zlecania pro-
oz meteorologicznych (i ponoszenia dodatkowyceh kosziow), zaméwié we wrzes-
U200 sztuk sprzetu narciarskiego. Okazuje sie jednak, ze sama analiza decyzyjna
Zebrane na jej potrzeby informacje zwigkszyly warto$é oczekiwanego zysku.

i

Brakujgce prawdopodobiedstwa P(R)) oraz P(R,) moZna wyznaczyé n
stawie znanych prawdopodobiefistw a posteriori oraz przy zastosowaniu wy
prawdopodobiefistwo catkowite:

P{A} =_2P(A/Bj) - P(3).

A wiec dla naszej sytuacji mamy:
PR} =PRJ/Z) - P2+ P(RJZ)  P(Z2)=0.8-0,575 + 0,6 - 0,425 = 0,715,
P(Ry) = P(RJZ)) - P(Z)) + P(RAZ,) - P{Z) = 0,2 - 0,575 + 0,4 - 0,425 = 0,285

Dla wyznaczenia prawdopodobieiistw warunkowyeh a priori typu P(.
wykarzystamy twierdzenie Bayesa,

Jezeli zdarzenin A, spelniaja warunki: 4, M A,=@ dia i#j (=1, 2
AT VAV wA =Q oz P(B) > 0, to dla kazdego zdarzenia Az pe
zbioru zdarzen zachodzi: :

PlA) - P(B/A) _ P(A) - P(BIA)
PB) :

P(A,/B) = -
_QQIP(A;) - P(BIA)

W przytoczonym wzorze po jednej stronie mamy prawdopodobieiisty
przyczyna—skutek (a posteriori), a po drugiej stronie prawdopodobiefistw
symptom—diagnoza (a priori). Na podstawie danej formuly mamy:
P(Zl) B P(R|/Z1} _ 0,575 - 0,8

P(RY 0715

W prezentowanych rozwazaniach zastosowanie znalazia jedna z najezedcie]
owanych metod podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci, a mianowi-

P(Z\/IR) = i P .
¢e regula maksymalizacji wartosei oczekiwanei, Kryterium to pozwala oszaco-

~ 0,643,

RS JOP S
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Drzewo decyzyjne i analiza decyzyjna dla rozwinigtego problemu hurtown;

RYSUNEK ttho

el X; 84 niezaleZnymi zmiennymi losowymi o identycznym rozkladzie z wartog-
i oczekiwana E(X)} = 1o 1 skodczong warlangin V(X)) = ¢°, (o

= G . .
. o
lim P||= 2X—n|ze|=0. (10.5)
9000 S0a- e Hi=i
n=200 ;
Poza tym reguta maksymalizacji wartodci oczekiwanej bedzie wskazywaé oply-
=100 ny ciag decyzji w przypadku, gdy abstrahujemy od indywidualnego stosunku decy-
snta do podejmowanego ryzyka. Tymozasem z obserwacji zardwno rzeczywistodei
£ 300 aspodarczej, jak i licznych badart wynika, Ze rézne osoby maja réZne nastawienie do
1 =200

zyka zwigzanego z dang decyzja. W efekcie w tej samej sytuacii rézni decydenci,
ajac t¢ samq wiedzg o rozpatrywanym zjawisku, mogq podjaé¢ zupelnie odmienne
yzje. Aby w procesie decyzyjnym uwzglednié problem sklonnosci do ryzyka,
odna zastosowad kryterium maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci.

Z, — mrozna zimi

/£

Ay — zamowienie 0,643 :
— 12 504
100 setuk 7, — lagodna zim:

0,357

10.6. Maksymalizacja
oczekiwanej uzytecznodci

Z, — mrozna zim

X, — zaméwicnic 0,643 o
18 587 :
200 sztuk Z, — lagodna zimz ’

- Funkcje¢ uzytecznoéei nazywamy niemalejaca funkcje U(x) okredlong na zbiorze
artodci W funkcji korzydci taka, 2e:

{6 400 18 587
Ry~ PrOZOOZL \
. Zinng
X, — zleé 0,715
prognozg
16 408
0,285
R, — prognozay
ciepla
16912

wad przyszia wartodd osiggnigtego dochodu, przy czym wartodé ta jest of
ryzykiem. W zwiazku z tym wario zwrécic uwage, ze regula ta jest
uzasadniona w momencie, gdy proces decyzyjny jest powtarzany wiele raz

twicrdzenia 10.2.

N\

W— R, {16.6)
(=0 = (i10.7)
.Zaiéimy. Ze zbi6ér wartodci funkeji korzysci jest przedzialem oérargiczonym,

iec we (wg, wi ) oraz, Ze funkeja uzytecznodei jest unormowana w przedziale
1. Wiedy: '

tytecznodé mozna traktowaé jako subieklywna miare cennodci okre§lonych
ynikéw decyzji lub stopieni zadowolenia decydenta z osingnigtych korzysci.
Ay~ zamowienic 0,404 :
10 825
100 szl Z, — lagodna zima
4,596 i

2, — mrozna zima

Xy zamowicnic 0,404
10912 E
200 szluk Z,— lagodna zin

0,596

(_s_';"o) =0 ornz U{w)=1.

Zaldzmy, Ze sposrdd trzech wartodci wy, wa, wy decydent preferuje w, nad w,

wy nad wy. Jedli przedstawimy decydentowi de wyboru jeden z dwdoch
fiantéw: otrzymanie korzyéci réwnej w, lub udzial w grze, w kidrej moZe on
graé 1w, z prawdopodobiefistwem p fub wy z prawdopodobiefistwem 1 -~ p, lo
OZemy wyznaczyC taka wartoS¢ p, dla ktérej decydentowi bedzie obojetne czy
fZyma pewna korzy$S<¢ wa, czy tez korzy$¢ wynikajaca z udziatu w grze. Chodzi
gc o rozwiazanie nastepujacego réwhania:

Wa) = U] pwry + (1 — piunl.
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ozostale oszacowane wartodel funkeji uzytecznofel prredstawiono w tub-
10.3. ' o )

S ezeli napiesiemy znalezione wartedei na uklad wspdlrzednych oraz polycrymy
v fniami, 0 otrzymamy przyblizony wykres krzywej uzytecznosei decydentn
i anek 10.7}). Krzywa 1a opisuje postawe decydenta wobee ryzyka lyczgcego sig
.(Fyodgjnﬂ)Wﬂﬂil dziatnlnodeiy (przerywana prosta na schemacie przedstawia krzywy
f[ccznoéci decydenta obojetnego wobec ryzyka)®.

Przyjmujae, ze UGw) =1 oraz D) =0, olrzymujenty, 7e Uy, :
kazdej interesujacej nas realizacji wartodei w bedzie zatem chodzito o ;nai
takiego prawdopodobienstwa p, przy kiérym pewna korzy§é sy bedzis
decydenta tak samo oceniana, juk oczekiwana wartosgé wygranej pw, + ¢

Jezeli powrécimy do problemu hurtownika, to w rozwazanej dzialalngg
mozliwos¢ uzyskania réznych wartodei dochodu, kiére bedziemy traktg
realizacje funkeji W. Itak w najgorszej z mozliwych sytuacji przedsichiore
straci¢ 8000 zi (przy wykorzystaniu reguty pazdziernika, zob. rysunek 104
miast w najlepszej sytuacji osiagnaé dochéd réwny 30 000 zl. A zatem Zaklag

U-8000)=0 oraz (30000)=1.

RYSUNEK 10,7
Hipotetyczna krzywa nzytecznodei decydentn

|

Rozwazajac problem zlecenia prognozy pogody w sezonie zimowym, w:
szym przypadku moglby liczyé sig ze strata w wysokodei 2000 zt (ni
kosziow uslugi | innych kosztéw zwigzanych z prowadzong dzialalnodeig)
wowczas do poréwnania perspekiywe w, =—2 000 oraz w, = 30 000 osi

Uizytecznosé

z prawdopodobiefistwem p i wy;=-~8 000 osiaganego z prawdopodobieg ‘%
p— 1. Gdyby p przyjmowato warto$¢ bliska 1, wéwezas niewatpliwie Wy ' 0.4
podjecie dzialalnodci. W miare jak osiagnigcie w, = 30 000 stawaloby si '
prawdopodobne, przychylalby si¢ do opcji w, = —2 000, Zalézmy, ze dia .y -
byloby mu obojetne eczy osiagnagé pewng strate w,=-—2 000, czy tez . ’/0,2-
prowadzenie dzialalnodci obarczonej duzym ryzykiem, /"/
Uzytecznodé rozwigzania w, = -2 000 wynosi wiec: : = 0 1 T — >
- 10 600 0 10 000 20 000 30 000
(=2 000) = (30 000) - 0,03 + (-8 00D) - 0,97 = 0,03 + 0 = 0,03. 5 Duochody
3
Przy realizacji strategit G—E oraz zaistnieniu ciagu stanéw R, Z, (niespeln i A .y daeane dochody uzvtecznodciami . do proble kier
si¢ prognozy dotyczacej mroénej i §nieznej zimy) hurtownik moze osiagnaé d : Za‘sl.t: pu_M_C' O&mgdm. 50}: m; Y u.?,/fwé,nﬁ.s Ch-limf- m:j ibm)-.i,- p p;oa' iji,i,l;’é)og‘
réwny 8000 zI. W zwiazku z tym decydent musi sobie odpowiedzieé na p : ahuu.own.: AISLoSOwaE Tegue m'.ttsy manzac) M,‘yFLu‘nOH’.] (Z(?)',E‘)fmm\ L
przy jukiej wartosci p zachodzi™ o -< Wyciagnigty poprzednio wniosek o bezcelowodci %ieczm:‘n profesjonainej pro-
aozy pogody trzeba by w tym przypadku zmodylikowaé, W przypadku za-
U(8 000} = p - 30 000 + (1 — p)(—8 000). . tosowania reguly maksymalizacji oczekiwanej uzyteeznosci hurtownika decyzja
soli : otyczaca wiclkodci zaméwienin powinna by¢ uzalezniona od otrzymanej pro-
Jezeli p =04, to: : . e miakreyue ot IO
. nozy. W przypadku gdy prognoza bedzie niekorzystna (dagodna zima), zamowie-
U(B 000y = U(30 000) - 0,4 + L/(~8 Q00 - 0,6 = 0.4 i¢ powinno wynie$é 100 sztuk (oczekiwana uzyteczno§é w weile decyzyjnym
' 4 dwna 0,529), natomiast gdy prognoza bedzie korzystna, hurtownik powinien
TABLICA 103 | ;}méwié 200 sztuk sprzetu €U= 0,651). o o o
Oszacowana uzytecnodé dochoddw hurtownika ) ¥ : {12‘33‘;32("1“0“’3“‘1 W powy ZS_Z.YClh1;"0)2(::’ﬂ{?:;“:),(:hh”:{;r,?df} ;i;c‘i“;d532‘;*2})”1‘5;&;:2;;:31
- or H z d:poasigwie rozZpatrywania Ciugl 1 etycenyc eril Ly g1er )e < 4
v [780901-2000,-1000) O 5000 8000 | 9000 |12000[15 00016 000118 00024 000 |3 . Propozycii. Zasil)oso}:vanie jej w praiklycc moze sig wigzaé z problemem niekon-
Uy | 0 002 1003 1004 00 | 04 Jo45] 06 10721078 | 0,85 | 0,9 ekwentnych odpowiedzi decydenta. Moze sic to objawiaé w nieprzechodnich
i .
5* ' W praktyce mozna spotkad rddne precbicgd kraywych ugylecznodel (preyklady podano np.
* Do szacowania uZytecznoici kolejnych warto§ct mozna te2 wykorzystad wezedniej ustalo : ?" -pracy [Moore, 1975]).
A
i

i

e e lard
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RYSUNEK L8

; . . . zolednié wiecej interesujyeych deeydenta wartunlow wielkosed popyt.
Model decyzyjny hurtownika przy zastosowaniu funkeji wiytecanoge by uwzE'k

thczenia zwigzane z razbudowanym problemem decyzyjnym moina by prze-
s wadzié z wykorzystaniem arkusza katkulacyjnego Excel® lub specjalistycznego

'\' - - . a v
g rggramowzmia?. De modelowania podobaych sytuucii decyzyjnych mozna takze
¥ bl orzystaé rozklady ciagle®.
0,45
=200 - -
Xy POLECENIA I PYTANIA KONTROLNE
i =100 UprzeprowadZ analize wariantu przewidywania warunkéw zimowych na pod-
wie pogody paZdziernikowej (wariant vy} przy zastosowaniu reguly ma-
0.4 ksymalizacji oczekiwanej uzytecznodei. Czy wariant x, bylby lepszy od xg?
=200 W jakich przypadkach i dlaczego drzewa decyzyjne stanowin lepsze narzedzie
X, analizy i podejmowania decyzji niz macierze wyplat (tablice decyzyjne)?
Z, ~— mroZna zimn Wymieni i scharakieryzuj elementy (worzace strukturg drzewa decyzyjnego.
X, ~ zmmdwicnie 0,643 Na czym polega i jak przebiega analiza drzew c'!ecyz-yp?yc:h? B .
0,606 Podaj podstawowe reguly oplymalnego pozyskiwania informacji w analizie
100 sziuk ) ok :Podaj p Uiy oply 20 pozy
Z: — lagodna zima ‘decyzyjnej w sytuacji niepewnosci.
0610 0651 0,357 Kiedy w analizie drzew decyzyjnych wykorzystujemy wzdér Bayesa?
‘ . ' 7, — mrokma zimh ‘Jakie jest uzasadnienie wykorzystywania reguly maksymalizacji uiytecznosci
: T proghoza o anglizie decyzyjnej w sytuacji niepewnodci? = .
zimna Ay — zamowienie 0651 0,643 w angl SeyZY ey y & P
. 2 X}
Ao — zloé 0715 200 sztuk 7, — hagodng zima '!
prognozy - 0357 BIBLIOGRAFIA ;
0,616

ombs C.I1., Dawes R.IML, Tversky A, 1997, Worowadzenic do psychologii matematyezne,
” Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa,
ofler B., 1993, Padejmesvanie decyzji prey niepetnej informacji, Real Publisher, Warszawa.

Zy — mro2na zima

0,285 X, — zamdwicnic N 0,404
)

-y o - (l'J.—()
#; — prognoza / 100 sztuk 2, — lagodna zim ce R. D., Reiffa H., 1963, Gry i decyzje, PWN, Warszawa,
ciepla 0.596 oore P.G., 1975, Ryzyko w podejmowanin decyzji, PWE, Warszawa,
0.529 . muelson W.F., Marks 8.G., 1998, Ekonomia menedierska, PWE, Warszawa,
# —— mrozn Zima; pira T., 1993, Co decydije o decyzji, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa,
X, ~— zamdwienic 0404 i Szapiro T. (red.), 2000, Decyzje menedierskie z Excelem, PWE, Waurszawa.

U o 0,415 . Tyszka T., 1986, Analiza decyzyjna i pyychologia decyzii, PWN, Warszawa,

200 sziuk Z, — lagodna zima - ; e o .
i : ren H.R., 2002, Mikroekonomia: ujgeie nowoczesne, Wydawnictwo Naukowe PWN,

9,596 . Warszawa, '

preferencjach migdzy warantami czy niespelnienicm zaloZenia o niemalgjag
funkeji preferencii. Poza tym decydent moie mieé trudnodei w identyfikowani
hipotetycznej sytuacji =z rzeczywistym problemem gospodarczym. Inne, ba
zaawansowane metody  wyznaczania funkcii preferencii mozna znaleié
w [Coombs. Dawes, Tversky, 1997: Tyszka, 1986; Varian, 2002].

W problemie hurlownika przyjelidmy dla uproszczenia, ze rozklad popyHt
dwuwarto$ciowy. Nietrudno byloby rozbudowaé drzewo decyzyjne w taki sp

¥ Przyklady zostosowania arkusza kalkulacyjnego do analizy drzew decyzyjnych mozna znaledé¢
{Szapiro, 1993].
-7 Przykladem takiego oprogramowanic jest Arborist, ktéry umozliwia definiowanie i analizg
moblemu decyzyjnepo wykorzystaniem drzew decyzyinych w wygodnym teybic dinlogowym,

s Wigcej o zastosowaniu ciaglych rozkiadow prawdopodaebienistwa do analizy drzew decyzyjnych
bita znalesé w [Luce, Reiffa, 1963].
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Rozpziar 11

PROGRAMOWANIE
W WARUNKACH
NIEPEWNOSCI

11.2. Gry z natura

:mo nieco mylicej nuzwy', picrwszy z prezestowanych obszardw dotyka zagad-
foh, W ktorych niepewne, nieanlagonistyczne otoczenie (natura) pelni biermgy role
v procesie podejmowania cicoyz.ji. Zakindumy, ze decydemt potrafi wskazad obszar
coyzil dopuszezalnych, mozliwe stany nmury oraz mozliwe do osiagniecia
eublaty W kazdej z hipotetycznych sytuacjt. Przyjmujemy rowniez, ze decydent
ie zna w danym momencie rozkladéw prawdopodobiefistwn zaistnienia danych
unédw otoczenia w przysziodei lub nie chee korzystaé z dostepnej wiedzy. Ponadto
alszej czedcl rozwazan bedziemy zajmowad sig tylko sytuacjumi, w kiérych
czba warinntdow decyzyjnych, a takZze standw natury jest skoficzona,

[T

) .
| Przvieap 11,114

taiciciel gospodurstwa ogrodniczego posiada pole o powierzehni 100 ha. W naj-
lizszym roku rozwaza on mozliwoSe uprawy ogdrkow, marchwi, fasoli | selera.
ielkogei plondw, a takze podrednio ceny warzyw, sq uzaleznione od warunkéw
pgodowych panujacych w okresie wiosenno-letnim. Zakladamy, ze pogoda moze
j;_é sucha i zimna (S-Z), sucha i ciepla (5—-C), wilgotna i ciepla (W—C) Iub
ilgotna i zimna (W-2Z). Przewidywane wielkodei uzyskanych przez ogrodniks
pchodow z ha (tys. zl} w zaleZnodci od standw pogody przedstawiono w tab-

11.1. Wprowadzenie

Niepewno§¢ jest nieodlacznym elementem naszego zycin | moze dotyczyé zdarza
przesziych, teraZniejszych, a zwlaszeza przysziych. NajezeSciej Zradel niepew
szukamy w otoczeniu zewnetrznym, ktdrego stany lezn poza naszym bezpo§
wplywem. Z niepewnodcia zmaga si¢ przedsiebiorca zakladajycy firme [
czynajacy dzialalnodé w okreélonej branzy, dostawea startujacy w przetar
inwestor kupujney jednostki uczestnictwa w funduszu inwestycyinym. We ws
kich przedstawionych przykiadach niepewnosé oznacza sytuacje, w ktérej decy
nie ma pelnej wiedzy ani o tym, jakie beda rezultaty jego decyzji, ani te

TABLICA L]
Macierz dochoddéw dla dzinlainosel agrodnika

peinej kontroli nad tymi rezultatami. W literatwrze termin niepewnos Upraswy Warunki pogodowe

wystepuje razem z pojeciem ryzyka, a nierzadko jest z nim utozsamiany.- S-Z | S—C | W—C | w—z

Kanighta ryzyko jest przypadkowym wydarzeniem charakteryzujgcym sig zn Onirli P ; 5 "

rozkindem prawdopodobienstw jego wystapienia, podezas gdy niepewnosé 3

rodzaj przypadkowodci, kiérego rozklad prawdopodobiefistwa nie jes Murchew 13 16 14 7

{Gontarek, 2001, s. 79]. Fusolu 10 9 1 H
W tym rozdziale podrgeznika sa przedstawione dwa obszary zagadnic Seler § H i3 10

dejmowanie decyzji w syluacji niepewnodci (tzw. gry z natury) oraz gry d
bowe, ktore sy przykladem zogadnied stanowiscych przedmiot zainteresowaf . ) ) ]
gicr. : Ogrodnik bedzie zainteresowany uprawa takiego warzywa (lakich warzyw),

Kdra zapewni mu maksymalny dochéd (optymalna strategia ogrodnika).

! Pojecie gry zakinda istnienie co nujmniej dwéch graczy, z ktoryeh kazdy przez wybdr okreglonej
dnlegii ma modliwoede wplywanin nan wynik gry. Chocinz nasen micjednokrotnic jest Zrodlem
pewnefei wodzinlalnodei ckonomiecznej, trudno jej przypissd przymiot dwindomego dzinlanin ,na
Yorzyie” czy ,nn niekorzygé” decydentéw.

[ S | e

—
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ok 2. Ze wszysthkich strategii wybleramy tg, dla ktorej minimalna wartogé

( DEFINICIA I dochodu «; jest maksymalna.

Strtegin decydenta (gracza) bedziemy nazywad jeden z dosigpnych aposnbg

postepowitnia w okreflonej syluacji, natomiast o decyzji bedziemy g w przypadku ogrodnika regula ta prowadzi do wyboru uprawy fasoli (lab-

e 11.2), gdyz w najgorszym razie przewidywany dochdd wyniesie 9 tys. zi/ha,
Wskazuje sie w zwigzku z tym, Ze regula Walda to regula decydenta
aznego, zabezpieczajucego sic na wypadek najgorszego stanu natury®.

‘Regula Bayesa, nazywana tez reguly Laplace’a, odnosi si¢ do zasady totalnej
norancii, braku dostatecznej racji lub zupelnej niewiedzy, ktdra mowi, ze jezeli
i¢ znamy rozkladu prawdopodobiensiwa, mozemy przyjic, ze wszystkie zdarzenia
sOWe zawierajace dokludnie jedno zdarzenie elementarne sg _;B(!H‘LkOWO praw-

opodobne .
Strategic k moZemy uznaé za optymalng w sensie Lryieuum Bayesja jesli:

max{@}, L1112
t

11.2.1. Strategie czyste

Przypusmy, Ze ogrodnik zdecyduje sie na uprawe tylko jednego warzywa
bedzie zainteresowany znalezieniem opltymalnej strategii czystej.

( DEFINICIA 11.2

Strategia czysta nazywamy jednorazows decyzie decydenta o wyborze jedn
LZ dopuszczalnych wariantow decyzyjnych.

m

dzie EI,‘ = Zaij-
Hj=1

Wiréd najezesciej stosowanych metod wspomagajucych proces de
w warunkach niepewnosdci nalezy wymienic: =
B regule Walda (maximin);
2) regule Bayesa (Laplace’a);
3) regule Hurwicza;
4y regule Savage’a (nmunimaloego zalu).

Wyznaczenie strategii optymalnej wedlug reguly Bayesa sprowadza sie do:
ok 1. Ustalenia din kazdej strategii / $redniego dochodu a,.

rok 2. Wyboru juko optymalnej tej strategii, dla ktdrej Sredni dochod jest
najwickszy.

Zgodnie z ta regulg w przytoczonym przykladzie ogrodnik powinien wybraé
rawg selera (tablica 11.2). Powolujac sig na prawa wielkich liczb, korzystanie
tej reguly byloby bardziej uzasadnione, gdyby wybrang strategie stosowad
ielekrotnie®.

Wybér okre$lonej reguty, a takze zastosowanie wybranej ich sekwencii;
mied bezpoSredni wplyw na olrzymane rezuliaty, o czym nalezy pamigta
przedstawionym przykiadzie oméwimy wladciwodci tych metod oraz wskaicm
mozitwodci ich zastosowania. :

Niech macierz A = [«;;] bedzie macierza wyplat. Element ¢;; oznacza w
{korzy$c) decydenta w przypadku wyboru i-lej strategii, przy zalozeniu, Zew
J-ty stan otoczenia (natury).

Regula Walda jest reguly mchowawcm Bazuje ona na zaloZeniu, 2e dc_
— liczac si¢ nawet z najbardziej niekorzystnymi warunkami — cheiatby® uzys
maksymalng korzysé,

Strategie & mozemy uznaé za optymalng w sensie kryterium Walda, _|e

Krok I. Wyznaczenia minimalnych (g) oraz maksymalnych (&) wartofei do-

chodéw moZliwych do uzyskania w przypadku przyjecia okreslonej strate-

gii, gdzie:

a;=min{ay},  b;=max{a,}. (11.3)
J J

a; = max {a;},
i

gdzie a; = min{ay)}.
i

W przypadku decydentow o duiej skionnodct do ryzyka, nastawionych na najwyésze wygrine

reysci}, modna wykorzystad regule maximax.

- Wowezas §redni dochod uzyskiwany z 1 ha powinien zblizaé sie do warlogci oczekiwanej.

Poszukiwanie najlepszej decyzji przebiega nastepujaco:
Krok 1. Dla kazdej strategii { wybieramy najnizszy mozliwy do osiagnigei
a; (minimum dla wierszy). '
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Krok 2. Przyjecin takiego wspolezynnika ostroznodci o, /c xe {0, 1),
Krok 3. Wyznaczenia dia kazdej strategii tukiego wskaznika hy, ze:

Dla Lsk wyzniczone] macierzy wzglednych strat stosujenty regule minimax

igc: . . . .
k3. Dia kazdej decyzji wybieramy muksymalng wzgledny statg w, adzie:

w,; = max {wy ], (118
r

h(e) = ca; + (1 — a)b,
Krok 4. W sensie reguly Hurwicza strategin optymalng jest {a strategin &, ¢

I= max . k 4. Jako optymalna wybieramy tuka strategie &, dia kiorej:

wy = min{w; ], (11.9)
1

Hurwmm s.prowadza 8ig do :eguly maximin, a w ])[}Y[)ddf\u .Sl\i"ﬁjl!bj sklﬁlmo i Macierz strat dla problemu ogrodnika jest przedstawiona w tablicy 11.3.

ryzyka (=0) wyniki otrzymane na podstuwie reguly Hurwicza s

z wynikami vzyskanymi za pomocy metody maximax. :
Jezelt w prezentowanym przykiadzie zulozymy znaczng sklonno$é de

TABLICA 11.3
Macierz wzglednych strat dla problemu ogrodnika

do ryzyka (¢=0.2), to reguta Hurwicza jako optymalngy strategie wskazely Unraw Warunki pogodowe Savage’a
ogorkéw. Wystarczy jednak zmienié¢ wartodé wspdlezynnika ostroznodei, Py S-Z | §-C ! W-C | W=% | max
taty moga by¢ zupelnie inne (tablica 11.2). Ogérki ; 5 o | »
Minrchew 3} 4 el 4 o
TABLICA 11.2 .
Wyniki zastosowania rézaych regul decyzyjoych dia problemu ogrodnil Z“-"'U‘“ : 3 5 0 5
Warunki pogodowe Muaximin [ Bayesa Hurwicz, Seler i 0 3 : 3
Uprawy 5~z | 5-c w-c i w-z min Sredmia | b | LG
: Metoda Savage’a sugeruje ogrodnikowi wybdr uprawy marchwi. Regula ta jest
Ogorki 6 7 16 t0 6 9.7 1d 25 uzyteczna w przypadku, gdy decydent chee minimalizowaé utracone korzydei
Marchew 13 10 14 7 7 H 2.6 1 9 igzane z podjeciem decyzji, kiora to decyzja w zaisinialym stanie natury nie daje
Fasolu t0 ? H i ? 0.25 10642 mmaksymalnych korzyéci.
Seler 8 4 13 10 8 11,25 128 Podsumowujie, trzeba stwierdzi€, ze kaidu z przedstawionych metod moze
Mix 13 14 16 1i azywad nie jedno, ale kilka najlepszych rozwigzan, W tym sensic moze nie

strzygad jednoznacznie, jakg strategie czysty powinien przyjaé decydent. Ponad-
k‘lzdu Z opismych regul, ze wzg chu na swoj'1 specy[’i]u, i odmicnne poclt_jécie

{k}adem byt przytoczony problem ogrocimka (kaida = Laslosownnych tegul wskaz.y-
i wale na wybdr innej stralegii). Okazuje sie zatem, ze wybdr konkretnej reguly ma
ryaplyw na otrzymnne rezulmty A zatem §wiad0my wyb(‘)r reﬂuiy moze poprzcdmi

korzysci awinzanych 7 podjeciem decyzii, ktdra w rezultacie okazala sig
malna ze wzgledu na istniejacy stan natury. Wyznaczajac stmtegig :
z punktu widzenia tego Lrytcnum postgptgemy mqt@puﬂco

;_.,dzse: ¢z tym
e — oceng uzylecznodcei pO[BHC_}d]ﬁ}’Ch korzysc:. W uproszczcmu moZNa
ierdzic, ze regula Walda (maximin) oraz reguia Savage'a nalezq do grupy regul
howawczych, regula Hurwicza pozostawia pewien margines indywidualnego,
icktywnego wyboru decydenta, o regula Bayesa zaklada, Ze wyplata bedzie
tedniz z mozliwych. Nie bezzasadne moze by¢ takze zastosowanie kitku metod do
konkretnego problemu oraz dokonanie arbitralnego wyboru rozwigzania najlep-
B¢ w opinit konkretnego decydenta. Takie postepowanie z pewnodciy daje
iliwosé glebszej analizy problemu,

¢ = max {a;}.
Krok 2. Tworzymy macierz wzglednych strat ' W taks, ze:
Wy — Ay

Elementy macierzy W oznaczaja wielkodé rdznicy migdzy korzy’clg
osiagniemy podejmujac i-ta decyzje, a karzyécia, juky osiagneliby$my pode}
najkorzystnieisza decyzje w danym stanie natury.
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Warto podkreslic, ze tzy pierwsze reguly (Walda, Hurwicza i Savage )
by¢ z powodzeniem stosowane do wyboru strategii czyslej realiznwanm
krotnie. natomiast w przypadku wielokrotnej realizacji okreslonej
czysfej uzasadnione jest uzycie reguly Bayesu.

wyznaczenic optymaing) .su‘alcgii mieszanej stosowangj jednorazowo dla prob-
odnika sprowadza si¢ do rozwigzania nastepujacego zadania;

mﬁ ogl
' t ' : (LD

max,
5131 + 10.x; + 8y ¥,

=
11.2.2. Strategie mieszane F 10 + Oy o+ 1wy = v,

decydent moie realizowad jednoczednie kilka wariantéw decyzyjnych lub dzialaj
dlugofalowo opracowywad strategie dzialanin na dluZszy okres. Ma on v

i=1, 2, ..,

i phszar uprawy i-tego warzywa (ha),
Y minimalny zagwarantowany dochéd ogrodnika (tys. zi).

“Rozwiazaniem jest wektor [xy &~ 0, x4y &= 17, 1y = 64, vy = 19], co oznacza, 2e
prodnik powinien na polu o powierzchni 100 ha uprawiaé 17 ha marchwi, 64 ha
isoli oraz 19 ha selera.

W przypadlu wielokrotnego stosowania sirategii mieszanej, jesli nie ma
dstaw do twierdzenia, Ze ktory$ z mozliwych standw natury bedzie wystepowal
icksza czestotliwodeia, mozna przyjac, ze rednie uzyskiwane rezultaty bedy sie
izaé do wartodci oczekiwanej. Zasadne wydaje si¢ zatem zastosowanie reguly
ayesa, co ogdlnie mozna zapisa¢ nasigpujaco:

korzysci®. :

Qznaczmy przez x; udzial i«iej strdegii czystej. Przez v oznaczymy mj
korzydé, jaka odniesic decydent bez wzgledu na okolicznoSci zewnetr;
natury). Wdowezas problem wyboru strategii mieszane] mozna przedsta

stgpujaco:
(1112

Vv o—3 WX,

4

Zag v j=120 0, m, ’

=l

" Fe= 1,2, .., 0,

Z-‘}' =1,

Q=

X =0 i=1,2,...n ;
(11.13) i

4 Steategia mieszana w takini sensie ozmacza jednorszowe zastosowanic kombinac g W przypadku braku dodatkowych ograniczedt strategia mieszana realizowana
czystych. ielokrotnie bedzie odpowiadala najlepszej strategii czystej lub liniowej kom-

% Zpodnie z sugestia Walda, decydent powinien pamigtaé, 2e niezaleinie od wlasnej
o wyborze okreflonego warinntu zawsze - wezedniej lub poinief — musi wystapic niekor
otoczenis zewngznego, w wyniku czego otrzyma on nickorzysine rezuliaty dzindad wlash

binacj; najlepszych strategii czystych wyznaczonych wedlug reguly Bayesa.
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TABLICA it

11.3. Elernenty teorii gier Typologia gier

Kryterium klasylikaci Typ gier

Potocznie teoria gier moie kojarzyd sig z brydzem, szachami czy pokere;
w grach townrzyskich mozna zastosowud pewne elementy teorii, o tyle.d
dziedzin, jak ekonomia, socjologin, psychologia czy nauki woiskowe, ¢ i
wniostn nowi jakodS¢ w zakresie analizy i podejmowania decyzji. Tear

zajmuje si¢ analizy sytuaci konfliktu § kooperacjl, w kidrej wystepuje co
dwdch graczy podeimujycych §wiadome decyzje. Kazdy z graczy moze w
wplyw na przebieg oruz wynik gry, podejmujac okredlone decyzje (pr
strategie), przy czym ostateczny wynik zalezy rowniez od strategil poz
graczy. Jesli zalozymy, ze kazdy = graczy jest racjonalny, to przyjmiemy
on w krétkiej lub diuZszej perspektywie do osiggnigcia najlepszego, ze
punktu widzenia, wyniku gry. Mimo Ze naturalnym stanem jest wyste
konfliktu migdzy graczami, mogg wystapi¢ sytuacje, w ktérych ko
dzinkait i decyzjl uczestaikéw gry prowadzi do poprawy wyniku uzys
przez kazdego .z nich®. A wige istnieje przestrzed dla kooperacji. Kiz
przykladem s porozumienia cenowe, zawierane przez podmioty burdzo sk
trowanych sektoréw w celu utrzymywania cen na wyiszym poziomie 1 .
z tego tytulu dodatkowych korzysdei.

bn uczestlikow gry Gry dwuosobowe
Gry n-osobowe
.:s wyplat Gry 0 sumie zero

Gry 0 sumic mezerowej

jwodci komunikowania sig graczy Gry kooperacyjne

Gry nivkooperacyjne

akter gry (powtarzalnoSc) Giry rozgrywane jednokrotiie

: Gry rozgrywing wiclokromic (sekwencyjne)
'sti’;pnl\ informucja Gry = pelng informaejs

Gry z niepelny informacin

by steategii Gry ze skofczon liczby sirntegii

Gry z nieskonczona lezby strategii

11.3.1. Gry dwuosobowe o sumie zero

re najezedciej okreSla sig w postaci macierzowej, ktdra w przypadku dwéch
aczy sprowadza si¢ do macierzy wyplal, gdzie w wierszach umieszezamy
tegie pierwszego gracza, w kolumnach strategie drugiego graczn, a na ich
ecigciu wyrazone HoSciowo wygrane lub przegrane (wyplaty) graczy.
“Wygodnym sposobem analizy nieskomplikowanych gier sekwencyjnych jest
zewo decyzyjne, przedstawiajace mozliwe przebiegi gry w zaleinodci od posu-
e¢ praczy {(gra w postaci ekstensywnej).

{ DEFINICIA 114

Przez gre bedziemy rozumieli sytuncie, w ktdref:
» mozna wskaza¢ co najmniej dwoch graczy (graczem moze byé c&iowm
okre$lona zbiorowodé, a takZe podmioty bezosobowe, takie jak komp
rynek),

e kaidy z graczy dysponuje zbiorem moziiwych strategii okreslajacych
zje podejmowane przez niego w toku gry,

= wynik gry jest efektem wybieranych strategii przez poszczegdinych g ace)
o kazdemu wynikowi gry mozna przypisac liczbe okre§lajaca wielkosg, wygr
L nej badZ przegranej poszczegdlnych graczy {wyplata).

[ Przveeap 11.21
Gra w cyfry

Rozwazmy gre, w ktore udzial biors dwaj gracze A 1 B. Wypisuja oni réwnoczeinie
arteczkach cyfre od 1 do 4. Gracze umowili sie, ze jedli obie cyiry sy takic
me, lo zaden z nich ani nie przegrywa, ani nie wygrywa. W pozostatych przy-
Gry mozemy dzielic w zaleZnoSci od przyjetego kryterium, szyldddy EYPE’ ipidkach ten gracz, kiory wskazal cyfre mniejsza, wyplaca temu, ktéry wskazal
gier przedstawiono w tablicy 11.4. e ire wickszq kwote rownq cyfrze podanej przez przeciwnika. Wynik gry mozna
W dalszej czedci ograniczymy sie w rozwazaniach do nickooperacyjn predstawié w tablicy wyplat, ktora zawiera wielkoSci wygranych i przegranych
dwuosobowych ze skoiiczony liczby strategii. triczy w zaleznosci od wybranych przez nich strategii (tablica [1.5).
tOznaczmy przez a; wygrang plerwszego gracza, jezeli zastosuje strategic i/,
rugi gracz strategie j. Jesli (tak juk w powyiszym przypadku) wictkodt wygranej
nego z graczy a; jest rowna przegrane] drugiego gracza by (i odwrotnie), to
mowimy o grze dwuosobowej o sumie zero. Wéwcezas elementy macierzy wyplat

® Konflikt bierze sig styd, ze dyZenie do osiggnieein nujlepszego dla siebie wyniku pri
z graczy stoi w sprzecznadei z interesami innyeh wezestnikow gry, kidrzy cheieliby poprow
w taki sposdb, aby maksymalizownd swoja korzyéé.

e e B tid e e
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TABLICA 11.5 S . S S e e e
Macierz wplat dia gry w eylry r‘ DEFINICIA 11.6 !
~ Grace B srategie & bedziemy nazywad dominujyey. jesli:
I 2 3 4
Gracz, A =max{da;}. J=1 . (11.15)

P Ty ¥ : { u} / J

! 0 | (=2.2) | (=3.3) | (~, 4 T e o

2 (2, -2) [{ A4 (-3.3) (—<k, &)

3 (-3 1 (3. -3 o § -4, 4 Strategia dominujaca to najlepsza mozliwa reakeja na kazdy strategie zastoso-
4 (4 =4) | 4, =d) | - ) vang przez konkurenta. Odstapienie od strategii dominujacej nicuchronnie prowa-

dzi do pogorszenia wyniku w przypadku gry niekooperacyjnej.

Szukajuc rozwigzania gry, zamiast redukowaé macierz o strategie zdomino-
vane, mozemy rozwazyC istnienie strategii dominujacej (tablica 11.6). Z punktu
vidzenia grucza A, kiéry chee muksymalizowaé wielko$é swojej wyplaty ay; stra-
egia dominujiuca bedzie strategia 4. Gdyby zalozyé, ze gracz B wybierze strate-
ic 1, wowezas racjonalng odpowiedzia gracza A jest wybér strategii 4 (najwyisza
cwygrana), co zaznaczamy O. Podobnie gdyby zalozyé, ze gracz B wybierze
trategie 2, 3 lub 4, wdwezas racjonalna odpowiedzig gracza A jest réwniez wybér
pategii 4. Bez wzgledu wigc na to, co zrobi gracz B, wybdr strategii 4 przez

mozemy zredukowad do jednej wartodcei ay, ktora oznaczaé bedzie wielkodé w
granej pierwszego gracza i jednoczednie wielkodé przegranej drugiego gracza‘
Gdy gracze podejmuja decyzie jednoczednie i niczaleznie od siebie, wowe
mamy do czynienia z gra statyczna’. Analiza gry zmierza albo do znalez
wyniku gry (stanu réwnowagi ogdlnej lub warunkowej oraz wartoei gry), albg
ustalenia przebiegu gry w postaci dynamicznej. -
Postepujac racjonalnie, a wiec dazac do maksymalizacji swojej wygrane
gracz A nie powinien wybraé ani strategii I, ani 2, ani 3, gdyz dla kazdej z
strategii istnieje strategia lepsza. Strategie 1, 21 3 dla gracza A nazywamy st
giami zdominowanymi.

TABLICA [1.6
Rozwigzanic gry w cylry

[ DEFINICIA 11.5 Gracz 1
I 2 3 4
Strategi¢ 7 bedziemy nazywaé zdominowany przez strategie k, jesh: Gracz A
VYV ay<ay oraz :;ia,-, < dg (11 1 0 -2 -3
de=doa,m
2 2 0 ~3
kg,dzxc przez =1, 2, ..., I, ..., mn oznaczamy strategie drugicgo pracza.
3 3 3 0
4 ® | ® ® W

Jest oczywiste, Ze racjonalnie postgpujacy gracz dokona wyboru sw
dzialania spodréd stralegii niezdominowanych. Podobna analiza prowadzona
kv widzenia gracza B prowadzi do anatogicznych wnioskéw, Ze jedyng strat
niczdominowany w jego przypadku jest réwniez strategia 4. Mowimy, Zc strat
4 jest dla obu graczy strategin dominujgca,

Gracz B bedzie zainteresowany wyborem takiej strategii, kidra zapewnia mu
maksymalng wyplatg, co oznacza minimalng wygrang gracza A. Z tego punktu
widzenia wybér przez gracza 3 strategii 4 jest rozwigzaniem najlepszym. Jeshi
zatozyé, ze gracz A wybierze strategie 1, to najlepsza decyzja gracza B jest wybér
strategii 4 (najnizsza wygrana gracza A, cO oznacza najwyzsza wygrang gracza B).
Wybér ten oznaczamy przez 7. Analogicznie, jesli zalozyé, ze gracz A wybierze
Strategie 2, 3 lub 4, to najlepsza decyzja gracza 8 jest takze wybdr strategii 4.
Strategia 4 jest strategia dominujaca gracza B.

W odréznieniu od gry w postaci statycznej, gra dynamiczna jest rozgrywana sekwencyjnit
graczy w ustaloncj koleinoéci,
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RYSUNEK t1.1

dominujyece, to gra zawiera stan réwnowagi okreslony przez pare ty
+ e A Ch [ -
Punlkt siodlowy

(element macierzy wyplat, w ktérym O pokrylo si¢ z [71). W prezentoy
preykladzie bedzie to parn strategii: 4, 4, niedajgca zadnemu z graczy
wygranej (wyplaty rowne 0). Stan taki jest stabilny, gdyz zadnemy z graci
oplaca si¢ odstapi¢ od strtegii dominujacej, niezaleznie od tego, ¢
konkurent. Ogdlnie stan rownowagi w grze dwuosobowej istnieje, c,dy__
jeden z graczy posiada strategic dominujaca.

Gdyby gra byla rozgrywana wielokrotnie 1, z jukich$ powodow, jeden z
odstapitby od swojej strategii dominujacei, wéwcezas kolejne racjonalne. d
graczy sprawii, Ze gra powrdel do punktu réwnowagi: 4, 4, co widaé na dldg[-
przesunieé (tablica 11.7).

/ / /

TABLICA 11.7
Diagram przesunieé dia gry w cylry

Gracz B / / /
I 2 3 a
Gracz A
i - Zvad o [Stafhie, 2008, 5. 9]
2 ot Y
2 e 1 —
3 ¥ > [ Provieap 11.3 1
3
-' 4 v > Y » indydaci na prezydema prowadza kampanig przedwyborcza. Zalézmy, Ze Kaidy
{

ich moze przyja¢ jedng z trzech strategii: odbywaé spotkania z wyborcami
townie w duzych miastach (A), odbywaé spotkania giéwnie w malych miastach
na wsinch (B) lub poswigcié si¢ przede wszystkim poprawie wizerunku w mediach
). Zalézmy, ze w sondazach kazdy z kandydatéw otrzymuje podobny stopieil
oparcia. W zaleznoSei od zastosowanej strategii stopient poparcia dia kandydatéw
pze ulegaé zmianie, co przedstawiono w tablicy 11.8.

czenia siosmemy regule maximin dla jednego gracza oraz minimax clla drugieg
gracza. Zakladamy, Ze obaj gracze chey maksymalizowaé (minimalizowaé):
minimalng wygrana (maksymalng przegrana), a wigc przyjmuja postepo

TABLICA 11.8
Zmiany poparcia {w %) kandydatow
pod wplywem zastosewanej
kampanii przedwyborczej

Kandydat 11

szego gracza réwnej wy, a zastosowanie reguly minimax prowadzi do wy
drugiego gracza na poziomie w, oraz spelniony jest warunek:

. >
W = W,

Kandydat [

A B
A [2] -4
B @ -1 -5
0 @
2

czyli:

C min

max{min{a;}) = min{max {a;}), -1 _4
i i i i

to gra zawiera punkt siodiewy, o obaj gracze powinni realizowad zawieraja
strategie. Punkit siodlowy stanowi rozwigzanie gry. Qznacza on, Ze wygran
graczy (w), w;) przyjmuta najmniejsza warto§é w swoim wierszu i jedno
najwicksza wartoS¢ w swojej kolumnie (rysunek {1.1).

c @ o

mux 4

R R | | 4
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TABLICA 119

wenrowadzaine analize macierz solat, stwierdzamy, ze zaden 2 : foni i
Przeprowadzajac analize macierzy wyp Y Brac Macierz wyphd dla zagadnienia dylematu wicénia

L and strategii dominujyeej. and strategit zdominowanych. Stosujac regule’
min dla kandydata [ wyznaczamy dla kazdego wiersza minimalne wygrane (g
poparcia dia kandydata), a spoérod strategii wybieramy te. dla Ktdrej ming,

Grace |

Nie preyznad sig (M) Preyansd si¢ (7)

warto$é jest najwicksza (strategia C). W przypadlu kandydata H stosujem Nie preyznaé sie (V) o, o -2 1)
minimax z uwagi na fakt, Ze wygrane w macierzy wyplal oznaczajy dia gry Gracz 1 Pryat sie ) Y p—

przegranc. Dla kazde] kolumny wybicramy maksymalng wyplale t spodrad g —
wybicramy teg, dla ktérej maksymalna wygrana jest minimalna (strategia C);
tem siodlowym bedzie wiec parn swategii (C, C). gdy2 wy = wy. Obagj kﬁnﬂydaé
stosujge strategie C, maksymalizuja swéj Lpoziom bezpleczenstwa”, a wi
rantujy sobie, e bez wzgledu na 1o, co zrobi przeciwnik polityczny, zimiana
cia nie bgdzie mniejsza niz O (uirzymanie co najmnicj status gio).

Istnicjy przyklady gier, w ktdrych mamy kilka punktow siodlowych lub
siodlowy w ogdle nie istnicje w zbiorze strategii czystych. :

pwigzanie optymalne w sensic Pareto, gdyz solidarne przyjecie przez obu graczy
ategii & daje poprawe ich sytuacji (uwolnienie). Taki stan, przy zalozeniu
racjonalnie postepujacych graczy, méglby zaistnicé w przypadky, gdyby gracze
mieli mozliwos¢ dogadania sie (kooperacji) oraz zachowywali si¢ lojalnie wobec
cicbie. Rozwiazanie (N, N) jest bowiem niestabilne, gdyz kazdy z graczy mialby
kuse zmiiany strategii. Zagadnienie dylematu wiezZnia ilustruje  wystepujacy
konflikt miedzy racjonalnoscin indywidualng (reprezentowany przez kryterium
o dominacii) a racjonalnodcia (korzydcia) grupowa, reprezentowany przez kryterium
aptymalnosei Pareto.

11.3.2. Gry dwuosobowe
0 sumie niezerowej

W grach o sumie niczerowej strategie réwnowagi nie zawsze istnieja. Ten prob-
em moZna rozwiazaé przez zastosowanie slabszej koncepcji réwnowagi Nasha,
Niech beda dane wyplaly poszczegdlnych graczy osiagane przy wyborze wybra-
yeh strategii, gdzie przez ay oznaczymy wygrany pierwszego gracza, a przez by

interesy abu gruczy nie musza by¢ dcifle konkurencyjne. W pewnych sy ]
' vyerana drugiego gracza.

mozliwosé kooperacji daje szansg poprawy wyniku gry obu graczy.

[ Previrap 11.4 ) DEFINICIA 117 7

Dylemat wic¢Znia

trategie & oraz / pozostaja w rownowadze Nisha, jesli spelniony jest warunek:
Dwie osoby podejrzewane o wspéine popelnienie przesigpsiwa tralily do W 2 ai oraz ,T:j (et = i
i sy osobno przesluchiwane. Prokurator przedstawil kazdemu z nich m
wyniki postgpowania. Jezeli jeden z nich przyzna si¢ do popelnionego
a drugi nie, to przyznajacy sie zostanie nagrodzony (wyplata 1), a ten, ktér;
przyznal, dostanie surowy wyrok (—2). Jesli obnj sie przyznaja, dostang. ‘
wyroki (— 1), je$l natomiast obaj si¢ nie przyznaja, zostana uwolnieni (0). Ma
wyplat dla powyiszego zagadnicnia przedstawiona zostala w tablicy 11.9

Kazdy z graczy posiada strategic dominujacg i w obu przypadkach jest:
Lpreyznaé sig”, co kazdemu z oskarzonych daje perspektywe lagodnej kfi
rownowagi wyznacza wiec para strategii (P, P). Jak latwo zauwazyC, ni

(11.17)

.fb"’ = by oraz Hfb“ > by
i

J

Réwnowaga w sensie Nasha skiada sic ze stralegii poszczegdinych graczy
edicych najlepszymi odpowiedziami na siebic nawzajem. Strategie graczy tworza
Mowage Nasha, jezeli maksymalizujg wyplate gracza przy danym wyborze
Uglego gracza. Taki stan okrefla sie czesto rownowaga warunkows, gdyz
anemu praczowi nie oplaca sic zmieniad strategii, jezeli nie zrobi tego drugi gracz.
5W_ROWHga Nasha moze uksztaltowaé si¢ w poloZeniu nicoptymalnym dla obu
Czy (obaj gracze mogliby poprawié swoje wyplaty).

bW tym sensie gry o sumie zerowef sq szezegdinym przypadkicm gier o sumie niczerow
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Firma B przyjmuje strategie niskich cen (N). Wowezas najlepszy odpowiedziy
frmy A byloby przyjecie strategii wysokich cen (W) i zapewnienie sobie
~ dochodu nut poziomie 9. Zadna z firm nie bedzie zainteresowana zmiang
strategii, gdyz wigzaloby sig 10 z pogorszeniem wynikow. Para strategii (W, M)
D jest W rownowadze w sensie Nasha.

Nash, 1951 r.
Kazda dwuosobowa gra niekooperacyjna o sumie niczerowe] ze skon
zbiorem strategii czystych zawiera co najmniej jedna réwnowage v
strategii czystych badZ mieszanych. '

W przedstawionym przykladzic mamy wige dwie réwnowagi w sensie Nasha.
parakteryziji sie one tym, ze Zadnemu z graczy nie oplaca sig zmieni¢ strategii,
wba ze zrobi to drugi gracz.

. W praktyce wozemy spotkaé sic z sytuacjy bruku rozwigzania gry w sensie
Nash‘l. Dia nastepujacej macierzy wyplat (tablica 11.11) nie istnieje ani rdwnowaga
ogdlna, ani réwnowaga w sensie Nasha w zbiorze strategit czystych,

(PRZVKLAD 11.5)

Duopol Cournota

Dwa zaklady A t B calkowicie opanowaly rynek pewnego produkt
producenci moga podjaé decyzie o stosowaniu okreslonej strategii ¢
Przyjmijmy ogdlnie, ze bedzie to strategin wysokicj ceny (W), strategia’
ceny (S) i strategia niskiej ceny (V). Osiagane przez producentdw przych

TABLICA 11.t1
Praykind gry o sumic niczerowej

sprzedazy beda zalezne od wielkodci sprzedazy tego produktu oraz ofero Gracz, | Gracz If
ceny. Macierz dochodéw zostala przedstawiona w tablicy 11.10. A B c
A (2,-2) | (=1, % 1 {L, -2
TABLICA 11.10 B (0, B j O -1 @ -
Maucierz wyplat dla problemu c (.-t la nle 2
gry konkurencyjnej duopolistow . - .
Firma B
id S N 11.3.3. Strategie mieszane
W (16,19) | (518 | (19,21 w grach dwuosobowych
Firma A s (21, 17) (19, 19 (17, 18) .
ezeli gra nie zawiera stanu rOwnowagi w zbiorze strategit czystych, mozemy
N (15, 20) (17, 22 (18, 19) L s . Forrare <fratonie m e - e
redlié dla obu graczy najlepsze strategie mieszane, ktére w tym przypadku beda

naczaé czesto§¢ (prawdopodobieistwo) wyboru okredlone] strategii czystej na
kolejnym etapie®. Niech wektor X =[x, x5, ..., x,] oznacza prawdopodobienstwa,
jakimi gracz A wybiern poszezegdlne strategie czyste A, A, ..., A, natomiast
wektor Y = [y, ¥a, ..., Y. oznacza prawdopodobiesistwa, z jokimi gracz B wybiera
oje strategie czyste B, By, ..., B,. Kaidy 2 graczy bedzie dazy! do osiagnigcia

ksym;tlne_) wartodci oczekiwanej swojej wygranej. Jedli gracz B zastosuje
st B, a gracz A stralegie mieszang dana przez wekior X =[x, x,, ..., 3,], 10
1 dowolnej macierzy wyplat W = {a;, b,] gracz A uzyska wygrang rowny;

Rozwazajac isinicnie strategii dominujyeych dla obu graczy, stwierdza
zadna z firm nie posiada takicj strategii (punkt réwnowagi ogdlnej nie is
Poszukujac pun}{iow réwnowagi w sensie Nasha zakladamy, ze:
|, Firma B przyjmuje strategie wysokich cen (W), Wowcezas niljlppq
powiedzia firmy A byloby przyjecie strategii $rednich cen (S5) 1 zapey
sobie dochodu na poziomie 21. Ta para strategii (5, W) nie jest w réwn
z uwagi na to, ze firma B bedzie miala intercs w zmianie strategii
poprawi jej przychody (wzrost z 17 do 19).
Firma B przyjmuje strategi¢ $rednich cen ($). Wowczas najlepsza odpoy
firmy A byloby przyjecie strategii drednich cen (S) i zapewnienie sobie dt
na poziomie 19. Zadna z firm nic bedzie zainteresowana zmiang strategi
wigzaloby sie to z pogorszeniem wynikow. Para strategii (S, 5) jest' w
wadze w sensie Nasha.

X+ dopXa + o+ X, (11.18)

3

Przez v, oznaczmy oczekiwang wyplate gracza A uzyskiwang przy realizacji
ategil X,

* W preypadku strategii micszanyeh zakladamy, e gry sq powtarzalne.

[
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Gracz A bedzie zalem dazyl do maksymalizacji swojej wygrinej bey wigl
na ta, co zrobi gracz B. Problem poszukiwania optymalne; strategii mieszang
gracza A moZna zapisad nastepujico;

Jak latwo sprawdzic, zaden z graczy nie ma strategii dominujgeej, nie istnieje
stabilny stan rownowagi w scnsic Nasha. Szukajac rownowagi w zbiorze

{akie ; e . A
: gii mieszanych, rozwinzujemy dwa zadania programowania liniowego.

: strate

¥y — muax, i

l (1 'ig} TABLICA 1112

Uzytecznosé poszezegolnych strategii
dla Zony i meia

Ed

_ §afr.:,-.\'f- 2y j=1,20 ., n,
i=

" -
. Zoni

_}:,.\,- =], My

i=| A I C

- H— ~y

=0 f=1,2, ..., m r (10, 33 5,7} (8.
Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié z punktu widzenia drug;gg K Gy | (6.5 (3.6

gracza, Jedhi gracz A przyjmie okreslong strategic A;, nalomiust gracz B zastos F © 0 | 0.2y | (7,14

strategie mieszang dang przez weklor Y =[y,, ya, ..., ¥,1. 10 wygrana grac
mozna ogdinie zapisaé w postaci:
biy vy + Diays + oo + by, Z punktu widzenia mgza problem ;Jrzyjmgjc nastgpujicy postac:
Problem drugiego gracza definiujemy nastepujuco: vy — mix, (11.23)
Vi = max, 10xp + 3xg + Oxp 2= w4,

Sup+ Oxg + Qe 2 vy,

o

)
. N > f = ’.} - -
jébu_‘,; =y, i=1, 2 ... n 8xp + 3xx + Txp 2 v,

Kprxprxp=1,

i

Z_vj: 1,

j=1
¥ =0, J

T X Xp = 00

Rozwigzaniem jest wektor X ={0.5, 0,5, 0], co oznacza, ze aby maksymalizo-
wad swoja uzytecznodc, maZ przy kazdej okazji powinien wybierad z jednakowym
prawdopodobiesistwem péiScie na mecz iub do kina.

Rozwigzujae podobny problem poszukiwania strategii mieszanej dia Zony,
rozwinzujemy ponizsze zadanie:

52, ...,

W szezegolnym przypadku gier o sumie zero (jedh a; = —b,;) powyZsze zada
sq problemami dualnymi wzgledem sicbic, a wiec ich rozwigzania spelnigj
warunek:

Vyo= (L .
: ¥y — max, (11.24)

yp 4+ Tye + dyp = vy,

: !PRZYKLAD 11.61
Walka plci

Vr+ Sy + Oyp 2 Va,
Oyp + 25 + 1dye = vy,
Rozpatrzmy problem dwdch graczy: meza i 2ony. Maz bardzo lubi chodzi
mecze pilkarskic (P), toche mnicj do kina (K) i weale nie lubi chodzié
filharmonii (F). Zona z kolei bardzo lubi chodzié do filharmonii (F), troche ;
do Kina, a mecze pilkarskie ,,omija z daleka™. Maz i Zzona okredlili uzytecy 3§
rdZnyel wariantdw spedzania czasu w pojedynke Iub wspdlnie. Macierz wy
(uzytecznodei) obu graczy przedstawiono w tablicy 11.12,

it Yk Yr= 1,

j‘p. Yis ¥r =0

Rozwigzaniem jest wekior Y =0, 0,5, 0,51, co oznacza, Ze aby maksymalizo-
vac swojg uzytecznoid, zona przy kazdej okazji powinna wybieraé z jednakows
czestotliwodcia pdjscie do kina lub do filharmonii. ‘
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Rozwiazanie gry oznacza, Ze gracze (maz i Zona), stosujiac optymalne ) BIBLIOGRAFIA
strategic mieszane nigdy nie spotkajy sig ani na meczu pitkarskim, ani- Wil
monii, a wigc ani Zona, ani maz nie osiagng swoich maksymalnych uzyte ZR0ds
maz, gdyby Zona towarzyszyla mu na meczu pilkarskim (10), Zona gdyby uda
wyiéc z megzem do filharmonii (14). Oczekiwana viytecznodé dla obu g grag;
nosi w tym przypadku tylko 5.5, podezas gdy stosujye pewien kompromis {
raz na meez pitkarski, raz do fitharmonii) oboje mogliby osiagnaé oczeki
uzytecznosé na poziomie B,5.

< ntasek D.. 2001, Noweczesne metody carzadzania rvoyvkiem flnansovwym, WIG-Press,
0

Warszawil,
fler E. 1993, Padejmowanie decyzji prey niepeinef informacji, Real Publisher, Warszawa,

e R, Reiffu M., 1963, Gry i decyzje, PWN, Warszawa.

alawski M., Wieczorek A., Sosnowska H., 2004, Konkurencja | kooperacja. Teoria gier
w ekonomii § naukach spofecznych, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszuwa.

ffin P.D., 2001, Teoria gier, Schilar, Warszawa.

maskalik T.. 2003, Wprowwadzenie do badai operacyinyel z kompiteren, PWE, Warszawa,
tson 1., 2008, Srrategia: wprowadzenie do teorii gier, Wydawnictwo Naukowo-Technicz-

ne, Warszawi

Jak starano sie pokazaé¢ w prezentowanych przykiadach, teoria gier ma
odniesienie do Zycia i praktyki gospodarczej. Zajmuje sie nie tylko szi
rozwigzai w pewnych syiuacjach, w ktdrych wystepuje co najmniej
niekoniccznie antagonistycznie nastawionych graczy, lecz takze zmierza dg

spolecznych.

Warto na koniec zaznaczyé, e rozwazania przedstawione w tym ro;
prezentowaly jedynie wybrane metody podejmowania decyzji w warunkach
wnosici. Teoria gier zos‘tah przed&‘t*\wion‘l na prz.yklz\dzie pewnej kifls'

i macicl‘zy wyplat, zasndniczo nicpodejmujacych wspélprncy. Czytelnik6éw
resowanych rozwinigciem tego tematu odsylamy do dostepnej literatury.

POLECENIA I PYTANIA KONTROLNE

1. Wyjasnij pojecia strategii czystej i strategii mieszanej.
Scharakteryzuj podstawowe reguly decyzyjne w warunkach niepev
Okre§l podobieastwa i rdéznice miedzy nimi.

realizowanej jednorazowo z reguly Walda.
Wyjadnij pojecia strategii zdominowanej i strategii dominujacej.
Podaj warunek istnienia réwnowagi ogélnej w grach o sumie zero.

AN

nojcia indywidualng a grupowa.

[T T R || &
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Klasyczny mode] BOQ i jepo rozssserienia

12.2. Klasyczny model EOQ

Rozpziar 12 K .
i jego rozszerzenia

LARZADZANIE

ZAPASAMI 12.2.1. Klasyczny model EOQ)

10 skrét od economic order quantity (ekonomic?zza wielkosé zamo?;e'l;l:t
L? | zostal po raz pierwszy wprowadzony przez Harrisa, zasluge 1¢ p.;‘zyp e
0 ck wilsonowi. Czesto model jest wreez nazywany modelem Wilsona.
ed_n‘:; klasycznym modelu EOQ z‘ukiztdn'si@, Ze:” bowanie D na lon Zus6h
zuzycie zasobu w czasie jest rownomierne, a zapotrzebow.

jest znane; o ‘ . o o
‘-I]mzde zamdwienie opiewa na te samg ilosé zasobu 1 w zwigzku z ty
£

iednakowe dostawy sg realizowane w staiycth oqstcpach c‘zas‘u‘;

i iapoi;-zebowamic w kazdym momencie musi !)yc zaspokﬂjgnc\:,t o,
}. znane i stale sa: jednostkowa cena Zi'l‘i(upu ?,,,_ _}C(-EHOS[[(O\V}‘V osl.'z} n; qu;lézrv owa
nia G, 1 jednostkowy koszt :‘-t.:nhzac_u zamoéwienia C, (koszt staly zz ,
niezalezny od jego wiclkoé_c:);“

znany i staly jest czas realizacji dostawy L.

12.1. Koszty zapaséw

W procesie produkeji, na roZnych jego etapach, niezbgdne sy materialy i syg
fednak ich pozyskiwanie i przechowywanie jest zwiazane 2 ponoszeniem pew
kosztdw. Moina wéréd nich wyroZnic w szezegdhoded koszty zakupu, “kosy
magazynowania, koszty transportu, koszty realizacji dostaw czy tei koszty”
boru zapaséw (rozumiane najczeseiej jako koszty utraconych korzyici zv
Z utraty potencjainych klientéw). Suma tych wszystkich (a niekiedy nie tylko
koszidw to catkowity koszt funkejonowania systemu Lapaséw. E

Minimatizacin kosziéw ulrzymywania zapaséw jest przewaznic aléwnymcd

i asi stale iona na
Zmiennos¢ poziomu zasobu w magazynie w czasie zostala przc’:dstawl‘olzﬁoéé
- 13 P . H ;e .
sunku 12.1. O, oznacza ilod€ zasobu w magazynie, f - czas,  — W

n jest rowny:

) 2 A ) . (12.1)
tem. Nie nalezy jednak Zapominac rowniez o innych celach, jak zapewr OZQ T,
rytmicznych dostaw i minimalizacja czasu przechowywania. Ze wzgledu na lo D

niekiedy charakter zapotrzebowania, nalezy mied na uwadze utrzymanie pe
Zapasu bezpieczeristwa. Nie bez znaczeniy 54 roZnice w jakosci uslug $wiadezo
przez poszczegolnych dostawedw, Trzeba wreszcie pamietad-o przesunieciu Czas
wym migdzy zlozeniem zaméwienia a jego realizacja. :

Spelnieniu wszystkich wymienionych postulatdw stuzy wlasciwa polit
zarzadzania zapasami. Skiadaja si¢ na nig: wybdr dostawcy (w dalszych
wazaniach calkowicie pominiemy ten aspekt), okreflenic termindw | wielk
zamowieni. Czesto okredla sie, przy jakim poziomie Zzapasdw w magazynie nal
zloty¢ zamowienie. Poziom ten nazywa sig poziomem odnowienia; obliczany jés
on na podstawie znajomosci lempa zuzycia zasobu, wielkosci dostawy i czas
realizacji,

Lgczny zakup w rozpalrywanym okresie nie zu%eiy od wielkosci jedn:j
dbstawy ale od lgcznego zapotrzebowania. Stad calkowity koszt zalupu wyniesie:
(12.2)

Ekonomicznie uzasadnione jest takie planowanie dostaw, aby .kfﬂg?al_dosisng
‘byla realizowana w chwili, gdy skoncza sie Zapasy ?opfze.c;mﬁ}-z asc?ljflmréw:iﬁ
. alozy¢, ze w kazdym momencie magazynowana jest Srednio flosé ¢ cowny:

W dalszej czedci tego rozdzinlu Czytelnik zapozna sig z klasycznym mode olowie wielkogci dostawy. Stad calkowity koszt magazynowania je y:
zarzadzania zapasami opartym na idej EOQQ | jepo rozszerzeniami. Nastg (12.3)
przedstawionych zostanie kilka model stosowanych w sytuacji nierdwnomiern K, = C,,—Q.
zapotrzebowania na nugazynowany surowiec. ' 2
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i - RYSUNEK 12,1 RYSUNEK 12.2
fmicnnose poziomu zasobu w magazynie w czasie Kosziy funkejonowanin systemu zapaséw
y
O r A
3‘
~
5
)
O R e e e
KClin T
] Ky
i
L3
t
E
; g
]
r
:
T:I 27;! 32‘:1 47;! : K!.
o o
Liczba zamdwien to iloraz zapotrzebowania na zaséb w calym okresie
wielkos¢ dostawy. Stad koszt realizacji zamdwien jest réwny: Jest to rOwnowazne roéwnaniu:
D D
Kr’:Cré' CJ_Q"EFO (;27)
Jak widaé, jedynie koszt zakupu jest staly. Dwa pozostale koszty zmieniaj Ostatccznym rozwigzaniem jest:
wraz z wiclkofcia zaméwienia. Przy tym wraz ze wzrostem partii koszty mag
nowania rosng (im wigksza partia, tym wiecej towaru na raz musi byé mag (12.8)

wane), a Koszty realizacji zaméwien maleja (im wicksza partia, tym’
zamoéwied trzeba zrealizowaé). Zadanie polega na minimalizacji lacznego Ko
a wige na znalezieniu pewnego kompromisu migdzy rosnacym kosztem maga :
wania | malejacym kosztem realizacji zaméwienia. Ta optymalna wielkosé do
to wladnie EOQ. Zaleznogci te przedstawione zostaly na rysunky 12.2. KC oz
koszt catkowity, KC,,, jego wartoéé minimalng, a Q" optymalna wielkosé dos
(czyli EOQ). o
Calkowity koszt magazynowania wiee jest réwny:

"
{ Previeap 12.1 1
Klasyczny model EQQ

Eaczne zapotrzebowanie na surowiec w ciagu dziewigciu tygodni wynosi 270 kg.
chnosikowy koszt magazynowania to 2 zt zo | kg za tydzien, koszt realizacji
zimdwienia — 30 zl, jednostkowa cena zakupu — 10 zl, czas realizacji dostawy
— 2 tygodnie. Qkredlié optymalng wielko$¢ dostawy i polityke zamawiania,
Wyznaczyd wartodé minimalnego kosztu funkcjonowania systemu zapasdw,

Z warunkow zadania wynika, ze: D =270, C, =2, C, =30, C,= 10, L = 2. Stad:

KC(Q) = Ku + Kh+ Krm C,,IJ + Chg‘*' C,g

Aby wyznaczy¢ wielkodd dostawy minimalizujacy koszt, musimy przyray
do 0 pierwszy pochodng powyiszego wyrazenia:

dKC _

dg

i R
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RYSUNEK 12.3
Koszty funlicjonowania systemu zapasdw
z uwzglednieniem zapasu w drodze

co tizy lygodnie przyjezdzata nowa dostawa. Nalezy pamigtac o dwulygodnis
czasie reatizact dostawy. Migdzy zlozeniom zamowicnia a jego realizaci
jest caly czas zuzywany. Zamdwienic musi wige zostad zlozone w momencid B

poziom zapasow spadnie do poziomu dwutygodniowe] rezerwy {ewentuatnis 2
pomniejszonej o lyczng wielkosS¢ dostaw bedacych juz w drodze). Skoro Sredy 8
tydzicit zuzywa sig 30 kg zasobu, o jego dwulygodniowa rezerwi musi byé KC
na 60 kg. Ostatecznic wige polityka zamawiania przyjmuje nastepujaca p o
zamowic 90 kg zasobu na 2 tygodnie przed rozpoczgciem rozpalrywanego okres _ (bez zapasu
a nastgpnie zamawia¢ 90 kg za kazdym razem, gdy poziom zasobu osiggnie LS e S i - w drodze)
oprdcz ostatniego okresu. e = -7 £,
Huarmonogram skiadania i realizacji camowien zostal ujety w tablicy 12 i
’ i
1 K,
TABLICA (2.1 :
Harmonogram skladania i realizacii zamdwien %
Tydeiv |[-~1j 01t 2z |[ala|s5]|6]7]8]9 | Rovem : ;\:AM
Zuzycie 30 =0 130f30 (301303030 |30 270 o Q’
Dostawi 90 G0 90 270
Zaméwienic 20 90 90 Z70 A s ,
mawiania), a jedynie na warto$¢ calkowitego kosztu, kiéry w tym przypadku

dzie réwny:

Dite.n
57 Cu. (12.10)

Zaleznos$¢ ta pokazana jest na rysunku [2.3. Funkcja kosztu calkowilego,

Calkowity koszt funkcjonowania systemu zapaséw przy takiej polityce wy KCQ =K.+ K+ Ko+ K = C,D+ C Cic
& I i r bt = by
2

90 270
KC(@)=10-270+ 2 5+ 30 - S0 =2 880 21,

12.2.2. Model EOQ z uwzglednieniem
zapasu w drodze

W modelu EOQ z uvwzglednieniem zapasu w drodze' zakiada sig, Ze przez p
czas (1,) zapas jest utrzymywany w drodze, przy czym koszt utrzymani
zapasu jest staty 1 wynosi €. Przy obliczaniu calkowitego kosziu naleZy W
sytuacji uwzgledni¢ réwniez catkowity koszt utrzymania zapasu w drodz

rzyx?}ywzmia 2 tygodnie. lak wplynie to na polityke zumawiania i calkowity koszt
funkcjonowania systemu zapaséw?

~Koszt utrzymania zapasu w drodze to:

!,’l
Ky = = C D

’] ) Im ?:-
f=-7:C;,,D=-9— <270 =240 21,

Jak wida¢, koszt ten nie zalezy od wiclkogcei dostawy, zatem nie bedzi
wplywu na wielko$é ckonomicznej partii dostawy (a wige rowniez cale} p

VW liternturre mozng spotkaé réownic okreslenic zapas in trunsit,
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-
12.2.3. Model EOQ z uwzglednieniem _ CS%Z (%) _ C% (12.12)

planowych niedoboréw

Ostatecznie kosat calkowily systemu zapasdw wynosi:

Q-0 D 0?

e O e Oy (12.13)
20 Q 20

Jak widaé, tym razem koszt calkowity jest funkcjy dwéch zmiennych: wietkodci

amowienia i wielkosci niedoboru. Aby wyznaczy¢ ich optymalne wartosci, trzeba

reyrowna do 0 obie pochodne crgstkowe i rozwigzad odpowiedni ukind rownai:

Niekiedy peine zaspokajanie potrzeb klientéw czy tez linii produkeyjnej je
kosztowne, a potencialne straty wynikajace z niewielkiego niedoboru sy niepre;
cjonalnie male. W takiej sytuacji rozwigzaniem moze by¢ dopuszczenie pe
7 gory zalozonego, niedoboru przez pewien okres. Sytuacje te obrazuj
nek 12.4, gdzie Q. oznacza maksymalny poziom zasobu w magazynie, a @
symalny dopuszezalny niedobdr. .

Niezaleznie od dopuszczonege poziomu niedoboru, koszt zakupu:§i
zmieni, gdyz nie jest on zalezny od wielkoSci dostawy. Nie zmieni si¢ ré
zaleznodé wielkodei kosziu realizacji zamdwied od wielkodci dostawy
mozna juz tego jednak powicdzie¢ o pozostatych skiadowych kosziu calkoy

Q. Q) =K, + K,+ K, +K,=C,D+C,

12.14
i’ _, (F2.14)
RYSUNEK 124 0.
Zmicnnodé poziomu zasobu w magnzynie
w czasie w sytuncji planowego niedoboru czyli:
A
@, 2 —0) - (- ) D ?
G2Q-0)=@-0F D _ & .
2 ¢ o 2o (12.15)
1 1. 22, =) 20, -
Ch ——,)""Q"”—— “+ C‘jj—‘Q— = ),
Orree Uklad ten upraszeza sie do postacth:
'y 2 s
CJIQF - (Ch + C\)Q: - ‘?'C:D = O,
. (12.16)
Q- (Cp+ CHA =0,
o,
L ad ostalecznie ofrzymujemy rozwigzanie:
Q- 2DC| CT + Ch
P ) ; - Ch C\' )
Srednin iloéé zasobu w magazynie bedzie mniejsza niz w przypadk _ SHC -5 {1211
niedoboru proporcjonalnie do wielkosci niedoboru, Podobnie rzecz sig ma z:¢ O = A=t A fe
magazynowania zasoln, Wynika stad, Ze Koszt magazynowania jest w tym C, Co+ G
padiu réwny: ' Muksymalny poziom zapasu w magazynie to:
-9, - o) ,
K,,mc,,Q-[Q Q,) PNl by | | o
2 Q 20 o e = G — O = (12.18)

Analogicznie. koszt niedoboru jest réwny (C, oznacza jednostkowy:
niedoboru):
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ey

e PrzYEEAD 1223 (edl 12.1) b
ZalOzmy, 7¢ w omawianc sytuacji dopuszezalny jest nicdohdr. Tednostkow
nicdoboru wynosi przy tym 1,6 2 Jak wplynic to na polityke zamawiania?

Skoro C, = 1.6, 0 — korzystajae = odpowiednich WZOTOW = olrzymuje

RYSUNEK 12.5
Zmiennosé poziomu zasobu w magazynie
w czasie w syliacji losowe) zmiennodei popyta

2D0C, |C + C, 2.270-30 (1642

* e = = 1351
¢ C, C, 2 1,6
0 = 2DC, C, _[2-270-30 2 s
o C, C,+C, 1.6 16+2

TABLICA 122
Harmonogram skladania i realizacji zandsieri

\{

Tydzien I 2 3 4 5 0 7 8 g Razem
Zuzyeic 3| 30 30| 30| 30 30| 30| 30 ; 30 270
Duostawa 135 135 270 + — zapas bezpieczeistwa,
Zamowienic | 135 135 70 - — czas dostawy,

- odchylenie standardowe popytu,
. — wielkos¢, dla ktdrej dystrybuanta rozkiadu popytu osigga wartosé 1 — p.

12.2.4. Stochastyczny model EOQ

Najczgsciej przyjmujemy, Ze popyt ma rozkiad normalny.

Zatozenie o znajomosci przyszlej wielkogei popytu bywa niercalistyczne
jak wiele innych wieikosei, podiega fosowym fluktuacjom. Z tego leZ Wi
niekiedy jest sensowne zastosowanic stochastycznego podejicia przy plano
polityki zarzadzania zapasami. ,

W celu zapewnicnia odpowiedniego pozioniu obslugi-utrzymywany jes
zapas bezpicezenstwa, Z gory zakladamy pewien zadowalajacy poziom obsit

I — p, a naslepnic dobieramy termin dostawy w ien sposob, zeby prawdopodo

{ Przvirap 12.4 (cd. 12.1)\

rmalnym). Jaka powinna byé polityka zamawianian? -

=900 (}‘uk w p‘rzypndku deterministycznego EQQ),

stwo wystapienia braku bylo nie wicksze niz p (czyli prawdopodobie 2,326, , !
zaspokojenia potrzeb bylo réwne 1 —p). Sytuacja ta jest przedstawiona n = V2. 2,326 - 9=29,61 =~ 30. '

ku 12.5, pdzie QF oznacza zapas bezpieczenstwa, a T* éredni czas Zu2ycH

rasobu adpowiadajacej zapasowi bezpieczenstwa (czyli, réwnowaznie, czed

dostawy proparcjonalng do zapasu bezpieczefistwa). Na rysunku 12.5 zagie

obszar, na kiorym — z prawdopodobiedstwem 1 —p — bedzie sie

rzeczywista ifo§¢ zasobu w magazynie. '
Zapas bezpieczedstwa jest wyznaczany zgodnie ze WZoren:

Poauewn_z §redni tygodniowy popyt réwny jest wladnic 30, to kazda partia
Wary powinna by¢ zamdwiona (i dostarczona) o Lydzien wezebniej niz w przypad-
l;;ilz'ie?l:lmsty‘cz'negc'} popytu. Pol.itykg -Zamawia{niu w tym przypadku przedstawia
lica 2.3, Pierwsza dostawa, jako jedyna, jest realizowana wedlug takiego
dmego h.armonogmmu, Juk w przypadku popytu deterministycznego (wezesniej na
vno. me wysigpi zapotrzebowanie). Kolejne sy realizowane juz na podstawie
Yspieszonego harmonogramu. .

0" =Lz,
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TABLICA 123
Harmonogram skladanin i realizacji zamowiei

12.3.2. Stala wielkoéé zamowienia

Tydzien -1 0 t 2 3 4 5 O 7 8 9 Razem .. " 21 metod sipierw | i §¢ ywicni
: W prgypiid]\ll te) metedy, nigpierw jest ustalana pewna stali wielkodd zamowicnia,
Zuzyeie |30 |30 |30 | 300303013030 270 Najczedciej wyznacza sie ja arbitrulnie, czasem jednak uzywa sie do tego deter-

ministycznego modely EOQ. Nastepnie dostawy sg realizowune w taki sposéh,
cby zamdwiony tlowar dotarl w najpoZniciszym mozliwym momencie umoi-
iwiajacym peine pokrycie zapotrzebowania,

Dostawa 90 o0 Bli] 2
Zamowienie ap 90 ag 270

{ Pravkiab 12.6 (cd. 12.5)}

W tablicy 12.9 pokazano, w jaki spos6h powinny by¢ realizowane (i zamawiane)
ostawy przykladowego popytu. Zakladamy przy Lym, Ze wyznaczona uprzednio
artodd EOQ wynosi 100 (pozostale zalozenin sig nie zmieninja).

12.3. Polityka zamawiania
w przypadku zapotrzebowania
zmiennego w czasie

We wszystkich oméwionych nizej przypadkach zakladamy, Ze zapotrzebowan
zas6b jest zmienne w czasie, ale znane. Skoncentrujemy sig przy tym na pol

zamawiania, zakladajac w razie potrzeby, ze wielkodd EOQQ jest nam ju TABLICA 125

Harmonogram skiadania i realizacji zaméwien

(zostala wyznaczona wezesnigj).
Tydzict e 4] ! 2 3 4 5 6 7 8 Pl Ruzem
s . . Zuzycie T01 2 80 43 1012 ¢
12.3.1. Zamdwienie zgodne ’ 100 e
. Dosiawa 100 130 100 300
4 zapotrzebowanlenl Zumdwicnie | 100 100 100 300

Zamdwienie zgodne z zapotrzebowaniem to metoda zamawiania zgodna w
z filozofia just-in-time (JIT). W kazdym okresie chcemy zrealizownd dos
zasobu w ilodci rownej dokiadnie zapotrzebowaniu. Metoda ta pozwala catkowigis,
zrezygnowaé z magazynowania zasobu, ale znacznie podwy2sza koszly req
zamowienia. Jest szczegdlnie dobra w przypadku towardw szybko psujgey
ale jej zastosowanie wymaga wysoKiego poziomu niezawodnosci dostawcd

12.3.3. Staly okres zamdéwienia

(PRZYKLAD 12.5 1

W tablicy 12.4. pokazano, w jaki sposéb powinny byé realizowane (i 'zaﬁ}a
dostawy w przypadku przykladowego popyiu.

TABLICA 124
Harmonogram skladania i realizacji zaméwiert

Tydsied |-1(0 [t 23|45 |6]7]38 |9 | Ruen ‘ '
_ { Prevrrap 12.7 (cd. 12.5)‘}
Zuzycie 70| 20 80 40 310 [ 20 [ 60 300 W i o
Dostaws 20 | 20 30 40 110 | 20 | 60 300 tablicy 12.6 pokazano, w joki sposdb powinny by¢ realizowane (i zamawiang)
Zaméwicnic | 70 | 20 80 40 |10 | 20 | 60 300 Stawy przykladowego popytu. Zakladamy przy tym, #e wyznaczony staly okres

stawy wynosi 2 tygodnie.
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TABLICA 12,7
Wyznaczanie kosztu jednosticowego

TABLICA 12,6
Harmonopgram skladania i realizacji zamowien

Tyclzics -1 0 ] 2 3 <+ 5 0 7 ] 9 Rizem — ] _— Cualkowity | Judnostho- | Jednostko-
Zapolv, Cans Wielkosé kaszt wy koszt wy koszt Jednostko-
Zusycic | 20 80 40 {10 l2f60 ] 300 ydrich WOREET L rmymy- mnY Y ¥ R wy koszt
M o 20 50 s 300 howanic wania partii ulreymy- wrzymy- PATHTS ogdlem
Dastawa € - ! wania wania wicnia
Zamdwienie b 80 S50 80 300
erwszy 70 0 70 0 0,00 7.86 7,86
o ) _ ; ) ] : g 20 I 90 20 0,22 6,11 6.33
Jak widaé, c}rugz: dosuu'vu. ktdra powinna byé zs'c.allzowzumvw trzecim tygod e 3 90 20 022 611 6.33
zostula przesunieta na tydzied czwarty (gdyz w trzecim tygodniu nie przewiduje sty RO 1 170 260 1,53 324 A7
zadnego zapotrzebowania na zasdb). Konsekwentnie, wszystkie kolejne d i;ty 4 170 260 1,53 3,24 4,77
réwnicz zostaly przesuniete o jeden tydzien. 265ty 40 3 210 460 2,19 2,62 4,81

Jednostkowy koszt magazynowania to iloraz kosztu calkowitego przez ljczng
viclko$é zaméwienia:

= T,/Q = 260/170 = 1,53 zl.

12.3.4. Najnizszy koszt jednostkowy

W przypadku tej metody wielko$é dostawy jest wyznaczana iteracyjnie tak,
zminimalizowaé Igezny Koszt zamdwienia 1 utrzymania zapasu pz‘zypadujzﬁéy
jednostke zasobu. WielkoS¢ dostawy jest ustalana na najnizszym mozli
poziomie umozliwiajucym pelne pokrycie zapotrzebowania.

Funkcja kosztu jednostkowego jest wypukia, w zwiazku 2z czym uokres z
wienia zwiekszamy do momentu, kiedy kolejne jego wydluZenie spowodowilo
wzrost kosziu (ze wzgledu na wypukio$é koszt jednostkowy ma tylko je
mininum), :

Podobnie, jednostkowy koszt zamoéwienia to iloraz kosziu zamdwienia przez
atzng wielko$¢ zamowienia:

U =T/0=550/170 = 3,24 z}

Laczny koszt jednostkowy jest oczywiscie sumiy obu obliczonych koszidw
ednostkowych. |
W podobny sposéb wyznaczono koszt jednostkowy dla wszystkich tygodni. Jak
idaé, w szdstym tygodniu koszt jednostkowy zaczyna wzrastac. Oznacza 10, 2e
kres minimalizujacy wielko$¢ jednostkowego kosztu wynosi 5 tygodni {a w rze-
zywistoSci nawet 4, gdyz w piatym tygodniv nie przewiduje sie zadnego
apotrzebowania).

Dalszy cigg obliczen wykonujemy, rozpoczynajiuc od szdstego tygodnia. Wszy-
kie obliczenia zawarto w tablicy [2.8.

.(PRZYKI;AD 12.8 (ed. 12.5))

Zatézmy, ze koszt realizacji zamdwienia wynosi 550 zl, a koszi utrzymania’
zapasu przez tydzien |z} Nalezy wyznaczy¢ momenty zlozenia i wielkoscei do
mintmalizujice jednostkowy koszi '7

W ablicy 12.7 zostaly zamieszezone obliczenia pozwalajagce wyznaczyc
ment realizacji i wielkos$é pierwszej dostawy. Przykladowo, koszt dla czwart
tygodnia zostal obliczony nastgpujaco. Realizacja w pierwszym tygodniu dostaw
zaspokajajuce] zapotrzebowanie na cziery pierwsze tygodnic wymusitaby ™ prz

TABLICA 128
Wyznaczanie kosziu jednostkowego (cd.)

chowywanie 70 kg z pierwszego tygodnia przez O tygodni (zostalaby od Catkowiy T Teimostio- | Jednostio:
zuzyta), 20 kg z drugiego tygodnia przez 1 tydzien i 80 kg z czwartego Lygo  rvdgieq | Zapotrze- m,fz?{i | wictkose koszt wy koszt | wy koszt }cdnc;sl%f(i-
przez 3 tygodnie. Stad laczny koszt magazynowania wynosi: y bowanie wjf: ﬁ_f part wrzymy- | ulizymy- zamé- Wy,..,;,mrf
T 1 -(70-0+20-1+80-3)=260 zi o wania wania wienia oguiet
r=1 U+ Ll 4 - = .
! o s . . . Substy 40 0 40 0 0,00 13,75 1375
Laczng wiclkodé zamdwienia obliczono jako sume zapotrzebowania 2 cztgr dedmy 10 [ 50 10 0,20 (1,00 1120
tygodni lacznic: smy 20 9 1 50 0.71 7.86 8.57
Diewis
O=70+ 20+ 0+ 80 =170 Elewinty 60 3 130 230 1,77 4,23 6,00
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TABLICA 124
Harmonogram skhdania i realizacji zamdwien

Rozpziar 13

Tydzien ~1 { | 2 3 < 5 6 7 8 9 OPTYMALIZACJA
DECYZJI INWESTYCYJNYCH

Juk wida¢, tym razem optymalna dostawa powinna obejmowaé wey
4 pozostale tygodnie, do dziewiatego whicznie. Ostateczny harmonogram dOSti}‘A{%: {

zostal przedstawiony w tablicy 12.9,

POLECENIA I PYTANIA KONTROLNE

Scharakteryzuj koszty wystepujice w systemie zapasow.
Oméw klasyczny model EQQ | jego deterministyczne rozszerzenia,
Oméw stochastyczny model EOQ,
Scharakteryzuj metody zarzadzania zapasami, jezeli zapotrzebowa
zmienne w czasie,

13.1. Wprowadzenie

Metody ilo§ciowe — w tym lechniki optymalizacyjne wywodzace sie z badai
peracyjnych — sa powszechnie stosowane do wspomagania decyzit inwestycyi-
yeh. W niniejszym podreczniku przedmiotem rozwazait bedy inwestycje kapitalo-
ge, ze szezegblnym uwzglednieniem inwestycji w papiery wartodciowe o zmiennej
topie dochedu, ktoérych typowym przykladem sy akcje. Nalezy jednoczesnie
odkreslié, Ze tak zdefiniowany obszar nie pokrywa ani caloéci tematyki analizy
westycit, ani wkiadu navk iloSciowyeh w te dziedzing ekonomii. W tym rozdziale
1 przedstawione wybrane modele opisujgce funkcjonowanie rynkéw finunsowych,
iakZe metody pozwalajace podejmowaé racjonalne oraz — w Swietle odpowied-
io zdefiniowanych kryteridéw — optymalne decyzje.

B -
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13.2. Pomiar zysku i ryzyka inwestycji

w papiery warto§ciowe

efiniowaé miary, kiére pozwolg ocenic, w jakim stopniu dana inwestycja spelnia
Itk postawiony cel.
Podstawowq charakterystyka dochodowodci papieru wartodciowego jest stopa

PRSI e e
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adzic: | ezedcie] stosowanym padejscicm jest wykorzystanie danych historyczaych i przy-
R, — stopa zwrott: z papicru wartofciowego w okresic £, jecic zalozenia, Ze w rozpatrywanym okresic przyszlodci nolowanie danego waloru
P, — cena papicru wartofciowego na konice okresu i, pedzie zachowywalo sie tak sumo, juk w pewnym okresie przesziodei, . powtorzy
P,., — cena papiery wartofciowego na poczitku okresu / {(réwnowaina cenje t sic kiorad z zaobserwowanych juz wezesniej stop zwrotn. Jesli zalozymy, ie

waloru na koniec okresu ¢ 1), rawdopodobieiistwo powtdrzenia sie jest takie samo dla kazdej z T si6p zwrolu
¢, - dodatkowe przeplywy pieni¢zne zwigzane z posiadaniem papieru wartg ohserwowanych w przesziosci, to oczekiwana stopa zwrotu z akcji bedzie wyrazona

ciowego w okresie £, zardwno dodatnie (np. wyplacona posiadaces gednia arytmetyczng 2 historycznych stép 2wrotu:

akeji dywidenda), jak i uwjemne (np. ponicsione koszty obsiugi rachy

. . i il bore ] I | P A 1y
inwestycyincgo w domu maklerskim). BR) =R ;Z == o (13.3)
T T ’
Wiclkos$é ta informuje o zysku z posiadanej akcji osiagnigtym w w
amiany jej ceny, z uwzglednicniem cwentualnego poniesienin wydatkow' b .
uzyskania przychodu zwigzanego z posindaniem waloru. Zysk len jest odnie i PRZYKLAD 13,1)
[} 1

do nakladu na zakup akcji, w zwiazku z czym uzyskana wartodé stopy zwrof
wielkodcia wzgledna Mozliwe jest obliczenie wartodcl stopy zwrolu dla przeszl
okresdw na podstawie zaobserwowanych historyeznych wartoici ceny walo
i wartoéei dodatkowych przeplywdw pienigznych z nim zwiazanych, jednakjed)
rozpatrywany okres 7 ma si¢ odnosié do przyszlodci (co jest konieczne, jesli analizy
ma sluzyé podeimowaniu decyziil, to — wéréd wielkodel wystepujacyc
wzorze — jedynie poczatkowa cena akeji jest wartodeia znang. Przyimijmy-z
7e wiclkogei nieznane bedziemy traktowaé juk zmienne losowe, Ki6ryc
szezegdinym realizacjom (np. cenom akeji w przysziodci) przyporzadkowant
odpowicdnie prawdopodobieristwa wystapienia. Automatycznie stopa zwroty, kidra

Przeanalizujmy ksztaltowanie sig¢ w okresie jednego roku {migdzy ;1.11.20(05
2 31.10.2006) miesigcznych siép zwrotu akceji dwdéch notowanych na warszawskiej
Gieldzie Papierdw Wartodciowych spolek — KGHM Polska MiedZ SA oraz Netia
Holdings SA. W rozpatrywanym okresie obie spdlki wyplacaly dywidende, kidra
owinna by¢ uwzgledniona w obliczeniach historycznych stop zwrotu. Calosé
obliczen przedstawia tablica 13.1.

TABLICA 13.1
Wartodel notowan, dywidendy oraz stopy zwrotu rozpatrywanych spélek

jest funkcja zndiennych losowych, rowniez staje sie zmienng losowa. Notownnie Dywidenda Stopa zwrolu
przyjmiemy, #e rozklad prawciopodobicﬁst\?fa stopy Zwrotu Jes_t dys Data Py Netia wonm Notia KGHM Neiin
i znane sy mozliwe warianly wartodci przyszlej stopy zwrotu z danej akcji
. . PR P . . 3 46,2 4 —_— —
2 odpowiadajacymi im prawdopedobienstwami, 0 mozemy wyznaczyc w 2005.1¢.31 16,20 65
oczekiwany stopy zwrotu: 2005.11.30 50,40 3,30 0,0909 0,1828
2005.12.31 62,50 5,70 06,2401 0,0364
w
E(R) = Z-’}[?f’ . 2006.01.31 83,50 5,70 {,3360 0,0000
jut 2006.02.28 74,00 5,45 -0,1138 ] -0,0439
a 2006.03.31 83,00 4,83 01216 -0,1138
przy 2p =1,
i=l 20006.04.30 112,50 5,65 0,13 (13,3554 0,1967
adzic: 2000.05.31 165,00 4,73 ~£,0667 —0,i628
i :
E(Ry — wartosé cczekiwana stopy zwrotu, 2006.06.30 | 108,00 4,47 00286 | -0,0550
r — stopa zwroln z akcji w wariancie i, 2006.07.31 120,00 4,25 10,00 0,2037 ; —-0,0492
Pi — prawdopodobiensiwo wystgpienia wariantu /, 2006.08.31 105,50 4,20 w(},1208 —0,05I8
m  — liczba rozpatrywanych wariantéw wastodci stopy zwrotu. ING.00.36 | 100,70 4,68 ~0,0455 01143
| . szado 2006.10.3¢ 112,50 5,13 01172 0,0962
zklad pre jenstwa zmiennej losowej s ZWrotu mozna SzZace .
Rozklad pm\‘vdo;m.d?bwmiw 1 zmiennej losowej stopy 2 g Srednia , y " » 0.0056 0.0158
np. nn podstawic opinii ekspertdw czy analitykéw gieldowych, ale prosts




206 Oprymliznejn decyzfi inweseyeyinych Ponstiar zysku i ryzyka inwestyeji w papiery warosciome 207

Gy szacujemy wariancje na podstawie rozkladu v proby historyeznej, wiedy
pslugujemy sie wzorem:

Jezeli przyjmiemy, Ze historyczne wartodei miesigeznych stop zwroty od
ciedlaia z rownym prawdopodabiefistwem nieznune przyszle wartodci Stﬁp‘z"w
to zgodnie ze wzbrem {(13.3) oczekiwana miesieczna stopa zwrolu 7 akejj

- I <
KGHM wyniesid 0,0956 (9.56%), a z akeji Netia -— 0,158 {1,58%).

_ ‘ ‘ R =71 2= R (13.6)

Analiza przykiadu (3.1 prowadzi do waiosku, Ze oczekiwana zyskow
inwestycji w akcje KGHM jest wyzZsza niz w przypadku akcji spdlki Netig:
wartod¢ oczekiwann stopy zwrotu nie jest jednak wystarczajacym m—yg‘
wyboru przedmiotu inwestowania, gdyz jest ona wylacznie pewng pro a
pieznanej, przyszlej wartodei stopy zwrotu, nie dujac przy tym zadnej informag ;
o jakodci (dokladnogci) tej prognozy. Z tego powodu, inwestor jest zmusy !
uwzglednié w swaojej analizie dodatkowe, pomocnicze kryterium — ryzyko: ! L DIR) ;\f VI(R), (13.7)

Najpopulurniejsza miarg ryzyka jest wariancja:

V(R) = EIR — E(RD))°.

Wariancja jest miarg rozproszenia zmiennej losowej wokél wartosei oczeki-
vanej, co w naszym przypadku jest zbiezne z ryzykiem nieosingnigcia zamierzonej
pmgnozowunej) wartodct stopy zwrotu. Czesto, ze wzgledu aa latwiejszy inter-
retacie, ryzyko wyraza si¢ odchyleniem standardowym, tj. pierwiastkiem z wa-
tanc)i:

Wartedé odchylenia standwrdowego odzwierciedln wyrazony w punktach pro-
entowych przeciging réznice migdzy realizacja zmiennej losowej (tu: stopy

. . . . . o wrotu) a jej wartoSciy oczekiwana.
Jezeli dany jest dyskretny rozklad zmiennej losowe] stopy zZwroty, to wari

ohliczamy wedlug wzoru:

1

V(R) ﬂin,-(r.- - E(M)*.

=i

[ Przvieap 13.2 {cd. 13.1)}

fyznaczmy wariancje stopy zwrotu akcji KGHM 1 akcji Netia. Tablica 13.2
awiera potrzebne obliczenia,
Korzystajac ze wzoru (13.6) i podsiawinjac 7= 12, obliczamy':

TARLICA 13.2
Obliczenin na potrzeby wyznnczenia
wariancji stopy zwrolu
dla kaizdej ze spélek

1
ARy = E—,)TTO,SOOLL =0,02731,

(o — E(RY 2
Data -
KGHM Netia ;
Ry} = ———10,1397 = 0,01270.
2005.11.30 03,0000 0.0279 (Rw 2-1
2005.12.31 08,0209 0,0004 : L L y . i ) .
2006013 00578 0.0003 Okazuje sie, ze wariancja stopy zwrolu akcii KGHM jest znacznie wyzsza niz
SR " T - variancja stopy zwrotu akcji Netia, co wskazuje na wigksza stabilno$é (mniejsze
2006.02.28 {0438 0.0036 zyko) stopy zwrotu drugiej z wymienionych spélek.
206.03.31 06,0007 00,0168
2006.04.30 0,0675 00327 Przedstawione charakterystyki stopy zwrotu z inwestycji jako zmiennej josowej
2006.05.31 0,0263 0.0319 1 podstawowymi narzedziami analizy prognozowanej rentowno$ci inwestycji
2006.06.30 0.0045 0.0050 v akc_]c Zapregentuwn:ae m;ury p(:ozw?lag'ﬂt n;e tylkokocemc przewxdywa'mi zysko\]}v~
03¢ inwestycji w walor danego rodzaju, lecz tukZe oszacowad poziom ryzyka
2006.07 .31 0,017 0,0042 ¥al b ' p YZYK
nwestycyi
2006.08.31 0.0468 0,0008
2006.09.3¢ 0,0199 0,0097
2006.10.31 0.0005 64,0065 .
D szczenis acji preyjmijmy. 2e charakierysiyki szigce sig akeji HM bed:
Sume 0.3004 0.1397 ) (!1 u_prf)sz_cu,nn notacy [Jr?y;.s.mjmy" e char t'l'\la.ry‘ji.yki otl'nmz e sig do akeji KGHM bedy
pisywane z indeksem A, a e odsoszace si¢ do akejt Netit — z indeksem B,

I TS T RO
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1 3 -3 . POi‘tfeI paplerow 0{,(1{4, Rg) =E:i plrg — B(R g — BB, (13.9)

wartosciowych

— warlodci stopy zwrotu z waloréw (adpowicdnio A 1 B) w i~lym
warkancie otoczenia, I

(R‘) E(Ryy — wartofei oczc‘kiwzmc StOp zwroln z walordw A i B, . )

— prawdopodobiefistwo wystapienia /-lego wariamiu oloczenia,

— liczba rozpatrywanych wariantdw par stop zwrofu.

Kurs pupieru wartosciowego na rynku gieldowym jest wypadkows bardzy?
czynnikdw. Na wzrost i spadek notowaii spolki majy wplyw zaréwng c'7:
wcwm';lrzm‘j zwigzane z dang firma, juk i czynniki zewnetrzne. Brak mozl;
przewidzenia przyszlego stanu makro- | mikrootoczenia rodzi ryzyko En';.év‘eg
w akcje. Jednym ze sposobow redukeji tego ryzyka jest konstruowanie od?nwie
nio zdywersyfikowanego portlela akeji, czyli rozdziclenie calodci inwe:

micdzy pewnyg liczbe mozliwie zrézni anych spdlek ! ; R '
Y I i @ zltwie zrdzZnicowanych spdlek. Gv(Ry Ra) = = 2‘1(""‘ = R~ R, (13.10)

dzie:

.. rip — tealizacje stopy zwrolu z waloréw {odpowiednio A i B) w t-tgj
i

{ Przykeap 13.3 )

fednym z czynnikoéw kreujacych ryzyko stopy zwrotu z akeji spoiki giekd;)' — ?l.)sc:'}amf:_]l Enslg‘ycznc;. artodel i : o 7 walord
wahania kurséw walul. Jedli spélka X eksporiuje znaczng czeéé swoich prdd(; i Rn — s;gdmc—: arytmetyezne (warlosel oceekiwane) stopy zwrous % walorow
badZ uslug, to nagle umocnienie si¢ rodzimej walaty (wzrost jej kursu wobec 4 : ]‘,{’ et By sl viee]

walut zagranicznych) jest dla firmy nickorzystng wiadomoédcia i moze przetozyd — licaba obserwacji s1op zwrot W praeseloscl
na spadek notowad spilki X na gieldzie papierdw wartodciowych (i, w kons
cii, osiugnigcic stopy zwrotu nizszej niz oczekiwana). Zal62imny, ze istnigje r
spotka ¥, kidrej domeng jest z kolei import produkidw, przez co to samo zdag
ktdre wplywalo nickorzysinie na spéike X (umocnienie krajowej waluty), i,if'p‘l‘
pozytywnie na wyniki spélki ¥ i prawdopodobnie przelozy si¢ réwnicz na ware

Oszacowanie kowariancji pozwala analizowad, w jaki sposéb stopy zwrotu
oszezegdinych walordw odchylaja sie jednoczesnie od swoich wartodei oczekiwa-
ych., Mniejsza niz zero warto§¢ kowariancji sugeruje, e gdy jeden z waloréw
zyskuje realizacje stopy zwrotu slabsza (niZsza) ni2 warto$é oczekiwana, wtedy
ealizacja stopy zwrotu z drugiege waloru lokuje sie powyzej swojej wartodci
czekiwanej. Zestawienie ze soba w portfelu tak zachowujacych sig akeji powodo-
atoby — na skutek wzajemnej redukejl odehylen od wartoéci oczekiwanych
zmniejszenie stopnia niepewnodci co do koiicowego rezultatu inwestycii.
rognoza stopy zwrotu z portfela oparta na oczekiwanych stopach zwrotu z po-
zezegGlnych akcjl zyskalaby na wiarygodnodci.
szongj stabilnodei calego portfela (wzgledem tego wyroznionego Zrédia 'ryzyka'):? Kc'»wm‘iancj a daje inforn‘m‘cjg © W?ajcmﬂy ch l_cicu.mkac.h odchy la’n m sie rf.:aiizu—.

%‘ i st6p zwrotu od wartofci oczekiwanych, niewiele jednak mowi o sile tg
cznodci, gdyz jest wiclkoScia niestandaryzowana, Aby oceni¢ nie tylko
runek, lecz takze i sile wspolzaleZnodei odehylen stop zwrotu, przeprowadza sig
andaryzacje kowariancji, otrzymujac wspolczynnik korelacji:

Inwestor moglby sprébowaé uniczaleznié sie od ryzyka zwigzanego ze zmi
kurséw walul przez skonstruowanie portfeia papierdw wartoiciowych, w ‘
znajda si¢ jednoczeénie akcje spélek X i ¥ — te dwa komponenty portfe;f
W przeciwny sposob reagowaé na nieprzewidziane zmiany na rynka walutos

ona dana wzorem:

COVIRy, Ry) = E[(Ry = E(R)) Ry — ECR)). = SOV Ry) (13.11)

V@R VRY

Znak wspolczynnika korelacji jest taki sam jak znak odpowiadajacej mu
owariancji, ale warto§¢ tego wspdlczynnika jest unormowana w przedziale
-1, 1]. Wartoéé —1 oznacza, ze kazde odchylenie realizacji jednej ze stop zwrotu
d wartodei oczekiwanej spotyka sie z idealnie proporcjonalnym co do wielkodci,

rozkladu prawdopodobienstwa wystapienia poszezegdinych warianiéw stép 2
(wzdr (13.9)) lub na podstawie probki obserwowanych w przesziosei warto$ch
zwrotu poszezegOlnych walorow (wzor (13.10)):
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ale przeciwnym co do znakuy, odchyleniem realizacjt stopy zwrotu drugiegg.
Wspblczynnik korelacji réwny | charakleryzuje natomiast zmienne losowe, ki
realizacje odchylajy sie od wartodel oczekiwane] dokladnie tak samo, zaréw
wzgledem kierunku, jak i sily. Zerowa wurio$é wspodlezynnika korelacii sy
brak zaleznoSci miedzy wahaniami stop zwrotu danej pary akcji.
Przyjmijimy, Ze inwestor moze posiadaé akcje n roznych spolek. Kap
gazowany w akcie kazdej ze spolek oznuczad bedzieny przez vy (k=12
Stad, Iyczna kwota zainwestowanych drodkow to:

”
W= 2w
k=]

awibm sig miedey najnizsza o najwyzszy oczekiwang stopg zwrotu sposrod

salorow wehodzacyeh w jego sklad:

m!ﬂE(R*} < B(R,) maxE(!\L) (I3.17)

gerilas
: Ryzyke stopy zwrotu portfela moze byé — anulogicznie do przypadku

jedynczej akeji — mierzone wariancjy:

il "

{Rp)szl ‘21.-\',»,\}00\/(1?,-, R}, (13.18)
i=lj=

Dla portfela dwuskiadnikowego wzdr redukuje sie do:

qu!adamy ?e w, = 0 i W 0 V(R = XTVIR) + a3 VIR) + 2,30 COVIR,, Ra). (13.19)

Naturnlnie, wariancja stopy zwrotu portfela jest kwadratem odehylenin standar-

mozemy wyznaczy< jego udzial W'lrlasuowy w porlldu
oweEo.

Wy
X =, e 1,2, .., 1.
w

{PRZYKLAD 13,4‘5

‘Rozpatrzmy portfel akeji skindajacy sie w 209% 2z akcji spolki KGHM oraz w 80%

akeji spalki Netia, Charakterystyki stopy zwroty i ;'yzyka dia tych dwéch walordw

éstaly juz wyznaczone w przykladach 13.1 1 13.2

} warto§é oczekiwana stopy zwrotu z akeji KGHM wynos1 E(R,) = 0,0956 (9,56%);

). warto$¢ oczelkiwana stopy zwrotu z akeji NETIA wynosi E(R,) = 0,0158 (1,58%);
Oczekiwang stope zwrotu z portlela papierdw wartosciowych bedziemys )} wariangja stopy zwrotn KGHM wynosi V(R,) = 0,0273:

obliczaé wedlug nastepujncej formuly: ). wariancja stopy zwrotu NETIA wynosi VIR, = 0,0127.

Dodatkowo, na podstawie wzory (13.10) obliczamy wartoéé kowariancji stép
vrotu tych dwdch spdlek. Ouzymujemy cov(R,, R,) = 0,006251.

. Udzialy poszczegolnych spélek wynoszy x4 = 0,2 oraz x, = 0,8. Zgodnie z wzo-
m (13.16) warto§¢ oczekiwana stopy zwrotu z portfela to:

(R) = X, E(R,) + x,E(Rp) = 0,2 - 0,0956 + 0,8 - 0,0158 = 0,03177 (3,18%).

E(R,) = 20 BR) = 2R,

gdzie E(R,) jest oczekiwana stopa zwrotu z k-tego waloru.

W szezegdlnym przypadku portfeln dwuskiadnikowego, czyli kiedy n.
redukuje si¢ do postaci:
E(R,) = xE(R)} + 5, E(R,) = R+ xR, Ryzyko portfela mierzone wariancja zgodnie z wzorem (13.19) wynosi:
| Rp) = -".:—; VIR,) + xﬁ ViR g} + 2xx5coviRy, Ry} =
stép zwrotu wehodzacych w jego skiad papierdw wartodciowych, przy czym Wag =0,2*-0,0273 + 0,8*-0,0127 + 2. 0,2 - 0,8 - 0,006251 = 0,01 14.
odpowindaja udzialom warto§ciowym poszezegdlnych waloréw w portfell
nym wnioskiem wynikajacym z postaci wzoru (13.15) oraz z zaloZenia o ni¢
noéci udzialow skladnikéw jest to, ze oczekiwana stopy zwrotn 2 port_fci

‘Warto zauwazyé, Ze mierzone wariangjq stopy zwrotu ryzyko otrzymanego
portfela jest mniejsze niz ryzyko kazdego ze skladnikéw asobno.

Korzystajuc z zaleinodci podanych wrzorami (13.15)—(13.16) oraz (13.18)—
3:19), mozemy dokonaé graficznej ilustracji wplywu dywersylikacji portiela na
280 Zyskowno§C i ryzyko. W tym celu nanosimy na wykres punkty odpowiadajgce

? Zalugenie o nicojenmodel udzinlow kazdego walory jest w istocie zaloZeniem o bm
krotkie] spreeduzy. Zalozenie to zostanie uchylone w dalszej cegfel rozdzintu.

USRI Y
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wyzystkim mozliwym udzialom wybranych dwoch walorow w portfely, odkl Rozpatrzmy dwa skrajne przypadki wartofel wspdlczynnika korelacji stép
na osi odcictych odchylenie standardowe stopy zwrolu z portfela (jak
ryzyka), a na osi rzednych — oczekiwang stopg zwrotu portiela. Powstg_}
sposdb krzywe noszi miano linii kombinacji. '

ot
wr}ezeli mamy do czynienia z doskonaly korelacja ujemng (pp=—1), to linia
yombinacji przyjmuje ksztalt zaprezentowany na rysunku 13.2. Co szczegdlnie
‘warte odnotowania, w przypadku doskonalej ujemnej korelacji istnicje portiel,
kiorego teoretyczne ryzyko mierzone wariancjy jest rowne 0,

?-ﬁPRZYKLAiﬂ 13.5 (cd. 13. l.)z

Linia kombinacji utworzona na podstawic portfehi dwuskladnikowych za
cych akeje KGHM oraz Netia ma posta¢ przedstawiona na rysunku 13.1

RYSUNERK 13.2
Hipotetyczna linia kombinacji spélek
o korelacji stop zwrotu wynoszacej —1

A
RYSUNEK 3.1
Linia kombinacji aleeji spolek KGHM i Netia 0,12 -
A
a2 z 0.1 1O0% akeji A4
5
E 0,08 -
oA 100% KGHM 2
g o
& E 0,06 -
= 1LO8 - -
- S 0,04
g 0,06
;:ﬁ‘:
:N': (4,02 -
0,04 2% KGH ot
° ( ;g"/o EE::&:M 100% akcji B
0%
B T T H T »
0,02 0,05 0,1 0,15 0,2
100% Netia Ryzyke {odehyleaie standardowe)
0 T J

T 1
0,03 o 0.15 02 S . . , .
:Jesli mamy do czynienia z doskonala korelacja dodatnia (pap= 1), o B

kombinacji jest prostym odcinkiem faczacym punkly reprezentujace portfele
‘skiadajace si¢ w 100% z jednej z akeji. Utworzenie portfela z akeji, ktoérych
‘stopy zwrotu sa doskonale dodatnio skorelowane nie przynosi dodatkowej
tedukeji ryzyka, tzn. warto§é oczekiwana i wariancja stopy zwrotu portiela
est zwykly érednia wazona odpowicdnich parametréw poszezegélnych sklad-
nikéw.

Ryzyko (odehylenie standardowe)

Ksztalt (a dokladnie sita zakrzywienia linii kombinacji} jest uzalezn;
Kierunku i sily wspoizaleznosci miedzy stopami zwrolu rozpatrywany
Wspdlczynnik korelacji stop zwrotu akcji KGHM oraz Netia obliczony
2 wzorem (13.11) wynosi: : :
cov(R,, Rp) 0,006251
NVRY VIR, V0,0273-0,0127

W rozpatrywanym przypadku stopy zwrotu spalek sq stabo dodulniqo sk'_; 5}4 ‘
ne. Im wspolczynnik korelacji jest maiejszy, tym wicksza jest potencjalnaiio
7 dywersyfikacji portfela dwuslkdadnikowego.

=0,33565. . Uogdlnieniem idei linii kombinacji na przypadek portfela o wicksze] niz dwa
iczbie sklandnikéw, jest zbior portfeli dopuszezalnych, nazywany zwykle od
wiska tworcy klasycznej analizy portfelowej pociskiem Markowitza. Graficz-
IE: powstaje on w wyniky paniesienia w ukladzie wspolrzgdnych punkiow
rezentujacych wszystkie mozliwe portfele n-skladnikowe.

Pan =
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Qczekiwanz stopa 7wrom

Oczekiwana stopa zwratu

RYSUNEK 3.3
Hipotetyczna linin kombinacji spdlek
o korclacji stép zwrotu rownej 1

Na rysunku 134 literami A, B, C oznaczono punkty reprezentujuce portfele
skladajace sie w 100% z akeji odpowiednio kuzdej z tych trzech spélek. Pozostale
qunkty leZice wewnmatz zacicnionego obszaru fub na jego krawedziach przed-

A gawiaja portfele zloZzone 2z mozliwych kombinacji dwéeh lub trzech spoirad
012 - pitek A. B, C.
Punkt. P reprezentuje porifel o minimalnym ryzyku (mierzonym wariancjy lub
ny - dchyieme:}n mztnii_urzcif)wym) s?o:s;x‘od wszystkich portfeli dopuszezalnych,
b keji d Gorna Lrnv\fcd.:' fbmru ;?oi"tieft dopuszczalnych, powyzej portfela minimainego
. ryzykﬂ,.mf‘“o“f‘ :zhmr Po:’lleh elektywnych, Portfel nazywamy efektywnym, jezeli
} ie istnieje ani _zaden mny portlel charakteryzujycy sie mniejszym ryzykiem przy
of sumej oczekiwancj stopie zwrotu, ani portfel o wyzszej stopie zwrotu przy tym
0,06 - amym poziomie ryzyka. Inaczej ujmujac, jesh wybor portfela potraktujemy jako
wukryteriowe zadanie maksymalizacji wartodci oczekiwanej stopy zwrotu i mini-
0.04 - atizacii jej wariancji, to zbiér portfeli efektywnych jest odpowiednikiem zbioru
gwigzat Pareto-optymalnych. Racjonalny inwestor powinien ograniczyd swaj
002 - ybér do takiego zbioru wariantéw inwestycyjnych.
100" akcji 8
¢] T T {]'i' QI") >
0,05 9,1 \15 2 {
' Ryzyke {(odehylenie stundurdowe) 13’4’ Kryterla Wyboru
| optymalnego portfela

W poprzednim podrozdziale ustalilismy, ze inwestor dokonuje wyboru spoéréd
'pqrtfeh elektywnych. Stwierdzenie to nie wyjagnia Jjednak, w jaki sposSb decydent
ma pordwnac miedzy soba poszczegdlne portfele efektywne i dokonaé ostatecz.

RYSUNEK 13.4
Zbior portleli dopuszezalnyeh oraz linia portfeli efektywnych

A . Lo
nego wyboru. Mozna rozpatrywaé wiele réinych podejié do przedstawionego
o2 probleniu.
o1 . . . .
) 13.4.1. Maksymalizacja oczekiwanej
o stopy zwrotu przy zalozonym
poziomie akceptowanego ryzyka
0,06 - . ' .
s“ybm* portfela sprowadza sig w tym przypadku do znalezienia FOZWIigzania
o ptymalnego poniZszego zadania:
: R,) — max,
0,02 Hie VR < VT
: (13.20)
o T ' =L

1 T
0,05 0.1 0,15 0,2

Ryzyko (odchylenie standardowe)

TS LR 3 P T |
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adzic: , MoZna preyjad nastepujnes lunkeje uzylecznoden:

kY — zmienna decyzying okredlujgen udzial warlodciowy i~1eg5 'Wai ’ i AVIR,) (13.22)

- 2 - — A ke s
w portiehu, ) y=ER)—5 !

n — liczba rozpatrywanych walordw, - e fod -
' g pary _y . C parametr A okregla stopien ostroinodei inwestora. Polowa wartosct lego pari-

v — okreSlony przez inwestora maksymalny zlkcepiowany&;p are

fhetru moze byé interpretowana juko wynagrodzenie (wyrazone, w 'punkmch
racentowych, juko wrrost oczekiwangj stopy zwrotu) uzpawanc ;?.rzcz inwestory
. odpowiednie za podjecic dodatkowego ryzyka (wzrost wariancji stopy Zwrotu
o jedni jednostke). . ‘ . ‘ ‘

:” Formalnie, wybor porifela polega na wyznacZenit rOZWHIZania optymainego

wariancji stopy zwrotu portfela,

E(R,), V(R,) — wartosé oczekiwana stopy zwrotu z portfela oraz oszacows
wartancji obliczane zgodnie ze wzorami podanymi w poprzedn
podrozdzialach. i

sadania:

13.4.2. Minimalizacja ryzyka '
przy zalozonym poziomie

akceptowanej stopy zwrotu

B(Rp) - _j;;{"/(lcp) -3 IMiX,
Ze=b (13.23)

Struktura portfela jest wyznaczana przez rozwigzanie optymalne zadania: 20, =12, .,

V(R — min,

E(R) = R
. (13
_Z-\',‘ =1,

x = 0, =1, 2, ..., n,

Idee wyboru portfela wedlug zadania (13.23) mozna przedstawi¢ w formie
naficzne], stosujac izokwanly, czyli zbiory punktow o tej samej warto§ct funkcji
zylecznofci. Im wyZsza jest warto$é paramelru A, tym bardziej stromy jest

RYSUNEK 13.5
Wyhor optymainego portfela uwzgledniajacy indywidualny

: . . . . L. i I inwesiora sklonnesdé de ryzyka
gdzie R jest okre$lona przez inwestora minimalng akceptowang stopy z d ey

Z inwestycii, natomiast pozostale parmmetry sa analegiczne juk w zadaniu okre A
nym postaciy (13.20). '
0,52
13.4.3. Maksymalizacja funkcji %
uzytecznoscli inwestora 5 bos
N .08 -
f="
, 2
Jest to bardziej wyrafinowane podejScie do zagadnienia wyznaczania optymalng E o
portfela papierow wartodciowych, Opiera sie ono na zalozeniu, Ze inwes g 006~ .o
réZnig si¢ migdzy soby sklennescig do ryzyka. Idey jest skonstruowanie fun |
uzytecznodci, kiora bedzie stanowila o ocenie rozpatrywanych portleli w Swietle S 0,04 4
oczekiwanych stdép zwrotu, poziomu wariancji (czy odchylenia standardowé
0,02
Q T I >

1 T
0,05 Hi 0,15 0,2
Ryzyko (odehylenie standardowe)

e
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RYSUNEK 13.6
Hustracja geometryczna wyboru portfela
~maksymalizujacego premic za ryzyko

przebieg izokwant, Oplymalny z punktu widzenia konkretnego Enwcstﬁr'
jest wyznaczony przez punkt stycznodei krzywej portieli efektywnych dom
nujwyzej potozonej izokwanty. Rysunek [3.5 przedstawia sytuacje wyboriy
z punkiu widzenia dwoch inwestorow, z kioryeh jeden charakleryzuje sie w gl
ostroznodciy {wysoka warto§¢é 2 — kropkowana izokwanta), drugi zag
pewn sklonnod¢ do ryzyka (mala warto§é 1 — kreskowana izokwanta)
z oczeKiwaniami portfel wybrany preez pierwszego inwestora cechuje sig'y
oczekiwang stopa zwrotu oraz nizszym poziomem ryzyka mierzonego odchy
standardowym. o

0,12
1 -

0,08 -

GR.

13.4.4. Maksymalizacja premii
za podejmowane ryzyko

Qczekiwana stopa zwrotu

Inwestor podejmuje zwigkszone ryzyko, jedli w jego ocenie dzinlanie ta zo8ts
wynagrodzone osiggnieciem zysku wyzszego niz w przypadku dzialania’p}
czonego mniegjszym ryzykiem. Inwestor musi okreshic, jaki poziom dodatko
ryzyka warto zaakceptowaé w zamian za zwickszenie przewidywanej stopy
o jednostke (np. o jeden punkt procentowy).
Punktem wyjécia w rozumowaniu inwestora moze byé inwestycia pozbaw
ryzyka (np. ulokowanie kapitalu w bonach skarbowych). Stopa zwrotu zitalg |
inwestycji jest nazywana stopa wolng od ryzyka. Inwestor jest skionny’
mowaé jakickolwiek ryzyko jedynie w przypadku, gdy warto$¢ oczekiwana

T T T H
S 9,05 0.1 0,15 0,2

Ryzyko (odchylenie stundurdowe)

__ 13.5. Krotka sprzedaz jako przykladowe
inwestor moze by¢ zainteresowany wyborem takiej inwestycji, ktéra wymag rozwinigcice anahzy pOl‘thlOWC]

stope wolna od ryzyka. Ujmujac ten sam problem od przeciwnej strony, inw L rotka sprzedaz to metoda inwestowania, ktérej celem jest osigganie zysku na
adku notowan akeji w czasie. Istota tej strategii jest pozyczenic akcji od pod-
(premii za ryzyleo) przypadajacej na kazdg jednostke podejmowanegoe ry iotu, ktory takie akcje posiada (np, biura maklerskiego), sprzedaz icl na rynku po
Regula ta jest wyrazona przez zadanie programowania nieliniowego: '

[l !

E(R,) -1 .
S(R,) I ‘ dkupil®, Wejscie w transakeje krotkiej sprzedazy jest okredlane mianem Zajeeia
; =1 kratkiej pozycji na c!anym papierze wartos’;ciowyn}, W przeciwicﬁsuyifz do operacji
et vyklego kupna akeji, ktdre jest nazywane zajeciem pozycji dlugiej.
=0 i=1,2, .., n W przypadku inwestowania w portfel akcii, a nie tylko w pojedynczy walor,

asowo posiadane §rodki, uzyskane ze sprzedazy pozyczonych papierow, moZna
ykorzystaé w celu zajecia dlugicj pozycji na akcjach innej spotki.

gdzie ry oznacza warlo$¢ stopy zwrotu wolnej od ryzyka.

Poszukiwanie optymalnego rozwigzania powy#szego zadania mozna 2
rowa¢ graficznie jako poszukiwanie punkiu stycznodci pélprostej o poc
w punkcie (0, r) do zbioru portfeli efektywnych.
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zxi',o;:;yczonych HijE‘, mozZna znaczaco podniesé rentownodé ulokowanych rodkéw
asnych), ale rodzi teZ znacznie wyzsze ryzyko {poniewaz ryzykiem straty jest
arczony zardwno kapital wlasny, jak i pozyczony). Ponoszone ryzyko jest tym
wigksze, im wieksze jest zaangazowanie kapitalowe w krétky sprzeduz. Ponizsze
donie optymalizacji portfela papieréw wartofciowych uwzglednia dodatkowy
runelc ograniczajiacy skale stosowania krétkiej sprzedazy:

EPRA‘IMADI 3 .6}

Inwestor posiada kapital w wysokosci 1000 USD. Na rynku sg nolowan
spollki Az bieZacg ceng 10 USD oraz akcje spdlki B z biezjen ceng 1
Inwestor jest przekonany. ze cena akeji spolki A bedzie rosla, natomiast ca
spolki 8 bedzie malala. W konsekwencji dokonal nastepujacych transak
1) zajal krdtka pozycje na 40 sulukach akeji B (tzn. podvezyl je odiD

Malkierskicgo i sprzedal po biezacej cenie uzyskujac w ten sposcb 640
2) przeznaczyl posiadane 1000 USD oraz 640 USD uzyskane ze sprzeda)

B na zakup 164 sztuk akcji spolki A.

PEN (13.25)

Po miesiacu kurs akcji A wynosil 12 USD, a kurs akcji B — 14 USD. Inw
sprzedal posiadance 164 sztuk akeji A za laczna kwote 1968 USD, a 40 szt
spotii B adkupil za kwolg 360 USD i zwrocil pozyczkodawey. Saldo | :
inwestora po przeprowadzonych transakcjach wynosi 1968 — 560 = 1408 USD g?i
daje miesigezng stopg zwrolu inwestycji na poziomie 40,8%. '

dzie H oznacza maksymalny dopuszezalny stosunek wartodei krétkiej sprzedazy
“do'wartodci inwestowanego kapitaln wlasnego,

Krotky sprzedaz mozna uwzglednic w zadaniu optymalizacii portfela p
wartodciowych przez dopuszezenie ujemnych udzialéw poszezegbinychsp
w portfelu. Wiedy udzial wigkszy od zera oznacza przeznaczenie odpowie
czesei kapitalu na zajecie dhugicj pozycji, & udzial mnicjszy od zera, odpowi
zajecie pozycit krotkiej. '

POLECENIA I PYTANIA KONTROLNE

Dlaczego stopa zwrotu nie jest wystarczajacym  kryterium podejmowania
decyzji inwestycyjnych?

- Objasnij pojecie dywersyfikacji portfela i uzasadnij stosowanie dywersyfikacji
jako narzedzia redukcji ryzyka inwestycji.

W jaki sposdb ksztalt linii kombinacji zalezy od wspélczynnika korelacji stép
Zwrotu spélek?

Czym ré2ni sig linia kombinacji od zbioru portfeli dopuszezalnych?
Dlaczego racjonalny inwestor powinien ograniczy¢ si¢ do portfeli lezqeych na
linii portfeli efekiywnych?

Jakie przykladowe podejécia moze zastosowaé inwestor, aby wybraé optymalny
dla siebie portfel papicréw wartoiciowych?

i stanowila 64% posiadanego kapitaly, stad x, = —0,64, a akcje spéiki A kupi
kwote 1640 USD, co stanowi 164% wyjiciowego kapitalu inwestora,”
przyimujemy x, = 1,64, '

Wiemy, Ze stopy zwrotu poszezegdlnych spdlek wyniosty, odpowiednio;
oraz Ky =—0,125, co pozwala obliczyé — zgodnie ze znanym juz wzorem {/
— warto$¢ stopy zwrotu calego portfeln, tj. R, = 1,64 - 0,2 + (-0,64) - (~0
= (0,408 (40,839%). Otrzymany wynik jest zgodny z wczesniejszymi oblicz
Analogicznie moZna wyznaczyé warlancje portfela, w Kidrym jeden hi
skladnikéw podlega transakcji krétkiej sprzedazy; w tym celu wystarcz,
stasowad poznane juz wzory (13.18)—(13.19). '

Nalezy zauwazyé, e w przypadku stosowanin krétkicj sprzedazy i
spetniony ukiad nieréwnodei (13.17), wn. inwestujac w portfel akcji z 0
krotkic] sprzedazy, mozna osiagnaé stope zwrotu nizszy niz stopa zwroti naj
zyskownego spodrod walordw wchodzacych w jego skiad, lub wyisza, ni
zwroty najbardziej zyskownego sposrdd nich. Jest to efekt dzialania tzw. d
finansowej', kiory moze by¢ dla inwestora korzystny (poniewaz inwestujac
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Rozpziat 14

SZTUCZNE
SIECI NEURONOWE

o oczekiwany rezultat - ~wiedza” siecl o sposobie rozwinzywania zadanin jest
kryta W jej strukturze, . w chuarakterystyce neurondw i polyezed, z kidrych siec
¢ sklada, @ charakterystyka ta powstaje nie poprzez zaprogromowanie, a1 przez
czenie. Zadaniem uzytkownika jest wstepnie zdeliniowad sied (okreslicé jej typ,
ezbe neurondw, podzial na warstwy itp.') oraz dostarczyé przykindowe dane, na
adatawie ktarych sie¢ nauczy sie generowad poprawne wyniki. Zalety takicgo
odejécia jest to, Ze nawel sam uzythownik nie musi wiedzic¢, w jaki sposob dane
gjsciowe zadunia powinny byé przekszialcune w poprawna odpowiedi. Inne
Jety sieci neuronowych, jakie sa najezesciej wskuzywane w literaturze, to fakt, Ze
oszezegllne ich elementy przetwarzaja informacie rownolegle (w pizeciwienstwie
o preetwarzania sekwencyjnego, charakterystycznego dia sposobu dzinlania klasy-
mych komputerdw), co moze prowadzi¢ do szybszego otrzymywania wyniku,
piz 10, Ze sieci sq odporne na uszkodzenia, tzn. nawet w przypadku, gdy czedé
euronéw fub polaczen nie bedzie funkcjonowad, cala sied nadal dziala, generujac
to najwyZej gorsze rozwigzania.

Sieci neuronowe mogiy byC wykorzystywane do rozwigzywaniu réznych typdw
roblemoéw, z ktérych najezescic} wyrdznia sie ponizsze kategorie:

) pregnozowanie, czyli przewidywanie natgzenia pewnej cechy badZ zjawiska,
© na podstawie znanych informacji wejfciowych, np. prognozowanie kurséw
akeji na najblizszej sesji gieldowej, prognozowanie zapotrzebowania na energie
dostarczang z danej elektrowni;

klasyfikacja i rozpoznawanie, czyli wskazywanie grupy, do ktarej dany obiekt
z najwiekszym prawdopodobiefistwem nalezy, biorgc pod uwage jego cechy,
np. klasyfikacja kredytobiorcédw juko wiarygodnych lub niewiarygodaych na
podstawie informacji podanych we wniosku kredytowym oraz historit kredylo-
wej, rozpoznawanie znakow drogowych na podstawie obrazu uvzyskanego
z zainstalowanej w samochodzie kamery obserwujacej pobocze;

3} optymalizacja, czyli poszukiwanie rozwinzan danego problemu spelniajacych
w jak najwyzszym stopniu postawione kryteria, np. wyznaczanie nuajkrdtszej
trasy rozwozki towaru, przebiegajace przez wszystkie punkty na lidcie {prob-
lem komiwojazera i jego pochodne).

struktury, kedrych celem jest przeksztalcanie informacji w spos6b wzorown ‘
dzialaniu mdzgu, czy tez ogolnie] — systemu nerwowego Zywych istol
neuronowa sklada sie z duzej liceby wykonujacych proste operacje elem
przetwarzajacych (neuronow) oraz Hczinych polaczed miedzy nimi. Elemen
przyjmuja sygnaly wejiciowe (w przypadku biologicznego neuronu takim syg
nalem jest impuls elekiryczny), przetwarzaja je t przesylajn do innych eleme

W biologicznym odpowiedniku sieci neuronowej typowa droga, ktéra pr
informacja, prowadzi od nerwéw sensorycznych, poprzez skomplikowan
wzajemnie polaczonych komérek nerwowych przetwarzajacych sygnaty,.
nerwéw motorycznych. Podobnie w sztucznej sieci, poszezegolne neurony’ mogl
petnié jedng z trzech rék
1) neuronu wejéciowego, kiéry pobiera informacje wejSciowe Z zewngt

jrodowiska; -
2) neuronu ukrytego (wewnegtrznego), ki6ry stanowi posrednie ogniwo na

kolejnych przekszialced przenoszonych sygnalow, _ ‘
3) neuronn wyjsciowego, ktéry stanowi wyprowadzenic sygnalu odzwier

lajacego rezultat przetwarzania dokonanego przez sied.

14.2. Budowa sztucznej
sieci neuronowej

Nu wejiciu do neuronu wystgpuje n polyezed prowadzacyeh od innych neurondw,
kidrych biezace stany {(wartodci ich sygnaldw) sg opisane juako x|, Xa, oo V.
Parametr yv;; okredla wage przypisana polaczeniu® prowadzacemu z neuronu j do

na sieé¢ neurondw jesl w stanie odzwiercicdlad pewnn wicdze 1 genef
4 - * L] - - . - -

zadowalajace rozwigzania postawionych zadan. W odréznieniu od klasyc

sposobu przetwilrzania informacji, stosowanego we wspélezesnych kompu

SICC NEUrGnOWi MC Wymaga zuprogramowanii algorytmu, km]:)f oplsdeu’? ' Aspekty te bedy szezegdlowo omawinne w dubsze] exede rondzialu,

po kroku kolejne czynnosci do wykonania, aby przeksztateid dune wejSscio ! Prosze zwrdcié uwage an nietypows kolejnosé indeksdw w parametrze Wi

i e i ——
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Szuezne sicci netronowe

peuronu £ Sygnaly na wejsciu do neuronu sy sumowane zgodnie z ich wy

ragregowany sygnal wchodzgey do newronu 1 jest dany wzorem:

&=Ly
4

Schemat hudowy i dzialania sztueznego neuronu

v

Ouzymana wiellko$é staje sig wartodcia sygnalu rozpatrywanego neuronuy;
przeslana wzdluz polaczeit wychodzacych do kolejnych neuronow w sie
Funkcja aktywacji moze przyjmowaé rdzng postac. Najpopularniejsz
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Sztucne sieci nenronowe

RYSUNEK 144
Wykresy S-ksztaltnych funkeji aktywacji
£=)

2_

Budown sztuczne sicel neuronowej 317

RYSUNEK 14.5
Schemat badowy przykindowej
sieei jednewmrstwowej

Dane wejiciowe
{Asmynzal) s1aslim
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nia si¢ nastgpujace typy sieci nemonowych'

1) jednowarstwowe;
2) wiclowarstwowe;
3) rekurencyjne.

Podzial na warstwy pole

i}CRI'OI'iDWS_]

Sieé jednowarstwowa, niemajqca polyczen rekurencyjnycl, jest amjpr

=== fangens hiperboliczny

ga na pogrupowaniu neurondw w uporzgdkowan ki
w taki sposéb, ze do neuronéw w danej klasie prowadzy policzenin wylaczi:
neurondéw z wezeéniejszych kias (warstw). Takie pogrupowanie jest
mozliwe, jezeli polaczenia miedzy neuronami nie
Podzial neurondw na warstwy ulatwia komputerows implementacje model

maja charakteru cyklic

Neurony, w ktérych nastepuje przetwarzanie sygnalu, sg na rysunku oznaczone
niymi okregami i tworzy warstwe neurondw, Komérki oznuczone mniejszymi
skregami rowniez formalnie sy neuronami, ale ich rola jest pasywna, gdy? jedynie
yprowadzajg one sygnaty wejSciowe do sieci i nie przetwarzajy ich (dlatego tez nie
q traktowane jako warstwa sieci). Szezegdlnym przypadkiem jest neuron wejdcio-
vy oznaczony 1 — jest 1o tzw. bias, neuron pomocniczy, wysylajacy stale do
olgczonych 2z nim neurondw sygnal o sile 1. Dzigki jego obecnofci sie¢ ma
vigksze mozliwodci dopasowywania swojego dzinlania do oczekiwanych rezul-
atéw. W wickszosei praypadkow stosowania sieci neuronowych bias jest uwzgled-
iany w strukturze sieci, czgsto — ze wzgledu na swdéj pomocniczy charakter — nie
edac nawet uwidacznianym na schemacie (dlatego poliqczenia z neuronu po-
nocniczego na rysunku 14.5 oznaczono przerywanymi liniami).

- Powyzsza sie¢ neuronowa ma trzy wejécin (oraz bias) oraz tzy neurony
vy}suowe W przedsiawionej sieci neurony wejiciowe sy polaczone z neuronami
wyjsciowymi na zosadzie Kazdy z kazdym — jest to podejécie najezesciej
tosowane, gdyz trudno z wyprzedzeniem przewidzied, kiore policzenin w sieci
edy potrzebne dla poprawnego jej dzialania, a ktére okazg sic zbedne.

i Kazde polaczenie posiada wage, ktdrej wartoSé jest ustalana w procesie uczenia
feci w taki sposob, oby kolejne przetworzenia sygnaldw wejiciowych daly
snearonach wyjfciowych rezultaty mozliwie jak najblizsze pozgdanym wynikom.
atwo zauwazye, ze gdybySmy rozpatrzyli sied jednowarstwowg z neuronami
diniowej funke]i aktywacji, to sygnal na i-tym neuronie wyjSciowym bedzie
ombinacjy linjowa sygnuldw wejéciowych (z wyrnzem wolnym), {j.:

i~ |
wariantem architektury sieci neuronowej. Praykladows strokturg takiej siec i i =-[ z.\'jw,-,-) + 1wy (142
: : i=t

stawia rysunek 14.5.
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gdzie: . ostaci funkeyjnej. O ile w przypadku regresji liniowej uzywanie sieci heuronowej
i1 — lezba neuronéw wejiciowych (z ktérych n—1 to faktyezne sygn Zamiast metod analitycznyeh nie mindo uzasadnienia, o tyle w przypadku regresji

cliniowej jest inaczej. Klasyczne metody regresji nicliniowej pozwalajy wy-
maczac optyli.nulnc ‘w;u'toﬁci parametrow, ale wzglgdem juz ustalonej ogdlne
] puslﬂCi t‘u.nkcp (np. funkeji potggowej, logarylmicznei). Zastosowanie sieci neuro-
aowej daje przewage w Lym zakresie, ze nie jest konieczne okrelanic z g2ory
astaci ogdlnej funkeji regresji.
Wszystkie rozpatrywane powysej warianty opisywaly sieci jednokierunlkowe
([gg(gforward), tzn. takie, gdzie neurony mozna bylo uszeregowad w kolejnosei od
wcze:'snicjszcgn" do ,poinicjszego”, zgodnie z kierunkiem przebiegu sygnalow
W siect, Inacze] mowige, gral, kidrego wierzcholkami g wystepulice w sieci
eurony, a lukami pokiczenia miedzy nimi. mial wladciwosé acyklicznosci. Sieci
curonowe, opisane grafem pozbawionym tej wiadciwosci, sy nazywane sieciami
ckurencyinymi.
Ideg sieci rekurencyjnej ilustruje rysunek 14.7. Dia wigksze] przejrzystodei
olyczenia niemajice rekurencyjnego charakleru zaznaczono kolorem szarynn.

wejciowe, a neuron n Lo bias),
e WIELOSE sysnalu na wejsciu J,
Wy - wagi polaczenia micdzy neuronem j a ncuroniem i
Poszukiwanic takich wag wy, aby otrzymywane w wyniku dzialania g
neuronowych wartodei v, byly juk najblizsze pozgdanym rezuliatom, praywods;

wartosci parametrdw {unkeji regresji mozna skutecznie] wyznaczad za po
odpowicdnich istniejacych metod achunkowych, niemniej jednak powyzSzy'_ ]
ktad stanowi dobry punkt wyjscia do analizy potencjalnych moiliwosci wyni
cych z budowy sieci bardzicj skomplikowanych, w ktdrych neurony bed:

niz jedny warsiwe.

RYSUNEK 14.6
Schemal budowy sieci wiclowarsiwowe] (0 k& warstwach) RYSUNEK 14.7

Schemat budewy sieci rekurencyjncj

@
g
Z
2 =
Pl
“‘;‘1 .
2, B
z &
2 —
5 &
(] E.
&
2
=

Wazstwa i Warstwi k= | Wirstwa &

_Siec.i rekurencyjne stanowia kolejny krok w kierunku budowania architekiur
braz wierniej odpowiadajacych prawdziwemu systemowi nerwowemu, pozwalaja-
ych mzYviqzywaé coraz bardziej skomplikowane problemy. Jednoczegnie wy-
icg}?wan\xe cyklicznych poluczed migdzy neuronami wprowadza dodatkowe trud-
CL W opisie | analizie sieci. Szczegdlowe rozwazania w zakresie siecijrekuren-
Ymych wykraczaja poza ramy tego podr¢cznika | sa pominiete. W szczegdlinosci
E‘G‘zdzia] dotyczgcey uczenia sieci neuronowych bedzie dotyczy] jedynie tematyki
ket jednokicrunkowych.

Rozpatrzimy sicé k-warstwowa, ktérej ogdlng strukture przedstawion
rysunku 14.6, W schemacie, oprécz neuronow wejéciowych oraz warstwy,
now wyjsciowyeh, wyslepuje réwniez co najmniej jedna warsuvarne;uro..f}
ukrytych. Zastosowanie warstwy lult warstw ukrytych oraz niclimm\:ﬂzej
S-ksztatinej) funkcji aktywacji pozwala sieci lepiej prognozowal wartosci
naléw na wyijsciu. W szczegdino$ei przyjmuje sig, Ze siec z dwiema war
ukrytymi, skladajacymi si¢ z neurondéw o logistycznej funkeji aktywacy
w stanie dokonywaé regresji nieliniowej odpowiadajacej praktycznie do
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Alternatywnie, mozZna zdefiniowad wektor sygnaldw wyjbciowyeh y = [v]

.. L’
redy W zapisie wektorowym:

14.3. Uczenie sieci neuronowej

Tworzenie siect neuronowej, ktora ma rozwigzywal zadany problen, sprow Wwx. (d.d)
do realizacji dwoch giownych etapdw, 4. :
1} okredlenia struktury siect, tzn. liczby neurondw, ewentualdnego ich pody

warstwy, wyboru typu funkeji sktywacji dla poszezegdlnych neurondyy
2) nauczenia sieci dzialania odpowiedniego dia rozwigzywanego proble

© Niech E oznacza funkcjc bledu sygnaléw wyjdciowych, ltdrej wartosé jest
liczana jako polows® sumy kwadraldw rdznic micdzy pozadanymi a otrzymany-
i warto§ciamt sygnaldw wyjciowych:

™M=

Pierwszy z tych etapdw wymaga aktywnego i koncepeyjnego udzialy y
nika, a drugi — po okredleniu stosownych zalozed — jest realizowany”
tycznie. o

Rozréznia si¢ dwa typy uczenia sieci: z nauczyciclem (supervised lec
oraz bez nauczyciela (unsupervised learning).

{d; — vy (14.5)

u

(3 I

izl

Majae zdefiniowang funkeje bledu sieci neuronowej, mozna — pray uzyciu
chodnych — zbadaé wplyw wag poszezegdlnych polyczef nu wartodé bledu calej
ci. Latwo wyprowadzié, Ze:

i
14.3.1. Uczenie z nauczycielem =—(di—yyx, dlai=12, ., Lomzj=1,2 ., K (14.6)
) Wartod¢ obliczonej pochodne] stanowi oszacowanie wzrostu funkeji bledu
zostaé ustalone w taki sposéb, aby zminimalizowa¢ blad na wyjsciu sieci:(rg é odpowiedzi na jednostkowy wzrost wartoci wagi wy. Aby poprawié wartodé
migdzy sygnalami generowanymi przez sie¢ a poizadanymi wartodciam .yché
sygnaldw). W tym celu uzytkownik musi zgromadzié mozliwie duZy zbid ]

z pozadanymi wartoSciami wynikéw (sygnaléw na wyjdciu sieci). Wiase

oE
: per : ity = =7 5= = a1 (e = )4 (14.7)
wartodci wag sy nastepnie wyznaczane przy uzyciu odpowiedniego algory Wi

dzie # jest wspolezynnikiem uvczenin okrelajacym tempo modyfikownnia wag
olgczen.

Dochodzenie do optymalne] wartofici wagi polgczenin w metodzie spadku
radientu polega na krokowym zwickszaniu lub zmniejszaniu wagi w kierunku
: vskazywanym przez nachylenie krzywej bledu w danym punkeie (a wiec wartogé
achednej funkcji bledu E wzgledem wagi polyczenia). Wspélezynnik uczenia
ecyduje o dlugodei kroku w kierunku oczekiwanej poprawy i jest istotnym
zynnikiem wplywajacym na skutecznodé uczenia sieci. Zbyt mala warto$é wspsl-
zynnika uczenia bedzie skutkowaé bardzo wolnym dochodzeniem do optymalnych
vartoSci wag, natomiast zbyt duza jego wartod¢ moie powodowaé brak zbieznogci
\;'ztg do optymalnych wartodei, Ideg drugiego ze wspomnianych probleméw przed-
ewiono na rysunku 14.8.

metoda spadku gradientu. :
Rozpatrzmy najprostszy przypadek, jakim jest sieé jednokierunkowa, jed
stwowa. Niech K oznacza liczbe neurondw wejSciowych, a L liczbe ne
wyjéciowych. Kazdy neuron wejiciowy jest polaczony z kazdym ne
wyjéciowym, w zwigzku z czym wystgpuje K x L polaczen, z ktérych kazd
swoja wage. Zakladamy, ze neurony wyjéciowe poslugujn sic liniowa :fu
aktywacii, co oznacza, Ze sygnaly na wyjdciu sg liniowy kombinacjy sy
wejéciowych. Dla kazdego przypadku ze zbioru uczacego sq dane:
x =[xyl - wektor sygnalow wejsciowych,
d=[d],,, — wektor pozadanych wartoici sygnalow wyjSciowych.

| - Dia ustalonych ¥
wag sygnaly na wyjéciu z sieci mogg byé obliczone wediug wzorur

Oznaczmy macierz wag polgezen przez W = l_w,jJ

K
V= ij\-v,-j, dla kazdego /=1, 2, ..., L.

J<4

J - - . - - - e .
Wapdlczymnik 'Y, jest wprowadzany, aby wzyskaé prostszy postad pochodnej funkedi bledu., co
dziec pomocne w dalszyeh krokach,
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o uZzywitjye bieZacych wag polyczed w sieci, oblicz wartoéci sygnuldow
wyjiciowych v, yo. ..., ¥, olrzymane po wprowadzeniu wartogei wekiora
x jako sygnaldw wejSciowych do sieci neuronowej,

o dla kazdego polaczenia (i, /) powigksz wartodé Awy; o wiclkosé korekty
wynikajiacej z bledu sieci neuronowej w rozpatrywanym zestawie
danych wejsciowych:

RYSUNEK 14.8
Hustracja konsekwencji zbyt wysokicj wartosci
wspdlezynnilia vezenin

»
—

Ay = Ay + 1 (e~ v

Wartosé bledu

ok 4. Dla kazdego polgczenia {/, /> wprowadZ korekte wagi:

Wy = Wy + Ay

4
'
]
1
]
1
]
I
]
1
4
+
1
]
I
1
i
i
1
'
4
i
'
]
i
]
]
1
4

1]

r t] ’ s R
W W "w Wartodé wa

¢ sygnaly wejdciowe (oraz bias) i majacej jedno wyjscie. Dane sg cztery przykiadowe
W przykladowej sytuacji przedstawionej na rysunku 14.8 poczgtkowa Crestawy wartodcl sygnaléw wejsciowyeh wraz z adpowiadajagcymi im pozadanymi
wagi wynosiia w i — zgodnie z nachyleniem krzywej bledu — musiala’zo
zwigkszona, aby dotrze¢ do minimum funkeji bledu. Z powodu zbyt duzej dlugosei

R arfes e : i a ' G ., P et
kroku nowa warto$é wagi wyniosla w' i musiala zostaé w dalszej kolejnose TABLICA 14.1

zmniejszona, aby uzyskaé spadek bledu. Zbyt dlugi krok spowodowat, 7 W ‘ ‘ Dane dla procesu uczenia . _

zoslala jednak zmniejszona do poziomu w”, konsekwentinie oddalajac ssie sicei neuronowej |

optymainego poziomu, zamiast sic do niego zblizaé. Dobor takiej w Wejicic Wyijscic .
wspolezynnika uczenia, kidra nie bedzie ani zbyt mala, ani zbyt duz Zestaw - . ;
uzalezniony od konkretnego problemu i jest najezgdciej dokonywany drogs . = :
perymenialn. et I ) 2 7
Calosciowy schemat uczenia jednokierunkowej i jednowarstwowej sieci 2 1 4 7
nowej mozna opisaé za pomocy algorytmu. ' 3 -4 5 ~11
4 0 2 -1

Algorytm 14.1

Krok 1. Przyjmij losowe wartoéci poczatkowe wag polyczen.
Krok 2. Wyzeruj wspélezynniki korekly wag dla wszystkich polaczes:

Awy=0, dlai=1,2, ., Lomzj=1,2, ., K

Pi"zyjmijmy, ze otrzymane warlo$ci 10: wy; = 0,399, wyy = 0,922, w,; = 0,013,

Krok 3. Dla kazdego zestawu danych wejéciowyeh (dla kazdej pary x, d): -7 O tym zjawisku bedzie mowa w dalszej czedci rozdzialu.

" Zgodnie z algorytmem 14.1 wyznaczamy losowo poczgtkowe wartodci wag.
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RYSUNEI 4.9
Schemat sieci peuronowej do przykiade T4.1

Tablica 14.4 zawicra obliczenia nowych wartodei sygnuléw wyjdciowych sieci
Jp{:szczcgéfnych przypadhkow zestawdw uczacych, uwzgledniajuce nowe warto-
i wag polaczen. Mozna zauwazyC, Ze przecietnn wielkosc bledu neuronu
ﬁéciewego plegla znaczacemu zmnigjszeniu w poréwnaniu 7 przedstawiony
ablicy 14.2.

¥

TABLICA 4.4
Rezuliaty gencrowane przez sied nearonowy
po pierwszej korekeie wag

_ Syanud Bl newronu
" . . i . . Zestaw dunych I
Dla przyjetych wartodci wag polaczen obliczony — zgodnie ze wzorem wejdciowych wyIsclowy Wypeioweso
— sygnal na wyjSciu sieci (v) ornz obliczonn — zpodnie ze wzoreni Y E
— wielko$é bledu neuronu wyjdciowego (£) sa zawarle w tablicy 14,2 I 2 801 8,815801
) 2 2,457 HL31942
3 -2.357 35642472
TABLICA 14.2 7 » (i
Rezultaty generowane przez sieé neuronows 4 0,649 £.35968
przy poczatkowym ukladzie wag Przeciging wartosé bledu 14,0342
g Biad newron
Zestaw donych S.y‘;f‘ . v pedt X
it wyibciowy wyjSciowego
wejdciowych v E
- W rezultacie wielokrotnego powtarzania krokow 2-5 algorytmu wagi polaczedft
t 2,635 9,436 dq stopniowo korygowane w Kierunku pozwalajacym na redukeje biedu otrzymy-
2 4,100 4,203 wanych sygnalow wyjsciowych,
3,027 98,378 Algorytm 14.1 pozwala korygowaé wagi jedynie polgczefi prowadzacych do
4 1.857 4,081 Uheyrondw wyjSciowych sieci, gdyz tylko dia nich sq znane poZadane stany
Przecietna wartosé bledu 29.026 syenalow, przez co moiliwe jest pordwnanie biezncego dziatania polaczen ze

mem, jaki nalezy uzyskac. W zwiazku z tym metoda ta jest wystarczajica jedynie

Wielkoéei korekt, obliczone zgodnie ze wzorem (14.7) dia kazdej wi}g
z uwzglednieniem kazdego z zestawdw danych wczacych, s zapisane:
licy 14.3. Na potrzeby obliczei przyjeto wartoéé  wspdlczyanika uczen

poziomie # = 0,01 () — zbidr newrondw poprzedzajacych neuron /, tzn. takich, z ktérych sygnal

jest przesylany do neuronu /,
Obliczenia ko:ﬁi“iﬁf‘ 'S'iil eUroROwWE] i) — zbidr neurondw nastepujgeych po neuronie /, tzn. takich, do kidrych jest
T o8 . wysylany sygnal z neuronu |,
Wapa | YYoros¢ Wiclkoié korekly — zagregowany sygnal wchodzacy do neuronu |/,
| poczatkown [ zegtaw || zestww 2| zestaw 3 zestaw 4 lgcenie skar — sygnal wychodzacy 2 neuronu i,
Wiy 0,399 00869 § 0,029 0,56108 ¥ $,67698 i() — funkeja aktywacjl neuronu |/,
e 0922 0869 | .16 ~0.70135 ~005TI4 ] ~0.A5359 - ‘-‘DEa neurondw wejéciowych, czyli takich neurondéw i, ze P7(i}=, sygnul
; T ] ak 2ur i, & =, s H
Wi 0.013 | 004345 | 0029 | —0.14027 | -002857 | -0,09639 | -0,083 rchod, weselowy Yl aric now o YE
: odzacy do neuronu jest sygnalem wejciowym sieci. W pozostalych przypad-

) s i L . s
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._ Da stosowania wzorow (14.11)—(14.13) Konieczna jest znajomodé pochodnegj
ankeji aktywacji. Wszezegalnosei dia funkeji progowej pochodna nie istnicje
punkcie 7; = 0. Problem len nic wystepuje w przypadku pozostalych wprowadza-
ch we wsigpie typach funkcji, a lunkeja progowa moze byé z powodzeniem
roksymewana przy uzyciu funkeji S-kszlalinych, Pochodne najczedeiej stosowa-
ych funkcji zawicra ponizsze zeslawicnie;

y dla funkeji liniowej:

fa)=h (14.14)
y dla funkcii logistycznej:

P =L = @) = = ek (14.15)

. ) dia funkcji tangensa hiperbolicznego:
feo=1-f @) =1~y (14.16)

kach, czyli dia newrondw nalezgeych do warstwy ukrytej tub wyjsciowej, w
. . . - - . *
jest obliczana jako wuiZona suma sygnuldw od neurondw je poprzedza;

o= P VM,

e

qeye

Sygnal wychodzaey z neuronu stanowi przekszialeenie sygnalu wehod:
dokonane za pomocy funkcji aktywaci, .

¥: = fi (2.

Dia neurondw wejiciowych funkcja aktywacji jest zawsze liniowa {f
a dla pozostalych neurondéw moze mied dowolng postad, np. logistyczng

Rozpatrzmy teraz sposob uczenia sieci wielowarstwowej poprzez korygow
wag w sposob analogiczny do przedstawionego wcezedniej dla sicei jedn
stwowej. : 4

Podebnie jak poprzednio, cheemy dla kazdego polaczenia w sieci wyznacy ¥ Uogélniony procedurg poprawy wag polaczen mozna sformulowaé w postaci
warto§¢ pochodnej funkcji bledu sieci neuronowej wzgledem wagi polaczen algorytmu 14.2,
polgezenia prowadzacego od neurons j do neuronu [ pochodna ma postaé
gF JF &z, OF

Algorytm 14.2

Krok 1. Przijﬁij losowe wartodel poczitkowe wag polqcze:’t'.

Krok 2. Wyzeruj wspdlezynniki korekty wag dla wszystkich polqczeﬁ:!

ar . '
— jest wspolny dla pochodnych wzgled Ay = G

Lalwo zauwazy¢, Ze czynnik

Ljje i)

Krok 3. Dla kazdego zestawu danych wejSciowych (dia kazdej pary x, d):

e uzywajac biezacych wag polaczet w sieci, oblicz wartoéci sygnalow
wyjsciowych ouzymane po wprowadzeniu wartodci wektora x jako
sygnaldw wejlciowych do sieci neuronowej,

e dla kaZdego neuronu wyjdciowego oblicz wartosé sygnatu bledu (§) za
pomoca wzoru (14.12), nastepnie dla neurondow w warstwach ukrytych,
w kolejnodci od ostatniej do pierwsze}, wyznacz wartodci sygnalu bledu,
korzystajac z wzorn (14.13),

o dia Kazdego polaczenia {J, j> powieksz warto§¢ Aw,; o wielko$¢ korekty

i wynikajacej z bledu sieci neuronowej w rozpatrywanym zestawic

Jezeli 7 nalezy do warstwy ukrytej, to §; wyznacza sie na podstawie w . danych wejiciowych:
sygnaléw bigdu wszystkich nastepnikéw neuronu i: '

sygnalem Dbledu neuronu i, Jest on oznaczany symbolem §;

PE AE dy, OE
|'='_“—“:~—_y:2 fl’(zi)'
dz; Oy; 0z Oy

0F O£,
5;:52&@,)’ () = —{d; — yfi(z).

Awy = Ay - di.

o

5 = Krok 4. Dla kazdego polgezenia {i, /> dokonaj korekity wagi:

f) = Iz{.]‘sk wifi(2).
Az, ke Pou -
he “";j = “}5} + A“"'j.

Wzor (14.13) objasnia genezg nazwy metody wsteczne] propagaci Krok 5. Wrad do kroku 2.
— wartodct sygnalu bledu poszezegolnyeh neurondw sa przekazywane od w -

wyjéciowej do koleinych warstw poprzedzajgcych.
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qeych dane wejSciowe 7 poprawnymi rezultutami, wLapamigtuje”  wartosci
czckiwanych rezultatdw zadad ze zbioru wczacego, dzieki czemu radzi sobie
pskonule 2 preykladowymi zestawami danych wejiciowych, ale moze okazad sie
petnic nieskuteczna worozwigzywaniu nowego zadania spoza poznanego ze-
Mozna wyr6znic dwa typowe podejécia do problemu ustalania liczby

14.3.2. Uczenie bez nauczyciela

W od?éinicniu od omawianej puwyzej sytuacji, gdzie sieé NEUronows hyj,
wiaSciwego zachowania poprzez analize przykladowych danych wcjgc‘y‘?
problemu w powigzaniy odpowiadajacymi im oczekiwanymi rczmmmr:]{g“
bez“ q;xtaczycielzl opiera si¢ jedynie na przetwarzaniy przyldadowyich
wejsciowych bez wskazywania, Juka powinna byé prawidiowa odpowieds
sytuacji. Celem dziatunia ak budowunej sieci jest rozpoznanie strukty 2,.‘
w szczegolnofel dokonanie segmentacji obiektéw podawunyeh na wejéc;{d
Problem ten rdzni sie od kKlusycznego zadania k!zisyﬁka;cji, gdzie cele
neurqnowej bylo nauczyé sie okreélania 2 mozliwie wysoky skuteczng
ktérej ze znanych kategorii dany obiekt — uwzgledniajiuc poszezegdlne ie : 1
—- nalezy, przy czym zbidr uczacy zawieral informacje o popraw:ej kate ig
fabiek-tu. W zagadnieniy segmentacji sie¢ musi sama wykryé, na jakie i
I w jaki sposdb podzielié obiekty podawane na wejdciv. Samouczace 5
rowniez wykorzystywane np. w zagadnieniach kompresji obrazéw. i
.Najbardziej Znanym wariantem sieci uczonej bez nauczycieln sy smﬁoor ani :
zupgce mapy cech (self organising feature map, SOFM), nazywane '-te-g W
nazwiska twérey sicciami Kohonena, o
Ii'oprzestajemy na zaprezentowaniu jedynie rysu problematyki uczenin bé
czycieln, gdyz szczegélowe rozwazanie tego tematu wykracza poza mmy
szego podrecznika.

rozpoczad od sieci ze stosunkowo mualy liczby neuronéw i stopniowo te liczbe
pwigkszad tak dlugo, jak dilugo powoduje to poprawe dokladnosci wynikdw
podnw:mych przez sieé neuronowi;

powodowac wyraine pogarszanie si¢ jukoscei wynikéw podawanych przez sied.

Aby poprawnie oceni¢ jukodC rezultatéw generowanych przez sie¢, w szczegdl-
oéci w kontekscie zjuwiska przeuczenia sieci, nalezy stosowaé podzinl zestawow
'ﬁykiudowych danych wejiciowych na zestaw uczaey i zestaw walidacyjny
5prnxvdzajzgey),

14.4.2. Podzial przykladowych zestawdéw danych
na zestaw uczacy i zestaw walidacyjny

ie¢ newronowa uczy si¢, analizujac odpowiednig liczbe przykiadowych zestawéw,
skladajacych sig z opisu zadania w postaci wartodei sygnalow wejiciowych oraz
kreSlenia oczekiwanego wyniku w postaci poprawnych wartosSci sygnaléow na
wyjsciu. Sie¢ neuronowa w procesie uczenia dostosowuje swoja budowe tak, aby na
zadanym zbiorze przykladowych zadaii przetwarzaé sygnaly wejsciowe w rezuliaty
ak najblizsze pozadanym wartofciom sygnaldw wyjéciowych. Zakladamy, Ze sied,
A ktbra nauczy sie rozwiazywaé zadunia z przykladowych zestawdw, bedzie potrafila
i togllni¢ zauwazone zaleznodci i w konsekwencji rozwigzywac problemy tego
samego typu, nie uwzglednione w zbiorze uczacym. W celu zapewnienia od-
powiedniego poziomu ogdlnosci dzialania sieci neuronowej wskazany jest podziat
dostepnych zestawdw przykladowych zadai na zbidr uczacy i zbidr walidacyjny.
Sie¢ neuronowa jest uczona wyljcznie na bazie zestawow danych ze zbioru
uczicego, ale na bieziyeo oceniana jest takze skutecznodé dzinlanin sieci w zada-
iach ze zbjoru walidacyjnego. Jezeli zachowania wyuczone przez sie¢ majn
harakter ogélny dla danego problemu, czyli nie wystepuje zjawisko przeuczenia
iect, 10 wielkosci bledéw popelnianych w zadaniach z obu zbioréw powinny byé
blizone. Rysunek 14.10 ilustruje idee kontrolowania jakodct wynikdéw w zbiorze
Czacym i zbiorze walidacyjnym po kolejnych epokach procesu uczenia sieci.
. Analizujac przebieg krzywych na rysunku 14.10, mozna wysnué przypusz-
‘CZenie, ze w poczatkowych T epokach sieé uogélniala zjawiska widoczne w zbiorze
Uczacym, przez co jakod¢ wynikéw generowanych w zbiorze walidacyjnym (kidry

14.4. Praktyczne aspekty stosowania
sieci neuronowych

G

14.4.1. Dobér odpowiedniej architektury sieci. %

Budowa sieci, ktéra bedzie sprawnie rozwigzywala postawiony problem, nie jesti
zadaniem latwym i niejednokrotnie wymaga podejécia eksperymentalnego, wsp e
[Cgo rozpoznaniem sugestii zawartych w literaturze omawidjacej szczeg :
problematyke sieci neuronowych w kontekicie poszczegdlnych zagndni;n,
prognozowania kurséw akcji Cey rozpoznawania obrazéw, Dodatkowym pré
mem, nawet przy ustalonej juz ogélnej architekturze sieci, bedzie dobér wiladciw
liczby neuronéw w poszezegdlnyeh  warstwach. Zbyt mala liczba neuro
W stosunku do stopnia komplikacji rozpatrywanego zagadnienia move okazad
mewystarczajaca do wlasciwego nauczenia sicci poprawnych zachowai, Z ke
zbyt duZo neuronéw moze doprowadzié do wystiypienia zjawiska przeuczenia
neuronowej, {j. sytuacji, gdzie sieé, zamiast wykry¢ i nauczyé sie ogdlnychregn

-
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RYSUNEK i4.10
Hustracja pordwnania skutecznosei sieci neuronowej

w zbiorze uczacym § w zhiorze walidacyinym

— o roznej formic prawnej (spolek akeyjnych, spolek z ograniczona odpo-
wiedzialnosciy, spélek cywilnyeh itp.),
— 7z roznych branz,
— itp.
9 Rozklad wariantow przypadkéw w zbiorze uczgcym powinien byé zblizony do
rozkladu wariantéw w zhiorze, na ktdrym sieé¢ bedzie uzywana. Zaldzmy, ze
w calej pospodarce przecigtnie 10% przedsiebiorstw jest zagrozonych upadios-
cla w ciagy najblizszego roku, Przyjmijmy, Ze zbior uczacy skonstruowano
w taki sposcb, Ze polowe jego skiadu stanowia preypadki zagrozone upadlodcia,
a polowg niezagroZone. Sieé neuronowa nauczona na takim zbiorze bedzie
miada tendencje do zbyt latwego kiasyfikowania przédsighiorstw jako za-
grozonych, Przykludowo, gdyby sieé¢ mylnie klasylikowata co dzidsinte dobre
przedsigbiorsiwo jako zagrozone, wiedy w zbiorze uczycym blad dotyczytby
jedynie 3% przypadkéw (co dziesiate przedsiebiorstwo spoéréd niezagrozo-
nych). Tymezasem w peinej populacji przedsiebiorsiw, gdzie firmy nieza-
grozone stanowig 90%, sklasyfikowanie co dziesiatej z nich jako zagrozonej
upadiodcia powoduje bledne wskazanie w 9% wszystkich przypadkéw.

T
S~

Warto$é bledu siect

Wartods cpol;‘

POLECENIA I PYTANIA KONTROLNE

2RO uczigey  sessmmmenes zbior walidacyjny

. Oméw budowg szlucznego neuront.

2. W jaki sposdb nalezy dobieraé liczbe warstw sieci oraz liczbe neurondw
w poszczegdlnych warstwach?

Objasaij wplyw wartodei wspdlezynnika uczenia na cfekiywno$é uczenia sieci
REUTronowe;j.

4. Diaczego metoda wslecznej propagacji bledu nic moie byé zastosowana
w przypadku siect rekurencyjnych?

3. Na czym polega zjawisko przeuczenia sieci i jak moina sie przed nim bronié?
6. Dlaczego dane wejéciowe i wyjSciowe ze zbioru walidacyjnego nie powinny
' braé udezialu w uczeniu sieci?

nie bral udziatu w uczeniu) réwniez sie polepszala i byla zblizona do ja
wynikéw ze zbioru uczacego. W kolejnych epokach sieé zaczela jednak co
bardeiej dopasowywac sig do konkretnych przypadkéw zawartych w zbior
uczacym, przez co coraz bardziej tracila umicjelnodé poprawnego uogdlniani
wiedzy. Proces uczenia powinien byé zatem przerwany po T epokach,

14.4.3. Odpowiedni dobér strulktury
zbioru uczacego

Zbidr uczacy powinien zawieraé przykiady zadad reprezentatywne dia ca BIBLIOGRAFIA
spektrum przypadkow, jakie moga wystapié w rzeczywistodci. Qznacza to ws2e;
golnosei, e
1. Wzorcowe dane powinny zawieraé przypadki pokrywajace wszystkie mozliw
typy sytuacji potencjalnie wystepujgcych w rozpatrywanym problemie. Przy
kiadowo, jedli rozpatrywanym zagadnieniem jest prognozowanie upadio
przedsigbiorstw, 1o zbiér uczgcy powinien zawieraé przypadki firm:
-— rOinej wielkodei {matych, §rednich i duzych),
—= 0 r0inynt charakierze wlasnosciowym (padstwowych i prywatnych);

Rutkowska, D., Pilinski M., Rutkowski L., 1999, Sieci neuronowe, algorytmy penetycinie
i systemy rozmyte, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, L6dZ,

StatSolt, 2007, Elektroniczny Podrecznik Starystyki PL, Krakow, httpi//www statsoft.pl/text-
book/stathome.htmi (stan na 0£.01.2007).

Tadeusiewicz, R., 1993, Sieci nenronowe, Akademicka Oficyna Wydawnicza, Warszawa,

Witkowska, D., 2002, Sztuczne sieci neuronowe i metody statysiyepie: wybrane zagadnienia

Sinansowe, CH, Beck, Warszawa.
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Rozpziar 15

METODY
HEURYSTYCZNE

panmy (np. migjscowodci), pizy czym sy znane odleglodei migdzy poszezegdlnymi
paran puni\low

W kolejnych podrozdzialach sg przedstawione pokrotce: heurystyki fokalnych
' poszukiwuﬁ, algorylmy mréwkowe i algorytmy genetyczne.

15.2. Heurystyki lokalnych
poszukiwan

' Henrystyki lokalnych poszukiwan to metody, kidre nie wykorzystuja globalnej

gtruktury problemu, bazujac jedynie na lokalnych wladciwodciach zbioru rozwigzan
dopuszezalnych.

© W tym rozdziale si omSwione dwie heurystyki lokalnyeh poszukiwan, Plerw-

"sza z nich polega na stopniowym powigkszaniu cyllu przez dolaczanie do niego

kelejnych wierzcholkdéw. Ideq drugiej jest modylikowanie kompletnych cykli

15.1. Wprowadzenie

Wiekszodéé omdwionych dotychezas algorytmdw rozwiazywania zadad z jeds
kryterium (o wiee metody omoéwione w rozdzialach -3 i 5—13), chociaz dotyc
rdznych zagadnie, ma jedng wspdlng ceche. Prawie kazda z opisanych metodlals
pozwala znaleZé w skorfczonej liczbie krokdw rozwinzanie optymalne odpowicd
mego zagadnienia, ;
W praktyce czesto nie jest konieczne wyznaczanie optimum. Korzysci
znagzenia dokladnego rozwigzania sy czasem mniejsze niz straty zwigzane 2
sem jego otrzymania. Problem ten uwidacznia sie szezegtlnie w przypadku.:
optymalizacji dyskretnej, takich jak omawiane juz weze§niej zagadnienic komi
juzera. Rozwiazanie nawet stosunkowo niewielkiego zadania tego Lypu na szyh
komputerze moze zajaé kilka godzin, a nawet dni.

15.2.1. Heurystyka wilaczania

“Idea dziatunia bheurystyki wlaczania jest nasigpujgca. Mujac dane czg$ciowe
rozwigzanie {ezefciowy cykl), dolacza sig kolejny wierzcholek. Dolgezanie naleiy
-przy tym podzieli¢ na dwa etapy. Najpierw nastepuje wybdr kolejnego wisrzeholka,
“nastepnie zad ustalenie miejsca, w ktérym ma on byé dolgczony do cyklu. Obie
* czynnodci sq powtarzane a2 do otrzymania kompletnego cyklu. Heurystyke wlacza-
Cmia mozna wiee zapisaé tak, jak pokazuje algorytm 13.1.

Algorytm 15.1. Heurystyka wlaczania

Krok I. Wybierz pierwszy wierzcholek.

Krok 2. Jezeli wszystkie wierzchoiki zostaly juz wiyczone — stop. W przeciwnym
razie przejdi do kroku 3.

- Krok 3. Wybierz wierzcholek spoérdd jeszeze nie wigczonych, stosujac wybrany

metode.

Krok 4. Wyblerz miejsce wlijczenia nowego wierzchotka w taki sposdh, aby nowo

powstaly cyk] byl jak najkedtszy.

prostu heurystykami. p
W tym rozdziale, ze wzgledu na zloZonoéé tematu, przedstawione s jed

uchwycenie najistotniejszych réznic miedzy nimi, ich dzialanie zostalo omow
na przyldadzie jednego problemu — zagadnienin komiwojazera. Przypomniim
problem ten polega na znalezieniu najkrétszego cyklu liczacego wszystkie po Istniejg rézne sposoby wyborn wierzcholka whczanego do cyklu. Trzy z nich to

. Wybdr nujblizszego sasiada, wybdr najdalszego sysiada i wybdr losawego sasiada’.

nego optimum Jednuk ke w ich praypadku meozliwe jest otrzymanic rozwinzania preyb J—
Cn.chuj‘u.t_go si¢ z gory okreslony dokladnodcia.
* Przykiasdem tokie] metody jest algorytm skracanin sieci czynnobel opisany w pedmzclzml

{rysunck 7.11}

! Dokhndnicj zugadnienic to zostalo opisane w rozdziale § (podrozdzialy 8.5 i 8.5).
+ Niekiedy metody wigezania nazywa sig metods nigblizszego sysintda albo metody najdalszego
gsindn, w zaleznodel od zastosowanego sposobu wyboru wierzcholkn wlaczanego do cyklu.
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RYSUNEK 15.1
Postad cyldu po pierwszej iteracii

2] ;

W przypadku reguly najblizszego sysiada jest wybierany wierzcholek po
ny najblizej cykiu. Odleglod¢ od cyklu jest liczona przy ym jako minig
z odleglosci miedzy nowym wicrzcholkiem o wierzeholkami juz nnlczqcﬁm
cyklu. W przypadku wyborn reguly najdalszepo sasiada jest wybierany”
cholek poloZzony najdalej od cyklu, a w przypadku reguly losowego sasiadg
wierzcholek jest losowany. Prawdopodobichistwa wyboru sa przy fym wst
najezescic) albo juko jednakowe din wszystkich wierzcholkdw, albo jako odviray
proporcjonalne do ich odleglodei od cyklu. Doswiadezenia pokazaly, ze najskiitee
niciszy jest wybor najdalszego susiada. Na przykladzie 15.1 pokazano dzialan
wlasnie reguly. "

%{ pi'{ZYIKLIAD 15.1 1

Rozwigzac zadunie komiwojaZera opisane macierza odleglodci przedstay
w lablicy 15,1, uzywajac metody wlaczania z wyborem najdalszego sasiad

FABLICA 151
Macierz odlegtosci

1 2 3 4 5
TABLICA 152
Zredukowana macierz odleglodei
1 — | 3 26 | 37 3
1 2 3 4 5
2 33 — G 36 28
i —_— k3| 26 — 3
3 22 il — 5 28
2 —_— - 6 | — | 28
4 27 8 5 — 35
3 — | 1 — | — | 28
5 6 | 2 |37 | 17| — |-
4 — 8 5| — | 35
. . N . . - 5 —_ 27 37 —_ —
Konstrukeje rozwinzania rozpoczniemy od wierzcholka |, Jak widaé, odleg

z tego wierzchotka do pozostalych czterech wynosza, odpowiednie, 31, 26,3
Wynika z tego, Ze najdalszym sasiadem jest wierzcholek 4, a wige to on zosta
whiczony do cyklu. Jego dolaczenie jest przy tym jednoznaczne, a wie
pierwszej ileracji cykl czedciowy wyglgda jak na rysunku 15.1, a jego diug
wynosi: L=cy+ oy =37+ 27 = 64, :

W kolejnej tteracji rozpatrujemy odleglosé jeszeze nie dolyczonych wier !
kow od wierzeholkdw 11 4 (w zredukowanej macierzy w tablicy 15.2 odleglosc
zostaly wytluszezone).

Wierzcholek ten moze byé wlaczony w jeden z dwéch sposubéw pokazanych na
sunlku 15.2.

Jezeli wierzcholek zostanie wlaczony sposobem pierwszym, dlugoséé tak utwo-
onego cyklu wyniesie: L= ¢y + €+ €3y = 37 + 8 + 33 = 78. W drugim przypad-
U dlugodc nowego cyklu bedzie réwna: L=+ e+ =31 + 36+ 27 =94,
alezy wybraé pierwszy sposdb,
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RYSUNEK 152
Dwa sposoby wiyezenia wierzehollia 2

RYSUNER [5.3
Trzy sposoby whiczenin wierzcholka 3

Spuesab plerwsey Sposdh drag:

:
g /\

Spausob pierwszy Spasdb drugi

W kolejnej iteracji poriownic postugujemy sie zredukowana macierzg odlelos
jak w tablicy 15.3. Jak widaé, odleglodci wierzcholkéw od cyklu sy.1d
min{26, 6, 5} =5 w przypadko wierzchotka 3 i min{3, 28, 35} = 3 w przypadk

wierzcholka 5. Wynika stad, Ze do cyklu nalezy wigezye wierzcholek 3.

TABLICA 153
Zredukowana macierz odieglosei

A
]

1 2 3 4 5
1 — | -1 26 | — 3
2 | - | — 6 | — | 28
3 — _ - — 28
sposobu bedzie réwna: L=¢a+ Cy+ Coa 03, =26+ 5+8+33=72, 2w preypud-
4 I § | — | 135 tirzeciego: L=cy+ €k €3+ 03, =37+ 8+ 6 + 27 = 73, Nalezy wybrad wariant
‘drugi. Ostatnim wierzchotkiem jest wierzcholek 5. Pozostaje ustalic miejsce jego
5 N R Rt T [ B lqczenia, Mozliwe kombinacje sq przedstawione na rysunku 15.4,
W zaleZnodei od wyboru sposobu diugosé cyklu wyniesie: L= 3+ ¢y + €5 +

€2+ € =26+5+35+27+33=126 (sposéb pierwszy), L=c,5+ Ty + gy +

Cixt+ €3y =26+ 28+ 17+ 8 4+ 33 = 122 (sposéb drugi), L=c,s + Cxa + €y + Oy +
Coy=3+ 374 5+ 8+ 33 =86 (sposdb trzeci) albo L= cy3 + ¢34 + 4 + Cas b Ogp =
=26+ 5+ 8+ 28+ 6=73 (sposob czwarty). Jak widad, najlepszy jest sposdb
l\Zw:u'ty. Stad ostatecznie najlepszy cykl o dlugodci 73 ma posta¢ jak na rysui-
u 15.5.

Wierzcholek ten moze zosta¢ wlyczony na jeden z trzech sposobdw pokazan,
na rysunku 15.3. 3 .

Jezeli cykl zostanie utworzony pierwszym sposobem, jego dlugoSc -wyni
Lyt Cg+ Cp+ 02y =37 + 5+ 11 + 33 = 86, Podobnie w przypadku. drug

—
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RYSUNEK 5.4
Cztery sposoby wlaczenia wierzcholka 5

15.2.2. Heurystyki k-optymalne

Spusdb picrwszy Sposob drugi

dea dziatania kolejngj metody (czy tez grupy metod), czyli heurystyki k-opty-
malnej, polega na poprawianiu juz istniejacego kompletnego rozwigzania (a nie
czefciowego, jak to mialo miejsce w przypadku algorytmu wiaczania). Dokladniej,
sprawdza sig, czy wymiana & krawedzi na inne, niewystepujace w danym roz-
- wigzaniy, preyniesie poprawe rozwigzania, lezeli fak, lo wybierana jest zamiana
pnwodujqcn najwicksze zmniejszenie odleglodci. lezeli nie, oznacza to, 2e zostalo
malezione najlepsze rozwigzanie.

Za k podstawia sig najezedcie] 2 albo 3 — pray wigkszych wartofeiach poziom
komplikacji poszczegdinych Krokdw (i wynikajacy z niego wzrost czasu dzialania
metody) nie jest juz w zasadzie rekompensowany zwigkszeniem dokladno$ci roz-
wigzania. Stad czasem méwi si¢ konkretnie o heurystyce 2-optymalnej i 3-opty-
“malnej.

Heurystyke k-optymalng mozna zapisaé tak, jak przedstawiono w algoryt-
mic 15.2.

Sposob lrzeci

Algorytm 152, Heurystyka k-optymalna

Krok 1. Wyznacz dowolng metody pierwsze rozwigzanic,

Krok 2. Dia kazdych & krawedzi, z kidrych zadne dwie nie sgsinduja ze soba,
sprawd? czy ich wymiana na inne k krawedzi, przy zachowaniu spéjnosci
cykly, moze spowodowad jego skrocenie. Jeieli nie — stop. Znalezione
rozwiyzanie uznajemy za ostateczne. fezeli tak, przejdZ do kroku 3.
Krok 3. Wybierz wymiang gwarantujgcq najwicksze zmuniejszenie dlugodci cyklu
i wréd do kroku 2,

Tak jak to jest wspomniane w kroku 2, nie kazda wymiana jest dopuszczalna,
‘W szczegdlnodci w przypadku heurystyki 2-optymalnej jest mozliwa tylko jedna
‘wymiana dla zadania komiwojazera z symetryczng macierzg odleglodei (kierunek
rzemieszezania sie z miasta do miasta nie ma wowczas znaczenia) i dwie mozliwe
vymiany dla zadania z niesymetryczna macierza odleglodci. Sytuacie te sa
przedstawione na rysunkach 15.6 1 15.7. Linie przerywane oznaczajy przykladowe
krawedzie wymieniane i te, kiére mogg sie pojawi¢ w ich miejsce. W przypadku
iesymetrycznej macierzy odleglosci nalezy zwrocié uwage na zmiane orientacji
czgdei starego cyklu.
T W przypadku heurystyki 3-optymalnej pojawia sie juz 7 moziiwosci dia zadania
% symetryczng macierza odleglodei (i dwukrotnie wiceej dla zadania z macierzg
niesymetryczng). Wraz ze wzrostem k liczba potencjalnych wymian bardzo szybko
Zrasta.

Stosowanie heurystyki b~optymalnej (dla dowolnego &) ma sens jedynie wiedy,
gdy w problemie wystepuje co najmniej 2k wierzcholkdw (w przeciwnym razie nie
Jest mozliwe znalezienie & rozlacznych lukdéw do wymiany).

RYSUNEK 5.5
Naglepszy cykl wyznaczony metods wigcezania
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RYSUNEK 15.6
Zamiana krawedzi w bhearystyce

2-optymalnej — symetryczna nucierz odleglosei
/ S

Huetrystyki Tokalnyel poszakiwir

341
i Przvkiap 15.2 (ed. 15.1) ¢ ,
. o Rozwiazal rozpatrywany problem za pomocy hewrystyki 2-optymalnej
N / ,’ @107
\\ _'_—“_——""-—4-»_

“ A e T
1 e
§
'
§
¥

Zaldamy, 2e wyjsciowy cykl ma postad (I, 2, 3, 4, 5). Jego diugosé wynosi:
L=epat Cayt Cag+ Cys ok O3 = 3 +6+54+ 354 6=83. Wymmnm moze wlec pigt
par fukow: (1, 2313, ). (1, 2) i €4, 50, (2, 3) i (4. 5), (2, 3)i (5. Halbo 3. 4y i1 (5, 1.

Rozpatrzmy :mipicrw wymiang poary lukow (1, 2) i (3. 4). W jej wyniku powstad

L . moga dwa cykle: (1, 3, 2, 4, 5)i (1, 5,4, 2, 3). Sytuacje te ilustruje rysunek 15.8.
cykl (1, 3, 2, 4, 5) ma diugodé: L=+ 0+ Cag+ Cys+ 05, =20+ 11 + 304+ 35 4
- i = :“ i

RYSUNEK 15.7
Zamiana krawedzi w heurystyce

+ 6= 114. Z kolet dlugodé przeciwnie do niego zorientowanego cyklu (1, 3, 4, 2, 3}
-optymalnej — niesymetryezna macierz odlegtosci

jest rowna L=¢is+ 0+ Ca+enteg=3+17+8+6+22=506

RYSUNEK [5.8
Wryminna halcdw (1

,2Yi (3, 4)
/

“1'-"-——._.,.____“,
4 -
/,/ ,”
L) rd J’
P o
........-f.————-—> - -
~ - .
. F3 e
, \\ -
~
3 b
1 4
1)
1
)
1
]

Nu zakofczenie tego podrozdziatu zilustrujemy dzintanie heurystyki
nej przykladem obliczeniowym.

2-opty

Przejdimy teraz do wymiany pary lukéw (1,
monzl dwa cykle: {1, 4

2} 1 {4, 5). W jej wyniku powstad
3,2,35)1 (4, 5, 2,3, 4). Sytuacje tg tlustruje rysunek (5.9,
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RYSUNEK 15.4

Wymiana luldw (1, 2) i (4, 5) 15.3. Algorytmy mréwkowe

15.3.1. Ogélnie
o algorytmach mréwkowych

Alporytmy mréwkowe nalezg do metod okreS§lanych wspdlnym mianem mcetod
glucznej inteligencji. Bierze sig 1o 2 faku, ze nadladujy one dziatanie istot zywych.
- W tym konkretnie przypadku mamy do czynienia z tzw. inteligencja roju. Jest
o pojecie okredlajace zachowanie roju owadéw spolecznych (lakich jak wlasnie
meéwki), Chociaz owad jako jednostka w zaden sposdb nie moZe byé nazwany
itotg inteligentna, to réj takich stworzei potrafi wykonywaé z pozylywnym
skutkiem zlozone przedsigwziecia (zbieranie pozywienia, budowa kopcedw i mro-
wisk itp.).

W przypadku mréwek badaczy zainspirowal sposdh komunikacji: z jednej
strony prymitywny {(a wigc prosty do zaprogramowania), z drugiej za$ na tyle
skuteczny, ze umozliwia kolonii mrowek szybko eptymalizowaé szlaki komunika-
cyjne migdzy mrowiskiemy a Zrodlem pozywienia.

- Ow mechanizm komunikacji opiera si¢ na tzw. szlaku feromonowym. Kazda
mrowka idac pozosiawia za sobg substancie zwang feromonem, na ktdrej zapach
reaguja inne mrowki. Poniewaz {eromon stopniowo paruje, jest tym lepicj wy-
czuwalny, im pdiniej zostal pozostawiony. Jednak z drugiej strony, jeieli jakas
mrowka przeszla swoja droge wigeej razy (bo zajelo jej lo mnigj czasu niz
pozostalym owadom), pozostawita feromon kilkakrotnie, przez co jest on lepiej
wyczuwalny. NajdwieZsze i najliczniej powtdrzone szlaki {eromonowe pozostawia-
¢ ja mréwki, ktorym udalo sig znaledé najkidtszy droge. Poniewa? owady starajg sig
“wybieraé trasy z najwigkszym stgzeniem owej substancji, to ostatecznie caly roj
. zmierza po poZywienie jedny, najkrdtszg (lub raczej prawie najkrolsza) droga.
Cykl (1, 4. 3, 2, 5) ma dlugodt: L=cy+ ci+ Coz+ Cos+ €51 =37+ 5+ 11 +28 - Sztuczne mréwki to proste obiekty dzialajace na podobnej zasadzie jak ich
+ 6= 87. Z kolei dlugosc przeciwnie do niego zorientowancgo cyklu (1, 5,2,3 naturalne odpowiedniki. Zostaly jednak nieco udoskonalone, zeby nie powielaé
Jest rowna: L=cys+ C5a + Cy b €4+ €y =3+ 27+ 6+ 5+ 27 = 68, :wad wystepujacych w naturze.

_VV podobny spos6b przeanalizowad nalezy wymiang trzech pozostalych p Po pierwsze, szluczne mrowki dzialaja najczeseiej w turach, tzn. Ze niezaleznie

lukéw i powstale w ich wyniku szeéé cyldi. ‘ - od czasu przebycia trasy ,.czekajn” na swoje towarzyszki i dopiero na poczatku
Po sprawdzeniv wszystkich moiliwych wariamtéw okazuje sig, Zze wymi -kolejnej tury wyruszajg dalej.

lukdw moze si)owfvo?iowué skrocenie cyklu. Ponadto, najkrotszym cyklem spos ' Po drugie, nic kieruja sie jedynie ilodcia feromonu na trasie, lecz takie jej

wszystkich dziesieciv mogacych potencjalnie powstad jest utworzony z wymi: - lokalnymi wlasciwosciami. Postugujac sie luZng analogia do natury, mozna to sobic

lukéw (1, 2) 1 (3, 4} cykl (1, 5, 4, 2, 3). On wigc bedzic wyjéciowym cykl . wyobrazié w ten sposdb, ze mréwka nie patrzy wylnezaie na steZenie substancii

w kolejnej iteracji. ) . - zapachowej, ale réwniez na uksztahowanic terenu. Jezeli czeka ja strome podejicie,
Ponowne sprawdzenie wszystkich mozliwych warlantdw wymiany luko to -— nawet gdy jest suto skropione feromonem — jest duza szansa, ze zdecyduje

pozwala stwierdzic, zc dalsze skrdcenie cyklu nie jest mozliwe. Tak wiec ¢y sic obej§é wzniesienie dookola.

{1, 5. 4, 2, 3) o dlugodci 56 jest poszukiwanym rozwiszanien. Po trzecie wreszeie, sztuczne mrowki nie wybierajg najlepsze]” trasy {a wige

e} o najwickszym sigzeniu feromonu), lecz losujg dalszy kierunek marsza spodréd

1
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owoduje skrocenie listy mozliwych wyboréw o luki kosiczace sie w tym sat-ny??
vierzeholku (tworzy sie w ten sposob Ii‘stc_mbu). _W praktyci:, 7e wzg!q:c.l‘u m !10:[:
anych do zapamigtunia, st t‘db!.'t nie _jc.'»‘[, zbrorlem‘ Euko.w. (od;)f)\fu;‘cild_]qc?f{n
olejnym ruchom mrdwki), lecz wlcs'z‘chfﬁkow..Uzth’e Lili{l(f_j postact "1;siy M,m
v piczym nie przeszkadza, gdyz wyelmmm\.»\.fm?te Eukc_;w konczu_c;-yci? sig w wy-
ranym wierzchotku jest rownowaine z W}’EEEETH!H?\’\:’:&HEC!?? tego wmr/_cim!lu’a.
Niech f oznacza numer akivalnie wykonywanej iteracji. Pl:za\,vdopodob;cnstwo
wyboru przez mréwke kolejnego fuku jest wyznaczane zgodnie ze wzorem:

wszystkich mozliwych. Niedopuszezalne sy tytko ruchy, kidre powadg
cofanic sie. Sy one zapisywane na tzw. lidcie fabu. Prawdopodobienstwy, W
kaidego kierunku sy proporcjonaine do jego oceny (kidra, preypomnijmy,
nie tylko od stezenia leromonu).

Ogdlng postaé algorytmy mrowkowego przedstawia algorytm 15.3,

Algorytm 15.3. Algorytm mrowlkowy

Krok 1. Ustal maksymalng liczbe iteracji 1, i liczbe mréowek kax- Wykons

kolejne kroki dla 1 réwnego od 1 do e A = (1) -, dwml,..n j=1, ., 0 Q%] (15.1)
Krok 2. Dla kazdej mrowki zbuduj rozwigzanie, wybierajac jego kolejny g P E‘”H(F)

zgodnie z odpowiednio abliczonym prawdopodobiefistwemn, : fedy
Krok 3. Uaktualnij wartoéci feromonu dla poszczegllnych skladowych zg przy czym:

z uzyskanymi w poprzednim kroku rozwigzaniami i przyjetym sche

2, 1
[z ()
parowania feromaonu. S O

2 ey
te Wb

sy elementami tzw. tablicy decyzyjnej mrdwek, oc.innwizmej w kazdej iterz‘icj‘i,
gdzie k oznacza numer mrowki, () — ilo§é :?Euciu .ief'omon.owe_go x.m tuku (i, ),
iy — wartoéd lokalnej funkeji krytermm‘(na;c:zesc:e_; Przyjmu;cj sfqz':f,j,-- clf/z.-,-{‘)’j
NF — zbiér sasiadow wierzcholka i, do ktor}'rc!a {\':1{.1 mrowka moze JC.SZCZ'C O}S:L
(odpowiednie krawedzie nie znajduja sie na jej lidcie t;}bu). B Cl.'lllj to p:}mmc_tly
kontrolujace dzialanie algorytmu. Odpowiednie dobranie wartoéci tyc-h osmlmc.h
jest kluczem do sukcesu: zbyt duza warto$é o« bedzie pOWOdl?\V&lC.Wp{l([umc
w lokaine optima, a zbyt duza warto$¢ f utrate danych o I‘(?ZW]Zi:Lm]HlCh uzys-
kiwanych w poprzednich iteracjach t w konsekwencji zuchowanic mréwek zblizone
do bludzenia losowego. _ ‘ -
Poczatkowsy ilod¢ feromonu na poszezegdinych trasach okresla sie arbitralnie.
Iej przyrost w iteracji ¢ oblicza sig zgodnie ze wzorem:

a0 = =1 o.an =1, ., 0 %) (15.2)

Ten podstawowy schemat doczekal st¢ wielu modyfikacji i rozszerze
stosowanych do réznych typéw zagadniei, na ktdrych opisanic nie ma tutaj nie
miejsca. Warto jednak wspomnied o jednej z nich. Polega ona na wprowady
tzw. mréwek elitarnych. W tej wersji nujlepsze rozwiszanie uzyskane w.da
iteracji (albo we wszystkich iteracjach do obecnej wlacznie) jest dodatkaw
wzmacniane {czyli na odpowiadajacym mu szlaku pozostawiana jest wickszy
feromonu). Mozliwe jest réwniez wprowadzeniec mréwek clitarnych z rang
dzigki czemu mozna premiowaé nie jedno, lecz kilka najlepszych rozwigzan

Dobdr wszystkich parametrow algorytmu odbywa sie zwykle metody
i bleddw na pewnym zbiorze testowych zadan, dla kiérych sy znane roZWig7,
dokiadne. Proces optymalizacji wartogci parametréw jest nazywany kalibragj
algorytmu,

Algorytmy mréwkowe nadajg sie najlepiej do rozwigzywania zagadnief
tymalizacji kombinatoryczne;. Klasycznym przykladem zastosowania algory
mrowkowego jest problem komiwojuzera, Diatego dalszy ciyg tego podrozdz
poswiccony bedzie bardziej szezegblowemu omdwieniv algorytmu mréwkow
dia tego wiladnie zagadnienia, :

o - &
- {6, [re T,
X & -
Ayt = (I)d(?' N ¢ T i=1,n, j=1, .0 i%), (153
; y WL S E '

gdzie: _

g —  parnmetr algorytmu, )
™ — cykl znaleziony przez mrdowke & w iteraci 1,
LN — diugodé iteracii 1.

i
15.3.2. Algorytm mréwkowy

- dla zagadnienia komiwojazera

Zaldimy, ze dany jest problem komiwojazera z 1 wierzcholkanyi. Dana jest mac Przyrost feromonu dla trasy oblicza sie zgodnie ze wzorem:
odieglodci, przy czym dia kazdego luku (i, /) dhigosé tuky {odleglosd€) c;

dodatnia, :

Kazda mrowka rozpoczyna tworzenie nowego rozwigzania od pewnego, ustul

nege miasta, a nastgpnie wybiera losowo n lukéw, Dolyczenie kolejnego ik

n

it 1) = (1= p)ry(n) + ZAKG), as.4)

gdzie p = (0, 1) jest wspolezynnikiem parowania feromonu.
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FABLICA 155

Dobor dwach ostatnich parametréow ma rdwnicz istolny wplyw na dziatania Wartodci lokalnej oceny hukéw
_ Yartosei lokalnej oceny lukd

algorytmu, Zbyt duza wartodé p wywoluje podobne skutki jak w Przypadks

parametru fi, czyli utrate informacii o poprzednich rozwiazanizch i w kOflSekwan'c‘]i i 2 3 4 5
rachowanie mrowek zbitzone do bladzenia losowego. Z kolei zbyt duza wartodé
g ewigksza prawdopodobiefistwo wpadnigeia w lokalne optimum. el i — K03 5 004 | 003 [ 033
Za ostateczne rozwigzanic uznaje sie najlepsze sposrod uzyskanych przey,
wszysikic mrowki we wszystkich iteracjach, 2 (0m ] — 047 ] 003004
Dzialunie poszezegélnych (rugmemtow algorytmu zostalo zilustrowane 4
przykladzic 15.3. 3 ja0sio0e | — |02 |ood
{ Provieap 15.3 (cd. 15.1)1 40010031020 — ] 0.03
Zatoézmy. Ze do rozwigzania zadania uzyto dwéch mréwek. Niech o= 0,7, § :{}," 5 101710041003 ]006| —
p=0,1 g=20. Przyjmijmy ponadio, Ze po kilku iteracjach ilofci feromo

1, przypisane poszczegblnym fukom maja takie wartodel, jak w tablicy 15.4.

TABLICA 15.4 Ostateczna postad tablicy decyzyjnej zostala przedstawiona w tablicy 15.6.

Przykiadowe ilogci feremonu

[ 3 3 P s TABLICA 156
Tablica decyzyjna mrdéwek

1 — 1047 [ 007 | 0,05 ] 044 1 2 3 4 5
2 0,46 - 3701433 1 0,07 1 — 0,29 | 0,08 | 0,06 | 0,57
3 0,76 | 1,57 - 1,13 1 0,30 2 0,13 —_ 0,74 1 0. 0,04
4 L8 | 2,28 | 2,84 — 0,06 3 0,18 1 0,36 o 8,37 |1 0,00
5 0,66 | 0,28 { 0,31 ] 0,76 — 4 005 | 040 ] 0,53 —_— 0,02

B 5 040 { 0,14 { 0,14 | 0,32 —

Zalozmy wreszeie, 2e najkrdtszy dotychezas znaleziony cykl to (1, 5,2, 3,4

o dlugolct 68. Zostanie teraz wykonana kolejna iteracja algorytmu,

Zalézmy, 7Ze obie mrowki rozpoczynaja budowe cykiu od wierzcholka 1.
Prawdopodobiefistwa wybora kolejinych wierzeholtkéw bedziemy obliczaé, korzys-
tajac ze wzoru (15.1).

Zacznijmy od pierwszej mrowki. Jej lista tabu sklada si¢ tytko z wierzcholka 1.
Prawdopodobiedstwa wylosowania kolejnych wierzcholkdéw réwne si

Po wyznaczeniu odwrotnodet odleglosci wartodci lokalnej oceny poszczegdl
nych tukow i, si réwne liczhom z tablicy 15.5, Przykladowo, dia tuku (1, 2) mamy
2= 1/31=0,03, a dla huku (4, 2): s = 1/8 = 0,13, |

Wartosci poszezegdlnych clementow tablicy decyzyjnej mréwek obliczam
zgodnie ze wzorem {15.2), przykiadowo:

(0,47)0.7(0,03)0.3
12 = =
T OATIN0,03% + (0.07)7(0.04% + (6,0577(0,03) + (0.44)07(0,33)"

0,29

= = 0,29,
0,29 + 0,08 + 0,06 + 0,57

0,2 P
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0,08 §
pra = 0.08 ~ 0,08, pi= 55T e = 08,
7029 + 0,08 + 0,06 + 0.57 0.29 + 0,08 + 0,06 + 0,57
0,06
Pu= oo = 0,06, U= G354 0,08 + 0.06 7 057 000
70,29 + 0,08 + 0,06 + 0,57 0.29 + 0,08 + 0,06 + 0.° ‘
0,57
Pis = =l =0.57. P15= 5555 0,08 + 0.06 7 057 01
570,29 + 0,08 + 0,06 + 0,57 0,29 + 0,08 + 0,06 + 0,

Zatozmy, ze w wyniku losowania zostal wybrany wie:'zcl.mlek 2.' Tak w
pierwszym wybranym tukiem jest fuk (1, 2), a lista tabu powack:s?.fl sig o wier
cholek 2. W kolejnym kroku nalezy wyznaczy¢ pruwdopod.oblen:tha wybg
wierzeholkow 3, 41 3 (lym ruzem wierzcholkiem poczatkowym jest wierzcholek 2

Zalézmy, Ze w wyniku losowania zostal wybrany wierzcholek 5. Tak wigc
pierwszym wybranym tukiem jest fuk {I. 3), a lista tabu powigksza sig o wierz-
cholek 3. W kolejnym kroku nalezy wyznaczyé prawdopodobiefstwn wyboru
wierzcholkéw 2, 3 14 (tym razem wierzcholkiem poczatkowym jest wierzcholek 3):

0.74 0,14
_ : _ = =023,
Ps=5Ta 00 w004 oh P27 0,14+ 0,14 + 032
0,1 0,14
_ , - = =0,23,
Pu=gras o 004 PR 0,14+ 0,14+ 0,32
2
.00 oS, 0.32 =0.54.
1.7'15 = )
BT0,74+ 0,1+ 0,04

P = T L 014+ 0.32

Zalozmy, ze w wyniku losowania wybrany zostal wiem;holek 3'. Koiejln
wybranym lukiem jest wiec luk (2, 3} a tista tabu powwks'%a‘sm 0 WIerZ
cholek 3. W kolejnym kroku naleizy wyznaczyc prawdopodobiefistwa wyb:
wierzchollkéw 4 i 5 {wierzcholkiem poczatkowym jest wierzcholek 3):

Zalézmy, ze w wyniku losowania wybrany zostal wierzcholek 4. Kolejnym
wybrunym Iukiem jest wiec luk (5, 4), o lista tabu powigksza si¢ o wierz-
cholek 4. W kolejnym kroku nalezy wyznuczyé prawdopodobiefstwa wybory
wierzcholtkéw 2 1 3 (wierzcholkiem poczatkowym jest wierzcholek 4):

0,37 0.40
L - 0,80, = 0,43,
P34 = 637 5 0,0 Pe= 540+ 053
0,09 0,53
e 0,20, _ 0.57.
P3s =537 1 0,09 Pas

T040+053

Przyjmijmy, ze tym razem wylosowany zostal wiejrzchol'ck 4. Kolejnym hfku':‘
w cykln jest wige luk (3, 4), a lista tabu powigksza sig 0 wxerzchplek 4. l?omc\\«
poza lista tabu pozosial jeszeze tylko wierzcholek 5,. zost:mn-c on ha pe !
dolaczony do wierzchotka 4, o co za tym idzie cykl poxjm;kszy si¢ dw:& ostatn
tuki: (4, 5) 1 (5, 1). Cykl wyznaczony przez pierwszi mréwke przyjmie wige post
(1, 2, 3, 4, 5), a jego dlugos¢ rowna jest 83. Najlepszym cyklem pozos
wyznaczony uprzednio cykl o dlugosct 68. ' -

Przejdimy teraz do drugiej mrowki. Jej lista tabu s;bkkuda s;e’tyikcz Z wwr?.:(, C
ka 1. Prawdopodobiefistwa wylosowania kolejnych wierzcholkéw rowne si

0,29

P2 =555F 0,08 + 0,06 + 0,57

i

Przyjmijmy, Ze tym razem wylosowany zostal wierzcholek 2. Kolejpym hikiem
w cyklu jest wiec luk (4, 23, a lista tabu powicksza sig 0 wierzcholek 2. Poniewaz
poza listy tabu pozostal jeszeze tylko wierzcholek 3, zostanie on na pewno
dolyczony do wierzcholka 2, a co za tym idzie cyk! powigkszy sig o dwa ostatnie
haki: (2, 33 & (3, 1). Cykl wyznaczony przez druga mréwke przyjmie wige postad
(1, 5, 4, 2, 3), a jego dlugodé rodwna jest 36, Nowy cykl jest lepszy od
dotychezasowego, zostuje wige zapamigtany joko najlepszy.

Po wyznaczeniu rozwinzaf przez wszystkie mrdéwki nastepuje modyfikacia
Hodei feromonu na poszezegdlnych lukach na podstawie wzordw (15.3) i (15.4).
Dla wszystkich lukéw nalezgeych do cyklu wyznaczonego przez mréwke plerwszy
przyrost ifodci feromonu jest réwny:

=0,29,




AT

150 Metdy Beurystycane Alporytmy penetyemne 351

A0 oo
L E R

15.4. Algorytmy genetyczne

Dla kazdego luku nalezycego do cyklu wyznuczonego przez mrowke drug
wynosi natomiast:

, 20
Af =5z =0.36.

15.4.1. Wprowadzenie

Algorytmy genetyczne stanowiy) probe wykorzystania mechanizméw  znanych
z leorii ewolucji Zywych organizméw oraz 2z nauki o genetyce do poszukiwania
optymalnych rozwiazan sztucznych, stworzonych przez czlowicka probleméw. Tak
jak wérod dwdch przedstawicieli tego samego gatunku Zywych organizméw jeden
jest silnigjszy, a drugi slabszy, tak samo moiemy wskazaé lepsze i gorsze
rozwingzania postawionego problemu decyzyjnego. Jezeli wiec rozpatrzymy pewien
zhior rozwinzad (niekoniecznie wszystkich mozliwych), to mozemy go pordwnad
do populacji organizmow. Przypisuige poszezegdinym rozwigzaniom-osobnikom
ich indywidualne oceny przystosowania do postawionych warunkdw (warlodci
funkcji przystosowania), mozemy symulowaé procesy ewolucyjne, reprodukujac
w kolejnych ,pokoleniach™ lepsze spo§réd rozwigzan, eliminujac natomiast te,
kdre slabo spelniajn zadane Kryteria.

W naturze ¢ ogdlnym przystosowaniu dancgo organizmu decyduje zespél cech,
kiére moga poszczegdlne osobniki do siebie upodabniné, lub réznié, Analogicznie,
w teorii algorytméw genetycznych zaklada sie, ze rozwigzanie problemu decyzyi-
nego nie jest nierozdzielng calodcia, lecz sumy pewnych elementéw skladowych
(idei czgstkowych). Pozwala to na wzbogacenie ewolucyjnej reguly ,silniejszy
wygrywa” o analogi¢ do procesu reprodukcji kodu genetycznego, a konkrelnie
o mozliwos¢ zestawiania ze sobg (na wzér kizyzowania) idei czastkowych pocho-
dzacych z réinych rozwigzan i otrzymywania w len sposéb innowacyjnych
rozwigzari rozpatrywanego problemu. Od strony technicznej wymaga to przyjecia
sposobu przeksztalcania konkretnego rozwigzania w jednoznacznie je identyfikujg-
¢y cing kodowy (odpowiednik kodu genetycznego). Tak zdefiniowane ciagi kodo-
we mozna poddawaé przetwarzaniu, np. krzyzowaé parami czy poddawaé muiacit,
olrzymujac tg droga ciagi kodowe reprezentujgee nowe rozwiazania,

Luk (1, 3) nie nalezy do Zadnego z cykli, w zwigzku z tym przypisana mu now
wartodd feromonu zmniejsza sie w wyniku odparowania:

T3 = (1 - 0,1} - 0,07 = 0,06,

Luk (1, 2) nalezy wylgeznie do cykiu zbudowanego przez mréwke pierwszg
wige przypisana mu ilos¢ feromonu zmniejszy sig w wyniku odparowania, ale te
zwickszy o 0,24:
To=(1-0,1}-0,47 + 0,24 = 0,66.

Podobnie, na zmiang ilodci feromonu przypisanego lukowi {1, 5) wplyw bedzi
miwl tylko przyrost preypisany mrdwcee drugicj:
Tys= (= 0,1)- 0,44 + 0,36 =0,75.

Luk (2, 3) wystepuje w obu cyklach, wiec przypisana mu ilo$é feromon
zwickszy sig w dwodjnasob:
Ta3 = (E - 0,1) b 2971 + 0,24 + 0,36 = 3,04.

Wszystkie wyznaczone nowe iloSci feromons zostaly umicszczone w tab
licy 15.7. '

TABLICA 157
Nowe ilodci feromonu

1 2 3 4 5 Formalnie, cigg skiadajacy sig z # znakow, z kidrych kazdy moie wystgpowad

w jednej z m odmian, mozna przedstawic:

1 — | 0.66 1 0,06 | 0,05 1075 yy s, Qay oy Gy, 4y, Bdzie @, € (), Wo, .o, W, L

2 |o4i | — |304 1030006 Jezeli przyjmiemy, Zze kazda kombinacja znakéw (kazdy ciag) jednoznacznie
definiuje nicco innc rozwigzunie postawionego problemu, to n-znakowy ciag

3 | vos 1y | - 1126|027 opisany na m-clementowym alfabecie daje mozliwodé wyrdznienia m" réznych
rozwigzan, Stosujgc analogie genetyczna, cing kodowy reprezentujacy pewne

4 o016 241 |2561 — | 029 rozwigzanie bywa nazywany genotypem lub chromosomem (w typowych im-
plementacjach algorytmu genotyp sklada sie 2z jednego chromosomu, a wiec

5 |os3lozs lozs!i0d4 | — okredlenia te mogg by¢ stosowans zamiennie).

Schiemat dzialania typowego algorytmu genetycznego jest 111151@{5uja;cy:

I
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Krok 1. Wyznaez (losowo) N-clementowsg populacie rozwinzad rozpatrywaneg;
Krok 2. Wyznacz dia kazdego z rozwigzan w populacji wartodd funkeji prz;

Krok 3. Czy spelniony jest waranek zatrzymania algorytmu? Jedli wk, idZ do keg

N
Krok 4. Wylosuj sklad 5 par rozwinzait  {tzw. pule rodzicie!skq),_p_rz_y

Algorytm 15.4. Algerytim genetyczny Krok 5. Utwdrz nowe N-elementowe pokolenic rozwinzad, przetwarzajuc pule
rodzicielska, wykorzystufic w tym celu operatory genetyczne (krzyzo-
wanie, mutagja).

Krok 6. IdZ do kroku 2.

Krok 7. Wybierz najlepsze rozwinzanie z biczycej populacii,

Krok 8. Koniec.

problemu,

stosowanii.

ku 7, jeshi nie, idZ do kroku 4.
15.4.2. Techniczne aspekty funkcjonowania
o algorytmu genetycznego

mujie, ze prawdopodobiefistwo znalezienia sig w puli jest rosnace wzgl gory & &y B
dem wartosci funkeji przystosowania. Wielokrotne wystcpowanie'_tég

g ) ' " ) g W wigkszodci implementacji algorytmdw genetyczaych kod, w ktérym zapisywane
samego rozwigzanin w puli (& nawel w jednej purze} jest dopuszezaln

sq rozwiazania rozpatrywanego preblemu optymalizacyinego, ma postaé binarni.
Oznacza to, Ze kaidy znak ciagu mozZe przyjmowaé jedng z dwdch wartodci; 0
lub 1. Pozwala to m.in. na proste odwzorowywanie wartodci liczbowych, gdyz
mozna wykorzystad w tym celu zapis dwojkowy.,

Przykladowo, ciag binurny o postaci:

RYSUNEK 15,10
Schemat blokowy algorytmu genetycznego

START

Y
Inicjalizagjn — wybdr poczytkowej

J101110

moze reprezentowad  liczbe o wartodcl 46 (0-2°+ 1294+ 0-27 41274
w1275 0-20,

Ogolnie, za pomocy n-znakowego ciggu binarnego mozna zapisaé liczby cal-
kowite z przedzialu {0, 2" — 1],

Callkowitoliczbowos¢ wynikajaca z zapisu dwdjkowego nie musi bezpodrednio
przekladaé si¢ na calkowitoliczbowo$§¢ wartodel zmiennych decyzyinych zadania.
Bez trudu mozna zastosowal przeksztalcenic oslabiajace warunek calkowitolice-
bowodci do warunku dyskretyzacji zmiennych, Jezeli szukamy wartoéci zmienncj

poplilaci: clironosomdw

i Y

Ocenn przystosowania
chromosomow w populacii

NIE ot TAK r w przedziale a, &), o wystarczy przyjad, ze ciag skladajucy si¢ z samych zer
Zutrzyminin adpowiada wartodel «, o ciag samych jedynek odpowiada wartodei b, Dokladnoéé
v Ty odwzorowania wartodei z zadanego przedzialu zaleZy od liczby znakéw w ciagu.
Selekcin Wyprowndzanie Przykladowo, rozpatrzmy mozliwoéé odwzorowania wartodei x € [-2, 5], Zy-
chromosaméw Whijlepszego” - damy dokladnodci opisu zmiennej x do trzeciego miejsca po przecinku (w zapisic
chromosonu dziesigtnym). Oznacza o konicczno$é przyjecia zapisu kodowego, ktéry uwzgled-
Znswsmwm:z p— ! niniby‘co nz}jmniej (5 - (=2)) - 1P+ =“.70‘O’i :'éiuyc’h standw. Zapis dwdjkowy
senelycznych - skladajocy sie z 1 znakdw pozwala wyrdznié¢ 27 stanéw:
Y 2" =4 096,

h 4 STOP
Utworzenie

nowej populacji

]

Zr 6.d 1o D, Rutkowska, M, Piliniski, L. Rutkowski, 1999, s, 137].

2% =8 192,

Oznacza to, ze aby przedstawié liczbe z zakresu [-2, 5] z dokiadnoscin do g
potrzebne jest przyjecie zapisu kodowego o dlugodcei nie mniejszej niz 13 znakow,
Uogélniajuc, liczbn znakéw zapisu dwéjkowego pourzebna do odzwierciedlenia
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Wl_cdy warto$é oczekiwana liczby kopii i-lego rozwigzania w puli rodzicielskicj
Wynosi:

wartodci zmicnnej nalezace] do przedzialu {a, b), 2 dokladnodeiy do & miegjsc
przecinku, jest rowna najmniejsze liczbie n spelninjacej warunek:

W = (b —a) e 1O ‘ S

2 I = UJ a) Q" (}55) ﬁi:"[]iN:Tz_f" (]53)
Znajac n-znakowy cigg Z, wartodé odpowiadajycej mu zmiennej x OtEZYmuj j;‘fj

my, korzystajac z nastepujacego wzoru: e N

\_$(1+££:_C__(Z'}(!)—tl) (s gdzie S jest drednig arytmetyczna wartodc funkcji przystosowania w biezycej
. - (15.6) © populacji.

gdzie dec(Z) jest wartoScia dziesigtng liczby opisang] podunym ciggiem dwaj:
kowym Z. :
W powyZszym przypadku cigg 0110100111010 reprezentuje liczbe:

Latwo zauwaiyC, ze ciagi kodowe reprezentujuce rozwinzania lepsze niz
grednia beda (przecictnie) zwigkszaly swoj udzial w populacji (wartoéé oczekiwana
liczby ich kopii bedzie wicksza niz 1) kosztem ciagéw kodowych odpowiadajgeyeh
rozwiazaniom slabszym niz przecigtna w populacji. Jest to zaleznosé korzystna
z punktn widzenia procesu ewoluowania rozwiszai w kolejnych pokoleniach.

Typowymi operacjami, ktére sq wykonywane na populacji rodzicielskiej w celu
utworzenia nowego pokolenia, sy krzyZowanie oraz mutacja.

KrzyZowanie polega na zamianie miedzy pary rozwigzai fragmentdw ich
ciggéw kodowych. Podstawowym typem krzyzowania jest krzyiowanie jedno-
punktowe. Polega ono na ,rozcigciu” obu krzyZowanych ciggow kodowych
w losowo wybrinym migjscu (tym samym dla obu ciggdw) i zamianie odcigtych
fragmentdw miigdzy ciggami.

Przyktadowe, dwa ciggi:

:.%3_9_)“6“ {(5-(~2)n

STy 0894,

XN=—2

Jeieli do opisania rozwigzania zadania potrzeba wigcej niz jednej zmiennej
ciqg kodowy bedzie skiadal si¢ 2 podeingéw okreflajacych wartodel poszezegd
nych zmiennych. Pierwsze 1, znakéw w ciggu bedzie odpowiadalo zmiennej
kolejne 1, znakdw zmicnnej x, itd,

Kryterium gceny rozwiazai jest w algorytmic genetycznym wyrazane pi
funkcje preystosowania. Rozpatrzmy funkcje f, ktéra: ‘
13 jest nieujemna dla kazdego rozwigzania dopuszezalnego,
2} jest rosngca woniarg poprawy rozwigzan. "Rodzic! 1100101
Rodzic 2

Niech f; oznacza warto$¢ funkeji przystosowania i-tego rozwigzania, gd
=1, 2, ., N, przy czym N oznacza liczebnodé populacji rozwigzan 1'ozpatry:_
nych lgcznic w pojedynczej iteraci algorylmu. W najbardziej typowej implem:
tacji algorytmu genetycznego sklad puli rodzicielskiej jest generowany przy uzy
tzw. metody ruletki. Obsadzenie N miejsc w puli rodzicielskicj mozna zilustrow:
jiko N-krotny wybdr ciagu kodowego za pomocy kola ruletki, na ktérym kazde
ciggowi z populacii jest przyporzadkowany wycinek o wielkodci proporcjonalnej
wartosci Funkeji praystosowania danego rozwiazania. Jezeli prawdopodobierst
zajecia pojedynczego miejsca w puli rodzicielskiej przez dany ciag jest propor
nalne do wartodei funkeji przystosowania oraz kazde miejsce w puli musi zostac
obsadzone, (o prawdopodobieistwo, ze i-ty cigg kodowy zostanie w pojedyncz
losowaniu wytypowany do zajecia miejsca w puli rodzicielskiej jest rowne;

roecicte miedzy trzecim a czwoartym znakiem | skrzyzowane dadza nastepujace
wpolomstwo™;

Dziecko 1

- Pziecko 2
o . , .

Mutacja jest operacja losowej zmiany wartodcl wybranego znakpy w ciagu
. kodowym. W przypadku kodu binarnego oznacza to zmiang na losowo wybranej
pozycji z 0 na 1 lub odwrotnie, '

W wickszodci implementacji algorytméw genetycznych przyjmuje sig, zZe
Zfiréwno krzyzowanie, jak i mutacja nie wystepuje w 100% przypadkéw. Okreéla
ste prawdopodobienstwo krzyZzowania p, oraz prawdopodobieristwo mutacji p,,.
O ile jednak prawdopodobiedistwo krzyzowania zazwycza] przyjmowane jest na
dod¢ wysokim poziomie (p, > 0,5), o tyle sugeruje sig, aby mutacja byla procesem
zachodzacym rzadko (p,, < 0,1),

pi=i. (15

24
=1
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Utworzone ciggl potomne stajg sie nows, populacja, Proces oceny i reproduke;i
populacji jest powtarzany. Caly cykl jest realizowany przez szereg pokoledt az (g
spelnienia keyterium zatrzymania algorytmu. Rozpatruje si¢ kilka mozZliwyely
typow kryteridw:

1} uplyniecie zaloZonej liczby pokoled; _
2) zbiezno§é wartodei Tunkeji przystosowania, tj. brak znaczacej poprawy Srednie]
wartodei funkeji przystosowania w kitku nastepujacych po sobie pokoleniach:
1) zbieznosé skladu populacii, tj. osiagniecie przez ciagi kodowe w populac
okreslonego stopnia wzajemnego podobiefistwa.

Zadanie ma 32 rozwinzania, » Ktorych kazde jest jednoznaczaie opisane za
pomoey odpowiedniej wartodel zmiennej x. Mozemy przyjac, ze ciag kodowy
reprezentujucy dane rozwiazanie bedzie zapisem wartodci v w systemie dwdj-
kowym, czyli bedzie ciagiem pigciu zer lub jedynek.

Przyjmijmy, ze w sklad populacji w pojedynezym pokoleniu bedzie wchodzilo
sze$C rozwiazan. Pierwsze pokolenie zostanie wiworzone w sposdb losowy, czyhi
ciagi kodowe zostany utworzone na podstawie wartofci podawanych przez genera-
tor Hezb pseudolosowych, np. w arkuszu Microsolt Excel.

TABLICA 158
Sklad populacji poczatkowej
(uzyskany losowo)

| Provieap 15.4]

Rozpatrzmy ponizsze zadanie optymalizacyjne: Cing OdkOL‘IU\,*ftnu
Lp. ! wartodé
kodowy )
) [ (TD:J 1)'\- — max *
3= |sin| —}+ 1 |— — max.

S 8 15 1 11000 24
0y <3l 2 11010 26
xeC 3 1110 30
. . . Cos 4 10011 19
Wskazanie rozwigzania optymalnego powyzszego zadania nie nastrgcza . X o1 ot
nogei, gdyz przy tak niewielkim, skoficzonym zbiorze rozwigzan dopuszczalnych 2
zadowalajica bylaby nawet metoda przegladu zupelnego rozwigzad. W celu 6 01010 10

zilustrowania dzialania algorytmu genetycznego przeprowadzimy jednak szc;égo,-
lowy analizg problemu.

Kazde z rozwiazafi wechodzacych w skiad populacji zostaje ocenione przy
uzyciu wartodci funkcji przystosowania f. Na podstawie wynikow sa okredlane
prawdopodobieiistwa, z jakimi za pomoca selekeji ruletkowej ciagt kodowe beda

RYSUNEK 13.11
Wykres maksymalizowanej funkejt

A wybierane do udzialu w puli rodzicielskiej.
[ Skumuiowane wartodci prawdopodobieistw wylosowinia poszezegdlnych cia-
5 - pow sq wykorzystywane przy realizacii selekcji ruletkowej. Ostatnia kelumna
;W tablicy 15.9 przedstawia oczekiwang liczbe reprezentantéw danego eiggu w puli
o " rodzicielskiej.

Szest miejsc w puli rodzicielskiej jest obsadzane wedlug nastepujncej procedury.
Generowana jest liczba pseudolosowa r e [0, 1), Miejsce w puli jest obsadzane
-~ ciggiem o namerze {, dla ktérego zachodzi:

Coum{i ~ 1) <€ r < cum(l). (15.9)

Zakladamy, ze cum(D) = 0.

W opisany powyzej sposéb zostal wygenerowany sldad puli rodziciclskicej.
Zolkdadamy prawdopodobiefstwo krzyiowania p, = 1, czyli kolejne pary puli
. rodzicielskie; beda wzajemnie krzyZowane. Stosujac ponownie generator liczb
pseudolosowych, wyznaczono dla kazdej pary ciggéw miejsce krzyZzowania
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TABLICA 15.11

i . 9 s . .
TABLICA 154 Nowe pokolenie rozwigzai

Obliczenia do operacji reprodukeji

X Clage .
; Ciag v 1 P »—-—"[' i) = L, = :.f— P kodowy v fx)
kodowy ) ! <« =t f
Py
Rl | 11001 25 1,429
I L1000 24 600 0,292 0,292 1,754 2 | now 26 0.508
2 | 51010 26 0.508 0,093 0,385 0,557 3| 31 1276
3 1o k) 0.586 0107 0.492 0,642 4 10010 18 2 049
4 10011 1o 2,437 (L4445 0,937 2.672 3 106G 25 1,029
5 13101 29 0,147 0.027 0,964 6,161 6 10610 18 2,049
[,000 0,214
{] [ER14248] 10 0,195 0,036 Suma 7.938
Suma 5473 1 6 Srednia 1,323
Srednin 0912

: Uzyskano nowe pokolenie, ktorego czlonkowie lepiej ni2 ich | rodzice” spet-
niaja zalozone kryterium — osiagaja wyZsze wartodci funkeji przystosowania

(§redniv 1,323 w poréwnaniu do 0,912 w pokoleniu picrwszym).

Otrzymana populacja ponownie podiegalaby ocenie i w analogicznym do

- przeprowadzonego procesie dalaby kolejne, trzecie pokolenie. Powtarzanie proce-

“dury przez wiele pokoled powinno prowadzié do uzyskiwania coraz lepszych

rozwigzait, az do otrzymania rozwigzania satysfakcjonujacego.

{w lablicy 15.10 oznaczone pionowy kreska). I’rzypomnijmy,. Ze chociaz w prez
towanym przykladzie taka sytuacja nie wystapila (por. li\b?lCl.\ 15.10), general
dopuszczalne jest kizyZowanie clagu kodowego z inng kopiy jego samego w
rodzicielskiej. ) :

Kazdy gen (znak) w puli rodzicielskiej moze ulec mutacyt z p:-'?\wdopndpbz_e
stwem p,. Przyjcto p,, = 0,05, co daje oczekiwang liczbe mumc:j:- W Poko]
0,01 - 5. 6=1,5. Przyjmijmy, ze w wyniku losowania okazalo sig, Ze mu
ulegnie pialy znak w drugim ciagu kodowym puli rodzicielskiej (podkre:l

w tablicy). + 15:4.3. Adaptacja algorytmu genetycznego

TABLICA 15.10 na potrzeby dowolnego zadania

+
Pula rodziciclska picrwszego pokolenia

W powyzszych rozwazaniach omawiany byl problem oplymalizacyjny o szczegél-

Numer 'i:‘:z:‘ Ciag C;’(‘f{::ﬁ:::;}?y nej postaci, gdyz przy przyjetym sposobie kodowania kazdy mozliwy ciag kodowy
pary kodowege kodowy i krzyiowmsin : cprezeniowal pewne rozwigzanie dopuszezalne. Pozytywna konsekwencja lego
fakin bylo rowniez to, ze dowolne przeksztaleenia na ciagach kodowych {(krzyZo-
. ! 1100{0 L1001 wanie i mutacja) prowadzily do otrzymywania rozwigzai, kiére réwniez byly
2 1ioilo Hotfo ~dopuszczalne.

, 3 11|10 H . NaleZy odrzucié zalozenie, ze dla kazdego potencjalnego problemu optymaliza-
= o4 00| 1 1|10 vinego uda si¢ skonstruowad taki sposéb kodowania rozwigzania, kiory spelnialby

. 1160]0 11001 varunki wskazane w popmedni.m z_lkapicie.
3 4 1011 100t {0 Rozpatrzmy problem komiwojazera. Przyjmijmy, ze do odwiedzenia jest

miast M = {my, m,, ..., m,}, z ktérych kazde musi byé odwiedzone dokladnie
. eden raz, Dowolne rozwigzanie (trase komiwojazera) mozna przedstawié jako
Odpowiednie pary ciggéw kodowych w puli rodzicicisk.iej sq teraz lacz ermutacje zbioru M:
.o krzy?z” zgodnie z ustalonym miejscem przecigeia, dajac nowe poko

(tablica 15.11). :
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gdzie:

a; e M, e 1,2, ., 0,
Voo,
i

i= 3 .n

J=L 2 aun

Rozwigzanie moze wige zostaé okreflone przez cing n znakdw z n-clemen.
towego alfabetu. Tuki spos6b zapisu oznacza, ze nie kazdy mozliwy ciag kodowy
reprezentuje rozwigzanie dopuszezalne zadania. Istnieje n” wszystkich moiliwyéh
do utworzenia ciagdéw kodowych, podezas gdy tylko n! spoéréd nich daje rozwi
zania dopuszezalne, 1zn. takie, gdzie kazdy znuk (minsto) pojawia sie w ciagu
trasie) dekliadnie jeden raz. O ile zmodyfikowanie procedury losowania wyjiciow
populacji rozwiazan w taki sposdb, Zeby generowata jedynie dopuszezalne rozwi
zania, nie stanowi problemu, o tyle wykonywanie na populacji typowych operat
row genetycznych krzyZzowania i mutacji bedzie juz z pewnofcia prowadzilo
powstawania rozwigzan niedopuszezalnych,

Teoria algorytméw genetycznych proponuje trzy podstawowe podejécin wioj
sywanej sytuacji:
1) zastosowanie fonkeji kary, kira bedzie obecigzale wartodei funkeji: p';-z
stosowania rozwigzai niedopuszezalnych, stymulujne algorytm do samoc;
nego kierowsnia sie w strong rozwiazan zgodnych z postawionymi warun
dopuszezalnosci;
zastosoewanie procedur naprawcezych, czyli pomocniczych algorytméw do
nujacych w mozliwie efektywny sposéb przeksztalcenia napotkanego ;o
wiazania niedopuszczalnego na jak najblizsze mu ideowo rozwinzanie dopus
czalne zadania; _
skonstruowanie specyficznych operatoréw o dzialaniu analogicznym
krzyzowania | mutacji, ktdre dawalyby jednak zawsze jako wynik dopuqzczz;
rozwinzania problemu, pod warunkiem, Ze ciagi kodowe ,rodzicow” repreze
tujg rowmez rozwiazania dopuszczalne (operatory takie bazujq na wied
specyficznej dia zadanm) -

3)

W odniesieniu do zadania komiwojazera literatura algorytméw genetyczaych
proponuje kitka wariantéw specyficznych operatorow.

15.4.3.1. Operator krzyzowania PMX
(partially mapped crossover)

Ciagi kodowe rodzicéw sa rozcinane w dwéch losowo wybranych miejscach,
czym [ragment ,Sciezki” micdzy punktumi rozcigeia jest przenoszony ..ni
do ciggdow potomnych. Pozostale znaki cingéw potomnych sy kopiowane W
z odpowiednich ciggéw rodzicielskich, jezeli nie powoduje to niedopuszezal
gciezki {pojawienia si¢ dwukrotnie tego samego miasta na trasie). Brakujace p

PO .+
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gtapie znaki w ctygu uzupelnia sic nu podstuwie odwzorowania miast we [ragmen-
tach §ciezki znapdujacych sig miedzy miejscami cigcia.

Rozpalrzmy krzyZzowanie dwoch ciagow rodzicielskich reprezentujacych pray-
kladowe rozwinzania zadania komiwojazera z dziewiecioma miastami na trasie.
Fragmenty ciggdw kodowych lezyce migdzy wylosowanymi punktami rozcigcia
zostaly zacientowane:

rl1]2 gio
rR|s|3leslnlolz|1]a
Ftap 1. Wylosowane fragmenty tras przenosimy krzyzoweo do ciagéw potomnych
Dy
D,

Etap 2. Preepisujemy miedzy R, a D, i miedzy Ry 1 D, te znaki z cingow
kodowych, ktére nie powoduju niedopuszezalnodei rozwiazania (powstania
duplikatéw):

Dypy12y

Przykiadowo, nie mogliémy wpisa¢ 7 na siédmym miejscu w ciqgu Dy,
gdyz znak 7 juz w tym cigge wysicpuje, id.

Uzupelniamy brakujace pola w cingu D,. Na pozycji siddmej powinnigmy
wpisaé 7 (z Ry), ale 7 juz wystepuje w D, Wobec tego zauwazomy, Ze
obecnie istniejaca 7 w D) jest odwzorowana w 5 w ciggu D, 1 wiadnie taki
znak wpisujemy w pusie miejsce (odwzorowania sg N Zamieszczonym
ponizej schemacie oznaczone przerywanymi Jukami). Analogicznie, na
Gésmej pozycii nie mozemy wpisaé 8. Zamiast tego wpisujemy kod,
w ktérym 8 jest odwzorowane, czyli 4. Na dziewiygtej pozycji powinnidmy
wpisad 9. Zauwazmy, ze 9 jest odwzorowane w 6, ktérego tez nie mozemy
wpisaé do Dy, gdyz taki znak juz tam wystgpuje. W takiej sytuncji szukamy
kolejnego odwzorowania, tym razem dia kodu 6 i stwicrdzamy, Ze jest nim
3 i ten wiadnie kod wpisujemy w dzicwigle pole kodu D;:

Etap 3.
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Analogicznie, uzupelniamy pola w cigge kodowym D, Na picrwszgj
pozycp powinidmy wpisac kod 5 (z pierwszej pozycji K3}, ale zamiast lego

wpisujemy jego odwrzorowanie, cezyli 7. Na pozycii drugiej Zamiast N
3 wpisujemy 9 {po dwukrothym odwzorowaniu), u na pozycji dzicwiq[ej
b

zamiast 4 wpisujemy 8.

D,Ill:|§;js|7|.9]5]4|3]

A, A
[N A [
) 1y 1] 1
P 1
[N 1
r 1 1 ]
[ A
Pl
o7 [s]a]s s [2 [1]7)

15.4.3.2. Operator krzyzowania CX
{cycle crossover)

| Duziatanie operatora mozna opisaé nastepujacymi krokami:
Krok 1. Wylosuj pozycje w clagu i przyjmij ju jako biezica.
Krok 2. Przepisz znak z bieZacej pozycji z kodu R, do D, i z kodu R, do D, v
Krok 3. Znajd? pozycje w kodzie R,, na ktérej znajduje sie taki sam znak, jak n
biezgee] pozycji w kodzie R,. '
Krok 4. Czy znaleziona pozycja jest ta sama, od ktdrej rozpoczeto dzialani
w kroku 17 Nie: przyimij znaleziona pozycje jako biezaca i id do kroku 2
Tak: idZ do kroku 5.
Krok 5. Uzupelnij brakujnce znaki kodu D), przepisujac je wprost z kodu'd
Uzupehij brakujace znaki kodu D, przepisujac je wprost z kodu R,

Rozpatrzmy dwa rozwigzania, kdre cheemy skizyzowad:

AP o
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Na powyzszym schemacie zaciemnione si te pozycje w ciagi, kidre peh}il){ s‘oig‘:
pozycji biczacych w kolejnych iteracjach procedury. Strzalki wskazuja koleno$e
przechodzenia migdzy pozycjami (pocziwszy od pozycji 1). .

Po wykonaniu krokéw t—4 otrzynutjemy poniZsze potomne ciggi kodowe:

PR 4 b
AR 8 1|4

Brakujace pola sy uzupelniane przez przepisanic krzyzowo warto$ci 2 ciapdw

rodzicielskich:

6|7

‘ ' 15.4.3.3. Opetator krzytowania OX

{order crossover) 'f

)
Podobnie jak w przypadku operatora PMX wybieramy losowo fragment cingu
kodowego (losujuc dwa punkly cigcia).

Zauwazmy, Ze w rozwigzaniu problemu komiwojazera istotna jest jedynie
kolejnodé miast na trasie, a nie lo, od kidrego miasta trasu si¢ rozpoczyna, wobec
czego bez zmiany rozwiazania mozemy zmienié uklad pozycji tak, aby wylosowa-
ny fragment pokrywal ostatnie pozycje ciagu:

=
"
&

Przepisujemy bez zmian wylosowany fragment z clagu z R, do Dy iz Ry do D,.
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. Brﬁkfljzgce poia w.ciqgu Dy uzupelniamy, przepisujac kolejne kody z Ciagu.:
1 pomljajac‘ tc., Rtorfa JUE w Dy wystepuja. Analogicznie, uzupelniamy cingg kody
wy Dy, wpisujac kody z ciagu R,. '

A

N
o
~
A~

rPRZYKf_AD 15.5 {cd. 15.1)1

Przyémijmy, ze populacia w pojedynczym pokoleniu w algorytmie genetycznyr
bedzie skiadala si¢ z szeciu rozwinzan, ktdrych poczatkowa postaé jest fosoy
Tablica 15.12 zawiera przykiadowo wylosowany zbidr szefciu rozwigzad iy
z od!)o\,vbia‘dajacymi .tym rozwigzaniom dlugodciami cyklu. Funlkcja celu w zadan
komawcuazera_ powimna byfi minimalizowana, dlatego — aby uzyskaé funkeje
przystosowania, ki6ra bedzie rosnaca w miare poprawy rozwigzanin — 211stz;§ﬁly
dingoéé cyklu jej odwrotnodeiz. W tablicy podano réwniez obliczone wart
prawdopodobiefistw wylosowania kazdego z ciigdw w pojedynczym losowan
metoda ruletki, pomocnicze skumulowane prawdopodobiefistwa oraz wart
oczekiwane liczby kopii poszczegdlnych rozwigzan w puli rodzicielskiej.,

. TABLICA 15.12
Skiad i charakierystyki rozwigzad w populacji poczatiiowej

Num‘cr Kol Funkeja 5 i

rozwig- 2jnoié StOsOWRDL = ]

mnia; ?];_::::.5(. Dlugosé, pn:ys.m&,n]w‘ml.z o= w:;l-_f: cumii) =jnZIp,- =

':dlugt):ié,- s

1 (3.4,2, 1, 5 86 0011628 0,175247 | 0,175247 | 105148
2 4.3,52, 1) 130 0.007692 0,115933 | 029118 0,69559
3 (2.3,4, 1,5 68 0,014706 0221636 | 0512816 | 132087
4 (3, L4 52 127 0,007874 0,118671 | 0,631488 | 0,71202¢
5 (5. 1,3, 4 2) 73 0.013699 0206456 | 0837943 | 1,23873
6 G243 b 93 0,010753 0162057 | 1 0,9723

Pzzyjmijmy, Ze w wyniku szeciokrotnego wygenerowaniu liczby pseudo
losowej z przedzialu [0, 1) oraz zastosowania warunku o postaci (15.9) otrzym
ponizszy zbidr rozwiazan stanowigeych pule rodzicielska (tablica 15.13),

Niech ramki wokél fragmentéw ciggéw kodowych rozwigqzaf oznaczaja wyl
sowane fragmenty ciggdéw, ktére bedy braly udziat w krayzowanin wedlug operat

L
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TABLICA 1513

Sklad uzyskanej losowo
pufi rodziciclskicj

] (2,34 1.5 68
2 (5,1,3,4,2) 73
3 (5, 2,4, 3 1) 93
4 3,4,2, 1,5 86
5 (3,4,2, 1,9 86
a (2,3, 4, 4% 68

FABLICA 15,14

Nowa populacja uzyskana

w wynikue krzyzowania PMX

w poszczegolnych parach
puli rodzicielskief

1 {5,3,1,4,2) 132
2 (2, 4,3, 1, 3 93
3 5.4, 2,3 1) 36
4 3.2,4, 1. 5) 114
5 (2,3, 4, 1,5 68
6 3,4, 2, 1,5 36

nowym

ra PM¥X., Wiedy rozwigzania vzyskane z krzyZowania w parach (1, 2), (3, 4} oruz
{5, 6) maja posta¢ podany w tablicy 13.14.
Analiza tablicy 15.14 pokazuje, Ze losowo$é zakorzeniona w algorytmie gene-
tycznym mwoze doprowadzié do  uzyskania w
zanin, kidre bedzie gorsze niz kidrekolwiek z rozpatrywuanych wezedniej (roz-
wigzanie pierwsze w tablicy 15.14), ale te? duje szanse nu znalezienie rozwig-
zaii lepszych niz znane dotychczas — w powyiszym przypadku takim roz-
wigzaniem jest trasa prowndzaca komiwojnzera przez miasta (35, 4, 2, 3, 1) o facz-
nym koszcie wynoszacym 56. Naturalnie, zaprezentowane obliczenia stanowiy
ilustracje dzialania algorytmu genetycznego na przestrzeni zaledwie jednego
pokolenia rozwigzafi. Mozna oczekiwad, ze satysfukcjonujaee rezultaty ,ewolucji”
rozwiazaf bedag widoczne po wielokrotnym powtdrzeniu opisanej procedury.

rozawin-
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POILECENIA | PYTANIA KONTROLNE TABLICA
1. Co odroznia metody heurystyczne od metod dokladnych? Dystrybuanta rozkladu normalnego N, 1)
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